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LES THEOREMES GENERAUX DE M. BOREL

DANS

LA THEORIE DES FONCTIONS ENTIERES

Par M. G. VALIRON. -

Dans son Mémoire Sur les séros des fonctions entiéres (1), puis dans
ses Legons (*), M. Borel a démontré plusieurs propositions générales
relatives i la croissance des diverses fonctions qui s'introduisent dans
cette théorie. Si 'on considere le maximum M(r) du module de la
fonction entitre f(z) sur le cercle [5]=r, le maximum A(r) de
la partie réelle de la fonction sur le méme cercle, le maximum M'(r)
du module de la dérivee, et le terme de plus grand module du déve-
loppement de Taylor de la fonction, m(r); toutes ces fonetions de r
ont méme ordre de grandeur, en ce sens qu’il existe une suile de
valeurs de r, indéfiniment croissantes, pour lesquelles le rapport
des logarithmes de deux quelconques de ces fonctions tend vers 1.
M. Borel monire méme que ce rapport tend vers 1 lorsqu’on exclut
sur 'axe des » des intervalles tels que lalongueurtotale des intervalles
exclus entre o et 7 est infiniment petite par rapport a r.

Jai démontré dans ma Theése (*) et dans une Note ultérieure (*)
des propositions plus précises, notamment en ce qui concerne les
fonctions d’ordre fini, pour lesquelles le rapport de deux quelconques
des fonctions considérées ci-dessus reste compris, & partir d’une

(13 Acta mathematice, L. XX, p. 357-396.

(2) Legons sur les fonctions entiéres, Paris, 1900.

(3) Sur les fonctions enticres d’ordre fini et d'ordre nul et en particulier les fonctions
a correspondance réguliére ( Annales de la Fuculté de Toulouse, 1913, p. 117).

(%) Sur quelques théorémes de M. Borel (Bulletin de la Société mathématique, 1914).
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certaine valeur de r, entre deux puissances de r dont les exposants
sont liés & I'ordre de la fonction. Dans le cas de l'ordre infini, la
méthode employée donne également des résultats assez précis, mais a
Pextérieur de certains intervalles d’exclusion (").

Dans deux Mémoires publiés dans les Tomes XXXVII et XLI des
Acta mathematica (*), M. Wiman a obtenu des inégalités beaucoup
plus serrées entre les fonctions en question, et a montré que, dans
le voisinage de la valeur de = donnant au module sa valeur maximum,
Pargument de la fonction se comporte comme celui du (erme maxi-
mum. Mais la méthode de M. Wiman ne semble pas pouvoir donner
facilement la grandeur des intervalles dans lesquels ces inégalités ont
lieus; la démonstration nouvelle du théoréme de M. Picard donnée par
cet auteur est donc encore assez compliquée.

Jai montré dans deux Notes des Comptes rendus (*) que je me
proposc de développer ici, que les inégalités de M. Wiman ont lieu
presque partout; la démonstration découle trés simplement de la
considération du polygone de Newton introduit par M. Hadamard dans
son Mémoire de 1893. La propriété de Pargument de lafonction signalée
ci-dessus a lieu dans les mémes conditions et pour toutes les valeurs
de s pourlesquelles le module de la fonction est voisin de son maximum.
L’impossibilité d’une relation de la forme

e/ (5) - efsi5) = 1

est alors aussi manifeste lorsque f,(z) et f,(5) sont des fonctions
“entiéres que lorsque ce sont des polynomies. La démonstration du
théoréme de M. Picard ainsi obtenue semble plus simple que celle
indiquée par M. Borel i la page 388 de son Mémoire cité dans laquelle
intervient la relation entre le minimum et le maximum de la fonction

(Y) Sur la croissance du maximum du module des séries entiéres (Bulletin de la Société
mathématique, 1916, note de la page 60).

(2) Ueber den Zusammenhang zwischen dem Maximalbetrage einer analytischen
Funktion und dem griéssten Gliede der zugehirigen Taylor’schen Leihe (Acta mdthe-
matica, t. XXXVIl); Ueber den Zusammenhang swischen dem Maximalbetrage einer
analytischen Funktion und dem grossten Betrage bei gegebenem Argumente der Funktion
(dcta mathematica, t. XLI),

(*) Tome 166, p. 605, et tome 167, p. 988.
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sur un méme cercle, et qui exige aussi U'introduction des valeurs
ordinaires.

Dans la premiere Partie du présent travail j'ai réuni les diverses
propositions utiles & la démonstration du théoréme de M. Picard, afin
de mettre en ¢vidence la simplicité de cette démonstration.

Les théorémes généraux relatifs & la comparaison des fonctions
M(r), m(r), A(r), M(r), plus précis que ceux de M. Borel et qui
complétent ceux de M. Wiman, et diverses autres propositions, font
Pobjet de la seconde Partie.

Je donne dans une troisicme Partie les extensions relatives aux
fonctions définies par les séries entiéres, en insistant surtout sur la
classe de ces fonctions pour laquelle les propriétés ont encore lieu
en général, comme pour les fonctions entieres. On est ainsi conduit
& étendre & une certaine classe de séries entieres le théoréme de
M. Picard, mais les résultats que I'on obtient par cette méthode sont
moins généraux que ceux que l'on peut déduire d’une inégalité
de M. Schottky. Je n’ai signalé ici ces propriétés que pour montrer
le parti que l'on peut en tirer dans le cas des fonctions entiéres
et en particulier celles d’ordre infini, pour lesquelles on arrive
ainsi & compléter 'un des résultats nouveaux obtenus récemment
par M. Julia (*).

I. — Le théoréme de M. Picard.

1. Nous considérons une fonction entiére f(z) =chz” et nous

5 ,
désignons par M(7)le maximum du module de la fonction pour|z| =1,
et par m(r) le plus grand des nombres | ¢, 7.

Soit — g, le logarithme du module de ¢,. Si I'on prend deux axes
rectangulaires Oz, Oy et que l'on place les points A, de coor-
données x,=n, y,= g, on peut définir au moyen de ces points un
polynome de Newton concave vers les y posilifs, ayant pour sommets
certains points des A, tous les autres points A, étant sur les cotés du
polygone ou situés du coté de la concavité. Soit, en effet, A, le

M .

(1) Foir les Noles de M. Juria (Comptes rendus, t. 168).
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premier point A, qui n’est pas rejet¢ & Pinfini, les coefticients angu-
laires des droites joignan( ce point aux points d'indice supérieur a z,
ont pour limite U'infini, puisque le quotient de g, par z croit indéfini-
ment avec n. Ces coefficients angulaires ont donc un minimum g,
atteint pour une droite déterminée, soit A, le point A, de plus haut
indice situé sur cette droite; les droites joignant ce point aux points
d’indice supérieur & 2, ont un coefficient angulaire supérieur a w,, le
minimum u., de ces coefficients angulaires est supérieur a w,, car il ne
peut lui étre égal d'apres la définition de A,. A w, correspond un
sommet A, el ainsi de suite indéfiniment. Les nombres p., croissent
indéfiniment avec 7. '

Nous désignerons par la notation =( /") le polygone de Newton ainsi
formé avec les points A,,.

Pour une valeur déterminée r, le terme maximum de f(z) dont le
module est égal & m(#), correspond a la valeur de n pour laquelle la
quantité '

~ gn— nlogr

est minimum. Si n = n(r) est une telle valeur de 2, on aura pour tout
nombre # la relation
Snyi — gn = ilOS"»

ce qui exprime que les points A,,; sont du coté des y positifs par
rapport & la droite de cocfficientangulaire logr menée par le point A,
ou bien sont sur cette droite. La valeur n(r) est donc I'abscisse du
sommet de = (/') qui est tel que la droite de coefficient angulaire logr
menée par ce point ne traverse pas le polygone. n(r) est en général
unique, il admet plusieurs déterminations lorsque logr est egal a la
pente 1, d’'un des cotés de =(f); dans ce cas nous conviendrons de
désigner par n(r) la plus grande abscisse des deux sommets de =(f)
situés sur ce coté. Nous dirons, dans tous les cas, que la droile
de pente logr mence par le sommet A, est tangente au poly-
gone =( f). |

La connaissance de =( /) entraine donc celle du rang n(r) du terme
maximum, et aussi de m(r) dont le logarithme est ¢gal &

n(r)logr— guoy- .
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Inversement, si m(r) est complétement connu, =( /) le sera égale-
ment.

Il résulte de la que si deux fonctions f,(s) et f,(z) admettent des
polygones =( f,) et =( £, ) identiques, elles ont pour toute valeur de »
méme terme maximum. En particulier, on voit que si I'on désigne
par G, Uordonnée du point d’abscisse n de =( f), la série & termes
positifs

F(r) :Ze‘“n re,

0

qui majore £(z), a pour chaque » un terme maximum égal & celui
de £(=) et de méme rang.

Si deux fonetions f,(z) et f3(z) admettent des polygones =(f,),
=(f,) ayant un sommet commun, et si ces polygones ne se traversent
pas, il existe une valeur au moins de » pour laquelle le rang et lavaleur
du terme maximum sont les mémes pour les deux fonctions.

2. Désignons par F(u) une série entiére de la variable réelle «, a
coefficients positifs croissants, non bornés, dont le rayon de conver-
gence est unité
(1) F(u) :2 eJm) yn,

0

Les nombres ge(n) croissent indéfiniment et leur quotient par n tend
vers zéro. Nous supposerons de plus que la fonction se(x) admet
une dérivée décroissante, qui évidemment tend vers zéro. Les points B,
de coordonnées x,=n, y,= — 3(n) sont alors les sommets d’un
polygone concave vers le haut que j'appellerai encore =(#); et pour
chagque valeur de u inférieure a 1 la fonction §(u) posséde un terme
maximum qui s’obtient en menant & =(§) la tangente dont la pente
est logu.

Soient £ un nombre positif quelconque, et un nombre inférieura /.

A la série sf<-[-> considérée comme fonction de » nous pouvons faire
r . . s . .
correspondre un polygonew[j(-,—ﬂ (qui s’obtient & partir de =(§) en

‘ajoutant 4 I'ordonnée de chaque mmet B, la quantité nlogl. Autre-
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“ment dit, © [J(%)] s’obtient en construisant =(F)a partir de Oy et de

'axe oblique OX,, OX, ayant pour équation y = x logl.
‘g s (7 A

La pente des cotés de ﬁ[37<7>] croit et tend vers log/, ce nolygone
reste donc a partir d’une certaine valeur N(/) de » au-dessous du
polygone =(f) dont la pente des cdotés croit indéfiniment. I en
, , . ~/r\T
résulte qu’on pourra, en effectuant une translation de = [a<7>} paral-
lelement & Oy, faire en sorte que le nouveau polygone obtenu ait
avec =(f) un ou plusicurs sommets communs, tous les . autres
sommets de ce polygone étant au-dessous de =(f). En effet, si I'on

n r .
effectue sur w[&’(ﬁ] les N(7) translations amenant chaque som-

met B/, de rang inférieur A N(Z) en coincidence avec le point de méme
abscisse de = ( f), il existera parmi les polygones obtenus un polygone
au moins situé au-dessous de tous les autres. Si — logk(7) désigne la
translation correspondante, le polygone ainsi oblenu est relatif &

la fonction lc(/ﬂ(%), nous l’appellerons r[/c&’(’;)]

~ Soit n(l, §) la plus grande abscisse des sommels communs & =(f)
et = [/»3’(%” -~ Toute tangente & = VS*(%):] en un sommet commun est
aussi tang;ante a =(f), en particulier la droite dont le coefticient
angulaire logr(Z) est donné par I’égalité

(2) logr(l):logl——JC’[n(/,J")],

{
tangente & w(f). Pour cette valeur r(/) de » les fonctions F(r)

. N i r . . : .
qui est tangente a T:[/i8‘9<—- | au point d’abscisse n(/, ), est aussi
et k(l)§<7> ont donc des termes maxima ¢gaux et de méme rang, et
de plus, puisque tous les sommets de =( /) sont au-dessus (au sens

r . . e .
large) de ceux de = [/cS*’(z-):l, les coefficients de F(r) sont inférieurs
ou égaux a ceux de k(l)§<7>, S (=) est majoré par cette fonction.

Faisons croitre / de fagon continue. La fonction n(l, §) ne peut
décroitre, car la pente d’'un coté de rang fixe de ﬁ[kﬂf(%)] croit
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indéfiniment avec /, pour cette méme raison n(/, §) ne peuat rester
finie lorsque / croit indéfiniment. 3¢'[n(/, )] est donc une fonction
discontinue décroissante de /, tendant vers zéro lorsque /[ croit
indéfiniment. D’aprés 1'égalité (2), »(/) est done croissante et croit
indéfiniment avec /. Les discontinuités de logr(/) sont celles de ¢/,
elles se produisent pour les valeurs de / rendant n(/, §) discentinue,
et correspondent par suite aux valeurs de / pour lesquelles les poly-

Y .
gones =(f)et= [/f3 <7>] ont plusieurs sommets communs. Le nombre

de ces discontinuités entre o et (/) est donc inférieur & n(/, §), et

leur somme est inférieure a la variation totale de — 3e’(a) qui est

finie. '
Nous pouvons donc énoncer la proposition suivante :

I. Etant données une fonction entiére quelconque f(z) et une serie
entiére §(u) de la forme (1), on peut faire correspondre, en géneral,
a une valeur v, deux nombres k et | tels que, pour cette valeur de r, les

. - /r\ . . ,
deux fonctions f(s) et kg \7) aient leurs termes maxima égaux et de
méme rang, et que la premiére de ces fonctions soit majorée par lu
seconde. Les valeurs de r comprises entre o et R pour lesquelles la pro-
priété n’a pas liew peuvent éure enfermées dans des intervalles dont le
nombre est au plus égal a n(R) et dans lesquelles la variation totale -
de logr est, quel que soit R, inférieure a un nombre fixe (*).

Pour abréger, nous dirons dans ce qui suit que les valeurs pour
lesquelles la propriété a lieu sont ordinaires, les aulres valeurs seront
dites exceptionnelles, on sous-entendra que ces valeurs sont ordinaires
ou exceptionnelles relativement & une fonction de comparaison déter-
minée F(u). Pour que r soit valeur ordinaire, il faut et il suffit,
d’aprés ce qui précede, qu’il existe deux nombres £ et /[ tels

que T LLW(T)] ait un sommet commun avec =( /), soit au-dessous de

(1) Dans mes travaux précédents, je disais dans les cas analogues que les points
exceplionnels pouvaient étre enfermés dans un ensemble dénombrable d’intervalles ; cetie
expression abrégée a le défaut de manquer de précision. .

Ann. Ec. Norm., (3), XXXVII. — Aour 1g20. 29
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lui, et que la droite de pente logr menée par ce sommet commun soit
tangente au premier de ces polygones.

3. Nous prendrons pour fonction de comparaison

(3) : ,-T"((()_—:Ze""u" (o<<a<<r)-

et démontrerons le corollaire suivant du théoréme T.

Corortame 1. — ¢ étant un nombre positif et r une valeur ordinaire

supérieure a un nombre R, on a U'inégalite

p=e . ‘ +”(1 a)
. I —
z I/) I‘/ I Cn+p ] rntp <L Afl ”l(l‘) n / 2 ,

duns lagquelle n est le rang n(r) du terme maximum m(r), et A, un
nombre five. '

7

D’apres la proposition I, le premier membre de Pégalite (4) est
majoré par I'expression

12‘ lpl? e(”+l’)"< ) P =m(r) 2 | p| e("+1)”‘—n"<l>".

p=—n p=—

Dans ta série-qui figure au second membre de cette égalité, les coeffi-
cients de |p|? sont tous inférieurs ou égaux i un, et n est 'un des.
entiers encadrant la racine de ’équation en =,

ax*t=log (-)[:>,

équation obtenue en cherchant le rang du terme maximum dans la -
série (3), puis en remplaoant u pdr . .Nous ‘allons montrer que le

rapport de la somme de cette série a ld somme de ceux de ses termes
dont le rang est compris entre == 7, est mferleur 2 un nombre fixe,

d .
n, étant le plus grand nombre palr inférieur a B, n et B, étant
convenablement choisi.
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 étant un nombre positif, considérons le rapport g; des termes de

n . . . N
rangs — + ¢ et n, + ¢, le logarithme de ce rapport est

logp: =1 low2'1‘+‘2i+(n+n ir— (e 2y " Lalog r
gpi=1¢q ® .k ad 1 > 5 108\ 7

En remplacant dans cette e\pres\mn lo<r< > par sa limite supé-

rieure —a (n—+1)*"*, le coefficient de ¢ par son maximum log2 et la
différence des second et troisiéme termes par ’application ch, la formule
des accroissements finis, on obtient

o g 16 \*!
logps < qloga + Zm,| (n+ Z520)" — (w4 0e=t

a—1

1 o a ng
<q 0g~+/;n1 n"l_?

—(n+ 1)“—1],
~d’ou enfin - . -

— o2
logp; < glog2 + ﬁ—a—[;—i—)-(n,—- 2)? (n -+ %)

‘—i—ﬁls"(:——en) ().
4

Si T'on suppose que a«(1 — a)B} est supérieur a 4¢glog2 + 5, on voit
que, sous la seule condition que nsoltbufﬁsammentﬂrand c’est-a-dire
pour r supérieur & un nombre lixe R, logp; sera mfeneur a—1.81
I'on appelle S, la somme des termes de la série considérée dont le
rang est compris entre 7.2 + 1 et 2, on aura donc

SSSBS}

w]‘

et par suite

&
r + 1 {1==
q <2 " € (n)eris S eyt ' ’).

e -—1 W) e—1 . “e—1 17

(1) Nous désignerons par e, ou =, ou (), toute fonction positive de n ou x tendant
vers zéro lorsque n ou «x croissent indéfiniment, et par n toute fonction réelle ou com-
plexe dont le module tend vers zéro.
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)

On obtiendra une inégalité analogue pour la somme S°,_, le corol-
laire est donc démontré. )

4. Nous supposerons maintenant que le nombre = est voisin de 1

4 e e ,
et nous poserons o =1 — 31(5 B sera un nombre voisin de zéro,

. s . ’ ey s N

il suftira, dailleurs, que 3 soit inférieur & — pour que toutes nos
conclusions soient exactes. En utilisant le corollaire précédent et en
employvant une égalité de M. Wiman, nous obtiendrons la proposition
suivante :

Il. La valeur r étant ordinaire et supérieure a un nombre fixe R,,

et le nombre =, de module r rendant le module | f(z,)] de f(z) supériewr
1 .

aM(ryn * onalégalité

(5) slad™S) = ermpis) (ny, n] < Cat.

Celle egalité, dans lnquelle n designe toujours le rang n(r) du terme

mazximum, cst valable pour tous les n dont la valeur absolue est moindre
1

w

—

que n® .
Quels que soient 2 et z,, on peut écrire avec M. Wiman,
T B ‘ * iy T
N . i) - o - al il — . )
(6) /<':'ne ")'—ie”'“ S(=0) -+ hg(s) + :: c,H,,:g'*"(e n —(—»t?.n%)

pe=—n

avec
&(3) = iﬁ[%‘)f,(,zo) — f(%0) ] .
Le module de la quantité

T
zL’ir,—l P

e —p—Iint,
n

Cest eawivalente 3 L=z Pl o our stites valeurs .
quiestéquivalente i ~A*=* ~ pour les petites valeurs de p, est, comme

©

., v o, . Ny o P .
on le constate aisément, inférieur a AZT:-{[—,2 quel que soit le nombre p;
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par suite, en utilisant le corollaire 1 avec la valeur ¢ = 2, et en rem-
JA
placant o par 1 — 23, on a

o
. L p
14T — [7
L1+ .~
(7) ? Cnap 0()1 P(e " — T Il)
p=—n ’
p 1
P 2f—5
— DY | Cpap | pPre+r < Am(r)22n 2

s

1
A étant un nombre fixe. Donnons alors & 7 la valeur z°, le module
du troisiéme terme du crochet dans [égalité (6) sera moindre
que AM(7), /(z,) et le premier membre de cette égalité ont aussi leur
module inférieurtou égal a M(r), le module de g(s,) est done infé-
o1

vieur & (A 2) M) 2" 7.

En utilisant la limite du module de g(z,) ainsi obtenue et l'iné-
galité (7), on voit bien qu’il suffira que f(z,) soit supérieur

1

. ;—h .
a M(r)n* © pour que ce terme I'emporte sur les deux autres termes
du crochet de I'égalité (6), tout au moins pour les valeurs suftisam-

. A . . , . . « o, .
ment petites de - En particulier, en égalant la limite inférieure du

rapport de | f(z,)] a M(r) a 'intervalle dans lequel on peut faire
varier A, on obtient I'énoncé du théoréme 11.

L’égalite (5) a lieu, notamment, lorsque z, est la valeur d¢ =
(ou P'une des valeurs), de module r, pour laquelle le module /(z,)
est égal au maximum M(r); désignons alors par o, celui des argu-
ments de f(z,) qui est compris entre o et 2w, nous aurons, d’aprés

Iégalité (5),
[(8) S(3) =/ (ze) =M(r) '@ (14-0),  |a]<Cn-F

et 'on peut, dans cette égalité, donner a n0 toute valeur comprise
5 —2f . . . 9

entre ==7n° . Lorsque 0 varie d’une facon continue, 'argument
' N - - g 37
de f(=) varie aussi contintiment, donc passe par les valeurs o, -, =, —-

Il existe donc sur tout cercle | z| = r correspondant & une valeur ordi-
naire, dans le voisinage de la valeur z, pour laquelle le module de la
fonction atteint son maximum, des points z pour lesquels /(=) est
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réel et positif, réel et négatif, imaginaire pur avec un coefficient
de ¢ positif, et avec un coefficient de 7 négatif, le module étant égal
aM(r)(r—e). : ,_

Si I'on désigne par A(r) le maximum de la partie réelle de f(z),
sur le cercle || =r, on aura la proposition suivante, conséquence
immeédiate du théoreme II :

1. Le rapport de A(r) @ M(r) tend vers 1 lorsque r croit indéfiniment
a Utntérieur des intervalles ordiraires.

5. La démonstration du théoréme de M. Picard sur les valeurs

. exceptionnelles des fonctions entiéres résulte bien simplement des

théorémes Il et I1I. Considérons d’abord la proposition suivante :
fi(5) et [u(5) étant deux fonclions enticres, on ne peut avoir

Uégalité

(9) ' o3 — el (3) 4y,

Nous ne devons pas exclure a priori le cas ot I'une des fonctions
(ou méme les deux ) serait un polynome, nous remarquerons seulement
que les polynomes vérifient aussi le théoréme III, sans restriction
d’intervalles. ) :

Dans un intervalle o, R les valeurs exceptionnelles pour I'une ou
"autre des deux fonctions sont intérieures & un nombre fini d’inter-
valles dont la longueur totale est infiniment petite par rapport & R, il
existe donc entre R et 2ZR(/A > 1) des valeurs ordinaires & la fois pour
les deux fonctions, soit » une telle valeur.

Soit z, une valeur de z pour laquelle la partie réelle de /, (=) atteint
son maximum A, (r), on aura

M) > ALS1(50)]> A (r) (1—&) > (1 — &) My (1),

¢ étant tres petit pourva que » soit assez grand. On obtiendra de
méme une inégalité de sens contraire en partant de /,(z). Le rapport
de M,(r) a M,(r) est donc trés voisin de ue, ce qui montre que si
l'une des fonetions était un polynome, autre serait un polynome de
méme degré, les termes de plus haat degré ayant des coefficients de
méme module, ce cas se traiterait séparément d’une facon analogue
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a celle que nous allons employer pour les fonctions entieres propre-
ment dites. f,(z) et f,(=z) étant des fonctions entieres, nous suppo-
serons que r est assez grand pour que les rangs n, et n, des termes
maxima soient aussi trés grands.

1z, désignant toujours une valeur de s pour laquelle la partie réelle
de /,(=) atteint son maximum, les rapports de | £, (z,)] et de | f.(=,)|
a M,(r) et & M,{») sont voisins de un, I'égalité (5) s’applique donc
aux deux fonctions & partir de cette valeur, et I'on a

S1(2) = fi(30e™) = My (0) (1 4y ) edteatng,
Sa(3) :f-_'(:'o"'m) =M, () (14 ny)efttlu,

Dans ces égalités, On, et On, peuvent varier dans un intervalle

L=

— 27D, +amh,

D étant trés grand; 7, et v, ont des’modules tres petits; o, et 2, s0ont
compris entre o et 2. '

~

» nous obtiendrons

© ] Ut
|a

Faisons croitre 0 & partir de la valeur —

~

iy
deux valeurs 0,, 0, pour lesquelles 'argument de /.(s) prendra les

T ) ™ )
valeurs — 5 +eet + - — ¢, et nous aurons
B 14
Gy + 6‘2)1._,:——: + &+ Ny,

[
@y Gy nyg =-+ = — & + Ny,

D’aprés Dégalité (9), 9,+f0n, reste compris entre —

SRR

T s s
et -+ - +2/= lorsque 6 croit de f, 4 4, nous avons done
> hp \
"

T
Q4+ Gy g > — 3 + 2T Ty,

D : .
o+ Oyn <+ 5 +2kw 40y,

En partant de f,(z), nous obtenons de méme les égalités et



232 G. VALIRON.

inégalités
T ’ ™ ! m
<P1+91111?:—7)—+—s+'n,, fpg+61112>-;+2/.‘7r+‘n,,
! T " /24 ~ T ’ v
@1+0,n1:+:—s+--n], ?2+J1Ilg<+;—+2/\‘ﬁ+‘ﬂ,.

La comparaison de ces égalités et inégalités montre que le rapport
de n, & n,-est voisin de un, que £ et i’ sont nuls et que o, — o, est
trés petit ainsi que 0,7, — 0,72, et O n, — 0 n,.

Donnons alors & 0 la valenr 0, + —, les parties réelles de /,(z)
et /,(s) seront toutes deux treés grandes et négatives, ce qui est
incompatible avec Pégalité (g). La proposition en vue est donc
démontrée.

6. La démonstration du théoreme général de M. Picard ne présente
pas de difficultés supplémentaires. Si I'on considére une fonc-
tion ¢(z) holomorphe & Uextérieur d’un cercle de rayon R et admet-
tant le point & Pinfini pour point essentiel, et si 'on suppose que cette
fonetion ne prend qu'un nombre (ini de fois la valeur zéro, elle est de

la forme
9(5) = s4P(3)eb),

k étant un entier négatif, P(z) un polynome et L (z) une fonction
développable en série de Laurent & 'extérieur du cercle de rayon R.

. . . .y . . ) P /l
4(z) estla somme d’'une fonction entiere /(=) et d’une série J, (:)

convergente lorsque le module de z est supérieur & R. On obtient ainsi
finalement, dans le cas ot zéro est valeur exceptionnelle,

‘Pv(i") =z¥P(z)Q <{-> e/(2)

&

AR .. . P -
et Q<:) tend vers une limite lorsque z croit indéfiniment. Si donc
nous supposons que les valeurs o et 1 sont exceptionnelles, nous
aurons l'égalité

:’ﬂP,(:)Q,(é)g‘,u) e z/c,pﬂ(z)Qz( )emz) +1,

] =
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et il est clair que le raisonnement du n° 5 s’applique presque sans
modification pour montrer qu'une telle égalité est impossible.
On déduit de Ia le théoreme général de M. Picard :

St la fonction [(3) admet le point 5, pour point essentiel isolé, elle
prend toutz valeur une infinité de fors dans le voisinage de co point, sauf
peut-éire deux valeurs exceptionnelles.

@

II. — Les théorémes de M. Borel.

7. Le théoreme III du n® 4 montre la relation ¢troite qui existe
entre A(r) et M(r); le théoreme Il contient d’ailleurs heaucoup plus
de choses. Aux remarques déja faites a ce sujet, il faut ajouter que la
relation (5) a encore lieu autour des maxima des diverses fonctions
considérées : partie réelle et partic réelle changée de signe, coefficient
de 7 et coefficient de 7 changé de signe, en supposant toujours que »
est ‘valeur ordinaire. Il faut d’ailleurs remarquer que ces maxima
peuvent étre atteints pour des valeurs de z qui n’appartiennent pas au
voisinage de la valeur pour laquelle le module de f(z)est égal a M (7).
Par exemple, le minimum de la partie réelle de la fonction ¢ + 5 est
atteint lorsque I'argument de = est voisin de =, alors que le module est
maximum pour I’argument nul. : ‘

Il reste 4 examiner la question suivante : savoir si la restriction
faite au sujet des intervalles exceptionnels, qui est imposée par le
mode de démonstration, est bien légitime, et notamment savoir ¥’il
existe des fonctions pour lesquelles le rapport de A(7) a M(7) ne-tend
pas vers un lorsque r croit indéfiniment sans aucune restriction. La
réponse est aflirmative. Considérons la fonction

p=®

f(z):Z(g“P:)zre"“P (a_,,-_—a—f—2c<p_1)..

p=0

Les sommets du polygone =(f) relatif a cette fonction ont pour

abscisses les nombres 22. Prenons pour logr la pente du coté qui

joint les points d’'abscisses 2 et 27%'; on constate sans peine que la

somme des termes de la série /(z) autres que ceux de rangs 27 et a7+
Ann. Ee. Norm., (3), XXXVII. — Aour 1g920. ' 3o
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_est infiniment petite (avec/ ) par rapport & l'un de ces deux termes.
On peut d'ailleurs éviter cette vérification en remarquant qu’on pour-
rait constituer /(s)en prenant seulement des groupes de deux termes
consécutifs aussi espacés que 'on voudra, et il est clair que dans ces
conditions, la circonstance signalée ci-dessus sera réalisée. On a ainsi,
pour la valeur considérée de r,

J(sy={(2"1 )“P‘coc/+c0s(2/+a)~—1[s1n/+cm(z/—!—cz)] “+n(2"rr)r,
"/\‘::A,’e—ﬁ—-a,),

0 étant argument de z. Le maximum du module du-crochet est égal

tandis que si 'on suppose que o n’ést pas multiple de ;, les
maximaet minima de la partie réelle et du coeflicient de £ sont compris
entre — 2 et 2. _

11 existe donge, cffectivement, des fonctions pour lesquelles e
théorcme [T ne peul avoir lieu sans restrictions; la seule amélioration
possiblede 'énoncé pourra étre de resserrer les dimensions des inter-
valles renfermant les valeurs exceptionnelles.

8. La relation entre le maximum M(r) de f(z) et le maxi-
mum M'(7) de la dérivée /7(z) sobtient en ullhs'ant la fonetion g(z)
introduite dans Uegalite (6). On a vu que cette fonction, définie par
Iégalite :

(10) g(\:):ur[ [( )—-—/( ] n=n(r),
s ,, L B=7 o
a un module inférieur & (A + 2)M(r)n * sous la seule condition
que 7 soit valeur ordinaire. Il résulte de la que, pour los valeurs de z
pr—1 \

n ApT o N e q
qui rendent le module de /(=) supérieur a M(r)n= (3" >3), ona
Tégalité

(11) o =0+m 20 1),

Cette égalité a lieu en particulier pour le =z donnant au module
de f(=) sa valeur maxima, on a donc

M (r)> (1—e) Q—(,—_'-‘—)M(r).
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Cette derniere relation montre que le premier membre de I'égalité(ro)

est encore infiniment petit par rapport au second lorsque z est la

valeur pour laquelle le module de /’(z) atteint son maximuin,

'égalité (11) a donc encore lieu dans le voisinage de cette valeur,

N s : AN R

et le rapport de M'(r) a M(r) est égal & (1 + 1) 7 tendant vers zéro
1

avec .

L'égalité (11) a lieu en méme temps que I'égalité (5), et ces deux
égalités sont réalisées dans le voisinage des maxima des diverses fonc-
tions considérées jusqu’ici : | /(2)|, | f'(5)], partie réelle, ete.

On peut done énoncer le théoréme suivant :

IV. Le rapport du maximum M'(r) du module de la dericée au
maximum M (1) de la fonction est asymptotiquemnent égal au quotient
du rang n(r) du terme maximum par r, lorsque r croit indefiniment
a Uintéricur des intervalles ordinaires. Dans ces intervalles, on a Uégu-
lité (11) en tout point = pour lequel le module de [(z) oude= f'(z) est

(11) P pour leg J(3) ~ /(=)

1

roe ) . ﬁ’_‘f
supérieur a M(r)yn .
Il est évident ici que la propriété ne peut avoir lieu pour tous les 7,
. quelle que soit la fonction considérée, puisque M(r) et M'(7) sont
continues et que n(r) peut avoir des discontinuités arbitraires.

9. Pour étendre cette propri¢té aux dérivées successives, il sera
nécessaire d’introduire dans la démonstration le rang du terme
maximum dans ces dérivées. ’

‘Nous nous appuierons sur la proposition suivante :

V. Le rapport de n(r) aw rang n'(r) du terme maximum de ["(=)
tend vers 1 lorsque rocroit indefiniment a ['intériewr des intervalles gui
sont ordinaires a la fous pour f(3z) et f'(35), la fonction de comparaison
- relative a f7(z) étant la dérivée de celle relatice a f(3). '

D'apies les propriétés des coefficients de la fonction #(«), la-fone-
tion 7'(u) est encore une fonction de meéme nature, le polvgone =(3")
admet pour sommets tous les points d’abscisse entiere. Pour une méme
valeur u, le rapport des rangs n et n' des termes maxima dans F(w)
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et ¥ («) tend vers 1. En effet, ces rangs différent de moins d’une unité
des racines des équations en v et x' :

=1 logu — %—1 I
ax +logu = o, aax? +5—+|0gu:o,

ce qui donne

On voit que n' est supérieur a4 n et lui est asymptotiquement égal.

Soit » une valeur ordinaire pour f et f'. Il existe deux nombres
k(r) et I(r) tels que le polygone = t/ﬁf(%)J a le sommet de rang n(r)
en commun avec =( /), est au-dessous de ce polygone, et que la droite
de pente logr menée par le sommet commun est tangente commune
aux deux polygones. Il existe de méme deux nombres &' (r) et {'(r)
jouant le-méme role relativement aux polygones correspondanta /”(z)
et §'(u), le rang du sommet commun étant ici ' (r).

Le polygone rcl/cT’<'Z>J construit a partir de §(z) avec les nom-

bres £(r) et {(r) a évidemment en commun avec =( /) le sommet de
rang n(r) — 1 et est au-dessous de ce polygone, mais les tangentes
communes en ce point ont, d’aprés ce qui précede, une pente infé-
rieure & logr. Il résulte de I que n'(r) est supérieur & n(r), et
que ['(r) est supérieur & [(r); ainsi n(r) étant le rang du terme
maximum dans F(«), n'(r) Uest dans §(«"), avec «' < u, on a donc

© aussi
rt(r)y<<n(r)(1+e).

Le théoréme est donc démontré. 11 est clair que ce résultat une fois
acquis, 1l n’est plus nécessaire de parler des fonctions de compa-
raison, on est certain que, des intervalles dans lesquels logr a une
variation totale finie étant exclus, le rapport de n(r) a n'(r) tend
vers un. Il existe d’ailleurs effectivement des fonctions pour

) . J2 o . ! . .
lesquelles le quotient —fli n’a pas pour limite un lorsque r croit

indétiniment sans restrictions, c’est le cas dans le deuxiéme exemple
du n° 7, ol ce quotient prend une infinité de fois des valeurs voisines

de 2.
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Les théoremes IV et V donnent alors la proposition générale
suivante :

VI. Lorsque r estextérieur a des intervalles analogues aux intervalles
ordinaires, les rangs des termes maxima dans f(z) et ses premueres
dérivées sont asymptotiquement égaux, le produit du maximum M?(r)

. ‘r\7 . /
du module de fi(z) par 'expression —) est asymptotiqguement égal
‘ S(z) par Uexp Y ymplotiq f

a*M(r) et dans le voisinage des valeurs de = pour lesquelles I'une des

X Bg y
Jfonctions <i) ! J4(s)]| est supérieure a M(r)n  *, on a U'égalité
(12) srs=trwa@ | 221 s

10. Dans la démonstration du corollaire dun® 3, on s’est, en réalité,
appuyé sur la propriété de la fonction M(7) d’étre déterminée par un
certain groupe de termes entourant le terme maximum. On peut
énoncer,  ce sujet, la proposition générale suivante :

VII. Dans tout intervalle ordinaire défini aie moyen de la _fonction (3),

R . . 1——+¢
M(r) est déterminé asymptotiquement par un groupe de n *  termes
entourant le terme maximum, < élant un nombre positif quelcongue.

Dans tout intervalle ordinaire, m(r) est égal au terme maximum
L/ . .. . , s ., Y

de /175‘<7)7 M(r) est supérieur a m(r) et F(r) est majoré par /H(T);
il suffit donc de démontrer que dans la série §(u)la somme des termes

. s
o, . . L. . . 1= w2
dont le rang est inférieur & » — N ou supérieur a n—+ N (N =n °*
o] \
est infiniment petite par rapport au terme maximum m(u).
En remplacant dans le caleul du n° 3 le nombre », par N, on

trouve
o, << hy logh =—An*==— A N&.

En désignant par S; la somme des termes dont le rang est compris
enlre ¢ + 1 et /, on aura done

S

- n—N n—-N

<hS' , S” <hS;';

n-+N 4+

)

L2 R
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d’ou

= n+N n—N ~® B
§-87-§ 788
—N 0 n—+N 0

0 n

m(u) étant le terme maximum, on obtient, en tenant compte de ce
résultat,

n+ N P

2Nm(u)>S >(1__IZ)S -

d’ol enfin

En se reportant & la valeur de 4, on voit que le coefficient de m(u)
dans le second meémbre de cette inégalité tend vers zéro lorsque
n croit indéfiniment, ce qui démontre le théoréme VII.

(e théoréme ne peut étre vrai sans restrictions, car on peut cons-
truire des fonctions pour lesquelles, pour une infinité de valeurs de r,
le nombre des termes égaux au terme maximum soit une fraction
déterminée du rang ' de ce terme.

_L1. Les inégalités relatives a la comparaison des fonctions M(r)
et m(r) résultent du théoréme 1, qui donne immédiatement le corol-
laire suivant :

Corortare II. — St le quotient de 3 (1) par son terme maximum m(u)
~ reste inférieur @ une fonction o(n) du rang de ce tre/'/mf maximuni, loute
Jonction entiére f(z) verifie (inégalité

(13) , M{ry<m(ryo[n(r)]
dans les intervalles ordinaires relatifs a 3 (u .

Sil'on considére en particulier la fonction de comparaison (3), le
" .

. ’ N -z ) - hd
corollaire I montre que o(n) est égal & An *; a pouvant étre pris

aussi voisin de un que I'on veut, on obtient le théoréme :

VIII. & étant un nombre positif donné ausst petit que 'on veut, toute
Jonction entiére vérifi U'inégalité '

(14) M(r)<m(r)[n(r)],
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sau f peut-étre dans des intervalles dont le nombre entre o et 1 est inférieur
a n{r) et dans lesquels la variation totale de logr est inférieure a un
nombre fixe indépendant de r.

En particulier, pour les fonctions d’ordre fini ¢, n(r) est inférieur
a 7%, on aura donc l'inégalité ‘

gz

-3

(15) M(r)y<m(r)yrr °;
dans les intervalles e\;ceptionnels, on a encore une inégalité de la
méme forme, mais ol & £ est remplacé par o (*).

On peut également lmna[m mer le corollaire I en introduisant une
fonction de m(r) & la place de la fonction n(7). Le rang n(r) du
erme maximum dans S(i\) est fonction de la valeur de ce terme

m(r)

0 on a done aussi

maximum qui est égal i —-
. m(r)]
I(r)y<<m(ryd| —=
L étant une fonction que on sait former & partir des coefficients de la
fonction F(w). Or £(/) croit indéliniment lorsque / croit, car si 'on
augmente £ en laissant £ lixe, le sommet du polygone "[/m (‘7 )] qui
se trouvait sur =( f) passe au- (i(‘bbllb de ce polygone, I'écart des ordon-
nées pouvant dépasser tout nombre donné, le logarithme de %(¢) doit
alors étre augmenté d’une quantité au moins wal e i cet écart.

[l résulte de la que, si la fonction ¢ est croissante, M(r) sera a for-
aori inférieur & Y[m(r)|m(r); d’otr le nouveau corollaire :

CoroLrARe 1. — Si le quotient de § (w) par son terme maximum m(u)
reste inférieur a une fonction croissante 'L (m) de ce terme, toule fonction
entiére vérifie ausst l'inégalité

(16) M(ry<<m(ryd[m(r)]

dans les intervalles ordinaires déduits de 7.

(') Loc. cit. (note 3 de la page 219).
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Pour la fonction (3), le terme maximum m est donné par les

égalités
logm = n%*+ nlogu, ozt +logu=o, n=E(x),

ce qui donne
1

log m"«)°—c
1— o)

n:(l+s)<

On pourra donc prendre

[CIRSY

1
b(m)=A[logm]*
et 'on obtiendra le résultat suivant qui correspond au théoréme VIII :
IX. Towute fonction entiére verifie l'inégalite
L
(17) M(ry<<m(ry[logm(r)]?

st petit que soit le nombre positi [ ¢, dans les mémes conditions que ['inée-

galité (14).

[2. La fonction § (%) choisie au n° 3 pour faciliter la démonstration
du corollaire I peut étre remplacée par d’autres. On constate déja sur
cette fonction qui dépend du paramétre «, que lorsqu’on remplace g («)
par une autre fonction plus croissante, la longueur des intervalles
exceptionnels augmente; mais dans les intervalles ordinaires restants,
les inégalités figurant dans les énoncés se resserrent ou d’une facon
générale les conditions d’application des théorémes s’é¢largissent. Le
gain que l'on réalise ainsi est surtout visible pour les propositions
dun° 11.

On pourra remplacer §(«) par une fonction croissant plus vite que
toutes les fonctions (3), en prenant

H(n)=n(log,n)™!

Les théoremes VII, VIII, IX seront modifiés de la facon suivante :
dans les intervalles ordinaires, M(r) sera déterminé asymptotique-
o

ment par un groupe de [nlog‘n...log,,__,n]:‘(logl,,n')'*'“e termes
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entourant le terme maximum et I'on aur:

(18 ‘ M(ry<Am(r)yn logn ...log, nlog,n.
! M(rmy<<Am(rylogm(r) logom(r) ... log,m(r)[log, . m(r)]?

A étant supérieur a ya2=.
D’autre part, si l'on considére la fonction entiére a coefficients
positifs pour laquelle on a
gn=nlog,n,
on obtient les inégalités

M(ry>A'm(ryynlogn ... log, n.

M(r) > A'm(r)iogm(r)ylog.m(r) ... log,m(r),
A’ étant inférieur a4 2. Ces résultats, qui découlent des formules
asymptotiques de M. Le Roy ("), montrent ce que I'on peut obtenir en
augmentant P'ordre de (). On aura des inégalités de plus en plus
précises, mais on ne pourra obtenir une inégalité de la forme (13)
ou (16) plus précise que toutes les autres. On voit, en outre, que si
I’on considére le rapport du maximum M (7) au terme maximum 72(r),
cette fonction est d’autant plus croissante que M(7) est lui-méme plus
croissant lorsqu’on a affaire aux fonctions entiéres, mais est moins
croissante que pour les séries entiéres; pour ces séries, cette fonction
est d’autant moins croissante que le module est plus croissant. En se
placant & ce point de vue, I'ensemble des fonctions entitres ct des
séries entiéres se classerait de la facon suivante : fonctions entitres
de plus en plus croissantes, puis séries entiéres de moins en moins
croissantes.

13. L’emploi d’une fonction §(u) peu croissante a I'avantage de
diminuer la longuear des intervalles exceptionnels. En employant la
fonction du n° 3, on voit que, pour que la démonstration de la pro-
priété du n° 4 subsiste, il est nécessaire que le dernier membre de
I'inégalité (7), dans laquelle A est supposé¢ une fonction croissante
de n, soit le produit de m(r) par une quantité tendant vers zérvo. Il

(1) Poir Le Rov, Bulletin des Sciences mathématiques, 1gov, p. 245, eL mon article :
Sur le caleul approché des fonctians entiéres ( Bulletin de la Societé mathématique, 1914)

Ann. Ec. Norm., (3), XXXVII. — Aour 1920, - 31
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N . o e . I . , ¢ .9
suffit done que § soit inférieur & 7 e, par suite, z supérieur i 5> pour
que tous les théoremes pl(’wden(x soient vrais, la seule modification

- & faire & certains des énoncés concernant la limitation mterleme

de | f(z)| ou des fonctions analogues.

On peut modifier la demomtratlon du théoréme II de facon & uti-
. . 2 . Ve
liser des nombres « encore plus petits que ;- Remplacons P'égalité (6)

3 . .

par la suivante : -

(19) f("“e )_e”’:\'/ ~u)+/‘ 11 (30) +. A 1,,’/ 1(50)

-«

p=e wp 7
i= I (hmp\9t
+.?c,”,.-,’f Ple " ——1——‘...—————————!<—-—/3 '
= ) (g—1)! no)
lA.::"—ll. .

. P * < X Lp\Y ,
Le module du coefficient de ¢,,,z,"" est inférieur & A( —,f—)> » A élant

un nombre fixe, le module de la somme de la série ligurant dans
Uexpression précédente est done moindre que

IAXAN
A(;Z> ZIC'H-/'I [plertte,

ou encore, en appliquant le corollaire I, &

-

l—it/+l);

Bi7m(ryn

- . , . N o y )
Supposons que o soit supérieur i - ok 'exposant de n dans 'expres-

sion précédente aura une valeur négative — 8. Donnons & A les ¢ — 1
valeurs
-4
- .
in%y (t==1,2, ..., g —1),

nous aurons, pour déterminer les fonctions g;(z,), les ¢ —1 équa-

tions
B/

2 Untg;(5,) =6,M(r) (i=1,2,...,9—1), .

)

© les O; étant moindres que 3. En résolvant ce systtme, on voit que
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chaque quantiteé

IR
~

gj ( Sa '3

n

est inférieure & CM(r), G étant fini; par suite, égalite (5) du n° 4
sera encore réalisée dans les conditions suivantes : ‘

“ K3

[ 2] < nig, [f(,:(,)§>1VI(/')/l._ﬁ?.

Toutes les propositions précédentes qui découlent de cette éga-
lité (5) auront encore lieu, avec la modification résultant de ce que la
limite inférieure de | #(z)| est changée.

On peut done prendre pour fonction de comparaison une fonction
de la forme (3), « étant simplement assujetti a étre positif.

Nous allons montrer que, dans certaines conditions, la longueur
totale des intervalles exceptionnels peut étre finie. Soit r, une valeur
ordinaire, les intervalles exclus pour r > r, sont tels que logr y varie
de moins de 3e'(n,)=zri™"; il y a donc entre 2r, et 3r, des points
ordinaires, soit 7, I'un d’eux; les intervalles exclus entre r, et-r, sont
en nombre fini et leur longueur est moindre que |

rfert T — il < Arong-t,
A étant un nombre fini indépendant de r, pourvu que n, soit assez
grand. On peut recommencer le méme raisonnement a partir de r,, et
ainsi de suite, et I’on voit que, si la série de terme général 7,277 con-
verge, la longueur totale des intervalles exceptionnels sera finie. On a
d’ailleurs r;> 2'r,.

Supposons que /(=) soit d’ordre supérieur a un et que 'on ait, 2
partir d’une certaine valeur de r, I'inégalité

logM(r) > ré,
o, étant supérieur a wn; on aura dans tout intervalle ordinaire

rie<logM(r) < gn(}‘) logr.

Je dis que pour tout r, n(r) est supérieur a r°, ¢ étant supérieur 4 un;
sar, sl 7 estune valeur exceptionnelle et 7" la plus grande valeur ordi-
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naire inférieure & r, on aura, a cause de la croissance de n(r) et de la
densité des valeurs ordinaires,
n(z');/z(/")>i (r<kr'y;
logr!
d’ou I'inégalité annoncée. Il résulte de la que le produit r;n?" sera
inférieur a (), a étant égal A 1— (1 — «); on peut prendre o de
telle facon que a soit négatif, et, par suite, la série formée avec les
longueurs des intervalles exclus converge.

D’ou les résultats :

X. Pour toute fonction cntiére dans laquelle le rapport de log,M(r)
alogr a une limite inférieure ( pour rinfint) supérieure a 1, les inter-
valles exceptionnels ont une longueur totale finie a condition que Iexpo-
sant o de la fonction de comparaison (3) soit suffisamment petit. A
Uextérieur de ces intervalles, les propositions précédentes s’appliquent, a
lexception des théorémes VIII ot 1X qui sont remplacés par d’autres
moins précis.

XI. Lorsque le rapport delog,M(r) a logr croit indéfintment avec r,
tous les résultats oblenus s’ appliquent sans modifications a Uextéricur
d’intervalles exceptionnels dont la longucur totale est finie.

~ .

Car, dans ce second cas, on peut prendre « aussi voisin de un que
l'onveut.

Ces résultats s’appliqueront notamment aux fonctions & croissance
réguliere.

[l convient de noter que, bien que la longueur des intervalles excep-
tionnels soit d’autant plus petite que I'ordre de grandeur de M(r) est
plus grand, il ne s’ensuit pas nécessairement que la regularite des
fonctions entiéres relativementaux propriétés considérées est d’autant
plus grande que M(7) croit plus vite. On concoit en effet que les irré-
gularités de M(r) et de ~(r), dans les intervalles exceptionnels,
peuvent dtre d’autant plus grandes que l'ordre de M(r) est plus élevé.
D’autre part, lalimitation inférieure de M(r), donnée dans les énoncés
précédents, élimine précisément les fonctions les plus irréguliéres.

14. La méthode employée au n® 2 pour comparer les fonctions f(s)
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et () peut s’appliquer i la comparaison de f(=) h une autre fonction
entiere

(20) F(r) :z e~Yyinipn

-
~dans laquelle nous supposerons que la fonction ¢'(x) est constam-
ment croissante. Si 'on suppose que les exposants G, déluits des
coefficients de /(=) véritient la condition

(21) W S [Ga—G(n)] =2,

n=w

on voit encore que : a tout nombre / correspond un nombre £(/) tel
YN . . .

que les polygones r:l /.rﬁ(z )J et =( /) alent au moins un sommet

commun et (ue le premier de ces polygones soitau-dessous dusecond ;

si n(,7) est la plus grande abscisse des sommets communs, et 7(/) la

valeur définie par I'égalité

logr(l)=1logl-+ G'[n({ ¥)], .

[y
'8

les fonctions /() et /c(/)sr?( %) ont pour cette valeur r(/) des termes

maxima égaux et de méme rang, et la premiére fonction est majorée
par la seconde. Lorsque /croit indéfiniment, n(/, ¥) ne peut décroitre,
donce r(¢) croit indéfiniment, et il en est de méme de £(/). '

Les discontinuités de logr(/) qui sont celles de ¢'[n({, )] ont ici
une somme infinie, mais on peut encore les étudier dans un inter-
valle o, R. Dans un tel intervalle, les valeurs qui ne sont pas atteintes
par la fonction (/) forment un nombre fini d’intervalles que nous
exclurons, si 7. est une valeur conservée, la variation totale de logx
dans les intervalles exclus correspondant & a <r est inférieure a
K —+ §'[n(r)]. Si donc on suppose que le quotient de logr par §'[~(r)]
croit indéfiniment avec 7, on pourra encore parler d’intervalles ordi-
naires et d'intervalles exceptionnels.

On utilisera cette comparaison d’une fonction f(z) & une autre
fonction entiére spéciale (r) a croissance plus rapide pour obtenir
des relations trés serrées entre M(r) et m(r), ce qui nécessitera
que /'(z) el (r) aient des croissances voisines, et donnera des rela-
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tions valables pour une infinité de valeurs indéfiniment croissantes
de r; on pourra également obtenir des relations moins précises, mais
8 : 5P
valables & I'extérieur de certains intervalles exceptionnels. On don-
nera a ces relations la forme.des inégalités (18).
3 - 1
Par exemple, en prenant pour ¢(n) les fonctions i logn et
nlogn(log,n)”', on aura les propositions suivantes :
XII. Toute fonction entiere d ordre injférieur a o vérifie l'inégalité
M(r) <V—2—Tr pV/log[m(ry] m(r)
pour une suite de valeurs indéfiniment croissantes de r.
XII. Quel que soit le nombre fini q, toute fonction entiere d ordre fini
verifie U'ineégalite
M(r)y< m(ryylogm(r)log,m(r)
pour les valeurs de 1 comprises entre o et R extéricures & un nombre fini

d’tntervalles dans lesquels la variation totale de logr est in/féricure

a <(R)logR. : ’

III. — Les séries entiéres.

15. Considérons maintenant une série entiére
R Wl
S(3) ::>—‘ Cp st

admettant pour rayon de convergence l'unité, et supposons que le

)’IL

. / :
quotient = du logarithme du module du terme de rang n,
=]

h,=log|c,|, par le logarithme du rang, ne soit pas born¢ supérieure-
ment, ce qui revient & dire que le module maximum M(r) croit plus

. ¢ . ’ N
vite que tout polynome en l_l_ = (')-

Pour chaque valeur », la fonction posséde un terme maximum s (r)
dont le rang n(r) croit indétiniment avec r; ce terme s’obtient encore
par la considération d’un polygone de Newton n( /) que nous construi-

(1) Foir L Roy, Bulletin des Sciences mathématiques, 1900, p. 245, et mon arlicle :
Sur le caleul approché des Sonctions entiéres ( Bulletin de la Société mathématique, 1914 ).
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rons ici avec les points de coordonnées n, 4,. Ce polygone est convexe
vers les y positifs; nous appellerons toujours H, 'ordonnée du point
du polygone dont I'abscisse est n.

Prenons d’autre part la série de comparaison (1) déji utilisée au
n° 2, et supposons que l'on a
(22) . T [H,— 3¢ ()] = .

Si le nombre positif / — 1 est suffisamment voisin de zéro, on pourra
trouver, en vertu de I'égalité (22), un nombre £(/) tel que le polygone
w[&F(/r)]. relatif & la fonctmn k(lys(lr), ait un sommet commun
avec =( /) et n’ait aucun sommet au-dessous de =(f). Si cette cir-
constance se produit pour un nombre /,, elle aura lieu pour tous les
nombres / inférieurs i ce nombre. Soit n(/, ) la plus grande des
abscisses des qnmmetq communs aux deux polvc'ones st 7 est pris de
telle facon que ¢/, 7) soit le rang du terme maximum de 37<1r), les
les deux fonctions /(~) et £(0)7F (//) auront des termes maxima de
méme rang et méme valeur, et la seconde de ces fonctions majorera la
premiére. Cette propriété aura licu notamment pour la valeur r(/)
définie par I’égalité

logr(ly=—logl—3¢'[n(l, 7)].

Lorsque ¢ décroit et tend vers un, n(/, $) ne peut décroitre et n’est
pas borné, et £(/) croit indéfiniment; »(/) croit donc et tend vers un,
les discontinuités de logr({) sont celles de — 3€'[n(l, 7)].

Soit r une valeur particuliere de la fonction (7), le total des dis-
continuités de la fonction, pour 7(7) > r, est au plus égal a 3¢ [r(7)];
conservons sur le segment r, 1, les intervalles correspondant & des
valeurs de r(/) et excluons les autres. Si r; est I'extrémité gauche
du *" intervalle exclu et d; sa longueur, la variation de log:c dan\

+ d; .

cet intervalle étant log————, on a

l

Zlog<1—i— ><Jﬁ’[n ]-

. C oy , - L . .
On voit que, si 'on suppose r supéricur & ~» la somme ch,- des inter-
valles exclus entre ce point et le point 1 est inférieure a 43¢/ [n(r)].
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D’ou le résultat :

XIV. Lensemble des coefficients de [(z) satisfaisant a la condi-
ton (22), il existe des valeurs de r ausst votsines de 1 que Uon veut
Joutssant de la propriété suivante : a chacun de ces r correspondent deuzx
nombres k et | supéricurs a 1, tels que, pour |z|=ret x =r, les fonc-
tions f(z) et k3 (lx) ont des termes maxima égauax el de méme rang, et
que la seconde fonction majore la premiere. St r est une valeur supéricure

a . pour lagquelle la propriété a lieu, les valeurs comprises entre r el 1,

pour lesquelles elle n’est pas vertfiée, sont intériewres a une suite d’inter-
valles dont la longueur totale est moindre que 43¢ [n(r)].

De la premiére partie de cette proposition, on déduira des relations
tres serrées entre M(r) et m(r), valables pour une infinité de r, mais
il est plus intéressant de se borner aux fonctions pour lesquelles on
pourra prendre-la fonction (3) pour fonction de comparaison, de facon
a ¢tendre 4 ces séries les théorémes généraux relatifs aux fonctions
entieres..

16. Nous devrons done nous borner & considérer les fonctions /(z)
pour lesquelles I'inégalité (22) est vérifiée lorsqu’on y remplace se(n)
par n*. Il faut et il suffit que-le quotient de H, par »*, o étant positif,
ait une limite supérieure infinie, pour que I'inégalité (22) soit vérifice
en prenant je(n) = n* avec o < o’. . -

Dans ces conditions, 3¢'(n) est égal & «n*'; si nous voulons que
les intervalles exclus dans la proposition XIV soient négligeables par
vapport & ceux qui sont conservés, il faudra que n(r) soit supérieur
a une expression de la forme (1--r)"'"Y, v étant positif. Si cette
condition est réalisée, elle entraine celle relative & 11,,; en effet, si 'on
désigne par logr; la pente du coté de =( /') entre les points d’abscisses
t—1eti,ona

H,‘zé logr;,
1

et de inégalité supposée pour n(r), on tire, pour les valeurs de r;suf-
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fisamment proches de 1,

1
1 1 Faalrasrer ]
-logri>1— — > '+7
2 r; :

ce qui eonduit bien a I'inégalité requise pour H,. On obtient ainsi le
résultat suivant :

Pour toutes les séries dont le rang du terme maxunum vérifie la
condition

. logn(r)
(23 lim —————
) 7‘—2 —log(x—r)

=147 (y>o0),

la  proposition XIV Sapplique pour tous les r voisins de 1, la lon-
gueur des intervalles exceptionnels compris entre r et 1 étant inféricure

1
a (1— I')H'ZY.

La condition (23) entraine pour le maximum du module M(r)
I'inégalité
. log, M (r)
lim ————— 2,
r=r —log(1—r) =

qui est la plus précise que I'on puisse obtenir, mais qui peut étre
vérifiée alors méme que (23) ne 'est pas. Nous allons montrer que
Pegalité
. log, M (r
(24) ]”n___f’_‘.._(_l_)__
— —log(1—r)

r=1

=1+ (7'>0)

entraine une égalité de la forme (23). Cette condition nécessite que la
limite .supérieure pour n infini da quotient de H, par logn soit au

o/

.-, s Uk SR TY i
moins égale & 2+;,, I'inégalité (22) est donc vérifiée pour o assez

petit, et la propriété XIV a lieu pour une suite de valeurs de 7 tendant
vers un, soit r I'une de ces valeurs. L’inégalité (16) du n° 11 s’ap-
plique avec la valeur de ¢ relative & la fonction (3), il en résulte
que m(r) vérifie I'inégalité '
X
logm(r)y>(—r) 23
or, le premier membre de cette inégalité est inférieur a n(r),
‘dnn. Ec. Norm., (3), XXXVIL. — Aour 1920. 32
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: H, e
puisque —* tend vers zéro: on a done

(25) n(ry>@Ga—r)y 73

et les intervalles exclus entre ret 1 ont une longueur au plus égale
u-—am('1+§)y'

a4(r—r) : '), quantité dont I'exposant est supérieur a 1, si «
est convenablement choisi. La proposition XIV est donc de nouveau
réalisée pour un nombre 7/ =r+ (1 — r)"*, ¢ étant positif, et I'iné-
galité (25) a lieu pour ce nombre; I'inégalité (23) est donc vérifiée.

Il est clair que I’égalité (24) est plus restrictive que (23), mais elle
a l’avantage de ne faire intervenir que M(r). '

17. En utilisant la méthode du n° 13, on voit que le théoréme II
s’applique ainsi que ses conséquences relatives & la comparaison des
fonctions A(#), M(r); d'une facon générale, toutes les propriétés des
fonctions entiéres s’étendent de suite. On a notamment les propriétés
suivantes :

XV. Dans les intervalles ordinaires relatifs aux séries vérifiant les
conditions (23) ou (24) :

a. Dans le voisinage des valeurs z,, pour lesquelles le  quotient
de | f(z,)| par M(r) est supérieur a[n(r)]=%, ¢ étant un nombre positif,

on a l'égalité
2%

f(:(,e ;;): (I—}—‘ﬂ)é’”‘ﬂf(:u),

k pouvant prendre toutes les valeurs vérifiant la condition |\ | < [n(r)],
¢'>o0;

b. Lerapport de A(r) a M(r) tend vers 1 lorsque r tend vers 1;

c. Lequotient du maxima de la dérivée d’ordre p par M (1) est asymp-
totiguement égal a [n(r)|? lorsque r tend vers 1, dans le voisinage de ces

. . , . /n\P
maxima le rapport de f7(z) a [f(z) est asymptotiquement égal a (-;) ;
d. La valeur de M(r) est déterminée asymptotiquement par un groupe
de n'=° termes entourant le terme maximum;
e. Le quotient de M(r) par m(r) est in férieur a [logm(r)|*, A étant
un nombre fize. '
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<

Il est aisé de former des exemples de fonctions ne vérifiant pas les
conditions (23), (24), et pour lesquelles certaines de ces propriétés
n’ont plus lieu; il est clair d’ailleurs qu'aucune de ces proprictés
n’est vériliée pour les fonctions

() =(1—2z)r,

quel que soitle nombre p supérieur & un (pour p inférieur ou égal
4 un, les coefficients ne croissent pas et la base de la théorie préce-
dente est en défaut).

18. La propriété (XV, a) conduit a étendre le théoréme de
M. Picard & une certaine classe de séries entieres. Pour montrer I'im-
possibilité de I'existence de deux valeurs exceptionnelles, nous
devons montrer qu’on-ne peut avoir une égalité de la forme

f(:) = e/113l—= gfu3s I,

Si(=) et / (z) étant des séries de rayon de convergence égal a un.

Lorsqu’il s’agissait de fonctions entiéres, /| et /, étaient des fonbllons
entieres ou des polynomes, toutes ces fonctions vérifiaient les théo-
remes II et I11. Ici, il faut choisir f(z) de telle facon que les pro-
priétés XV aient lieu pour f, et f.; il faut donc supposer que le_
maximum M(7) du module de /(=) vérilie la condition

logs M (»)

—lo "’(l——-l)>!

(27) lim

r=1
ce qui revient & dire que la croissance de M(r) est comparable a celle
d’une certaine classe de fanctions entiéres d’ordre infini. Les fone-
tions /, et f, vérifieront alors la condition (24), les intervalles ordi-
naires de /, se produiront & partir d’une valeur r,, ceux de /, & partir
de r,. Supposons, par exemple, », supérieur a . Dans lintervalle

-+ %(1 — 7)), Py i(l —r), fi(s) a certainement des valeurs
ordinaires, soit 7| 'une d’elles; opérons de méme & partir de 7}, et
ainsi de suite, on obtient une suite de valeurs », |, ..., ¥, tendant
vers un et ordinaires pour f,; r,sera compris entre deux de ces
raleurs. Il en résulte que /, et /£, ont une infinité de valeurs ordinaires
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communes supérieures a r,, el le raisonnement du n° 5 s’applique
alors sans modification. L’égalité’ (26) est impossible, et il en serait
de meéme de celles obtenues en multipliant les exponentielles par des
polynomes. '
Le théoreme de M. Picard s’é¢tend donc aux fonctions vérifiant la
‘condition (27), mais cette condition est beaucoup trop restrictive.
M. Schottky a montré (') que, si £(z) ne prend pas les valeurs o et 1
dans le cercle de rayon 1, le maximum du module de la fonction
vérifie I'inégalité -
logM(r)y< H(1— r)-3;
le nombre H ne dépendant que de la valeur # (o), on en déduit la géné-
ralisation suivante du théoréeme de M. Picard :

< i T t] Y 5 i. 4 9 ) . v 2 > 2] A . 2l » 3
XVL. Toute séric entiére pour laguelle le produit logM(r)(I—-r)
n'est pas borné prend une infinité de fois toute valeur dans le voi-
sinage du cercle de convergence, sauf peut-élre une valeur au plus.

La limite inférieure de la croissance donnée dans cet énoncé est
peut-&tre encoretrop élevée, mais il est certain que cette limite existe,
la fonction

‘el"

ne prend pas dans le cercle de rayon 1 les valeurs dont le module est
inférieur i ye. '

19.  La proposition XVI donne des résultats relatifs a la distribu-
tion des zéros des fonctions dans le voisinage d’un point singulier,
isolé ou non, dont on peut approcher a I'intérieur d’un angle.

Nous nous bornerons & signaler ici-les conséquences relatives aux
fonctions entiéres.

XVII. Considérons une fonction entiére d’ordre supérieur ou égal a g,
et soient o et of deux nombres positifs donnés. S¢ dans un angle A

(1) Poir, par exemple, la Note sur le théordme de M, Picard dans le 7raité d’ Analyse
de M. Goursat, L. II, 3¢ édition, p. 659.
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- 3m .
ayant pour sommet l'origine et pour ouverture —— le produil

0+a
|5 [7#=*log| /(5]

n'est pas borné supérieurement, la fonction f(z) prend une infinité de
Sous toute valeur, sauf une au plus, a Uintéricur de Uangle d’ouper-

3n . . .
ture ——, (lyant meme .])ZSSCCU‘ZCG ql[@ A.
b—a

Il est clair que I'angle A existe toujours, mais la propriété ne différe
du théoréme ordinaire de M. Picard que lorsque I'ordre est supérieur
\ 3 ’ ' . ) . ‘ v
& =+ Dans le cas de I'ordre infini, 'ouverture de I'angle A peut étre
prise arbitrairement petite, et I'on retrouve, en le complétant, un
résultat oblenu, parmi beaucoup d’autres, par M. Julia :

XVIL. Etant donnée une fonction d’ordre infin, s l'on divise le plan

. . , s .
de la variable = en sectewrs angulaires égaux d’ouverture 5 arbitrairement

petite, la fonction prend une infinuté de fois toute valewr, sauf une au
plus, dans tout secteur ou le logarithme de son module ne peut étre limité
supérieurement par une cxpression de la_forme A|s|™.

~On obtiendra des énonceés analogues en considérant des secteurs
angulaires limités par des arcs de spirales logarithmiques égales.



