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SUR LES

COURBES A TORSION CONSTANTE

(SUITE) ;

Par M. Bertrano GAMBIER,

Professeur 4 la Faculté des Sciences de Rennes.

CHAPITRE V.

COURBES ALGEBRIQUES DE GENRE NON NUL, IMAGINAIRES ET REELLES.

1. Je vais donner deux exemples précis de courbes algébriques de
genre non nul. Le premier se compose de courbes toutes imaginaires;
grice au paraboloide, nous savons l'intérét de ces courbes imagi-
naires.

Quelques explications préliminaires éviteront de juger cet exemple
comme artificiel.

Nous savons que toute courbe algébrique (w) tracée sur la sphére
de rayon 1 conduit & une courbe unique (&) & torsion constante, en
négligeant les translations. Les coordonnées d’un point xyz de cette
courbe () sont trois intégrales abéliennes attachées a une certaine
courbe plane algébrique d’équation F(&, n) =o; en général, (&) est
transcendante; chaque point a I'infini de (w) donne sur (&) une singu-
larité logarithmique; pour éviter ces singularités, il faut étudier isole-
ment chaque point a I'infini de (w). L'ensemble de ces conditions est
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nécessaire; mais, sauf dans le cas des courbes unicursales, non suffi-
sant. Supposons la courbe F de genre gZ1, chacune des trois inté-

grales fR(E, n)d a2 g périodes cycliques; cela fait un ensemble de

conditions supplémentaires, en nombre 6g au plus, qui, cette fois,
font intervenir stmultanément tous les points & U'infini de (w).

Il est naturel de se demander s'il est possible de trouver une
courbe (w) & laquelle s’associent un nombre fini ou infini de
courbes (w,) ayant les mémes points & l'infini que (v), chacun étant
caractérisé sur (v ) et (vy,) par les mémes entiers p, ¢, z, les courbes
() et (A,) étant simultanément algébriques.

La réponse est affirmative ; pour les courbes unicursales, nous en
connaissons déja de nombreux exemples : par exemple, les cones uni-
cursaux & deux génératrices isotropes conjuguées ot chaque cycle a
pour degré r, classe r et indice 2(A + r) : nous avons trouvé une solu-
tion 4 2 — 1 paramétres. Mais, en réalité, le probleme est posé a propos

"des courbes non unicursales. Je vais en donner un exemple trés
simple.

2. Je pose

_c+ic

¢ + ic'
o — .

6:— 7

T ]
1—c’ ‘ 1—c¢

nous avons a étudier les trois intégrales

Il est clair que I’équation

K
(o)

b

(2) f—oa=

ou 0 est une fonction algébrique de « et K une constante, définit, si K
varie, un ensemble de courbes () ayant toutes les mémes points a
I'infini, correspondant aux poles de 0 et, éventuellement, & la valeur oo
de a. .

Pour que les trois intégrales (1) soient algébriques quelle que soit
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la constante K, il faut et il suffit que les intégrales

(3) f@"da, f@"’(ada), fﬁz(zzdoc), fr?a’a. Vf@(ada)

soient algébriques. Si nous intégrons par parties, nous pourrons dire
qu’il faut et suffit que I'on puisse trouver deux fonctions algébriques
« et O d’'un parameétre p telles que les intégrales

) fad(oﬂ), faﬂd(aﬂ), fa"d(@‘l), fado,' fa'zdé

soient algébriques en p.

On apercoit immédiatement une solution particuliére
(5> 5 62— [I l,‘znw-l -+ 2A1p‘.’.n.-—1_+_ 2A21)2n—2 + ...+ ZAQ,,,
{ o = Lpmdy pr e o R p,

N

ou A,, A,, ..., A,, sont 2n constantes données et A, A,y ..., 7
m constantes inconnues. :

Les trois premiéres intégrales sont manifestement des polynomes
entiers en p. Si nous posons

X _[(dp ~ [(pdp _(prrtdp
©  L=[7 l,mf—o—, S P e

‘m—1

les I sont les intégrales de premiere et deuxitme espéces attachéesa la
courbe (0, p) et les intégrales fo:a’O, fcx“’ d0 se raménent & une partie

algébrique plus une somme lincaire par rapport aux I; siles coeffi-
cients des I sont nuls, ces deux intégrales sont algébriques; donc

f adf fournit 2n conditions linéaires et homogenes par rapport aux A,

fa.2 d0 2n conditions quadratiques homogénes; si donc mZ4n +1,

on peut espérer obterir des solutions dépendant des 2n arbitraires
A A, ..., Ay, et de m — 4n — 1 coefficients A qui restent arbitraires.
Pour faire les calculs, désignons encore, sil’entier 7 surpasse 2n—1,

par I, l’intégrale/-p—gd—p; la_dérivation de 0 et p"0 donne manifeste-



120 BERTRAND GAMBIER.

ment

( ) b=o2(2n+1)L,+)(2n —0)A Liyp—s+...+ Ayl
7 p5‘0: l4r+2(2n+1)]lppr+{2r+2n—1]A L, prat+...+2rAy, 1.
Comme il importe de donner un exemple précis, écrivons

Dr= 4 pn+t— 4 p,

8 .
(8) o :Apan+l__!_ Bp“"““+Cp.

Les formules de récurrence sont alors

6=2(2n+1)1,,— 21,
- (9) g

pro=[4r +2(2n+1)] Lprr— (4r +2)1;

de la sorte, foc df se raméne a une partie algébrique plus un terme

en I, dont on annule le coefficient : ceci donne une relation homogéne
et linéaire en A, B, C; sije considére A, B, C comme les coordonnées
d’'un point dans un systéeme d’axes rectangulaires, cette équation

représente un plan passant par Porigine; de méme / a?df se rameéne

a une partie algébrique plus un terme en I, dont on annule le coeffi-
cient; I'équation obtenue représente alors un cone du second degré
de sommet & 'origine; or il est clair que I'une des deux génératrices
d’intersection du plan et du cone est la droite d’équations A=o,
B + C =o0; car, dans ce cas, on a

a:§62 et fad@:E-éE, foc’d&:Baea-
14 12 8o

On peut donc diriger les calculs de facon a éliminer cette génératrice,
qui donne une solution illusoire & notre point de vue, & savoir la

courbe unicursale «= K, 62, ﬁ:KiB"’—i—%— rentrant dans les types

fournis par I'identité de Bezout; I'autre génératrice aura donc deux
équations rationnelles par rapport a la lettre n; autrement dit, A, B, C
seront égaux au produit par une constante K, de trois fractions ration-
nelles en n. Ces considérations prouvent qu'il est avantageux de
modifier légérement la forme de calcul de fagon a avoir le résultat de
Pintégration, facile & prévoir d’apreés les formules (g). J’aurai, si l'in-
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tégrale est algébrique,
(ro) f( Ap+t L B2t - Cp)df = G [ D pn+t - E p2est - Fp .

SN . db 9 an .
Si 'on dérive, comme =7 [(2n + 1) p*—1], en chassant

le dénominateur 0, on trouve immédiatement que
(bn+1)Dp+(2n+1)Ep* +F

est divisible par (22 + 1)p*" — 1; Gp* + H représentant le quotient,
la dérivation de (10) donne

LN Y e T
G —+1 20—+ 1
;f“"”’-“"@ [“ (= ':) + H(prt = f”]‘
Il faudra écarter le cas ou G serait nul, qui donnerait 7._—_%[162

conformément aux prévisions précédentes. Je vais écrire

2 - -/ EINES of 2 2 / |2 N
_l-[a“’—g H e l :Gl < 'ﬁ’_ﬂ) St 2(in+3)(1on+3) Jinie (4 "_‘—3) )'+II+Z!l

G 16 Yy (an+1)(4n-+r1) 21 |
‘ton -3 36n24 3on+06 hrn+3
p 6]] ) bn-+2 - b +2 -+ 2n4-2
(12) + RS (2n -+ 1) (4n+1) PRI ’
! 2 9“2 ”'“ (7] 17 §n-+2 r';+2 k2 2n+2 2
Gl -———[(T) A9 =G [ ppPnt2 -4 gy piutt 4y, ptrt e gy 4oy ptl.

Comme plus haut, la dérivation de la seconde formule (12) entraine

(13) (8n 4 2)pp® i (60 4 2)u prti 4 (fn + o) p,ptr+!
+ (2n 4+ 2)py Pk opp
= {(‘211 =+ l)I)?n____ ]] [aj)ﬁn-H + /jl)'m—H -+ C[)g"“"i—i—dp_],

ce qui permet d’exprimer les p. au moyen de a, b, ¢, d; en dérivant

donc la seconde formule (12), on divise les deux membres par

(2n +1)p* — 1 et I'on arrive, par élimination de a, b, c, d, & la rela-
Ann. Ec. Norm., (3), XXXVIL. — AvRiL 1920. 16



122 BERTRAND GAMBIER.

G H

- S _ = o0; on a alors le droit d’écrire
Sn+3 hn~+5

tion unique -

G=—(18n+3)K, H=(4n+5)K,

2(1on + 3)

2 6(4 3) (2 %)
K,, b— 6(hn+3)(2n+ ))l\

(14) “:—‘_gn 1 ' an -+ 1 v
. 24nt+ 35 n - !
) gz 2lont ANt o g,
(‘.),u.+|)(_q‘u+l)
T 101+ 3 n »/I/' -+ 3 an 2 3 an
o =— (18 n + 5)K, [——{,n-*—{ e “] +3(4r-+3)K, (p*r+i—p),

. ) o foan 41 ¥ p‘lh-bl\ . y
4 — A1 — LW -1 _ 2n4+1 __
fo:dO__ I\,J[ (1%n+a)<47—ll+|/) lel-';—l/)—*_([ln_'—o)(p p)],
— sipan [—(on 3 (2n+1) (o hfllon+3)(2an+3)
foc dﬁf—(|8n+u)k,9[ —n iy pre 4 A %

6(4n+3)

pen 2 1 i

192 n* 72003+ 832 0%+ 342 n+45
(an 1) (4rn-+1) Yoo

9l4n—+5)2
+ 2R

P2u+1 o ]) )2 0’

K \
6_::“_*_?, ‘2::4(p.’ll+l__[)).

La courbe sphérique («, 3) ainsi obtenue dépend des deux arbi-
vtraires réelles ou complexes K et K,; comme o et 3 s’expriment
rationnellement en 0 et p, il en est de méme de ¢, ¢, ¢”. Inversement,
f et p s’expriment rationnellement en e, 8 et par suite en ¢, ¢/, ¢’; en

effet, on a d’abord 6 = B—E?’; élimination de p entre les deux équa-
tions .

APMH-X 4+ Bp‘zn—i—l =+ (: p — o= 0,
(16) , K2

é(p‘.’n-q-l__[))__———-————-(ﬁ—“)? =0

donnerait & la fois la relation algébrique entre § et « et I'expression
de p rationnellement en 8 et «; donc le genre de la courbe () est bien
celui de la courbe (6, p), c’est-a-dire n. Cherchons le degré de (w):
coupons par une génératrice o = o,; I’équation

AP411+1'+ B[)M—H - CP —ay=0

/)2'14 '.’-I
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donne 4n -1 valeurs de p, 8n -+ 2 valeurs de (p, 0) ou de 3. Donc
chaque généralrice « de la sphére coupe (w) en 8n -+ 2 points; cou-
pons par une génératrice f = [, on a la relation

Gprn+t— p)y[Apt+t 4 Bpan+ti4 Cp—B,]2— K*==o,
qui donne ron+ 3 valeurs de p; on a ensuite

K

0= »
Bo— (Aptn+rl o Bp2r+t - Op)

et o= Aptitt - Bpinri4 Cp,

donc chaque génératrice B, donne 1on -+ 3 points de rencontre
avec (), donc la courbe (w) est du degré 18n + 5 et n’admet pas
I'origine pour centre ; comme point a4 'infini, la courbe () ne pos-
sede que celui qui correspond & p =, point de ramification de la
courbe (0, p); le cone C, de degré 18 + 5, n’admet qu’un cycle iso-
trope d’indice 2(18n + 5), de degré et classe égaux 4 8n —+2; la
courbe (L) est dudegré 287 + 8, nombre égal, puisqu'il n’y a qu'un
cycle, a 'excés de I'indice de ce cycle sur le degré de ce cycle. J'ap-
plique les formules (41) et (43) du Chapitre Il (recopiées en tenant
compte que les quantités w, ¢ quiy figurent sont appelées ici «, 3) et
j'obtiens pour la courbe (1)

fH . H . Ga
o= (a?—1)= + =z, =—i( 1) = — (, = 2" —1
( )l\ ' )l\ ' K !
., 2x%f . 26
Cc = -+ 2, ¢c—ic'=— x’
X - v o ol I N 1
= - e — o — o da — — [ a2df
(17) A 1\‘-’,/ K ’
. : 4
x — iy ] 1 .
=L == — — | P2da,
bGit 2K lxi,[
3 | of i N 1
—— = e — = — — [ Bada+ = |adf
b4it ] 4 2K }\2./ K ’

® .
formules ouf@“ a?do, [0‘3 da,/@”adcﬁ sont des polynomes entiers
en p, tandis quefoza’@ etfoﬁdﬂ sont les deux intégrales dont le

calcul détaillé a été fait. Le résultat remarquable est que du premier
coup nous avons obtenu une courbe (-b) algébrique, de genre n arbi- .
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traire. Cette courbe est imaginaire, mais conduit & des surfaces réelles
applicables sur le paraboloide, algébriques, et de genre arbitraire-
ment grand. Cherchons de combien de parameétres de forme dépend
une telle surface, lorsque » est donné; adjoignons & la courbe o, { la
courbe oty =ha -+ p, B, =13 + v et effectuons ensuite sur la courbe
%, B, le déplacement réel le plus général. La substitution o, =Aa+u,
B,=2AB+pu est manifestement la résultante des substitutions
o, =oa—+w, B, =0+uw et o, =02, B, =AB. Je remarque que «, =Aa,
B, = AP revient A remplacer K et K, par AK, AK, ; donc, endonnanta K
et, K toutes les valeurs possibles, on peut négliger cette transformation
(qui & défaut de nouvelle surface donne une transformation algébrique
de la surface en elle-méme); d’autre part, une rotation réelle autour
de Oz permet toujours de supposer que la constante K est réelle;
donc comme paramétres de forme, il reste la constante réelle K, la
partie réelle et imaginaire de K, et u : en tout cinq paramétres de
forme. Notre exemple particulier donune pour chaque valeur de » deux
surfaces réelles S et S'algébriques applicables sur le paraboloide dont
la forme dépend de cing paramétres arbitraires, abstraction faite d’une
similitude.

Jindique les valeurs numériques pour n =1 des divers coefficients;
je suppose encore la constante . nulle et j’ai, en posant p?u=4p*— 4p
suivant les notations de Weierstrass,

K, L . K
o 21—51[_——]3ng[)"+1210p“7~405p] @.:a—&—}},—u:

‘ 5 B ps
[a df =K, pu [- g",/) -+ ')03/) —-9/)j| ,

)

o

(18)

f‘a'zdﬁ =Kip'u lg)-%—b'q/)‘”—[; X 13 X% 23p8
' 53594 . 3068 , 72
| -+ 45741;)!: —— 2 — p4+ 223_9_1)2] N

D

Quelle que soit la valeur de », si K, K, 1 sont réelles, pour des
valeurs réelles de p comprises entre —1 et o ou entre 41 et + =,
o, 0, Bsontréelles, de sorte que ¢ et ¢” sont réelles, ¢ imaginaire pure :
on en déduit que les surfaces réelles S et $ admettent alors 02
pour plan de symétrie; il reste trois parameétres de forme.
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3. Je signale en passant un fait intéressant : dans 'exemple (5), au
lieu de se donner a 'avance les coefficients A,, A,, ..., A,,, on pour-
rait les considérer eux-mémes comme inconnues; si I'on songe que

1
. . n+g .
la substitution p=pp,, 6 =p *0,,0upestune constante quelconque,
ne change rien a la courbe, on voit que 'indétermination des A donne
2n — 1 arbitraires supplémentaires; les inconnues sont ces 2n — 1

c o 2 Aoy s . ,
arbitraires et =%, =*» -+, ===*; il semblerait donc que'exemple de plus

faible degré s’obtiendrait en prenant (m—+1)+ (2n —1)=4n ou
m = 2n + 2. Mais alors il se trouve que le polynome

GpPr+t -2 A pta- L+ 2A,,

n’a plus ses racines distinctes, le genre de la courbe (1) n’est plus
égal a n. .
Par exemple, pour » = 1, on peut écrire

g plru=~4piu—gpu—gs,
] &

—=Ap*+ A pP+ A p P+ Ayp,
(19) ’ ! K‘P P o

(e :OC—!—-—,—"
plu

les inconnues sont %—’, ’—;—’: %‘&1: '{’r—:, on a quatre équations. Le calcul se
¢ o3

fait aisément et le résultat donne g — 27g3 = o0, de sorte que I'on

trouve une courbe unicursale. '

Cet exemple prouve, cncore une fois de plus, que les prévisions
basées sur les nombres d’équations ou d’inconnues sont en général
insuffisantes; il prouve encore qu'il existe certaines relations d’iné-
galité entre le genre de la courbe, le nombre des points a 'infini et
les entiers caractérisant les cycles isotropes.

4. 11 est hien clair que I'on peut trouver bien d’autres solutions o
et 6 de la question posée au paragraphe 2. Mais le fait remarquable est
que toutes les solutions donnent des courbes imaginaires. Nous

. T . . . p K
- ’ 3 4 J—
avons dit que I'indicatrice des torsions a pour équation § —« = o)

ctf() do, autrementditfﬁf_lf

—estune fonction algébrique; supposons
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. —1I . , . . .
la courbe réelle, posons B = —, I'intégrale devient au signe pres
. oy O
" o do . ye , . ) ,
/ ———> Supposons que l'intégration se fasse le long d’un arc réel
I -+ oy ©
de (w); sur cet arc, en chaque point @ et «, sont imaginaires con-
oty o

e
juguées; lintégrale f;—_{_—a—

— est une quantité imaginaire dont la
1

. . . o de, . R .
.conjuguée cst I'intégrale [ ——= prise le long du méme contour; il
o I~ oy o

y a contradiction, puisque la somme de ces deux expressions
est L(x + aux,). '

Pour arriver & une courbe réelle, nous pourrions donc chercher
d’autres exemples issus du méme principe, mais eorrespondant & une
relation 8 — & =F(«,K) ot F est une fonction algébrique de « dépen-
F(«, K)
, K
pas 4 une fonction de la seule variable «. On aurait alors 4 exprimer

que les trois intégrales f _da | f ﬁd“ —> f ,Bzda. sont
[F (e, K)]27 J [ F (e, K)J? [F(a, K)J?

algébriques, quelle que soit la valeur de K. Si 'on choisit une valeur
arbitraire K, pour K, etsil’on développe en série suivantles puissances
de K — K, chacune des trois différentielles, les coefficients des
diverses puissances de K — K, doivent ¢tre des différenticlles algé-
briques. Or les exemples des courbes unicursales trouvées aux
Chapitres précédents, chaque fois qu’il y entre au moins un para-
metre arbitraire, donnent des solutions de la question ainsi posée,
tout au moins en courbes unicursales. Si le genre de la fonction algé-
brique de «, F(«, K) s’abaisse pour certaines valeurs de K, on peut
prendre I'une d’elles pour valeur initiale K. Mais il est bien clair qu’il
n’y aurait pas, en général, grand’chose a tirer de ce procédé.

dant d’un parameétre K, avec la condition que ne se réduise

5. La principale difficulté & surmonter pour trouver un exemple
précis de courbe 4 torsion constante algébrique est d’ordre matériel :
le nombre d’inconnues 4 choisir et le nombre d’équations quiles relie
sont en général trop élevés pour que nous puissions aborder la dis-
cussion. Nous savons qu'un dénombrement pur et simple est insuffi-
sant. Mais j’ai expliqué, dans le Chapitre qui précéde, comment I’étude
attentive des exemples connus avant ce Mémoire, dus uniquement &
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M. Fabry, conduit naturellement & un procédé régulier de réduction
simultanée du nombre d’équations et d'inconnues. La théorie des
vecteurs périodes polaires et cycliques montre d’une fagon. intuitive
que les propriétés géométriques que posséde éventuellement I'indica-
trice (W), telles que symétrie plane ou axiale, axe de rotation,
réduisent considérablement le nombre des conditions distinctes
obtenues en égalant & zéro chacun des vecteurs périodes. Un faible
effort d’imagination va nous conduire a un type non unicursal et réel.

Jobtiens la courbe (w) par 'intersection de la sphére et d’un
cylindre unicursal; je choisis le plan Oy perpendiculaire aux généra-
trices de ce cylindre; (W) sera donc du type elliptique ou hyperellip-
tique. Je puis encore supposer que zOx soit le plan de symétrie; j'ai

a étudier trois intégrales fc dc, fc”(l(c + ic"), fc”d(c —¢’) dont la
premiére porte sur une fonction rationnelle, tandis que les deux

autres se raménent ['une a 'autre. Je supposerai encore que le cone G
n’a que deux génératrices isotropes etj'éeris :

! A(](2IL—1)111+ Atq(2/1—-2)nz»_+_ e+ AQ/,_,.1
)

cH-ic= L]"
. A -+ A,l]'”—i— _;\2(/2111_'_ - A?h_1(](2/l-l)m
‘ c—tic= q(zll—l)m-—r ’
1
c” _ IAq(2I"-‘-’),,I_+_ a1q(2/1—3)m+ R a1[1m+ I] \./_ ’\\ 2 h ((/zm &+ /)qm -+ l)

2h—1) “—"

' q
L’identité ¢* + ¢ + ¢”*=1 donne
(21) Azt Ay 2?24 .. Aspy) (A+ Ay + .+ Ay 2201)

=2 - AA gy (2P b 1) (2 - a2 4 1)

Dans ces formules, A, A,, ..., Aoy, @,, Gy, ..., aj—,, b sont
34 quantités réelles; I'identité (30) fournit 24 — 1 relations entre
elles. L’entier r est premier avec m; 'entier m sera ou égal a4 1 ou
supérieur & 1.

Nous allons écrire que le intégrales fca’c’, fc”d(c—i—z'c') et

fc”d(c — t¢') sont algébriques ; il est bien clair que je peux remplacer
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la premiere par
) . . ¢+t
/(c——zc')d(c—!— ic)y= -——_—:—-— +Lf(,‘ dc' — ' de.

Or cette forme f(c —ic¢')d(c—+ic¢’) est avantageuse et donne la
condition
(22) [(2A—1)m — r]A?

+[(2h—2)ym—r]Ai+ ...+ (m—r)A5,_,—rAj, =o.

De la résulte immédiatement que, pourlaréalité (au sens vulgaire),
r doit étre compris entre zéro et (24 — 1)m.

~ ! I ., C o, .

Comme le changement de ¢ en 7 change ¢ + i¢’ en ¢ — ic¢’, il suffit de
considérer fc”d(c —+1c'); or, si cette intégrale est algébrique, nous
- aurons

(222, 23 a4~ 1) 2P+ b+

(23)

1
ql'+l ;L‘/I— 3

= ;'[(2 hA—1)m -~ rlAz* =1+ [(2h—2)m— /']Aixﬁ"—2+...—I'Ag,‘,,ﬁ

3 \
== _(_l_.s (z*+ b-'/‘l'-l-l)") (hyath=s - dy v =0 4 | = Dy '
AR P g

en posant ¢” = x et désignant par A,, A,, ..., Ay, 47— 4 indéter-
minées. L’identité (23) équivaut &
(24) (224 @22 ...+ a x+1)

P g[('zh— 1)m—r]Az* =1 4 [(2h —2)m—r]A, 2~ 4 .. — "Azh—ii

bz .
=3m <$2+ —2—-> [)\p@le—S + ..o+ )-./,h—k]

+(2*+br—+1 )‘ [(311— %)m——r] Mahh=5S 4 4 [ <é —-—h) m—r] )\m_.,,§.

L’identité (24) ne fait plus intervenir que des polynomes entiers;
les 4 — 4 coefficients A doivent satisfaire & 4/ — 2 relations linéaires
non homogénes, ils s’éliminent aisément et il reste deux relations
entre lesinconnues du probleme A, A, ... A,,_,,b, a,...a,_,. Au total,
on a donc trouvé, sans faire d’hypothéses particuliéres sur m et r,
2/ + 2 relations entre 34 inconnues. Si donc AZ2, on peut espérer
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trouver des solutions & 2 — 2 paramétres. Nous pouvons remarquer
que la valeur 7 =1 ne donne pas plus de conditions que les valeurs
entiéres de 7 supérieures 4 1. Sur les 2/ + 2 équations de condition,
les 2/ premiéres qui ont été écrites ne renferment pas les entiers met

: . , r <1
et les deux derniéres dépendent du rapport —. On peut considérer

co I R .
la quantité — elle-méme comme inconnue; dans le cas de ~ =2, par

exemple, on aura donc, & cette condition, six équations pour sept
inconnues; nous vérifierons que ces équations définissent une variété
réelle i une dimension de I’espace i sept dimensions, et nous choisirons
sur cette variété les points ol 7’;7 a une valeur rationnelle. De méme,
pour 2= 3, nous aurons une variété a deux dimensions d’un espace
4 dix dimensions; nous verrons qu’il y a aussi dans ce cas des solutions
réelles.

Ces points importants seront élucidés avec tous les détails néces-
saires; donnons auparavant l'indication du degré et du genre de (W),
C ou (), le nombre, le degré, la classe des cycles isotropes.

Je me borne au cas ot o<<r < (2A — 1)m, puisque dans ce seul
cas on peut obtenir des courbes réelles. Je peux remarquer que les
échanges

q, r, A, Ay, v Aspoyy

I
il (2}1"—‘)”1‘—7'7 Aoty Aopoe, ..o, A

ne changent manifestement pas la courbe; on pourra donc méme se

borner aux valeurs de rtelles que o <<r <lz — —>

On peut remarquer que la courbe (W) symétrique de () par rapport
a l’origine s’obtient évidemment en changeantdesigne A, A,, ..., A,,_,
et que ce méme changement donne aussi la courbe symétrique de (vb)
par rapport & Oz; ce changement de signe ne change pas le cone C; ce
cone admet 20y et Oz pourplans de symétrie comme (), donc les
droites Oz et Oy pour axes de symétrie; la droite Oz intersection de
deux plans de symétrie est donc aussi axe de symétrie de C[et de (v)]
et le plan y O z est plan de symétrie de C

Si m est pair, auquel cas r est lmpalr, le changement de g en — ¢
fait correspondre & tout point (¢, ¢/, ¢’) de (w) un autre point

Ann. Ec. Norm., (3), XXXVII. — Mar 1g920. 17
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(—e¢,—c, — "), dans ce cas (w) et (w') coincident. Le cone C, sim
. . 27 . . . . “
est pair, admet la rotation — autour de Os; si 7 est impair, le cone C

admet la rvotation ":7 autour de Oz et cette rotation remplace (w)
par (w').

Degré de (w). — La courbe (c¢,¢') du plan 2Oy jest unicursale,
et puisque o < r << </z——- é)m, elle est du degré (44 — 2)m —ar; la
courbe (w) est donc du degré (84 — 4)m — 4r; C a ce méme degré
si m est impair; si m est pair, le degré de C est simplement

(4h — 2)m — 2r. .

Genre de (). — Si m estimpair, le genre de (w) est m, c’est aussi
celui de G et () : les courbes (w) ou (&) correspondent biration-
nellement a la courbe y* = ¢(¢*" + bg™~+1). Si m est pair, il n’en va
plus ainsi; le genre de (w) est alors m — 1, car (w) correspond alors
birationnellement & la courbe y* = ¢*” —+ bg” + i ; nous voyons qu’ici
la courbe (w) est toujours de genre impair. Supposant tonjours
m pair, pour avoir le genre commun de G et () ' éeris
c4ic (]m"l'?~r
o o \/-—/\ Aopey (2" =4 bg™ 1)

Agirh=tm o A gh=2im A, )
GRITRI e g BRI e @ ™ -

b=

. ’ " M - _’i’_’ of ] 1 e < — ZI./ —
Si m n’est pas multiple de 4, (2 — 1) S estimpair et (2h—1) S =
est un nombre pair, de sorte qu’en posant ¢>=Q, A et u.ne renferment

m

plus que le radical \/Q'"—l— bQ*+1; le genre de C et (a) est donc
alors 1;3—— 1, genre nul si m = 2. Si m est multiple de 4, en posant

g*=Q, Aet wnerenfermeront que le raclical\/Q(Q"‘—i— bQ* + 1), done
. : m
le genre de C et () est alors -

Voyons maintenant les cycles isotropes : pour m impair, on a deux
cycles isotropes seulement, un pour ¢ == o0, un pour ¢ = « ; chacun
d’eux est de degré et classe (24 —1)m — 2r, l'indice est (82— 4)m —47;
le degré de () est (124 — 6)m — 4.



SUR LES COURBES A TORSION CONSTANTE. 131

Sim est pair, multiple de 4, on n’a toujours que deux cycles, un
pour Q = o, l'autre pour Q == ; le degré et la classe de ces cycles
sont égaux a (24 —1) %l — ry U'indice & (44 — 2)m — 2r; le degré
de (&) est (64 — 3)m — 2r. I'ai montré au Chapitre I (§ 13) I'intérét
de ce cas; bien que les cycles isotropes du cone C soient tous
d’indice pair, la directrice sphérique du cone C est indécomposable.

St m est pair, non multiple de 4, exception faite pour m == 2,

r=2h —1, le cone Catoujours deux génératrices isotropes seulement
Q=0,Q=o (2 x£iy =0, z=0), mais chacune porte deux cycles,

m

car le radical qui intervient est \/Q"’+ bq* + 1, radical qui n"admet
plus Q=0 et Q=2 pour point de ramification; chacun des
quatre cycles a pour indice & (24 — 1)m — r et a pour degré ou classe
—;- <2h - 1>%L — rJ, le degré de () est (6 — 3)m — 27. La relation

(2h — x)%’ —r=on’est vérifiée, la fraction ;';) étant irréductible, que
pour m =2, r=12h—1; c’est le cas d’exception : dans ce cas, on a
toujours quatre cycles isotropes, portés cette fois par quatre droites
distinctes. L'indice commun des quatre cycles est 24 —1, lacourbe (&)
est unicursale. Noussavons qu’alors, si 2= 2, il n’ya pas de solutions,
l'indice 3 ne pouvant étre réalisé en courbes algébriques. Je donne un
Tableau récapitulatif :

m paiv m=a2,
m impair. m multiple de 4. non multiple de 4. r=ah—r.
Degré de (Wh),...... ( 8h—4)m—4r Bh—4)m —4r (8h—4)ym—4r Sh—4
Genre de (\Wh)....... m m-—r m—1 [
Degré de C......... ( 8h—4)ym—4r (4 /1——2')/11-——.- or (4h—2)m — ar 4h—n»
: ‘ m m
Genre de C et (o). .. m - S - ;
Degré de (b)....... (12h—6)ym—4r (6h—3)ym —2r 6h—3)ym —ar §(h—1)
Nombre de cycles iso-
tropes............ 2 9, 4 4
Degré et classe de m | m
o Jt— —y o)) PVt “Noh—1) = — 71
chaque cycle...... ( 2h—1)m—ar (2—1) 5 r ; (2l —1) 3 IJ I
Indice.............. (8h—4)ym—4r (4h—=2ym—ar (2l —1vym—r 2h —1

Au point de vue de la réalité, on peut remarquer que si tous les
coefficients A, A,,...,A,,_,, @,...,a,_,, bsontréels,laprojection de
la courbe (w) sur le plan 20y est une courbe réelle (¢v); pour
les valeurs de ¢ dont le module est égal & I'unité, c et ¢" sont réels
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ainsi que ¢"*; il faut encore que ¢”* puisse devenir positif. Or on a, en
posant ¢ = e,
c"*=—AA,y(b+2c0smo)[2cos(h—1)mo+2a,cos(h—2)mo+...]%.

Dans le cas ot 4*> 4 et AA,,_,6 > o, ¢ est toujours négatif pour les
valeurs de o réelles, alors la courbe (w) est imaginaire, mais réelle au
sens de M. Goursat. Dans le cas ou 4*> 4 et AA,, _,0 < o, la courbe
unicursale (¢, ¢") du plan 20y est tout enticre  I'intérieur du contour
apparent de la sphére 2* + y* 4+ z2=1 sur le plan 2Oy, la courbe (w)
est réelle (au sens vulgaire). Dans le cas ou 6*<C 4, la courbe (¢, ¢’)
serpente autour du cercle ®+ y* =1, la courbe (w) au point de vue
réel se compose de 7 contours fermés se déduisant de I'un quelconque
d’entre eux par une rotation de l'angle %‘;1: autour de Oz répétée

1, 2, ... fois. La courbe algébrique‘ () se compose également de
m contours fermés.

Au point de vue des surfaces applicables sur le paraboloide, nous
obtenons toujours dans ces trois cas des surfaces réelles a centre,
ayant les trois plans de coordonnées pour plans de symétrie.

6. Je dois maintenant justifier tout ce qui précede par un exemple
précis.

Nous avons vu que pour %2 =2 nous avons le cas le plus simple :
six équations & six inconnues. Ces équations dépendent de la frac-

tion %; il est pratiquement presque impossible d’en faire la discus-

. r . , .
sion quand — est quelconque. Mais pour »=1, m =1, la résolution
m
se simplifie et I'on trouve explicitement une solution, malheureuse-
ment imaginaire. Cela m’a obligé a une discussion assez longue pour
, . r v

mettre en évidence des valeurs de — pour lesquelles on peut affirmer
'existence d’une solution réelle. J’écris les équations de ()

A /](Sm -+ qu'"-%— anl+ D

b

c+ic'=
72
. C 0 A~+B (/ln &+ (:(/2/" +D (/191//
(25) c—ic¢ = s )

ol == ((/zm -+ /)(//u —~ 1) \/-— AD ((/2/1/ - [///’” - [) '

3
- /

\ VE
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Les relations fournies par ¢* -+ ¢/* + ¢"* =1 sont

g AC+BD —AD(d+20)=o,
(26) S AB+BC+CD —AD(b2+2bd +3)=o,
A2 B2y Q24 D2 — 1 — AD(82d + 2d + 4b) =o.

D’autre part, nous avons rappelé que (w) est inaltérée par les
échanges
A, B, C, D, r, q,

1
D, C, B, A, 3m—r, -,

N 3m—p
et cela conduit & poser r = 2m—=r

ou p=23m — 2r, de sorte que p
et 7 seront des entiers de méme parité, premiers entre eux s'ils sont

. . 5. . m p . . o,
impairs; s’ils sont pairs, S ets seront premiers entre eux et de parité

différente. Je poserai ensuite _/'::.IIT)L =3—2 -"71 et la relation fournie
par [ (¢ —ic")d(c+ic") est
(27) B+NHA+0+ )B4+ (f—1)C+ (f—3)D*=o0.

En écrivant ensuite

)

——2
2

el ‘:" ﬁ -I—)——III m ﬁ_ m
~/\c”a’(c—i—ic’):\/—Al)(qz"‘—}—dq’"—&—x)"—’().q‘-’—}-[.:.r/2 “+vg?2 T +pgq? : ),

j obtiens I'identité

(28) (z+bx+1)[(3m+p)Aai+(m+p)Bx?+ (p—m)Cx+ (p—3m)D]
=3Im(ex*+dx)(Aax*+ pa?+ vz +p) + (224 dzx +1)
X [pra+ (p—om)px*+ (p— hm)ve +~ (p—6m)p].

Les inconnues A, [, v, ¢ qui ne jouent qu’un role épisodique s’éli-
minent aisément : dans (28) on égale les termes enz’ et 2', d'ou A, .,
puis le terme en @ et le terme indépendant, d’ott ¢ et v. En égalant
ensuite les termes en z’ et z* et remplacant A, @, v, ¢ par les valeurs
déja calculées, on obtient les deux équations prévues qui se déduisent
I'une de P'autre par le changement de A en D etinversement, de Ben G
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et inversement, de fen — f:

(6d(1+ /) (6+))—(+[)(3+/)d*—6(4+])]
X B+/)G—=/){6—=1)A
+[b(2+N (6= —C+/)0C—))d]
(29) | XB=AHG+/)(6+/)D
+ [+ )d— oG+ )]0+ ) (6+/)(4—1)(6—=/)B
+6(1—=/)(4+f)(6+ /) (6—f)C=0o,

(=) 6+ ) —C—=/)B+Nd]E+)G—/)6—/)A+...=o.

7. Vindique en passant la résolution qui est trés simple pour
m=1,r=1,doup=1, f=r1. Les deux équations (29) sont alors
( (76d—Gd*—15)4A +7(2d—5b) (B—D) =o,

(30) l (7b”fld)$\_+21(]-;__l))__.o‘

La premiere se simplitie aisément au moyen de la seconde et devient

(31) 12A =y(2d'+ b) (D —B),

et comme on suppose essentiellement A =~ o, I'élimination du rap-
B—-D

A :
(32) (b+2d)(7b— id)=36.

donne

port

L’équation (27) est devenue

(33) 2 A= D?— B2.

Je remplace cette équation (33) par celle que 'on obtient en divisant
membre 2 membre (33) par (31), d’ou 'on déduit

A D+B D—B
6 g(b42d) [2(71)—461)]’

-

/

(34)

le dernier rapport s’obtenant par la seconde équation (30).
Entre les deux premiéres équations (26), j’élimine C, d’ol

A2B + (B +D)[(25 + d)AD — BD] = A2D (b2 + 2bd + 3);
— B2

2
dans cette équation je remplace A* par D » le facteur B -+ D est
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alors en évidence, il n’est pas nul puisque A n’est pas nul, donc il
reste

(35) B(D—B)+2aD[(2b+d)A—B]=D(D —B)[b>+ 2bd + 3],
et dans cette équation (35) je peux remplacer A, B, D par les quantités

proportionnelles 84,356 + 1064, (76 + 10d) tirées des rapports (34),
on a ainsi '

(36) (336 +106d) (140 — 8d) + (636 + god) [133b — an.d]
= (63b —+ god) (14b — Sd) [b*+ 2bd + 3].

En vertu de (32), les termes du quatriéme degré en b et d dans (36)
se réduisent au second degré et'on a I'équation homogeéne et du second
degré en b, d:

(36') (350 +106d) (140 —8d) + (63b + god) [19b + ad] =o.
Laforme (36") permet de voir aisément que & -+ 2d est en facteur ;

cette quantité ne peut étre nulle, sinon en vertu de (31) A serait nul;
done, ce facteur oté, il reste deux équations pour calculer b et :

d 73X 241

(37) 7= T (b+oad)(7b— 4d)=36;
’ o . 1687 g7 > 241
d’ol1, en posant pour abréger m = 337 337
b — 6 d— 6mi
- ) =
Viem+1)(hm—7 \/(2m+1)(4m—7),

(38) B— (35 +106m)i A C— g(22m —133) (tom +7) \

| thy(2m~+1)(dm—7) ’ 196(2m 1) (hm —7)

9(7 +10m)i

]) = A.

tivam +1) (bm —7)

En portant ces valeurs de B, C, D, b, d dans l'unique équation non
encore employée A*+ B*+ C*+ D*— 1 — AD(D*d + 2d + 4b) = o,
on a une équation qui donne A. D’ailleurs on peut déduire des trois
“équations (26) la combinaison évidente

(A—C)* + (B —D)— 1 —ADb*d = o,

I

. : a1 m
qui est plus commode pour calculer A; en posant = = -2 ona
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aisément

3 (4rap?— 12320 —143)? Ghp—1)  36x27(1410p)Mm At
(39) 16(8m?*—1om—75)  Sm*—iom—7y (Smi—i1om—7)|" ~

On vérifie aisément que le multiplicateur de A* est négatif, car cela
revient &

(40)  (—brap4+r1232p +143)2 —64(4p.—1)*(8m2P—10m —7)
— 36 x 27 xX16 < (1+ 10p)m <o.

L'inégalité (4o) se vérifie aisément; en tout cas nous avions besoin
de vérifier que le premier membre de (40) n’est pas nul, afin d’étre
str que I’équation (39) détermine A au lieu d’étre impossible; or ce
point isolé est facile & établir sans calculs, car en remplacant m
par 7w le premier membre de (40) est un polynome du quatri¢me
degré en p a coefficients entiers, n'admettant certainement pas ;;—'2
pour racine, car le terme en w' n’est pas divisible par 334 et le terme
constant n’est pas divisible par 241.

Nous avons pour A une valeur imaginaire pure; B et D sont réels,
A, C, b, d imaginaires pures. Posons A =7A,, C=1iC,, b=1ib,,
d = id, et donnons & ¢ une valeur imaginaire pure ¢ = ig,, on aura

Avg?—Bg? —Ciq,+ n’ o ot (A Bgi — Cigi—Dy})
(q —qi

c+ic'= >
de sorte que c¢ sera imaginaire pure et ¢’ réel; cela prouve que le
cylindre I' projetant (w») horizontalement a pour conjugué un
cylindre I symétrique de T' par rapport au plan yOz; or nous avons
signalé que (), admettant 2Oy et 20z pour plans de symétrie,
admet Ox pour axe de symétrie, ce qui entraine que C admette yOz
pour plan de symétrie : donc les deux courbes (w) et (w') suivant
lesquelles C coupe la sphére sont symétriques 1'une de I'autre par
rapport au plan yOz, et le cylindre projetant (w') sur le plan 20y
n’est autre que I'; il résulte de la que (w) et (w') sont conjuguées
P’une de 'autre, donc le cone C est réel au sens de M. Goursat.

Les surfaces réelles applicables sur le paraboloide déduites de (w)
sont donc a centre; elles admettent les trois plans de coordonnées
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pour plans de symeétrie, les trois axes de coordonnées pour axes de
symétrie.

La surface minima M, est imaginaire.

8. Nous venons de trouver une courbe algébrique de genre 1,
malheurcusement imaginaire. Elle nous donne néanmoins des résul-
tats intéressants : elle est imaginaire, mais réelle (¢). Cela entraine

r . . , .
que pour — suffisamment voisin de 1 le résultat subsiste, avec toute-
fois quelques modifications, si m reste impair, suivant que r est pair
ou impair; il suffit dans les équations (26), (27), (29) de remplacer
A,C, b,dpariA,, iC,, 1b,, id, pour avoir un nouveau systeme de six

1 I 1 P \

équations i six inconnues A,, C,, &,, d,, B, D a coefflicients réels

’ . r . .
dépendant de la fraction — et ayant une solution réelle d’ordre de
e e, . - r r .. , ..
multiplicité égal & I'unité pour — =1;donc, pour— voisin de 'unité,

m m

on aura encore des solutions A,, C,, b,, 4, B, D réelles; remplarons g
par jg, ou j est une racine de/’"_..z, multiplions ¢+ i’ par ;-
et ¢ —i¢’ par j77, ce qui revient a faire une rotation réelle autour

. re . . ..
de Os (rotatlon de Pangle “= si j=cos — -+ zsin ——) et I'on a

N 2m am
alors :

o+ [Cl lq'nu — 'B (]2111___ C (/m_l__ 1) o l'cI: Al +— B(]m qzm . l)q'zm

Im—-r
9% — g3

On voit alors que si ¢, a une valeur réelle, c est réel et ¢’ imaginaire
pure; il en résulte que dans sa nouvelle position la courbe (w) a pour
conjuguée la symétrique de (w) par rapport au plan 2Oz; en revenant
4 la position primitive, la courbe (w) et sa symétrique (w,) par rapport
)4 rm . , . R R
auplan = = tang<—> sonl conjuguées; or comme (vb) est 2 elle-méme
x 2m ©
sa symétrique par rapport au plan 20z, on peut dire que (u,) dérive
. T :
de (w) par une rotation de I'angle — autour de Oz. Or supposons
m impair de sorte que (w) et (u' ’) sonent distinctes : nous savons
I angle — : ) -
qu'une rotation de l'angle - - autour de O applique C sur lui-méme,
. . . . . T :
mais (w) sur (w') : si r est impair, cette rotation de — répétée r fois
m

Ann. Ee. Norm , (3), XXXVII. — Mar rg2o. 18
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coup sur coup applique (w) sur (w') : (w') et (w,) coincident, le
cone C est réel (G), et la surface minima M, est imaginaire. Si m est
impair et r pair, cette fois (w,) coincide avec (w), le cone C est
encore réel (¢), la surface minima M, est réelle au sens vulgaire.
Les surfaces applicables sur le paraboloide déduites ainsi de ces
courbes (w) particuliéres, pour m impair, sont & centre, quelle que
soit la parité de r.

Pour m pair, les résultats changent: (w) et (w') sont confondues,

la rotation %Tl—rautour de Oz est la plus petite que C admette; cette fois
le plan = tang— ct tous ceux que ’on en déduit par une rotation
X 21

T reos
de — autour de Oz sont m plans de symétrie pour chacune des deux

surfaces applicables sur le paraboloide déduites de (w); ces deux sur-
faces n’ont plus de centre.

. . . - r
On verrait de méme que si pour certaines valeurs de — on a une

solution ou B, D, b, d sont imaginaires pures et A et C réelles, le
cone G est réel (¢) si m est impair; cette fois si r est pair, (w) est
imaginaire, mais a (') pour conjuguce, et si r est impair, (W) est
a elle-méme sa conjuguée. Si m est pair, C est imaginaire sans étre
réel (¢).

9. En dehors de ces résultats intéressants par leur application aux
surfaces applicables sur le paraboloide ou aux surfaces minima, la
discussion faite pour m = 1, r =1 nous prouve que les six équations
en A, B, C, D, b, dsont compalibles, sauf pour des valeurs exception-

nelles de —; A, B, C, D, b, d sont des fonctions algébriques de — ou
m m

de f; ces fonctions ne peuvent avoir d’autre singularité que des poles
ou des points critiques algébriques. Or nous connaissons une valeur
de f, a savoir f'=o (d’ottm =, r=3) qui est surement un pole
(et peut-étre en méme temps un point critique) des quantités A, B,
C, D, b, d, car pour ces valeurs de m et r on tombe sur le cas d’impos-
sibilité, en courbes algébriques, de cycles isotropes d’indice 3. En
regardant A, B, C, D, b4, d, f comme les coordonnées d’un point d'un
espace & sept dimensions, les six équations définissent une courbe
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algébrique de cet espace; il est certain i I'avance que cette courbe
a toutes ses branches réelles, s’il y en a, comprises entre les plans
JS=3et f=—3, en raison de la forme de I’équation (27). Il s’agit
maintenant de trouver par un moyen quelconque un arc réel de cette
courbe, sur lequel nous nous bornerons aux valeurs commensurables
de /. Il est naturel d’étudier les points correspondant & f=o; on
apercolt assez alsément que si Pon fait le changement de variables
=3B, Y=3+0, 1
le systéme transformé aux inconnues 2, B’, ¢/, D', 4’ et " admet pour
JS=o0 la solution « =B'=C=D"=0'=d'= 0, mais en étudiant
par les procédés réguliers le point ainsi obtenu, on reconnait que c¢’est
un point isolé d’ordre 12.

Si I'on essaie d’éliminer un certain nombre d’inconnues, on se
heurte a des difficultés de calcul inextricables; le procédé le plus
simple consisterait a résoudre en B et C par exemple les deux équa-
tions (29)defaconhavoirB=1A + uD, C=u, A+ A D, A, pu, A, u,
étant des {ractions rationnelles en b, d, /5 en portant ces valeurs de B
et C dans les deux premicéres équations (26) et I'équation (27), ona
trois équations linéaires et homogénes en A?, AD, D* qui par élimina-

d:‘_‘.}.—l—(l’, [):2—{-—1)/, :—I—{—D,,;I\-:OI,

. D , . . _
tion du rapport Kdonnent. deux équations simultanées F(b,d, /) = o,
®(b,d, /)= o que I'on pourrait regarder comme résolvant la question

. iy . . D .
ou peu s'en faut; ce calcul d’élimination de N donne en méme temps

%: G(b,d, /), G étant une fraction rationnelle en 0, d, f; done
3 . C ; . ' . i
—]R:A—i—p.(x,-f-; = u,+ A, G et, en utilisant la derniére des trois

équations (26), on aurait
I

2 — -
T (A p G (A6 )2+ G — G (02 + 2d + 4 D)

De la sorte, les deux équations F=o0, ® =o représentent dans
'espace b, d, f une courbe et il ne faudrait garder de cette courbe
que les arcs réels ot A* est positif; on peut voir que les calculs indi-
qués sont praticables, mais que la discussion compléte qui consiste
a savoir si cette courbe (b, d, f) est réelle ou non est inabordable,
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et a fortiori inabordable de séparer sur cette courbe les arcs donnant
- des courbes (-1,) réelles. Les arcs négligés correspondraient alors a des
solutions ot &, d sont réelles, A, B, (i, D imaginaires pures pour

. r . . R
certaines valeurs convenables de P et cela donnerait lieu 4 une

discussion analogue a celle déjh faite : cette fois (w) et (w') seraient
conjuguées, quelle que soit la parité dem ouder, de sorte quele cone C
serait imaginaire, mais réel (¢), et les surfaces applicables sur le
paraboloide seraientréelles, a centre. Mais sim est impair, (w) et (w')
se trouvent étre distinctes et conjuguées, donc la surface minima M,
se trouverait imaginaire; si m est pair, (w) et (w") étant confondues
et conjuguées, la surface minima M, se trouve étre cette fois réelle
et en méme temps surface a centre.

Les explications qui précedent sont nécessaires pour comprendre
pourquoi j’ai adopté la marche qui suit, malgré la longueur apparente
des calculs.

10. 11y a une valeur remarquable de &, c’est la valeur d = 2. Si, en
effet, je me borne aux équations (25) définissantune courbe sphérique,
moyennant les (rois équations de condition (26), pour d = 2, cette
courbe sphérique se décompose en deux courbes sphériques unicur-
sales et par suite nous savons que les coefficients A, B, C, D, b restants
doivent s’exprimer rationnellement au moyen de deux arbitraires.
Pour trouver ces expressions de A, B, C, D, b, qui sont indépendantes
de m et r, supposons par exemple m =2, r=1, auquel cas nous
avons une courbe sphérique

46 “ 2 3 g ) o
¢ icl— Ag —i—Bq(l—h Cy —l—I)’ el — A+ Bg —l:]:q + Dy ,
(41) —T "
c,,:v—AD(c]2+1)(q‘+bq~+l)
qﬁ

admettant I'origine pour centre, les points symétriques s’obtenant
pour les valeurs ¢ et — ¢, etle plan 0z comme plan de symétrie ¢

en %, et ne possédant que deux pointsal'infini dans le plan horizontal.

+LC B_—

Nous savons qu 3]0[‘5 sil’on pose a = ———J on pourra
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écrire
s P+ AP+ Bg+ G - 1 1+A9g+B,¢2+ (P
b

P

(h2) e=q l—Alq—,—B.(r—(,lq“’ 7 ¢*—Ag*+ B g—(

avec la seule relation B, -+ A, C, = o. En calculant ¢ + i/, ¢ — i, ¢”
et comparant avec (41), on a

- 1 b —AGGA)
& T +AD) ) T AD G+
o AG(A,C—2) — 4
(42) CEoranera’ PToEAaeEm
<[/:—A|(:1‘ é A2_1>

Je dois rappeler que j’avais six équations, a sept inconnues, i
résoudre; ce sont les équations (26), (27) et {29); les inconnues
sont A, B, . D, b,d, f. Les trois équations (20), quand on y fait
d = 2, admettent la combinaison (A — B+ C — D)*— 1= o0 qui peut
remplacer I'une de ces trois équations, la derniére par exemple.
Suivantque'onprend A~ B+C—-D=10uA-B+C—D=—1,
le systéme des six équations, ot I'on a fait d = 2, se décompose en
deux systémes de six équations i six inconnues; si une solution
A, B, G, D, b, fdel'un de ces deux systémes correspond a des valeurs
finies de A, B, C, D, cette solution n’appartient pas & 'autre systéme;
done, pour avoir 'ordre de multiplicité de lasolution trouvée, il est
bien légitime de garder les deux premiéres équations (26), de prendre
I’équation A—B + C—D =1, et d’y ajouter les trois équations (27)
et (29), pu1s d’apprécier I'ordre de multiplicité sur ce nouveau sys-
tee de six équations. Les formules (42) permettent alors de ne
conserver que les équations (27) et (29) en remplacant A,C,B, D, b
par leurs valeurs en A, et C,; a un systéme de A,, C, correspond un
seul systéme pour A, B, C, D, b; maisa unsysteme A, B, C, D, & donné
correspondent deux systémes (A, C,) et (— A,, — (,): en effet, on a

C=— 2, 1+ Al = A—_l_—-ﬁ équations qui donnent A} et C, la formule

qui donne B par exemple montre ensuite comment associer les
valeurs de C, & celles de A,. Donc les deux systémes (A,, Cy, f)
et (—A,, — C,, f) sont équivalents : j’ai dit que je ne gardais que
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trois équations, a savoir (27) et (29) en A,, C,, /3 'ordre de multipli-
cité d’une solution (A, C,, /) sera, d’aprés ce qui précede, celui que
nous devons conserver si A, et C, ne sont pas nulles toutes deux et si
A, B, G, D sont finies. Quant & la réalité de A, B, C, D, b, /, il sera
nécessaire et suffisant que 7/ soit réel et que A, et C, soient ou réelles
ou imaginaires pures toutes deux. D’autre part, nous devons encore
nous rappeler que le changement de fen — /, de Aen D et de Ben C
laisse la courbe (uw) inaltérée et que le changement simultané de signe
pour A, B, C, D remplace (w) par (w'); donc le changement de C,

en :(_JT" qui remplace A par — D, D par - A, Bpar —CetCpar —B
et laisse & inaltéré, ne donne pas de courbe nouvelle. Cela conduit

N 1 1 ”
a poser C, — —~ =u, C,+—,—1=v, de sorte que b= — A, u— A’ —1

[ C
et ’équation (27) devient

. . 3u— (A -+ Atu .
(43) ‘f—‘(LL2+2)(I-FA?)+8Af—-—4A3u

La premiére équation (29), ou je remplace d par 2 et A, B, C, D, 4 par
les valeurs (42), donne
(44) B+ G—=1)6—=1)
X [=20(1+/) 6+ /) +40+/) B+/)+6(5+N]
+[o(2+/)(6=/)—2(2+/)3—=))]
XB=NG+NHOE+FNC+[0+))— b6+ f)]
<N E+NE—NE=PA(2+T) |
—6(—S)(G+(6+/)(6—/)A (A C—2) =,

équation que j’écrirai en abrégé
(45) G/ B Ay 3 o + €]
1

+a fo By O
A+ G o B o Y S f+ ] =,

o, B,..., &,..., ..., & ne renfermant que A, et b, c’est-a-dire
finalement que A, et u. La seconde équation (29) se déduit de celle

7 . —_1
que nous venons d’écrire en remplacant C, par —— et f par — f, c’est
: 1
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w

donc :
(46) Colof'—Bf 7/ +of +ef — (]
B AR AR VAR WA LWL S
+ é— [ f3— B fo 4y P — & [P+ e f— ("] =o.
1

En ajoutant et retranchant membre 4 membre, on forme deux combi-
naisons plus avantageuses :

ol a") f54+(y+ 7P+ (e + ") f]
—u[(B—=B") [+ (0= P+ =]+ 2B f*+0 /2 + ) =0,

—ul(a—a") fr 4 (y — ") [P+ (e —e") f]
+ o[(B+B) i+ (0 4+ P+ L+ ]+ 2( fory [P+ f] =o.

(47)

Sijeremplace«,3,...,a,..., «” parleurs expressions développées
jal aisément :
ool = (14 A)(3 4+ A+ A, w),
B—B"=(3+A2) (3 + A2+ A, u),
Y+ ¢ =—>52(a—+ a"),
(48) 0 — ¢"=—352(8 — ),
e+ €"=576(a + "),
L—{"=576(8 —B"),
B'=2A,(3+A2+Au), &=—>5B" =560

La premiere équation (47) prend une forme trés simple, en remar-
quant que j* — 52 /2 + 576 =(f*—16) (f* — 36), & savoir

(49) (A +1)fo —u(A}+3) +4A][3+A}+Au][f*—36][f*—16]=0.
La seconde équation (47) prend une forme moins simple, on a

[ a—a"=(A? 4+ 3) (3 + A} + A, u),

B+ B'=(1-+A2)(3+ A2+ Ayu)— (24 +16A% + (A, u),

y—y'=—52(a—a")+12[12+ 4A] + A u],

0+0' =—52(1+A}(3+AI+A u)—(16+ fJoA}+10A, u),

e— e"="576(a — ") — 14416 +~ 12 AT+ 3A, u],

L4-0"=576(14+A%) (3 + A} + A u)— 576 (4A} + Au),
a'=2A,(3 +Aju—+A}), y'=—2>52a"+ 7244,

e'=576a"— 72 X 36Ay;

(50)
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donc cette équation prend la forme

(51) [—AY+3)uf+v(1+A3)+4A, f]
X [3+ A+ Aw][f2—36][f*—16]
— §(Ayu+ GAT) o(fr—§) (f?— 36)
+r2[12A — w(4AY+ A 0)]|(fP—36)—24(vf+Bu)(f*—16)=o0.

Nous devons donc prendre les trois équations (43), (49), (51)
en f, A,, C, et ticher d’en avoir une solution numérique, dont on
doit aussi évaluer l'ordre. Comme l'équation (49) se décompose
en quatre facteurs, il suffira de prendre I'un de ces facteurs
3+ Al + A,u=o0; pourvu que la solution des équations (43), (51)
et 3+ A} -+ A, u=o0 n’annule aucun des trois autres facteurs
de (49), I'ordre de multiplicité pourra étre évalué sur ce systéme
simplifié (43), (51) et 3 + A} + A,u = o. Remarquons que
3+A] + A,u=o0 donne b =2; en tenant compte de cette équation.
3+ A7

A,

je remplace « par — ; équation (43) devient

g+ 3AT+7A 4+ A} )
9+ 8A2+ 30A} +12A0 + A}

(52) f=—vA,

(Af-+g) (Af-r1)
A7

Comme v* = u* + 4 = » sije pose A} =, j'aurai

(1 +x)(9+2)(9+3z+ 72+ 2*)* '

(53) = (9 + 8z + 3022+ 1223+ 2*)*
2
En tenant compte de u = — 3'XA‘, I’équation (51) se simplifie
1

beaucoup; en remplacant f et #* par les valeurs (52), (53), ¢ se met
en facteur; je remarque que ¢y =o entraine C =&/, u = 2¢t, ole = =1,
puis A, == —3ciou A, =¢ei, f=o0;c'est le casoul f=o0, b=d=2

. . . . 5 C
et ou A, B, C, D deviennent infinis; 12; tendant vers 3, 3 vers 3 et

D \ , . .

3 vers 1; pour un tel systeme, A, B, C, D étant infinis, une remarque
antérieure prouve que l'ordre de multiplicité de cette solution pour
les six équations primitives est nécessairement pair; j'ai d’ailleurs
signalé sans démonstration que le point a I'infini correspondant sur
la courbe (A, B, C, D, b, d, f) est d’ordre 12 et isolé. Si donc je
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supprime le facteur ¢, I'équation (51) devient une équation en x :

(54) (3x2+18x“9)(9+3x—|— 7224+ 2%) (9 + Sz +3oxt+ 1228 + x*)
X [(z+1)(z+9)(9g+ 3z +7a2+2%)?
—36(9 + 8 + 302+ 122% + x*)*]
+2(g+3z+72+23)[6(3 +x) (g4 Sx+30a2+ 1223+ %)
—(z+1)(x+9)(9g+ 3x+yxt+2')]
< [(55’-4»—1)(?3—{—9) (9+3"v+ 7‘$2+.7;3)'3
—16(9 + 8z + 3oz + 122+ x*)?]
+(z—1)[(z+1) (2 +9) (9 + 3z + 722+ 2°)?
—4(9 + 82 + 3ox* + 122%+ 2*)?]
X [(z=41)(x+9)(9+ 32+ 7¢‘2+.i:*)2
- 36(9 +8xr + 3024+ 1223+ .‘1"")2] —o0.

L’équation (54) admet encore le facteur (z + 1) (@ + g), comme
on le voit, en groupant les termes qui ne contiennent pas explicite-
ment (x + 1) (2 + g) en facteur, 4 savoir

12(9 +- 82 + 02?4 122+ x*)*[12(x—1) (9 + 82 + 3022+ 122° + 2%)
— 163 +x)(9+3z+ g2+ x°)
—3(3x*+18x—9) (9+3x + 72>+ x2%)],

la quantité entre crochets étant égale a
z +1)(xz+9)[— 33 — 392 — 312>+ 32%];
et aprés quelques réductions simples telles que

3x*+182x—9g+12(3+x)=3(x+1)(x+9)

ou
3(9+8x + 3ox?+122°+ 2*) + (9 + 3x + 72+ %) (. +1)

=4(9+ 9z + 2522+ 112°+ 2*),

on arrive enfin a la forme

(55) (9+3xz+7x2+2*)(z+1)(x+9)[9+9xr+ 2522 +112°+ 2%]
+[(2 —102) (9 + 32+ y2*+ x°)* ‘
+3(9+8z + 3oz +122° +2*) (—- 33— 39gx—3122+32°)]
< [9g+ 8z + 302+ 122+ 2*]>=o.

L’équation (55) est le résultat de I’élimination de A, et C,; 'équa-
Ann. Ee. Norm,, (3), XXXVII. — Ma1 1g20, 19
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tion (55) ne contient plus (z +1) (x+ ) en facteur; le terme
constant s’annule, cela donne A} = o, nous écartons cette solution
d’ordre pair;le premier membre de (55) est en apparence de degreé 15,
mais le terme de degré 15 disparait; désignons donc ce premier
membre par — xX(x), ot X est un polynome de degré 13, qui, nous
le verrons, a tous ses coefficients positifs. La forme (55) est tres
avantageuse pour le calcul des valeurs numériques de X; on trouve
aisément X(—1)=120*>48et gX(—9)=180"x<19; 10X(—10)<0;
donc entre — g et — 10 il existe pour X (x) une racine de X d’ordre
de multiplicité égal & 'unité ou tout au moins & un nombre impair,
soit x,. La quantité A, = \/50_(, est imaginaire pure, non nulle;

iz +1)(z+09)

3+ . . . .
"0 est imaginaire pure, ¢ = % est imaginaire
1

Ay
pure. Or C, =-
réelles avec la condition AD > o. J'ai montré plus haut que 'ordre de
multiplicité de z, sera 'ordre de multiplicité de la solution A,, B,, C,,
Dy, by, /o pourvu que les trois facteurs de (49) autres que 3+Aj+ A, u
soient différents de zéro; or nous avons vu que tous les points réels
de la courbe (ABCDbdf’) sont compris entre les plans /=3 et /= -3,
donce le point réel que nous venons de trouver n’annule surement pas
les facteurs f*—36 ou f*—16; voyons si

(Af+1)fo —u(Al+3) + 44,

L . 9+ 3x+ yxi-+ 2’
X . désionons ;
est nul ou non; désignons par F la fraction i e P

nous savons que pour la solution étudiée f=—A, oF, donc

U= —

u-+v

» done G, est imaginaire pure; A, B, C, D, b sont

(A} +1)fo—u(AY+ 3) + 4 A,
prend la valeur

[—a(z+1)For+ (3 + x)+ fz) Xl-
1

ou
(z+0)(z+g

X )[1~—(x+'1)F].
Or I'égalité 1—(z + 1)F =0 se réduirait 3 z(2* +52z—1)=10; la
racine z, qui nous occupe pour x n’est pas nulle; d’autre part, —g est
plus petit que les deux racines de x* +5x—1; donc 2 -+ 52,—1>0
et le facteur en question n’est donc pas nul pour z = z,.
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La racine @, considérée est vraisemblablement simple; en tous
les cas, elle est d’ordre impair : donc A, B, C, D, b, / pourront
¢etre de toutes facons développées en séries & coefficients réels ordon-

1

nées suivant les puissances croissantes de d — 2 [ou (d—2)"" oun
est un certain entier |; pour  suffisamment voisin de 2, les fonctions
algébriques A, B, C, D, b, fde d restent réelles; pourd =2, on a
AoD, > 0; done si d reste suffisamment voisin de 2, AD reste positif.
Or nous savons que si d << 2 (vorr §5), la courbe (¢, ¢’) du plan 2Oy
serpente autour du cercle @*+y*=1 et la courbe () est réelle (¢),
composée de m arcs séparés; il en est de meme de la courbe (). Mais
si d > 2, comme AD > o, la courbe (w) est imaginaire, mais réelle (¢),
la courbe (¢, ¢’) étant tout entiére A Uextérieur du cercle 2* + y* =1;
dans ce cas, la courbe (&) est imaginaire aussi, mais réelle () avec
un choix convenable des constantes d’intégration; les surfaces appli-
cables sur le paraboloide déduites de (w) sont réelles i centre, la
surface minima M, est elle aussi réelle (au sens vulgaire).

A titre d’indication, je denne les calculs nécessaires pour déve-
lopper X :
(0+32 + 72+ 23 =81+d4o+13>2* + 602"+ 552" + 14 2% + 2F,
(9-F 32+ 724 2 (2 +1) (z + g)

= 729 + 12962 + 18362 + 1944 ¥+ 1230 2"
(56) (73625 + 204 2% + 2427 + a*),
(9+ 82 + 3ox+ 122% + 2*)?

= 8t 4+ 1442 + 604 2*+ 696 2° + 11102

“+ (7362% + 204 2° 4+ 24 27+ %),

de sorte que I'on peut écrire

(57) frP=1  Si+1b8fx + 15hat+ 156 2%+ 152t
/ 8 T (g4 8z +30xr+ 1225+ 2t)?

L’équation (55)s’écrit, en profitant des calculs (56) :

zX = (729 + 25472 + 30132% + 6591 2%+ 471124+ 1485 25+ 123 20+ 27)
CU (81 4 144 &+ 604t 4 6962 4 11102 4+ 73625 + 204 28 + 2427 + 28)
—(729' #1296 2 +1836 2+ 1944 23+ 123024 +736 27+ 204 20+ 2427+ 2%)
X (81 4+ 1082 + 31522 + 24625 + 226 2% + 10525+ 1025 + 27 ).
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L’équation X = o peut donc se mettre sous’la forme

729 + 28472 —+ ...+ 27T 729 + 120962 + ... + 73625 + 20425+ 2f 2T + 28
81+108x+...+27 = 8r+1fbax—+...+ 7362+ 20428+ 2f 2"+ 28

.oy ,ye . A n sy e h— A —pt P e
d’une égalité -~ = — on déduit g £ - donc on écrira
bR p -

648 + 24392 —+ 4698 x*+ 63452 + 4485 2* + 1380.2% + 105 2"
81+ 108z + 31522+ 24623 + 226 x* + 105 2%+ 1828+ 27
. 648 +11d22 + 123222+ 124823+ 120 2%
T 81+ 1442 + 6of x4+ 6962+ 11102* + 736 0% 4+ 204 2%+ 2f 27T+ 28

et 'on forme un rapport égal au précédent en retranchant terme a
terme les deux rapports : on écrit donc finalement

; 648 + 11522 + 123222+ 1248 2% 4+ 1202°

St+144x + 6042+ 696+ 11102* + 736 25+ 204 2%+ 24 27 + x¥
1287 —+ 3466 x + 5097 x*+ 4365 2% + 1380 2* + 105 2° i

— 36 —a8gx — 4H0a*— 8842 — 63 12" — 1806 2% — 23 b — 27’

on pourra donc écrire, comme le prouve la comparaison des termes
enx'®:
(58) X=(81+144x+ 6042+ 6962+ 11102+ 7362° + 204 2° + 24 27 + 28
=< (1287 + 34662 + 5097 2%+ 4365 2* + 13802 + 105 2°
—+ (048 4 11522 + 123222 + 1248 2+ 12027)
X (36 + 289z —+ 450x* + 884 2% + 631 2% + 18648 + 23 2% + 27

et ceci prouve que X a tous ses coefficients positifs.

Les méthodes classiques permettent de calculer a,, surtout en
utilisant la forme (55); on trouve aisément que x, est compris entre
—09,18 et —g,17, d’ou résulte pour /, en utilisant la forme (57),
0,86996 > f, > 0,8564. Il y aurait intérét 4 se rendre compte exac-
tement de I'intervalle ou peut varier / sans que la solution réelle
mise en évidence cesse d’exister, soit parce que les inconnues
deviennent imaginaires, soit parce qu’elles deviennent infinjes;
comme pour f=o, toute solution est nécessairement infinie et
comme pour /=1, le calcul fait précédemment montre qu’il n’y a
que des solutions imaginaires ou rejetécs & I’'infini, Parc de courbe
réel (A, B, C, D, b, d, /) dont nous avons prouvé I’existence est cer-
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tainement compris entre les plans /'=o et f=1; nous n'avons ni
reconnu les limites exactes de cet arc, ni indiqué s’il y a ou non
d’autres arcs réels. Les considérations du paragraphe 9 conduisaient
4 étudier une courbe (b, d, f) représentée par des équations
F(b, d, f)=o0,®(b,d, f)=o0 : en éliminant fon aurait une courbe
U (b, d) =0, admettant le point b =2, d =2 pour point multiple
d'ordre 25 au moins, car le point & =2, d=2, f=o0 est isolé
d’ordre 12 et le calcul précédent a montré que, pour b =2, d = 2,
nous avons treize valeurs finies non nulles de /, au moins. La courbe
admet I'origine pour centre, elle est donc au moins d’ordre 50 et cela
prouve bien que nous ne pouvions surmonter la difficulté que par
une voie détournée.

Nous avons, en tout cas, démontré rigoureusement Pexistence de
courbes (.4, ) algébriques réelles & torsion constante de degré et genre
arbitrairement grands; nous avons prouvé lexistence de surfaces
non unicursales applicables sur le paraboloide, ou de surfaces minima
circonscrites & la sphére dont certaines présentent des propriétés
intéressantes de symétrie ou de rotation.

11. L’exemple qui précéde a été obtenu en prenant la courbe (w)
du paragraphe 5, formules (20), ety faisant A= 2. Pour 2= 3, il est
donc & peu pres hors de doute qu’on doit trouver des solutions & un
parametre. Nous allons le vérifier et, cette fois, bien que les équations
et les inconnues soient en nombre plus grand que dans 'exemple qui
précede, la vérification se fera aisément, sans aucun calcul.

Nous écrivons donc pour la courbe (w)

Aq5111+ Bqlnn + (':qzm +D qzm 4+ Eqm +F
b

c+id= _
: (/' .
c— l.c,: A - B ,]m + C(/Zm + I)qlirn_‘_ Eq!nn_|_ Fqu
(59) / (15/11——1' ’
c”_ (gam + aq”’” -+ /)(]2)11_+_ d(]”L—J{— I) \/___ AF(qzm <+ [J_qm -+ I) .

Sm

qz

Suivant la marche du paragraphe 5, nous avons neuf inconnues,
‘A,B,C, D,E, F, a, b, . entre lesquelles I'identité ¢*+ ¢’* + ¢ =1
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établit cinq relations; 1’intég1'alef(c+z'c’_‘)(/(ic~—z'c’) donne une
relation qui, pour la réalité de la courbe (&), exige que r reste com-
pris dans Dintervalle 0,5 m. Enfin l’in[égralcfc"(l(c—l—z’c’) donne
deux relations, que I'on peut former en écrivant

— 3
— ? am o} * D m
(60) [c”d(c-f—-ic’): V—AFK (¢ +5{f”(/ +1* P (g ),
. L

v
ou P, représente un polynome entier de degré 7.

. . A A ., . .
Les neuf inconnues sont, une fois -~ donné, liées par huit relations.

<1 r . . N . . .
Je considére — aussi comme inconnue, de facon i avoir dix variables
m >
liées par huit équations algébriques; je vais prouver qu’en particula-
. ; . ‘ . LB
risant deux de ces variables, & savoir — que J'égaleral & - ety que

j'égalerai & 2, les huit équations ont, par rapport aux huit variables

restantes unesolution réelle d’ordre de multiplicité égal a 'unité et cela

suffit pour affirmer I'existence d’une infinité de courbes (-.) réelles
’ - r . E ,

algébriques pourvu que — reste dans un certain champ réel admettant

-

b3 - . , .
— pour milieu, el que p varie par valeurs réelles dans un certain

intervalle au voisinage de 2. Pour —fixé dans ce champ, . jouera le
role d’un parameétre arbitraire.
ro, N 5 y : : g ; p

Je rappelle que, pour — égal & -, c'est-a-dire =5 et m =2, et

quelconque, la courbe (59) sera de genre 1 et servira d’indicatrice des

torsions & une courbe (&) unicursale de degré 16; au Chapitre IV,

j’ai prévenu que cette courbe est 'exemple le plus simple pour lequel

le cone directeur des binormales a une directrice sphérique non uni-

cursale; ce cone a quatre génératrices isotropes d’indice 5.

D’autre part, pour p. = 2, quel que soit ,'—r;, la courbe (59) dégénére
en courbe unicursale.
. Ceci explique pourquoi il est avantageux de considérer la réunion
de ces deux circonstances : ’% = get v = 2. 8i alors les huit équa-
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tions aux huit inconnues A, B, C, D, E, F, @, & les déterminent, nous
aurons une courbe sphérique

; Ao S Co ST DR
PR Ag+ Bg*+ Cy + D¢+ Eygq +F’

7
(61) C_[cl_A+B’/2+C’]*+[)I/G+Ef/8+ F gt
q° ’
o [T aq + by +aqt+1) (P + 1) V—AF
= _ ,
. 7

jouissant des propriétés suivantes : elle est du dixiéme degré, admet
le centre de la sphére pour centre (changement de ¢ en —g¢q),

L T . .
admet le plan zOa pour plan de symétrie (q en 5)’ le cone C qui

s’appuie sur elle est du cinquiéme degré et n’a que deux génératrices
isotropes obtenues pour ¢ = o et ¢ = =; celle qui corresponda g =o

, . 0 x — s ' \ .
a pour équations —; Y = T L — Wiy vk enfin (-1.) est unicursale.

Or nous connaissons, d’aprés les paragraphes 7 et 10 du Cha-
pitre I, toutes les courbes réelles qui satisfont & ces propriétés; elles
dérivent par une rotation autour de Oy de celle qui a pour équation

_ PV _ 1+ 5
== = ="
Vigt—1 Vr—g°

Elles sont donc comprises dans le type & un paramétre

(62) a

cos (gt 3q2) + sine (Y54 —1)

.
o= g
(63) s —sina (7' + 540 + coso({57°—1)"
( 6= cosw (1 +V54*) +sinw(y5q*— ¢°) ) H
\ - Sillw(t -+ (/5—1]3) -+ COSQ,(\"/E(]‘A__ ([’)
Pourq =1,
a=—1, B =1, ¢ = o, e'=—1, ¢'=o0:
Pour q = — [’
=1, B:—[a c—o, =1, ¢'—= o.

Toutes ces courbes (63) passent par les extrémités du diametre Oy,
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ce qui était facile & prévoir, car et — ¢ étant égales et de signe con-
traire d’'une part, et d’autre part ayant 1 pour produit, les deux points
correspondants sont a la fois symétriques par rapport a l'origine et
par rapport au plan zOz. v

Il faut maintenant expliquer pourquoi le cone du cinquiéme degré
dégénérescence du type (59) ne contient pas de paramétre, tandis
que celui que I'on déterminerait directement en partant de (61)
contient le paramétre w, paramétre de déplacement et non de forme.
Pour déterminer un tel cone, il est théoriquement indifférent
d’adopter soitla marche du Chapitre 111, soit une marche analogue a
celle qui a servi dans ce Chapitre. Partons donc des équations (61);
nous avons les huit inconnues A, B, C, D, E, F, a, & déja employées
pour (59); I'identité c® + ¢"*+ ¢"*=1 nous donne les cinq équations
déja écrites, sauf qu'on y remplace m par 2, r par 5, v par 2. L'inté-
gralef(c + ic')d(c —ic’) donne laméme équation que précédemment.
Mais l’intégrale]c"d(c+ ic') ne donne qu’une équation, obtenue en
c¢"d(c+ic")

dq

résultat de I'intégration sera alors, pour (61),

écrivant que le produit ne contient pas de terme en (17 Le

64) —— fc”d(c+ic’)

V—AF
B U Y A X M s o A A e /A Y i iU
qlo

le coefficient p.; restant arbitraire; on peut profiter de I'indétermi-
nation de p.; pour rendre le polynome pg** + ...+ w,, divisible par

2 . d R )

24+ 1, et alors puis ue—-<“q ”‘“): 24+ 1) (...),
g* +1, et alors puisque - e ey v ASAREIACED
le polynome p.g%° + ... + w,, est divisible par (¢*+ 1)*. On pourrait
donc, toujours théoriquement, obtenir la relation provenant de

fc”a’(c + ic’) en écrivant

—AF 2 2
fc”d(c-—i—ic’):\/ Ah(q;—zl) Ps(g ):

ol Py est un polynome du huitiéme degré.
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Au contraire, pour le cone dégénéré de (59), on doit écrire

V— AT (¢2+1)3P;(g?)

c”d(c+z’c’j: 710

ou P, est un polynome du huitiéme degré.
C’est de la que provient la différence; en se bornant i la forme
— AT (g*+1)!Ps(g?)
q' ?
peut déterminer en écrivant que P (¢*) = (¢*+1)P,(¢*). Il suffit
de donner I'interprétation géométrique : quand v, est déterminé de
fagon a ce que ug*® + ...+ p, soit divisible par ¢* + 1, on trouve
I'exposant de ¢* + 1 en forcant d’une unité Uexposant de ¢*+ 1 dans
L d(c—ic")

qd

soit divisible par (¢*-+1)*; comme ¢” contient déja le

d’intégrale il reste un parameétre ©, que l'on

le produit ¢
o d(c—+ ic")
dq
facteur ¢*+1 en évidence, il y aura deux moyens différents :
d(c~+ic)
dq
sera divisible par ¢*-+ 1. Pour réaliser le premier cas, il suffit de
faire tourner la courbe (62) de fagon que la tangente & extrémité de
Oy devienne parallele 2 Ox; pour le second cas, cette tangente
deviendra paralléle 2 Oz. On a ainsi Vinterprétation géométrique trés

; nous devons donc nous arranger pour que

q® + ag® + bg* + ag* + 1 sera divisible par ¢*+ 1 ou bien

simple des deux conditions fournies par 'intégrale [c”(l(c+ i¢’) pour
o/

le cone dégénéré de (59) : elle exprime non pas seulement que la
courbe (&) est unicursale, mais encore que l'orientation de la courbe
dégénérée (61) est celle que nous avons dite.

Dans ces conditions, quand on nous donne les huit équations du

début, ol u a été remplacé par 2 et — par 2, puisque nous avons
4 m 2

I'interprétation géométrique exacte, il est indifférent de garder ces
inconnues A, B, C, D, E, F, «, b ou de prendre une autre méthode :
on peut faire intervenir le triedre OXyZ obtenu en prenant pour plan
OXy le plan du couple isotrope du cone dégénéré et appeler 2@
I'angle de ce plan avec Oxy; alors les équations se partagent en deux
groupes dont I'un donne toutes les inconnues autres que w et dont
"autre donne tangw. Dansle systéme OXyZ, en reprenant les nota-
Ann. Ec. Norm., (3), XXXVII. — Mar 1920. i 20
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tions du Chapitre III, que le lecteur ne confondra pas avec celles de
ce paragraphe, jécrirai

(63) a_q5+Aq"+Bq3—|—Cq'l+D(/, 8= 1+Aqg-+Bg*+Cq?+Dg* ,
T =D+ G =B+ Ag—1 —Dg+Cqprr—Bg*+Ag*—¢°

et j"obticns le systeme de quatre équations & quatre inconnues

" D=o,
B-I—AC:O,

(66) | (2 —B)AC*—BC(3A2— B2—(2— 5) + A(B —2) (B2+ 2AC)
— (AB+ C)(AC —3B) — G(A2+2B) = o,

C'— 35— (B2— 2AC) 3(A>—2B)*=o.

Ce systéme a diverses solutions : nous I’avons discuté et reconnu
qu'il admet une seule solution réelle a savoir A = o, B=o0, C = /3,
D =o. L’ordre de cetlte solution est 'unité, comme on le voit aisé-
ment; cet ordre est bien celui de la solution numérique mise ainsi en
évidence pour les huit équations primitives, que nous n’avons pas
méme éerites : cela tient, somme toute, & ce que 'on a fait un chan-
gement de variables; les variables du premier systéme s’obtiennent
rationnellement au moyen de celles du second, puisque ¢, ¢/, ¢’
s'expriment rationnellement en «, 8; inversement, celles du second
s’expriment rationnellement au moyen de celles du premier, puisque
2, § s’expriment rationnellement en ¢, ¢/, ¢”. Dans un tel changement
de variables, I'ordre d’une solution numérique reste ce qu'il est. La
vérification annoncée a donc complétement réussi.

Dans celte solution particuliére, la courbe (61) étant réelle, AF est
nécessairement négatif; donc si p et ,% restent voisins de 2 et g,
AF sera encore négatif et alors, si . est supérieur a 2, la courbe (w)
définie par (59) sera réelle et se projettera sur le plan 20y suivant
une courbe (¢, ¢) tout entiere intérieure au cercle #*+ y*=1. Si p,
au contraire, est inférieur & 2, la courbe (w,) sera toujours réelle, mais
la courbe (¢, ¢') serpentera autour du cercle x> + y*=1.

12. Ce qui précéde suffit & convaincre que, pour toute valeur de A.
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on aura des courbes algébriques a torsion constante du type (20)
& & — 2 arbitraires, puisque pour 2= 2 et pour 4 = 3 la proposition
est vérifiée. Il est vraisemblable aussi que pour toutes les valeurs de 2,
il y en aura qui seront réelles.

On pourrait multiplier les exemples de cette nature; on pourrait
conserver les deux premiéres équations (20) donnant c et ¢’ et sup-
poser que le radical carré entrant dans ¢” porte par rapport a ¢™ non
plus sur un polynome du second degré, mais sur un polynome de
degré 4, 6, 8, .... Mais tout cela conduit & des calculs inextricables;
le résultat essentiel consistait & prouver I'existence de courbes algé-
briques a torsion constante de genre ou de degré arbitrairement grand
et nous 'avons atteint, en spécifiant méme la réalité de certains
types.

[Les exemples donnés sont du type hyperelliptique; on pourrait se
proposer de trouver d’autres exemples qui ne soient pas du type
hyperelliptique. La recherche est sans doute assez pénible et devrait
étre guidée par les mémes considérations que dans ce Chapitre; on se
bornerait aux cones admettant certaines symdétries et un axe de
rotation.

Les excmples de ce Chapitre nous ont donné des types curicux de
surfaces applicables surle paraboloide ou de surfaces minima circons-
crites & la sphére.

NOTE.

RECHEKCHE DIRECTE DES COURBES UNICURSALES A TORSION CONSTANTE.

L. Soit une courbe unicursale de degré m représentée par les
équations ,
S() o 208 . 10)

B T

() =y Ty

/> 0, t, 7 étant polynomes entiers en ¢ de degré m; cela faitun total
de 4(m~+ 1) coefficients homogénes; en déduisant les six paramétres
du déplacement le plus général, les trois paramétres de la substitu-
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tion homographique la plus générale sur ¢, jai 4(m +1)—1—6 =3
ou 4m — G paramétres de grandeur; en tenant compte de ’homothétie
la plus générale, il ne reste que 4m — 7 paramétres de forme pour la
courbe la plus générale unicursale et de degré m. Ce résultat est bien
connu pour m = 2, le paramétre unique de forme est ’excentricité
de la conique. '

Supposons 7 au moins égal & 3, et écartons le cas des courbes
planes. Cherchons [e nombre des conditions a écrire pour exprimer
que le rayon de torsion est constant. Appelons T ce rayon; z/, 2, 2",
'y ... les dérivées des trois premiers ordres de «, y, z par rapport a Z;
je poserai :

fa=—y's"— 35y, b=s5a2"—2x'5", c=2'y'—y'z",
2y JS oo ¥
, VA
A=) 2 ‘}’” 3" ) A= " qpr/ ‘Hr/ Ak

(2) xl// " -l f CP LP A
Y © f/// o ,\pm .////

¢ ¢ v f oz f o

a, = C‘DI ,! i 7.’ , bl — "P/ f/ ./‘/ s = f/ (PI 7./

| (P” '! " Zl/ LPI/ ‘f// X” | /'// <PII xl/

Japplique la formule classique
a2 -+ b2 —+ c2

(3) T=—SE 0.

On trouvera aisément les relations

!

a,=y3a, by=1y3b, c1 =1y, A, =—*A,
aj + b} +ci -
ALY

@ o

Sil’on prend les dérivées d’homogénéité de f, o, §, % par rapport 2
la variable d’homogénéité que j’appelle 0, on trouve aisément

1 7 W " Y
A‘Em(m_,)2<m_2)3lf”“ ./Iéﬂ fl’ﬂ f,;l’
(5) Yo P 9o
I I/ " "
ay Yo Y, 5

- ”l(m——J)z " " n
VA TR 4 YR AL
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Le numérateur de T dans la formule (4) est donc de degré
6 (6m—2); au dénominateur le degré est 2m + §(m — 3) = 6(m—2).
Nous pouvons donc déterminer toutes les courbesde degré m, unicur-
sales et & rayon de torsion constant, s'il en existe, en laissant indéter-
minés les coefficients des polynomes f, o, 4, 7 et écrivant que les
deux termes de la fraction T ont leurs coefficients proportionnels.
Cela fait 6(rmm—2) relations entre 4m — 7 paramétres de forme. Or
la différence 6(m —2) — (4m—7) est égale & 2 (m — 3) +1; comme
I'entier m est au moins égal 4 3, le nombre des équations surpasse
toujours celui des inconnues.

Si donc on se bornait & cette énumération simultanée d’équations
et d’'inconnues, on pourrait étre tenté de croire qu’il n’existe aucune
courbe unicursale a torsion constante. Or j’ai, dans tout le cours de
mon travail, bien insisté sur U'insuffisance d’un tel procédé : il faut
s'assurer si les équations obtenues sont ou non distinctes.

Le fait qu'il existe des courbes & torsion constante unicursales
entraine cette conséquence que les équations obtenues ne sont pas
distinctes. D’ailleurs, il suffit d’étudier de plus prés la contexture des
deux termes de T pour s’apercevoir que I'on doit réduire de beaucoup
le nombre des équations trouvées. On doit faire intervenir I’ordre de
multiplicité des racines du numérateur et du dénominateur.

2. Nous obtiendrons d’ailleurs par cette méthode, appuyée sur les
résultats obtenus d’autre part, divers résultats géométriques intéres-
sants. D’ailleurs je signale, sans développer ce point, que cette
méthode directe pourrait servir a établir directement la presque
totalité des résultats obtenus par la considération du cone directeur
des binormales.

Les polynomes a,, b,, ¢, ne sont pas nécessairement premiers entre
eux dans leur ensemble; soit & leur plus grand commun diviseur.
JYécrirai donc a, = da,, b, = db,, ¢, = dc,, et

X _d(ai+ bl +ci)
(6) T_‘ ‘ X=A1 2

a,, by, ¢, sont les paramétres directeurs réduits de la binormale au
point ¢; I’équation aj + b, + ¢; = o donne les génératrices isotropes
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du cone C des binormales. Nous avons vu que si la courbe (<1.) est &
torsion constante, toute racine de a} + b, + ¢, = o est racine de 7 et,
réciproquement, toute racine de y est racine de aj+ b} + ¢}, mais
les ordres de multiplicité ne sont pas nécessairement les mémes.
Nous verrons d’ailleurs que toute racine de a; + 63 + ¢ est nécessai-
rement racine de & sans exception et racine de A,, sauf un seul cas
exceptionnel (indice égal a 4, degré et classe du cycle isotrope
égaux & 1). :

Soit une racine de a; + 62 + ¢} d’ordre 7 : cet entier ¢ est celui que
nous avons appelé indice; nous avons vu que 7 admet cette racine
avec un ordre égal & 1 —p.

Portons maintenant notre attention sur un point & distance finie
de (-L); au voisinage d’un tel point, si ’on prend ce point pour origine,
la tangente pour axe des « et le plan #0y pour plan osculateur, on
pourra développer en série les coordonnées du point x, y, z en fonc-
tion d’un paramétre ¢, nul pour ce point. On.a alors

(7) x=otl 4. .., y=ptrr 4., Sy tPrIs

p estl'ordre de multiplicité du point, les plans pivotant autour de la
tangente ont p + ¢ points communs avec la courbe, le plan osculatear
ap -+ g + s points communs avec la courbe.

On calcule aisément

a=(p+q)(p+ g+ s)sPyprrrrari=ip
b=—p(p+g-+5)(g+s)yatprits=s4 .,
c=p(p+g)guperrri—4+...,

(8) ( A=p(p+q)(p+q-+s5)gs(q+s)afyrr2ar—tt.

2"=p(p—1)(p —2)atP=3 ...,

YV=(p+q)(p+qg—1)(p+qg—2)Bertr=34 .,

'=(p+qg+s)(p+qg+s—1)(p+qg-+s—2)yptr+rars=3

On voit que a, &, ¢ contiennent tous les trois le facteur commun ¢
la puissance 2p + g — 3 positive ou nulle; de méme A contient zala
puissance 3p + 2¢g + s— 6 positive ou nulle; comme le quotient de
a* + b* + ¢* par A est une constante, il est nécessaire que \

bp+29—6=3p+29+s—6
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ou simplement p =s. La démonstration suppose simplement que la
courbe (.4) est algébrique, ne spécifie pas que le genre soit nul. Nous
avons un résultat géométrique intéressant : les entiers p, ¢, s ont des
significations géométriques trés simples; pour toute courbe algeé-
brique & torsion constante, en tout point i distance finie de la courbe,
nous portons notre attention sur le cycle porté par ce point ou sur un
cycle, au cas ou il y en aurait plusieurs; ce cycle est caractérisé par
les trois nombres p, ¢, s, on a p=s. D’autre part, 2p + ¢ — 3 n’est nul
que si p=g =1; pour un tel point,on aaussis=t1et3p+29+s—06
est nul aussi; cela prouve qu’il n’y a, sur une courbe algébrique a
torsion constante, aucun plan osculateur stationnaire proprement dit,
car pour un tel plan, sur les courbes qui en possedent,onap=qg=1,
sZ 2. Sinous revenons aux courbes unicursales, toute racine de I'un
des polynomes d* ouA,, qui n’est pas racine dey, est racine de 'autre
polynome avec le méme degré de multiplicité.

On peut se demander si la propriété p = s subsiste ou non pour les
points & l'infini; elle subsiste pour les points correspondant a un
cycle isotrope du cone C du type : degré inférieur 4 la classe. Elle ne
subsiste pas pour les cycles isotropes C du type : degré égal ala
classe. Il suffit de se reporter au Chapitre II, ou, cette fois, jai
appelé p le degré du cycle isotrope de C et ¢ la classe; le résultat est
encore ici indépendant du genre de (). Les entiers représentant le
nombre de points confondus avec le point considéré commun a la
courbe & et 3 un plan passant par le point, ou pivotant autour de la
tangente, ou confondu avec le plan osculateur, sont :

Sig>p,

Sig=p,

P, 9 PT9q;

P, p+r,o2p, st r<p;
Py 2p, p+r, si r>p.

L’excés du nombre de la troisiéme colonne sur celui de la seconde
est égal au nombre de la premiére colonne pour ¢ > p; pourg=p
et r < p, cet exceés est p — rinférieur & p; pour ¢ = p et r > p, 'excés
est 7 — p, qui n’est égal & p que sir= 2p.

3. Etudions maintenant les points & I'infini de (&); on trouve aisé-
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ment

' s x—Iy!
b—l—ia:l 4

. s x40y
v |7 b ta = " " s
&£ —ry s Iy
(9) .
l
C= -

2

Va ra il

a’ -+ iy" x2'— iy

' -+ é:yl 2 — l:}” l

et je reprends les notations adoptées au Chapitre II (§ 4 et suivants).
Si le point a I'infini est du type i = 2p, ¢ =p + s,

~2A2R2
: b+z’a:—“A?Bp(p—i—s)t‘--l’”a-{—...,
2 2
(ro) b—ia= TZ:B g(g—s$)ts+?=34 ...,
L2 5
c= —2—ABp(/(p—|—q)t'1"P—'—+-....

Si nous multiplions par 7*, comme y contient ¢ en facteur, on voit
que b, + ia,, b, —1ia,, ¢, contiennentrespectivement en facteur *+2/-3,
prpri=d ps+3r=3 dong dans d j’aurai le facteur ¢+27-*, qui a un expo-
sant non nul, car p =s est impossible en courbes algébriques et,
d’autre part, s +2p — 3 == o-exigerait p =s=1. Nous savons que
a; + b, + c; contient 2”7 exactement en facteur, 72 aussi; donc A, doit
contenir en facteur £¢+22=% : tous ces résultats se vérifient aisément.
Nous avons ainsi vérifié que dans ce cas toute racine de aj + b} + ¢}
est racine de d et A,

Soit maintenant le cas ot le point & I'infini est du type i = 2p + r,
g = p. On a cette fois
2 A p?

k2

2B p?
kZ

b—]—ia::

=i b ja=——

c— 2p*ABI P
— e

eprAr=iae L,

(11)

En multipliant par y*, comme 7 contient 7+ en facteur, on voit
que b,+1a,, b, —ia;, c; contiennent respectivement en facteur
gerr= giprr=s gsper=3 done d admet le facteur ¢22+—*, d’exposant non
nul, puisque p =r est impossible en courbes algébriques et que
2p+r—3 =o0 exige p=r=1. L'expression a}+ b; -+ c; contient
le facteur 27+, de sorte que le numérateur de la formule (6) contient
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le facteur 27+ =2 ; e dénominateur devant admettre ce méme facteur,
comme 7* admet le facteur £22+*7, on en conclut que A, admet le
facteur ¢*7+=%, ce qui est facile & vérifier directement: 'exposant
4p +r—>06est toujours positif ou nul : en effet, si p = 1, r ne pou-
vant égaler p, on a nécessairement rZ2et jp4-r—6=r—220;
SIp >, 4p—6 est au moins égal a 23 done 1p +7—6 ne s’annule
que sip=r1, r==2 et dans tous les autres cas il est positif. On a bien
vérifié encore que toute racine de ai + b + ¢ est racine de 4 dans
tous les cas; elle est racine de A, sauf la seule exception p=¢ =1,

4. Le polynome  s’annule pour tous les points a Pintini de ()3
je considere le polvnome formé par les facteurs primaires de d autres
que ceux fournis par les points a Uinfini; soit ¢ le degré de ce poly-
nome ; ¢ est positif ou nul.

Je démontre en passant une propriété simple s’appliquant, méme
si le genre n'est pas nul, aux courbes () réelles algébriques n’ayant
que deux points 4 I'infini. Jappelle u. le degré du cone C, je conserve
les notations du Chapitre II'; chacun des deux cycles isotropes de C a
pour indice w, je veux prouver que ces cvceles sont du type, degré et
classe égaux. J’ai expliqué que on peutéerire g =p + s, t=2p +r,
s et rétant deux entiers dont 'un est nul, Pautre positif non nul. On a
doncici u. = 2p + r; d’autre part, comme le plan tangent au cone C
suivant chaque génératrice isotrope donne p + g ou 2p + s généra-
trices confondues avec la génératrice de contact, on a 2p +sZw; en
comparant avec 2p -+ r == 4. et songeant que r ets ne sont pas nuls
tous deux, il faut nécessairement que s soit nul; c’est ce qu’il fallait
démontrer. :

Nous supposons, de plus, (&) et C unicursaux : alors ¢, et ¢, étant
les valeurs du parametre donnant les deux cycles isotropes, & contient
les facteurs (£ — 44)*"*" =" ot (£—1¢,)*"*" 2, ou (£ —¢, )P et (£ — ¢,)*°.
Les égalités a,=a,d, b,=b,d, ¢,=c,d, ou a,, b, ¢, sont de
degré 3(m — 2) et a,, b,, ¢, de degré w donneront done, puisque
m=%(p+ry=u+r 3(m-—-2)=p+2u—6+0o0u3r=2. Dans
ce cas, ¢ n’est pas nul. :

Voyons ce qui se passe pour le cone C unicursal réelle plus général;

Ann. Ec. Norm., (3), XXXVII. — Jux 1920, ‘ 21
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je comprends tous les cas en écrivant que ¢, etant le parametre d'un

cycle isotrope de G, « contient le facteur (¢ — ¢,)*P++ =2 je rappelle
, . . - W r r

les résultats i=2p—+r, Si=ou, m=X(p+r)= Z (p+ 5) -+ Zo

v r N e ' ‘ .
oum=u~+ ¥-. Je pourrai donc céerire, comme précédemment,
3(m—2)=u+ 2 +s5s—3) +2; soit & le nombre des couples de
cycles isotropes conjugués; cette ¢quation devient, en remplacant
(i+s—3)par Zi + Xs — X3 o 2.+ X5 — 64,

(12) 20 =32, —2Xs+12(h—1).

Donc dans le cas ot il n’y a aucun cycle du type, classe supérieure
aw degré, Zs est nul et Je nombre ¢ est différent de zéro; on voit
méme que, dans ce cas, il est multiple de 3.

5. Il n’yv a plus alors de difficulté & donner un exemple de courbe
i torsion constante unicursale, obtenue directement en écrivant que
le rayon de torsion est constant. Je considere la courbe

\ w=  Asin(em+p)o-+ Bsinpy -+ Csin(p—am)oy,
(13) cy=—Acos(am+p)y—Beospo —Ccos(p—am)y,
5= sinamo.

olt m et p sont deux entiers positifs (si p est pair, il semble yavoir
intérét a prendre 22 pour paramétre, mais la suite légitime cette facon
d’écrire ). '

lei, il n’y a que deax points a Pinfinis done les trois expressions
vz — =y s — s 'y —v's” doivent avoir un  facteur
commun, quel que soit d’ailleurs le parametre employé; ici, o esl
particulicrement avantageux; on sait méme que le facteur doit étre
d’un degré multiple de 3, si Pou revient & un paramctre algébrique.
On vérifie aisément que la courbe (13)admet Oz pour axe de rotation,
Oy pour axe de symétrie. On vérifie aussi que

-

[ y's — shy'=Lecos(p +4m)o+ L, cos(p +2m)o -+ Lycospe
-+ Lycos(p-—am)o-+ L, cos(p-—4m)o,

(14) / d'x’—2's"=Lsin(p +4m)o+ L,sin(p 4+ am)o + Lysinpo
- Lasin(p—om)o 4+ L, sin(p —fm)o,

xly'—y'2"=M cosfjmo + M, cos2my + M,



SUR LES COURBES A TORSION CONSTANTE. 163

puis, (ue

T
(15) A=| 2" )" =" |=Ncostmy+ N, cosfmo + N,cos3mo -+ N,
" ,,,!r" M

L’avantage ici est que, pour les quantités appelées précédemment
. b, eoou A les facteurs relatifs aux points & Uinfini se trouvent
aulomatiquement é¢liminés avec le parametre o; A devra étre le carré
du facteur commun & a,, b, ¢,; il en résulte que ce facteur est néces-

sairement de la forme zcos3mo + Beosmao, et Uon doit pouvoir

éerire
V= =Thecos(p +m)g ~+ pcos(p —m)g]
X |2xcos3mo + 23 cosmoe],
(16) 32" — 2 z"=[hsin(p + m)o + psin(p — m)o]
10 ‘

X |2z cosImao 4+ 20 cosma],

2y — "= cosmo][2acosIme + 28 cosmo],

Iei il sera méme inutile d’écrire la derniére égalité (16), car d’apres
la formation meéme de A, tout facteur simple commun aux trois
mineurs de la dernieére ligne du déterminant A est nécessairement

. . Z(‘yI;II_ :Iyll)g .
racine double de A. Alors, puisque T = — —— il suffira
d’adjoindre aux équations précédentes la condition que

724 P2 9 dp coS2mo + Cos*mo
soit une constante, c’est-a-dire 4Auw +1=o0, en remplacant cos*mg
. I+ CoS2/mo - , . . .
par ————. D’autre part, pour écrire que les trois premiéres
équations (16) sont vérifiées, il suffit manifestement d’écrire
[Aeos(p +m)o + pcos(p—m)olz
s + [Asin(p -+ m)o + psin(p—m)o]y + cosme s’ =o,

(17) ¢
[Acos(p + m)o+ pcos(p—m)elz” N

+ [Asin(p + m)o + psin(p —m)o] "+ cosme z”#o,

car cela revient, au fond, 4 la proposition suivante : si les trois poly-
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nomes A, B, C entiers en 2 sont proportionnels & trois polynomes
Ay, B,, C, premiers entre eux dans leur ensemble, A, B et C sont des
équimultiples de A,, B,, C,. Or on trouve immédiatement que le
premier membre de chacune des expressions (17) est de la forme
hcos3my + kcosmy pour la premiére, A'sin3ms + &' cosmo pour la
seconde. On a donc finalement fe systeme de cing équations & cing
inconnues A, B, G, A, v :

(2m~+p)Ah+pBh+pBu+(p—2m)Cp+m=o,
(2m +p)Ap+ (p—2m)Ch+m=o,
(18) / —(2m +pPAL+pBh—p?Bp+ (p —2m)*Cu—am?=o,
—(2m+p))PAp+(p—2m)*Ch—am?=o,

fip+1=o0.
Les deuxiéme et quatrieme équations (18) donnent

—m . — m

o e——— (= —
2(2m +p)p.’ 2(p —om)h

A
Comme les troisiéme et quatriéme équations donnent par soustraction
[(2m 4+ p)A—p* B+ (p—2m)C] (A —p)=o,

jaurai, en éliminant A—u =o0, qui ne pourrait donner que des
solutions imaginaires,

p—_m [2mtp p—tzm]’

ap?| ¢ A
et alors, portant dans la premiére équation, j'obtiens aprés réductions
simples (m +p)A* = (m — p)u®.
Je déduis dela

d’ot A, B, C sans effort. Les valeurs de A et w trouvées montrent
que nous avons retrouvé l'exemple de M. Fabry, déja signalé, au
Chapitre III [§ 7, formules (24)]. lci, nous avons d'un seul coup et
I'indicatrice des torsions et la courbe (&)‘elle-méme.



