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SCR LES

TRANSFORMATIONS DE QUELQUES EQUATIONS LINEAIRES

AUX DERIVEES PARTIELLES DU SECOND ORDRE;

Par M. Jean CLAIRIN.

Dans ce travail (') j'emploierai les notations de Monge : zety étant
deux variables indépendantes et z une fonction de ces variables, les
dérivées premiéres 9z 9z sont représentées par p et g, les dérivées
p res o o p es par p et ¢, les dérivé

secondes g—;fz, %, ?(3)7: parr,s, ¢ Les lettres 3, p, ¢, 1, s, t affectées
d’indices désigneront de méme une fonction de « et y ainsi que ses
dérivées partielles des deux premiers ordres. En outre, X et Y repré-
senteront toujours deux fonctions dépendant la premiére de «, la
seconde de v seulement. Lorsqu’il y aura lieu de considérer simultané-
ment plusieurs fonctions analogues, nous ajouterons un indice a coté
des lettres X, Y, les accents indiquant toujours la dérivation. Les
équations linéaires aux dérivées partielles du second ordre que nous
étudierons seront constamment supposées ne contenir ni r, ni ¢, ni
terme indépendant de z et de ses dérivées : ces hypotheses ne
restreignent pas la généralité. :

D’une équation linéaire on peut déduire deux nouvelles équations
également linéaires 4 I'aide des transformations de Laplace qui sont
les seules transformations de Bicklund de premiére espéce que 'on

(1) Ce travail provient des papiers que Clairin a laissés a Lille en 1914 a son départ
pour la guerre. Ces papiers, maintes fois compulsés par des mains 'allemandes, ont
616 en 1918 retrouvés en désordre par M™ Clairin et remis pieusement par elle aux
collegues de son mari & la Faculté des Sciences de Lille. Le dépouillement n’en est pas
achevé, et peul fournir d’autres travaux.
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puisse effectuer (). I'ai indiqué antérieurement (*) toutes les trans-
formations de Biicklund de deuxiéme espece qui sont applicables d une
telle équation, les variables indépendantes n’étant pas changées. Pour
fes transformations de Bicklund de troisieme espeéce, méme si les
variables indépendantes sont conservées, le probléme est plus
compliqué. J'ai pu déterminer un certain nombre de ces transforma-
tions en faisant usage des remarques suivantes.

Uneéquation linéaireadmettoutes les transformationsinfinitésimales
de contact ayant pour fonction caractéristique Az + b(z, y), A dési-
gnant une constante et (x, y) une intégrale quelconque de ’équation.
Des changements trés simples de fonction inconnue permettent de
supposer la fonction caractéristique égale & = tant que X est différent
de zéro et & 1 si A est nul. Je me suis proposé de rechercher toutes les
transformations (B;) qui puissent s’appliquer & une équation linéaire,
les intégrales de cette équation qui correspondent & une méme intégrale
de I’équation transformée se déduisant de I'une d’entre elles & 'aide
des transformations du groupe engendré par la transformation infini-
tésimale de contact z ou par la transformation infinitésimale 1, ¢’est-
a-dire en multipliant cette intégrale par une constante arbitraire ou en
lui ajoutant une constante arbitraire. '

Ce travail comprend deux Parties : dans la premiere sont étudiées
les transformations de Béicklund qui correspondent ainsi qu’il vient
d’étre dit ala transformation infinitésimale de contact z, dans la seconde
celles qui correspondent a la transformation 1.

I.
L’¢quation linéaire étant supposée mise sous la forme réduite
(1) s+a(z, y)p+ bz, y)s=o,
en remplacant s par e> il vient

(2) So—+ Poqgo+ alx, ¥y)po+ b(w,y);:o;

(1) Etant donnés deux systémes d’équations qui définissent deux transformations
de Backlund, sides transformations de contact permettent de remplacer I'un de ces systémes
par l'autre, les deux transformations de Bicklund sont considérées comme équivalentes.

(2) Annales de la Faculté de Toulouse, 2¢ série, L. V, 1903, p. 435. — Bulletin de
la Société mathématique, L. XXXIII, 1905, p. yo.
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si 5 est multipliée par une constante, z, est augmentée d'une quantité
constante et réciproquement. Le probléeme que nous voulons résoudre
revient donc 4 la recherche des transformations (B,) applicables a
I'équation (2) telles que de toute intégrale de la transformée on déduise
une infinité d’intégrales de (2) différant par une constante additive.

Une telle tlansformatlon quine modifie pas les variables indépendantes
est définie par deux équations qui ne contiennent pas =, :

Pi=Jf(x, ¥ Poi 51),
G1=2(2, ¥ o3 51)-

- En écrivant que / et ¢ satisfont & la condition d’intégrabilité on
trouve

9f _ 99 9 __9d¢ of _ c99 _
<()p0 ()qo>s+()y 0z "% —/om =0

cette équation est identique & (2) sil'on a

Jdo 0
(3) '.Q(.zr,‘)-, Pos Qo5 51) = (Po @0+ apo—+ b)<5;;_-‘7;{;>

adf 0o af do
W T ox v 95, fd~1
On déduit de la

0L 92
(4) m:_(Poflo““a[]o'*‘b)d—‘{
do af :f ) *f 9f do __
(70 a)<0f/ 0P0>+ ay ops Y Opeds ops 0=
. 0Q
1(3) d(/ (Poqo"?'a[)o“*‘b)""“;
Jdo ()f> d*o do If d*o
- 0(% Ips 9z 0q, " 990 03 fU']M);x o
2 0o a2
(?) m—(’/o+“)m ”“dpg
99 _Of 09 9 _ 9 99
09 9po 09, 0po 03, dpo 0900%
%R Bf O de Of _Of 0% _
) Gproq = °dm 993 " 9, dp1 0= 0p3 0q00m
rQ o e 0 f af %
®) Fpags = (q°+a)5f?‘ T 97: T 073 Opeos;  Opo 973 0%

(9) rQ__ d¢ 9f 0 do
9 9pidgs — 0qf dpids  opi Iqi o5

Ann. Ec. Norm., (3), XXXVII. — AvriL 1920. 13
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Ecartons d’abord le cas ol /£ serait linéaive par rapport ap, amsi que
celui ot ¢ serait linéaire par rapport a ¢,, on déduit de la derniére
équation écrite

3f o JH(z, », 5)
dpidsy _ 0qyds, dsz,
o f T 0w T H(x, o, 5

i dq;

H désignant une fonction convenablement choisie des seules variables
x, ¥, 5, etl’on trouve enintégrant

S(x, ¥, pos 50) =H(z, y, 51) g (2, ¥, po) + m(x, y, 5,)po—+ n(x, ¥, 51),
‘P(-’”: J's (/0; 51): H(‘1~ “}'7 5!) G(x: )’a 70)"“ [.L(&C,;)’, 31)’]0+ P(x7 Y 31)'

ds, . . .
Prenons Wiy 5y comme nouvelle fonction inconnue au lieu
.. e )~

de z,, on peut écrire les équations de la transformation

= flz, v, po; 51) = g(x, ¥, po) + m(x, y, 50)po+ n(z, ¥, 5,),
71=9(2, 05 qo3 51) = 002, 3, qo) + (2,0 51) g, + p(2, 05 51).

Les lettres m, n, v, ¢ ne représentent plus les mémes fonctions que
précédemment, nous les conservons cependant pour ne pas compliquer
outre mesure I’écriture, de méme que nous désignons encore par z, la
nouvelle fonction inconnue. Nous ferons plusieurs fois de méme dans
la suite de ce travail. '

Ecrivons que les expressions trouvées pour f et ¢ satisfont i la
condition (7), il vient

Po

Px (0p L N\Pg_
d/)& "‘\-(\(-)-5; '+"2> = == O.

Py

Cette équation montre d’abord que w.(«, y, z,) est une fonction
linéaire de z, ‘
p=—a(z, y) 51— B(z, ¥)
et 'on doit avoir
Pg g
pn'()/—)%‘ - (U' -2 5}‘)‘5'

On tire de la si e(a, y) est nulle

8(zy ¥ po) =y (2, ) Logp,
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si « est égale 4 un
(2, v, pe) =7y(x, y) po Logp,,

et dans tous les autres cas
g(xs ¥, po) =7y(2, ¥) pi,

en négligeant d’écrire une fonction linéaire de p,, ce qui est permis
puisque nous cherchons & déterminer / qui s’obtient précisément en
ajoutant & g une fonction linéaire de p,.

Examinons en premier lieu le cas ou «(x, v) n’est égale nid o ni
ar, les équations de la transformation sont

pi= [z, ¥, pos 5;) = y(&, ) p§ +m(x, y, 1) po+ n(x, ¥, 51),
=92, ¥y qo; 31) = 0(2, ¥, q0) — [a(@, 3) 50+ B2, ¥)]qo+o(x, ¥, 51).

Un changement trés simple de fonction inconnue permet toujours
de revenir au cas ou 7(;06', ¥) est égale & I'unité et ou B(x, y) est
nulle. On peut alors écrire I’équation (6)

2*4 096
10 7 alz, ¥)]=— +5——oa(z,y)s
(10)  [qo+alx, »)] ag: +ag; ¥) s

d6 dm
+[alax, y)—1]m(z, ¥, 5,) + [m —ﬁ(‘T,)’)M]}E—Uu

d’ou I'on déduit en dérivant par rapport a =,

( 29 > 2m Jam
5 = + o

ag — “71) 0sT T 05,

On tire facilement de cette derniére équation
m(x, y, 5) =—o(z, )5 — (2 ¥)s
puis en portant.dans (10) et en intégrant, il vient
0(x, v, q0) = 8(2. 7) (qo+ @)*— E(2, ) qo,

D

si nous négligeons un terme indépendant de ¢,, ce qui est permis &
condition de modifier la fonction z(2, y, z,). En ajoutant encore 4 s,
une fonction convenable de x et y, on revient au cas ol £(z, y) est
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nulle et les équations de la transformation sont

Pizf(-’f/', Y Pos 51):1)3‘—05]?051—!-”(«7’; ¥ 51),
gr=0(x, ¥, qo; 51) =8(x, ¥) (qo+ a)*—aqgesi+p(z, ¥, 51)-

Remplacons maintenant /" et ¢ par ces expressions dans (3), nous
trouvons aprés réductions

J 9
(11) bal(qo+ a)* ' — (apo+ b)api™'+ (—;};/'%‘ Logp,— T;poz‘

d’l dc . » da
’*"53,‘“;);;((/04.—&) “+ al(go+ a)® 35

d dor 0

__C‘d%(%—ka)ﬁLOg(f]u—l— a)—i—;%c]o:,—a—i—-appo.q_am,o
9 J
- 5‘%[:((/0+ ay—aq,s+pl— -J:%[/)%”‘apozt—i— n]=o.

;. dat Odu . . . T
Les dérivées 7% oy doivent évidemment étre nulles, c’est-a-dire

que « doit se réduire i une constante. Supposons qu’il en soit ainsi,
le premier membre de I'égalité précédente contient des termes
en p*, p*~', pqui ne sont pas semblables tant que « n’est pas égale
a 2. Ecartons d’abord ce cas et écrivons que les coefficients des termes
en pg ', (g, -+ a)*=* sont nuls, c’est-a-dire que 'on a

a{(\b— 5)‘%\).‘:(), ab=—o.

Ces égalités expriment que les invariants de I'équation (1) sont nuls,
c’est-a-dire qu’en augmentant z, d’une fonction convenablement
choisie de x et y, ’équation (2) se réduit 2

- Sot+ Pugo=0,
a et b étant nuls. Remplacons donc a et b par zéro dans (11) :

on 78 dp
W _— 0_.1'(]%— 5:; —Cppyt &ndg,

0 ad
-+ a—;—l;[tq%‘——oz(/o:‘ﬁ—p]‘——(Tsp—‘[pf:—ocp,,:l—}- nj=o.
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En écrivant les conditions qui résultent de cette égalité on trouve

.98 9p
Sy —p=0, fad
dﬂj !

RN
donc g est nulle. On a ensuite
) (—)-'-l-—n o dn . dLogl,
” ()vx - J3, = dx
d’ou
o J Logl _
= oz ¢
Enfin on trouve
dn __ 0J*Logl o
- Jdy = odxay '
ou

E(x, y)=XY,
ce qui permet d’écrire les équations de la transformation

XV
PrL=pPr—apes + < 51,
g1=XY g% — xq,34.

Rempla(;ons 3, par Xz, et prenons comme deuxiéeme variable indé-
pendante, au lieu de y, fY“ 'dy, ces équations deviennent

P1=p§— apsy,
¢ = g5 —aquz.
Définissons s, par I’égalité

~ —— =10
S1= 3

2

remplacons dans les équations de la transformation z, par cette valeur,
p. et g, par leurs expressions en fonction de z,, p,, ¢,, nous avons

(13) } (1—a) pa=(poz2)* — xpq 3,

| (r— “)(]2:((105‘2)“_ *GoSae

Il est aisé de trouver I’équation & laquelle satisfait 3 : les deux
derniéres équations donnent

Posr=0(ps),  Gosa=w(qn),
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En écrivant que les expressions trouvées pour p, et g, satisfont a la
condition d’intégrabilité, il vient '

o — Q’(Pe)‘]z—m((h)l’-z_
(14) a5y = do  dm
dp,  dy,

~ Sinous remplacons dans les équations (13) p,z, et ¢,5, respective-
ment par w et @ et si nous dérivons, nous trouvons

do _1— o i 1 — o ) 1 )
Zlﬁ_— a w*l—1 0)“—<(.)_c->z-p2—m’
do __ 1—« 1 11— w1 w
dgy ~ @ w1 & ot—w  aq—o

et I'équation (14) devient, aprés quelques simplifications,

Sasy == a[ py— 0 (p2)][q2— w©(42)]
ou encore

(15) Sy 8= wi(P2)@1(q2)
en posant

wi(p)=Valp—o(p)l  ®i(g) =Valg—w()],
o, (p,) et @, (q,) satisfaisant d’ailleurs aux conditions

dwy a1 P dw, _o—+1 Gy

(16)

5T

E_ \/Z Wy (P2 d’h— \/Zc _551(‘72)

L’équation (15) que nous venons d’obtenir dérive, d’aprés ce qui

précede, de
§=0

par la transformation
el -3 ~
(I—a)p2:<££3) — aP22,

~ o z
(x— a)(h:(g-?) — otg—:z:

comme on le voit en remplacant dans (13) p, et ¢, par 2 et  ainsi qu'’il

résulte évidemment de la relation entre z.et 5,. Cette équation (15) a
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été intégrée par M. Goursat ('). Nous remarquerons encore que dans
le second membre des équations (16) le terme constant peut prendre
toutes les valeurs différentes de 2, « n’étant égalnidaoniar.

Les conditions que nous avons écrites pour exprimer que les
fonctions a, b, a, {, n, p satisfont & I'équation (11) sont toujours
suffisantes, mais elles ne sont pas nécessaires si « est égale a 2. Il ya
donc lieu d’examiner ce qui se passe dans ce cas particulier; nous
reviendrons un peu plus loin la-dessus, nous supposerons d’abord que
la constante o prenne les valeurs o ou 1, les résultats que nous obtien-
drons présentant de trés grandes analogies avec celui qui vient d’étre
établi.

Nous avons vu que sio est égaled o on a

pr=J (2, ¥, pos 51) = Logpo+ m(z, y; 51) po+ n(2, ¥, 1),
g1=0(2, ¥, o3 51) = 8(2, ¥, o) +p (2, ¥ 1),

la fonction désignée plus haut par B pouvant étre supposée nulle sans
restreindre la généralité, de méme que lafonction y peut étre remplacée
_par l'unité.
La condition (6) s’écrit alors
( +a)d_*6+(d_m+(>_gi_m(t ¥y 51)=0
/70 dqa, \021 qo Ly Sy Sy ) — M
En différentiant par rapport a ¢, et =, on trouve facilement que m
doit dépendre de @ et y seulement, puis en intégrant il vient

0(z, ¥, q0) =C(z, y) Log[ g0+ a(z, ¥)]+ m(z, ¥)q.-

Remplacons dans (3) fet o par les expressions ainsi trouvées, apreés
quelques réductions il reste
am on 0%

b bt I
- ;;—-('70-‘* a) +Epy+ paerar il vl Rl A L0g(qy+ a)
da
c(—).;: om dp
- Go+ @ - _Z)—E%— o

+ 22 [t Log(gy+ ) + mge+p]
~1

— Z)?»ﬁ [Logpy+ m py+ n]=o.
~1

(*) Annales de la Faculté de Toulouse, 2° série, L. 1, 189y, p. 47.
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.o - da . R N e
On voit immédiatement que & et(—E doivent étre nuls, c’est-a-dire

que a et b peuvent étre remplacées par zéro, comme il a ¢té expliqué ;

les autres conditions s’écrivent

dp an __ a am
d:1~07 ci)—:’_l 571"‘—0; W“i—s——ov
- dy P 051 - dx

Jz 0z,
~ On peut augmenter =, d’'une fonction de « et de y sans changer la
forme de fet o et 'on revient ainsi au cas ou p est nulle. La derniére

équation montre alors que n est une fonction de x et z, seulement :

d’apres I'équation
dz, oz
‘<

~ %1

on aura
n(z, 31) = N

(s J’) = XY/,
en négligeant d’ajouter a I'expression trouvée pour n une fonction de
que I'on peut toujours faire disparaitre en changeant encore z,. Enfin

les équations non employées jusqu’ici donnent
m=— XY + X,,

X et X, étant liées par la relation

X

‘La transformation est donc définie par les équations

Xp;—X' o X
P1 = B < Logpo+ <—X—° — Y>p0,
%% = Y'Logg,+ (z(i“ — Y) To-

Faisons un changementdé variables en prenant ———f" etY pour nou-

velles variables indépéndantes et
18X o [y ogvay— () os($e¥)

X

2
+
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pour nouvelle fonction inconnue, des calculs faciles montrent que les
équations précédentes deviennent, sil’on remplace en outre =, par logs,

pr—1= L()rv[(—x_ 7’)/7] _ (.;;—@—)’)[7,

<

<

(r7)

g

G —1= Log[(_' ‘r;.")f/:l _ (x —’c—.‘l')q;

s est une intégrale de I'équation
§ == 0o
En résolvant les équations (17), il vient
(z+E=0p),  (@+ni=w(n),
w et & satisfaisant aux égalités

dw ) s ®©

dp, — 1—u dg, 1—w

que 'on déduit immédiatement de (17) en dérivant.
1l suffit d’écrire que p et ¢ satisfont & la condition d’intégrabilité et
de tenir compte des derniéres relations pour arriver & I’équation

18)  (z+y)s=[i—a(p)][1—o(g)] = o (p)®i(7).

sil'on pose |
I—a(p) = (p1) 1—w(q)=w,(q:)-

On déduit du reste sans difficulté des équations (17)
w1 (pr) =1 ePr@ilpi), @, (gy) =1+ el—Tqu,.

et 'on voit que I’équation (18) définie par la transformation (17) est
encore une équation étudiée par M. Goursat dans le Mémoire cité
plus haut. ’

Ann. Ee. Norm., (3), XXXVI[. — AvriL 1g920. 14



