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• A N N A L E S
SCIENTIFIQUES ' .. !

DE

L'ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE.

LTQ DATION DIFFÉRENTIELLE

DE

LA ffjnrp

SON I N T É G R A T I O N PAR Q U A D R A T U R E S

Le travail actuel ( i ) a pour but l 'application à l'équation de' la Balis-
tique extérieure, mise sous la forme

ch> i — ^
du ç1 -l- p

où p est une fonction arbitraire de la variable //, des- méthodes de
formation systématique de tous les cas de réduction^ indiquées (Comptes
rendus de l ' 1 Académie des Sciences, t. 158, 3o mars 1914, p. 926) pour

(1) Ce travail a été présenté à TAcadémie des Sciences- le 5 mars 1917 et renvoyé à
la Commission de Balistique (cf. Compter rendus, t. 170, %3 février i9-2o).M. A.Denjoy
m'ayant manifesté le désir d'étudier, pendant son séjour au Polygone de.Gâvres, les cas
nouveaux d'intégrabilité de l'équation de la Balistique qui résultaient de ma théorie, au
point de vue des applications pratiques, une copie de ce Mémoire a été adressée en
même temps à" M. le général Charbonnier, directeur du Polygone de Gâvres, pour être
communiquée à M. A. Denjoy, à toutes fins utiles.

Ann, Éc.. Norm., (3) , XX..XVÎL — jANVHSR' i<)2o . " . / . ' i



2 JULES DRÂCH.

toutes les équations^ = |—— où P etQ sont des polynômes en y,
de degré déterminé, à-coefficients quelconques en x.

On s'est borné ici à l'examen des cas où, 1,'intég'ration complète de (i)
se fait par des quadratures. La fonction p (?/.) peu t alors être définie à.
l'aide d'opérations, en nombre limité, qui, sont, dans le cas le plus
général, des calculs d'intégrales de fonctions bien déterminées prises
dans un cha.mp complexe, le long de contours fermés.

On fait voir également comment cette déf ini t ion de p(^-) est l iée à
\?L détermination du groupe de rationalité d'une certaine équation
linéaire aux dérivées partielles et à la réduction de ce groupe.

Enfin l'examen de tous les^cas d'intégration de l 'équation (i) anté-
rieurement connus (d'Alembert, Legendre^ M.F . Siacci) permet de
les situer parmi les classes étendues d'équations (r), que nous faisons
connaître et d ' indiquer-les raisons précises de la réduction du pro-
blème.

Il convient d'ajouter que la recherche présente est essentiellement
d'ordre1 mathématique : son intérêt tient surtout à ce que Péqua-
tion (i) est une des formes réduites.de l 'équation, en apparence' plus
générale, —y- = p 3 ^ ) où P;( et IV sont des polynômes du troisième
degré et du premier degré en y; on peut adopter cette réduite quand
on connaît trois "solutions particulières/^o/m1, d 'une telle équation.

Préliminaires.: — • • ï ' a i montré ai l leurs ( ^ ) que les seuls cas de
réduction d'une équation différentielle du premier ordre

w ^==A^')'

où A (^, y) appartient à un certain domaine de rationalité, sont
ceux où, pour l'équation correspondante aux dérivées partielles

• • "" , • • X^yrr r '^+A.^^O, . '
ôx ày

( 1 ) Voir, par exemple, Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse, 1908.
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l 'une des résolvantes^ dont dépendent les éléments

s; K" =- ( — j 5 ^ ^ entier;
;^ ^ /^LîV
^r2 . î — ^r3 3 / (}vî \ "
î î ^ 2 l ^ ^

^y <^y \ ĵ" /

admet une solution appartenant à ce domaine de rationalité. Cette
solution est unique, sauf si z est Im-roème ratiomiel.

Dans le cas où 1 est rat ionnel , la dé t e rmina t i on de ' z , c'est-à-dire
l ' intégrat ion de (a), revient à celle d'un système irréductible de deux
équations de Riccati et à des quadratures . ,Mais dans tou^ les autres,
l'intégration complète de (a) se fait au plus par des quadratures (qu'on
ne peut, bien entendu, effectuer en général) .

Je me propose ici d'appliquer ma théorie à la formation systéma-
tique de tous les ccis où ^équation différentielle de la balistique extérieure
peut s^intégrer complètement par des quadratures.

L'examen du cas où 1 est rationnel^ dans le domaine choisi, qui
conduit à un système de Riccati irréductible, ..amènerait à considérer
des transcendantes dont les plus simples sont les analogues de celles

d^vdécouvertes par M". Painlevé, qui intègrent l'équation — = ôy2-}- a,r
ou ses généralisations; il n'a d'ailleurs évidemment qu'un intérêt
théorique (1).

Forme canonique adoptée. — L'équation fondamentale de la Balis-
tique extérieure, dite aussi « équation de Vhodographe »,

. , • . , dVcosa _ c V F ( V )
cly. ~ g

^

où V désigne la vitesse du projectile, a l'angle de la tangente à la tra"

( 1 ) Cj. la Note d(.ïs Comptes rendus (t, . 158, 3o mars 1914, P- ÎP^ où j'ai indiqué les
principes qui permettent l 'étude de (a) lorsque A. est, rationnel en j et quelconque en x.
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jectoire avec l 'horizon, prend, lorsqu'on pose

s m a == r, V == ^, -—•—' -==:. p ( a ) ( ! ),

la forme
^, ^ ï — — ^ 2

6/^ ^/ ( ( ' - } - ?}

Elle fait donc partie des équations
ch „ p^')^ „ ̂ ^,

où P, , Pg sont des polynômes en v de degrés respectifs i et 3, qui.
sont les plus simples-après l'équation de Riccati. et ont donné l ieu à de
nombreux travaux (2) .

En introduisant, auJieu de u, la nouvel le variable indépendante
u^ =io§u, on peut l'écrire p lus s implement encore

civ. __ i: — ^
dti^ """ F -4- pj^i)^

et l'on repasse in imédia ternent de cette f o r m e à la précédente.
I l - e s t aisé de voir que Véquali.on étudiée^ écrite en 'supprimant

l'indice
d^ ,r. — i^

(I)
du 1 / ^+; p . . .

peut être prise, en raison de la présence de la fonction arbitraire p,
pour l'une des formes canoniques de l'équation générale

( o \ €lv — PQ-^PÏ^-^PÎ^-^P^ ( . . , . \(2 ) ^ ̂  ^————^T-^———— ^^ ^^ Onctions de .r, ./̂  o),

rfa/î^ le cas où Von connaù trois solutions particulières de cette dernière.

OOn englobe ainsi dans la fonclion p uno conslanle inult iplicative (1. Suivant une1 g
remarque que m'a" f a i t u l tér ieurcinent M:. A. Denjoy, il serait désirable de séparer
dans les formes indiquées pour? celles qui renferment effectivement une lelle constante;
je reviendrai sur ce point à une antre occasion.
^ ( 2 ) Cette remarque, indiquée dans la Note citée plus l iant (Comptes rendus,
3o mars 191 { ) , avait été faile antérieurement pur M. Appell (' Zeuschrift fur Mathemeitik
lincî Phj'siky igoS).
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En effet^ cette équation possède les so lu t ions évidentes r = = i , ( )== -— i
et ^ = = G O ( comme 011 le voit en posant -1- == f r ) '\ A ,^ , )

Une transformatioîi projecfcive faite sur v, c'est-à-dire une transfor-
mation homographique, permet de changer l'équation (2) qui possède
les trois .solutions ç^(,r), ça"(^), çsC^) en une autre, de même
nature, adrçettant .les trois solutions i, — i, ce correspondant aux1

précédentes.
Cherchons la forme générale de cette dernière. Pour qu'une équa-

t ion , telle que (2), possède les solut ions v == -4- i, v =— î , il faut et il
suffit que/?o+/^ === °^ p i -+" p s = o; pour qu'elle admette la solution
-̂  --==0, i l faut et il suff i t que le terme en ^ disparaisse. On a donc
p ^ =p^==o et l'équation cherchée se réduit à

(jç _ / ,^,(s — r2)
clx q^ +- ( / ^ ç»

II suff i t d'y poser
Elcix-=:du. ^ - = p ( . a )
<h <h 1

pour obtenir l'équation de la Balistique, sous la forme définitivement
adoptée •
m ' • ^ ̂  ï! -{1 '2 '" " .
' / • du • v +.p(«)

Cette remarque jusilf ieraifc le développement donné à notre étude,
lors même que celle-ci serait, au pointde vue balist ique/sans aucune
importance pratique. . . • ' ! -

Abordons maintenant l'examen des cas de réduction.

I. Solution rationnelle, — Le premier cas de réduction est celui
où p.est choisi de ' te l le sorte que l 'équation linéaire aux dérivées par-
tielles -. , .

y . / , àz i — t^ ( ) zi. UÇz) = — -+- ———— — = o
OU (? -h p Ô^

possède une solution ^ rcuionnelle en v. ! . , ^ • •
S'il existe^ pour cette équation, une solution ïa t ionnel le • en r,
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^ ^ - L ^ l ^ on peut supposer, seins restreindre la gêner alité,-HUQ les fac-
Â v O '

teurs linéaires de /'et de g sont simples et en même nombre /c; cela
résulte de ce que /—^ '==o n'a, .pour z arbitraire, que des facteurs
simples. Nous écrirons donc

"" . • - /^g.^'"-^) . . . ( c — a/,)
^- (r-^).,.((-- bf,)'

II est clair que log7- ===-logs est, en môme temps que z, une solution
deU(>)=o . '

On aura donc, identiquement, en i n d i q u a n t par un accent une
dérivation relative à u,

^ . v ^ 1 , /.. ' .^ [^ :l/ .[^f ^ Q'i ^ î- ~l / ,. 'e'̂  T ^^ i 1
(''^b-i^^^J4-0--1 -^.lïT^-i^-0-

Nous allons envisager le développement du premier membre en
fractions simples de dénomina teur (c ~--^), (^ — <^), ... et écrire qu'il
est identiquement nul.

Pour que le terme en ——— disparaisse, il faut et il suffit que

— ( di + p ) d, --h-1 — a]- = o,

c'est-à-dire que <^ représente une solution particulière de

( r ) 1 1 1 . ! l l i l ' 1 1 . 1 1 ' 1 ^=ir-^. 1 1 !

du (•' 4- p

Le quotient d e — ^ ( P -4- p ) 4 - i — p2 par (v—a^ est — (^-h a, 4-^).
i

^—T.

^ i '-l'^-
Des conclusions analogues s'appliquent aux termes en —J—•
II reste une partie entière, qu'on peut écrire

{^^^^Ï^+cti^a',) ^-l{v+bi-^b'i), ff

et dont l 'annulation identique donne immédia tement , puisque lésa
sont en nombre égal aux 6,

cr^o, d'où o" constant et l(a,-i~ <<<;•) =:^(^4- ^.).

Le système qu'il s'agit d'intégrer est formé, de ces deux équations
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auxquelles s'ajoutent

^ir^£, i/^1—^ . (,=i, ...^).
<7/-i- 0 ^/ -h- ^

Inéquation 2(^-4- a,) =rS(^-h &j devient, , quand on y remplace
les a? ^ par leur valeur,

^ i ~i- a/p _ -^ i -h ^;p
• . -^ a i + r j """^-«S Ô / - 4 - P '

ou encore
^ / i — p 2 \ ^ / i—p 2 \s^-^pf^^-^p}

ou enfin

'-°->[2.^-2^]—
L'hypothèse p2^ i donne un cas banal, que nous écartons.
On voit donc que p est lié aux a/, &/ par l 'équation

^r I v II
> ——— — ^ -^——— =: o
^j a/--r- p ^«< y/4- p

ou, en d'autres termes, que ( — p) <^ ime racine du multiplicateur

, K -• -1- ̂  — V :I _ V _!_
"~ s à^ ~~~^ v~a, ^ t.'-—^/

Il reste à intégrer Inéquation

•-ofn-^:+"^^z^il+' i ^ (IJ^) . -o
U / ~ ~ ^ M ^ffi (^ i4-p) ôb, (^i-hp) ""••- ï

où p est donné en ci^ bi par

, • y__-^__=o.
^uia/•J^Û A^Ô/-i-p

Nous observons d'abord que + i et — i sont deux solutions parti-
culières de réqualion (i); on aura ainsi deux intégrales :

( l—ai j . . . ( l—^/ , ) _ ^ 1 1 (l + 0]) .. . (14-^-) __p /n

( i-^).. .( l—^)~' ls ( l+^ t ) . . . ( ï - ( -^ ) ~ 2U"

(1) On ne peut supposer que '-i- i et — i figurent parmi les ai et les bi sans laisser
tomber Phypotnèse que les cii et les bi sont différents et en même nombre.
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La solution v == os redonne cr== consL
L'observation faite plus liant que K == - ^~ === y —î— — Y ——-i . A ^ à^ ^ v—cii ^—i c — 6 -̂

est un multiplicateur d'Euler pour \dv — —-—- </^j nous apprend, en
outre, que toutes les racines de Féqucuion K === o, sauf (--"• p), .ÇOTI^ des
solutions particulières de Inéquation (i) (Jïuler).

Si l'on désigne par Cf une de ces racines

>' ___ -^V __. ==- o
Cj ~ a, ^ c / — b i ' '

on aûra.do'rtc une intégrale corresj)ondante Cy de t")(/>) = o

C/ == ( cy—aQ . . . ( c / — - a / , )
( C y — — ^ i ) . . . { C j — b^Y

et l'on obtient ainsi (2^ — 3) nouvelles intégrales, car " l e degré du
numérateur de K(^)' est seulement ( 2^~2 ) ' e t ( — p ) est l'une des
racines, lorsque les racines de K(^) sont distinctes. ' [Chaque racine
de K(P) d'ordre a de multiplicité donne (a — i) re la t ions délerminées
entre-les a^ et les b^ exprimant cela et une seule relation dépendant
d'une constante. |

II nous manque donc 'une intégrale de 'ç)(y)==t>, celle qui renfer-
mera u. Nous savons .d'avance, , d'après la forme de v^f) qu'elle
s'obtiendra par une quadrature, la constante d'intégration s'ajou-
tant à u.

On l'obtient aisément en remarquant que l'équation

i(a,+^)-.I(^+-^)=o,

s'intègre à vue sous la forme
, "«**,n

'liai— iibi-=. Co e-^.

L'intégrale de o(/):=:o est logCo==^ -+- log(S^,~ S/^),,; la vérifi-
cation est immédiate.

En résumée les solutions particulières a^ b^ . . . sont données au moyen
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de u par le système d^équaiioTis

K(i):=rl\, R(~ï)==r,,
B(c,)j=Cy (, /==î, . . . ,2Â--3) , ^—2^=C^-«,

ou ton a posé
in^^^^ l̂_l!L=l̂ , i " • ' ••

1 ̂ ^O--^)...^-^,)5

et où Ci, ..., c^.—3 e^ p .sw?,/ toutes les racines de l'équation

K ( . ) = y — - y — o .
, j»d i '—a/ -<—! t . ' — h t

On conclut de là que ces solutions, ainsi que p, sont algébriques
en e".

Autre méthojÏe. — II peut être cormnode, po'ur les applications,
d 'obtenir les résultats précédents sans mettre en' évidence toutes les
solutions par t icul ières a^ b^

Si l'on écrit
f BI BA-S = ̂  == or 4- ————— -+- . . . •t- ————î^ p—6i P — ^/,

on trouve aisément^en exprimant que z satisfait à l 'équation

(,+p)^+(,_^)^0^ • ^ .,

les conditions suivantes :
a / = o - • ^ B ^^—^^ |-^r^5 ^7^ :

(^== », ..., ^).
En observant que le multiplicateur K de {(h— ' ç du} s'écritA J -\ ( ^ 4 - p ) „/

simplement
_ K - — — — B — — — — - 4 - -——— B ————. 1 ': • 1

, ^ ^ .A— (,,„^).- t-•••^- (,^^.)^ . ,

on aura comme suit les intégrales de ce système1: ! • •
Soient toujours c\, ..., c^^ les racines de K ( P ) = ± O autres que

Ànn. Éc. ^'orw.,( 3), XXXVII. — JANVIER 1920. 2
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(~ p), on a d'abord les (i>/'~3) intégrales

C,=————+...+.-^ (y ==!,...,^-3),
6 y — Oi Cf — 0/c

'si l'es racines de K(^) sont distinctes, puis deux intégrales, corres-
pondant aux solutions 4- i et -- i :

. . ^ ! ^T^^-'^T—^
r^-Ji--,.. +J^.

i 4- ^i i.-+- bi,

Enfin la dernière intégrale de l 'équation

^ ^ - ^ / . v ^ ^ - ^ î . v à f [ , , («-p^i ,!)(/)_ ^.4-^ ̂  ̂ -^ 4-^ ̂  [^ ̂ Tp-)iJ = o

sera
Co=<?"IB,. ' .

Ces 2/c relations définissent les h, et les B^aii moyen des u et des-
2À constantes arbitraires Go, C^ ..., C^-a» r,, IV

L'expression de p peut s\)btenir explicitement en observant que
G( , ..., Ca/c.,3 et (— p) sont toutes les racines de

K/^ B, • , B/, "
. ^ -K(t;)-(7^^+••^^^^

On a, par exemple,

-p^^...^.^^81^:,-^
^8>i

II. '<77i multiplicateur d'Euler est rationnel. — Supposons qu'il existe
pour la forme différentielle

^-^i)^
(c-hp)

un multiplicateur d'Euler ralionnel en v, < l e telle sorte que

K | dv — ̂ -'̂  du\ == da,
L (^+P) J

^résolvante dont dépend K, déduite de la condition d'intégrabilité,
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dK , àK ,. f}A , \ . ( l—P 2 ) l—p2

4_ A ^ j^ — := o, ou A = -————- = ——'- +'p -— (•'.
^ (̂  ^P ÔV (P 4-p) t' 4- ? r

Nous étudierons d'abord les conséquences qu 'entraîne l'expression
de K sous la forme, décomposée en facteurs linéaires,

• „ O'--^)^...-(r~^)0^
^p~^)P....(r-M^

où les a et les p sont des ent iers positifs.
En tenant compte de l'expression immédiate de log'K, on doit donc

avoir l 'identité en (•) :

^ _ «i^i _ ^ î̂ L „,
o- ( ? — a ( ' r — (̂  i

, ( i—^) ' ^. , ___?___ 1^lLZLP!l _ , ^o
( r -+ p ) „ ( P - a, ) " ' ( (^ — /^i ) " J ^ 4- p )'2

ou, -en multipliant par (P 4" p ) ^ ,

(.^p).r^_^i--;....M-,...lv r / | cr p —a, c — / j , |

( I — ( . ^ ) ( ^ + 0 ) —a—— -r- . . .— ——^—— — . . . | ~-(.I-^î ;2+•.Ï(•'p)^0.
r — Y?i F — Oi J

Pour que le terme en-—^— disparaisse, il fau t et il suffit que l'on
t , • , ^ . ' ; ' . ! , . ! ' . •

al(al 4- p) [—^(a i -+-p) + i — a^] =-:o,
ait

ce qui entra îne , si a^ ( ^ ^ + p ) =7^ o,

^U^i^ p)^i —a'ï,

c'est-à-dire que ^i esl une solution particulière de ^équation (i).
Le q u o t i e n t de a i ( ^ + p ) [ - < ^ ( ^ + p ) - 4 - s — ^ J par Çv—a^ est

manifestement alors ^
"— ai(^ + ? ) ( ( ' +ai+ ai).

Dos remarques analogues s^appl iquent aux termes tels que ^ _ , "
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11 reste au. p remier membre une partie entière, que Von peut, écrire

(:E) (c 4~p)^ ~ [^ ^•(i(+^-i-^) -1 p/(r -4- ^)](r -4- p )—(r +p)2 +p2— 1=0.

Tous les groupements du premier membre admettent le facteur
^-F-p), sauf le d e r n i e r ( p 2 — ! ) : i l serait nécessaire que l 'on eût
p2 = i, si toutes les hypothèses faites devaient être conservées.

On doit donc supposer que l'c facteur Ç v - ^ - p ) ligure parmi, les fac-
-teurs (v—hf\ ,ou' parmi les facteurs ( P — a ^ ) , c'est-à-dire que l'une
des expressions (<^+ p) , 6/-+- o) est n u l l e .

Faisons l'hypothèse //, = = - — ? , la partie enl ierc correspondante
sera—p,i [p'(^ 4- ?)+ i —-p2}. ,1.1 restera, au premier menibre de l 'iden-
tité étudiée (E), en deliors des groupements d i v i s i b l e s par (y 4- ?)» ^
somme

. • _p^:i_,p-),+p^i

qui., pour v =— p y se réduit à
. (^+ï)(p^i,). • • •

Si p ' ^—i^o , celte somme ne peu t s 'annuler, puisque p, est un
ent ie r positif.

Nous devons donc admet t r e que l 'une des q u a n t i t é s a, est égale
à — p ; soit, par exemple, a, = - = — ? . Le même raisonnement nous
donnera alors la sommea,( i - ^2) 4-- f—i, quî doi t s 'annuler pour
ç ==. -— p ^ ce -qui exige1 s imp 1 e me n t a ^ === x . ' !

Ai n si, lefacteur^ 4- p)figufe toujours, au premier (legfé., au. numé-
rateur de K. . ,

Nous savons, en outre, que l 'équation- d i f fé ren t i e l l e (i) possède les
solutions v =- +• i, v == -1 ; comme l 'intégrale générale de (i) dans le
cas actuel est transcendante et donnée par la quadrature de différen-
t iel le rationnelle en v,

• , / ,^fiîY^-i^^^V . ! ' ' ,j \ , <•'+.? r 1 . ; • , •
toutes les intégrales algébriqueâ sont nécessairement (^'des facteurs
de,K et les faveurs p-l- i et, v—i doivent f igurer soit au. numérateur,
soit au d é n o m i n a t e u r de K.

( 1 ) Saui'-datis des cas singuliers,
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• Faisons donc l 'hypothèse que

. , ( ( - — i")^-}-!)^ -^i)^. ..(r- a^k:-^4-?)——^zr,^r^^———? „ . •

sans préciser, pour l'instant, le signe dès-ent iers À et [JL.
En séparant clans l ' identité (E) les termes entiers qui proviennent

de la division par Çv — i) et par r4- i), on aura

(EQ (^ 4- p)2 ̂  - [3 ̂ ((- 4- ^4- ̂ ) - 1 ^-(^ 4- ^-4- V,)} (<' 4- p)

— [/.(r 4-. i) 4- fJ.(i' — ï):| (^ 4- p) 4- (p/ - ̂ ?) (< ' 4- p) = 0

et, après division par ( ç7 4- p),

G1 /

(Ea) ( P 4 - p ) ^ — ^ a i ( c + a / + f l ; - )

- t -^P/(P4- ^-4- &;•) - [Â(r 4 - 1 ) 4 - ^ ( ^ — 1 ) ] 4-p /—•2(-=::0.

Celte iden t i t é donne s implement deux condit ions

• a. —2a/4- I-pz— (A 4-^. 4- 2)==0,

• G-' • ' "
?„—Za,(<T,4- ̂ ) 4- ^[3/(^4- ^•) 4- ^.—7.4-p^o •

qu i s'ajoutent à celles déjà obtenues

a^IZZJÊ., . .̂̂ l.JLÉ!
7 af 4- p 5 / ôy 4- p

pour déterminer les Cm 4- /i 4- 2) quantités a^ bj, p, cr.
On conclut d'abord de là que (^ — i) et (^4- i) peuvent figurer à des

degrés quelconques^ soit au numérateur de K., soit au dénominateur.
Posons .

.Sa/—2(3-^4-^-4-^4-2=-.?

et observons que , ! , .! , . .
/ , ï 4- €ft.D ï -i- p2 ' ! , .a-i -i- Ct!i -•=. —————L. r= ———l— 4- p, .

0/4" p ûï/4- p ' 1 . .
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nous aurons à intégrer le système ('£):çj »/ \ / ,

.̂, o.^,-»)^-» =<,-?•) (1:̂ -2; 5^)
^•=^25 ^I^5 ( . = i , . . . ^ ; y - i , . . . , ^ )

ou l'équation aux dérivées partielles coiTespondante
^f f)f 1 — — ^ 2 ^/ j ̂  /,2

t') ( f) ==: -^/- -4- —— ————'- + -+- —J— ———-1 -+-•/ au àa^ a^ -h p ' <}^ ^i + p

, ^ ^1^ .2^V ^ V ' P/- '\+^,((ï ^[^•^^-^î^)
4- ^ „ ̂  ..,„ ? ( /. 4- ̂  -̂ , 2 ) ^ -p ^ ,ço. ̂ : o ^

Pour faire cette intégration nous remarquerons que l'intégrale z de
Inéquation

V/ , àz . ( i—r 2 ) àz v

ï j (^)==—+l———— ' - • —=:ov / <^/ (c-h p) (h'

peut s 'obtenir explicitement, à l 'aide d 'une quadrature partielle^ sous
la forme

^=. j K <f/c4~ e^),
^Pn

où (^0 est une quantité finie, indépendante (le v et de u. La fonction <I>
sera déterminée par

.(.)+/• ^^^^K0^
J .̂ ^^ ( ̂  + P )

^(.)+Y"l^^l^^K(i=^

ou encore, en tenant compte de la résolvante en K, ident ique
ÔK i ^ f K ^ - ^ T - o^^ ^(-' L ((; + p)J '

par la relation

^(u'}==.—\K^ ( a ) =-rK ^=1^1 == (^-^^(^^ ï)^^^- ^)%l . . . ̂ -_Î^Z
L ' ( ^ + p ) J — o c^^^1 '".L ' ^+p) j—o ' , (^-^)^...(^

qui donnera î> par une quadrature quand les a^ b;, p et a seront connus
en il.

Sous la forme adoptée pour z, il est clair que les diverses valeurs de
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cette fonction, non uniforme en général par rapport à u et à v, s'ob-
tiennent en ajoutant à l 'une d'elles les périodes de l'intégrale définie

/liK d^

ouïes périodes de <&(a). Ces dernières sont de simples constantes.
Il faut que les premières soient également indépendantes de u.

Comme elles ne dépendent que des cr, p, a^ bjy elles seront donc des
intégrales, indépendantes de la variable M, r/e l'éqwtion

r)(/)=o.

Mais l 'intégrale définie envisagée est une intégrale de fraction ration-
nelle en v : supposons, pour fixer les idéès^ X et p. posit ifs; ses périodes
seront les produits par 2ir: des divers résidus de Cauchy correspondant
aux racines du dénominateur, c'est-à-dire ici : b ^ y 6^..., h^.

En observant que l'on a, au voisinage de ^ == b^

^ _^.^(^^^(^.^..^
K (,,__/,,)?. - (F-/^1

on voit que le résidu R(^) relatif au pôle (; = bi sera donné par

1 . 2 . . . ( ^ — — l ) R ( ^ ) =
•^^-^K(P.-^,)^.-]

àv^^

On aura donc ainsi, pour chaque pôle de K, une intégrale de l'équa-
tion o (/*)=== o, sous la forme

. R(^)=r, ( , = = 1 , . . . , n). , .

Remarquons maintenant que, d'après la déjiîdtùmdez^ cette fonction
de u et de y doit se réduire à une constante toutes les fois qu^ony rem-
place 9 par une solution particulière de F équation différentielle

ch { i ~ ̂  'Y1-^,
\'v -+- p /du ~au \ -v 4- p /

Dans l'hypothèse, X et (x positifs, où nous nous trouvons, on aura
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donc, puisque -+-1 et — i sont des solutions part iculières,

. s ( î ) = = f lv^4~<Ï)(^.), ^ ( — i ) = = r K.^p 4-<!)(«),
•A-O ^Cu

/»^
5 ( ^ ) = = 1 K^4-<!>(^) ( i : =T , . . . ,W) ,

^'o

où les premiers, membres sont des constantes absolues. On en déduit
immédiatement les expressions suivantes, .indépendantes de <Ï>(^),
c'est-à-dire ne renfermant quea^ b^ 17, p ,

„+•! . /.a,
| K^= :c ( i )—G(—i ) , ï K^=:5(a,)—^(--i) (/--"= i,..., m)

^—i • ' «7._i

et qui sont manifestement des intégrales de t)(/) == o.
Elles sont en nombre (w 4-1) et fonct ionnel lement distinctes :

l'examen d'un cas particulier simple le prouverait aisément.
On connaît donc {m -+- n-{- i) intégrales de l'équation t)(/) == o,

à (w + n -r" 3) variables u^ a, a^ hj; ce sont toutes les intégrales indé-
pendantes de u. La forme de ' l 'équation elle-même prouve que la
dernière intégrale donnera u par une quadrature.
\ Si l 'on se reporte aux équations différentielles^ ou à l'équation
^OO = 0 elle-même, on voit que cette dernière intégrale est

' ./ ; 1 1 1 1 1 1 ' 1 ' 1 1 1 ' 1 ''.^.^f^ ,. l\. iog^ ^ . : , 1 '
. , . \^ —— Lf/ —— —————" y -

• ! . ! S - ! '

ou encore a == e^"^, lorsque s ̂ o.
Lorsque s est nul , cr est nécessairement constant et la dernière inté-

grale doit renfermer avec u un autre élément.
On peut remarquer que ^ === OD ou ^ == o est une solution particulière

de l'équation (i); ce point est un pôle d'ordre (i — s) de là fonction K
qui figure sous le signe d'intégration partielle. Four s = o, c'est donc
un pôle simple et le résidu correspondant est G-.

Les {m 4- n -4-1) intégrales obtenues qui dépendent des a^ bj et de p
ne sont plus ici fonctionnellement distinctes : en effet,, la somme des
résidus relatifs aux zéros du dénominateur de K est alors égale à a.
Lorsque a-es t constant, auquel cas on peut le prendre égal à î , on a
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doîic (.ifie relation linéaire à coefficients constants 'entre les n. inlé^rci.les
qui cor.'es pondent'à ces j es ici us.

Ainsi les (jn -p n " ) intégrales distiecles délinisseni, ies ^/ et les bj
au moyen de o, et si Fon porte ces expressions dansTéquation

p ' -4- o ( 7. -h- a -4- 2 ) -î- p. — ). == (' i — o2 ') ( ^ ——'-/— — ^ ' -——/— i '1 ' ' l ' « '. i • • \A^^ ; - r -p ^^/^.4-p/

on voi t que son intégrale s'obtiendra par une quadraliire, la cons tan te
s 'a joutant à. u. Il ne semble pas qu'on pu i sse l ' expl ic i te r dans le cas
^•én-éral. Le cas s === r est aussi à s ignaler .

.Iîemci/7/ue./. — Les deux classes d' intégrales de 1/équatio.n vif) == ô
indiquées [)lus haut : périodes de f Kdv, dilTérence des valeurs de ^

^^ j __ (,2

pour deux solut ions part icul ières de l ' équa t i on — =- -——? semblent
avoir une origine dilîerente» II est facile de les obtenir à l'aide d'une
seule expression. .

Considérons l'intégrale définie.

G) rz: ^ .K. ̂ /r,
»..1' ( i

où ç'o .et v^ s o n t 1 i ndépendan t s de ^; ' c ' e s t une fonct ion des seuls
éléiïients cr, ci-^ b ̂  p.

On a évidemment
l '^r , ) )— / t}(K)^

et si l 'on. observe que c>(.K) n'est pas autre cliose q u e <— ^puisque u
ne figure pas expl ici tement dans K, on pourra écrire, en verlu de
l'identité i- , -

âK. , àK ,, ()A^ . ( i — c 2 )
— + A. — -h .K — = o, où A. =-- -———— ,au à^ à^ „ ( f -f- p )

• V)(^)^—l\/AK=[AKy^.

On peut conclure de là que CD 6^ une solution ciel'écfuatioa t)(/) == o,
si po = (̂  c^ est-à-dire pour œ •== ^ K^, F e^m/ wi' contour fermé quei-

*-" V . ' ! ! . ,
^72/<. ^C. ^O/'W. (3) , XXX VU. -- JANVÏEK Ï9-20. 3
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^^-.^.../, /t-.i 1-» ^/-i n y^-yi^^ni^O A ïï" T\T*iO'rï n f/Tf Tï'îf^conque ou .bien lorsque A.K prend la même valeur pour v = î^ et ç3 == ^,
ce qui arrive, en particulier, quand on prend ^ et ^ parmi, les zéros
de AIL Comme o-, a,-,6p p sont des paramètres, c 'est 'même ici le seul
choix possible pour (-\, et ^,

Nous retrouvons ainsi, a v e c - n n e même or ig ine / les deux espèces
d'intégrales : périodes de f Kdv, différences des valeurs de z pour deux
solutions particulières de l 'équation différentielle.

Remarque I I . — Nous.avons supposé A et a positifs, les valeurs -{- i
et — i sont alors des zéros de K ; ' d a n s l 'hypothèse où ces valeurs sont
des pôles/de K, les, résidus correspondant à ces pôles sont des inté-
grales de t)(/)== o.

Autre méthode. — La théorie précédente peut être présentée en
•partant de la décomposition de la fraction .rationnelle, K, en/raclions
simples; on .retrouve aisément les résultats précédents sous une
forme.équivalente. Il y a cependant intérêt à la développer parce que
le choix à'nne forme générale différente pour K conduitàd'autresvues
sur le mécanisme de la formation de l 'équation différent ie l le que l'on.
veut intégrer.

Examinons, par exemple, le cas où K ne possède, que des pôles
simples, parmi lesquels figurent -+-1 et —i , et soit.

rr P 1! Q A. , •K.^=-———.4-——— 4-———-Î- . . .4 -L .t1 — i p 4- i p — a

En écrivant que K satisfait à la condition

" ^^(L^}^ Kî^=^^,\-o '
^ -}- \^ a ) (h> ~ lv L ( P -h p )2 + 1 ~ '

qui s'écrit, après mult ipl icat ion par Çv -+- p)2,

- , r P' (Y ^ a^A: ' » , ]( (,, + p)2 — + — -h,— + 7——-^ +.. . 4- y\\ ^ — ! , ( • - ' 4-- i: . ^ — ci ( v — a ) - J •••

„ ! ^, ,r p ! i } A •
r ___ / » ^^ { ^ j - \ 1 ( 1 .J-. n \ 1 ____________ —(— -____1_____ ! —l— ____—^____

-^ t )(( +P)^p - 1 ) 2 "+- ^ p + i ) 2 ̂  (,,__a)^

— ( ï 4 -^^^ppy ——— ^ _j_. 4..:———-+".*.•+• L |=:o,A ^ / ' ?„ i ^ . (,.14. i (. '— ^ 1 • '
^ r p' ' o r A • T Ï 'pp), ——— 4. _J_. 4.:———4,,,.^.L :

• L ( '~ I (1 '4"1 (' — a J
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on trouve pour déterminer les coefficients 'P, Q, A, » . . , L et les élé-
menis a, ... et p les conditions suivantes :

- . p'=:q!=^=...=o, L^L,
^4-p)^^=i_^_ P (i - p) - Q (r -hp) 4-p'2I/-L+(ï -P2)^^— = o-

II suffît"., 'comme on fa fait plus haut, d^crireqoe le premier membre
est dépourvu, de termes en ,———r-^ en -———-? e n — — ^ en ——et enfinr ^—^2 ^, — ̂  t.? -4-1 • r -~ i
que la partie entière en ^ est identiquerneiit nulle.

La dern ière condition où l'on fait 1/==L devient, après division
p a r ( r - p 2 ) , 1

P Q . A .„.——— ^ ——— -4- ———— -4- . ^ .— L =-r o.
p -4- i p •— i p ~[- a

.'Elle montre que v = — p est un zéro du muluplicciieur K.
Les intégrales

P==:const., Q==consl., A =— corïst.

sont celles qui exprim-ent que les résidus des pôles simples de K (c'est-
à-dire -les j-fériedes relatives à ces pôles) sont , indépendants de la
variable u.

Il reste à trouver les intégrales de l 'équation , 1 1

àf àf, àf / i — a 2 ^ î •V ( / ) =:—-+—!.,+ - ———— 4-- ... = o,
^J s au àL à a \a 4- p /

où p est donné par K(~- p) ==- o.
Nous ponvons, par exemple, écrire, en met tan t en évidence u n e

forme particulière de f K d v (qu'on p e u t ici expl ic i te r ) :

,5 =: P iog( v — î ) -h Q log ( c 4- i ) + A log ( P — a) 4- . . . \- Le 4" <Ï> ( u ),

où <I>(^) sera donné par Inéquation

^(,Q-AaL_,^^/<-=-{ l^!)^-p-+-^-4--<-+...4-L|,v . / ^ -— a . , \ ( t -h p 7 |, f — î , F + i ^ —" ci : J

qui se réduit aisément à
, . ^'\u) 4-pL /=:I>-hQ•-^•iA.
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Le multiplicateur K rrr--^- + -°-~ -;-" --̂ ..--- + ...+ L s'annu-1- •• ^ — f r -.(.- i r — ^

lera (L^ o) popr (w + 2) va leurs de c, donc (m -+- ï) valears autres
qde ( — p) , si l'on suppose que les pôles simples de K sont 'en nombre m.

Supposons d'abord ces va leurs c,, ... c^^ d i s t inc tes — ce qui est'
le cas général où les P, Q, A, . . . sont des c o n s t a n t e s quelconques. —
Eu 1er a montré que ces zéros de K sont des solutions particulières de
[équation f i )

(h' ( \ --- \^-\

' ) • • <h< " " " " " \ ( ' --r- ? / '

on, en conclut donc que les Z/== . s (c / - ) :
Z,=:PIog(c /~- ï ) + Q log(c /~h- î )4 : •AIo^(c^• -^ )4~ . . . -+ - L c / 4 - < I > ( r / )

• : - ' . [ / r = i , . . ., (m-h- ï ) ] , ,

• où les a et L sont des fonc t i ons de // convenables , sont des constantes.
Les différences Za — Z ^ , Z;{ — Z , , . . . , Z//^i — Z, son! alors des intégrales,
i n d ép e n d a n t <îs d e u, cl e 1 ' é q 11 a 1 i o n

•<^/)===0.

Quand on é t a b l i t entre i e s - é l émen i s ^, ..., A, ..., P, Q, L certcdfie}}
relaliôns algébriques entières^ il p e o f c a r r iver que p lus ieurs des zéros
c^ • • • ? ^///.n co ïnc iden t ; î n a i s ces re la t ions d iminuen t , d ' au tan t le
nombre des éléraents inconnus parmi, les ci. . . -

Par exemple, si le zéro c^ est double, on a la r e l a t i on nou-
velle . • • ' , . .

K ' Ç c ^ ^ o . •

qui l ie les a aux coefficients A,. . . , P, Q, L et ne renferme pas de
confiante arbitraire et ia relation q u i exprime la constante de z ( c ^ ) - z ( c ^ " )
(en supposant que ^ est un zéro autre que <^)

z(c^ — ^ ( c , ) = : Z 2 - Zi ,
\ 1

qui r en fe rme la c o n s t a n t e a rb i t r a i r e Z^ — Z ^ .
D'une man iè re générale, siles zéros de'K^) se par tagent ' , suivant

leur degré de m u l t i p l i c i t é , en divers groupes, les condit ions algébriques
qui expriment ce partage et qu'on peut écrire sous forme entière à
Fcude des é l éments P,Q, A, . . . , L, a, . . . d o n n e n t autant cU relations



L ' E O U A T i O N DIFFÉRENTIELLE DE I.A ÎSA.LÎSTIQUE EXTÉRIEURE. 21

dislinctes entre les a, ... sans consîunte urbriraire^ qui remplacent un
même nombre d' intégraies de •ç { / ) == o.

Oi.i peut aisément:, montrer que ces relations constituent un système
d'écf nations invarici-nt. par l'opération ^ ( f ) — en cl/autres termes que
la mul t i 'p l ic i té algébrique qu 'e l les définissent .dans le domaine des a,...
est invarïanle par l 'opérat ion "o (/"). Nous mettrons ainsi en évidence
la const i tu t ion de ces fmiltiplicités singulières q u i conduisent à des
équations différentielles possédant, 1111 mult ipl icateur K dont les zéros
ne sont pas des zéros simples. Ce que rions dirons s'applique d'ailleurs

' à une .équation quelconque du premier ordre

. ^A(,,,,,,

et en part icul ier , pour fixer les idées et nous bornera une dusse précise^
aux équations où A est r a t i o n n e l en ^5 quelconque en u.

La résolvante dont dépend K (dans notre hypothèse, A se1 réduit

ç -4- p j
àK , (ÎK ,.: àk.
—— -+- A —— -+- K -y- == <:>
du o^ <h'

devient une identi té en u, v quand on y remplace K par son expression»
Si n o u s l 'écrivons, en posant

U(/-)=-^+Afl' Ou 64'
sous la forme
( / , ) [ J ( K ) + S Y ^ = O ,

cette identité donnera, en la dér ivan t par rappor t à P, la suite d'identités

,,/6?K.\ âK ()A. ,... ^A.(^ . „ c^^-^.^-,,1,^^0,

,., ....,/ ^K:\ ^^K. à\ ^)K ^A ^^A
(h) U -,— ) + 3 —— — -h 3 — -— -h K —— = o,

' (}\^ ! ih^ ô^ c)^ ^P2 ô^ »

dont la loi de formation est év iden te .
Considérons d'abord l ' ident i té (^); elle exprime que [((.relation K== o
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est invariante par l'opération IJ (" /'). S u i t e an zéro de K. (^)y cette même
identité où nous faisons ç7 == c

^K^A(,,^K(.,=-KM-^

montre que l'on a
^A(,.,,,);

elle donne donc le théorème d\Eulej\ -d/après lequel les zéros du multi-
plicateur sont des solutions particulières de r équation différentielle.

On observe en outre que •(—.~<— est la dérivée de K (0)5 en y supposant
.tous les éléments variables saufc; c^est par suite dans le cas particulier
qui nous occupe

,.,... . ^K'i—^ ôK, '
V K. .C) == —— ———— 4- . . . 4- -r»- .I...ûa a -+• p <)L

Considérons maintenant les ident i tés (^) et (^); elles expriment
que le système d'équations

y <)KK — o, — =(•:»(h1

est invariant par ^opération U(/'). Les équations K •—^o, "." == o,

(J^K 1 . '—,=== o forment de même, en raison des identités O'i), (4), '(2*3), un
système invariant par cette opération, etc.

Il est clair q u e U (K), lorsqu'on v rempla.ce v par un zéro c de K(P) , '
c'est-à-dire par une fonction de u déterminée, n'est pas autre chose
que la dérivée îolale— ou encore •t:5(K); on voit donc que l'on peut
écrire, en regardant c comme défini' par . •

,., \ ' P 0 '• ^ AK (c = ——— 1-4- ——- -^ ——— -4-.. . •+- L = o,. -c •--- i c 4- i. • c — a ..

au moyen des a , . . . et supposant • :,

• , - , ' ! ^(^^àf \)f A—^^ ,. àf 1 , ! : '
:. '^^^•'•••^^ÏJa^a"^ • •
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les identités en c/ :
,.M-1. /.,M ..... 1 ( ' —— P^

a3

(<•,)

(t'O

(^)

0[

„[
-t)

li(c)]

() K ( c } ~
()c

^K(C)

àc2

"• IJ.P-+
t -sP"J L (p -+

6 e 1

(P

- ( , ,„

J"P-^

r c i -
- c ^
- P" )
"•(:l)2 '
- P 2 )
- c ) ^ • \ ^2

— o 2 ) à K ( c } ^
- 4 - C ) ^ ^C 1 u

k(c),

(^ lv(c)
de

^K(c)

. ( • -P3

(p 4-c)

( i -P2)^
(P+c)^'

^ K f r^
3 "- \ c ./ •

(c),

Ces ident i tés met tent en évidence le mécanisme du remplacement
des intégrales de w-(,/') = o par des systèmes d'équations invariantes

^R.(c)=o, ^K(c)=o, ^K(.)=o,

pour /es èq'nations diffërenîielles singulières

du \ r 4- o )

où11? est choisi de te l le sorte que le multiplicateur K possède en^un zéro
double, un zéro triple, etc.

On peut écrire des identités analogues pour tous les zéros de K (<^)
que l'on veut multiples.

Il en résulte manifestei'ïient pour cliaque.zéro d'ordre de multipli-
cité a, ( a — i ) conditions formant un système invariant vis-à-vis
de 13 (/) — c'est à. dire un système qui ne donne, par dérivation en u,
pas de nouvel le condition — auxquelles on peut ajouter une intégrale
de la forme adoptée dans le cas des zéros simples.. !

Le nombre lotal des relations ainsi obtenues est dans tous les cas
Cm—i), avec seulement autant de constantes arbitraires qu'il y a de
zéros distincts et différents de ( — „ p ) pour K (^).

Il ne reste donc à trouver, dans tous les cas qu'une • intégrale
de "o (/) = o renfermant u explici tement. C'est évidemment l'inté-
grale de l'équation 17= L, que nous écrirons

. . ' . • , . . C == u — ,iogL,

où C désigne la 'constante arbitraire. ! ! . . .
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Z)a7^ /ê ccis exceptionnel, correspondant à celui qu i a été signalé plus
haut , oàLest nuly les zéros de KO7) sont en nombre Ç/n+1 ) s e u l e m e n t ( 1 )
y compris ( — p); les (m—i) in tégra les qui r é s u l t e n t de l e u r considé-
ration définissent, avec la relation K ( — p ) == o, les éléments ana logues
à a et p au moyen de a. Il reste à in tégrer par 'une quad ra tu re
l 'équation

d(t j^ 71 — a2 \ ^ .
du \ a +• p /

Remarque. — Pour traiter tous les cas possibles^ en pcirtant de, lu
décomposition de K en f'rciclions simples^ i l f aud ra i t é tud ie r , avec ceux.
où quelques-uns des pôles a sont rnul.tiples, ceux oi's les so lu l ions
particulières -+-1 et — i de l 'équat ion ï l i ff î î rent iel le

(iv ^ i — r2 •
( l u " " " " c -(•- p

sont toutes •deux dès zéros ou des pôles n'iultiples de K(P') et aussi
ceux où l 'une'd'elles est un pôle et l 'autre un %éro. Lci forme anaiy figue'
des résultais varie suivant les cas^ mais la îné thode est générale, car les
solutions particulières -}- i et ~ i no jouen t |}as un rô le essent ie l le -
ment différent des autres.

Supposons, pour lixer les idées, q u e K. possède au point p = a un
pôle d'ordre a : • à

,.. 'P 0 A. A. ! Aa lï
K_ -^ ——————— ^- ———^——— _L- -——————— „.!„ ——————1———— .J,. J._ ——————"____ ^L. ________ _L- _L |

r-i " ( . '+1 r -a • ((.--a)2 > (^ —a^ ' (.-^"•- 1 ^

le nombre des éléments a^ b y . , . é tan t toujours m. Les coefïicients P,
Q, A,B, ... sont év idemment encore des constantes, pinsque ce sont*
des résidus de Cauchy. On observera que le nombre des zéros c/:'de K
est maintenant (m 4- :r-4~ a); il y en aura (m 4- a) 'autres que (— p)
qui donneront des intégrales de la nouvel le équation t) (/) — o, de la

( 1 ) Lo nombre des zéros de K ( v ) à distance finie peut encore dinl inuer quand lo poini
v == co est un xéro multiple de K (?). Il s ' introduit alors, comme pour les zéros multiples
à distance finie, des relations particulières entre les éléments P, Q, A, . . . , a, .. - qui
remplacent autant d'intégrales.
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forme
Z/=: Plog-(c ,— i) 4- QIog-(c,4- î ) -h A log^c ,— Œ)-+-. . .4- Le,

Aa A, Aa »
•———. ————————————— ,———, —————————:——————— ——— ——— __——„———___———,_________________ _,1 <J[) ( 7 / 1

( c ,—a) 'uc—ay ' " ( a — l ) ( ^ • — a ) x - l l l k ' /

( i== î , .. ., m -+- a),

d'où l'on déduira,' par différence, les intégrales Z ^ — Z i indépendantes
de ^(u).

Il n'y a donc aucune difficulté à traiter le cas des pôles multiples
de K, ' d e cette manière.

Une observation est à faire, dans l'hypothèse où le point à l'infini
du plan 9 est un pôle multiple de K.

Supposons, pour fixer les idées,
P 0 4K == ———— -(- ——— + ——— -4- . . . -+- L 4- ï ^ ̂ . . . + I P",

c — î p 4- î (:•' — a

et reportons-nous à la résolvante en K, identique,
r P' 0' • î• (p ^py. j ̂ ^ + ̂  +...+ y-h L'.p +...+ ,14^ ]

^(x^^) ( ,>H-p)^^^^+. . . -L , -2L,^- . .^nL^p^

_ (î -î- (,,â.4_ Q p p ) —— •-+-. . .4- L + Li^ +.. .-+-L,,^" == o.

On en déduira a isément , en supprimant les termes fractionnaires,
qui disparaissent en vertu des équations déjà obtenues, une ident i té
entière en ^, qui donnerait ici les conditions que doivent remplir les
éléments p, L, L^ ..., L^.

Nous nous bornerons à signaler ce que donne l^annulation du
coefficientde ç^4"'2 : ^.''^v^r^,,'.;;,-11,;. 1 ^ "

L^—(n-^i)Ln=o, ;-:"ll^ui'll•'"J 'l1'""' ^1 '.1"^' ,
d'où l 'on,conclut . . -^.'"aK'-,,^ • ; - ^ ^ a '

F _ logL,, ':";..":fll '1;1"1 ' 1 s ' • -1 ̂  V t , *
; . . ^"-(-TTTT)-. ;';,:̂ ^̂ :y•:l

Cette équation définit Ln au moyen de u, toutesles autres intégrales
det)(/) = o devant être regardées comme définissant a, A, ..., L, ...,
L^, au moyen de L^; la fonction p est donnée par K ( — p) == o et peut
s'exprimer explicitement avec les c^

Ânn, Éc. yorm., (3), XXXVII. — JANVIER 1920. 4
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III. La puissance p d'un multiplicateur est rationnelle.
Supposons maintenant que la différentielle \.dv -[-^p^^J

possède un multiplicateur dont la puissance entière, p , soit une
fonction rationnelle de v; il n'existe donc pas ici de multiplicateur
rationnel en p et le nombre p est choisi le plus petit possible.

,1 ! i
En désignant par K7 'ce multiplicateur

1 r /y _ o2\ 1
ch=.KP\dv—[———\du^L • \ ^ -+-p / J

on a
^V^K—. == .n.,^y

et l'on déduit aisément, de l'équation

T T / ^ ^ /î——^\f)s

V^-^^\^)j.^°-

la résolvante dont dépend K,

rfK / 'I—P'A^K - , r ( i—p2 ) l
^7+ (7^7)^-^1(7'?^ ̂ 'J"01 •

qui n'est d'ailleurs que la condition d'intégrabilité exacte de ds.
Cette résolvante admet, dans le cas actuel, unesolution Krationnelle

en P et une seule.
Les résultats obtenus dans l'étude du cas précédent nous permettent

décrire immédiatement

K^cr^+p)^
( p _ i )A ( p ̂  ^ );̂  ( (; _ g, )a.. . /( ̂  ̂  q^ )«.„

(^_^)P,.. .(p_^)^

où ̂  et [x sont des entiers de signe quelconque, les a^ et les (3/ des
entiers positifs; ils nous donnent aussi le système des équations
différentielles que doivent vérifier les éléments a^ 6p cr, p.

Ce système s'obtient en remplaçant dans les équations obtenues plus

haut, respectivement X, a, o^, ^j par -^ ï, ̂ , r^ et or par a^
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II s'écrit donc, en posant
2a/--2^4" A4-^4-2p:=.ç,.

^-s' ^P^O+^+^ÎP+^-^^-P2)^^-^^)'
. i — a,2' ,. i —. b2 , . . .„ „

a -=————5 b^=———— - <=:i, ...., 721: 7 =="!, ...,^),
a,-hp , J 6y4-p

et l'équation linéaire aux dérivées partielles correspondante est

. . . àf- àf i — a f ^/> î—b\
<?(/)=: ~ i -+-^ -—————14". . . 4 -——- ,————^- i - . . .

•/ / ^ ^Oi Œi + p (^i c?i -4- p

^ z. ̂ r(.- p2) fy -^- -y -p—^+;^pLVI p ^^a^p z^.+p;
— (À 4- /Jî. 4- 2/^)p 4- À — p. 4- —^0- === 0.

Pour intégrer cette équation, nous observerons encore que l'on a

5= r vi^4-€>(«),j^
VQ désignant une constante indépendante de u et de (^ à condition de
choisir <& Çu) de manière à vérifier

^(^)4-[À^K]^=:o, où A=(^^).

Les diverses déterminations de ^sont de la forme £5 4- P, où £^=1;
il f au t donc que les périodes P de l ' intégrale i ^/K^, qui est une inté-
grale de différentielle algébrique, soient des intégrales de U(/) == o,
et par suite des intégrales de t>(y) == o.

''' '' 1 •" • ! , . 1 11 * ! ! ! . , , / - * ( ' ' _
Les diverses déterminations de l'intégrale \ ^Kdv s'obtiennent,

^pour chaque £, en'faisant précéder le chemin déterminé qui va de ^ o à ^
d9 un chemin fermé quelconque parlant de P^ avec une certaine détermi-
naiion de \/K et y revenant avec la même détermination; les périodes

( sont donc données par
U.= f^Kd^

. ., . ! -" ., ^ JF • , , ^
où F est un tel chçmin.

Dans le cas général, où l'on suppose qu5aucun des entiers ^, y.y
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a^, [3p ... n'est multiple de p , on pourra ramener r à une succession de
chemins élémentaires qu'on peu t dél în i r de la manière suivante :

Soient a et & deux des valeurs cr i t iques i, — i, a^ b^ ..., et A un
chemin partant de ^ et y revenant après avoir tourné une fois autour
du seul point a dans le sens direct; soit B un chemin analogue relatif
au point b; nous désignerons par F^ le contour A B A B obtenu en
décrivant les contours A et B dans le sens direct puis en sens inverse.
L'intégrale

f Ç/K^
^

ne dépend pas^ évidemment, de la position de (^ et peut se remplacer
par toute autre intégrale prise le long d'un double contour analogue,
tel qu'en le décrivant on tourne successivement autour des points a

Fiiï. i.

et b une fois dans le sens direct et une fois en sens inverse. Un tel
double contour C ,̂ ne se ramène pas à zéro par déformation continue
et l'intégrale correspondante n^est pas nul le en général.
' Si Fon désigne par o-)^ la valeur de l'intégrale prise en partant de (^
et y revenant après avoir décrit le contour A, pour une déterminat ion
in i t i a l e choisie une fois pour toutes de ^/K, on trouve aisément

/-i " / 3 \ i o^ \/ p r— 1 2 i7C L. \ f 2 /'TC - \
/ y K. dv -=: \ i — e P ] o,)^ — v — e p ) 0)^

IJ^ : ^ • • ^ -

Comment peut-on obtenir oj,/?
Dans le voisinage du po in t a, on peut écrire

1 ' 1 ! ' 1 V K = F ( ^ ( ^ - ^ ) ^ 1 " ' •

où F(^) est uniforme en ^, et nous pouvons toujours prendre, pour
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contour A, un lacet formé de deux chemins rectilignes jo ignan t v^
à deux points i n f i n imen t voisins situés sur le cercle de rayon r et de

, centre a et de la partie f in ie de ce cercle q u i réuni t ces deux points,
lorsque r^est suffisamment petit.

Il est aisé de -voir que si - +1 ̂ > o (ce qui a lieu en particulier
pour a positif), l ' intégrale prise le long du pe t i t cercle tend. vers zéro
avec?'; les'deux intégrales •rectilignes t enden t vers des limites finies
quand r tend vers zéro et l'on a, en définitive,

/ ^ . JX\ /»17 __

c ^ ^ î — é T ^ I ^Kd^
<t' ^'o

l'intégrale du second membre étant prise su ivan t la droite qui joint PQ
au point a.

Comme on a de même
/ 3 \ /1 /'f 2 (7 î i -1 / />/•—o) / ,== : \ ï—e P ) j \ /Kap ,

</ ii
il en résulte simplement

r P/J-, ( 2/TE^V îi^\ ^ t l ^ ) / T - , 'j V^ dç ~=1 v -— e r ) v — e r ) / V1^-dç^J^^ J/'
puisque

/ ' ' 'VK^ + f< 0 ̂  ch === fn vr^c..
^(•o ^h J b

On peut donc substituer ciax intégrales QL relatives à clés contours T^j,

pour lesquels /es exposants a^ lr' satisfont aux conditions

a . p ^
- 4-t >0, ' - -H> 0,

,., . ! P , P
tes expressions

, / A^== f ^Kci^
^ a

II est à remarquer que ces intégrales gardent leur sens, alors même
a 6 ! ' . !

que - et L sont des entiers positifs^ tandis que l 'intégrale

Ï Ç/K^
^r.,, , .1 1 1 , ^ . , •



3() JULES DRACH.

s'annule ident iquement lorsqu 'une de ces quantités <x? '-est un'entier

•positif . On a en effet, si a est un entier positif,

• ' • ^
e /'==:! et ûi)a==o.

Dans le cas où l 'une des quantités a? r est inférieure à (-- i), on ne
peut plus négliger l ' intégrale prise le long du petit cercle qui entoure
le point correspondant a ou b, car e l le ne tend plus vers zéro avec le
rayon de ce cercle. Cependant Fintégrale 03,,, prise le long du lacet élé-
mentaire ou de tout chemin équivalent, garde toujours un sens précis
et il en est de même de

r P[^ , ( 2^^ - / 2^^l V K . w = = \ ï — e P j (f)a.—\t—6? r ) co/,.
^ , ! - , ^V, '-

II y a cependant à signaler le cas où Tune des quantités a? r serait
un entier négatif.

Dans le cas où a est entier négatif, on peut choisir un contour qui
entoure une seule fois u dans le sens direct en partant de P(» et y reve-
nan t , puisque ^K reprend sa va leur ini t iale après avoir décrit un tel
contour. En ramenant ce contour à un lacet élémentaire, à l 'intérieur
duquel \/K est uniforme, on voit que rintégrale correspondante se
réduira au produit de 2?Tc par un résida de Cauchy, celui de ^/K
pour v -= a, c'est-à-dire ici le coefficient de ,—T—r dans le développe-

. . _ • • ' ( v — a) , 1 1
ment de ^K, suivant les puissances croissantes et décroissantes
de (v — a).

Il est possible, dans le cas général où l'exposant a est négatif et
inférieur à (— i), sans être entier, de défmiraussrun contourparti-
culier qui nous donnera une intégrale nouvel le .

Il suffit d'observer que, si l'on part de ^o pour y revenir après avoir
tourné p fois dans le sens direct autour du point ci, ^reprend sa
valeur initiale quand on arrive en ^.

Un tel contour peutse ramener à un cercle de rayon très petit décrit
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' p î o i s et à deux intégrales rectilignes allant de ^o à un point voisin
de a, dont les éléments se détruisent deux hideux; on a donc simple-
ment ainsi l'intégrale

= f \/Kd^E^=
^c,^c...

où Ça représente un cercle de rayon très petit parcouru p fois de suite

( rsrdans la sens direct. On suppose ici - irréductible; si a et p admet-
taient pour plus grand commun diviseur d^ il suffirait de parcourir ce
cercle p, fo is . )• d j ! ^

Mais, d'autre part, si l'on développe ^/K au. voisinage de v == a sui-
vant, les puissances de (P — ày\ on obtient un développement conver-
gent qui commence à la puissance négative a :

^=____+...+—^- a ^ • • • ^ p(ç,—a) ' ")

{v—a) P 1 v '

et l'on a manifestement
f t /Ê^=

^r-
2î7cR^,

B^ désignant le résidu de la fonction /̂K àp valeurs, au point (^==0)-
En résumé, on obtient ainsiy pour les points critiques de /̂K en

nombre l, dont les exposants sont supérieurs à (— i), ( /— i) intégrales
de la forme

^b _

àa^= Ç/K^/
t^a.

et pour les autres qui sont en nombre {m H- n -+- 2 -— /) autant d'inté-
grales distinctes que de points critiques., représentées par des RÉSIDUS,
donc en tout (m -4- n 4 -1) intégrales de V équation aux (m 4- n 4- 3)
variables u, a, p, a,, b j , ....

Il reste à obtenir une nouvelle intégrale dépendant de u; elle est
donnée, lorsque s ̂  ô, par l'intégration de ̂  == s, sous la forme

C == //. — -logo".
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Lorsque s'-== o, a- est c o n s t a n t et {/K pour les grandes valeurs de v
est comparable à -• Le résidu relatif au p o i n t a ==• o se réduit simple-
ment à — cr et la relation qui, exprime que la somme des rendus relatifs
à tous les pôles de \/K, y compris le point à fin fini et de la combinaison
linéaire des périodes qui correspond au contour limite totale de la sur-
face de Riemann pour y^^ £(('), estnulfe, é tabl i t une re la t ion l inéaire
à coefficients constants entre les résidus relat i fs aux pôles 'placés
ii distance finie et les périodes telles que A^y c'est-à-dire entre
les {772 -+- n -4- a) intégrales correspondantes. Le nombre des intégrales
distinctes est alors seulement (m + n); elles déf in issen t les a et les h
au moyen de p et il reste à intégrer par une quadrature l 'équation

/?p'+(î•+^-+-^)p+^-^(I-p2)(2^-2;^)
pour obtenir les ( m - h ^ + i ) intégrales définissant a^ b, et p au
moyen de u (1).

IV. Lci dérivée logarithmique d'un multiplicateur est rationnelle,
Soit toujours Féquaîion

•[j/^^^l ^/JLZL^^^:-.
^ ) ~ au ^ \ v -4- p ) àv ~" ° '

nous supposons ici qu'il existe pour la résolvante dont dépend
l l- l r l• l l l- '^ ' l l l l ' • 1 , ^ ! ' ! 1 ; ' ^ ' , . - à 2 s

, à^
, . ^ , J=-^- ^ . 1 . . ' - ,

ôv

une solution ra t ionne l l e en ç\ I I n'en peut alors exister qu'une seule,
sans quoi on retomberait dans le cas précédent.1 ' ! ! , . ! , - 1 \

( ï ) On peut remarquer qu'en général la relation idetitique obtenue en égalant les deux

expressions de f {/Ïv^py où F esfc lin contour fermé entourani le point p == co seul et tel
*-/?

que (/K. reprenne, après avoir décrit ce contour, sa valeur initiale, donne ^expression
cl^u/ie certaine combincdson linéaire den périodes par u/ie fonction (il^ébriqu.e (soimnô
de résidus).
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Pour jLine équalion • • • '
as , àz ' • 1 ' 1 . ' 1 ' - ; . •
— 4- A — -=: o, - • ; -:.; , ' •
au àc ' .. - 1 1 1 , . .

où A dépend de u et ç\ la résolvante en J est simplement. "! • :

àJ , àj ^àA à'1 A ' • i ••1•< :11-•1;-';:.,. 4 - . A - 4 - J 4 - -^ =r o ; •
au o^ à^ àv

elle sera donc ici

^ -^ -(.LZ^\^ _ [(1^4 ̂ /] j -, .d=-£%= o.
(^^^ \ ^ 4 - p / ^ F L ( p + ^ ) J (p+t ') '

D'après l'étude antérieure des formes possibles de K, nous pouvons
tout de suite poser

T - I -+- jj- ^^^ +Ji,

où J^ ne devient 'plus inf îni pour ( . 3 = — p , la nouvelle fonction J ^
devant satisfaire à l 'équation

( < - + P)^1 + (i — ^2) (^ + P)^- - Ji 0 + ̂ -+ 2 ^p) -= ^P + P'-

I-ixaminon^ d'abord le cas où tous les pôles clé 3^ sont simples. Nous
savons que parmi ces pôles figurent -{-i et —i qui. correspondent
à des solut ions particulières algébriques et nous écrirons

y _ }i p. ,. !i
t j l~^^i ^~7^ + J 2 ?

ce qu i donnera

/ ^ r v ^ àj^( ( ; - 4 - p ) 2 — — — 4 - - J — — - h — —
L^"""r (î~h"I ^^J

4. (i __ ,,2) ( ,, ̂  p) [ (^-1)2 —— (^ ï)2 + ̂ J

' "• - ~(^^+^+J^(I+^+2,p)=3p+p /.•

Le terme en 7-——r doi^disparaître du premier 'rnernbre., On obser-

vera tout de suite que le coefficient de -,—1—r est 'i ((, -.i)

( ( î -4-p) ( < / 4 - î ) — (i -+- ^-t-app)
An.n, Éc. Norm., (3) , XXXVII. — FÉVRIER 1920. 5
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et se r édu i t à (i -- p) Çv — î ) ; le seul terme en ." ^ _ est donc

(c^p) 2 ^ ' .
: , • _ ' , (^-l)

et V est nécessairement nul. De même le coefficient de p. est — (i 4- p)
et pi7 est également nul .

Ainsi, À et ^ sont des constantes et L> doit satisfaire à l 'équation
( p + p ) 2 ^ 2 + ( I — — ^ ( p ^ p ) ^ _ _ ( ^ + ç , 2 ^ 3 ; , , p ) J ^ ^ ( ^ ^

Soit ma in tenan t
r ^ P ] rî — ____ i _ r _ _ i^ __i r

<if 2 —— "~——— "T~ ~———"7" '" • • • ~ i ~ -u ? ', , ! ç> — a P — ^

où a, { 3 , . . . , < 3 , 5, ..., L sont des fonctions de u à déterminer; on a
pour cela 1 identité en v :(-^[^-^^-..-•-]-(.--)(-p)[(^i-....]

— ( ï 4 ~ ( ^ - f - 2 ^ p ) — a — + — ^ — 4 - . , . + L
' I ï; — a ^ — ^ J

= (^ 4-^-I-a )p 4-p^ p.-—^.

Pour que.le terme en ,—^——. disparaisse, il faut et il suffi t que a
soit une solution particulière de (î) :

' ! 1 ' 1 1 ' 1 . 1 : ! - 1 1 ^ 1 ' 1 1 ' t^-^^ ' _ 1 ' ! ! !

'. : ' 1 1 1 ;' 1 1 ! ' 1 , , ' , : \ a •4- p
Le quotient de

û( [ ( ;4«p)^ /——(T__ (;2)]((;4«.p)

par (^ ~ a) est
a(c -4- p) (( ' -+- a 4- a^).

Pour que le terme en _^ • disparaisse, il faudra que

Çy ̂  py^f ̂ ^Çy ̂  p^Çy ̂  ̂ ^^f^__ ̂ ^ ̂ ^^ ^Çfp^

soit divisible par (^ — a). Considérons'le coefficient de a, en tenarit
compte de l'expression de à',

: 1 1 • 1 1 1 1 1 ; 1 1 1 1 1 / ^ . '—^ • 1 l i l i ' ! ! ' 1 ' 1 1 1 1 1 1 1 ; ' 1 1
' 1 1 ' - „ , . • 1 ! ,. 1 ; 1 /a—i-^^^i•.i „ • 1^ 1 , . ; 1 1 ' / /
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il s'écrit aisément
< • i^^^^. ^' ' . ' „ ' ( a - ^ - p )

c'est-à-dire qifil est divisible par (? — a).
Il faut donc, puisque (a-+-p) 7^=0;, que Von ait y/==o, c'est-à-dire

que a .yo^ une constante.
Il restera une identité entière en 9 :

(p+p^+O-p2)^^-^...) -(i-+-^4-arp)L

.== (). -4- pC -4- 2)p -h p^4- p.— À,

qui donne immédiatement les conditions. V — L = o (obtenue deux
fois) : ,

1 ( I~p.2 ) f———„+.. . -LS )=p(7.+^H-2)+p /+^-} . . ,\a -+- p /

' Le système des équations différentielles auxquelles doivent satis-
faire les fonctions a, 6, ,.., L et p est donc ,

f ___ I ——— C^" , y / __ rCt —— '—————— y » . « y |̂  —— î.j,
^ ^ a+p

, p / +(À4-^ -+ - -3 )p+^ - -A=(p2 ._ , ) J^_p ) (l);

nous écrirons, comme plus haut, Inéquat ion l inéai re aux dérivées par-
tielles correspondante :

.t)(/)=^+^L-^y.f^-^)+....+(|/[(p'— ,)J,(-p)-. p]=o.'*' / ^ 6?L ^a \ a-+"p / ^p • r

Intégration de t) (/')== o. -— Pour intégrer cette é q u a t i o n , ' n o u s
allons chercher à obtenir, au moyen de quadratures, l'expression de ^,
c'est-à-dire de la solution de l 'équation

y,/ . as / i — (^"V à^U ( . s ) = — " 4 - — — — - — - = = = o .. au \ v -4- p / ^^ •
SiFon pose

1 1 1 l i l ' 1 1 • 1 1 K - ̂  • • ' ! !

. K ~ ^ ï - : .

( 1 ) Cette dernière équation s'écrit plus s implement

, . , ,p'-+- ap = ( p 2 — i ) J i ( — p ) . • , . .
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on a
• * àK-^

' , •" K (̂  '~ ?

d'où
K •=:€>( u ) ( F 4- p ) e^loer 't'~l) +' y' 108'<( '•- t- î>+ a 10^ ("-/^ +• • •-+-s l '^

• c e qui pourrait aussi s'écrire, en définissant les puissances complexes
par la'formule classique ./^a== (s^0^

K == < £ ( M ) ( P + p) (P — i ̂  P + r)!^ p — ^)a. .. ̂ L('.

En écrivant que K satisfait à la résolvante

' 1 àK flZL^M ÔK^ r-iZLPL 1 —
K au "+- {^p) K ^ L(p + f)2 + 'J ~" 0?

on trouve aisément, pour déterminer <I> (u), l 'équatiori
^/

, == À -+- fJ. 4- 2 •+ Sa — pL

t>
qui donnera $ par une quadrature, quand p et L seront connus .

11 convient d'observer, en passante qu 'on aurait pu écrire, plus
généralement,

!ogK=:log<I>(a) + Ç J d y ,
v^

VQ étant indépendant de v et de u, et obtenir, en exprimant que K
satisfait à la résolvante correspondante,

$/ I A Î <^1 , , / ! — — ^ \ 1„ ==— AJ + -— où A== (——— ) •
î» L à^\^ \ V ^ r p } j

(?^Supposons K ==-r-connu, on aura ^ par une nouvel le quadrature
partielle

z-=. ( K^+ < •F(«) , ' . • - ! !' .
1 1 1 ' • ! ! . • 1 1 ^(-'o .. 1 1 1 - 1 1 1 ' ' ' ' .

-où la fonction W est définie par WÇu)= — [AK]p^,,^ ainsi qu'on le
voit, en exprimant que -s satisfait à la relation €^ + A ^ = o et

—— . au àv
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tenant compte de l ' identité'

àK àK ,. <?A
—— -h A —— -+- K. —— == 0.(̂  àv àc

En résumé, l ' intégrale z est donnée sous la forme

z-=^(u) f ( r 4- p ) ( P — i ))t ( (' -h i )^- ( F — ci)^ . . . ^iL(l ̂ r + VÇ « ),
"/ t'n

où $ et ¥' seront obtenues pa'r' des quadratures ul tér ieures.
Les diverses déterminat ions 'de- la fonct ion .s, non uni forme, sont

comprises sous la forme Mz -4- N où M el; N sont des constantes
absolues.

Les périodes de W(u) sont des constantes; les diverses détermina-
tions de <F(^) ne diffèrent que par un facteur constant . Les seules
pénodes.de z qui ne sont pas, a priori, des cons tantes sont le produit
de <D(^) par les périodes,de l 'intégrale 1

^ == / 0' 4- p) (^ — î)1 (P 4- !> (P —^ . . . ^Lt' ̂ ';
v^

si nous désignons par P l'une de ces périodes, on aura donc

0 > ( ^ ) P = C ,

C désignant une constante. Il en résulte que la connaissance de deux
périodes distinctes de l'intégrale f2, I\ et P ^ , nous donnera

PI^C,— —,
A © <U()

c'est-à-dire, une intégrale pi de l 'équation'of/), indépendan te de là
variable u.

Combien obtiendra-t-on crintégralesdistinctes de cette maniè re?
Plaçons-nous d'abord dans le cas le plus générai où les exposants À,

^, a, .,. sont des1 quantités complexes quelconques; il est clair que
toute période de Q s 'obtiendra en formant l ' in tégrale

j ( v -+- p ) ( P — i ̂  ( c -h i )!^ ( p — a '̂  . . . e^' dv,



38 • JULES 3DRACÏÎ.

prise de ̂  à <'̂  c'est-à-dire le long d'un contour fermé F, pourvu que
la fonction à intégrer reprenne en revenant au point VQ sa valeur initiale.

Les p lus" simples de ces contours sont, comme plus haut, les con-
tours doubles d'Hennite .et de M. Jordan, qu'on peut définir de la
manière suivante :

Soient a et b deux points de ramification, ou points critiques, d e l à
fonction à intégrer; désignons par A un lacet élémentaire formé d'une
boucle partant de ^o et y revenant après avoir tourné une fois dans le
sens direct au tour du po in t a (lacet qu'on peut remplacer par deux
chemins rectilignes allant de ^ a un point voisin de a et un petit

— i
cercle entourant ce dernier point); désignons aussi par A le chemin
inverse du précédent. Le contour double élémentaire r,,/, sera la
succession des chemins ABA B .

Comme après avoir décrit le contour A, la fonction à intégrer est
multipliée par ^TCa, elle reprend manifes tement sa valeur quand on
décrit le contour r^/,.

En observant que 4- i et — i sont des points critiques et posant
: Ki== ((^ p) ( ^ - ~ i ) ^ ( ^ + i ) | A ( p _ ^ ) a ^ ^ ^ ̂

on obtiendra.donc, si/^ est le nombre des points critiques a, h, ... et
si l'on écrit

1 ' 1 ! ! . , ! !. „ ; • ' , :̂ ,,== Ç Kr^, 1 1 1 / . , !

^ 1 1 1 ! 1 , 1 ' \ 1 , , ; ! 1 ! ' , . ^ J^^ ' • 1 , ' 1 ! l i

exactement ̂ intégrales distinctes C,,, C^ ..., sous laforme
û^^^^^^

1 1 1 1 ! ' ! ! '1 Ï ! ! Ça ! 'G/, —"" , • > ^

Les variables de o(/) sont a, b, ..., L, p etu; i l manque donc
encore deu^ intégrales. L'une d'elles s'obtient immédiatement, c'est
l'intégrale de l'équation L'== L, que nous écrivons

1 . , ! ! . , ^ • \ , ! C-==:M —- log'L; 1 / 1 ! - !

mais il reste à en trouver une, indépendante de u, qui , jointe aux
p précédentes, permettra de définir p, a, b; . . . au moyen de L.

On l'obtiendra en choisissant pour r un contour fermé oui s'étend de
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manière à passer par le point ^==co : le plus simple pourra être défini
par la condition d'entourer le point 9=1 seul 'et de comporter deux
branches s'éloignant indéfiniment, mais de manière que l'intégrale

f'K^c/t>
Jr

ait un sens précis, ce qui exige que le module de e1'" tende vers zéro
lorsque mod^ augmente indéfiniment. Cette condition est d'ailleurs
suffisante, puisque le module de l 'élément de l'intégrale tendra alors
vers zéro plus vite que toute puissance négative de mod^.

Elle donne simplement si 'L== /(cos6 +-ïsin6), p==7-( 'cos(-û4-zsinco),
l'inégalité cos(0 -+- o-») <^ o, qui doit être satisfaite, pourvu qu'on soit
assez loin de l'origine des rayons vecteurs, sur le contour F.

L'intégrale, ainsi obtenue,

^i = f -K,ch
^r, „

n'est pas nulle en général et le quot ien t ^-^- == €„, est la dernière
intégrale de t)(/) ==o .

Remarque. — On a l'exemple le plus simple d'une intégrale ana-
logue prise suivant un contour s'étendant ainsi, à l 'infini, en prenant
la définition générale de V Intégrale Eutérienne T ( z ) dans le plan
comniexe z : ,
la ueumuon g
complexe z :

Ç ̂ -i e^ dv == (e^1^— i) r(z ),
"G

où^es tun chemin partant de l'infini dans la direction des valeurs
réelles et positives de p, tournant une fois autour du point y = o dans
le sens direct et s'éloignant de nouveau à l ' infini vers les p réels et
positifs^).

(1) Un autre exemple classique est la définition générale de ^(s) donnée par Riemann
dans son Mémoire sur les nombres premiers :

.^.rw.w^if^-^^,

où £ est encore le contour indiqué plus liant.
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Autres formes des intégrales, — La remarque précédente nous amène
à observer que les périodes de l'intégrale

^=r ( î l - 4 - p ) ( ^ — î ) ? t ( ( ? • - ^ - î ) P • ( P — 6 ^ ) a . . . e L l ' ^
* - » ' ) • ' '

peuvent s'obtenir toutes par un procédé uniforme^ indiqué par
M>E. Picard pour une question différente ( f ) .

On a vu que— ==o est une solution de l 'équation différentielle

^1 — (iZlH \
du ~" \ ç -1- p /

Si l'on veut que la valeur constante de s, q u i correspond à cette
solution, soit f inie, on devra choisir le chemin qui va de ^ à ^o dans
la formule

^so

z(œ)=^{u) ( ï ^ 4 - p ) ( t ? • — * I ) ^ ( ( ; + î ) ^ ( ^ - - - ^ ) a . . . ^ L ^ ^ ; - h ^ î ; ( M ) ,
^('o

de manière que l 'intégrale demeure, finie, ce qui exige sn'npiement
qnfipour m ocl^ assez grand la partie réelle du produit Lv soit négative.

Soit, par exemple, comme plus haut,
L ~= / (cos(9 -{- /s in0), v == r(cos&) -+• iw\ &)),

il faudra s implement cos(0-+-oj) <^ o.
Si nous admettons que, sur le chemin choisi y sin QJ tend vers zérOy la

partie réelle du produit Lv aura finalement le signe de coso),
lorsque cosô > o. On pourra donc prendre alors pour chemin de ^o à os
un chemin rectiligne parallèle à l'axe réel du plan 9 et s'éloignant
indéfiniment du côté des ^ négatifs., . - •

Pour obtenir les périodes, on pourra donc faire précéder le chemin
déterminé qui va de ^o en ^ de divers contours fermés qui entourent
une seule fois, dans le sens ,d i rec t , un seul des points critiqu-es i,
—-1, a, » . . placés à distance finie et qui passent par le point ^ = o,
mais de manière que, dans la portion du contour qui est au voisinage de
ce dernier pointa le produit L 9 ait sa partie réelle négative,

(1 ) E. PICARD, Traité d'Analyse, t. 111, 1896, p. 375.
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Par exemple, on pourra constituer l'un de ces contours fermés
élémentaires par un petit cercle entourant le point critique et deux
droites infiniment voisines, parallèles à l'axe réel du plan et s'éloi-
gnantjndéfmiment du côté des ^ négatifs.

Désignons par "Aa un tel contour relatif au point a; les diverses
expressions

^ == f ( p + p ) ( p- — ïy- ( p 4- i ̂  ( (Jî — a V . . . e1-" d^,
^a '

relatives aux points + 3 , — i, a, ..., donnent (p -+- 2) périodes, d'où
l'on déduira (p 4- i) intégrales de l'équation aux dérivées partielles

^(/^o.

On observe que, si la partie réelle de l'exposant a est supérieure
à ( — i ) , l'intégrale prise le long du petit 'cercle, tend vers zéro avec

•le rayon de ce cercle. Car si l'on pose, sur le cercle,

on a
v — a. •=•- r <?",

dv == /" e1 { i dt.

et l'élément de l'intégrale, à part un facteur fini et différent de zéro,
renfermera le produit

( p — ^ )a ̂ ,, ̂  ̂ oWa.,) (logr+/7) ̂  QU ^ ̂

dont le module e1^1^"^ dt comprend le facteur <o(al4-l)lo?/• qui tend vers
zéro avec r, si (a, -{- i) est positif.

Dans ce cas, l'intégrale correspondante Sa peut se remplacer par
une intégrale rectiligne^ prise de a au point: à l ' infini du plan 9 parallè-
lement à l'axe réel négatif de ce plan.

Il resterait à établir que les (p -(- i) intégrales de o(/) == o, repré-
sentées par les rapports des quantités S.^, 5^, "^, ... à l'une d'entre
elles, sont bien fonctionnellement distinctes.

S'il existait, pour l'intégrale précédente 2, une relation entre les! ! ! ! ! '̂ 1 ^ 1 • ! " - !

quotients ^-^ —2, ... de ses périodes, cette relation subsisterait quel
que soit le nombre des a, ... et quels que soient les 'exposant ts À,
^ a, .... ;\ • 1 . . , ! ' , , ^ . , • , :

Ann. Éc. Norm./{3), XXXVII. —FÉVRIER 1920.; 6
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Examinons un cas extrêmement simple, celu? d'un seul point cri-
t ique a, en supposant, en outre, tous les exposants X, ^, a égaux
à ( ~ - i ) . . '. . .

Dans ce cas très particulier, les intégrales ï,, 2«,, S^ ^wi relatives
à une fonction uniforme^ ayant aux points i y — i , a.des pôles simples.
On pourra supprimer dans les contours correspondants les parties
rectilignesqui s 'étendent à l ' infini , mais il faudra conserveries cercles,
et les intégrales se réduiront à des résidus de Caucliy :

_L.v — O^p),^ ' _^ — (p—i)^ _i._ ^ _, (^ "i-p)^_ ^
'2 ^'7T ̂ 1 . 2 ( l — Cl} ' 2 '̂TT , "~1 2 ( l 4 - a ) 2 '̂'ÏT a ( Cl —— 1 ) (-0 -+- 1 )

2 .S—Les quotients ^5 -̂ ::l sont s implement-"'i ^ -^i
X,_ ^(a-hp)^ 1-^-^ ' ^_(p^Q^^^

• • ^i ^~" • ( a + i ) 7 1 l'i ^ "" " ( F ^ i j ( i - h ^ ) ''-

ce sont bien deux fonctions distinctes des trois variables a, p, L,
puisqu'une combina ison évidente

p^p.^-
[^ ) [^)

ne renferme plus la variable L et ne se réduit pas à une constante.
La proposition vraie dans un cas très part icul ier subsiste a/or-

tiori dans le cas général.

Remarque. — Nous avons donné, dans le cas général le moyen de
former toutes les intégrales de l 'équation

t)(/•)=^+^L+^fi^-" i\+...+^[(p'--,)J.(-p)-•.<p•];ou ôL ( } a \ a - \ - r j j dp l • ' 1 / . i j

qui correspond à l'hypothèse

j .—: —î— 4. —:— 4, .-i— ̂  .L(^) avec .Ut^) =•= —a— 4-.. -h L
(^ 4-,o ( ^ — j p 4-î - \ / , , , — v / r — a '

à l'aide d'intégrales prises dans le champ complexe, suivant 'des cou-
tours fermés convenables, et indiqué quelques-uns des cas où ces inté-
grales peuvent s'exprimer par des intégrales définies reclilignes. H est
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clair que lorsque certains des coefficients X, p., a, . . . sont des entiers
négatifs, certains des contours précédents peuvent se. remplacer par
des cercles, dont le rayon tend vers zéro et donneront des résidus de
Cauchy, relatifs aux points critiques correspondants. Vexamen de ces
circonstances particulières ne présente pas de difficultés.

Il convient de signaler le cas où L est nul : le point. p==^ ne joue
plus alors le rôle exceptionnel qui a permis d'obtenir sous une même
forme (p •+-1) intégrales distinctes de 'o(/)==o. Mais les éléments
a, & , . . . , en nombre p , sont donnés au moyen de p par les équations
signalées plus haut (où figurent des intégrales de doubles contours) :

^,.-i ̂  ̂  ̂  ̂  ̂
I Ça C/, ' ' '

et p est relié à la variable u par l'équation

p'-^Ço2—!)^^—^)—^? r= :—(p^—i) ^^-^ 4-...) "-(A-+-^ +-2)p 4-^—^-,

qui donne u par une quadrature portant sur une fonction de p seul.

Pôles multiples de J. — Nous avons supposé simples les pôles de la
fraction rationnelle J; i l serait nécessaire d'étudier le cas général où J
a la forme

„ i A /.<» a a.)j -— ___ _ ( _ ___ _i __'•_.__ i _ _» ' t > - . i .
^ - ^ p ^-^ i ( ^ — . i ) 2 •" ( p ^ _ i ^ ( ( , _ ^ i ) 2 * * - .

a a^ ,- Tr-+. .—————^ -4- ———_^ 4, . . . ̂ . L 4- L i (-' +. . • ,
( c — a ) ( ̂ ? — a )2

c'est-à-dire où les div.ers pôles + i, — i, a, ... et ce ont des ordres de
multiplicité quelconques.
. Pour ne pas étendre inutilement ce travail, nous examinerons
simplement ce qui se passe quand un pôle a est multiple, ou bien
quand l'infini est un pôle multiple. La méthode générale en résultera.

Soit, par exemple,
,._ i ! ^ A y. ' ^ a^ y.^ . • a/// • ,
"̂  f -r p .'Jr c -— i' '̂  (^ "-h i •'+ ( ï — a + ^ ^ — a ) 2 +:' l ' '+' (^—aj^ '4" " ' "̂  '41

on formera aisément le système différentiel que doivent vérifier les
éléments ciy by ..., c^, a^, ..., a^, p et L. Mettons en évidence les
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ternies de.J qui dépendent de a, en posant.

J ̂  1 -+- J =: ï 4- al 4-... 4- am + J ,
p-+-p t î (; 4- p ( f — a ) ' ' ' ( (.'—(2)'" • ' 3'

nous aurons à satisfaire à l ' ident i té

(r i û^r < \ ^+afaï ï ^-^^ . Wo^ ^JalV T ^^-' \^^.a ( c — ^ ) 2 ( c — a ) 3 ' " ( p — a ) ^ 1 ^ ]

/ ^ / v [" ^i 3oî'> ma,n àï:^}
"^-^(^^[(T^^^çTrr^

^(I+p2^2^)^_a__^.a_^+,. . .^. a-__+JJ ^ap+p^
^ [ ( t — û (^ ~ ̂ ) (^ —- ^) J

En écrivant que le terme en j—^—r^- disparaît, c^est-à-dire que le
facteur qui le multiplie est divisible par (^ — a), on trouve d'abord la
condition

(a-t-p)^^!—ce

qui exprime que a est solution particulière de l'équation (î) . Les
termes qui avaient (^—a)^'1"1 comme dénominateur se réduisent
alors à '

" m (y'm ̂ f; 4" P ̂ i^'^ a "^ af )
(^a)'-

Si l'on veut que le facteur qui multiplie , ̂  ^ soit divisible par
(<' — <%), on trouve une condition pour a,^ :

(a 4- p)2^— (w -+-i)a^(i +• a2 4" 2ap) == o,

et ces termes en r——^ se réduisent, après division par (^ — a), à

des termes en -——ï——r-
(^— a)^4"1

En continuant le même raisonnement, on obtiendra successivement
des conditions pour déterminer a^^, ^m-^y * * •y ^ au moyen de a, p
et des o^ d'indice plus grand.

La partie entière, qui subsistera après la dernière division par
( ^ — a ) , devra être jointe aux parties entières qui proviendront de
l'examen des pôles simples de J;,, et leur somme.doit se réduire iden-
tiquement à sp 4-. p'.
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If ^ n^est pas nécessaire de former explicitement les conditions précé-
dentes pour montrer comment on y satisfera, en tenant compte des
résultats obtenus dans le cas des pôles simples.

L'expression de K == — aura ici la forme ^

K==<I>(^) {v -4- p) {^ —i)^(v -^-^{v — a)^(v— b)^.. -
L.,-.- .̂- «3 _ . „ ^

^ ^ ii—ti âl.p—.rt)2 ' (fit—?)(«'—rti^-"1

et l'on trouverait aisément Inéquation qui donne ' '
On aura de même, en posant K==$(^).K, ,

•z=:^(u) f K,dv-}-W(u),
*-' '.'o

et tout revient à exprimer que les quotients des périodes de ^intégrale

f 'K^ dv par l'une d'elles sont des constantes. Nous avons vu qu^aux
'•̂ o

périodes relatives à des contours fermés situés à distance finie, il
fallait ajouter une intégrale prise le long d'un contour fermé partant
de rinfîni et y revenant : cette dernière peut être aussi regardée
comme différence des valeurs de z relatives à un même zéro du multipli-
cateur K (le point ^==co) , valeurs qui sont différentes suivant le
chemin que l'on suit pour arriver à ce point.

Dans le cas-actuel, en outre du point ^==00, qui peutêtre appelé
un zéro « essentiel » de K (puisque c'est un point essentiel), nous
avons un nouveau zéro de K, c'est le point v=a (également point
essentiel de K).

Au voisinage de ce point, v == a -4- re^y et si l'on pose

~ /" ^•qe^,(rn-i) 1 J

on peut écrire K sous la forme

K == Ks /^(cos^i Q -+• ism ̂  6) e^'1""1!'005^-'^11»6^81"^^^^

où Ka tend^lorsque r tend vers zéro, vers la l imite finie :

' ^(u) {a -î-p) (a — i)^ (a -{- i)^ (a— b)^. .. ̂ <



4(-> JULES DÎUCÎ-L

On conclut delà que K tendra vers zéro ou vers l ' int ïni- , suivant que
la variable ^ tendra vers a dans on secteur où

cosf7i7 — {m — i) Q"\

est négatif ou positif. L'équation cos( rs — (m — ï )0 ] === o donne pour 0
un système de 2 ( w — i ) valeurs comprises e n t r é e et 21:; le p o i n t a
appartient donc à un système de 2 (m—i) secteurs opposés deux à
deux et lorsque v tend vers a dans un secteur de rang i, 3, 5, . . . à
partir de la ligne de séparation

?ï7 — ( m -~-1 ) Q :
7T
— ?
<!

le multiplicateur K tend vers zéro.
Soient, pa r ' exemple , Y i , 3 ? T i . r > » - • • ? Ti,2w-~i ^s contours fermés

partant de a daiïb le secteur i et y revenant dans les secteurs 3, 5 5 ...,
( 2 w — i ) , sans avoir entouré aucun point cr i t ique de K, les expres-
sions ' ^ ! !

^ 0)1,3^: S K.i d^, . . . , ^ï^m~ï -^ j Ki €Ù'

^ïi,^ ^ri^,»-!

ne sont pas' nulles en. général et doivent être regardées comme des
/'"périodes de l'intégrale de fonction non un i forme f K) dv. Elles joue-

1 1 . . ' ' ! 1 ! ' ^ront donc dans la détermination des éléments a, b, ..., y^, ..., a^,
p et L le même rôle que les û^i, û^, .... Comme elles sont en
nombre (m—i) , elles détermineront avec ces dernières, qui sont en
nombre (p 4- a), et avec V intégrale définie de'K^ prise de a à ce dans
une région telle que K\ s'annule en ces deux points, tous les élé-
ments p, a, &5 . , . , a^ .. *, a^ au moyen de L. Ce dernier sera déter-
miné en u par une quadrature.

On peut d^ailleurs aussi les obtenir comme,différence des valeurs
constantes de z pour la solution particulière ^==a, au voisinage de
laquelle z est une fonction non uniforme susceptible de m détermi-
nations suivant rorientation dernière des chemins qui aboutissent
en ci.

Ces observations résultent également de la remarque, déjà faite,
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que si Fon pose.
ç«.);'= / Kc^=iî^u) 1 Ki<^,

•- »-o ' • . ^-o
on aura

-0(û))=ï •0(K)dy=- f ^AK^-^O^EAKi]^
" ^ 0 ^ t 'O t 1

d'où l'on conclut
0((t))=:o,

pourvu que
^, . . °- o^m

AK = < 3 ) ( ^ ) ( r — i)^1 (r 4-ï)P.+i(p_ ^)a^ _ ^ ' « • . - - « r 2 "• i^-1,^-^,1»^

/reprenne la même valeur aux extrémités i'o et ^ i ' d u chemin d'inté-
gration.

Ceci a l ieu, en particulier, aux points a et oo où. AK s'annule et le
points, suivant la direction du chemin qui y aboutit/donne, comme
on l'a vu, (m—i) intégrales distinctes.

Des raisonnements ent ièrement analogues peuvent être faits dans
l'hypothèse où le point à rinfini du plan v est un pôle multiple d e ] ,
c'est-à-dire un point essentiel de K.

Si l'on a

S=^+^+^.,.^^^^L^^^^^\^^^^^^

ce qui donne
t'2 (>.»,+t

K = (I)( // ) ( î ' + p ) ( r — i)^ ( t,> 4- i)!i ( p -.- aY . .. (-Lt'4'Ll Y 4""••+L) ' ̂ "îi ;

on peut observer, pour
1' , , • i l i • '. L,,-=<7^
qu en posant

c == r(cos^ 4- / ' s i n @ ) ,

K tend vers zéro ou vers Tinfîni lorsque r augmente indéfiniment,
suivant que cos \{n 4- 1)6 4- ç] est négatif ou positif.

On obtient ici, autour du point à l ' infini du plan p, 2(^-4-1^ sec-
teurs égaux et l'intégrale œ = ^Kdv prise le long d'un chemin ferme

1; . . ! . ! ! . ! ! ! 1' ' ' 1 ! ' ! ^ ! 1 1

qui part de rinfini, dans un secteur où K tend vers zéro, pour revenir
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à ce point dans un autre secteur où K tend encore vers zéro, n'est pas
nulle et satisfait à t)(co) = o.

Le point à l'infini donnera ainsi n intégrales, indépendantes de
<&(^), de cette équation.

Il est facile ici d'indiquer les nouvelles conditions auxquelles
• doivent satisfaire L , L , , ..., L^

Dans l'identité que doit vérifier î , on a immédiatement la partie
entière

(^ + p)2 (I/ 4- 17, P + . . . -^ L;̂  ) 4- (l - p2) ( •-^—— + . . }
• \ et. -h p )

-l- (i— ̂ ) (v -j- p) (Li + aLâf -i- . .. -l- nL^^)
— (i4~ p2^- 2Pp)(L-4-L^ -+-...+• L,̂ '")

= (À-+. ̂ +^.)p 4-/J. — ).+p',

qui donne les conditions cherchées

L^—(^ •+-i)L,̂ .= o,
L^—nL^i-^ p[2L^—(n-}- 2)L,J ===o,

^ Ce qui nous intéresse ici, c'est la première de ces équations, que
l'on intègre à vue sous la forme

, ' ' • • .C=.-^^lo^.

Les intégrales de^o(/)==o, formées précédemment à l^aide de
quotients des périodes dejK, ̂  donnent tous les éléments a, 6, ...,
p, L, ..., L,^., au moyen de L,, et ce dernier est défini au moyen de u
par l'équation précédente.

L'intégration est donc terminée, au point de vue théorique.

Réduction du groupe de rationalité del'équation t)(/)-=:o.

Groupe de rationalité de \!{f)=^ ̂  Le problème essentiel que nous
avons résolu dans les pages précédentes consiste en la détermination
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des inté s, rcdes de certaines éq'nations linéaires aux dérivées partielles

,)(^<^<yi_£:,,,-.o,
au. àa ci 4- o

qui dépendent mtionnellement des variables a, ..., p, ... et, en outre
de certaines constantes X, (x, ocy ... dont la nature arithmétique peut-
être diverse : entiers positifs ou négatifs, nombres rationnels, cons-
tantes complexes quelconques.

Parmi ces intégrales, certaines (exceptionnellement) sont ration-
nelles on algébriques; celles qui sont transcendantes sont toutes les
solutions d'un certain système d'équations rationnelles aux dérivées
partielles (S) (^linéaire lorsque K est rationnel ; projeclif, c'est-à-dire
constituant une généralisation des systèmes de Riccati, lorsque]' est
rationnel) dont la solution générale ne dépend que d'un nombre
limité de constantes arbitraires.

• Ce système (S), dont la formation n'offre pas de difficultés, géné-
ralise ceux qui se présentent dans l'étude des fonctions hypergéomé-
triques d'ordre supérieur; il définit le groupe de rationalité de l'équa-
tion t)(/) == o, au sens que nous avons adopté ailleurs.

La "considération effective de ce système n^a pas été nécessaire
jusqu'ici; elle peut être commode lorsque! s'agit à7 indiquer à Vwance
pour quelles relations particulières entre les constantes 'Xy y., ay ... il se
présentera une réduction nouvelle dans le problème de l'intégration
de f)(y) == o., c'est-à-dire une réduction du groupe de rationalité.

On peut aussi regarder cette recherche comme un premier pas dans
l'étude des intégrales de t9(/')== o envisagées comme fonction des
paramètres À, p-, a , . . . .

En observant que les intégrales dont il s^agit sont des transcendantes
(ou des quotients de transcendantes) attachées à un groupe linéaire^
c'est-à-dire que la solution générale de S renferme linéairement les
constantes d'intégration, on peut étudier la réduction de S : i° en
considérant le groupe de monodromie de M. Jordan, qui peut être
formé en partant des intégrales elles-mêmes; 2° en .appliquant la
théorie de la réduction du groupe de rationalité de M. Picard pour les
équations différentielles linéaires et les systèmes analogues à plusieurs
variables, ce qui entraîne la considération des divers types de groupes

Ann. Ée. Norm., (3), XXXVÏI. — FÉVHIER 1920. 7
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linéaires [compris dans le groupe général (r) qui. correspond à ( S ) j
et la recherche des conditions, nécessaires et suffisantes pour que
les invar iants d i f férent ie ls ' caractéristiques de .chacun de -ces types
s'expriment rat ionnellement avec les variables a, A, . . . , p, . . ..

«
Exemples de formation effective de S. — Examinons dans quelques

cas simples la formation effective du système (S).

a. Si nous supposons, par exemple, que le mult ipl icateur — = K,

de l'équation (— == 'î——, possède l'expression s imple

,. P Q A ,K ==- ——— -4- ——— 4- ———— +•. .. 4- 1..,• , p — i p 4- .1 ^ — a.

on a vu que les intégrales transcendantes de Inéquation 'o(/) ==• o sont

Z,=: P lo^(c1,— l) 4- Q log(c,4-1) ̂  A lo^(c/— a) 4 - . * . 4- Lc/4- ^ ( / f )
[ î = = = ï , . .. (m4-î ) ] ,

où les Ci sont les racines, autres que ("- p ) , de l 'équation K(^)=== o.
Si. Fo-n difrérentie totalement Z^ en observant que c/: satisfait à la

condition K(^) ==o, on trouve s implement
irr _ A. dCl ... ,»

Cl/.j^ .—— —»— . — , 1 ,———.. .—-. ^ ^ ^ — (, ̂  ^(j[^ - " • 1 C / t ' A • i
(^•—a)

car le coefficient de rf^ s^annule et l'on peut conclure de là le sys-
tème (S) :
( S ) . ^ ^z-zo=[^-^^ .

[ ^==3 , . . . ( / 7 2 4 - î ) ] ,

qui montre que les différentielles des diverses intégrales de t)(/) == o,
indépendantes de u, s'expriment rationnellement^ si l^ on adjoint les
racines de K(^) :== û.

6. Supposons que l'on ait

f (^\p==:K==^(P4-p)^(^—I) l^--^ï)^C^
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À, u^ a, ^ ... étant des entiers positifs ou négatifs,, ce qui donne •

z = f ^/K dv - ^ r ^ ( u ) avec ^/ ( u ) 4- [A ̂ g]^..^ o.

On a,vu que, dans ce cas, les intégrales de v')(f) == o, indépendantes
de u, sont, les périodes de l'intégrale de différentielle algébrique

Ç\lKd^ 1 1

c'est-à-dire des intégrales / V'K.<A' où F est un contour fermé tel
• ^ -r •

que \/K reprenne sa valeur imtiaie quand c l'a parcouru. Or" si Fon
pose

TT» F ^ /T~ ^ ,, / ). u a 6 \P = / ^k dv == Ï -3 t-, -5 ^, .. • 5
Jr \P 7-1 /^ ^ /

on aura, quel que soit le contour fermé F,

^P__ ^ p / ^ ^ ^—P P • \—— — — — r [ •— •) —, ———— 5 — j . • • • î
àa p \p p p p )

àP (3 /a .a ^ P~/.) y
"Y- === — — r ( -- ? — ? — ? ———— ^ • • " ?
</o /? \ / -? p p p i

d'où l'on conclut, en observant que b.—a -— r — a — Çç — b),

., . ^âP a àP p ^P
( ̂  — a} ~.—-r.- = •- —y -— — — •àci àb p àb p ôa

pour tout système (a, &) de deux poin ts critiques.
On aurait de même

, , <W a àP àP{a -^ p ) -—— •==. - — 4- —1 àaôcî. p àp à a

pour tout poini critique tel que ci.
Sn'on veut tenir compte de la variable 0-5 qui entre en facteu'rda'ns

chaque Py on devra ajouter l'équation du premier ordre

àp B !
0- —— ^ P,

àa
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Les équat ions 'ainsi formées constituent,, avec t ) (P)==o, le sys-
tème (S). II. est aisé de voir qu'en difïerentiant l'équation linéaire
t)(P)=:o par rapport: à l 'une des variables, a, .... p, on obtient

. . ' . , à"1?des équations qui permettent d'exprimer toutes tes dérivées -7—5 - ' i
au moyen des dérivées premières de P.

( E n particulier on a-y— ==o . ) L'expression la plus générale de P
ne dépend donc que de constantes arbitraires, en nombre égal. aux
,/ . , àP àPdérivées—-? . . . ,—..àa ôp

Toutes les périodes de P sont des solutions du système différentiel
linéaire (S^Fmais certaines d'entre elles •sont algébriques, au 'moins
lorsque \/K possède des pôles qui sont des pôles de l'intégrale.

Ce sont les résidus relatifs à ces pôles, parmi lesquels peut se trouver"
le point "~ === o.

Ainsi, dès qu'un ou plusieurs des exposants À, [j-, a, [3, .. * sont des
entiers négatifs, de valeur absolue supérieure à p , ou bien lorsque

À + p. -h- ^R -1- ff. 4- (3 4-. . . < o,

le système différentiel (S) possède des intégrales algébriques. Il se
réduit donc, par adjonction de ces intégrales algébriques, à un sys-
tème de même nature et d'ordre moins élevé qui n'est vérifié que par
les périodes P transcendantes.

On a déjà remarqué que, suivant les cas, il existe une combinaison
linéaire de ces périodes qui s'annale ou ^exprime avec les résidus de ^K
y compris, s'il y a lieu, celui relatif a -'- == o.

c .Des observations analogues peuvent être faites lorsque J est'
rationnel. Si l'on suppose

• ï— I • _^ _ _ ^ ! • ! q • )3 ' \ 1 '
' P -h p < » — i v 4-1 v — a v — b ' ' ' "lî

on à vu que z est donné par ,

, •, • / . , ^=^(^) fK.d^WÇu),
1 ; 1 1 : , ; 1 1 ' 1 1 , 1 . 1 1 1 1 1 1 ^t'o ^ 1 ' 1 1 1 • 1 , ! 1 1 1 !
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<J)/

où -- et W sont connus en a, & , . . . , ? , . . . et où

Ki= 0- 4- p ) ( c — -i)^' -r £)P-(P-- ̂ (r— 6)P . . . ̂ ; ;

les intégrales transcendantes de •o(/) == o sonfcxles quotients de périodes
de CK, dy.

Désignons par P une période quelconque de cette intégrale, c'est-
à-dire une intégrale

^ P^fK.d^Jr

où F est un contour fermé tel que K, reprenne, quand on l'a parcouru,
sa valeur initiale ; on forme aisément un système différentiel linéaire Fi)
dont P est la solution générale.

On a d'abord manifestement/comme plus haut, pour tout couple
(a, b) de points critiques

/; , ^P âP . àP
^-^Jaôb^^-^-^Ta

et pour tout couple (a, p) . '
/ . . <^P • àP àP
^^^àaTp^^-ôp^^ • , : •

II y a ici à considérer la nouvelle variable L : en dérivant par rapport
à L on a •

àP r ,. ,
àT^-j^1^

et il suffît d'observer que 9 = v— a 4- a, pour obtenir la relation

• - à2? _ ôP ^
, , - • ' àaàL'~'a'àa^c'K

pour tout point critique a.
On aurait de même

J^L-p.^ . ' . "
, - . . ... à p à L '"" • ^ ' à o ' • . 1 ' ^ . <

Nous avons vu qu'en désignant par P<, une période particulière, le
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P
quotient p~ est une intégrale de o(/) == o; on peut donc en conclure

Pi!̂  - ^p^
P ——p,- 8

Cherchons la valeur commune de ces-rapports en tenant compte de
l'expression explicite de o( /') :

^^^àf <) / /z -^ \
"^^^'^^^^To-J^--"

^/T/ ^/ ^(i ̂  p2)^^^ + • , .- Lj~ p(}. + y, + 2) + 1 - ̂ .J ,
^0

ou de sa signification.
On trouve d'abord

t ) (P)= f f ) (K, )^== f^^,
J{^ Jp 6/^

et si l 'on a égard à la résolvante, ident ique, en K. = <Ï)(^)K,

^(^) T_ àK., A _ ̂  ^A
• ^ ( u ) ' K.i 6»^" ' I A Ki ^ 4~ ^t. =":::0^

et au fa i t que
I clAK.i == o,

J[i
on en déduira ^—^fr"--^»;")

^("îJp"1"1 '" "1^7

Mais nous avons trouvé pour——^ l'expression explici te

^'(if) . „
^y==/.+^.+2+la-p.L,

y

les périodes P satisfbntdonc à l 'équation du. premier ordre

•' . ' ^ ^ ( P ) ^ [ p L - ( A - 4 - ^ 4 - a - h 2 a ) ] P .

, Ainsi nous avons, comme dans le cas précédent, un système difjé-
rentiel linéaire (T), formé d 'une équation du premier ordre et des
équations du second ordre qui donnent les dérivées prises par rapport
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à deux variables différentes, pour définir les périodes P. On en déduira
/l^P à2 P•sans difficulté l 'expression des dérivées j~r» • - ? -yj-r? * • • • au moyen

des dérivées premières de P»
Le système (S) est celui qui définit les rapports des solutions de (T) à

Fune d'elles. Comme la solution générale de (T) renferme linéaire-
ment ( /?+2) constantes, si p est le nombre des points critiques a,
b, ..., la solution, générale de (S) en renfermerait sous forme projec"
tive (2? +3) et .le' système (S) parait moins commode à étudier que
le système (T).

D'ailleurs, la solution générale de (S) est. construite avec seule-
ment ( p -+-1) intégrales de'f :)(/)-•== o, quotients de (p + ï) solut ions
indépendantes du système (T) par la dernière solut ion.

Nous concluons de là que la réduction du groupe de rationali té
"de •o (/*)=== o doit se chercher en représentant les intégrales comme
quotients de deux solutions du système (T) et en étudiant la réduction
de ce système linéaire (T). ' • . -

On verrait sans difficulté les modifications à apporter aux résultats
qui précèdent lorsque J a des pôles multiples à distance finie ou un
pôle multiple à l ' infini.

En résumé, V étude des cas de réduction du groupe de rationalité des
équations linéaires aux dérivées partielles t)(/) = o peut se faire par des
méthodes régulières^ qui n'exigent que la connaissance de la théorie
classique de M. Picard, sur la réduction des équations différentiel les
linéaires, étendue à plusieurs variables. A titre d'exemple, nous traite-
rons plus en détail de cette réduction dans le cas où J ne possède, en
dehors de 4- i et — i, que un ou deux pôles simples a, b : on verra
que ce cas particulier comprend tous ceux signalés jusqu'à présent
soit par d'AIembert, soit plus récemment par M. F. Siacc'i. C'est par
cette étude que nous terminerons notre travail.

Remarque. •- Nous avons cependant, avant de passer à cet examen
historique, une remarque d'ordre général à faire.

Nous venons de voir, par exemple, que dans l'hypothèse

y i A ! '" a • 1 a (3 ' y| -— ____ ..„, ____ _i_ ,,,*, i ____ i r _ , i rIf —— [ . —( ——————— ~.j— » —[-• — — — — — , • - ] . , * * j l ^ „

v ̂  o ^ — i ^ -4- ( ^ -- a ^ — b '
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les périodes P de l'intégrale

f(r 4-p) (p—." î )A(p + i)p.(p _.„ ^)a((;— ô)P . . . e^'d^,

qui donnent par leurs quotients les intégrales de l'équation ̂ {f) == o,
satisfont à l'équation linéaire aux dérivées partielles

•t) (P) == [pL — (À -t- ̂  -h 2 +- la)]?, •
OÙ

t3(/)^L^f^)w / (^L <^a \ a 4- p /

-^0 ' r^f a '
' ̂ r^A^

: . J—(À4~-^+ 2 ) p 4 ~ A •^ .

et de plus aux équations, formant le système (T),
à2?

àaàb
^P

^â? ̂ L

àP
àb
àP_
àa

•Q^ ,r ^a'

-aP,

^P àP
àp

âP
'àa'

(^~a) (û+p) àa àp
fflP

àçàL
„ f}P

: P -— p'—'.1 ^p

Dérivons, par rapport à a, ces diverses relations; nous aurons le
système

(Ta)

^(àp

V<Ja

{b-

(04-

i\

\, •-/ a-
^

rv\ 'a) àc

/•(
p) ^

(?2

^a ̂ L
^

<Jp ^L

-o 2 r}P , „ -^.. i -„ . . . —... \ /•> r ..... / y L+p rfp
()P\^J

ï<^//
^\
àa.)

ï ()p

/àP\
\^}
fàP\
\d»)-

—- {.V^ \ " 1

f} /<')p\'
a àb[àffj1

à /c)P\
^pt^J4-

a à (àp\
àa \ ày. )

W () /
" r)a ^IpV

V M ^p

-P-+^)J ̂

6 <} ^M^ ir àa \ ày.) '

<) /r)P\
^\rfoc/'4 '

(^P o
(^a

()P\
àa) .

<?p
d6'

JP
(?p'

Supposons maintenant que l^un des exposants a, p ^ . . . variant de
manière continue devienne un nombre entier positif y par exemple l'ex-
posant a. La période P représentée par l'intégrale 2^ envisagée plus
haut,S^= J K^ cîç, où A^ entoure a seul et comprend le point à
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l'inlini, se réduit à zéro. II en est de même des intégrales dédouble
contour où le point a figure : . f^ K.,, cù\*,/r n ' b

Avec cette période particulière I-\ s 'annulent également les dérivées
-r- et -rj- relatives aux affixes & , . . . des antres points cri t iques- II suffit

de considérer le système (Ta) pour reconnaître que /cl dérivée — vérifie
alors le syslême {T). Nous pouvonSy par suite, dans le cas.Q'ù a. est un
entier positif, remplacer la période 2^ par Finlég'rale analogue

—^ f K,logO—6Q^
^ ~JA,

puisque

—(P — ^)a== ( c - — a.Y^iQ^^ — a)

et cette intégrale n'est pas nulle en g'énéral, puisque la fonction à
intégrer K,( log^ — <a) n'est plus uniforme au voisinage de ^ === a.

On peut: remplacer de même une intégrale de double contour, telle
que ^ K, dv par f ^ Ki log(^ — ci) d{\

J^a,h J^a,b

Les constantes À, a jouent un rôle analogue à celui des constantes
a, 3, . . . . ' .

On a immédiatement

^(^)-^-P)^=[PL-(/,+,.4-^)]^-P, •

et comme A ne figure pas dans les autres équations de (T), il est clair
àP . f)Pque -jy est une solution de ce système lorsque P et-y- sont nuls. On

aura donc, si ^ est entier positif, à remplacer par exemple S, par^-?1 :
1 1 1 1 • àli r 1 • ' " ! !

~àT' "^ j\ K110^^' ~~ï ^d^ '

11 n'est pas nécessaire de modifier les contours qui définissent les
périodes, ni la fonction à intégrer lorsque certains des exposants À, y^
a, ? , . . . sont des entiers négatifs, puisque alors K( et son intégrale

Ann. Éc. Norm^ (3), XXXVII. — FEVRIER ïg-îo. 8
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deviennent discontinus au point critique correspondant. On peut
cependant observer qu' i l existe alors 'des contours fermés resteint au
voisinage clé ce point qui donnen t des périodes : les résidus de Câuchy.

L/observation faite pour J se répète pour K, dans le cas où certains
des 'exposants '—5.^7 a? r - 1 • • • sont des entiers positifs.

Examen historique.
.1,1 s^agit ici de montrer comment se s i tuent , dans la théorie générale

qui vient d'être exposée, les résultats particuliers dus à l ' ingénios i té
des géomètres qui se sont occupés, au point.de vue théorique^ de
l'équation de la Balistique extérieure.

Formes de d'Alembert. •- D'Alembert a indiqué (^quatre formes de
la fonction ^- == p permettant d'intégrer l 'équation de Pliodographe,

0

formes qui s'écrivent avec les notations adoptées : u == logV., c == s ina,

(I) p ( ^ ) = = a-r be^,
( Ï I ) pC^) '-"= ^•4- ^f^
( 1,1.1 ) p ( a ) = A e/1" -4- B e - f l " - + H,
( IV) , , • ! p ( ^ ) = A / ^ 4 - R ^ - t - B ;

les deux derniers cas ne sont traités que pour une rdatim particulière
entre les constantes A, B, IL On remarquera que le changement de u
en u— u^ fait disparaître de toutes cesexpressio n s une constante A, B,R.

I. Pour la forme (1), l 'équation

d\> ' i — r2 • , " 1 '
^

peut s'écrire
du " (7 4" p

du =r= ( b e^' -(- a + p ) ch
{i-^y

( î ) D'ALEMBERT, Traitéde'l'équilibre eî du, mouvement des fluides, Pans, 1744, p. ,359.
Des cas particuliers des formes do d'Aleinbert ont été étudiés à nouveau par Legendre et
par JacobL, \1 . ^ . , 1 ! l l l i 1. 1 . - 1 1 1 1 1 , 1 , ^ ! ! , ! 1 1 1 , 1 1 " '
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ou encore^ en la mult ipl iant par — ne"'^, 1 •

( 2 ) • cfe-7111 == — ———— f b + OT -4- r) e^"'] ̂ '.
^i — r-}

C'est donc iine équation linéaire en '6-^, la variable étant r, quelle
que soit la constante n.

On sait que l 'équation linéaire :
•ciy — ( A y 4- B ) ̂  =--: o

possède un multiplicateur dépendant de .r seul, e " ^ ^ ' :

^-j A<Lr ̂ ^ _ ^^^ ^_ ^ ^ ̂ ^ ̂  ̂ L^-f^ _ rg ̂ -/A^ ̂ ; ^ .
î.- »/

Dans le cas actuel, nous aurons donc comme multiplicateur de (2)
le facteur

f ir t lî -¥• t'i H n

M = eJ ——^^ = ( î + r )^ 1 " - 1 ' ( î - ̂ -F (rt+r^

c'est-à-dire, comme multiplicateur de ( î ) , r: ( r ̂ P)^.^^ Nous
( J —— C2,}

sommes ici en présence d'an mult ipl icateur de la forme
! " ' ,./ K = ^(r+p ' )^^—!)^^^!)^ ,

les exposants1}, et f ê t a n t donnés par • .

l - = ~ - ~ ^ ( a + î ) - i , , ^ = ^ ( a — r ) - i . . '

Si l'on suppose a quelconque, Vinçariant rationnel en p est donc
I ' ï —- -L ̂  - __1_ À ^ .̂ ^

K ^(-f F -j- p r — î r •4- î

Nous avons vu que lorsque X et'p sont quelconques, le système à
intégrer pour déterminer o- et p peut s'écrire

I I ! • 1 1 a-' . ' ! ! . • • ' • " 1 !

, " ̂  A-h p., + 3, p'4- p (A 4- ^ +- 2) -1- ^ — /. =-,0;

il donne immédiatement <

o.^ç^iA+^-î-)« p ̂ : ĵLziL^ 4. f^--(A+^^:. i / /
1 1 À.-4-u-h 2 , 1 . / , '
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et l'intégrale de riiodoû^aphe s'obtient par là-quadrature

dz -r:: ̂ ^^^'-^^^^^."^^'[(r 4- rj)dç- — (i — î ' 2 ) du].

Remarque. — L^hypothèse À 4-p--4-2 == o donne T = = c o n s t .
et p = = ( À ' — ui)M -h C,^ c 'est-à-dire le deuxième cas indiqué par
d^Alem^bert. Il n'y a pas lieu d'y insister. '

III. Étudions maintenant la forme (III) où p == A^4- B<r-Tm+• R.
L'équation à intégrer s'écrit

( i ̂  (,.2 ) c u —. p 4_ A ^"// 4- B e~ n" 4- R,

et, si l 'on multiplie ses deux .membres par e7111,

. ( ̂  ̂ , p2 ) gnu CM ^ ̂  ^2 »//. ̂  ( (, ̂ , J^ ) ̂ nu ..,_ j^ ^

'» . ! ! 1 1 , '

on reconnaît immédiatement , en posant CD == e^, une équation de
Riccati : .

^L^^^A^+(.+l:n.)+B./^ (;/c

Cette équation s'intègre par quadratures.,lorsqu'on en. connaî t ,une
solution par t icul ière (1). La méthode de d'Alembert consiste à cher-'
chéries conditions pour que cette so lu t ion soit l inéaire en y : !

, , , ù) ̂ z p r.+ ç;
on obtient ainsi

Anp 4- n 4 - T '::r û. ^('^A./^ -r- •r)"h- B./^ =-='0, ' p --:: n(\ç2 4- ï î / 7 "-1- B), ,

ce qui exige entre A, B, R la relation
1 AB „,, . R2 . . . ^^ ^TT+'Ï)1^'" (TA -h a ^ *

. On sait qu.'en posant co==: c^4-^ç'î—^ y, l'équation transformée ,;est,

(1),D'après la théorie générale, il n'y a de réduction que si une solution particulierff
est rationnelle en v, ou si plusieurs wlutionssûnt algébriques en v.
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après division par cr'2, uiie équation linéaire en - :

^ï_\
,, V ^ . 1 1 ( 7 ^ . - 4 - 2 ) t - > ^ + R / ^ 2 i

(j __ p2 ) ——^—— ̂  ————————————————— ^ „ A/l ;
cifr (/?. +2} cr •

elle admet donc, sous la forme, précédente, le multiplicateur d'Euler
f(n-+-?.}^+-S ^ ,î -1| —TTI—-^-' . ^ R^,2

-———-^ e J ' • » ou . S r=—————
( i — r 2 } ^ • • , . - (n-h-a)

On aura, par suite, pour l'équation initiale

( ————— ) cil! — CÎ.^ —Z.O-,
\ ̂  -t- ? /

le multiplicateur
K^-^^-^-^-",

(7.,?r -1-^7 —e^y

d'où l'on déduit pour J une expression rationnelle en cy • ,
î clK _ „. _ î \ ! p. 2_— —-—, — ^j ^—_ —j— j— — , — — ^
K. ar , r -+- o r — î ° -h î (•' — ^ • ! . • l -

si l'on pose 1 1 1 ,

À4-^ -n , ' Â~^ -=S , ^^ril^^——^fA^+R^^1 l , /? (^+i)L ' (^-+-2)J
En observant que le remplacement de u par ^ . — U Q permet, de'

prendre A == î et ne change pas le produit AB, on voit q u e - t o u t e s t _
déterminé par les valeurs de X et (x; il ny a donc pas dans p de cons'..
tante arbitraire en dehors de À et ; .̂

Examinons, d'après les résultats généraux indiqués , plus haut,
à quelles conditions on pourra choisir, pour l'équation

' • 1 • d^ _ ï ~~~ r2 ' 1 ' • ' ! ' ' ; ^ : 1 " i l - • - 1 1 " ! 1 1

', 1 ' 1 . : • ^ du c -h p ? ' ! , ' ! - ' ' . - \ - 1 1 . . ,

une expression de J, analogue a la précédente^

. r À_ ^ ' ^ ' a ^
(.' -i- o ! f — i ' c'•4-i , , , , ( \— ,c i . ! : . . '
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On aura pour déterminer a et p en fonct ion de u les équat ions ,

^='^- ^a^^^^-^-^Jp.

L'équation qui lie p et a est une équation de Riccati :
d? ^ 1 ^ — ^ — P.-+-^.-+-2)fi](fl4- p ) 4 - a ( z — p 2 )^ ^ _ ^———————— .

D'après la théorie générale, si l 'on pose
KI=~-- ((„' 4- p ) ( c — i ) ^ ( ^ 4- I ) P - ( ( ; «_ ^)a^

^ les périodes P de l 'intégrale ' ÇK, ^sat isferont à l 'équation

"•^^^(•--^-(^- '̂.-..i
= — ( A 4 - p + 2 + a ) P

et le quotient de deux d'entre elles égalé à une constante définira la
solution générale de l'équation de Riccati considérée. On aura ensuite
u par une quadrature, en partant de l 'équation

'du^^±^±^ •
1-—^ ,

où p est exprimé au moyen àe a.
Nous remarquerons qu'en écrivant, par exemple, .

V^r p~=~'y — 1 4- p-r-I,
nous avons

j K, ̂  =y(, « i )^ (, ̂  i )t.( p ̂  aY ch + (p + r )f( p - i )A (p + i )?< (,,_ ^)a ̂ ^

d'où il résulte que les périodes clé ^K, dç sont des fonctions linéaires
d e ( p - ^ ï ) dont les coefficients sont des fonctions de a qui sont des
périodes d'intégraleshypergéométriques ordinaires (î). Ceci donnera la
clef nécessaire pour ïrower tous les cas de réduction problème.

Les périodes P considérées comme fonctions de p et de a vérifient:

r 1 ) Cf. par exemple, ÉM. PICARD, 7y^ ̂ 4 na/j^, t
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avec l 'équation
1 ' •ç)(P) =:„-(/,+p. - 2 - f - ^ ) P

du premier ordre, l 'équation du second ordre

, à2? àP1 àP
( a 4" p ) -—— -== y.— 4- — .i àa àp au ôa

11 est aisé d'en déduire les équations vérifiées par les périodes des
deux intégrales hype-r^'éométriques contig'uës, regardées .comme fonc-
tions de la .seule variable a. Si l'on pose

P = : M 4 - - ( p - n ) N ,

e,n désignant ai nsi par M et par N des périodes relatives au, même contour
fermée on aura, au lieu de l 'équation du second ordre,

/ • , (,)N ., àm{ a — f ) — == aN 4- ——à a à a

et l'équation linéaire du premier ordre donnera la seule équation nou-
velle

( i — a 2 ) —— -+• (aa 4-A —^)N-=-—(A4-^4-24-a)M.
0Cït

En la différentiant par rapport à a et remplaçant — par son expres-
sion en N, on obtient l'équation du second ordre vérifiée par N :

^N • <)N
(i—a2)—— -f- [a(/4-^+ 2 a) -— (2^-4-24- a)] — ~ a ( A 4- ^ -ha -h- ï ) N == a.

Dans le cas général, les périodes P ne peuvent s'exprimer que par
des intégrales de double contour relatives à deux des trois points
i, — i, a. Mais il y a de nombreux cas de réduction.

Si, par exemple, les intégrales envisagées M e t N demeurent finies
pour v = i:, p == — i, v == a, ce qui exige que les parties réelles
de À — i, ̂  — i , a—- i soient positives^ on pou-rra prendre pour périodes
distinctes deux expressions

. P^ûa—Q^ P^Qa—^-îi

où les 0 sont des intégrales prises suivant des chemins rectilignes
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d 'un p o i n t P(» aux points correspondant aux indices a^ ï , —' T , à
condit ion que la déteriiTination in i t i a le de K,, soit choisie en (\, une
fois pour toutes.

Le groupe de monodrorme de l 'équation du second, ordre en N (ou du
• système différentiel en P) sera dans ce cas ( / 1 ) engendré par les deux
transformations linéaires (S,,), (Sa) qui correspondent à une circulat ion
de a autour de i dans le sens positif et à une circulat ion de a autour
de ( -—i) dans le sens négatif :

(S,)

(^)

( p^e-^^-^Pî,
( P;=. Fa 4- (y-^O.+.a) ,.„..„ ̂ ^ j^ :

J P'[ -==: Pi •+ [e^^-^ — e^^'} l\,
1;( 'P'^^e^^-^P^

En posant
P\
P: ̂  ̂

où •G désigne la constante intégrale de l'équation de Biccati, s ignalée
plus haut/le groupe prqjectif relatif à G est formé1 par les deux trans-
formations-fondamentales

( V ) F^ e-^^C _ ^
l M^\ 1 \.^1 ——— —————————————————————————•""••——————————————————— ____ ————————————————————————————————————————————— 1• • •i1 j. / .»—2<t7ra/ /»—2/ ' ' îT:Â_. .T^f ' ' i .il " ^ 1 ^ ^ _^2/:TC(À-.-i-a) ^. (_^"J /TCÂ _ •

(la). ' C^^: e-^^^C-}- i—e-"2^1, • ' . 1 , :

dont l'étude permettrait d'obtenir tous les cas de réduc t ion 'du
problème; c^est là une question classique sur laquelle il n'y a pas lieu
d^insister ici. , ' ' . *

Nous nous bornerons à signaler les cas immédiats où. A, ;j., a sont
^ rationnels tous trois, on bien À + a, et.a rationnels.

,, Si. Von veut retrouver le cas signalé par ' d 'Alembert, on doit
faire a = — 2, et il semble, d'après les relation.s obtenues, que ^ et [M
demeurent arbitraires.

( 1 ) Cf. ÉM. PiCAHi), Traité d'Analyse, t...UI, 1896, p. 3o4.
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, Dans ce cas,, une période de / K, d^ est en évidence ; c'est le produit
•i / .•, i .,(r-t-'3)(r—i')^" p- r -1}^ i ...̂par 2?.7c <lii résidu de -——————————reiatit a ^== a.y (<-—ay

En posant
/(F)=:<:t.+p)((.—i)>-(p-4-l)^,

ce résidu est simplement f^\a) :

f(a) = (a - iY-1 (a 4- 0^ ; ̂  - î -i- (^ + ?) [^(^ + i) - ̂ (^ - 0] ;•

La période P == ^ i T . / Ç c i " } vérifie l'identité

• O ( P ) = : - ( A + ^ ) P ;

mais, ê7?. Icussant\ et a. arbitraires^ une autre période ne peut s'obtenir
que par une intégrale de double contour, celle relative à — i et -+-1
par exemple.

.Le succès de d'Alernberfc tient à ce qu'au lieu d'intégrer l 'équation
de Riccati. que nous avons rencontrée, il a simplement envisagé la
relcuion invariante

PI=:((^—i),-h ( f f . + - p ) [A(a-r - i") 4 - ^ ( < a s — i ) ] ~ - = o,

qui donne immédiatement

a' •=-. ———— == }, ( a -r- i ) -h p. ( <ï - - î ), , : 1 f - ' ' . 1 • : -1.' -ÏB 'ï ' 1 ' ' 1 1 1 1 - I L I 1 • : " 1 1 1 '-;1; ^..11:*''
Cl -4- 0 .' "•'"„".

et s'intégre par la formule

a^Ae^^^-r- ^^" / '

d'où l'on conclut ensuite l'expression de p.
Une circonstcuice analogue se présentera toutes les fois où Von pourra

déterminer F une des péj^iodes P rfê f K^h^ en particulier toutes les fois
où l'un des exposants 'X, [M, a est entier négatif. C e s o n t l à d e s c â t ^ r / e
réduction exceptionnels, où le nombre des constantes arbitraires est
diminué d'une uni té .

Kemarque. — II esfc nécessaire de signaler ici !e cas singulier
Ann. Éc^Norm.^ (3 ) ,XXXVÎ Ï .— MAKS 1920. 1 - . . , . , ^ 9
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où À + ^ == o. En considérant l/équation P ̂  o, elle nous d o n n e alors

m ^,, , a'—— ^ + 2 À ( a + p)=r-: 0,d ou 1 on conclut

da . -
^ = a/, ou bien ^ =- 2}. /< ~i- c

et ensui te

P^- - -^-—^^—a^^^—i^c+^^^—fc^^ .
i ^ \ a A /

L^expression. de p est donc une fonction du second degré de ^

p ^ A - ^ + R ^ ^ B ,

où les coefficients sont liés par la relation

R ^ ^ A ^ + ^ A B - i - ^ .

Or si, nous pa-rtons de cette expression générale de p où A, R, B sont
des coefficients arbitraires, l'équation de 1/hodo^raphe

.. dv _ •('•— p2
du """"" 't"-"̂

peut s'écrire
/ ,, du
( 1 -- (,,- ) ̂  ̂  ,A ^^2 „,_ ̂  ̂  _j, )̂  ̂  ^ ^

c-est.une équation de Riccati en ^etd-Alernbert l'a intégrée lorsqu-elle
admet une solution particulière linéaire en .. En exprimant que 1-on
peut prendre pour solution pv + y, on trouve aisément

,,_ ï , A — R , .p — — ~, . q -^ ^———
, ,. . . A . ^ A ^ : , , , ,

avec la condition
•R^-A 2 . - ^4AB+.4 ,

qui est précisément celle trouvée plus haut. Nous- rencontrons aimi lecasÇ^^sigrt^épard'Alembert. ^ cunu le

On verrait, comme dans 1-étude du cas (111), que 1-équation
: ' 1 1 1 1 , 1 : . 1 ! , ! 1 1 d^ i1— p2 l l i : . , ^ ; ' . , 1 ; - ; ! , ; - ! - * .

, : : , \ ; , • ! , ciu '7' "+- p "1'1""0 ,, " ,, . , ., ., ,
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possède alors un multiplicateur (TE'aler

(,4-p) /r-^y-
^-^--^V^T; •

Comme, clans cette hypothèse, Kest comparable pour v\ très grand
à -5 le coefficient cr est constant.

Il convient de remarquer que Pexpression de p ne dépend que d'une
constante essentielle, puisqu'on peut, par exemple, en ajoutant à u une
constante ~ u^, annuler B ou R. O î î peut aussi faire c==.0y ce qui
donne

r 4- © / ^ 4- ï \ ̂p •== ^ y. i i1 -r- Q, ̂  u — —, 'a =- — 2 pi u, K
2^ ' ^ — — ^ ) 2 \ V — Ï /

où il apparaît nettement que la seule constante qui figure dans p est
l'exposant ^.

Nous verrons tout à l'heure qu'il est possible d'obtenir l'expression
générale de p qui correspond à la forme adoptée pour K.

Cas de Uéqualion linéaire en p. — Un cas particulier importante ' ) est
celui où l'équation de Riccati, qui définit p au moyen de a, se réduit à
une équation linéaire. Il faut et il suffit pour cela que l'on ait

À-4-^. -4-2- i - (X=0.

Inéquation linéaire
d9 —- ( ̂  — ^ ) — ^( ̂  -+- ̂  4- 2 ) f f (A —p i )—(A + ̂  4- 2 )
da ~ 9 — — — — — — ^ ~ Z ^ 4 - ï — a 2

s'intègre aisément sous l 'une ou Pautre des formes

(p - ï ) •= ( a - i)^ ( a + r)^ [c + 2 (^ 4- ï) f-——————^———^ 1 ,
L J ( ff- — ï )^+2 ( ci. 4 - 1 y^1 J

(p 4-'ï) == (a,—r)P-+- l{a 4- ï)7^1^ — 2 ( À 4- ï ) f—————^_____1 ,
; • L J {a-i)^(a^i)^-V

où n'intervient qu'une intégrale de différentielle binôme dont on peut

0) Ce ôâs est le premier des deux cas iûdiqïié's paï1 M. F. SIÀCCI, dans sa dernière
Note^C. ̂ ^ ^4^a.( .̂ SÈ.̂ I.CXXXIII, ï91âol^t 1901) ; lïoïïâ n^ fe^îendronâ i:>as .surson-'exaïn'eïi.



68 JULES D'RAClî.

i nd iquer aisément tous les cas de réduction., c'est-à-dire tous les cas où
elle s'exprime par la combinaison d'un nombre limité 'd'opérations
algébriques, d'exponentielles ou de logarithmes portant sur des^
arguments algébriques; ces cas sont manifestement. : ' \ 'entier ou
y. entier, ou X 4- a entier, lorsque A, [j. sont rationnels et de signe
quelconque.

Oo obtiendra ensui te u au moyen de a parla quadrature
r (a-^p)€la . , , f(p -h i ) da

a-u^-j L^^^_lo^^i)-J^^^-=...

dans laquelle, en dehors d'une intégrale de différentielle binôme avec
les mêmes cas de réduction que la précédente, figure l'expression

^(a) = fia -- i)^(a -r i)7' [ Ç————da-————— \ da.
' / J ' / \ / U (^—^'(a+ï^J

Si l'on se reporte à ce qui a été dit plus haut, les périodes P de
l'intégrale "

f Ki dv,
OÙ

' K - ( ^ ~ \ ~ p ) ( ^ — i y - ( v ~ { - i ' ^ ' .1 """ (^—a)^^-^

sont ici des solutions de réquation
- 1 . ' ! 1111 , , . ,. 1 1 1 ^(P^^o; 1 1 1 , ^ 1 . ^ _ 1 1 • . ! •

elles sont donc fonction de l 'une d'elles. La constante C est par suite
fonction d'une de ces périodes et comme elle est linéaire en p, c'est, à
un facteur constant près, l 'une de ces périodes.

D'après la forme de K^ on peut choisir pour période \ K^/P, le
' • ^ ' ! ^ • , ! " : ! • ! ! . JT

contour fermé F entourant u n e seule fois dans le sens direct chacun
des points r , — i , a, puisque K., reprend sa valeur initiale quand on
décrit un tel contour. Si l'on prend pour F un contour convexe qui se
ramène par déformation à un cercle entourant ces trois points, on aura
une période constante 2^ qui correspond à un cercle de rayon très
grand. Mais on peut prendre un contour F a/r<w boucles^ tel que celui
que nous figurons, et Fintégrale correspondante dépendra de a; on le
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reconnaît aisément en prenant un cas particulier, par exemple X = i,
p, .= — 2, où K'i est uniforme et où l'intégrale est iine somme de résidus.

Fiff. ^

II y aurait lieu .̂'e rechercher quel est le contour F qui donne C dans
le cas général; nous nous bornons à poser la question.

Examinons, plus en détail, lecas oùa == -- 2, cequientrame?^ 4- p. == o.
Nous avons vu que le résidu de K, relatif au pôle double a, donne une
période

P == ;U7T(Œ---x) )"-- l(a 4- ly-^iy2—! -+- • 2 Â ( a -r- p)].

On sait donc ici calculer explicitement l'intégrale

J-Y /, ____ r \Â--1

@ ( ^ ) = r a ( À + i ) --—————da
' } ' ' (a^-i)^

qui figure dans l'expression de (p 4--1) et Fon a

e(a)-=^-^-(——-^-).v / . (a+l) 7 ' \ ^ - + " 3 . , 2^/ /

La relation entre la période P et la constante C donnée par rintégra-
tion de l'équation linéaire en p est alors

• -Lp^^c,
2 in

ce qui montre que l'on peut prendre ici pour contour F un cercle
entourant le point a seul.

Pour avoir la relation entre u et a, il suffît de tenir compte dans la
formule

r ( a ~ r - p ) d a 1 , • \ .
' , ! !1 ; v l ^-V——j • ^_, . , '

de l'expression de a-h-p
• - , , • î —^/2 ^(Œ-l-Ï)^1

( a 4- p ) ==- ——— -4- C ~————-— ;
' " 2À • (a—i)^1 • ,
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on obtient a ins i •
.-.,=--.<;f^±_'y'^.

2 À J \a — i /

L'intégrale du second membre ne peut s'obtenir explicitement
lorsque A est une quantité réelle ou complexe quelconque; el le s'exprime
évidemment à l'aide des fonctions élémentaires quand X est rationnel,
on peut donc achever l'étude théorique dans ce dernier cas.

Des observations analogues peuvent se faire toutes les fois où a, exposant
de [v — a\ estun nombre entier negntif. Le résidu correspondant de K,
donnera une période P et permettra par suite l ' intégration explicite de
l'équation linéaire en p, c'est-à-dire, au fond, l'expression explicite
^ J (^^j)p.+i^^.^7^ loi^que À + .{x e-st un entier posit if .

Formes de Siacci. — Dans deux Notes très riches en résultats parti-
culiers, M. François Siacci a fait côîin&îtlrè récemment ( f ) un .assez
grand nombre de cas nouveaux d'intégration par quadratures de
l'équation de Thodographe. Il est aisé de les classer dans les cas
généraux et de les obtenir ainsi par une méthode régulière et uniforme.

L'équation de l'hod'oghiplie étant écrite (avec nos notations
primitives)

.——- ^ ̂ ,
, \/î — v2 du — ( p -+- p)-.———^ = o.

M. F. Siacci cherche à quelle condition rexpression

M^^^v/i""^)-^ 1

où
r , , r civ„ a = -€(, a .p dtt — auv — 'b I ———,

! \ tl , , J ' , 1 ! ! J r •— c>2

est uîî iiiultiplicateur d'Eulerpourle premier membre de l'équation.
Il trouve ainsi Inéquation

1 . 1 ! r/p^1-" ' ' ^ . i'"" !

du ^au^lt(9'~l^f>^n, ' , • . .

(1) F. SIACCI, C. R. Acad. Se., t. GXXXJ, i3 mai 1900, el t.CXXXiïI/ig août 1901.
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qui , pour a = o, redonne, s u i v a n t que n ̂  i ou n = r , la première ou
la seconde formule de d'Alembert.

Dans le cas générai, en posant

n ̂ ^ au-^^x^ p^^,i^

on obt ient , pour déterminery en ̂  Inéquation (un peu plus générale
que l'équation originelle étudiée, par Riccati)

dr̂+y~^-+bq^^ ^

équation que M. F. Siacci intègre par des séries dans des cas
particuliers.

Nous observerons qu'en partant de Inéquation de l'hodooTaphe
écrite c

û^ __ (\~~ ç^\ _

du \1 ' + o ) ~~ °'

le multiplicateur d'Euler, K, a la forme

K=: ( ( '+p ) (F—I )><(p -4 .J )P-e u ' .

Nous nous trouvons donc dans le cas où J, rat ionnel , se réduit à

^-^-^^^
avec *

A ,4- p. ̂ —(n 4- i)^ ^ _ ^ ̂  ̂

En laissant À,[J. arbitraires, on a pour déterminer p et F les deux
conditions

I Y — L - ^ O , p / - 4 - ( À - ^ - / J . + 2 ) p . 4 - / J . — À : = L ( p 2 ~ I ) . -

La relation entre p et L est définie par Inéquat ion différentielle

L ^ ^ ( A 4 - ^ 4 a ) p + ^ - X r = L I ( p 2 - I ) ,

dont nous savons former Tintégrale par le quotient de deux périodes
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de l'intégrale définie

f ( y -4-. p ) ^Â log(P-l) 4- P- lOîîi c-t-l) -+- LP ̂ , ^

Nous avons vu que si l'on. pose

L == / ( cos 6 -h l sin ̂  ), (̂  == r ( cos û) 4- t si n co ),

on peut choisir, pour définir ces périodes, deux lacets élémentaires
entourant respectivement les points i .et — i et dont la partie -recti-
ligne s'éloigne indéfiniment dans une direction 0)0 pour laquelle
cos(œo4-9)<lo.

Par exemple, on peut prendre o)o==-ïs i 9 est positif et inférieur
» , ?J

à TC, a)o =— — TC si 6 est compris entre TC et 2 T:. .
Désignons parF^r^ ces lacets élémentaires parcourus dans le sens

positif, on aura

f ( ^ + p ) ( P — ^ ) A ( ^ - i - - ï ) ^ e L l ' ^ = r A ( L ) + p S : K L ) , <
Jîll^ '

Ç ( p + p ) ( P — i )x ( p + ï )^ e^' eu' ^- C ( L ) -t- p D ( L ) ;
Jr_^

d'où l'on déduit l'intégrale de l'équation de Biccati considérée

A ( L ) + p B ( L ), ^———.—— == const.
L ( L ) - r - p J ) ( L )

II y aurait lieu d'étudier en détail les intégrales A ( L ) , . . . comme
fonction de L et des arguments À, p..

Supposons par exemple À et p. entiers positifs; on obtient la relation
entre p et L en égalant à une constante le rapport des périodes de
l'intégrale

' ^(P4-p)(( ' -^ l )X((,^ i ) | i^^ '^^

Si» par exemple, la partie réelle de L est négative, on obtient une de
ces périodes en prenant pour contour d'intégration un lacet entourant
le point v === ï et dont la partie rectiligne coïncide avec la partie positive
de Faxe réel du plan ç7. L'intégrale correspondante de Téqua-
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t ion "o (P) == [ — (X -4- a -+-2)4- ? L] P pourra être prise égale à
.,00

ï i = j ( c 4- p ) ( c — i y' ( r 4- i )!^ e^' di\
*-' ï

Mais si l'on observe que, /((*) désignant un polynôme entier,
on a

fe^/Çp) dv == ̂ '(j/O-) ̂  ^ f ' ^ ) -+- ̂  /-^^ -...)+ œnst.,

on en pourra conclure

f ̂ f^) ̂  =~ ̂  [-/(ï) - - fW + -/'(r) -. . .1.
«^i . L •-' •L"' Ju J

Dans le cas actuel

/ '((•)=:(('+ p ) ( r— ï y- (F+g ) î \

et ce polynôme s 'annule ainsi que ses dérivées jusqu'à celle d'ordre
(À — ï) pour v === ï. Il en résulte que si l'on pose

9 ( t . Q = = ( P 4 - p ) ( P 4 - î ) ^

on aura les expressions
f^ ( i )= l l o ( i )= :À Î^ ( i4 -p ) ,

f^^(î)==:ll^ ( I )=À! [^2P- l ( I -^-p) -+-2^],

/ (>^) ( i )^^ f^^)^^U-^(^_^^^-2( ,_^p) 4-2^2Î J•• -1 ] ,

/(^3'(i)=:/J^(i) ^ ^ ^ [ ^ ( ^ — r K ^ — s ) ^ ^ - ^ ! ^ - ? ) -4-3^(^—1)2^-2] ,
• • • • - • • • • • • • • • * ' • • • • • • • * . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . , ^

dont la loi de formation apparaît clairement.
Une autre intégrale de la même équation sera donnée par l'intégrale

»

f
90

12== ( p^pK^—i)^ ^-i)^1'^,

dans le calcul de laquelle il n'y apas l ieu , ici, d'éviterle po in t -+-i. Cette
intégrale est donc simplement

^-'-'•[jc^-^-r^^-0^^^-1)--^
et les observations qu'on vient de faire pour 1^ peuvent se répéter,

Âtfft. Éc. Norm., (3), XXXVIÎ. — MARS 1920. 10
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L'intégrale de Inéquat ion de Riccati entre p et L est alors

I.i : L= consl.
«

et l'on en déduit immédiatement la relation entre p et u puisque l'on
peut prendre L == e".

Dans le cas où X et [j- sont des entiers négatifs, les périodes de
l'intégrale

(\ v -+- p ) ( f — i ̂  ( f 4- i y' e^' dv

sont, au facteur 2171 près, les résidus de Cauchy de la fonction à
intégrer pour v = i et v =—i.

Pour ^ = i , le résidu de ( ^4 -p ) (? — i)^ (? 4-1)^^ s'obtiendra
immédiatement en posant ^== i+ ; r et cherchant le coefficient
de ^- dans le développement

£C i

^Çt ̂  p -4- ^) (9, 4- ^)^ ^L-hL-*^

Comme on a, pour | x \ inférieur à 2,

(, ̂  ̂ ,)^ „/, ̂ , ïy ̂  ,4,^ ^ ï + ̂ ^^^ ̂  +.
' ' V. 3 7 1 2 1 . 2 2^

et aussi
^L.r ̂  ^ ^_ ^ _ ,̂ ^2 ——_ 4- . .

X 1 .2

le résidu cherché sera représenté par la somme
r j,-(^i) L-^-1-2) jji i

g ^-^[r.....(- X + i ) 4 " ! . ̂ ..(-Â^.) 7 i • 1 ' /. i.'
, \ ^ L-^-4-331 ^ ( ^—i ) i 1 ,,1 •

, , • ' '" + 7 .2 . . . ( — X — 3 ) Ï.2 ^"^"•J:

' _ r ^-(X+â) ^-(A+3) l • ^ i • ••
i_ /»L • •>U- - | _________________ _4«. _________________ !— .̂

, [l.2.. . ( — — À — 2 , ) I<2 . . . (—^- -3) « 2 .

- . J . • ' • • • , . , - L^^ ^(^-x) 1 1 ']
i ' . . : . ; 1 Ï . 2 . . . ( — À , - ~ 4 ) - î . 2 . l , 2 2 ' J Î !

où les développements s'arrêtent aux puissances négatives de L.
Le résidu relatif à v '.= — i aura une expression analogue, et le

quotient de ces résidus, c'est-à-dire l'intégrale de réquatron de Riccati
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qui définit p en fonction de L, aura une forme explicite voisine de
celle qui se présente pour À, [x'entiers positifs.

Lorsque X et p sont des quantités réelles quelconques^ on parvient à
des développements en série convergente de l'intégrale I < en cherchant,
pour I m o d c ! supérieur à i, un développement convergent pour le
produit ( v — 1^ (<.' 4- ly. Ce développement résultera immédiatement
de l'identité » " •

(p - i)>. (r 4- ,)^== ̂ -pYi - ̂ yYï 4- L^

et de la formule de Newton.
On obtiendra de même le développement de L en remarquant que

l'on a
r ^ 1

ï^-== 1.1-4-13 avec ï^= (r 4- p) ( r— i)^' 4-i^e^A',
, . • /_ i

et que pour cette dernière intégrale (^ — 1)^(^4-1)^ se développe
sans difficulté en série convergente suivant les puissances positives
de y .

Ces développements convergents de I^ et de la sont des fonctions
analytiques de la variable réelle À, par exemple, fonctions qu'on peut
chercher à étendre au champ complexe. L'extension naturelle est faite,
précisément parla définition de I< au moyen d'une intégrale prise le
long d'un contour fermé, adoptée dans le cas général où À et y. sont
des quantités complexes quelconques.

Deuxième forme. — M. Siacci a étudié divers cas particuliers où
l'on peut donner au multiplicateur K, de l'expression dv — (i-^-î- ) clu^
la forme

K=a(^ 4- p ) ( ( 1 — a)0^— îY (('4- \Y\

Nous avons déjà rencontré le cas général où ^., pi, a sont des
constantes complexes quelconques à propos de la forme (III) de p,
donnée par d'Alembert; il nous a conduit aux intégrales hypergéomé-
triques classiques.

Examinons rapidement les réductions qui se présentent dans les cas
signalés par M* Siacci.
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a. A .== a ==—i : Les points ï et — i sont des pôles simples de K;
on a donc pour déterminer ci et p, au moyen de <jy les équations

cr( ï -4- p ) ( r — a)^==-.Tt,
^ ( _ - , ^ p ) ( , 4 . - ^ ) a ^ r ^

d'où Pon conclut
/ P \a / p \ a 1(J_^ +(JL^) ^,^
\ p 4 - » / \ p - - i /

avec, d'ailleurs,
O-r^Ce^..

Des conclusions analogues vaudraient toutes les fois où À, y, sont
entiers et négatif s.

b. a == ï : M. Siacci observe qu'en écrivant l'expression de K

K = ( P - + - p ) [ / ( i - 4 - (•')-+- în(i—^y ( c — ï ) ^ p+ î ) ^ ,

ce qui, avec nos nota t ions , entraîne

o=(^,)a, a=:^t^, ,

on a pour déterminer /, m, p les trois relations

^ (p+ ï ) / ' 4-p^ = 2(};4~i)/,
a ( p — ] ) / / ? / ̂  ̂  m =—2(/ j . "~(~ i)/7i,

(/ _ inY^ C ^(a+-A-+-p.+2)«.

, Pour a == ï , on peut déduire des deux premières une combinaison
intégrable en tenant compte de l'expression de ( / — m ) ; l'iritégrale
correspondante sera

. • ^L±^ ̂  ̂ ig^0,̂ . 2C ,e^^+^ •
^ -4- l p, -.̂  i A -+" ^4- 3

ou encore
c.^^Ft^.K^^^ ^ ,(^1^1).

' , }i 4-1 . ^ 4~l A 4-JJL-+" ï ' ' , , •

En supposant G^ = o, M. Siacci achève l'intégration. On aura dans
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cette hypothèse
m l o^'A+p.+.a^

S -4~ p 2 1 - p •• 2 j—— p 1 — p

À •+- 1 }, 4- p. 4- 3 . ,a 4- l À + |tx -f- 3 • JJ. 4- i À 4- l

et la première équation entre p et "X donn'era
^ 9' ^ • P"

.,̂  ̂ î̂ LL^ = ____i±___ ̂  ̂ + t Â-^ +^^ + 3,
'• / • ' 1 -f- p ' . ^ 1 — p 2 1 — 0 ï -4- p

p, - h l À 4- ^ 4- 3 ^ 4-1 À 4- i

d'où Fon peut conclure
À - + - ^ ^ f_i±J_\

, , g ., À 4-PL-h-3 ; \ À 4-p. 4-3; l^^^p ———————^^__^———————^^-^__^_———_^

Lp+^^rrir^) p-^2^)-^-^) p-(iï7ï-.)J
ce qui s'intégre à vue.

Étudions d'un peu plus près les résultats précédents.
Avec nos notations, l ' intégrale (^ peut s'écrire (puisque l'on

a ^1= cr(i — a), 2 m === — a(ï 4-^) sous la forme

r r ( y - ^p ) ^—^) . ( i — p ) ( i 4 - a ) 4 1^^^^^——^^———+——^——-^+^+3J- ^

Cette intégrale C^ est, à un facteur constant près, une période de
l'intégrale Aîr/^ où K = a ( p + p ) (^--ûO ( ^ — i ) ^ (^-^i)11' et cela
quelles que soient les constantes^ et p.. Proposons-nous de chercher à
quel contour fermé F elle correspond et pourquoi on a pu l'obtenir.

Nous observerons que le produit {v 4- p )^—a) peut se développer
suivant les puissances de Çv — ï) par exemple ; en écrivant

( p ,-(- p) ( p — a) == ( P — l 4- l 4-p ) ( P — ï 4- ï 4- a)
= : ( ^ _ i ) 2 - { - ( p — . i ) ( 2 4 - p — a ) 4 - ( i 4 - p ) ( î — ^ ) ,

on aura
rK^==a[ f(^—I)À-4-2(( ;4-l)t^^

4- (2 4 - p — a ) r^—i^-1)^^!)^'/- ' ï
^(l^p)(,^^)J(P-. l)A((, ,-+-01 '^ -
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Soity pour abréger récriture,

D(}., ^)=:f(('~i)^(p+i)^^,

où r est un contour fermé tel que (^ -1)1 (^ -h i/ reprenne sa valeur
initiale quand v le décrit; on aura donc aussi

FR^P = o-[DO + a, ^) + (2 +• p - a) !)(}. -h î , ^) + (i + p) ( î — a) ]) (}. ^i)].
Jr

Mâ-is l'identité évidente

(,^,)).(,^,)^^^[(,_,)'A(.+I)^]

x [ ( ( . — l ) ^ ( P 4 - I ) t J • + 2 ( ^ ' — — I ) À - l ( c + I ) ^ j
^-+-1

donne immédiatement

(^ 4-^+0 (^ — l)^ ((; + i)^= ̂ ; (^ - « ̂  ?<' + « )P'4-1.- 2 À ( P - i)>-1 (P +1)'^,

d'où l'on conclut, ea égard aux conditioîfs imposées au contour F, .

"^^-r^-x00-''^- .
Nous aurons par suite, pour tout contour r,

fK ̂  = (7l) (À , ^) [(x + p) (i - a) - ̂ .̂  (^ + P— ^)
• ! Jr - ' L .. ' Â "^ ^ "T"2 •

- • ' , • ^ ( À - t - i ) ( À + 2 ) 1
''" ( ) , - ^ ^ 4 - 2 ) ( X + ^ + 3 ) J *

11 n'estpas nécessaire de connaître D (A, p.), qui est constant, pour
obtenir l'intégrale

^ r • 2 ( À + i ) - 4 ( } . 4 - i ) ( Â + 2 ) i
C^a[(,+p)(.-«)-,^^(.+p-«)^(^^.^\^^^

et l'on vérifie aisément l'identité entre Ça et Ci :
2(^-+-r)(^.+i)Ci=(^+^+2)C2.
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Cette intégrale Ça peut évidemment s'obtenir de même'en partant du
développement de (^ 4- p) (c5 — a) suivant les puissances de (^ 4- i) et
faisant usage de la relation

D(À,p)=:^^^^.I)(À.^.^i).

Si l'on prend pour F le 'double contour ABA^'B""1 relatif aux deux
points — i et 4-1, la fonction D (^, (J.) s'exprime aisément à l'aide de
l'Intégrale eulériênne de première espèce et les propriétés précédentes
résultent de celles de la fonction r(s)^ Intégrale eulériênne de
seconde espèce. <

En posant v •+• i ===-12^, on a en effet
(p —x)7^? +I)tA^==(-~I))t-2À+(J-+l ̂ (l — ^'À^,

d^où l'on conclut

j ( ç, —. i)X ( y ̂ ^ dv = a î1 + 1 e^^ B ( ̂  4- i, 7. -+-1 )
«-'ABA^B-1

avec
B(^ ̂  =f ^ ^-!(r - t)^ dt = (i - e '̂) (i -- ̂ ^^n l̂l̂  .

Ce qu'il faut remarquer ici c'est que aes circonstances analogues se
présenteront pour toutes les valeurs entières et positives de l'exposant a*

Bien plus, si Fon a
K=(P 4-p) ( ( ?~a) a (P - ^ ) P . . . ( ^ —^(P-i-l)^

et si. tous les exposants relatifs aux facteurs a, & , . . . autres que — i
et 4- ï sont des entiers positifs, on pourra encore former une intégrale
qui sera un polynôme en a, A, ..., p, les degrés en chacune de ces
lettres étant égaux aux'exposants.

S'il existe des exposants non entiers positifs, la présence d'exposants
entiers positifs amené toujours une décomposition linéaire de toutes
les périodes suivant les puissances de la ou des variables correspon-
dantes.

c. "X =='—1, a== — (p-4-1): Dans ce casy on a

' • • : y__ (^p)^4-X^ , , • • /
^—"( t ,——!)^^—^)^ !^
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les poinis p == i et - == o sont tous deux des pôles simples de K.
Nous pouvons donc en conclure que cr est constant et faire cr == i ; le

résidu relatif au pôle i donne alors

Î - + - P ==r,( i - a ) ^ 1

d'où
( a ^ p Y = î \ ( i — a ) ^ ~ ( i - a ) .

Il reste à intégrer Inéqua t ion

da = (^P)^ == 'r,(-̂  - ———1 da,( î — a 2 ) ^ ( i -4 -a ) ( f 4 - a ) J

ce qui peut se faire explicitement quand [JL est rationnel, au moyen des
fonctions élémentaires

; — M o ==—log( 1 + ^ ) 4 - r î f ( i — a ) P - da

On peut traiter de même tous les cas où X est un entier négatif et où
la somme 0-4- ^ est un ent ier positif, c'est-à-dire où le point i est un
pôle de K et le point - == o un pôle aussi, puisque /a fonction est

uniforme à son voisinage.

Examinons d'abord le cas limite a + pi == o avec \ === i.
On a

K^.f^^y,\y — i ] \ ^ — a }

et le résidu relatif à v == i donne l'intégrale

q-(l+p) _F ' . ! •
• .] . . , , • ! ^——^<~11- ,' , ! ,

On remarque en outre que, pour ] p| très grand, on peut écrire

cr i + -'-(p -h- p.) +.. .
K=^——^————————J==^+^[ï+p-^^(i4-a)]+...;

hr- ^ (i-+-^a) •+•...
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un contour fermé analogue à un cercle de rayon très grand nous donne
donc une période de f ' K d v représentée par

^7ror [ ï4 -p4-^ ( î4 -^ ) ] ,

d'où une seconde intégrale

o-[ï4-p-+-p(i-+- a)]=r^ ,

Cette intégrale Fa, où l'on t iendrai t compte de l'expression actuelle
de Œ, a == Ce", s'obtiendrait aussi directement en pariant de l'équation

0"'
p — — a ( et 4- a1 ) -|- p. — 7 4- ?'==• o.

La relat ion entre p et u est donc

^ ^"p) _ r ^2~~ ̂  "4" p^p——F—— — -2 — ———————'— î
1! L ^ J

où Œ == C é?". •
Supposons maintenant À === ~ i et a = = = — [ J L + I par exemple, ce

qui donne
K^a0 ' "^^—a)1-^^!)^^ ( ' — i ;

Nous aurons d'abord, comme plus haut, l'intégrale relative au
pôle v = i,

aO+p^î-a)1-^]^

Ensuite, au voisinage de - = o, on peut écrire

,-. / , / ay-v-/ i \p - / ï \-1
K=.(^p)^-^ (r4-^) (r-^ ,

et l'on a
/ a\l~\J' , . a u (u—ï ) a2

ï — ~ := i + a — ï ) -- + •—'————- —+. . . ,
\ (7 / l (-' 2 (̂

/ ï \ P - r H(H— ï) î
I 4- - == 1 -+- y. •- 4- '—^———- -î 4- . . .,

\ P / ' ( 1 2 ( î 2

! /• î \ - ^ 1 " ï . ï 1 " ' ' ! .
1-—- ==1 4- - 4- -î -+-. . •;\ p y p (^

^///z, ̂ . Norm., (3), XLXXVÏÎ. — MAKS 1920. U
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d'où l'on conclut enfin.

K = (TP 4- G const.-+- -. ?[(?• + Q -+- (^ — î )^ ]

^-t)^(^-.)a-^-^+^2i+.

II existe clone une deuxième intégrale entière

Jp^^,,)+(^;),,]4-^^

Comme d'autre part cr==Ce 2 " , on peut regarder la détermination
de p et de a comme achevée.

La méthode supplique manifestement aussi toutes les fois où
04-. jjL+X est un entier positif'. Il n'y a pas lieu d'y insister davantage.

Troisième forme. — Une troisième forme indiquée par M, Siacci
comporte deux cas différents : A et B,

A. Dans le cas A, un facteur^intégrant de la différentielle

a la forme

/ r -— v- \
d{- — ——— d{(

\ ̂  4- p /

1 1
cr( P 4- p ) ( f — ^i )2 ( t' — a^V

Nous sommes donc dans l'hypothèse où ( — ) == K est rationnel
en v et où l'on a

^(^p)^- '̂:?^
En observant qae z est donné par la quadrature

3 ̂ f ' ̂ -^ v/(̂ :::^7)̂ ^ d9 4- $ ( u ),

on définit les éléments a^ ci.^ p et G" au moyen de u de la manière
suivante :

La somme î- 4- î- — i — i -h 2 se réduisant àïunité, on aura
' 2 . 3 , 1 ! 1

o-^o, d'où o"=Coe".
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Les résidus de f ^ K d y pour p == i et P == — i sont des constantes

cr(p -h i) v/(i--^0(!-=~^=: Fi,
<7(p — i) v/(i 4- ^i)-(i 4- ̂ ) = i\.

Nous sommes ici dans un cas exceptionnel déjà signalé : le
point - == o est un p'ôint ordinaire pour K, et si l'on prend l'inté-

grale f \/Kc/v le long d'un cercle de rayon très ^'rand, on aura un
résultat nul. D'où l'on conclut en particulier

0== 9. Z7T [ g ( P •+- ! ) ̂ (^ ̂  ) ( I ——^) , 0-( î —— p) ̂ ^"T^l ) ( » 4- ^2 ) 1

L ^ •-Î J+2^^^^/(7":^^^rtl v /

La dernière intégrale est donc une combinaison linéaire des deux
intégrales T^ et Fa, à coefficients constants.

Nous avons vu que, dans ce cas, il fallait remonter à l'équation

p ̂  ~ 2 a/(a,+ a;-) -h ^j3/(^--h ^-) 4- ̂  - À 4- p^ o,

qui nous donne ici

a i= :a2==~3 (3/=:o, X = = : ^ = = î ,

c'est-à-dire
p -^ p/— _ ( <r̂  ̂  a^ 4- ^2 -+- ^a ) ̂  °^

d'où l'on conclut
o-^l±^=Ce- 1 .

2

En résumé, si l'on prend simplement cr == e3^, on aura, pour
déterminer a^ a^ p, les équations

p2 ^-2" 1 1 1 '
i •+ a^ a^ — ( a^ •4- 03 ) = _ ^ »

r"2 e""2"
l 4- ^i f/â + ( ̂ t -+~ ^2 ) ̂  ^ ^ ?

2 p — ( Oi 4- (^2) == 2 C ^"-"";-
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d'où l'on conclut, en égalant les deux expressions de (^ -+- ̂ ),
-jp p-2
/ A,,,.,,,., __ ï —— /, /. ^Itt f, P aU

(p-02 (p4-i)2-^ -^ •

C'est l 'équation qui définit p au moyen de e".

B. Dans le cas (B), le facteur intégrant de la dif férent ie l le

d^ Lz^l\^
a la forme

g ( p 4- p ) ( v — a '
(^-o Vï~=^,

Si l'on a, par exemple, a == ç, où y et/? sont des entiers qu'on peut
supposer sans diviseur commun, nous sommes dans l'hypothèse
où ( — ) = K est rationnel en 9.

On déterminera o-, a^ b, p en // de la manière suivante :
Le degré de ^K en v est ici —i ; le pointl- = o est donc zéro simple

de VK, c'est-à-dire que s = o et a est constant.
On aura deux relations entre a, è, p en exprimant que les résidus

de ^K pour 9 == i et ^ == — i sont constants

<P-)(^y=r,, (,-.)(i±-y=r,;

elles définiront a et & en fonction de p.
Il restera à intégrer l'équation

^-^K^-ri-p)
ou encore Inéquation équivalente

p/.4- ï[^^_(^4^/)]=o,

pour obtenir ^ au moyen de p.
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Si l'on pose
P_ ^( r, \i / r, yi

A = ——— ? B •== ——— î
Vp-H/ \ p — î /

on trouve sans difficulté

, ( î - - A ) O - B ) ^ [• f f<o f r/p 1
u + confias———^——+^U7——B-j7-±Aj-

/ ,J_y.

Tout revient au calcul d'une intégrale de la forme ———, où il
X7! 4- î

suffit de poser x = y9 pour obtenir une intégrale de fraction
rationnelle

fîZ!Z^.
J .r^-t-1

Dans le cas général où a est quelconque, les formules précédentes
subsistent. Le calcul de u au rno^yen de p se ramène à l 'intégration
, r dx , r/ xa""1 ^yde J-^-^ ou encore de J (1-7) y

Quatrième forme. — Pour une quatrième forme indiquée par

( ^ __ p2 \

M. F. Siacci, le multiplicateur K de la différentielle, dv — j <a^/,
peut s'écrire

„ _ ^(^-^p)
K- (^-i) î

où p. est du second degré en v.
Nous avons donc

J ̂  ——î— — —î— — ———— 4- L 4- LI P-
(••' -f- p ^ î — l (••' -+" I -

Examinons le cas, un peu plus général, où

, T A U - , .1 _ _____ î __ _i '_ i_ î _i | (î«j — ———— •-1— "•—"""—— ~i— '———— —r' ju ""T ju j[ v" *(, _^- p p — j (' -^ î .

On trouve aisément (soit par une étude directe, soit en se reportant



86 JULES DKACH.

aux résultats antérieurs) pour déterminer L, L,, ? les équations
H—3,Li==o ,

I / — L - 4 - p L i = = o,
p / - i - f J L - ~ Â - 4 - ( ^ - + - ^ - ^ 2 ) p 4 - ( I — - p 2 ) ( L • — p L l ) = = o .

On a, d'ailleurs, alors

K = = $ ( < / ) ( P -4- p) (P - î)' ( P -i- i)^ ̂  4"LlT.

où $ (^) est donné par
et)/

- ~ = = Â - t - ^ . 4 - 2 — p . L — (l —p^Lî .

Les périodes P de l'intégrale
i,>*t

f( (. + p ) ( p —— i )A ( p -(- l )P- e'' p 4- Ll T ̂ (î

t.'

satisfont à l'équation

•W-^^^Ê^-^0

•+^ p [ ^—p—(^-^^+2)p4- • ( I—p 2 ) (L -pL t )^= IP ]

àç
avec

2^=(l——p2^^.^. p ^ — — ( ^ -+.PE.4- 2),

et le quotient de deux d'entre elles donne une intégrale de U ( P ) = o.
Suivant la nature arithmétique des constantes À et p., ces intégrales

ont des formes très différentes, ainsi qu'on l'a déjà observé en général ;
nous nous bornerons à en indiqaer quelques-unes.

Si À et ^ ont leur partie réelle positive ou négative maissupérieure
àÇ—i), on pourra prendre, pour trois solutions P distinctes, les
intégraleé rectilignes >

/,4-1 /»oo /-* oo

\ Ki^, l Ki^p, \ K^/P,
^—i ^~i ^+1

les deux dernières étant prises le longde droites qui partent de — i
et de •+- ï et s'éloignent indéfiniment dans des directions telles
que L^2 a sa partie réelle négative, à la condition que ces directions
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appartiennent à dewx' secteurs différents, issus du po in t ^ == o, où celle
condition est remplie.

Si "X et ^ ont leurs parties réelles négatives^ inférieures ou égales
à (—1), de telle sorte que les points 4- i et — i soient des infinis de
l'intégrale ^ K, dv^ on sera obligée en général, de prendre pour obtenir
les périodes P des intégrales suivant des contours qui comprennent
deux fois les chemins recfcil ignes précédemment indiqués et un petit
cercle entourant soit le point (-4- i), soit le point (-- i).

La troisième période P correspondra, soit à un contour partant de
l'infini dans un des secteurs où la partie réelle de L^2 est négative et
y revenant dans l'autre secteur analogue, soit à un double contour
formé avec les points i et (— i). Si A et y. sont des entiers négatifs,
deux des périodes pourront être des résidus de la fonction K, uniforme
au voisinage de 4-1 et de — i (et même, ici, partout)^ la troisième
sera l'intégrale prise de oc à co suivant le chemin indiqué plus haut.

Dans le cas particuirer indiqué par M. Siacci, X = ? . = = • — i ; on a
pour ces résidus, à des facteurs constants près,

, L+^LI , , ^L+^LI
(p -h i )e 2 , (p -~ i )<? 2

d'où Pon déduit l'intégrale ,

- P-^-u-r——— c/ — \ji,
p-4-i

Cette intégrale est aussi celle de l'équation en p7, écrite
p^^p^L^o.

La relation entre L et L< se déduira alors de l'équation différentielle
,. dL ..

2L15L:':=:L~PL1-

où Pon doit remplacer p par son expression — ^ ^? c'est-à-dire de
Péquation

jiL—JL^ ï+ce2L
" <^Lj Li i — C e^'

Nous ne savons sous quelle forme M. F. Siacci a intégré cette
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équat ion, si tant est qu'il l'ait intégrée. D'après notre théorie, on
parviendra à la solution de la manière suivante. .

Supposons la partie réelle de L, positive; le produit L^2 a sa partie
réelle négative quand on suppose ^très grand en module, son argument
étant èg^'à ̂  - On aura donc une période P de l'intégrale s K, dv en
prenant

p- r^^^^\it~l..(^+ï) '
où la partie sous le signe f se déduit de K, en posant v == il et où
l'intégrale est une intégrale rectiligne ordinaire.

Le quot ient de P par un des résidus déjà obtenus, où l'on rempla-
cera p par son expression en L, égalé à une constante arbitraire,
donnera la relation entre L et L ^ .

La nature transcendante de P apparaîtra par l 'étude du cas où L et L,
sont réels, L, étant toujours positif.

On trouve alors immédiatement
i.. r30 . "L^ dt r90 . - .-^L^ dt- P1 := p I ces Lt e ~ ———- — j tsinL^t e " ———-î
2 r^ x-^2 J, I+^

et les deux intégrales du second membre peuvent se développer en
série convergente suivant les puissances croissantes de L ( ^ ) .

Nous obtenons ainsi

-^^-'•^(-T^.
0

en posant
r , -l1^3 ^!- : , ^ t ' ï l € 2 7^' ,.

Passons au calcul de $^ : On a, sans difficulté,

^-.^.^f^-.)>-^•<2^=———^(n-^)(^)'l-, '
Jo yaLi \ 2/ \L'l/

et l'on conclut de la suite d'égalités analogues, en tenant compte de la

( 1 ) La convergence aura lieu pour r— <lï, ainsi qu'on le voit en cherchant la limite
• , ! ! ' , ^t . .

de ^,t : ̂ -i.
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relat ion fondamenta le

T ( z - + - i ) = = z I\z} • et de T ( ^ } = yï :

'-"•-"••--^[-à-Tf-ny--
^(-o-——^]

avec
/•-- --IL^ r/£

^i e • T-^-

Pour calculer ^o, on observera que

^^'WY^—-^
Jo î -r- <;

donne
^F, ___ i r00 -^L. ,14- / . _ î_ ^-|Li / 0 0 " , - | L « / 2

^L7~~~a^ € c t ~ " ~ ï G j^

et comme

r^1-"^-^ ^.-l.-»^=^iil=i/TC
Jo V/aL,^ \/2L, V aLi

on a simplement
^'——-i -^" /1E
^Li - a 6 \/ aLi'

Mais la fonction Wo se réduit pour L) == o à

F dt —TC

J, '^t2-^'
on a donc explicitement

^ = î_ t / Ï f'-^-l'- ^^
0 2 V 2 J, a ̂ L,

L^intégrale qui subsiste ne peut s'exprimera l'aide d'éléments plus
simples. Il suft i t en effet de poser L, == 2 se1 pour obtenir

r "g-l'-'J^^^ ^xe-^d.v=\/'3A(x),
Jo 2 \/LI JK

^B». Èc, Norm., (3), XXXVII. — MARS 1920. 1 2
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où A (.r) est manifestement une transcendante nouvelle»
Ainsi , on peut écrire

„ 7T l^ {- ^-i , / /L.
^^^i-^^A

L'expression de la période P sera par suite

L2" / a/?. 'IP^V> ^ ——^ 0-4.
Ari •2 /À 1 \1 L

^< L2^ / 2/A [' ï i . c
• -I^^^-TJL1"^^^T^f'-r^---^-'»"-1^-.^-32]-A-1 / L ^i ^i ^i J

0

et l'on peut remplacer le coefficient de (Py par une expression finie

~ p ( e1' 4- e-1-) + ( e1- -— e-1' ).

On a donc, dans l'expression de P, une partie

«1-1/1.4-p , P — î i ^-n: e2 ——î- ̂  4- -—— f?"1'V a 2 ^

Fi g. 3.

où l'on reconnaît le produit par n: de la différence des résidus de la
fonction

( (> 4-. p) L('+ ^t i t - t
, ! ( ^—o^

pour les pôles 4- i et — ï .
En considérant l'origine première de la période P comme intégrale

définie, on voit aisément que la partie restante représentera une somme
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de deux intégrales analogues prises suivant deux lignes allant de
l ' inf ini à l ' inf ini dans une direction convenable qu'on pourrait peut-
être obtenir directement.

Dernière Note de M. Siacci.-— Dans sa dernière Note, M. F. Siacci
indique deux nouveaux cas, qu'on place aisément parmi ceux que
nous avons signalés.

Le dernier, où le multiplicateur K de dv— f-Lz-îl2^ du a la forme
\ (; + p )

( l—F)~ (^i) (, ̂  p^-l (,, „_ ^)a-^

a déjà été étudié à. propos de la forme III de d'Alembert
Si nous écrivons l'équation de Fhodographe

dv __ ( i— p2)
du u(P -+- p ) '

on a dans le premier de ces cas

p==A.u\/2c 4- ^-t- B(c 4- u2),

et l'on peut observer tout de suite que le changement de u en u y^ permet
de prendre c = i, puisque A désigne une constante arbitraire.

En posant alors, avec M. Siacci,
_ \/2-4- u^'y — ^ (B — i.)ï

on peut donner à l 'équation à intégrer la forme différentielle exacte
______ydy_____ ____^____ _
^(y-î^^^r+i + (^"r^y^rrr^--°» • •

dont l 'intégration est évidente.
Nous remarquons qu'avec

, / 2 \ ï
^^-^(B-r^

on a

ydY=.———^d"——+(^-+ï\-^u———y y tl^K—^.•)ï+\us'l}'[ï^=7r'
le coefûcient de dv dans la foraie intÀgrable de l'équation à variables
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séparées est donc, en t enan t compte de l 'expression de p, ,

/ a \

(H — r) j (i-- r2) ^^-^y^(B-.)^AV^ ^ i)(B—i)

__ 2 ( r -hp)
a2 (i-^)

^—^^ p '/^ + — ( B p — i ) - i
«•' «J '

On conclut de là que le mult ipl icateur K qui rend

rT/7 /ï——^\difK dv — ——— —L V ' + p / u

différentielle exacte est de la forme

g'0-'-4"p)K = =
( ^ '—^ (c - ^ iX r - ^ )

II gardera également cette forme pour l ' équat ion canonique

d^ — ( ——— j du == o,
\ . ^ 4 - p /

et nous avons vu que, dans ce cas, les éléments a, p, b^ 63 sont donnés
par les équations

-==-., p^p^r)
^,-+.p. ^2 4-p

1 — ^

^)-
l — ^i+ p ; 2 — b,, -+• p '

D'après notre théorie, on les intègre parles formules

— f f ( ' — p )p=-5 ( ' + p )
- a ( i-6,)( i_^) '

(^+p)

Q
2 ( I - t -&t) ( l+^) '

B - ç (^+P) n _- (^+P)
D l - f f (&î- , ) (&,-^) ' ^-^(^-^(^-ô,)'

t7=Cff-2't,

où les constantes P, Q, B,, Ba sont liées par la relation

" P + Q 4 - B i + B 2 = = o
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qui exprime que, dans l'expression

P 1 0 ' BÎ &IA — __ » ^- _ ; . . _'•___ _> ____,
.aX —— —————— T~ i — — — — — — ' , — — l « 3ç — l C 4-1 (.< — /^ c — ̂

le coefficient de p3 disparaît au numérateur, ou encore que la somme
des résidus de K est nul le .

En ajoutant une constante à u, on modif ie G et, d'après la manière
donto- intervient dans les formules précédentes, les rapports de P, Q, B.)
à l 'une de ces quantités sont seuls essentiels. Ainsi l'expression de p
ne dépendra que de deux constantes essentielles.

Les deux premières équations, mises sous forme en t i è re en b^ é^,
donnent immédia tement

, , o- /1 — o ï 4- p \
^^H-o—p) '

. y cr / f — p î + p \
^^^jA^^-r)'

Nous poserons, en tenant compte des remarques faites,

i / i î \ i / i i \ ,-v~^+p)=2' 4(0-?}=-^'
de façon à écrire simplement

^i-h bî= 20- (p — B), i 4- 6i 02= 2 c r ( B p — i).

On a d'autre part, en ajoutant les deux dernières relations,

(^-^)(B,-B,)=.[^±£+^],

qui s'écrit encore
; ( & , + & , ) ( & , é , . - i ) + p [ ( 6 i + - & , ) 2 — a ( 6 , A , - ^ > ) ] i

(^-6 , ) (B, -B. )=^—————————(^4-^) 2 - (6 .+^) 3 —————————•

Le dénominateur du second membre se réduit à

4^(B2-I)(p2-l),•

le numérateur correspondant est

(i-p'-^^B-p)^^];
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on a donc simplement
c r (p -B) -B _ a ( p - B ) - B

^-^-(B.-,)(B,-B.)-——D——?

d'où l'on conclot entre 7 et p la relation entière

^2(P-B)2-^KO-B)-B32=8ff(Bp--I)-4

= 8 T B ( p - B ) + 8 f f ( B 2 - l ) - 4
ou encore

^-lJ?)[^P-B)"B]2+B !(8(y-^/^)=o.

Ainsi on a, définitivement,
i in R 2DB

^-^-^Ï/T-TF^
C'est bien Fexpression de M. F. Siacci où A = •1 ^-4D2

Paris, i4 lévrier 1917.


