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ANNALES

SCIENTIFIQUES

L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE.

L’EQUATION DIFFERENTIELLE
DE
LA BALISTIQUE EXTERIEURE
ET

SON INTEGRATION PAR QUADRATURES

Parn M. Junes DRACH.

e ey i

Le travail actuel (*) a pour but 'application & 'équation de la Balis-
tique extérieure, mise sous la forme

dy 1— 2
( 1) —_—— T e———y

du Y -p
ou p est une fonction arbitraire de la variable «, des méthodes de
Jormation systématique de tous les cas de réduction, indiquées (Comptes
rendus de ' Académie des Sciences, t. 158, 30 mars 1914, p. 926) pour

(1) Ce travail a été présenté a I"Académie des Sciences le 5 mars 1917 et renvoyé &
la Commission de Balistique (c¢f. Comptes rendus, L. 170, 23 (évrier 1920). M. A. Denjoy"
m’ayant manifesté le désir d’étudier, pendant son séjour au Polygone de.Gévres, les cas
nouveaux d’intégrabilité de I'équation de la Balistique qui résultaient de ma théorie, au
point de vue des applications pratiques, une copie de ce Mémoire a 616 adressée en
méme temps &' M. le général Charbonnier, directeur du Polygone de Gavres, pour étre
communiquée @ M. A. Denjoy, a toutes fins utiles. ‘

Ann. Ec. Norm., (3), XXXVIL. — Janvier 1920, ' .0
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l) P(+v)
dz — Q(r)’
de degré déterminé, i coefficients quelconques en .

On s’est borné ici a ’examen des cas out 'intégration compléte de (1)
se fait par des quadratures. La fonction g («) peut alors étre définie &
I'aide d’opérations, en nombre limité, qui sont, dans le casle plus
général, des calculs d’intégrales de fonctions bien déterminées prises
dans un champ complexe, le long de contours fermés. :

On fait voir également comment cette définition de p(u) est liée a
la détermination du groupe de rationalité d’'une certaine équation
linéaire aux dérivées partielles et & la réduction de ce groupe.

Enfin 'examen de tous les cas d’intégration de I’équation (1) anté-
rieurement connus (d’Alembert, Legendre, M. F. Siacci) permet.de
les situer parmi les classes étendues d’équations (1) que nous faisons
connaitre et dlndlquer les raisons précises de la réduction du pro-
bléme.

Il convient d’ajouter que la recherche présente est essentiellement
d’ordre mathématique : son intérét tient surtout a ce que l'équa-
tion (1) est une des jformes réduites de I'équation, en apparence plus
_ Py

Pi(y)
degré et du premier degré en y; on peut adopter cette réduite quand
on connait trois solutions particuliéres, isolées, d’une telle équation.

ou P et-Q sont des polynomes en y,

toutes les équations —=

. dy
générale, d‘ , ou Py et P, sont des polynomes du troisi¢me

Préliminaires. — Jai montré ailleurs (') que les sculs cas de
réduction d’une équation différentielle du premier ordre ‘

(a) = A=, ),
ou A (z, y) appartlcnt 4 un certain domaine de rationalité, sont

ceux o, pour l’equatlon correspondante aux dérivées partielles

()N

(1) Poir, par exemple, dnnales de la Faculté des Scicrces de Toulouse, 1908.
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I'une des résolpanies, dont dépendent les éléments

, \ )

33 k= ( 7} > p entier;
d*s s 02z, 2
= ds . 0z a2\ ds ’
Y dy Ay /

admet une solution appartenant & ce domaine de rationalité. Cette
solution est unique, sauf si = est lui-meéme rationnel. "

Dans le cas ou I est rationnel, la détermination de 'z, ¢’est-a-dire
I'intégration de («), revient a celle d’un systéme irréductible de deux
équations de Riccati et & des quadratures. Mais dans tous les autres,
'intégration compléte de(a)se fait au plus par des quadratures (qu’on
ne peut, bien entendu, effectuer en général).

Je me propose ici d’appliquer ma théorie d la formaiion systéma-
tigue de tous les cas ot Uéquation différenticlle de la balistique extérieure
peul s'tntégrer complétement par des quadratures.

L’examen du cas ou I est rationnel, dans le domaine choisi, qui
conduit & un systéme de Riccati irréductible, aménerait i considérer
des transcendantes dont les plus simples sont les analogues de celles

, oD \ Ce , . dy N
découvertes par M. Painlevé, qui integrent I'équation 5 = 6y* + ax
ou ses généralisations; il n’a d’ailleurs évidemment qu’un intérét

théorique (*).
Forme canonique adoptée. — L’équation fondamentale de la Balis-
tique extérieure, dite aussi « équation de I'hodographe »,

dV cosa cVE(V)
= b

do g

®
i

ou V désigne la vitesse du projectile, « I'angle de la tangente & la tra-

(1) Cf. la Note des Comptes rendus (1. 158, 30 mars 1914, p. 926, ou j'ai indiqué les
principes qui permettent 'élude de (@) lorsque A est rationnel en y et quelconque en z.
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jectoire avec I'horizon, prend, lorsqu’on pose

cF ‘)

o
-

ple) (1)

sino =, V=u,
la forme
de 1—y?
de ™ u(v+p)

Elle fait donc partie des ¢quations

de  Py(¢)
du P (v)’

ouP,, P, sont des polynomes en ¢ de degrés respectifs 1 et 3, qui
sont les plus simples-apres I'équation de Riceati et ont donné lieud de
nombreux travaux (*).

En introduisant, au lieu de «, la nouvelle variable indépendante
u, = logu, on peut Iéerire plus simplement encore

dy. [ — 2

@i = T ey

et I'on repasse immédiatement de cette forme & la précédente.
Il est aisé de voir que Péquation dtudiée, ¢crite en supprimant

Pindice
(1)

2

dy 1 — 2
du ™" ¢+p ’

peut étre prise, en raison de la présence de la fonction arbitraire g,
pour l'une des formes canoniques de ’équation générale

de Pt pio 4 pa i pye?
dx o+ 19

(2)

(pi, gi fonctions de x, ¢, 0),

dans le cas ou l'on connail trots solutions particuliéres de cetle derniere.

(1) On englobe ainsi dans la fonetion p une constante multiplicalive =. Suivant une

{
‘remarque ‘que m'a”fait ultérieurcment M. A. Denjoy, il serait désirable de séparer
dans les formes indiquées pour g celles qui renferment effectivement une tclle constante;
je reviendrai sur ce point & une aulre occasion.

(2) Cette remarque, indiquée dans la Note citée plus haut ((’omptes rendus,
So mars 191]), avait ét¢ faile antérieurement par M. Appell ( Zedtschrift fiir Mathematik
und Physik, 1905).
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En effet, cette équation possede les solutions évidentes ¢ =1, 0= —1
. 1 ’
et p=10 (comme on le voil en posant - = n->-

Une transformation projective faite sur ¢, ¢’est-a-dire une transfor-
mation homographique, permet de changer I'équation (2) qui posséde
les trois solutions 9,(x), 9.(#), 2,(x) en une autre, de méme
nature, admettant les trois solutions 1, — 1, = correspondant aux

précédentes.
Cherchons la forme générale de cette derniere. Pour qu'une équa-
tion, telle que (2), posne.de les solutions ¢ = + 1, ¢ = —1, il faut et il

suffit que p, + p, = 0. p, + p, = o; pour qu'elle admette la solution

1 . v - . o . . . -

- =0, il faut et il suftit que le terme en ¢* disparaisse. On a donc
.= py=o0 et 'équation cherchée se réduit a

de p,(1—?)
dx = qy+ g9 '
Il suftit I’y poser
Lo gy = du, D — o(u
de 41 ple)
pour obtenir I'équation de la Balistique, sous la forme définitivement
adoptée
dy 1 — o2
(1) ' : d—‘_u‘-—“—i—Ap(u)'

Cette remarque juslifierait le développement donné & notre étude,
lors méme que celle-ci serait, au point de vue balistique, sans aucune
importance pratique. |

Abordons maintenant I'examen (les cas de réduction.

I. Solution rationnelle. — Le premier cas de réduction est celui
ol p est choisi de telle sorte que 'équation linéaire aux dérivées par-

tielles _ ‘
Js 1% s
U(s)= Ja + p oo = ©

posside une solution z, rationnelle en ¢.
S’il existe, pour cetle équation, une solution rationnelle en ¢,



[@p%

JULES DRACH.
J()
&)
teurs linéaires de fet de g sont simples et en méme nombre &; cela
résulte de ce que /' — sg = o n’a, pour z arbitraire, que des facteurs
simples. Nous écrirons donc

~—
S5 =

, on peut supposer, sans restrgindre la généralité, que les fac-

o (v—=a)...(v—ay)

L =g .
§ (=0l (v — bx)
Il est clair que logf{; =logsz est, en méme temps que z, une solution
o

de U(s)=o. .
On aura donc, identiquement, en indiquant par un accent une
dérivation relative & u, -

e O Al =~ DT ' NEN 1 AN o]
(¢ +p)|:;—z V———(Z,-—l—zv——/.),vJ_}‘(l_‘ )['Z"——(li—ﬂv——/)[_ = 0.

Nous allons envisager le développement du premier membre en
fractions simples de dénominateur (¢ —a;), (v — b;), ... et écrire qu’il
est identiquement nul.”

I

Pour que le terme en — disparaisse, il faut et il suffit que
—a;

—(a;+p)a;-+1— at=o,
c¢’est-a-dire que @; représente une solution particuliére de

dy I — o2
(1) | il
: ) - p

Le quotient de — a; (¢ + p) +1—0* par (¢ — a;) est — (¢ + a,+ a,).

Des conclusions analogues s’appliquent aux termes en - 7
=7,

Il reste une partie entiere, qu’on peut écrire

(v+0p)

a9

— (v +a;+ ai) + Z(v~+ bi+ b)),
et dont I'annulation identique donne immédiatement, puisque les a
sont en nombre égal aux b,

¢'=o0, doll o constant et Z(a;+ af) = Z(b;+ b)).

Le systéme qu’il s’agit d’intégrer est formé de ces deux équations
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auxquelles s’ajoutent

1 —a} , 1 — b .
i Ean =" ! ({=1, ..., k).

b
ai-+p b+ 0

L’équation X(a;+ a;) =X (b;-+ b;) devient, quand on y remplace
les a;, b; par leur valeur,

Z 1+ ;0 ___? 1+ bip
aitp | d bt

ou encore

S (5 e) =2 (=5 )

7

) ' ¥v_ '
- 0" —_ - O.
(1—p )[E a;~+ o Hl)[+pJ
L’hypothése g* = 1 donne un cas banal, que nous écartons.

On voit donc que p est lié aux «;, b; par I'équation

AN AN
Ll (1 -H)—J,—p

2

ou enfin

ou, en d’autres termes, que ( — o) est une racine du multiplicateur

ds I o !
)_.“? w——-a;_z p—

1
=

K=

Il reste a intégrer I"équation

()f (1—a?) ‘ _(_)_/_ (r—b?) _
U(f) ()ﬂlm ()/)1U)+P ...=o,

ol p est donné en «;, b, par
1. R | )
_— = 0.
Eai—l—o >-db-+p

Nous observons d’abord que + 1 et —1 sont deux solutions partl-
‘culieres de I'équation (1); on aura ainsi deux intégrales :

(1—-a,)...(1—a,,.)_ (1+ay) ... +a;) —T, (1.
(h—by)...(1—bgy) — 0 (L4 b0) .o (14bg) — F

(1) On ne peut supposer que -1 et — 1 figurent parmi les a; et les &; sans laisser
tomber I'hypothése que les a; et les b; sont différents et en méme nombre.
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L.a solution ¥ = s redonne o= const.

0z I 1 1
Do = E o —a; ‘}d g —‘b,-

— 2 .
dn) nous apprend, en
+p

L’observation faite plus haut que K =

AN

est un multiplicateur d’Euler pour (dv — 1

outre, que zoutes les racines de léquation K = o, sauf (—g), sont des
solutions particuliéres de l’équation (1) (,Eulcl ).
Si I'on désigne par c; une de ces racines

X I I
by N _—

e (1 ded Cj— b ’

on aura donc une intégrale correspondante C; de v (/) =o0

C, = (c;—ay)...(¢c;—ay;)
S (Cj—[}l)...(Cj—/)k)’

-

et Pon obtient ainsi (24— 3) nouvelles intégrales, car le degré du
numérateur de K(¢) est sculement (2k—2)et (—p) ost lune des
racines, lorsque les racines de K(¢) sont distinctes. | Chaque racine
de K(¢) d’ordre o de multiplicité donne (e — 1) relations déterminées
entre-les a; et les b; exprimant cela et une seule relation dépendant
d’une constante. | :

Il nous manque donc une intégrale de ©(/)=o0, celle qui renfer-
mera u. Nous savons d’avance, d’aprés la forme de ©(f) qu’elle
s’obtiendra par une quadrature, l'x conslante d’ lntwmtlon s’ajou-
tant a u. - '

On I'obtient aisément en remarquant que I’équation

I(a;+ ai) — 2(b; + b)) =
s'intégre 4 vue sous la forme
S Sb=C,ev.

L’intégrale de 0(f)=o0 est logC,=u + log(Za,— £b,;); la vérifi-
cation est immédiate. , :
En résumé, les solutions particulicres a;, b,, . .. sont données au moyen
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e}

de u par le systéme d’équations

Ra)="r,, R(—n="r,,

Re;) = €, (=1, ...,2k—3), Sa;— 3b;=C, e,

ott l'on a posé

oo (v—a) .. (v —ap)
R(v)= (v —by) - (v —p)

eLouc,, ..., Cyy—, el g sont toutes les racines de l'équation

K(o)=_1__¥% T o

S ;A 0 — Dy

On conclut de la que ces solutions, ainsi que ¢, sont algebriques
en e*. :

Autre methode. — 11 peut étre commode, pour les applications,
d’obtenir les résultats précédents sans mettre en évidence toutes les
solutions particulieres a;, ;.

Silon écrit

B, By
— b et ;-_—_—Z;:

A

— g+

a3 I'\_

on trouve aisément, en exprimant que = satisfait & ’équation

Jds ., 05
(v-{—-p)-(m—i—(l—v’ )d—“-——oy_

les conditions sulvantes :

- B} 11— p? S 1—=0b7
A v . A p— el S e &
0'—0, ‘-I(B‘""I},)———O, I‘;[~—.I+(bl—|—l{3)" b,—— ()I+P
(‘l'= Iy «oo, A)
Ea observant que le multiplicateur K de ((Iv =) (lu) s’éerit
. ~\ (v—+p) .
simplement
g B B
B CEr LA Cy 7 e

on aura comme suit les intégrales de ce systeme :
Soient toujours ¢,, ..., cyu—; les racines de K(¢)= o autres que
Ann. Ec. Norm., (3), XXXVIL — JANVIER 1g20. 2
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(—5), ona d’abord les (24-—13) intégrales

B, + "B

e =1 ...‘2/(—3
Cj—bi Cj-‘-bk' ('/ ’ )’

(Jj:

si les racines de K(v¢) sont distinctes, puis deux mteonales, corres-
pondant aux solutions +1 et —1:

B, B,
T= 1— b, etz b’
. B By
T4 b, e 1+ by

Enfin la derniére intégrale de I'¢quation
5 (S af (1= oF) o [, G—p) _
R du ZT(/H—o) +Z()li T i ep] T

Co—=ec* X “,-.

sera

Ces 2 relations définissent les b; et les B;au moyen des u et dcs-
24 constantes arbitraires C,, C,, ..., Copy, '\, I's.

L’expression de p peut bobtenu explicitement en observant que
Cyy «vvy Cag-3 6t (—p) sont toutes les racines de

B, B, °

—KO) =Gy o

On a, par ‘exemple,

231(b2+...+l),‘.)

— o+ C . oy =2 ST
-~

1. "Un multiplicateur d’Euler est ra/zonnel — Supposons qu’il existe
pour la forme différentielle
(1—¢?)

dy——
(v +p)

du

un multiplicateur d’Euler rationnel en ¢, de telle sorte que

K [dv—— <—]:——Vg-)du] = ds;
(v+p)

la résolvante dont dépend K, déduite de la condition d’intégrabilité,
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s'éerit

oK . 0K C0A

ok + (1—¢?)  1—p
du dv de

(¢#+0) v+0p i

o, ol A=
Nous étudierons d’abord les conséquences qu’entraine I'expression
de K sous la forme, décomposée en facteurs linéaires,

s (@)% (0 — a,,)%m

T = bR (= b )P

ou les o et les 3 sont des entiers positifs. - .
En tenant compte de 'expression immédiate de logK, on doit donc
avoir I'identité en ¢ : ‘

g’ o, ay 510}

— — e e

2 ¢ —a, ¢ — by
a— ) e +...__@"__;...]_E:J’i2,.q:o
(v +p)L(¢r—a) (0—0by) (04p)?

ou, en multipliant par (¢ + ¢)?,

-4 o al” B b
0 4p)2| = — —_—
( P) [a ¢ — a, v —0,
' N 3 -
+(1—¢*)(v+p) R E—— —--~J_(I+v’+'.>.(’{3):o.
Pl —ay ¢ — b,

Pour que le terme en disparaisse, il faut et il suffit que on

0 —
ait
“1(a1+.0) [-a;(a,+p)+1—a}]:o,

ce qui entraine, si o, (a,+ 0) # o,

ay(ay+p)=1—ai,

c¢’est-d-dire que a, est une solution particuliére de I’équation (1).
Le quotient de o, (¢ +p)[—&,(¢v+p)+1—¢*] par (v—a,) est
manifestement alors
"oy (¢ p) (¢ + ag+ ap).

v — b,

Des remarques analogues s’appliquent aux termes tels que
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1l reste au premier membre une partie entiére, que 'on peut écrire
. o . . \ ,
(B) (v+p)=—=[Zo(r+ait+a;)—Zfi(r+0)](¢ +p)—(s +p)* +p*—1=0.

Tous les groupements du premier membre admettent le facteur
@+ p), sauf le dernier (p*—1) : il serait nécessaire que I'on eut
s* =1, st loules les hypothéses failes devaient étre consergées.

On doit donc supposer que e facteur (v —+¢) ligure parmi les fac-
teurs (¢v—0;), ou parmi les facteurs (¢v—a;), ¢’est-d-dire que I'une
des expressions (a;+ g), b;+ o) est nulle.

Faisons I'hypothese b, =—5, la- partie enticre correspondante
sera—pB, [ (¢ +p) +1—0*|. Il restera, au premier membre de I'iden-
tite ¢tudiée (E), en dehors des groupements divisibles par (v + ¢), la
somme

(1= )+ g
qui, pour ¢ = — p, sé réduit a
| NERDIGETE

Si g —15£ ¢, celle somme ne peul s'annuler, puisque [, est un
entier positif. ’ '

Nous devons donc admettre que 'une des quantités a; est égale
a —pj soit, par exemple, «; = —g. Le méme raisonnement nous
donnera alors la somme o, (1 ¢*) -+ g*—1, qui doit s’annuler pour
¢=—p, ce qui exige simplement a,=1.

Ainsi, le facteur (v + p) figure toujours, au premier degié, au rumé-
rateur de K. ’ : .

_ Nous savons, en outre, que I'équation-différentielle (1) possede les
solutions ¢ = +1, v = —1; comme 'intégrale générale de (1) dans le
cas actuel est transcendante et donnée par la quadrature de différen-
tielle rationnelle en ¢,

—p?
3 ::/\K <dv Iz clu>,
. £ tp

toutes les intégrales algébriques sont nécessairement (*) des facteurs
de K et les fasteurs v+ 1 et ¢ —1 doivent figurer soit au numérateur,
~ soit au dénominateur de K.

(1) Saul-dans des cas singuliers,
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Faisons donc I'hypothése que

(0 —D) e+ (e —a)*.. . (0 —a,)*s

(v — 0B (0 — by

sans préciser, pour 'instant, le signe des entiers A et .
En séparant dans l'identité () les termes entiers qui proviennent
de la division par (v —1) et par ¢ + 1), on aura

’

(E)) (V—}—p)'-’%_— — [Ty +ai+ a;) —ZB;(v + b;+ bi)] (¢ +p)

i

—[1(e 4= 1) +p(o—=n0l(¢ +p) + (ol —20) (¢ +p) =0
et, apres division par (¢ + g ),

(E,) (w-}—p)%—zai(c'—%—m—f—a})

+ 2B (0 bi+ b)) —[R(¢ +1)+p(¢—1)] +p'—2v=0.

Cette identité donne simplement deux conditions

=
o . .
- — a4+ 25— (A4 +2)=o0,
!

p%——f.ai(a,-—l—a})—i—}l{i,-(b[—r- b)) +p—Dh—+p =0

qui s’ajoutent a celles déja obtenues

9

. I—a;
— , —
ai+p b+

pour déterminer les (m + n + 2) quantités a;, b;, ¢, .

On conclut d’abord de 1a que (¢ — 1) et (v + 1) peuvent figurer a des
degrés quelconques, sort au numerateur de K, soit au dénominateur.

Posons : -

' Soi— ZBi+ A4+ p+2=3s

et observons que _
T+ a; 1 — p?
a;+ pp T —l--Pp e

ai -+ aj—=
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nous aurons a intégrer le systéme (2):

,_7’ ‘. - . Cr 1 I

—_ = ! o —A=(1—p% N\

N s, o'+pl+p+2) +p (1 p)<2a[—i—p Adl),f—r—p)
(2), ,_1—a? b__x—bf
a; — 0{‘("'9, = bj+P,

(i=1,...,m;/==1,...,n)

ou I'équation aux dérivées partielles correspondante

0/' of 1—aji adf 1— 03
0= du oa, ay+p et b, @+ p
(;”(-P)(__‘ “ _y ‘Ji )
(f o i—O sl [ -4 o
y 5 of
+h—p—p(htp2) 4 goss=o.

Pour faire cette intégration nous remarquerons que U'intégrale = de
I’équation ‘ . '
0z (1——1¢2) 03 »

U(G):(—)Z—f—mwzo

peut s’obtenir explicitement, & I'aide d’une qguadrature partielle, sous

la forme
3 ;-_—.f K do—+ ®(u),

ol ¢, est une quantité finie, indépendante de ¢ ot de u. La fonction @
sera déterminée par

"oK (1 — ¢?)
d,_.__
u)-i—j § K(‘+P)

ou encore, en tenant compte de la résolvante en K, identique

LY PYEEYE N
par la relation

(1— 02 o — DM (0 - D (o) — @ )L (0 — @,y )%
@’ —_|gy= )] ._,(‘o DM (9o -+ 1) 0 1 o m
(U) [ (‘)+P) vy ("70—/Jl)‘e‘-"(‘y()"‘/)n) "

qui donnera @ par une quadrature (/uaml les a;, b;, o et = seront connus
en u.

Sous la forme adoptée pour z, il est clair que les diverses valeurs de
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cette fonction, non uniforme en général par rapport & uet i ¢, s’ob-
tiennent en ajoutant & 'une d’elles les périodes de I'intégrale définie

[

'o

3

K dv

ou les périodes de ®@(«). Ces dernibtres sont de simples constantes.

Il faut que les premicres soient également indépendantes de u.
Comme elles ne dépendent que des o, ¢, a;, b;, elles seront donc des
intégrales, indépendantes de la variable u, de I'équation

V(f)=o.

Mais I'intégrale d¢linie envisagée estune intégrale de fraction ration-
nelle en ¢ : supposons, pour fixer les idées, X et u positifs; ses périodes
seront les produits par 277 des divers résidus de Cauchy correspondant
aux racines du dénominateur, ¢’est-a-dire ici : b,, b,, ..., b,.

En observant que 'on a, au voisinage de v = b,,

(¢ —by)

b(b;) + 2 () 4 +u‘_)ﬁ_j !(ﬁt*l)tb.)+
: Ploy T AT

=0k (v — by)Be ’

on voit que le résidu R(b;) relatif au pole ¢ = b; sera donné par

0B—IK (0 — bi)B
1,2...(@;‘—!)“(“)3[ d‘,(ﬁi—t 2 J,_,,,'

On aura donc ainsi, pour chaque péle de K, une intégrale de Iéqua-
tion v (f) = o, sous la forme

R(bi)=T: (i=1, ..., n).

Remarquons maintenant que, d’apreés la défirnition de =, celte fonction
de u et de ¢ doit se réduire & une constante toutes les fois qu’ony rem-
place v par une solution particulicre de I'équation différentielle

__d_"__ | E—r )
du \v+p/)’

Dans I'hypothése, A et w positifs, ol nous nous trouvons, on aura
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done, puisque -+ 1 et — 1 sont des solutions particulicres,
1 Al
z(l):f Kdy+ ®(u), :(—»1):/ K dv + D (u)s
s(n,’):/ Kdy+ ®(uw) (L=71,...,m),

ou les premiers membres sont des constantes absolues. On en déduit
immédiatement les expressions suivantes, indépendantes de ®(u),
c¢'est-a-dire ne renfermant que a;, b;, =, ¢,

+1 . &
[ Kdy =5(1)—s(—1), [ Kdo=z(a;) —3(—1) (£=1,..., m)
J_y )

et qui sont manifestement des intégrales de v ( f) = o. -

Elles sont en nombre (m +1) et fonctionnellement distinctes
I’examen d’un cas particulier simple le prouverait aisément.

On connait donc (m + n~+1) intégrales de I'équation v (f) = o,
4 (m + n+ 3) variables «, o, a;, b;; ce sont toutes les intégrales indé-
pendantes de u. La forme de 'é¢quation elle-méme prouve que la
derniére intégrale donnera u par une quadrature. v

Si Pon se reporte aux équations différentielles, ou a I'équation
v(f) = o elle-méme, on voit que cette derniére intégrale est

1
C= U — "('3%5“:7

ou encore ¢ = ¢’“~9, lorsque s £ o.

Lorsque s est nul, o est nécessairement constant et la derniére inté-

grale doit renfermer avec w un autre élément.

On peut remarquer que ¢ =« ou (i = o est une solution particuliére
de I'équation (1); ce point est un pole d’ordre (1 — s) de la fonction K
qui figure sous le signe d’intégration partielle. Pour s = o, ¢’est donc.
un pole simple et le résidu correspondant est o.

Les (m + n + 1) intégrales obtenues qui dépendent des a;, bjetdep
ne sont plus ici fonctionnellement distinctes : en effet, la somme des
résidus relatifs auw zéros du dénominateur de K est alors égale a o.
Lorsque ¢ est constant, auquel cas on peut le prendre 6gal 4 1, on a
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donc une relation linéaire « coefficients constants enire les n intégrales
qui cor.espondent a ces 1ésidus.

Ainsi les (m + n) intégrales distinetes définissent les a; etles b;
au moyen de g, et si 'on porte ces expressions dans 'équation

[

. , \ N . & Zi %\ 5i
+o(h N p—h=(—2) LN i
paplhsp2)+p = ’<\..«cu‘~'1~9 Ry p—y
on voit que son intégrale s’obtiendra par une quadrature, la constante
sajoutant & «. Il ne semble pas qu'on puisse I'expliciter dans le cas
- geénéral. Le cas s = 1 est aussi & signaler.

Remarque l. — Les deux classes d'intégrales de équation ©( f) = o

indiquées plus haut : périodes de / Kde, dillérence des valeurs de =

=

. . .y ., . dv
pour deux solutions particulitres de Péquation — = » semblent
e

avoir unc origine diftérente. Il est facile de les obtenir & Paide d’une
seule expression.
Considérons intégrale détinie
Sy

© == / K v,

[
Yy

\ . . \G 2 . .
ou ¢, et ¢, sont indépendants de ¢; ¢’est une fonction des seuls
éléments o, a;, b,, 5. '

On a évidemment

. .A"A
V)= [ C(K)dy,

. 1 dK .
et si I'on observe que v(K) n’est pas autre chose que — puisque u
du

ne figure pas explicitement dans K, on pourra écrire, en vertu de
I'identité :

OK 0K . 0A ‘ (1—e)
Ju +A-£-)—(-:-+I\.7)—‘:—O, ot ‘\?‘(—V——E——;},

O(w)=— [ dAK=[AK]].

On peut conclure de [a que w est une solutcon de léquation v ( f) = o,

St vo= 9, c'est-a-dire pour o = [ Kde, I’ €tant un contour ferme que!-
, Jr
Ann. Ec. Norm, (3), XXXVII. — Janvier 1920, 3
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congue ou bien lorsque AK prend la méme valeur pour ¢ = ¢, et ¢ = ¢,,
ce qui arrive, en particulier, quand on prend ¢, et ¢, parmi les zéros
de AK. Comme o, a;, b;, o sont des parametres, ¢’est- méme ici le seul
choix possible pour ¢, et ¢,, '

Nous retrouvons ainsi, avec une méme origine, les deux espéces

&’ mtevrales périodes de/l\(/(’ différences des valeurs de = pour deux

solutions particulieres de I’équation différentielle.

Remarque II. — Nous avons supposé A et u. positifs, les valeurs + 1
et — 1 sont alors des zéros de K; dans 'hypotheése ou ces valeurs sont
des poles de K, les résidus correspondant a ces poles sont des inté-
grales de v (f)=o.

. Autre méthode. — La théorie précédente peut étre présentée en
partant de la décomposition de la fraction rationnelle, K, en/ractions
simples; on retrouve ais¢ment les résultats précédents sous une
forme équivalente. Il y a cependant intérét i la développer parce que
te choix d’une forme générale différente pour K conduit i d’autres vaes
sur le mécanisme de la formation de I'équation différentielle que I'on
veut intégrer. _ ‘

Examinons, par exemple, le cas ot K ne possede que des poles
simples, parmi lesquels figurent +1 et —1, et soit _

P Q A

K= o —— oo L.
O —_1 +—("-i-'l ("—-(¢+ +

En écrivant que K satisfait & la condition

oK <I—V‘” JK (11—
gu " \V—{—p‘) o —K (¢ |—p)‘+ll—o

qui s’écrit, aprés multiplication par (¢ + g)*,

(v + )E( P9 N “A U
F =1 -1 V—-a+(v—-a)2+'”+ J

oo p 0 A

— (1 92+ 20p) P -+ Q 4 A +...+L-l—:o
=1 ¢~ 1 ¢ —a ’
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on trouve pour déterminer les coefticients P, Q, A, ..., L et les ¢lé-
ments «, ... et ¢ les conditions suivantes :

N=Q'=A'=...=o, I.=L,

. . A
(a+p )a_x—a- L Pa—)— QU +p)+p L —L+ (I_P)}-da—l—o

= 0.

Il suffit, comme on I'afait plus haut, d’écrire que le premier membre

’ 1 1 1 1 .
est dépourvu de termes en -, en - -, en > en etenfin
(¢ —a)* (v —a) P10 e —1

que la partie entieére en ¢ est identiquement nulle. _
La derniére condition ot l'on fait L'=L devient, aprés division
par (1 — ¢?),

-+ -t ey o— == 0.
o -1 |D — 1 [’:’ -
Elle montre que ¢ = — ¢ est un zero du multiplicateur K.

Les intégrales
<)

A = const.

P — const.,

<

sont celles qui expriment que les résidus des poles simples de K (¢’est-
a-dire les périodes relatives 4 ces poles) sont indépendants de la
variable u.

I reste a trouver les intégrales de I’équation

of _of d/<r~a2>+

O =g ottt da \ a5y

ou ¢ est donn¢ par K(— ¢) =o.

Nous pouvons, par (‘\bfﬂp[c ucmre, en mettant en évidence une

forme particuliere (l«*'/l\ dv (qu’on peut ici expliciter):
=Plog(v —1) + () log(¢ 1)+ Alog(v—a)+... +Le +®(u),
ot ®(u) sera donné par I'équation

| — 2 P Q . A + —I—-l.
s'——1+v+x p—a 7

D () — VAa

L+ L’c'.—:'——(
W p

qui se réduit aisément &

O (u) + ol =P+ Q + ZA.
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L. - P 0 \ L s
Le multiplicateur K=-—— + - -+ - +...+ L sannu-
e [ el ) §—

lera (L =% 0) pour (m -+ 2) valeurs de ¢, done (m + 1) valeurs autres
que (— o), sil’on suppose que les poles simples de K sonten nombre m.

Supposons d'abord ces valears ¢y, ... ¢,y distinctes — ce qui est
le cas général ot les P, Q, A, ... sont des constantes quelconques. —
Suler a montré que ces zéros de K sont des solutions particulicres de
léquation (1)

g B

olet N

on ¢n conclut done que les Z;= 3 (¢;)

7= P I";L'(éi )+ 0 l(),‘—q"((“i‘”}‘ )+ Alog(e;—a) ...+ e+ (l)(ll)
[f==1, ... (m—+1)], .

ot les a et L sont des fonetions de « convenables, sont des constantes.
Les différencesZ, —Z,, 2y —Z,y .oy Zopr — 2, sont alors des intégrales,
indépendantes de «, de I'équation

i (/) = 0.

Quand on ¢tablit entre les-¢léments a, ..., A, ..., P, Q, L certaines
relations algebrigues entiéres, il peul arriver que plusicurs des zéros
Covnns Cony cd'irlci('l(snl.; mais ces relations diminuent d’autant le
nombre des éléments inconnus parmi les a.

Par exemple, si le zéro ¢, est double, on a la relation nou-
velle ‘ ' '

K’ (¢y) = o,

qui lie les @ aux coellicients A, ..., P, Q, L et ne renferme pas de
constanie arbitraire etlarelation quiexprime la constante de z (¢,) — s(¢,)
(en supposant que ¢, est un zéro autre que c,)

s(ey) —3(e)="2p— 1y,

qui renferme la constante arbitraire Z, —Z,.

D'une manicre générale, siles zéros de K(v) se partagent, suivant
leur degré de multiplicité, en divers groupes, les conditions algébriques
qui expriment ce partage et qu’on peut éerire sous forme entiére &
Paide des éléments P, Q, A, ..., L, a, ... donnent autant de relations
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distinctes entre les a, ... sans constanle arbitraire, qui remplacent un
meme nombre d'intégrales de © ( f) = o. '

On peut aisément montrer que ces relations constituent un sysiéme
d’équations incariant par 'opération © (/) — en d’autres termes que
la multiplicité algébrique qu’elles définissent dans le domaine des a,...
est invariante par lopération © ( /). Nous mettrons ainsi en évidence
la constitution de ces multiplicités singulieres qui conduisent i des
équations différentielles possédant un multiplicateur K dont les zéros
ne sont pas des zéros simples. Ce que nous dirons s apphque d’ailleurs
a4 une équation quelconque du premier ordre

i/_(; == A ( u, “‘)’

du

et en particulier, powr fiver les idées el nous borner a une classe précise,
aux équations ou A est rationnel en ¢, quelconque en w.

La résolvante dont dépend K ((lans notre hypothése, A se réduit

S gt
a
0 +0

ok Ik ) \
— 4+ A— + K
du Jv g

devient une identité enu, ¢ quand on yremplace K par son expression.
St nous ['écrivons, en posant
. af a/
U === A S
/) du Jdy
sous la forme '
. JA
(1) U(l\\-—x— \—(~)~~:(),

cette identité donnera, en la dérivant par rapport a o,lasuite d’idenuités

. IR JIK 0A S OPA
(¢ LK
() v (w)“‘ 200 oo TR GE T
. COPK 3 Ok AN ()l\ J*A CPA :
(i) t ( de? ) gt v T ge g PR gm = .

dont Ia loi de formation est évidente.
Considérons d’abord I'identite (z,); elle exprime que la relation K=o
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est invariante par Uopération U( /). Soitecuan zéro de K (¢), cette méme
identité ou nous faisons ¢ =c¢

J . ‘ 0o J0A(ue)
Ju K(e)+ A(u, (')()c K(¢)=—K(¢) — g
montre que 'on a
de A, ¢)
du (s €)3

elle donne donc le théoréme d Euler, "apres lequel les zéros du mulii-
plicateur sont des solutions [)artz'cul[e‘res de léquation differenticlle.

K(c)
Ju

tous les éléments variables sauf'e; ¢’est par suite dans le cas particulier
(ui nous occupe

On observe en outre que estladérivée de K (¢), enysupposant

. Ok 1 — a? oK
(@) = — ...+ — L.
K() da a—+p a ' ()l,l
Considérons maintenant lcs l(lentms (7,) et (£y); clles expriment

que le systeme d’équations

JK
K g — T
()’ ()“ (8]
L. . s s o ] JK
est wnvariant par Uopération U(f). Les ¢quations K=o, 5= = o,
?K
5.t = o forment de méme, en raison des identités (¢, ) (1), (7,), un

systéme invariant par cette opération, etc.
Il est clair que U (K), lorsqu’on ¥ remplace ¢ par un zéro ¢ de K (),
c’est-d-dire par une fonction de « déterminée, n’est pas autre chose

K
que la dérivée totale — ou encore V(K); on voit done que lon peut
écrire, en regardant ¢ comme défini- par

P 0 A
K(C)—— prym—— -+ Py -J'-c—a -i-...%.—-L:n,.

au moyen des «,... et supposnn[,

()f ()f(l—-—-((“ n ‘ «)/[

O = ()a a+o) T UL
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les identités en w :

Py = . N (l._‘,—)_‘) ) :
() O[K(e)] <E‘:[).¥'] N |
! STOKGe] _ [h—gh  JdK(e) (=gt
e U[ Je l Tl l_‘ de .-“(Pﬂ—c):s}\(.c):
! ¢ . ll\(() o A(f-——- 0?) - ()‘)1\((,)
: O —— | = A . .
Gl : [ Jde* J °l(p+c>‘-’ ' LJ Jc?
, ——6([—?-)dh‘C)—!—ﬁ(I_P_)K(C)*

(p+c)* e (p+c)*

Ces identités mettent en évidence le mécanisme du remplacement
des intégrales de v.( /') = o par des systémes d’équations invariantes

J .. d o LT
(-)Ek(c)“f"o’ %l\(c)_.o, C,_Ix(c)__o, ceny

pour les équations differentielles singulicres

N

de e

i )
du LA ) )

ou g est choisi de telle sorte que le multiplicateur Kpossédeencun zéro
double, un zéro triple, etc.

On peut écrire des identités analogues pour tous les zéros de K (¢)
que I'on veut multiples. ‘

Il en résulte manifestement pour chaque zéro d’ordre de multipli-
cité o, (« —1) conditions formant un systéme invariant vis-d-vis
de © (f) — c’estadire un systeme quine donne, par dérivation en u,
pas de nouvelle condition — auxquelles on peut ajouter une intégrale
de la forme adoptée dans le cas des zéros simples.

Le nombre total des relations ainst obienues est dans tous les cas
(m —1); avec seulement autant de constantes arbitraires qu'il y a de
séros distincts et diff érents de (—.o) pour K (v). '

Il ne reste donc & trouver dans tous les cas qu'une intégrale
~de v (f)=o renfermant v explicitement. C’est évidemment I'inté-
grale de I’équation L' =L, que nous écrirons

C =u—logL,

ot C désigne la constante arbitraire.
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Dans le cas exceptionnel, correspondant i celui qui a été signalé plus
haut, ot Lest nul, les zéros de K(¢) sont en nombre (m+1) seulement (')
y compris (—g); les (m—1) intégrales qui résultent de leur conside-
ration définissent, avec larelation K (—g) = o, les éléments analogues
4 a et p an moyen de «. Il reste & intégrer par une quadrature
I'équation ‘

da + [1— (12\)
du =0

Remarque. — Pour traiter tous les cas p().s-sf/)/es, en partant de la
décomposition de K en fractions simples, il faudrait étudier, avee ceux
ou quelques-uns des poles « sont multiples, ceux ou les solutions
particuliéres + 1 et — 1 de I'équation dillérenticile

v | — 2

du o p

sont toutes deux des zéros ou des poles multiples dé K(¢) el aussi
ceux ot I'une d’elles estun pole et Vautre un zéro. La forme analytique
des résultats varie suivant les cas, mais la méthode est géndérale, car les
solutions particuliéres -1 et — 1 ne jouent pas un role essenticlle-
ment dilférent des autres.

Supposons, pour fixer les idées, que K possede au point ¢ = a un
pole d’ordre o :- K

P Q A A, Ay B

K= +— 4= e .. L
(-1 ¢4 ¢ —a (V—a)"+ * (V—a)“—*—v—-l)-*— L

le nombre des éléments «, b,... étant toujours m. Les coeflicients P,
Q, A, B, ... sont évidemment encore des constantes, puisque ce sont
des résidus de Cauchy. On observera que le nombre des zéros ¢; de K
est maintenant (m + 1+ «); il y en aura (m + ) autres que (— p)
qui donneront des intégrales de la nouvelle équation © (/) = o, de la

(1) Le nombre des zéros de K(v¢) a distance finie peut encore diminuer quand le point
v = o est un zéro multiple de K (v ). Il s'introduit alors, comme pour les zéros multiples
4 distance finie, des relations particuliéres entre les éléments P, Q, A, ..., «, ... qui
remplacent aulant d’inlégrales.
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forme
Zi=Plog(c;,—1)+Q l()"f(‘i—§— 1)+ Alog(e;—a)+...+ Le;
A, A, Ay '
J— = —_— : —_ P )
(ci—a)y 2(c—a)* 77 (a—1)(¢;i—a)*! + @)

(i=1, ..., m+a),

d’ott l on déduira, par dlfference les intégrales Z, — Z, indépendantes
de CI)(u)

Il n’y a donc aucune difTiculté a traiter le cas des poles multiples
de K, de cette maniére. ‘

Une observation est & faire, dans I hvpothose ol le point a Uinfint
du plan ¢ est un pdle multiple de K.

Supposons, pour fixer lesidées,

p Q ‘A
K= + — +..+L+Lio4+...+ L,en,
—1 ¢ ~+1 " —a

et reportons-nous a la résolvante en K, identique,

(u—t—p)"[-—-—P ~+ o +.oo+ L+ Lie+...+ L] vq
P — 1 0 1 |
—(1—«?) (¢ +p) [({,E e — Ly —olye—.. .—nL,,V”—‘]

,Lv":] — o.

On en déduira aisément, en supprimant les termes fractionnaires,
qui disparaissent en vertu des équations déja obtenues, une identité
entiére en ¢, qui donnerait ici les conditions que doivent remplir les
é¢léments g, L, L,, ..., L,.

- Nous nous bornerons & signaler ce que donne l'annulation du

— (1 + 24 20p) [r'

coefficient de ¢"+*: S
L,—(n+1)Ly,=o0, '-';""-“’ ‘ iy
d’ou I'on coneclut o Rnes .
C:u—- lO%’Ln R .b'::.f.:' s ce g

(n—+1)

Cette dquation définit L, au moyen de u, toutes les autves intégrales
dev (/) = o devant étre regardées comme définissanta, b, ..., L, ...,
L,-, au moyen de L,; la fonction p est donnée par K (—p) = o et peut
s’exprimer explicitement avec les ¢;.

dnn, Ee, Norm., (3), XXXVII — Jaxvier 1g20. 4
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1. La puissance p d’un multiplicateur est rationnelle.

: . ppr . | — 2 7
Supposons maintenant que la différentielle [a’v— <(1+p)duJ

possede un multiplicateur dont la puissance entitre, p, soit une
fonction rationnelle de ¢; il n’existe donc pas ici de multiplicateur
rationnel en ¢ et le nombre p est choisi le plus petit possible.

1
En désignant parK” ce multiplicateur

1 2
ds = K? [dv — <:’:‘(P > du:l )

dz\ P
(5?) =K,

et Uon déduit aisément, de I'équation
‘ 0z 1— o2\ ds

la résolvante dont dépend K,
K 1— p? _(_)E__ (1—p*) ]___ ’
—()—E+<c’+p>dv PK[(p-{—V)’—*—I =0 .

qui n’est d’ailleurs que la condition d’intégrabilité exacte de d=.

Cette résolvante admet, dans le casactuel, une solution K rationnelle
en ¢ et une seule.

Lés résultats obtenus dans I’étude du cas précédent nous permettent
d’écrire immédiatement

on a

: (¢ — 1) (0 1) (0 — @))% ... (90— @y )%n
K=og(v '
0‘($ +P)[ (¢ — b1)p1.. (v — bn)ﬁ"

b

ol A et usont des entiers de signe quelconque, les «; et les B; des
entiers positifs; ils nous donnent aussi le systéme des équations
différentielles que doivent vérifier les éléments a;, b;, o, p.

Ce systéme s’obtient en remplacant dansles équations obtenues plus

. 1
haut, respectivement A, u., «;, 3; par %, %, %‘} %et g par ¢’



L’EQUATION DIFFERENTIELLE DE LA BALISTIQUE EXTERIEURE. 27
Il s’écrit donc, en posant

2oa;— P, +h+p+2p=s,

al

oy .
=s, 1){»’+(1+#+21))9+#—-7-=(1—92)(Ea,+o—2b.gp>’
g V J
f= l——(l;-l’ = 1 —0j (i=1, «..,m; =1, ..., n),
a;+p T bj+p ’ 1 TR

et ’équation linéaire aux dérivées partielles correspondante est
or 10}
3k, b p
I ()f N oy . ﬁj >
+7)?fé[('—9 )<Zaz~+p 23,55
of

—(7\+(.L—|—2p)p+7.—p]—l-()—aso':o.

oo O O 1—a

Pour intégrer cette équation, nous observerons encore que 'on a

s= | YKdv+ ®(u),

130

¢, désignant une constante indépendante de u et de ¢, & condition de
choisir @ («) de maniére a vérifier

O (u)+[AYK] =, =0, on A:<:ﬁ>-

¢4 p

Les diverses déterminations de z sont de la forme =z + P, ol e#=1;
il faut donc que les périodes P de l’intégralef VK d, qui est une inté-
grale de différentielle algébrique, soient des intégrales de U(/) = o,
et par suite des intégrales de v (/) = o. )

Les diverses déterminations de l'intégrale [ yKdv s’obtiennent,

. v ’ - "’0 - ’ . N

pour chaque ¢, en-faisant précéder le chemin déterminé quiva de ¢,a¢
d’un chemin fermé quelconque partant de o, avec une certaine détermi-

. P : . . f ot
nation de \K et y revenant avec la méme détermination; les périodes
sont donc données par

i \Q:/I\’/K—d(’,
_ . r
ot I" est un tel chemin. ;
Dans le cas général, ou I'on suppose qu'aucun des entiers A, &,
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e, B‘,, ... n’est multiple de p, on pourra ramener I' & une succession de
chemins élémentaires qu'on peut délinir de la maniére suivante :
Soient a et & deux des valeurs critiques 1, — 1, @;, b;, ..., el A un
chemin partant de ¢, et y revenant aprés avoir tourné une fois autour
du seul point @ dans le sens direct; soit B un chemin analogue relatif

—_—1 —1
au point b; nous désignerons par I',, le contour ABA B obtenu en
décrivant les contours A et B dans le sens direct puis en sens inverse.
L'intégrale

}\)/]_{—dw
r

ab

‘ne dépend pas, évidemment, de la position de ¢, et peut se remplacer
par toute autre intégrale prise le long d'un double contour analogue,
tel qu'en le décrivant on tourne successivement autour des points a

Fig. 1.

—
—>

(e

et b une fois dans le sens direct et une fois en sens inverse. Un tel
double contour C,, ne se rameéne pas & zéro par déformation continue
et I'intégrale correspondante n’est pas nulle en général.

Sil’on désigne par o, la valeur de I'intégrale prise en partant de ¢,
et y revenant aprés avoir décrit le contour A, pour une détermination

“« s, PO - Ve ‘.,
initiale choisie une fois pour toutes de VK, on trouve aisément

Pre ' ( ?.i'rrE\ 21":\:g
Kdo=\t—e 7r)o,—\t—e "1)oy,.
I ‘

ab

Comment peut-on obtenir w, ?
Dans le voisinage du point a, on peut écrire

R =F (o) (o —a)7,

ott F(v) est uniforme en ¢, et nous pouvons toujours prendre, pour
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contour A, un lacet formé de deux chemins rectilignes joignant ¢,
a4 deux points infiniment voisins situés sur le cercle de rayon r et de
centre a et de la partie tinie de ce cercle qui réunit ces deux poml
lorsque r est suffisamment petlt

Il est aisé de voir que siZ +1>>0 (ce qui a lieu en particulier
pour « positif), Uintégrale prise le long du petit cercle tend vers zéro
avee 7; les deux intégrales rectilignes tendent vers des limites finies
quand 7 tend vers zéro et 'on a, en définitive,

I3 a
2iW — P
ma:<l——e /’> [ VR do,
oy

I'intégrale du second membre étant prise suivant la droite qui joint o,
au point a.
Comme on a de méme

Y b =
Wpy= <’ —e" F)f '\/l\ dy,
il en résulte simplement

L&) By o
P 2iT — 2/ — vl .
f \/kdv:(l—e /') <x———e I') / VK dv,
Pn,lx b

re W 1y Wl

j 'VT{‘da+f VK do= | "Kde.
Vo b b

puisque

On peut donc substituer aux intégrales Q relatives a des contours T,

D
pour lesquels les exposants =, £ satisfont auz conditions
P r

24
= +1>o0,
P

les expressions

Il est & remarquer que ces intégrales gardent leur sens, alors méme
% f ) . .. . .,
que - et 1-'3) sont des entiers positifs, tandis que I'intégrale

/ VK do
I

a.h
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. . « o -
s’annule identiquement lorsqu’une de ces quantités 5’ Eest un entier

.. P4 . ., .
positif. On a en effet, si B est un entier positif,
e =1 el Wa== 0.

\ s 5 < s s
Dans le cas ou 'une des quantités P 16 est inférieure & (— 1), on ne

peut plus négliger I'intégrale prise le long du petit cercle qui entoure
le point correspondant @ ou b, car elle ne tend plus vers zéro avec le
rayon de ce cercle. Cependant I'intégrale «,, prise le long du lacet élé-
mentaire ou de tout chemin équivalent, garde toujours un sens précis
et il en est de méme de

B o
_ P . oim &
. f VK do = (1 —e ml’) OJa—-<[ —" I’> A
l‘ll’ll )
PR \ A -
Il'y a cependant & signaler le cas ot 'une des quantités >’ 5 serait
un entier négaiif.

Dans le cas olt 2 est entier négatif, on peut choisir un contour qui

entoure une seule fois # dans le sens direct en partant de ¢, et y reve-
. R e e . . , .
nant, puisque y/K reprend sa valeur initiale aprés avoir décrit un tel
contour. En ramenant ce contour 4 un lacet élémentaire, & I'intérieur
PITF ep . 3. )
duquel VK est uniforme, on voit que lintégrale correspondante se
Ly . . , . . . PR
réduira au produit de 2¢= par un résidu de Cauchy, celui de VK
I
(v —a)
. ] . . . , .
ment de VK, suivant les puissances croissantes @t décroissantes

de (¢ — a).

Il est possible, dans le cas général ou I’exposant » est négatif et

pour ¢v = a, c’est-d-dire ici le coefficient de dans le développe-

inférieur & (— 1), sans étre entier, de définir aussi un contour parti-
culier qui nous donnera une intégrale nouvelle. ‘

1 suffit d’observer que, si l'on part de ¢, pour y revenir aprés avoir
tourné p fois dans le sens direct autour du point a, {/K reprend sa
valeur initiale quand on arrive en ¢,. ' ’

Un tel contour peut se ramener a un cercle de rayon trés petit décrit
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pfois et & deux intégrales rectilignes allant de ¢, & un point voisin
de a, dont les éléments se détruisent deux & deux; on a donc simple-
ment ainsi I'intégrale

E,= ,,\/,R_ dy,

Ca

ol C, représente un cercle de rayon trés petit parcouru p fois de suite
dans le sens direct. <On suppose ici g irréductible; si « et p admet-
taient pour plus grand commun diviseur 4, il suffirait de parcourir ce
cercle £ 7 fois. )

Mals, d’autre part, si 'on développe VK au voisinage de ¢ = a sui-
1

vant les puissances de (¢ — a)”, on obtient un développement conver-
gent qui commence & la puissance négative « :

Py7 c?l l‘a
K= —fr o Re

(9—ay 7 ply—a)

et I’on a manifestement

f VR do = 20 Re,

a

, - ;. . P .

R, désignant le résidu de la fonction VK i p valeurs, au point (¢v=a).
En résumé, on obtient ainsi, pour les poin[s eritigues de VK en
nombre [, dont les exposants sont superieurs a (— 1), ({ — 1) intégrales

de la forme
b
Bay= [ YRdoy

et pour les autres qut sont en nombre (m+ n—+ 2 — [) autant d’inté-
grales distinctes que de points critiques, représentées par des RESIDUS,
donc en toul (m~+n —+ 1) zntegrales de l'équation aux (m-+n—+3)
variables u, o, o, a;, b;,

Il reste a obtemr une nouvelle inlégrale’dépendant de u; elle est

donnée, lorsque s = o0, par I'intégration de = =5, sous la forme
g

.
C=u— ;logo'.
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Lorsque s = o, & est consfant et VK pour les grandes valeurs de ¢
est comparable & ‘1 Le résidu relatif au point(—l' = o se réduit simple-
ment & — o et la relation qui exprime que la somme des résidus relatifs
a tous les poles de VK, y compris le point & Uinfini et de la combinaison
linéaire des périodes qui correspond au contour limite totale de la sur-
face de Riemann pour y? = K(¢), est nulle, établit une relation linéaire
a coefficients constants entre les résidus relatifs aux poles placés
a distance finie et les périodes telles que A,,, c’est-a-dire entre
les (m + n + 2) intégrales correspondantes. Le nombre des intégrales
distinctes est alors seulement (m + n); elles définissent les « et les b
au moyen de g et il reste d intégrer par une quadrature I’équation

P+ (bt gp)p+1x——)\:(1——p2)'<2 a:’: p _2 /J,fi.i P>

pour obtenir les (m +n + 1) intégrales définissant a;, b, et p au
moyen de u (*).

IV. La dérivée logarithmique d’un multiplicateur est rationnelle.
Soit toujours I'équation

. Jz 1—p2\ d3z
U(~)—-— .(}E - (———'-“)_*_P >(-)7 = 0,

nous supposons ici qu'il existe pour la résolvante dont dépend

Jv?
0z

dy

J =

une solution rationnelle en ¢. Il n’en peut alors exister qu’une seule,
sans quoi on retomberait dans le cas précédent. ‘

Ay

(1) On peut remarcuer qu’en général la relation identique oblenue en égalant les deux
expressions de f(’/ﬁdv, ol [ est un contour fermé entourant le point ¢ = = seul el tel
T

Py | . P el .
que /K reprenne, aprés avoir déerit ce contour, sa valeur iniliale, donne l'expression
d’une certaine combinaison linéaire des périodes par une fonction algébrique (somme
de résidus).
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Pour nne équation
9s + A—of =o
ou ' T ov

ou A dépend de u et ¢, la résolvante en J est simplement

aJ -+ ﬂ+J0:\ . 0%A
Ju av dv 0t

=03
elle sera donc ici

9 (1—=¢\dJ (=% | .. (—py_
dlt+<m>-&:—[m+lJJﬁ—2——*_O

D’apres I’étude antérieure des formes possibles de K, nous pouvons
tout de suite poser

—_ e 5 -+ Jl,
ou J, ne devient plus infini pour ¢ = — ¢, la nouvelle fonction J,
devant satisfaire a I’équation
()J1

(v +p)? —+ (1—02)(‘)+p)3—?—111(1+ P24 2¢p)=2p—+p

¥

Jdu

Examinons d’abord le cas ou zous les pdles de I, sont simples. Nous
savons que parmi ces poéles figurent -+ 1 et —1 qui.correspondent
a des solutions particuliéres algébriques et nous écrirons

ce qui donnera
N 74 aJ,
(e+p) [—: i vzz]

—A . 2 +_0L
(¢v—1)* (¢ +1)* ° Oy

+(|—v'-”)(w+p)[

A 23 . . .
__<;-—_——I—+ﬁ_-—]+.]2>(x+c —+2¢p)=12p+p

T . . N .
Le terme en =) doit disparaitre du premier membre. On obser—

vera tout de suite que le coefficient de est

I
v —0

(¢+p)(¢4+1)— (14 24+20p)
Anrn. Ec. Norm., (3), XXXVII. — FivRier 1g2o0. _ 5
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et se réduitd (1 — o) (v —1); le seul terme en -(;;’_—I_——_l) est donc
' (04 p) N

(V—l) » -

et X est nécessairement nul. De méme le coefficient de . est — (1+p)
et v est également nul. .
Ainsi, A et p. sont des constantes et J, doit satisfaire a 'équation

Je dJ‘v o 4 ’
(000 T2 (1 ) (0+p) 52— (1 9% 200) = (b 2)p Pl e

Soit maintenant

o
JAJ:'—'—'-—*—"——B—““‘F...—*—IJ,
P —a ¢ —0

ou a, B, ..., a, b, ..., L sont des fonclions de « a déterminer; on a
pour cela I'identité en ¢: : - '

!

(o o[ 2

! o

+...+L~’] A+ (1—02) (0 4-p) [ﬁ-}

SR
a  (v—a)?

P —a

o [ o ]
f:_(l+y+2)p+p'+p—7\.

I

Pour que le terme en G disparaisse, il faut et il suffit que a
soit une solution particuliére de (1) :
I e a
a-+p

Le quotient de
alv—+p)a’'—(r—o)](v+p)
par (v — a) est
a(v+p)(¢v+a+d).

Pour que le terme en disparaisse, il faudra que

1
(¢v—a)
(v+p)a+oa(v-+p)(v+a+a')—a(1+ vi+2pp)
soit divisible par (¢ — a). Considérons le coefficient de o, en tenant

compte de 'expression de a/, :

1—a?
T a—+p’

/
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il s’écrit aisément

¢’est-a-dire qu’il est divisible par (¢ — «@).

Il faut donc, puisque (a + p) == o, que l'on ait «’=o, c¢’est-a-dire
que o solt une constante.

Il restera une identité entiere en ¢ :

(¢ +p)? L + (1 — p? )<a+9 -+ > — (14 ¢+ 20p)L

= +p+2)o+o +p—3

qui donne immédiatement les conditions L’ — L = o (obtenue deux
fois) : 1

(1—p? )(a+P+...—L>:p().+($+2)+p'+‘u—);.

N

Le systeme des equatlonb différentielles auxquelles doivent satls—
faire les fonctions a, b, ..., L et o est donc
a’:[—a2, ceey L'=1,
_a+p
. P+ +p+2)p+p—2=(("—nhi—p) ();

nous écrirons, comme plus haut, 'équation linéaire aux dérivées par-
tielles correspondante :

) ad af — a? d R o
o= E+FrrE(GTS) o Lre—nh—p - ael=o.

Intégration de ©(f)=o0. — Pour intégrer cette équation,- nous
allons chercher & obtenir, au moyen de quadratures, 'expression de z,
c¢’est-a-dire de la solution de I'équation .

' Jz 11— 0%\ 03

. _ 03
“—7)7”

Sil’on pose

(1) Cette derniére équatlion s’éerit plus simplement

o' +2p = (p2—1)di(—p).
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on a
1 ()K-___J
K g &7
d’ou :
= K= (p( u) (¢ + P)el log (0—1) + P log (041) + & log (t—ctr—+... 41 e,

ce qui pourrait aussi s’écrire, en définissant les puissances complexes
par la-formule classique a* = e*'°s7,

K=0®(u)(¢+p) (¢ — i) (e +1)t(¢—a)* .. e

En écrivant que K satisfait 2 la résolvante

Idl{+<r—c’2 1 0K [ r—p? il =
K du v—t—p>l{ de (p+v)? ]
on trouve aisément, pour déterminer ® (u), 'équation

/

%:)\+1¢+2+Eo¢~—-pL .

®

qui donnera @ par une quadrature, quand p et L seront connus.
Il convient d’observer, en passant, qu'on aurait pu écrire, plus
généralement, ‘

logK =log ®(w) +f Jde,

v, ¢lant indépendant de ¢ et de u, et obtenir, en exprimant que K
satisfait & la résolvante correspondante,

! - ) 12,
9“—[AJ+§—A—] 0ilA=<I—‘2 ]

o dv v +p

«) 4 0’: .
Supposons K = == connu, on aura = par une nouvelle quadrature
partielle

s:f Kdv + W (u),

-out da fonction W est définie par W (u)= —[AK],_,,, ainsi qu’on le
voit, en exprimant que z satisfait & la relation g% + A 'd’? =0 et



L'EQUATION DIFFERENTIELLE DE LA BALISTIQUE EXTERIEURE. 37
tenant compte de 'identi(é’

JK oK . JA
B;"i—/\w—i-ky‘—;_—O

En résumé, I'intégrale = est donnée sous la forme
SZ‘D(ll)f (r+p) (v =D (e H )P (e —a)* ... e dy + W (w),

olt @ et W seront oblenues par des quadratures ultéricures.

Les diverses déterminations de la fonction s, non uniforme, sont
comprises sous la forme Mz + N ou M et N sont des constantes
absolues. :

Les périodes de W(«) sont des constantes; les diverses détermina-
tions de ®(u) ne different que par un facteur constant. Les seules
périodes de z qui ne sont pas, a priori, des constantes sont le produit
de ®(u) par les périodes.de I'intégrale |

Q:f (v+p) (v —1 (04D (0—a)*... A dos

st nous désignons par P I'une de ces périodes, on aura donc
®(u)P =,

C désignant une constante. Il en résulte que la connaissance de deux
périodes distinctes de I'intégrale Q, P, et P,, nous donnera

P, _ G,
P, G

)

. ¢’est-a-dire une int.égralei—i—";de ]’équalion- o(f), indépendante de la
variable . )
Combien obtiendra-t-on d’intégrales distinctes de cette maniére ?
Placons-nous d’abord dans le cas le plus général ot les exposants A,
., &, ... sont des quantités complexes quelconques; il est clair que
toute période de Q s’obtiendra en formant I'intégrale

/(v—l-p)(v — ) (e A1) (p —a)%... e dy,
Jr
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prise de ¢, a ¢, , cest-a-dire /e long d’un contour fermé T', pourvu que
la fonction a intégrer reprenne en revenant au point v, sa valeur intiale.

Les plus simples de ces contours sont, comme plus haut, les con-
tours doubles I’Hermite et de M. Jordan, qu'on peut définir de la
maniére suivante : .

Soient @ et b deux points de ramification, ou points critiques, de la
fonction & intégrer; désignons par A un lacet élémentaire formé d’une
boucle partant de ¢, et y revenant aprés avoir tourné une fois dans le
sens direct autour du point @ (lacet qu’on peut remplacer par deux
chemins rectilignes allant de ¢, & un point voisin de « et un petit

— )
cercle entourant ce dernier point); désignons aussi par A le chemin
inverse du précédent. Le contour double élémentaire I',, sera la

succession des chemins ABA B .

Comme apreés avoir décrit le contour A, la fonction & intégrer est
multipliée par ¢, elle reprend manifestement sa valeur quand on
décrit le contour T, ,. '

En observant que + 1 et —1 sont des points critiques et posant

Ki=(0+p) (v —1) (¢ +1)b (v —a)*... e,
on obtiendra donc, si p est le nombre des points critiques a, b, ... et
s11’on écrit

Qa,b = K do.
» r

a,b
exactement p intégrales distinctes C,, C,, ..., sous laforme

Q4 _ o _ Q4 -

1 G G, T

Les variables de o(f) sont a, b, ..., L, p etu; il marque donc
encore deux intégrales. L'une d’elles s’obtient immédiatement, ¢’est
intégrale de 'équation L' = L, que nous écrivons

C=u—logl;

mais il reste & en trouver une, indépendante de u, qui, jointe aux
p précédentes, permettra de définir ¢, @, b, ... au moyen de L.
On l'obtiendra en choisissant pour I' un contour fermé qui s’étend de
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maniére a passer par le point y=xx: le plus simple pourra étre défini
par la condition d’entourer le point y=r seul et de comporter deux
branches s’éloignant indéfiniment, mais de maniére que I'intégrale

fK1 dy
r

ait un sens précis, ce qui exige que le module de € tende vers zéro
lorsque mode¢ augmente indéfiniment. Cette condition est d’ailleurs
suffisante, puisque le module de 1'élément de I'intégrale tendra alors
vers zéro plus vite que toute puissance negative de mod v.

Elle donne simplement si L=1/(cosf +-7sinf),o=r (cogm—i—z sinw),
I inégalité cos(0 + w) <o, qui doit étre satisfaite, pourvu qu’on soit
assez loin de I'origine des rayons vecteurs, sur le contour T.

I’intégrale, ainsi obtenue,

Q. :f K, dv
r,.

' .y . Q. . -
n’est pas nulle en général et le quotient == = C,, est la derniére
- .
intégrale de © (/) = o.

Remarque. — On a l'exemple le plus simple d’une intégrale ana-
logue prise suivant un contour s’étendant ainsi a 'infini, en prenant
la deﬁmtlon générale de 'Intégrale Eulérienne ]( ) dans le plan
complexe 5 :

f il e=v dp = (e*™—1) I'(3),
L

ou £ est un chemin partant de linfini dans la direction des valeurs
- réelles et positives de ¢, tournant une fois autour du point ¢ = o dans
le sens direct et s’éloignant de nouveau & l'infini vers les ¢ réels et
positifs (*). '

(*) Un autre exemple classique est la définition générale de ¢(s) donnée par Riemann
dans son Mémoire sur-les nombres premiers :

osinns. T'(s).{(s) = LfS:—M

ol £ est encore le contour indiqué plus haut.
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Autres formes des integrales. — La remarque précédente nous améne
4 observer que les périodes de I'intégrale
Q= /‘ (04 p)(¢—1) (0 +1)(p—a)*...ewdp
peuvent s’obtenir toutes par un procédé uniforme, indiqué par
M: E. Picard pour une question différente ('). '

1 . ’, . s .
On avu que - =o est une solution de I'équation différentielle
do (11— ¢?
du " \¢v—+p
SiI'on veut que la valeur constante de z, qui correspond i cette

solution, soit finie, on devra choisir le chemin qui va de ¢, & » dans
la formule

;:(oo)::ll)(u)fw(w—i— p) (v =D (0 + 1) (v —a)...eWdy+ W(u),

de maniére que l'intégrale demeure finie, ce qui exige simplement
que pour mody assez grand la partie réelle du produit Ly soit négative.
Soit, par exemple, comme plus haut,

L =1{(cos0 -+ ¢sinf), ¢ =r(cosw + isinw),

il faudra simplement cos(f + w) <o.

Si nous admettons que, sur le chemin choist, sinw tend vers zéro, la
partie réelle du produit L¢ aura finalement le signe de cosw,
lorsque cos > o. On pourra donc prendre alors pour chemin de ¢, 4 @
un chemin rectiligne paralléele & I'axe réel du plan ¢ et s’éloignant
indéfiniment du coté des v négatifs. '

Pour obtenir les périodes, on pourra donc faire précéder le chemin
déterminé qui va de ¢, en ¢, de divers contours fermés qui entourent
une seule fois, dans le sens direct, un seul des points critiques 1,

—1, a, ... placés a distance finie et qui passent par le pointé =o,

mais de maniére que, dans la portion du contour qui est au voisinage de
ce dernier point, le produit Ly ait sa partie réelle négative.

(1) E. Picary, Traité d' dnalyse, L. 11, 1896, p. 375.
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Par exemple, on pourra constituer l'un de ces contours fermés
élémentaires par un petit cercle entourant le point critique et deux
droites infiniment voisines, paralléles & I'axe réel du plan et s’éloi-
gnant indéfiniment du coté des ¢ négatifs.

Désignons par A, un tel contour relatif au point a; les diverses
expressions '

E“:f (¢ +p)(¢p—D) (¢ +1)(¢—a)...ewdp,
:\n '

relatives aux peints 41, —1, a, ..., donnent (p + 2) périodes, d’ou
I'on déduira (p + 1) intégrales de I'équation aux dérivées partielles

V(f)=o.

On observe que si la partie réelle de I'exposant « est supérieure
a (—r1), I'intégrale prise le long du petit cercle tend vers zéro avec
le rayon de ce cercle. Car sil’on pose, sur le cercle,
g—a==re’,

on a
dv =re'tidt,

et ’élément de I’intégrale, a part un facteur fini et différent de zéro,
renfermera le produit

((«‘ —_— a)a d‘.‘: e(al—i—ia‘_.)dlogr-;-i/l r eit [ (/t

dontle module e ~*!d¢ comprend le facteur e+ qui tend vers
zéro avee r, si (o, + 1) est positif.

Dans ce cas, l'intégrale correspondante =, peut se remplacer par
une intégrale rectiligne, prise de @ au point 4 I'infini du plan ¢ paralle-
lement a I'axe réel négatif de ce plan.

Il resterait a établir que les (p + 1) intégrales de v (f)=o, repré-
sentées par les rapports des quantités X_,, £,, X, ... & 'une d’entre
elles, sont bien fonctionnellement distinctes.

S’il existait, pour 'intégrale précédente X, une relation entre les

. 2., 2 A . . . .
quotients ==, 1‘2—‘:, ... de ses périodes, cette relation subsisterait quel

~1
que soit le nombre des a, ... et quels que soient les exposants 2,
[TI F

Ann. Ee. Norm., (3), XXXVII. — FEVRIER 1920." 6
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Examinons un cas extrémement simple, celur d’un seul point cri-
thue @, en supposant, en outlo, tous les exposants A, Wy @ égaux

2 (1),

Dans ce cas trés partlcuher, les intégrales =, X_,, X, sont relatives
4 une fonction uniforme, ayant aux points 1, — 1, «.des poles simples.
‘On pourra supprimer dans les contours correspondants les parties
rectilignes qui s'6tendent I'infini, mais il faudra conserver les cercles,
et les intégrales se réduiront & des résidus de Cauchy :

Ly Uxpe Ly le—ned Ly (adp)er

2t VT a1 —a)’ 2im T YT Ta(1+ a) 2in " (a—1) (a—+1)

sy .
Les quotients 5, ‘—;:"1-’ sont simplement

2, a2(a+p)ele 3, _ (p—1)(1—a)e "
X (a+1) ’ S T T (o1 (1 a) 5

ce sont bien deux fonctions distinctes des trois variables a, e, L,
puisqu’une combinaison évidente

(_‘2;__?_\ 2 2--1 N\ @1
bl
ne renferme plus la variable L et ne se réduit pas & une constante.

La proposition vraie dans un cas trés paltlcuher subsiste a for-
tiori dans le cas général.

Remarque. — Nous avons donné, dans le cas général, le moyen <lc
former toutes les intégrales de I’équation
of . 9 Of (11— a*\ af
’L)(/)—-———ka—E.L%—m(“_*_o) —f-m[(p - 1) ]1(—(/)—-)(,[
qui correspond & 'hypothése
J = ! 4= ! —= e +Ja(¢) avee .].3(0)::‘ s .

¢+ P — 1 1

al’aide d’intégrales prises dans le champ complexe, suivant des cox-
tours fermes convenables, et indiqué quelques-uns des cas ol ces inté-
grales peuvent s’exprimer par des intégrales definies rectilignes. 11 est
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clair que lorsque certains des coefficients A, u, a, ... sont des entiers
négatifs, certains des contours précédents peuvent se remplacer par
des cercles dont le rayon tend vers zéro et donneront des residus de
Cauchy, relatifs aux points critiques correspondants. L'examen de ces
circonstances particuliéres ne présente pas de difficultés.

Il convient de signaler le cas ol L est nul : le point ¢ =2 ne joue
plus alors le role exceptionnel qui a permis d’obtenir sous une méme
forme (p + 1) intégrales distinctes de ©(f) = o. Mais les éléments
a,b, ..., en nombre p, sont donnés au moyen de g par les équations
signalées plus haut (ou figurent des intégrales de doubles contours) :

Qh—i — Ql.a ___ Ql./'

1 Ca Cy

et ¢ est relié & la variable u par I'équation

pl=(—0)di(—p)—2p -‘:——(pz—-—x)<

o +> —(h4+p+2)p+h—u,

qui donne u par une quadrature portant sur une fonction de p seul.

Péles multiples de J. — Nous avons supposé simples les poles de la
fraction rationnelle J; il serait nécessaire d’étudier le cas général ot J
a la forme

J-—I+7'+7""++”+”2
Te+p  v—1  (¢v—1)* T (v41)  (0-+1)

% L ® 4 L4+Lie+...

(v —a) (¢ —a)

c’est-h-dire oit les divers poles 1, —1, a, ... et o ont des ordres de
multiplicité quelconques. v

Pour ne pas étendre inutilement ce travail, nous examinerons
simplement ce qui se passe quand un pole a est multiple, ou bien
quand I’infini est un pole multlple La méthode générale en résultera.

Soit, par exemple,

1 A P o, oy o ,
= ——— + + + -+ e — L+ L,
YT p 0 —1 vt-1. ¢ —a (v—a)?* (0 —a)™

on formera aisément le systeme différentiel que doivent vérifier les
éléments «, b, ..., «,, @4, ..., @,, ¢ et L. Mettons en évidence les
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termes de J qui dépendent de a, en posant,

1 I %y “Lm

Jo=

o :v+p+(v——n’)+'“ (¢ —a)m
nous aurons 2 satisfaire a I'identité

o e+ a'oy a4+ 2a'a ma'e,, 0J;]

(€’+p)2[ + ((’—(()2 -+ G —a)y +...+m+~()—u-_

oty 20, ma,, aJ,]

— =00 | T ey e e

5 % Oy Om o .
_(1+pz+2vp)[‘,__ +(V_“)2+...+(—‘)—:_—(7)—,;+J; =2p+p.

P : I . A s .
En écrivant que le terme en o —ay disparait, c¢’est-a-dire que le

facteur qui le multiplie est divisible par (¢ — a), on trouve d’abord la

condition
(a+p)d=1—0a?

qui exprime que a est solution particuliére de I'équation (1). Les

ermes 1 avaient (¢ —a)™ mm 5noming réduiser

termes qui avaient mel e e dénominateur se réduisent

alors & :

mo, (v +p) (¢4 a-+a)
(¢ —a)ym

Sl I'on veut que le facteur qui mulupllc soit divisible par

)III
(¢ — a), on trouve une condition pour o, :

‘.

(@ p)ram—(m ‘*'AI)“m(I + a*+2ap)=o,

et ces termes en ——— ( 2y ¢ réduisent, apres division par (¢ — a), &

I
des-termes en Ty

En continuant le méme raisonnement, on obtiendra successivement
des conditions pour déterminer a,,_,, %,—,, ..., %, au moyen de a, p
et des «; d’indice plus grand.

La partie entiére, qui subsistera aprés la derniére division par
(v —a), devra étre jointe aux parties entiéres qui proviendront de
Iexamen des poles simples de J,, et leur somme.doit se réduire iden-
tiquement & 2.p + .p'.
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l§ nlest pas necessaire de former explicitement les conditions préce-
denles pour montrer comment on y satisfera, eu tenant Lompte des
résultats obtenus dans le cas des poles simples.

L’expression de K = % aura ici la forme
K=®u)(¢+p)(r—1) (¢ +2)e (v —a) (v —b)E. ..
B T T S .S —
P — D) — (o —m—1
X e a _u" aj (m—1( a N

@ (u)
D(u)

et 'on trouverait aisément I'équation qui donne
On aura de méme, en posant K= ®(u)K,,

a-_@(zt)/.htdc' U (u),

et tout rev1ent a e\prlmer que les quotients des periodes de l'intégrale
f K, dv par U'une d’elles sont des constantes. Nous avons vu qu’aux

pu’lodes relatives 4 des contours fermés situés a distance finie, il
fallait ajouter une intégrale prise le long d’un contour fermé partant
de linfini et y revemant : cette derniére peut étre aussi regardée
comme différence des valeurs de = relatives a un méme zero du multipli-
cateur K (le point ¢ =), valeurs qui sont différentes suivant le
chemin que I'on suit pour arriver & ce point.

Dans le cas.actuel, en outre du point ¢ =oe, qui peut étre appelé
un zéro « essentiel » de K (puisque c’est un point essentiel), nous
avons un nouveau zéro de K, c’est le point ¢ =a (également point
essentiel de K).

~ Au voisinage de ce point, ¢ = a + re® et sil'on pose’
2IIl

. -— eim
(m—1) 7¢

on peut écrire K sous la forme
K=K, r#(cosa,0 + isina ) e‘/"""'{”"5“‘""”'”"01+i’i"‘”“‘f"““0’:,
ou K, tend, lorsque r tend vers zéro, vers la limite finie :

D(u)(«a ~,_-P) (a —1) (@ -+1)(a—b)E. .. el
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On conclut de la que K tendra vers zéro ou vers l'infini, suivant que
la variable ¢ tendra vers a dans un secteur ou

cos[w— (m—1)b]

est négatif ou positif. L'équation cos[w — (m —1)0] = o donne pour 0
un systéme de 2(m —1) valeurs comprises entre o et 27; le point«
appartient donc a un systéme de 2(m—1) secteurs opposcb deux a
deux et lorsque ¢ tend vers @ dans un secteur de rang 1, 3, 5, ... a
partir de la ligne de séparation

T
w—(m—1)0= >

le multiplicateur K tend vers zéro.

Soient, par exemple, Yias Yo -2 Yiam— des contours fermés
partant de a dans le secteur 1 et y revenant dans les secteurs 3, 5, ...,
(2m —1), sans avoir entouré¢ aucun point critique de K, les expres-
sions ‘

= [ K, dp, s 01,21 T k, dv

“ iy Y1 2met
ne sont pas nulles en géncral et doivent étre reg gardées comme des

périodes de Vintégrale de fonction non umformef K, dv. Elles joue-

ront done dans la détermination des éléments «, b R
e et L le méme role que les Q,_,, Q, , .... Commc elles sont en
nombre (m—1), elles détermineront avec ces derniéres, qui sont en
nombre (p + 2), et avec 'tntégrale définie de K, prise de a 4 » dans
une région telle que K, s’annule en ces deux points, tous les élé-
ments g, @, b, ..., &, ..., a, aumoyen de L. Ce dernier sera déter-
miné en u par une quadrature.

On peut d'ailleurs aussi les oblenir comme différence des valeurs
constantes de = pour la solution particuliére ¢==«, au voisinage de
laquelle = est une fonction non uniforme susceptible de m détermi-
nations suivant l'orientation derniére des chemins qui aboutissent
en a.

Ces observations résultent également de la remarque, déja falte
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«\1

que si l'on pose
" —/ Kde=®(x) [ K, dv,
on aura
o) = ‘l‘)(K)dv:——f AAK = O () [AK, 1"
d’out 'on conclut
U(w)=o0,

pourvu que

Lir— ) L

AK =@ (u) (¢ — 1) (0 4 1)pF (0 — )t e v oad T m e

reprenne la méme valeur aux extrémités ¢, et ¢, du chemin d’inté-
gration.

Ceci a lieu, en particulier, aux points a et > ot AK s’annule et le
point @, suivant la direction du chemin qui ¥ aboutit, donne, comme
on I'a vu, (m —1) intégrales distinctes.

Des raisonnements entierement analogues peuvent otre faits dans
I'hypothése ot le point a Uinfini du plan ¢ est un péle multiple de ],
¢’est-a-dire un point essentiel de K.

Si 'on a
1 2 [ o

-+ - -+ 4o+ L+Lip+.. .+ L,on,
(’—l—P ¢ —1 ¢ 11 ' —

ce qui donne
patt

o2
Lyt by — .. .41, ———
> 2 [ THY I
bl

K=®(u)(v+p)(v —1) (¢ 4+1)¥ (0 — ). ..c

on peut observer, pour
- La=g e,
qu’en posant
¢ =r(cosf—+ isind),

K tend vers zéro ou vers T'infini lorsque r augmente indéfiniment,
suivant que cos[(n + 1) + 2] est négatif ou positif.
On obtient ici, autour du point & I'infini du plany, 2(n+ 1) sec-

teurs égaux et I'intégrale w = fK dy prise le long d’un chemin fermé
‘ Y

qui part de I'infini, dans un secteur ot K tend vers zéro, pour revenir



48 . JULES DRACH.

4 ce point dans un autre secteur ou K tend encore vers zéro, n’est pas
nulle et satisfait 3 0(w) = o. .

Le point & I'infini donnera ainsi » intégrales, indépendantes de
®(u), de cette équation. :

Il est facile ici d'indiquer les nouvelles conditions auxquelles
- doivent satisfaire L, L,, ..., L,. ‘

Dans l'identité que doit vérifier J, on a immédiatement la partie
entiere

(v +p) (L'+ Liv+...4Lyo") + (I—P)(ﬂip }r—)

+(a—e)(v+p)(Li+2Llew +. ..+ nL,en"1)
— (14 20p)(L+Liv+...+L,em)
= +p+2)p+p—i+p

qui donne les conditions cherchées

Ly—(rn+1)L,=o,
Lyi—nLl,_(+p[2L,—(n—+2)L,]=o,

Ce qui nous intéresse ici, ¢’est la premiére de ces équations, que
I’on integre a vue sous la forme

1.
C-—— u — m—-l—) IOCL,"'

Les intégrales de’ v(f)=o, formées précédemment & I'aide de
quotients des périodes de fK, dy, donnent tous les éléments a, 0, ...,

s Ly ..., L, au moyen de L, et ce dernier est défini au moyen de u
par I’équation précédente.
L’intégration est donc terminée, au point de vue théorique.

Réduction du groupe de rationalité de l'équation (/) =o.

Groupe de rationalité de U( f) = o. — Le probléme essentiel que nous
avons résolu dans les pages précédentes consiste en la determination
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des intégrales de certaines équations linéaires aux dérivées partielles

of  of 1—a
D(f)“()zﬁ“éz a-+p T %

qui dépendent mationnellement des variables a, ..., p, ... et en outre
de certaines constantes A, w., @, ... dont la nature arithmétique peut
étre diverse : entiers positifs ou négatifs, nombres rationnels, cons-
tantes complexes quelconques.

Parmi ces intégrales, certaines (exceptionnellement) sont ration-
nelles ou algébriques; celles qui sont transcendantes sont toutes les
solutions d’un certain systéme d’équations rationnelles aux dérivées
partielles (S) (&néaire lorsque K est rationnel ; projectif, ¢’est-a-dire
constituant une généralisation des systémes de Riccati, lorsque J est
rationnel) dont la solution générale ne dépend que d’un nombre
limité de constantes arbitraires.

Ce systéme (‘) dont la formation n’offre pas de difficultés, gén¢-
ralise ceux qui se présentent dans I'étude des fonctions hyper)come-
triques d’ordre supérieur; il définit le groupe de_rationalité de 1’équa-
tion v(f) = o, au sens que nous avons adopté ailleurs.

La ‘considération effective de ce systéme n’a pas été nécessaire
jusqu’ici; elle peut étre commode lorsqu’il s’agit d’indiquer a I’avance
pour quelles relations particulieres entre les constantes \, (., o, ... il se
presentera une réduction nouvelle dans le probléme de liniégration
de 0 ( f) = o, ¢’est-a-dire une réduction du groupe de rationalite.

On peut aussi regarder cette recherche comme un premier pas dans
I'étude des mtecvrales de ©(f)=o0 envisagées comme fonction des
parameétres A, @, o, ....

En observant que les intégrales dont il s’agit sont des transcendantes
(ou des quotients de transcendantes) attachées & un groupe linéaire,
c’est-d-dire que la solution générale de S renferme linéairement les
constantes d’intégration, on peut étudier la réduction de S : 1° en
considérant le groupe de monodromie de M. Jordan, qui peut étre
formé en partant des intégrales elles-mémes; 2° en appliquant la
théorie de la réduction du groupe de rationalité de M. Picard pour les
équations différentielles linéaires et les systémes analogues a plusieurs
variables, ce qui entraine la considération des divers types de groupes
‘ Ann. Ec. Norm., (3), XXXVII. — FEVRIER 1920, 7
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linéaires [compris dans le groupe général (T') qui correspond & (S) |
et la recherche des conditions nécessaires et suflisantes pour que
les invariants diff¢érentiels caractévistiques de chacun de ces types

s’expriment rationnellement avec les variables a, 4, ..., ¢, . ...

Exemples de formation effective de S. — Examinons dans quelques
cas simples la_formation effective du systéme (S).

Ny _ . 03 .
a. Si nous supposons, par exemple, que le multiplicateur = = K,
, . © 1 — ¢ Cy . .
de I'équation —— == ——; posséde 'expression simple
du v —+p

P Q A

¢ —1 $ ] v —a

K — S P

on a vu que les intégrales transcendantes de I’équation © (/) = o sont

Zi=Plog(c;— 1)+ Qlog(c;+ 1)+ Alog(c;— a) ...+ Le;+ @ (u)
[E=1, ... (m~+1)],

ol les ¢; sont les racines, autres que (— p), de I'équation K(¢)= o.
Si on différentie totalement Z;, en observant que ¢; satisfait a la
condition K(¢;) =0, on trouve simplement

Ay — A AL+ Ao,

(¢;—a)

car le coefficient de dc; s’annule et I'on peut conclure de la le sys-
teme (S) :

s o Ada i .
(S) d(l;— 1, _-[m +...—-—dLJ((,,—u,)
[i==2, ... (m+1)],

qui montre que les différenticlles des diverses intégrales de © (/)= o,
indépendantes de u, sexpriment rationnellement, si U'on adjoint les
racines de K(v) = o.

b. Supposons que I'on ait

/s

dv)”: K = o(9 4 p)? (0 — 1)1 (0 -+ 1)0(p— @)% (v — B)B . ..,
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A, u, «, B, ... étant des entiers positifs ou négatifs, ce qui donne

5= [ VK do + @ (u) avee  O'(u)+[AYK .. =o.
On a vu que, dans ce cas, les intégrales de v (f) = o, indépendantes
de u, sont les périodes de I'intégrale de différentielle algébrique

f /'va de,

‘o

N . . , P N .
c’est-h-dire des mtegralesf\rh(]v o I' est un contour fermé tel
N r

P o e, . . . -
que YK reprenne sa valeur iditiale quand ¢ I'a parcouru. Or'si I'on
pose
v ) o B
P = f/;/l\d‘,:l?<~’ E, i, g, ...>,
J pppp

on aura, quel que soit le contour fermé T',

—_—— — — —g

—(_)—(; P PP P P

o B o woa B—p \
W"_"_FF(.P’?E’T"",)’

) aF(/l 2 a-—p,é’”'),

d’ott 'on conclut, en observant que b —a = ¢ —a — (¢ — b),

PPN | S )
906 T pab  pUa
pour tout systéeme (a, ) de deux points critiques.
On aurait de méme
(a+p) PP L
) 9 do." p dp da

pour tout point critique tel que a.
Sil'on veut tenir compte de la variable o, qui entre en facteur dans
chaque P, on devra ajouter I’équation du premier ordre

b
L

G — ==
do
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Les équations ainsi formées constituent, avec v (P)=o, le sys-
teme (S). Il est aisé de voir qu'en différentiant I’équation linéaire
©(P)=o0 par rapport & l'une des variables @, ..., g, on obtient

, . . . e 0P
des équations qui permettent d’exprimer toutes les dérivées ——

y sy
2
a-

au moyen des dérivées premiéres de P.

(En particulier on a %?P_ = o.> L’expression la plus générale de P

ne dépend done que de constantes arbitraires, en nombre égal aux

d'r' "E‘“‘(E ‘_9.}_)..
erivees da’ ) ()P

Toutes les périodes de P sont des solutions du systeme différentiel
linéaire (S), mais certaines d’entre elles sont algébriques, au moins
PiF . . . i L
lorsque VK posséde des poles qui sont des poles de I'intégrale.
Ce sont les résidus relatifs a ces poles, parmi lesquels peut se trouver
. 1
le point = = o.

Ainsi, dés qu’un ou plusieurs des exposants A, u., o, B, ... sont des
entiers négatifs, de valeur absolue supérieure & p, ou bien lorsque

Atpt+optat+f+...<o,

le systeme différenticl (S) possede des intégrales algébriques. II se
réduait done, par adjonction de ces intégrales algébriques, a un sys-
téme de méme nature et d’ordre moins élevé qui n’est vérifié que par
les périodes P transcendantes.

On a déja remarqué que, suivant les cas, il existe une combinaison
linéaire de ces périodes qui s’annule ou s'exprime avec les résidus de /K,

. . . K il

y compris, s'il y a lieu, celui relatif a - = o.

c. Des observations analogues peuvent étre faites lorsque J est
rationnel. Si I'on suppose
1 A 2 o '
L B

J = — - cee s 4
) Eru iy S

onavuque z est donné par )

:,::(I)(u)f K, dv + W(u),
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(g . .
ol T et ¥" sont connusena, b, ..., z, ... et olt
K= (¢ +p) (v — 1) (0 +0)b(r—a)* (0 — )P ... e

les intégrales transcendantes de v (/) = o sont des quotients de périodes

de f K, do.

Désignons par P une période quelconque de cette intégrale, c’est-

a-dire une intégrale
p :le de,
r

ou T est un contour fermé tel que K, reprenne, quand on I’a parcouru,
sa valeur initiale; on forme aisément un systéme différentiel linéaire (T)
dont P est la solution génerale.

On a d’abord manifestement, comme plus haut, pour tout couple
(a, b) de points critiques
P 9P _ 0P

(b= 5205 =% 95 B 9a’

et pour tout couple (a, 7)

0*P . oP 0P
(a+p) 5t oa

" da dp = dg da

Il yaici a considérer la nouvelle variable L : en dérivant par rapport
aLona »
w®_ fa K, de,
JIN

et il suffit d’observer que ¢ = ¢— a + a, pour obtenir la relation

P oP .
dadl — “da ¢
pour tout point critique a.
On aurait de méme
P, 0P
dp oL ™ - 7)? ‘

Nous avons vu qu’en désignant par P, une période particuliére, le
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quonent est une intégrale de ©(/) = o; on peut donc en conclure

Cherchons la valeur commune de ces rapports en tenant compte de
Iexpression explicite de v (/) :

()f of [1—a? N
o) = +()a<a—|—a> e

(f _ ) _'\.M . B -
—{—-CTPl( e )<a+{, “+ L) p(h -4 2)+ ) IJ}’

ou de sa signification.
On trouve d’abord

()(P)——fv(ls (zp:f LI '
l‘

et si Pon a égard 4 la résolvante, identique, en K = ®(u)K,,

D' () 4+ JK, AL oK, N JA o
D) K, Ju K, oy Jde 7
et au fait que
‘/‘dz\l\'1 =0,
. r
on en déduira
Q' () W)
O(P) oz — [‘ lg — >
() (l)(u) ,l‘k 140 T @ (u) :
. /
Mais nous avons trouvé pour (l'(( “) expression explicite
(-—-——D’(") =i+ 42+ Za—ol
(])([() =4 [ ) ~0 Ry

v

les périodes P satisfont donc a I'équation du premicer ordre
. O(P)=[pL— (% + p + 2 + Sa)] .

Ainsi nous avons, comme dans le cas précédent, un sysiéme difjé-
rentiel linéaire (T), formé d'une équation” du premier ordre et des
équations du second ordre qui donnent les dérivées prises par rapport
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a deux variables différentes, pour définirles périodes P. On en déduira
0*P a9*P

sans difficulté Uexpression des dérivées — -+ » 5>
Jda? oLz

--- au moyen
des dérivées premieres de P.

Le systéme (S) est celui qui definit les rapports des solutions de (T) a
lune d'elles. Comme la solution géncrale de (T) renferme linéaire-
ment (p -+ 2) constantes, si p est le nombre des points critiques a,
b, ..., lasolution générale de (S) en renfermerait sous forme projec-
tive (2p + 3) et le systéme (S) parait moins commode & étudier que
le systeme (T).

Drailleurs, la solution générale de (S) est construite avec seule-
ment (p + 1) intégrales de v( /) = o, quotients de (p -+ 1) solutions
indépendantes du systéme (T) par la derniére solution.

Nous concluons de la que la réduction du groupe de rationalité
de v (f) = o doit se chercher en représentant les intégrales comme
quotients de deux solutions du systeme (T) et en ¢tudiant la réduction
de ce systeme linéaire (7T).

On verrait sans difficulté les modifications & apporter aux résultats
qui précedent lorsque J a des poles multiples a distance finie ou un
pole multiple & I'infini.

En résumé, 'étude des cas de reduction du groupe de rationalite des
équations linéaires aux dérivées partielles © (/) = o peut se faire par des
méthodes régulicres, (ui n’exigent que la connaissance de la théorie
classique de M. Picard, sur la réduction des équations différentielles
lin¢aires, étendue & plusieurs variables. A titre d’exemple, nous traite-
rons plus en détail de cette réduction dans le cas ol1 J ne possede, en
dehors de + 1 et — 1, que un ou deux poles simples @, b : on verra
que ce cas particulier comprend tous ceux signalés jusqu'a présent
soit par d’Alembert, soit plus récemment par M. F. Siacci. C’est par
cette étude que nous terminerons notre travail.

Remarque. -- Nous avons cependant, avant de passer a cet examen
historique, une remarque d’ordre général  faire. ’
Nous venons de voir, par exemple, que dans I'hypothése

1 7 |y o ¢ '
J = —+ -+ : ...+L
U=+ 0 P v—i--u.*‘u-—aﬂ“v——-bTt~ ’




56 ' JULES DRACH.

les périodes P de 'intégrale
f((‘ + o) (¢ —1) (¢ R 1)E(p —a) (v —b)B ... e"dp,

qui donnent par leurs quotients les intégrales de I'équation o ( f) = o,
satisfont & I’équation linéaire aux dérivées partielles

O(P)=[pL— (% +p +2 + Za)]P,

ol
o — o of (1 —a*
o =gpts ge(aws )+
O ( @ >,_- Yok —
- dpl(l f) st L. (A4 2)p 4+ h—pl,

et de plus aux équations, formant le systéme (T),

PN S ST S PRPNY L ST | Y.

( — ) Gadb =" b Ja’ (a+p dadp —  Jp = da’
0 ) S PP ., 0P
dadL.— “9a dpol. — TP

Dérivons, par rapport & «, ces diverses relations; nous aurons le
systéme
17)

| o[ OP 1—ptoP ¥ opP
U(m>+ e [pL — (% + p. -+ Xet)] P P;

.2<()P>

‘do o [P\ _ 0 [oP\ 0P,

) (b—a) 5205 —“73<7?&>‘“5522<%>””%’

- L[ OP ,

"t oy oy e
P dadp T dp\dx) on ()oz) 9’
_02 (9PN _ 9 (9P 9P _p.
dadL\ da) = Oda da>*a0a~ ’

(g o
\ dp oL\ da) 0« P do \ O

Supposons maintenant que 'un des exposants «, §,... variant de
maniére continue devienne un nombre entier positif, par exemple I'ex-
posant «. La période P représentée par I'intégrale X,, envisagée plus
haut, Eaz.ﬁ; K, do, o A, entoure a seul et comprend le point &

a
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Iinfini, se réduit & zéro. 1l en est de méme des intégrales de double

contour ou le point a figure : [ K, dv.
(7 AP

Avec cette période particuliere P, s’annulent également les dérivées

% et %l(—: relatives aux affixes &, ... des autres points critiques. Il suffit

de considérerle systéme ( Te) pour reconnaitre que la derigce 3—5 vertfie

alors le systéme (T). Nous pouvons, par suite, dans le cas ot 2 est un
entier positif, remplacer la période X, par 'intégrale analogue
0x, o
Lo [ kylog (v — a) dy,
24 JA. T

puisque

(o — @)= (v — a)*log(v — a)

et cette intégrale n’est pas nulle en général, puisque la fonction a
intégrer K, log(¢ — @) n’est plus uniforme au voisinage de ¢ = a.

On peut remplacer de méme une iniégrale de double contour, telle
que | K, dv par - K, log(v — a)de.

ab ab

Les constantes A, w. jouent un role analogue a celui des constantes
a By.. ..
On a immédiatement

59PN P - v\, OP
U(\(D\)—r—(t-—-p)%__[pL——(/.—i—{J.—%—,.a)]W——P,

et comme A ne figure pas dans les autres équations de (T), il est clair
apr o ' s oP
que — est une solution de ce systeme lorsque P et =, sont nuls. On
. - lJ i
. . PPN s . 0%
aura donc, si A est entier positif, & remplacer par exemple X, par —*:

d“:’l .

7 "ﬁ4h1]0g(‘,—’)d“'

Il n’est pas nécessaire de modifier les contours qui définissent les
périodes, nila fonction & intégrer lorsque certains des exposants A, u,
@, B,... sont des entiers négarifs, puisque alors K, et son intégrale

Aun. Ee. Norm., (3), XXXVII. — FivaiEr 1920. 3
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deviennent discontinus au point critique correspondant. On peut
cependant observer qu'il existe alors'des contours fermés restant au
voisinage de ce pornt qui donnent des périodes : les résidus de Cauchy.

L'observation faite pour J se répete pour K, dans le cas ou certains
-

-, =» =, -.. sont des entiers positifs.
P PP

IS
des exposants —;.
P
Examen historique.

1l s’agit ici de montrer comment se situent, dans la théorie générale
qui vient d’étre exposée, les résultats particuliers dus & I'ingéniosité
des géométres qui se sont occupés, aw point.de vue théorique, de
I'équation de la Balistique extérieure.

Formes de d’ Alembert. - D’Alembert a indiqué () quatre formes de
. ¢F - . . )
la fonction — = ¢ permettant d’intégrer I’équation de I'hodographe,
o

formes qui s’écriventavec les notations adoptées : u = logV, ¢ = sina,

(D p(u)=a- bem,
(ID plu)=a-+ bu,
(11I) plu)=~Aec" 4 Be "+ R,

(1V) ey =Auw*+Ru+B;

les deux derniers cas ne sont traités que pour une relation particulicre
entre les constantes A, B, R. On remarquera que le changement de u
enu — u, fait disparaitre de toutes ces expressions une constante A, B, R.

I. Pour la forme (1), I'équation

dy 1 — ¢?
du" v+

(r}
peut s’écrire

, Ay
du = (be™ 4+ « + ¢*) -——(—(———,,—f;
(i— %)

(*) D’Avemsert, Lraité de Uéquilibre e: du mouvement des fluides, Paris, 1741, p. 359.
Des cas particuliers des formes de d’Alembert ont (6 étudiés & nouveau par Legendre et
par Jacobi. '
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ou encore, en la multipliant par — ne™"*,

( ‘.’.) de " — —— -(—I-—L‘L“g—) [[) ~t- ((’1 -+ "‘\ C‘_””] ds.
C’est donc une équation linéaire en e, la variable étant ¢, quelle
que soit la constante . B
On sait que 'équation linéaire :
dy— (Ay+B)dz=o0

. . . , —_ 1: dr
possede un multiplicateur dépendant de « seul, e S,
e?‘f ATy — (Ay +B)de]=d [)'e'J . /Be_,_/ Adx g ] .

Dans le cas actuel, nous aurons donc comme multiplicateur de (2)
le facteur :

nmia- n
N lae—1,

M= e T = (1)

n
—;({14—1;

(I‘_“) - s

— (¢ 4+ p)ne "
(r—=v2) 7

¢'est-a-dire comme multiplicateur de (1),

sommes ici en présence d’un multiplicateur de la forme
K= o(v 4 p) (¢ — 1)} (¢ 1)t

les exposants X et u. étant donnés par

5 n; n
A::wg((/—f—x)—x, (J.:E-(fl—l)——l.

Si 'on suppose a quelconque, l'inpariant rationnel en ¢ est donc

J — L oK - 1 A |22 %

== -+ + .
K dv¢ 40 o —1 § =1

~ Nous avons vu que lorsque A et u sont quelconques, le systéme &
intégrer pour déterminer o et p peut s’écrire

!

o - ; - - ’
;:/.—E—(J.--}— a2, oo (h-Fp+2) 4+ p— =0,

il donne immédiatement
P—
s P+ 2

o= Ce' At o= -+ (*le—().-i-p it

’
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et 'intégrale de I'hodographe s’obtient par la-quadrature

ds — geklog(v—1i+log| vl (¢ A p)de — (1 — ¢7) du].

Remarque. — L’hypothése A+ p+ 2=o0 donne 7= const.
et o=(A—p)u-+C,, c'est-a-dire le deurieme cas indiqué par
d’Alembert. Il n’y a pas liea d’y insister.

I1. Etudions maintenant la forme (III) ot o =Ae"+ B+ R.
L’équation & intégrer s’éerit
lu

[«
(1—¢?) i “+Aer +Bem 4R,

et, si ’on multiplie ses deux membres par e™,

dau
(I — pﬁ)eml ;[;,' — A62nu+ ((‘ -+ R)eml e B,
) :
on reconnait immédiatement, en posant o =", une équation de
Riccati : i
(1 — %) do

—_— A.(;.)2+ ((' —+ ]{ )(1) - ];.
n dy

Cette ¢quation s’intégre par quadratures lorsqu’on en connait une
solution particuliére (*). La méthode de d’Alembert consiste & cher-
cher les conditions pour que cette solution soit linéaire en ¢:

W= Pt
on obtient ainsi '

Anp+n-41=o, //('zA/) 4 1)+ Rp =0, p=n(Ag*+ Rqg--B),
ce qui exige entre A, B, R la relation

LI AB R
2 ) T (ot 2)t

On sait qu’en posant = o + p¢ + ¢, I’équation transformée est,

(1) D’apres la théorie générale, il n'y a de réduction que si une solution particulicre
est rationnelle en v, ou si plusieurs solutions sont algébriques cn ¢.
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\ ge e . Y , . . 1
apres division par 52, une équation linaire en — :

al L) -

. (6 (n—+2)c-+Rn?1

(1 —¢2) = - - — An;
' oodvy (n+2) T

elle admet donc, sous la forme précédente, le multiplicateur d’Euler

. P{n42)e+8 5

1 e . _ Rn?
e ) ol S = ———
(t—1¢7) (n+12)

On aura, par suite, pour I'équation initiale

L 2
( — ! )f[{[—({t’:O,
. L N W

le multiplicateur
P ne-8
s

o —
J ot Iy

K,___ enu(‘,+i,‘.‘)
- ([)(. -+ — enu)ﬁ

d’ou I'on déduit pour J une expression rationnelle en ¢,

1dik o L Lk 2
_ X dv ——“'«‘—i—p D —1 —+ 1 c—5
si I’on pose
nu ___ . .
A= n, o—u=28, h=12 4. __" Ae"“'-y—l}(—";ll .
! ! P (rn—+1) ' (n-+2)

En observant que le remplacement de « par « — u, permet de
prendre A =1 et ne change pas le produit AB, on voit que tout est
déterming par les valeurs de A et w; i/ n’y a donc pas dans g de cons-
tante arbitraire en dehors de & et .

Examinons, d'apres les résultats généraux indiqués plus haut,
a quelles conditions on pourra choisir, pour I'équation

de - 1—¢?

da 40

b

une expression de J, analogue & la précédente,

1 7 ia o
J = -+ -+ { -+ *

v0 O 0 —




62 i JULES DRACIH.

On aura pour déterminer @ et p en fonction de « les équations

.
, _1—a

alr—g?)
- a-+—|o,

[44
a—+po-

Pl (A4 a)p + p— 2=

L’équation qui lie o et @ est une équation de Riccati :

dp _[2A—p—(0+p+2)pllatp)+alt—p?)
da — 1 — at

D’aprés la théorie générale, si 'on pose

Ki== (0 p) (6 == 1) (0 o 1) (0 — @,

les périodes Pde I'intégrale 'fl{, de satisferont & équation

‘ oP1—az 9P|
WP = o T Y e
ok T daa+gp 0({1(1 ¢

=—(h+p+2-+a)P

_ 5 !
a _i_.p ()\ -+ [J’—l— “)P_*— 7'—{'1"

b

et le quotient de deux d’entre elles fgalé & une constante définira la
solution générale de I'équation de Riccati considérée. On aura ensuite
u par une quadrature, en partant de I’équation

(a+p)da

Cdu = -
1 — 2

H

ol g est exprimé au moyen de a.
Nous remarquerons qu’en écrivant, par exemple,

gm0 — 141,
nous avons

"/‘K1 do :f(v — 1) (p - 1) (0 — @)% dp 4+ (p + I)_/"((}_ (o 1) (90— a)* d,

d’ou il résulte que les périodes de / K, dv sont des fonctions linéaires
de (o +1) dont les coefficients sont des fonctions de a qui sont des
périodes d’intégrales hypergéometriques ordinaires (). Ceci donnera la
clef nécessaire pour trouver tous les cas de réduction du probléme.

Les périodes P considérées comme fonctions de p et de a vérifient

(1) Cf. par exemple; Ey. Prearp, Traité d’4nalyse, t. 1lI, 1896, p. 3o1.
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avec 'équation
' OP)y=—(Fpn+2+a)D
du premier ordre, I'équation du second ordre

P op  op
da ds —*00 T oa’

(a+p)

Il est aisé d'en déduire les équations vérifiées par les périodes des
deux intégrales hypergéométriques contigués, regardées comme fone-
tions de la seule variable a. Si I'on pose

’ P=M-(s+1)N,
en désignant ainsi par M et par N des périodes relatives au méme contour
Jermé, on aura, au lieu de I’équation du second ordre,

ON . oM
(a—1) Ja = aN + Vrs
et I'équation lmcau du premier ordre donnera la seule équation nou-
velle
. ON - . .
(1—a?) % +(2a+1—p)N=—(k+p+2+ )M

Iin la différentiant par rapport & @ et l'cmpla(*ant oM - par son expres-

sion en N, on obtient I'équation du second ordre vcnﬁee par N :

2 J

N
(1—a?) )al, —1—[(2(/—1-—(_1. +oa)—(2p+2-+0 J):[—\ —a(h4-pt+a+1)N=o.

Dans le cas général, les périodes P ne peuvent s’exprimer que par
des intégrales de double contour relatives & deux des trois points
1, —1, a. Mais il y a de nombreux cas de réduction.

Si, par exemple, les intégrales envisagées M et N demeurent finies
pour ¢=1, ¢y=—1, v=a, ce qui exige que les parties réelles
de A —1,u — 1, % -— 1 s0tent positives, on pourra prendre pour périodes
distinctes deux expressions '

Pi=Qu—Q, Py=Q,—Q_,,

ou les Q sont des intégrales prises suivant des chemins rectilignes
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d’un point ¢, aux points correspondant aux indices @, 1, — 71, &
condition que la détermination initiale de K, soit choisie en ¢, une
fois pour toutes. ‘
Le groupe de monodromie de I'é¢quation du second ordre en N (ou du
“systeme différentiel en P) sera dans ce cas (') engendré par les deux
transformations linéaires (S,), (S,) qui correspondentiune circulation
de @ autour de 1 dans le sens positif et & une circulation de « autour
de (—1) danslesens négatif :

. ( P o 2URO0+2) P,

(54) " Pl Pyt [e2im0eia) . pmtina| P .
i j P'il p— p1 -+ I e2T(PAa) e‘:imx;] [’2,

(82) | P = gdimpta) P,

En posant
P, \
=G,

P,

w

ot C désigne la constante intégrale de I'équation de Riccati, signalée
ol 2} :
plus haut, le groupe projectif relatif & C est formé par les deux trans-
formations fondamentales
e-—:ﬁm().-;-a) ¢ I

(21) Cr= = ,

> 2T (e 2UTA __ v N .
L€ (e 1) r HT(Ha) [ | —— 2T

(Ee) ! (/= 2T+ (4= | — 6—21‘7:(1.,

dont I'étude permettrait d’obtenir tous les cas de réduction du
probléeme; c’est Ia une question classique sur laquelle il n’y a pas lieu
d’insister ici. ' ‘

Nous nous bornerons & signaler les cas immédiats ou 4, w, « sont
-ationnels tous trois, ou bien A + « et « rationnels.

Si 'on veut retrouver le cas signalé par d’Alembert, on doit
faire « = — 2 et il semble, d’aprés les relations obtenues, que A el p.
demeurent arbitraires.

(1) Cf. By. Prcann, Traité d’Analyse, L. 111, 1896, p. 304.
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Dans ce cas, une période de / K, de est en évidence; c’est le produit

* 4+ J)(&‘—I)'((‘—i—l

("—ay

par 277 du résidu de relatif & ¢ = a.

En posant ‘
Sy ={e+p) (0 —0t(e+ 0¥,

ce résidu est simplement f'(a) :

flla)=(a— 1) a+ )1 @ —1-4-{a+p) [Ma—+1)+pla—1)]

La période P = 27w f'(a) vérifie I'identite

O (P)=— (% + )P

mais, en laissant \ et u. arbitraires, une autre période ne peut s’obtenir
que par une mtegral e de double contour, celle relative & — 1 et —+ 1
par exemple.

Le succes de d’Alembert tient & ce qu’au lieu d’intégrer I'équation

de Riccati que nous avons rencontrée, il a simplement envisagé la
relation invariante

Pi=(c*—1)+ (a+p)|4(a=+1)+ p(a—1)]=o,
qui donne immédiatement

, 11— a?
a =
a-+p

=i(a+1)+upla-—1),

et s'intégre par la formule
a = 1\3(""[’ . ’_J.:.;.{_,
Aot
d’ot 'on conclut ensuite 'expression de ¢.-
L ‘ne czrconstalzce analogue S€ pr(’sc’nlera loutes lesfozs Oll Z Oﬂ pOlU‘]‘(t

determzner l'une des perzodes P a’efh dv; en particulier toutes les fois

ou 'un des exposants A, p., « est entier négatif. Ce sont la des cas de
réduction exceptionnels, ot le nombre des constantes arbitraires est
diminué d’une unité.

Remarque. — 11 est nécessaire de signaler ici le cas singulier
Ann, Ee. Norm., (3), XXXVII, — Mags 1920. 9
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ol A + u. = o. En considérant I'équation P == o, elle nous donne alors

, a*—1-+2h(a +p) = o0,
d’out 'on conclut

da - .
?{[—:zA ou bien a=2lu-c
(4
et ensuite
1 — a? R ct—1
e —— — = — AP —(C -+ N — < -
p ) a 2hut—a(c -+ M <c+ o5 >

L'expression de g est donc une fonction du second degré de u
p=Auw*+ Ru+B,
ot les coefficients sont liés par la relation
R2= A4 4AB + 4.

Orsi nous partons de cette expression générale degou A, R, B sont

des coefficients arbitraires, I'équation de 'hodographe

' Cdor 1— 0
peut s’éerire
du ‘
e (02} e 2. - (.
(1t )_(lv = A+ Ru+ B+ ¢

¢’est une équation de Riccati enwetd’Alembert I’a intégrée lorsqu’elle
admet une solution particuliére linéaire en ¢. En exprimant que 1'on
peut prendre pour solution pe + ¢, on trouve aisément

A—R
9 A

I
]):——' - ' (]:—..

\ 2
£
avec la condition

TRP= A%+ 4AB + 4,

qui est précisément celle trouvée plus haut. Nowus rencontrons ainsi le
cas (IV), sign:ulé par d’ Alembert.
On verrait, comme dans I'étude du cas (III), que I'équation

do T — ¢
du v~ p R
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posséde alors un multiplicateur d'Euler

koo R (220

T (v =—a)\ v 41y

Comme, dans cette hypothése, K est comparable pour |¢| trés grand
PR a .
a2 le coefficient s est constant.

Il convient de remarquer que l'expression de ¢ ne dépend que d'une
constante essentielle, puisqu’on peut, par exemple, en ajoutant a « une
constante — «,, annuler B ou R. On peut aussi faire ¢ =0, ce qui

donne

1 - o400 [¢4+1\"
p=opul4opu——; t=—2pu, K= —— s
2 (W= a)y \¢g—1

ou il apparait nettement que la seule constante qui figure dans p est
I'exposant ..

Nous verrons tout & 'heure qu’il est possible d’obtenir I'expression
générale de o qui correspond & la forme adoptée pour K.

Cas de l'équation linéaire en . — Un cas particulier important("')est
celui ot 'équation de Riceati, qui définit p au moyen de a, se réduit a
une équation linéaire. Il faut et il suffit pour cela que I'on ait

A+ p+2+a=o.
L’équation linéaire

dp (A—p)—a(d+p+2)  a(b—p)— 0 +p+2)
T:P 2 = )
a 1—a 1 —a

s'intégre aisément sous 'une ou 'autre des formes

(p—1)=(a —1)¥+ (a+ r)k+t [C+2(H+l)f(((_l)p, da ‘J’

*2(51. . ,)‘A—H

(p+.[):(a—l)p+l(ﬂ+l)'”l'[c_2(1+1)f((1 da ]’

— 1) (g ,)).+~z~

ot n’intervient qu’une intégrale de differentielle binome dont on peut

(1) Ce cas est le premier des deux cas indiqués par M. F. Siaccr, dans sa derniére
Note(C. R. Acad. Se., t. CXXXIH, 19 a0t 1901); nous ne reviendrons pas sur sonexamen.
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indiquer aisément tous les cas de réduction, ¢’est-a-dire tous les cas ou
elle s’exprime par la combinaison d’un nombre limité d’opérations
algébriques, d’exponentielles ou de logarithmes portant sur des
arguments algébriques; ces cas sont manifestement : A entier ou
u entier, ou k-~ u entier, lorsque %, p sont rationnels et de signe

quelconque.
Ouv obtiendra ensuite « au moyen de a par la quadrature
‘ ‘(a+o)da +1) da
u———uo.-:r——/("—v-_,——‘)—l-—:—-—~log‘(g1+r)—— (P”"__)_]- =...,
7 — -

o

‘dans laquelle, en dehors d’une intégrale de différentielle binome avec
les mémes cas de réduction que la précédente, figure I'expression

N d
(I)((t):f(ll——L)P"((l»—i-l)"[f (‘__I)y,—i.i((za_“_l))\—i—?] da

Si I'on se reporte & ce qui a été dit plus haut les pemodos P de
Pintégrale
[¥uas,

0~ p)(0—1)* (0 + 1)*
(v—a )7\—'-;1.—&—2

ou

K, =

sont ici des solulions de I'équation

elles sont donc fonction de I'une d’elles. La constante C est par suite
fonction d’une de ces ponodes et comme elle est linéaire en p, c’est, &
un facteur constant prés, 'une de ces périodes.

D’apres la forme de K, on peut choisir pour période fK{cZa, le
. - r

contour fermé I' entourant une seule fois dans le sens direct chacun
des points r, — 1, @, puisque K, reprend sa valeur initiale quand on
décrit un tel contour. Si I'on prend pour I' un contour convexe qui se
raméne par déformation A un cercle entourant ces trois points, on aura
une période constante 2iw qui correspond & un cercle de rayon trés
grand. Mais on peut prendre un contourI' @ zrots boucles, tel que celui
que nous figurons, et 'intégrale correspondanté dépendra de a; on le
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reconnait aisément en prenant un cas particulier, par exemple A =1,
w == —2, ou K, est uniforme et oul'intégrale est une somme de résidus.

L

Fig. 2.

Il y aurait lieu de rechercher quel est le contour I' qui donne C dans
le cas général; nous nous bornons a poser la question.

Examinons, plus endétail, lecasotia = — 2, cequi entraine A + p.=o.
Nous avons vu que le résidu de K, relatif au péle double a, donne une
période ’ ‘ )

P=2ain(a—1)(a+1)"¢N[a*—1+2)(a+p)].

On sait donc ici calculer explicitement I'intégrale

8(a) = () +1 )/(((——[ /-1

(a+ 1)"“'
qui figure dans ’expression de (¢ +1) et 'on a

e(c)—(“"'))( —

((1+1)/ a-+1 ‘27\',-

.

La relation entre la période P et la constante Cdonnée par I'intégra-
tion de I’équation linéaire en p est alors
—— P:=022C,
2l
ce qui montre que l'on peut prendre ici pour contour I' un cercle
entourant le point a seul.
Pour avoir la relallon entre u et a, il suffit de tenir compte dans ld
formule

_”‘_-[‘ (1—r—p)a’r1

AN U —-Uy,

de Pexpression de a -+ o

(a—+p)== 1—0'24— (a4 Pt
Pr= 2k (a— [)‘I‘wl’
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a . 4 1\"
u——-uo:——:—-(,[ ) da.
24 o a—1i)

L’intégrale du second membre ne peut s’obtenir explicitement
lorsque A est une quantité réelle ou complexe guelconque; elle s’exprime
évidemment & laide des fonctions élémentaires quand A est rationnel,
on peut donc achever ’étude théorique dans ce dernier cas.

Des observations analogues peuvent se faire toutes les fous ot «, exposant
de (v — a), estun nombre entier negatif. Le résidu correspondant de K,
donnera une période P et permettra par suite I'intégration explicite de
I'équation linéaire en g, c’est-a-dire, au fond, I'expression explicite

on obtient ainsi

def*(&'_'_ :)zi-:f& oy lorsque A - u est un entier positif.
Formes de Siacci. — Dans deux Notes trés riches en résultats parti-
culiers, M. Francois Siacei a fait connaitre récemment (') un assez
grand nombre de cas nouveaux d’intégration par quadratures de
I'¢quation de I'hodographe. 11 est aisé de les classer dans les cas
généraux et de les obtenir ainsi par une méthode réguliére et uniforme.
L’équation de I'hodographe étant écrite (avec nos notations
primitives)
w dy

1— p?

\/1——("3d((—(v+‘p)—

M. F. Siacci cherche & quelle condition 'expression

M= cl-‘(u \/‘1—:75)*",
ou
L oe= (cf'p du— auy — b l——i—"—;z-,
/ y
est un multiplicateur d’Euler pourle premier membre de I’é¢quation.
- II trouve ainsi I’équation

(]P ul—n
du

“+ au'="(p* —1) = bu—",

(1) F. S1ace1, C. R. Acad. Sc., t. CXXXI, 13 mai 1goo, et t. CXXXII, 19 aodt 19o1.
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qui, pour @ = o, redonne, suivant que n % 1 ou = = r, la premiére ou
la seconde formule de d’Alembert.
Dans le cas génératl, en posant
1 1
n = — aw = — x9, o= yz!-1,
on obtient, pour déterminer y en z, I'équation (un peu plus générale
que I'équation originelle étudiée par Riccati)
dy
= A Y= by et
dz ¢ 1 i
équation que M. F. Siacci intégre par des séries dans des cas
particuliers. ‘ :
Nous observerons qu’en partant de I'équation de I'hodographe

écrite
dy 1 — o2
Z — 0
du ¢+ ) K

le multiplicateur d’Euler, K, a la forme

K={(¢ —+p) (0 —1)M(p 4 N ele,

Nous nous trouvons donc dans le cas ouJ, rationnel, se réduit a

1 A 2!
= -+ + + L
Cep ¢ ¢ 4t
avec ) ’ -
I p=—(n—+41), A —wm=0b.

En laissant A, p arbitraires, on a pour déterminer g et T les deux
conditions -

L'—L=o, g+ (A+p+2)p +p—7.iL(pﬂ~x).

La relation entre g et L est définie par 'équation différentielle
L%o— + (A4+p+ 2)p+p—hi=L(p*—1),

dont nous savons former I'intégrale par le quotient de deux périodes
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de I'intégrale définie
/ (¢ + p) erlosts=ti+ ot~ Lo o

Nous avons vu que si 'on pose
L =1{(cosf -+ isinh), v = r(cosn + i sinw);

on peut choisir, pour définir ces périodes, deux lacets élémeniaires
entourant respectivement les points 1 et — 1 et dont la partie recti-
ligne s’¢loigne indéfiniment dans une direction w, pour laquelle
LOb((D(,+9)<O

Par exemple, on peut prendre w(,: ~si 0 est positif et inférieur
AT, W, == — = %1 6 est compris entre wet 2w

Désignons parF“I‘_. ces lacets élémentaires parcourus dans lesens
posmi, on aura

f' (¢ +p) (¢ — 1)+ (¢ + 1) e do = A(L) +p B(L), .
I‘l . .

[ (¢ +p) (¢ —1) (¢ 4+ 1) e do = C(L) +p D(L);
Jr,

d’ou l'on déduit P'intégrale de I'équation de Riccati considérée

A(L) + o B(L)

C(L)y = ph(Ly — const:

Il y aurait lieu d’étudier en détail Je> intégrales A (L),... comme
fonction de L et des arguments A, p.

Supposons par exemple A et . entiers positifs; on obtient la relation
entre p et L en égalant & une constante le rapport des périodes de
I'intégrale _

f(c’ +p) (¢ =1 (¢ 4+ 1) e dp.

Si, par exemple, la partie réelle de L est négative, on obtient une de
ces périodes en prenant pour contour d’intégration un lacet entourant
le point ¢ = 1 et dont la partie rectiligne commde avec la partie positive
de T'axe réel du plan ¢. L’ 1ntegrale correspondante de I'équa- .
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tion © (P) =[— (A + uv.+2) + s L] P pourra étre prise égale 2
l,:j (¢ 4+ 0) (¢ — 1) (& 4 1)* " do.
| X

Mais si l'on observe que, /(¢) désignant un polynome entier,
on a

C""f(ﬂ)d":e""(—;—f(}’)—ﬁf’(t‘) - El7 () __> -+ const.,

on en pourra conclure

1

- Lo Ndpy — — e I e T L Yy — ..o .
[ serde == [ — G+ prw -]

Dans le cas actuel
fe)=(9 +p) (v —1)* (¢ + 1)t
et ce polynome s’annule ainsi que ses dérivées jusqu’a celle d’ordre
(A2 —1) pour v =1. Il en résulte que si I'on pose
o(¢)=(r~+p)(v-+1)~
on aura les expressions

SP () =2nlo (1) =rlak(1+p),

SO ==l e’ (1) =2 [t (14 p) + 2%],

SOy =Rl 0" (1) =W [ (e — 1) 282 (1 + ) + 2p 2Bt

SN =0l o" (1) =M [p(p —1)(pr— 2) 283 (1 + p) + 3p(p—1)282],

dont la loi de formation apparait clairement.
Une autre intégrale de la méme équation sera donnée par I'intégrale
' t

I,= [ (o' p) (9 —1)* (¢ + 1) v dy,
S

dans le calcul de laquelle il n’y a pas lieu, ic, d’éviterle point + 1. Cette
intégrale est donc simplement

L=—e | LA = G =0+ G0 —

et les observations qu’on vient de faire pour I, peuvent se répéter.
Aun. Fe. Norm., (3), XXXVII. — Mars 1g20. ' 10
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L’intégrale de I'équation de Riccati entre o et L est alors

I, : I, = coust.

et 'on en déduit immeédiatement la relation entre p et u puisque l'on
peut prendre L = e*. '
Dans le cas ot A et p sont des entiers négatifs, les périodes de
I'intégrale ’ ‘
f(“’+.o>(v-—1)"("+1>V-e“dv
sont, au facteur 2¢m prés, les résidus de Cauchy de la fonction &
intégrer pour vy =1 et 0 =—T1. ‘

Pour v =1, le résidu de (v +p) (v — 1) (v + 1)*e" s’obtiendra
immeédiatement en posant ¢ =1+ et cherchant le coefficient

de — dans le développement
x .
(14 p + &) (2 + a)¥ elrlr,

Comme on a, pour |« | inférieur a 2,

(z—i—:t:)P*:zP'( ﬁ:\) [ [,_§+H_£_{‘f._.._])£+]

1.2 2=

et aussi

e =14 L= + L2 -,
I 1.2

le résidu cherché sera représenté par la somme

esz([_‘—P)[rw’ -L-_((f:—%—l)+1.2..[‘.*(5?—2)%% :
oy M ]
SN (s E—— .
HERE T

ou les développements s’arrétent aux puissances négatives de L.
Le résidu relatif & ¢ = —1 aura une expression analogue, et le
quotient de ces résidus, c’est-a-dire I'intégrale de I’équation de Riccati



L'EQUATION DIFFERENTIELLE DE LA BALISTIQUE EXTERIEURE. 75

qu définit p en fonction de L, aura une forme expiicite.\'oisixle de
celle qui se présente pour A, w entiers positifs.

Lorsque A et u. sont des quantités réelles quelconques, on parvient
des développements en série convergente de I'intégrale I, en cherchant,
pour |mod ¢| supérieur & 1, un développement convergent pour le
produit (¢ — :[)7 (¢ 4+ 1)* Ce developpement résultera 1mmed1atement
de I'identité :

Mo W—— AU % \®
((’—l) ((+l)~_('-.~ ]——-; 1+ -

et de la formule de Newton.
On obtiendra de méme le développement de I, en remarquant que
I'on a

=1

+1
L=1+1, avec 1‘3:/‘ (¢ +p) (06— 1) (¢ +=1)tel dp,

et que pour cette derniére intégrale (v — 1)*(¢ + 1)* se développe
sans difficulté en série convergente suivant les puissances positives
de o.

Ces développements convergents de I, et de I, sont des fonctions
analytiques dela variable réelle &, par exemple, fonctions qu'on peut
chercher i étendre au champ complexe. L’extension naturelle est faite,
précisément par la définition de I, au moyen d’une intégrale prise le
long d’un contour fermé, adoptée dans le cas général olt A et u. sont
des quantités complexes quelconques.

Deuxiéme forme. — M. Siacci a étudié divers cas particuliers ou

I’on peutdonner au multiplicateur K, de I'expression dv — (%—:—‘P—) du,
la forme : : )
K=o(¢+p)(¢ —a)*(¢—1)*(¢-+1)"
Nous avons déja rencontré le cas général ou A, w, « sont des
constantes complexes quelconques & propos de la forme (II1) de g,
donnée par d’Alembert; il nous a COHdUIt aux intégrales hypergeome-
triques classiques.

Examinons rapidement les réductions qui se présentent dans les cas

signalés par M. Siacci.
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/
a. »=u =—1: Les points 1 et —1 sont des poles simples de K;
on a donc pour déterminer @ et g, au moyen de o, les équations

c(14-0)(1— a)*=T,,
: g(—1-+0)(1 = a)*=T,,
d’ou I'on conclut
. 1 . 1
T, \* r, \* L
( ! > +( 2 ) — 2¢%
o1/ \p—
avec, d’ailleurs,
U:Cedu

Des conclusions analogues vaudraient toutes les fois out A, p. sont
entiers et négatifs.

b. e =1: M. Siacci observe qu'en écrivant 'expression de K
K==+ [la+e)+m@—e)]*(¢r —1) (¢ +1)¥,

ce qui, avec nos notations, entraine

_l+m

— (] a I
o= ({—m)*, =

on a pour déterminer /, m, g les trois relations

a(p+,)ll +p/l = 2():+|)l’
a(p—1)ym' +p'm=—a(p—+1)m,
(L —m)*= ( ela+h+p+2)u,

Pour « =1, on peut déduire des deux premiéres une combinaison
intégrable en tenant compte de I'expression de ({/— m); I'intégrale
correspondante sera

Lp+1 - mp—n __ _ 2C elrprany C,
A1 Pty A+ p+3
ou encore '
, _lp+1) m(p—1) 2

C,= T ‘-l— rpry ——7‘+“+3([——/n).

En supposant C, = o, M. Siacci achéve I'intégration. On aura dans
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cette hypothése

m { ( elt+y+du
1+p 2 1 oo - 2 i—p 1+ 5
At A+p+3 T A4+ 3 B+ P

et la premiére équation entre g et A donunera

! ’ B
4 4 P’

I a(d+1)—p [T {.L+l+7.—+—! N a
frmeed - - —+ —I—*/n—!—[J--i—.),
l—t—{J ' _l—'p 2 I— 0 I-f-P

[TRE I N VR S P Qi

«-\;]

d’ou I'on peut conclure

( A+ a2t \ ( " 2 \>
du = dp A4+ p+3) . A+ p -3 ! ,
? o k=42 _ . o+ 2 . h— 14 )
Pt 2(7,4—#—{—3,) 'J—l+2(\_/‘+p.+3) '“_(\7.+pu—z

ce qui s'intégre & vue.
Etudions d’un peu plus preés les résultats précédents.
Avec nos notations, ['intégrale C, peut s’écrire (puisque I’on

a2l=c(1—a), 2m=—o(1+ a) sous laforme
2(:1‘:0-[(’_*_10)(1—(()+('_P)<I+(L)_ 4 ].
A+ e+ }-+H+3

Cette intégrale C, est, 2 un facteur constant prés, une période de
I'intégrale fK(lv, ot K=a(¢+p) (¢v—a) (¢—1)* (v+1)* et cela
quelles que soient les constantes '\ et .. Proposons-nous de chercher &
quel contour fermé I elle correspond et pourquoi on a pu I'obtenir.

Nous observerons que le produit (¢ + p) (v —a) peut se développer
suivant les puissances de (v — 1) par exemple; en écrivant

(¢ +p) (v —a)=(v —1+1+p) (¥ —1+1+a)
= (0 — 1)+ (v —1) (2 +p— @)+ (1 +p) (1—a),

fK d‘c’za[/'(a——l)l":'-’(v—k 1) dy

-+ (2 -i—p——(t)f(s'——ﬂ-*’) (¢ + 1)*dv

+(!+p)('-“>f(v.~l)"‘(v+')*‘d". .

on aura
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/

Soit, pour abréger 'écriture,

D (%, p):f((';fx))‘(«-’+ ¢ dp,

ot I' est un contour fermé tel que (v —1)* (¢ + 1)* reprenne sa valeur
initiale quand ¢ le décrit; on aura donc aussi

dev.—za[D(l +o,u)+C+o—a) DA+, p)+0+p)(1—a) DO )]
r .

Mais I'identité évidente

(¢ — 1) (¢ 1= }I:’.—]- Z;—i;[(w — ) (¢4 1)BF

N ‘@%[w—kw 1) 2 (p— ) (0 4 1]

donne immédiatement

(h+ {J.+'l) (0= (9 +1)b= [—;%(V — ) o ) — 2 d (0 — )M (4 1),

d’ou I’on conclut, eu égard aux condition's imposées au contour T',

—ak

Nous aurons par suite, pour tout contour T,
2 (% + ;3
Atp 42

G(h+1)(h42) 1
(A p—+2)(h+p=+3)

| dev:aD()\,pL)[(1+p)(1—a)—-— (2+p—a)
, © i ) A

Il n’est-pas nécessaire de connaitre D (%, p.), qui est constant, pour
obtenir I'intégrale

_ 2(A +1)
Ap+2

(2+'P;“)+ GO0 +1) (A +2) ]

c2:a[<x+p><x~a> OFp+2)(h+p+3)

- et ’on vérifie aisément l'identité entre C, et C, :

20+ 1) (g4 1) Ci= (A o+ 2) Gy
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Cette intégrale C, peut évidemment s’obtenir de méme en partant du
développement de (¢ + o) (¢ —a) suivant les puissances de (v + 1) et
faisant usage de la relation

DX, p)= -)——_;%_—F—I DA p—1).

Si I'on prend pour I' le ‘double contour ABA~*B—' relatif aux deux
points —1 et + 1, la fonction D (A, w) s’exprime aisément i I'aide de
I'Intégrale eulérienne de premiére espéce et les propriétés précédentes
résultent de celles de la fonction I'(z), Intégrale eulérienne de
seconde espéce. «

En posant ¢ + 1 = 2¢, on a en effet

(9 — 1) (¢ + 1) dp = (— 1)> alHert 26 (1 — £)h d,
d’ou I'on conclut

f‘ (¢ — 1) (9 +1)rdy =220+ B (41, X +1)
ABA-1p—1

avec

B(p, 2)= (1 — t) -t dE = (1 - e¥Th) (1 — eimh)
ABA-tB—t . '

T(M)T(p)
T+ o)

Ce qu’il faut remarquer ici ¢’est que aes circonstances analogues se
présenteront pour toutes les valeurs-entieres et postlives de l’exposant .
Bien plus, si l'on a

K=(¢+p)(v—a)(v—=0)...(¢ —1) (¢ +1)¥

et si.tous les exposants relatifs aux facteurs @, b, ... autres que —1
et -+ 1 sont des entiers positifs, on pourra encore former une intégrale
qui sera un polynome en a, b, ..., p, les degrés en chacune de ces
lettres étant égaux aux-exposants. '

S’il existe des exposants non entiers positifs, la présence d’exposants
entiers positifs améne toujours une décomposition linéaire de toutes
les périodes suivant les puissances de la ou des variables correspon-
dantes.

c. A=—1,a=—(p+1): Danscecas, ona

. (v+p)(w+n)¥* |
K== e —ap
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. 1 N . -
les points v =1 et ~ = o sont tous deux des poles simples de K.

Nous pouvons donc en conclure que ¢ est constant et faire s =13 le
résidu relatif au pole 1 donne alors

_t+e
(r—a)*

=T,

d’ol .
(a+p)=T(1—ayp+ — (1— a).

I reste & intégrer I'équation

du_(a—}—p)da;_ Al‘ (=ap I da
T T—a) T ' +a) (1 +a) ’

ce qui peut se faire explicitement quand w. est rationnel, au moyen des
fonctions élémentaires

da
4+

u—uy=—log(r+ a)-y—l‘,f(x — a)¥

On peut traiter de méme tous les cas ou A est un entier négatif et ou
la somme o+ p est un entier positif, c¢’est-a-dire o le point 1 est un

A hal » I a . - -
pole de K et le point S =0 un pole aussi, puisque la fonction est

uniforme a son voisinage.

Examinons d’abord le cas limite « + y. = o avec A =1.

On a
K ___U(r’—l—p) ((J—e— r)lL,
p—1)\v—ua

et le résidu relatif 4 v =1 donne lintégrale

a(r1+p)
(= ayp "
On remarque en outre que, pour |¢| trés grand, on peut écrire

a[x-{—%(p—b—,u)—l—...l -
K=— — ’:o’—}—;[l—%—-p—i—p(l—l—a)]—l—...;
l‘———‘;(l—iup.a)—q—...]
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un contour fermé analogue i un cercle de rayon trés grand nous donne
donc une période de /K de représentée par

AwTe[1 4+ p 4+ u{i + a)],
d’ott une seconde intégrale
olit+p+p(rt+a)]="r,, .

Cette intégrale I'y, ot I'on tiendrait compte de I'expression actuelle
de o, 5 = Ce“, s’obtiendrait aussi directement en partant de I’équation

’

g r 3 r
p—;—a(rz+a)+p——/.+p=o.
“

La relation entre p et z est donc

O’(l—(-—p)__|:._) rg—t;(]+p~’]i’*
_r__ 9 — 2 T,
ou o = Ce“. ‘ "

Supposons maintenant A= —1 et & =—uw + 1 par exemple, ce
qui donne
- (¢ +p) o Ne—wlo
I\_.dcr—(-zv—:l—)(c a)t=¢(p 4+ ).

Nous aurons d’abord, comme plus haut, l'intégrale relative au

pole v =1,
c(1+p)(1—a)y=*=T,.

. P ¥ , .
Ensuite, au voisinage de 5 =0, 0n peut écrire

K=g(¢ +p) (1 —_ g>1_p.<'+ %>p<r— ‘i)>~l,

plp—r1) @

et 'on a

4 a\te a
(1—; ::l—i—(‘U.—-—l)-‘-‘-—i»-

(l+l_>b« :l‘*"[-".l,_"&(_&:ﬁ%—*—”"

’
\ ¢

(8]

' 1\t 1 I
1——) =l =
¢ ¢ 2

Ann. Ee. Norm., (3), XXXVII. — Mars 1g20. 8
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d'ou I'on conclut enfin

K:ﬁ!—l—aumlSt.—f—%Sp[(p—i—1)+(p.-—-1)a]

-

J— 2
+&T_ﬂaa_.f_(.,ﬁ_,)(,ﬁ_ﬂ_w_ﬂgﬁu_
Il existe donc une deuxiéme intégrale entiére
) — 42
clo[p—+1)+ (p—1)a]+ H—(—FLL)——I—)(ﬂ—;—(‘u?—x)a—l— H__{E*__"_ =1T..

Comme d’autre part ¢ = Ce*“, on peut regarder la détermination
de g et de a comme achevée.

La meéthode "s’applique manifestement aussi toutes les fois ou
o+ g+ A est un entier positif. Il n’y a pas lieu d’y insister davantage.

Trotsiéme forme. — Une troisieme forme indiquée par M. Siacci
comporte deux cas différents : A et B.

A. Dans le cas A, un facteur-intégrant de la différentielle

dy — (r ‘,z> du
¢ +p
1

1 1
(v +p) (¢ — @) (v —a,)?

(1)

a la forme

-\ 2
Nous sommes donc dans I’hypothése ou (%) = K est rationnel

env¢etolulona
— ) (v — ay)

(1)

K.___o.z(‘, +P)z<v

En observant que = est donné par la quadrature

:::f”a—.(((f;—ilp—))\/(w —ay) (v — ay) dy %-d’(u),

()

on deéfinit les éléments a,, a,, p et ¢ au moyen de u de la maniére
suivante :
I I , o : . «,
La somme s+ s—I—I+2se réduisant 2 I’'unité, on aura

d=uo, d’olt o= C, e“.



L’EQUATION DIFFERENTIELLE DE LA BALISTIQUE EXTERIEURE. 83

Les résidus de j vKde pour ¢ =1 et ¢ = — 1 sont des constantes

s+ V(t—a,)(1—a)=T,,
'J’(p-——l)‘/'(l + ) (1+ ay) =T,.

Nous sommes ici dans un cas exceptionnel déja signalé : le

point = =o est un point ordinaire pour K, et si 'on prend Iinté-

grale vad’v le long d'un cercle de rayon tres grand, on aura un

résultat nul. D’ot 'on conclut en particulier

o= ziﬂ[c(,o+x)\/(1———(1,)(1——(12)

2

- fﬂzg((p:ﬂ)\/(v—m)(v—a ) d.

4

2

L s=o)Wi @) +m_))]

La derniére intégrale est donc une combinaison linéaire des deux
intégrales I', et T,, & coefficients constants.

Nous avons vu que, dans ce cas, il fallait remonter & I'équation
!

o3 o,
P;_ ¥ ai(at'"l"ai)_*‘ cﬁi(bi'!‘ b;.)_*_{(__;\_.}_P’——o,
([Lli nous donne iCl

1

oy == oy = o B;=o, h=p=r1,
c’est-a-dire

I
o+p'—=(a+ a4+ ay+ ay) =o,
d’ot 'on conclut

Ay =+ U,
IO ( 1 ) (4€_u'

2

En résumé, si 'on prend simplement o= on aura, pour
déterminer a,, a,, g, les équations

_[‘;l g2

(p+1*

1+ aydy— (a4 ay) =

) . I‘ie 2u
I+ gy~ (ay+ ay) = - 1)2’

2p—(a;+ a)=20Ce"%
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d’ou I'on conclut, en égalant les deux expressions de (@, + a,),

I: r:
A — L —=joer— fjCe
(p—n* (p+1)

C’est ’équation qui définit o au moyen de e*.
B. Dans le cas (B), le facteur intégrant de la différentielle
dy — (Li) du
¢+ p

a(v +p) v——a)“
(= \v=2) "

a la forme

Sil'on a, par exemple, . = %, ou ¢ et p sont des entiers qu’on peut
supposer sans diviseur commun, nous sommes dans I’hypothése
ol <—3—z~>p= K est rationnel en ¢.

On déterminera o, a, b, ¢ en « de la manieére suivante :

Le degré de \/K en ¢ est ici —r1; le poinL%: o est donc zéro simple
de VK, c’est-i-dire que s = o et o est constant. |

On aura deux relations entre a, b, ¢ en exprimant que les résidus

de ¥/K pour ¢ =1 et ¢ = — 1 sont constants
' g
I —a\P__ 1+ a .
(P+I) <l-—-—b> '-"rh x)(l+b> 2’

elles définiront @ et b en fonction de p.
Il restera & intégrer I’équation

r e Z I _ 1
pr=>a1 p)p<a+p b+p>
ou encore I’équation équivalente

o'+ %[b-q_ V—(a+a)]=o,

pour obtenir z au moyen de p.
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Sil'on pose
r »

AR YIRY VAR VY
A_(\pﬂ‘—x)’ Bw(g—x)’
on trouve sans difficulté

w —+ const.— loo'.(.l.___(l—__m —+ L) LJ ({P . /’ Cl’r" }_

A—B 2q 1— B 1 — A
. , ., dx ..
Tout revient au calcul d'une intégrale de la forme -—> ot il
2741

suffit de poser @ =y7 pour obtenir une intégrale de fraction

rationnelle
gytdy.
P+

Dans le cas général ou « est quelconque, les formules précédentes
subsistent. Le calcul de « au moyen de ¢ se raméne a l'intégration

1
dx z ' dy
def1+x°‘ ou encore de f(l—y) >
Quatrieme forme. -- Pour une quatriéme forme indiquée par

[ — 20

M. F. Siacci, le multiplicateur K de la différentielle, dv — <v —
peut s’écrire

. er(v+p)
A=y

ou w. est du second degré en ¢.

Nous avons donc
1 1

1
= — - +L+Lo.
‘v + P (Y — l ‘) +]

Examinons le cas, un peu plus général, ou

1 2 ‘ 73
J= -+ + — —+ L+ L,¢.
v+ p ¢ —1 o A

On trouve aisément (soit par une étude directe, soit en se reportant
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aux résultats antérieurs) pour déterminer L, L, ¢ les équations
L\—2L,=o,
L'—L+pL=o,
p+p—A+ (A +p+2)p+ (1 —p)(L—pL))=o0.

On a, d’ailleurs, alors

2
Le + L5

K=®u)(¢4+p) (v —1) (v +1)le 2,

ou @ (u) est donné par

a—)——_—)\—}—y—l—z——-pL——(r—‘—p“)L,.

Les périodes P de I'intégrale
N i Le+41L, ::3 .
(o) (0=t T e

satisfont & ["équation

apP
oL,

‘—4—0—9[1——#—-()\—}—9—1—2)9—r—(x——-pz)(L—le)]:EP

)
0P = Ta k4 O (L —pLy)

avec
Z.—:gn-—p‘l)L,~+— pL— (A 4+ @+ 2),

et le quotient de deux d’entre elles donne une intégrale de U(P) = o.
Suivant la nature arithmétique des constantes A et u., ces intégrales
ont des formes trés différentes, ainsi qu’on I’a déja observé en général;
nous nous bornerons 4 en indiquer quelques-unes.
Si A et . ont leur partie réelle positive ou négative mais supérz'eure
a (—1), on pourra prendre, pour trois solutions P distinctes, les
intégrales rectilignes .

+1 o ©
f K, do, f K, do, f K, dv,
-1 -1 +1

les deux dernieres étant prises le long de droites qui partent de — 1
et de +1 et s’é¢loignent indéfiniment dans des directions telles
que L, ¢* a sa partie réelle négative, & la condition que ces directions
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. . < . . 1 .
appartiennent a deux secteurs differenis, issus du point == o, ou cette

condition est remplie.
Si A et w ont leurs parties réelles négatives, inférieures ou égales
4 (—1), de telle sorte que les points + 1 et — 1 soient des infinis de

intégrale fK.dv, on sera obligé, en général, de prendre pour obtenir

les périodes P des intégrales suivant des contours qui comprennent
deux fois les chemins rectilignes précédemment indiqués et un petit
cercle entourant soit le point ( + 1), soit le point (— 1).

La troisieme période P correspondra, soit & un contour partant de
I'infini dans un des secteurs ou la partie réelle de L, ¢* est négative et
y revenant dans l'autre secteur analogue, soit a un double contour
formé avec les points 1 et (—1). Si X et w sont des entiers négatifs,
deux des périodes pourront étre des résidus de la fonction K, uniforme
au voisinage de +1 et de —1 (et méme, ici, partout); la troisieme
sera I'intégrale prise de oc i o suivant le chemin indiqué plus haut.

Dans le cas particuler indiqué par M. Siacei, A =p = —1; ona
pour ces résidus, a des facteurs constants prés,

1
L+- L —L+-L
(p+r1)e * ‘, (p—1)e LR

d’ou I'on déduit I'intégrale .

—1
£ e~ = (.
o1

Cette intégrale est aussi celle de I’équation en p’, écrite
p'+ (1—p*)L'=o.
La relation entre L et L, se déduira alors de I’équation différentielle
‘ dl.
ar,

2L1 :L—"le,

, g . 14 Cetl NPT
ott 'on doit remplacer ¢ par son expression —c—y, c’est--dire de
I'équation
dL. L 1+ Cet
dL} - Li I— C cﬂ'

2

Nous ne savons sous quelle forme M. F. Siacci a intégré cette
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équation, si tant est qu’il I'ait intégrée. D’apres notre théorie, on
parviendra a la solution de la maniére suivante.

Supposons la partie réelle de L, positive; le produit L, ¢* a sa pdl‘tle
réelle négative quand on suppose ¢ trés grand en module, son argument

. , \ T ;o Yo o e
étant égala = > On aura donc une période P de I'intégrale fk, dv en
prenant

7 (it+p) lli—-él.,l“
__/ o) dt,

la partie sous le signej se déduit de K, en posant ¢ =1t et ot

'intégrale est une intégrale rectiligne ordinaire.

Le quotient de P par un des résidus déja obtenus, ot 'on rempla-
cera p par son expression en L, égalé 4 une constante arbitraire,
donnera la relation entre L et L,.

La nature transcendante de P apparaitra par I’étude du casou L et L,
sont réels, L, étant toujours positif.

On trouve alors immédiatement

% 1
I — 5 Let? ——L rr dt
—P.—_:pf cosLte * —-—2—f ¢sinLee * ' ——,
2 o I+ I+

et les deux intégrales du second membre peuvent se développer en
série convergente suivant les puissances croissantes de L ().
Nous obtenons ainsi

en posant

Passons au calcul de @, : On a, sans difficulté,

- i I 1\ /2 \7-!
D, + &, :f @po-Ye 2 dt = l’(n — —\ (“—‘ >
== ) VaL, 27\ L

et 'on conclut de la suite d’égalités analogues, en tenant compte de la

~

¢

(1) La convergence aura lieu pour
de @, : ®,-1.

L o, . ..
™ I <1, ainsi qu'on le voit en cherchant la limite
1
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relation fondamentale

T(s+1)=3z1(5) etde l‘(%\):\/:—".:

\ 2
T 1 1.3 1.3.5
— )", + Oy = / [ — e o o — ——— — ...
( ) n 0 \ '2[_.1 LI e Lf L;l{
1.3...(2n—13)
A (— 1)t L ]
avec
P 1
! — skt dt
O, = e *
o 14 2

Pour calculer ®,, on observera que
1 1
. -3 ® — Lyl 02 d
e A .
o A

donne
oF v - él, 1+ 02 I —% L, [ 2
wﬁ::—/ (:" dt:——e"/ e ? dt,
oL, 2./, o

et comme
7 4 l
o= 1 " 0 1 r( ._.> S
—s bl 1 -3 2 ™
/ e *  dt= [ u *emtdu—= —= = \/ ,
0 VaLiJy Va2l 2L,
on a simplement
oV, 1 —iL T

oL, — % (VA

Mais la fonction W', se réduit pour L, = o0 &

f'” At w
= =T,
o ! -+ 2
on a donc explicitement

gt L 1
T T ' — 5 Ly C[[q
Y= —— - ? — .
¢ 2 \/2 ;/0‘ ¢ 2 \/L(

L’intégrale qui subsiste ne peut s’exprimer & I'aide d’éléments plus
simples. Il suftit en effet de poser L, = 2 =* pour obtenir
Lo 1 dL * -
f e * L:_—‘\/Ef e dx =\/2A(x),
0 2 VL 0
Ann. Ee. Norm., (3), XXXVII. — Mags 1920.
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ol A (x) est manifestement une transcendante nouvelle.
Ainsi, on peut écrire

L 3l L,

5 L1 — 5l ”
O="e"—\/xe A( 7‘)-
L’expression de la période P sera par suite

) LGr )

L2 an\ I I 1.3 __II.S...(ZH—s)
B R N
o .

et 'on peut remplacer le coefficient de @, par une expression finie

ép(e"-—{—-e“") (et — e ).

On a donc, dans 'expression de P, une partie

1
sl /1 — .
e ‘(————P et 1 5 e"*),
5 9

Fig. 3.

ou l'on reconnait le produit par = de la différence des résidus de la
fonction
((r —+ P) L¢'+él,,u‘-'
—_—— -
(¢*—1)

pour les poles 1 et —1.
En considérant I'origine premiére de la période P comme 1ntégrale
définie, on voit aisément que la partie restante représentera une somme
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de deux intégrales analogues prises suivant deux lignes allant de
Pinfini & I'infini dans une direction convenable qu’on pourrait peut-
étre obtenir directement.

Derniére Note de M. Stacct. — Dans sa derniére Note, M. F. Siacci
indique deux nouveaux cas, qu'on place aisément parmi ceux que
nous avons signalés.

—_ 2
Le dernier, ou le multiplicateur K de dv — (%{_—%) du a la forme

1 1
(o)™ %) (T3 o e,
a déja été étudié a propos de la forme 111 de d’Alembert.
Si nous écrivons I'équation de '’hodographe

do _ (1—0?)
du — u(u—+—p),

on a dans le premier de ces cas
p:Au\/zc—r—uﬁ+B(c+u?),

et1’on peut observer tout de suite que le changement de wen u y/c permet
de prendre ¢ =1, puisque A désigne une constante arbitraire.
En posant alors, avec M. Siacci,

. Vo + ut
J= u(B—y¢)’

on peut donner & 'équation a intégrer la forme différentielle exacte

ydy do .
y2(B2—1)+2Ay +1 + (1—e2)(B—¢) =%

dont I'intégration est évidente.
Nous remarquons qu’avec

e — _2_+1 _._._’.._._.
ryr=\z (B—y)?
on a

2

dy — —2du 2 tde
Y y_'u*"(B—v)‘-‘_F(_LF’_!_I (B—¢)¥’

le coefficient de dv dans la forme intégrable de I’équation & variables
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séparées est done, en tenant compte de I'expression de g, .

, -
N (5+)
(B—9¢) ] (1—1¢?) , 2 2 -

. (l§f¢)--+,zA\/u—2+x+<;§+l>(l)-—x)

2 (v4p) ' 1

w? (r—r¢?) l,.g_z‘,(_fi_:?m + %(HP——I) - IJ

l

On conclut de la que le multiplicateur K qui rend

R 1 — ¢2\ die”
I\[dr — <(,+P>7j

différentielle exacte est de la forme

- a(v+p)
R (s y prpy o s prpy 2

Il gardera également cette forme pour I'équation canonique

1 — 2
do — >du:0,
¢+ p

et nous avons vu que, dans ce cas, les éléments o, 0, b,, b, sont donnés
par les équations

E_’_~~,, ! ('2 )(-_.1_.+_£___
s P TN s T )’
, 1— 02 , 11— 03

1:[)1_*—97 2_/)l_l’P-

D’aprés notre théorie, on les intégre par les formules

_ o (1+p) _c (1—p)
b= =ma—sy Trawearay
B, =g —1tp) By=o o2t P)

(b3 —1) (b — by)

c=0C 6_2“,

(65 —1) (b,— b))’

ou les constantes P, Q, B,, B, sont liées par la relation

"P+Q-+B,+B,=o
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qui exprime que, dans 'expression

. P Q B B3
K= o 2,
¢ —1 1 ¢ — b, ¢ — 0,

le coefficient de ¢* disparait au numérateur, ou encore que la somme
des résidus de K est nulle.

En ajoutant une constante a «, on modifie C et, d’apres la maniére
dontcintervient dans les formules précédentes, lesrapportsde P, Q, B,
al'une de ces quantités sont seuls essentiels. Ainsi 'expression de ¢
ne dépendra que de deux constantes essentielles.

Les deux premieéres équations, mises sous forme entiere en &,, b,,
donnent immédiatement

=21 P_-J)
b bg_é( Q p)’

_o(i—p T+po),
1+ b, by, = 7 ( a + )

Nous poserons, en tenant compte des remarques faites,

/1 N 1 /1 _I_>____QB
“z\oTp)T* QT EF)TT

de facon a écrire simplement
bi+ b,=20(p—B), 1+ b, by=20(Bp—1).

‘On a d’autre part, en ajoutant les deux derniéres relations,

(lbz—bn)(Bz—Bi):a‘[bgh,_P +—-———bi+P]>

b2 —1 b3 —1

qui s’écrit encore ,
F (014 02) (byby — 1) + p[(by + by)*—2(b by +1)]|

(b,_,——-b,)(Bg——IL):J (b1by+1)— (b + b,)?

Le dénominateur du second membre se réduit 4
4o*(B*—1) (p* —1);
le numérateur correspondant est

(1—p*) [40*(B —p) + 45B];
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on a done simplement

_py= Ze=B)—B _ a(p—B)-B
B S

d’oti 'on conclut entre o et o la relation entiére

=8sB(p—B)+8a(B*—1)—4
ou encore '

(z - T;—;)[o(p—-—B)—— B+ B3 + )=

Ainsi on a, définitivement,

Paris, 14 {évrier 1917,



