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SUR LES
COURBES A TORSION CONSTANTE

Par M. Bertraxp GAMBIER,

Professeur a la Faculté des Sciences de Rennes.

INTRODUCTION.

L. I’Académie avait proposé pour janvier 1915 de perfectionner la
théorie des courbes gauches & torsion constante; elle demandait de
- déterminer, si possible, celles qui sont algébriques ou tout au moins
unicursales. v ‘ ’

Les‘travaux publiés avant la mise au concours de ce sujet sont les
suivants : : :

M. Kwnigs, dans une Note aussi courte qu’élégante, parue “aux
Annales de Toulouse (t. 1, année 1887), indique quelques résultats
relatifs & la forme des courbes algébriques réelles a torsion constante,
sans envisager s’il existe ou non de telles courbes; & I'époque ou cette
Note.paraissait, on ne connaissait aucun exemple de telles courbes.

M. Lyon, aux Annales de [’ Enseignement supérieur de Grenoble (t.11,
année 18go), s’est efforcé de trouver par le calcul des courbes unicur-
sales & (orsion constante. La méthode suivie conduit & des calculs
inextricables. L'auteur a eu le mérite de découvrir cette cubique
gauche imaginaire dont les deux courbures sont constantes; en
dehors des paramétres relatifs au déplacement le plus général et du
parametre correspondant 2 une homothétie, la cubique ne renferme
quun ‘unique parameétre de forme, le seul qui soit vraiment inté-
ressant. R

M. Fouché, aux Annales de {’Ecole Normale supérieure (année 189o),
arrive & cette -conclusion qu'il suffit, pour avoir toutes les courbes
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algébriques, de déterminer une fonction algébrique 3 de la variable
Bda

37 B _ )2

) (B—a)

52da . . . .
f(—;—;T soient elles-mémes des fonctions algébriques de «. Par

., T {o
complexe « telle que les intégrales abéliennes =
p { D (p —

ce procédé on trouve assez aisément des courbes unicursales imagi-
* naires. ,

M. Fabry (4nnales de I Ecole Normale supérieure, 1892) donna enfin
quatre types explicites de courbes a torsion constante unicursales
réelles 5 'un d’eux posséde, au point de vue de la symétrie et des
rotations, des propriétés pleines de conséquences fructueuses que je
développerai dans ce Mémoire. »

M. Cosserat, dans une Note concise des Comptes rendus (année 1895,
t. 120), indique quelques propriétés géomeétriques élégantes, donnant
sans effort toutes les conclusions de M. Fouché, montrant par sur-
croit que la détermination des surfaces minima circonscrites & une
sphere est un probléme identique 4 la recherche des courbes & torsion
constante; les surfaces minima et les courbes i torsion constante
correspondantes sont simultanément transcendantes ou algébriques.

L’essentiel de ces travaux est condensé dans la Note 4 de la 7%éorie
des surfaces de M. Darboux; cet auteur montre, de plus, que la déter-
mination des surfaces applicables sur le paraboloide de révolution
constitue lui aussi un probléme identique & la recherche des courbes
a torsion constante. Une courbe & torsion constante, réelle ou imagi-
naire, fournit un couple, et un seul, de deux surfaces réelles applicables
sur le paraboloide. La courbe et le couple sont simultanément algé-
briques ou transcendants. g

2. Le travail que je présente ici ne differe que par quelques rema-
niements et additions de celui que j’ai présenté & 'Académie et qui a
été récompensé parallelement a celui de mon camarade M. Darmois
(voir Comples rendus, décembre 1916).

J’ai retrouvé sans peine, par une élude plus approfondie de I'indi-
catrice sphérique des binormales, tous les exemples réels ou imagi-
naires déja connus. J’al donné une grande variété de types nouveaux,
unicursaux ou de genre non nul, imaginaires et réels.
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Ce travail est complété par un Mémoire que je publie au Bulletin de
la Socvéte mat/zemauguc sur les surfaces apphmblea sur le paraboloule.

Les éléments i imaginaires, en géométrie, n’ont souvent qu'unintérét
de curiosité, & moins de servir d’ 1nternmdmn*e dans la recherche
d’étres géométriques réels. Ici, en raison de I'obtention de surfaces
‘réelles applicables sur le paraboloide, il y aurait grave inconvénient?
laisser systématiquement de coté les courbes imaginaires & torsion
constante. J'ai évité de le faire, mais j’ai réservé la majeure partie
de mes efforts aux courbes réelles ; leur détermination est plus diffi-
cile que celle des courbes imaginaires ; elles donnent d’ailleurs parmi
les surfaces applicables sur le paraboloide celles qui ont un centre de
symétrie. ‘

Les courbes réelles donnent les surfaces minima réelles circon-
scrites 4 une sphére le long d'une courbe réelle; celles qui sont
imaginaires, mais coincident avec leur conjuguée, donnent les sur-
faces minima réelles circonscrites a une sphére le long d’une courbe
imaginaire.

CHAPITRE PREMIER.

" RAPPEL DE QUELQUES RESULTATS ANTERIEURS.-
.

1. Vindique trois maniéres de rattacher les courbes a torsion con-
stante aux surfaces minima :

a. AuTome I dela T/héorie des surfaces, deuxiéme édition, page 485,
M. Darboux établit cette proposition:

Toute courbe a torsion constante (&) peut étre prise pour ligne
asymptotique d'une surface minima (M) qui se détermine sans aucune
intégration si la courbe (&) est connue et qui est algébrique si la
courbe (M) est alrrebrxque.

La surface minima adjointe (M, ) est inscrite & la sphére de rayon «
[* rayon de torsion de la courbe ()] suivant une courbe qui peut
servir d’indicatrice sphérique aux binoraales de (-v).

@,y,s étant les coordonnées d’un point de ()5 ¢, ¢ ¢’ les cosinus

Ann. Ec. Norm., (3), XXXVI. — SepteEMBRE 191Q. 34
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directeurs de la binormale en ce point; < le rayon de torsion, la sur-
face (M) est Ie lieu du point ‘

(1) z=R(z — cit), y=R(y—ci), s=R(z—c"it);
-la surface (M,) le lieu du point
(2) xzo=R(ct+1iz), yo=R(c't +1iy), zﬂﬁfi(c”r+is).

b. Cherchons quelle longueur il faut porter sur la binormale d’une
courbe & partir du pied de cette binormale pour que le point M obtenu
décrive une ligne minima; M a pour coordonnées x + lc, y +Ic', s+ Ic”
et ’on trouve immédiatement

2 diy?
(3) o+ () =
Si 7 est constant, on a la solution indiquée précédemment par la sur-
face minima (M) 4 savoir /= ==77. Réciproquement, si I’équation (3)
est satisfaite pour une valeur constante de /, elle donne immédiate-

ment ©= ==/, donc la courbe (A) est i torsion constante ; nous apph-
querons cette remarque plus loin.

c. Toute courbe a torsion constante () peut étre considérée comme
ligne asymptotique d’une infinité-de surfaces 4 courbure totale ¢on-

Fig. 1.

SNt

stante ; en nous hornant aux surfaces réelles, la courbure est posmve
si la courbe () est imaginaire, avec un rayon de torsion imaginaire

s
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pure ; la courbure est négative si la courbe (A) est réelle. Soit = l'une
de ces surfaces a4 courbure totale constante égale & — 7?3 appliquonsﬁla
construction indiquée par M. Darboux (Théorie des surfaces, t. 111,
p- 383). Sur chaque normale portons une longueur égale 8 =< ; on
obtient une surface a courbure moyenne constante paralléle 3 £ dont
les lignes de longueur nulle correspondent aux asymptotiques de X.
Nous retrouvons le procédé précédemment indiqué faisant corres-
- pondre a la ligne (&) une courbe minima (M). Nous voyons de plus
qu’en M la tangente & (M) est orthogonale & MA ; autrement dit, le plan
osculateur & la courbe (M) au'point M contient la droite MAM'; cette
droite est aussi dans le plan osculateur & la courbe (M’) en M'. La sur-
face minima lieu des milieux des cordes s’appuyant sur les deux
courbes (M) et (M) n’est autre que la surface minima (1) précé-
demment indiquée ; la surface moyenne de Ribaucour (TAéorie des sur-
Jaces, t. 1, 2¢ édition, p. 479) est circonscrite & cette surface minima
et 3 X tout le long de la courbe ().

2. De ces résultats découle un procédé intéressant pour déterminer
les courbes a torsion constante.

Supposons qu’il existe un couple de deux courbes minima (M)
et (M') satisfaisant aux conditions suivantes: '

A chaque point M de la courbe (M) correspond un point M’ de (M')
tel que la droite MM’ soit précisément 'intersection des plans oscula-
teurs en M et M’ aux deux courbes (M) et (M').

Dans ces conditions, le milieu A de MM’ décrit une courbe a torsion
constante (&). '

En effet, le segment MM’ orthogonal en M et M’ aux deux lignes
minima conserve une longueur constante. La surface minima, lieu des
milieux des cordes s’appuyant sur (M) et (M’), contientla courbe (%)
le plan tangent en A i cette surface est le plan normal en A 3 MM'; la
_ caractéristique de ce plan tangent quand M décrit (M) est latangente Az
a la courbe (&), car cette caractéristique est perpendiculaire 2 MM’ et
2 la position infiniment voisine de MM', autrement dit perpendiculaire
au plan asymptote de-la surface réglée engendrée par-MM'; la caracté-
ristique se trouve donc dans le plan central de cette surface réglée
relatif a la génératrice MM’;_ or, en Met M’, les plans tangents sont



268 . BERTRAND GAMBIER.

1sotropes, donc A est le point central, MM'A¢ est le plan central,
Az est done bien la caractéristique cherchée.

Pa courbe () admet donc pour plan osculateur en A le plan mené
perpendiculairement & MM": MM’ étantla binormale de (#) et AM étant
un segment de longueur constante dont I'extrémité décrit une ligne
minima, il en résulte, d’aprés le paragraphe précédent, que (&) a sa
torsion constante.

G’est la réciproque de la propriété signalée en fin du paragraphe pré-
cédent. Traduite par le calcul, onretrouve les résultats de MM. Fouché
et Cosserat.

3. Pour obtenir toutes les courbes i torsion constante il est donc
nécessaire et suffisant de trouver six fonctions d’un parameétre, soient
x,y,5, et x,y, 3, satisfaisant aux équations

d‘xi -+ d)’?"ﬂ' Lls‘i’ =0,
(4) | dal+ Ayt +dsi=o,
(2y—z,)dr 4+ (Y2 — 1) dy1 + (5.— 5, ) ds = o,

(o — 1) dzy+ (yo—1) dys + (85— 31 ) dzy = 0.

Les coordonnées x, y, z du point qui décrit la courbe & torsion
constante sont données par les formules

: z+ x SV L 1+ 5
(5) .2'/':—-——1 2‘7 }/:———-)1 ")2, 5= ! 2,
2 ‘ 2 2

Jindique d’une facon précise les calculs & effectuer: 1'équation du
plan osculateur en M & la courbe (M) et les coordonnées de M seront
données par les formules

'(1—-uz)x1+i(l+ztz)3'1—|721¢z1+Af(u)::0,
zy= (1—u?) f"(u)+2 uf(u)y—2 f(u),
=i(r-u?) ff(u) —2iu f'(u) + 20 f(u),
z1:zuf”(zz)—'zf’(tz).

(6)

On a d’ailleurs ‘
__ dm+idy, dz,
“= dz,  dx—idy,
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On aura de méme pour la courbe (M)

(1— x4+ 0(1+ ¢2) Yo+ 2035,+ 4o(v)=o,
Zy= (1—¢)o"(r)+2 vo'(r)—2 o(r),
Y= (14 ¢2) 0"(0) — 2iv o' (¢) + 270 (¢),

L Za=2¢ 0" () —20'(9).

(7) | )

Les cosinus directeurs de la normale en A 4 la surface minima sont

1 — uy S e R 45 U+

(8) c= s =1 > =

U — ¢ u — ¢ U —y

Les équations (6)et (7)remplacentles deux premiéres équations (4);
les deux derniéres équations (4) peuvent étre remplacees, en dési-
gnant par T une constante, par

(9) x,— &, = 2i7c, Ya—yi=zaitc, Sy— 3y—=2i7c".

Ajoutons membre 2 membre les équations (g) aprés les av01r multi-
_pliées respectivement par les multiplicateurs

1 — p?, [("J“"z)a 24, b

ou encore par
ou encore par

Nous obtenons

o= =D )+ (o) () + S,
{10) I o'(v) = (v——u) S () + [ () —ir,
9'(v) = Sy — 25

Ces équations (10) doivent, comme de juste, se réduire a deux; en
effet, en différentiant la premiére et tenant compte de la seconde, on.

obtient

d,
. (II) f///(u)du+2if-(7:—u)—2:0.
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Mais alors, si I’on différentie la seconde équation (10), on obtient
o"(¢)dy = (v — u)f’”(u) du + f"(u)dp,

- et en remplacant f”(u) du par la valeur tirée de (11), on retombe sur
“la troisiéme équation (10) qui résulte ainsi des deux premiéres.

On se donnera donc arbitrairement la premiére courbe minima (M)
ce qui revient 3 se donner la fonction f(u); ’équation (r1) donne
ensuite ¢ au moyen de u par une équation de Riccati; ayant choisi une
intégrale de cette équation, la valeur de ¢(¢) est donnée par la pre-
miére équation (10) et alors tout le reste est connu.

Inversement, si I’on connait une courbe de rayon de torsion constant
et égal a 7, lieu du point @, y, 5, la courbe minima (M) est le lieu du
point @ — itc, y —it¢’, 5 — itc¢”; la courbe minima (M’) est celui
du point & + ite, y +itc!, 5 +itc’, de sorte que u, v, f(u), ¢(v)
s’obtiennent algébriquement au moyen des coordonnées z, y, s du
point variable A. La courbe (&) et I’ensemble des deux courbes (M)
et (M’) sont donc simultanément algébriques ou transcendantes.

Nous avons bien retrouvé la conclusion de M. Fouché, a savoir que

tout revient & trouver une fonction algébrique ¢ de la variable u telle
I dc

(u

c ebt ce qu exprlme I'équation (11).

Les résultats de M. Cosserat conduisaient & la fois & retrouver cette
condition et & mettre en évidence la surface minima (M,) représentée
par les équations (2).

1l est intéressant de montrer que cette équation (11) se retrouve-
encore par la considération de la surface minima (M). En effet (#.) est
ligne asymptotique de la surface (M), donc tout le long de (&) les
rayons de courbure principaux de (M) sont égaux & == ; si nous
employons les formules connues relatives aux asymptotiques et aux
rayons principaux des surfaces minima, nous aurons, tout le long
de () sur la surface (M),

3 V(@) de = iV (@) dus,
— 2t = (14 ww VI (w) fI (41);

u étant la variable ‘déja employée et u, remplacant —_—;—5 L’élimination

. soit la dérivée troisiéme d’une fonction algébrique de u:

(12)
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de /" («,) donne
207 du,

S (u)du + m =

b

équation qui n’ ‘ 1) ot iplacée par — -
quation qu est autre que (11) ou ¢ est remplacée par o
4. Il est utile de signaler I'importance que présentent les lignes &
torsion constante au point de vue de la recherche des surfaces & cour-
bure totale constante.

Les surfaces dont la courbure totale est égale 4 une constante
;1 . s 1 . P :
donnée —~satisfont & I'équation aux dérivées partielles

(13) T (rt—s*) + (1+ p*+g*)*=o,

et, en appliquant la méthode connue ( Théorie des surfaces de M. Dar-
boux, t. III, p. 263), on trouve comme équation des caractéristiques

ds —pdx —qgdy =o,
(rh) ) Tdp = (1+ p*+ q*) dy =o,
| tdg = (1+p*+¢*) dz =o;

les signes supérieurs ou inférieurs se correspondant. On déduit de 12

dp dx + dgdy = o, c’est-a-dire que les caractéristiques sont asympto-

tiques des surfaces intégrales ; elles ont donc pour rayon de torsion
== 1. Sil'on écrit les équations (14) sous la forme équivalente

X = Ef"""'——dq
- S aEr

(15) : A y=— sff-l—_i%m,

) ,___ ;Tfpdq—qdp

VT 1+ pitg? ?
les coordonnées z, y, 5 d'un point de la courbe a torsion constante (&)
sont données par ces trois intégrales ot p et ¢ sont liées par une rela-
tion arbitraire. Les équations (14) ne possédent aucune combinaison
intégrable; d’autre part, le cone directeur des binormales de (&) a
“pour trace sur le plan 5 = — 1 par exemple la courbe lieu du point
(p, ¢, — 1), de sorte que les trois intégrales (19) sont des intégrales
curvilignes attachées & cette section plane du cone directeur des
binormales. ’
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Ceci montre bien I'intérét que présente la recherche des courbes &
torsion constante ; il est permis d’espérer de construire des surfaces a
courbure totale constante par un assemblage convenable de courbes a
torsion constante.

CHAPITRE 1L

ETUDE SPECIALE DES COURBES ALGEBRIQUES

1. Tout ce qui précéde s’applique sans distinction aux courbes a
torsion constante transcendantes ou algébriques.

Je suppose connu du lecteur I'exposé de M. Darboux (Théorie des
surjaces, t. I, Chap. T et IV, et t. IV, Note 4). I’ai conservé pour le
signe de la torsion celui qui est adopté au Tome I, premiére édition,
et au Tome IV. Dans la seconde édition du Tome I, M. Darboux a été
conduit & changer le signe de la torsion ; le triedre mobile formé par
la tangente 4 la courbe, la normale principale et la binormale est
animé d’un mouvement ou la rotation instantanée a pour composantes

. . . I 1 \
suivant ces trois droites 210y olp et © sont les rayonsde courbure et

de torsion de la courbe, 4 condition d’adopter les conventions de signe
de la seconde édition ; avec les conventions de la premiére édition, on

. —_—1 I . .
a, au contraire, —> o, o Mais ce changement de T en — 7 n’a aucune

importance pour la suite.

M. Darboux insiste sur ce fait que la courbure et la torsion offrent
une différence essentielle en ce sens que la premiére s’exprime au
moyen d’un radical carré, tandis que la seconde s’exprime rationnel-
lement au moyen de @, y, z coordonnées du point de la courbe et de
leurs dérivées des trois premiers ordres.. On sait I'interprétation du
signe de la torsion au point de vue du sens d’enroulement dela courbe.
Je profite de la circonstance pour insister sur ce fait intéressant,
bien que jusqu’ici laissé dans I'ombré, c’est qu'une courbe i torsion
- constante, transcendante ou algébrique, ne peut admettre ni centre de
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symétrie ni plan de symétrie, car dans 'une ou'autre de ces symétries,
aux points correspondants les deux rayons de torsion sont égaux et de
signe contraire. La symétrie par rapport & un axe est admissible ; le
cone des binormales admet alors ce méme axe pour axe de symétrie et
le plan perpendiculaire mené par le sommet comme plan de symétrie.

2. Jadopte dans tout ce qui suit les notations suivantes :

A (@, y, 5), point qui décrit la courbe (L) & torsion constante ;
T, rayon de torsion de cette courbe;

B (c ¢y ), pomt corlebpondant a A sur D'indicatrice () des tor-
sions ;

G, cone de sommet & I'origine, admettant pour directrice (¥ ); c’est le
cone directeur des bmormaleb ;
1, cone isotrepe de sommet origine.

Je prends sur la génératrice OB du cone G un point arbitraire de
coordonnées %, k, [ qui décrira une cerlaine courbe sur C quand B
décrira (v). La courbe (&) est donnée par les formules

_ (ldk—kal

“hdl— [dh

) VET ) Er R
~ “kdh — hdk -~

A un cone C donné correspond, & une translation prés, si la con-
stante 7 est donnée, une courbe (<) et une seule.

Le cone C est réel si la courbe (&) est réelle et inversement. Le
cone C est algébrique sila courbe () est algébrique, mais la réciproque
n’est pas nécessairement vraie (1’hélice cuculalre par exemp]e corres-
pond a un céne C de révolution).

Notre but est maintenant de trouver des courbes () algébriques ;
nous nous bornons donc dorénayvanta étudier les cones G algébriques;
le probleme est ramené 4 exprimer que les intégrales abéliennes (1)
sont elles-mémes des fonctions algébriques.

- Ann. .Ec'IVorm (3), XXXVI. — SEPTEMBRE 191g. 35
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[
3
LN

3. Sur la génératrice OB, prenons en particulier le point

r ¢ __c
-~ ;:7: “ﬂ——z,pl

qui décrit la section o de C par le plan =1 ; nous aurons alors les
formules déja trouvées au Chapitre précédent avec de légeres diffé-
rences de notation :

\ @

Il

[
T
JorrEra’

! dE

(2) (==
/ f‘nd&—é(ln

S = T —————e

L+ £+ n?

La courbe o est du méme genre que (&); si F(%, 1) = o est I'équa-
tion dans son plan de la courbe o, tout revient d déterminer F, de sorte
que les trois intégrales (2) soientalgébriques : les conditions a écrire
sont algébriques par rapport aux coefficients du polynome F.

Nous allons indiquer un cas particuliérement simple ou quelques-
unes de ces conditions et leur interprétation géométrique s’obtiennent
aisément.

Les seules singularités des intégrales (1) ou (2) correspondent aux
génératrices isotropes du cone C; supposons que C et I aient en commun
une génératrice G simple sur C; nous pouvons supposer que le plan
20y ne soit pas paralléle & G qui correspond donc & une solution
finie §,, 1, des deux équations F(&, n)=o0, 1 +£* 4+ n%= o, et nous
pouvons développer au voisinage de ce point 'ordonnée v :

(3) m—me=a(—E) +BE—L) +y(E—E)P+(E—L)+. .5
d’out
1482+ = 2§+ ang) (£ — &)
+ (1o 2n0 ) (E— &o)*+ 2(noy + of) (E—&)*+. ...
L’intégrale ‘/TIZdETIF devant étre algébrique, on a évidemment
(4) Ey+any=o0

qui exprime qu’au point &, w, les deux courbes F(%, n)ﬁo,
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1 —l—r2+vr =0 ont méme taxwente, les deux cones C et I se rac- -
cordent le long de G; supposons que Gne compte que pour deux unités
dans lmtersectxon de C et I, autrement dit 1+ o«*~+27,8%o0.
Alors on a

L ' 1 2oy +aB) e
T+t T (a4 20,B8) (E— &) a4 a2n,B o T T

En multipliant par d et intégrant, on voit que, pour éviter un loga-

rithme, on doit avoir 0,y + a8 =o. iti —
, 7, Y+ «f = o. Dans ces conditions, - iy

ne contient plus qu'un terme d’exposant négatif en (E—I’_)— Dans ces
conditions, dn ne devra pas contenir de terme en ¥ — &, d’ou § = o,
et comme ndé —Sdn=di[n,— ok, — 2B8(¢ —&,)+...], la derniére
intégrale ne donnera pas de logarithme. Si nous rassemblons les con-
ditions obtenues &, -+ an, =0, 1,y + o« =0, B = 0, on voitqu'on doit
prendre 7,y =0 et, par suite, y=o0; car si v, était nul, &, le serait
aussi, ce qui est contradictoire avec 1 +£; +u) =o. Le développe-
ment (3) devient doncy — v, =a(E —E)+3(§ — &) +...,cequi
prouve que le plan tangent au cone C coupe C suivant quatre géné-
ratrices confondues avec G.

Donc,si le cone C admet une génératrice isotrope simple G, il se
raccorde avec I le long de G, et sile contact est simple, G est généra-
trice surinflexionnelle pour C.

" Si le contact entre C et I était d’ordre plus élevé le long de OG, on
formerait de méme les conditions ; mais, par cette methode, I mterpre-
tation géomeétrique serait assez difficile a obtenir.

Remarquons en passant, et ceci sera utile pour les dénombrements
ultérieurs, qu'une génératrice isotrope de G fournit deux sortes de
conditions : un premier groupe de conditions est relatif au contact
entre C et; le second groupe s’obtient en annulant les résidus des
intégrales (2) relatifs & cette génératrice; ce second groupe fournit
trois équations au plus; ici, il n’y a que deux équations résiduelles.

Je me suis servi de la section plane o, ce qui revient dans les inté-
grales (1) & adopter le point (&, #, 1); on peut aussi se servir de 'in-
dicatrice (W), ce qui revient aadopter le point (¢, ¢’,¢"). Voyons ce que
devient I'interprétation géométrique précédente quand on étudie ().

wl
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Pour pouvoir employer un langage géométrique simple, je fais
une transformation homographique (imaginaire, mais peu importe)
faisant correspondre un hyperboloide & une nappe I & la sphere et le
cone de sommet O circonscrit 4 ’hyperboloide au cone I le cone G
devient un cone de sommet O; je conserve dans Ia nouvelle figure les
mémes lettres C, [, w; P étant le plan de la conique de contact de I
avec H, une homologie de pole O et plan directeur P transforme H et v»
en eux-mémes. Un plan tangent quelconque 4 1 coupe H suivant deux
génératrices y ety, se transformant 'une dans I’autre dans cette homo-
logie; M étant un point commun iy et (v»), le point homologique M,
appartient & y, et (). Done pour obtenir toutes les génératrices com-
munes au cone C et au plan tangent au cone I en question, il suffit de
prendre tous les points d’intersection avec () de'une des deux géné-
ratrices y ou y,, y par exemple.

Imaginons donc que C et I aient en commun une génératrice OG
simple, le long de laquelle ils ont un contact simple : au point p ot OG
perce le plan P, G est tangent 4 H, donc l'intersection (v) de C et H
présente en p un point double, les deux branches qui s’y croisent

Fig. o.,

0

sonthomologiques I'une de I'autre ; ¢cherchons I'intersection du cone C
avec le plan tangent commun & C et I le long de OG; les deux généra-
trices y ety, passent-en p. Conformément a ce qui précede, adoptons .
Siyn’est tangente & aucune des deux branches de (w) qui se croisent
en p, le point p compte pour deux'dans I'intersection de y avec (W),
done le plan tangent & C Ie long de OG a un contact simple avec C; si,
au contraire, y a un contact d’ordre % avec 'une des branches, yaavec
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- cette branche 4 + 1 points communs réunis en p et avee 'autre branche
qui est tangente & y, un seul point commun : au total, p compte pour

h + 2 dans I'intersection de y avec (w), le plan tangent a G le long de
‘OG a un contact d’6rdre 2 + 1 avec le cone C. )
Appliquons ceci au cas particulier étudié; nous avons trouvé
h+2Z4, donec AZ2; autrement dit, y est tangente stationnaire
pour 'une des branches de w; v, tangente stationnaire pour l'autre
branche. . ’ .
Je ferai de nombreuses applications de cette étude.

4. Je reprends les intégrales (1) ou (2). Au voisinage d’une généra-
‘trice non isotrope de C, ces intégrales sont réguliéres. On doit
exprimer que lasingularité logarithmique disparait pour chaque géné-
ratrice isotrope de C. Pour trouver sans peine les conditions rési-
duelles, je me servirai systématiquement de la courbe o; je pose :

(5) S Erin=2k E—in=y;
| iy =i [ = il
gx—i—zyf_— 4 =y v = 15
(6) | Jw—iy= if =
X v I—*—)\p- - 2
23:‘__‘[flalp-——‘u.dl“__‘”Is
T A

Soit une génératrice isotrope G du cone G, simple ou multiple. Si je
coupe le cone C par un plan quelconque, la trace de G sur ce plan est
un point de cette section plane, origine sur cette section d’un ou plu-
sieurs cycles; je considére ce cycle, s’il est unique, ou 'un deux s’il
y en a plusieurs. Le cycle en question est caractérisé par deux entiers
positifs, le degré p et la classe ¢; ces deux entiers sont attachés a la
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génératrice G et ne changent pas sije remplace la section plane par
une autre section plane. Je prends donc cette fois comme plan 20y
un plan parallele & G, de sorte que la section o par le plan z = 1 pré-
sente une direction infinie cyclique et dans ces conditions nous pour-’
rons représenter la branche infinie relative au cycle considéré par les
développements convergents pour ¢ suffisamment petit :

A=B+4 Bytst+. .., .
(7) A A '
= 7] -+ 71 +..

A et B sont différents de zéro; 1 + Au.= 1 + AB##=7 + .. ..

Je vais montrer d’abord que ¢ < p est impossible. Dans ce cas,
on aurait en effet
' AB

I+7\[J."—t7_7l+

I,_f[ (p+q>—|—a0+alt+...Jdt

et alors il y aurait singularité logarithmique.

Il reste donc simplement deux hypothéses : ¢ > p ou bien ¢ = p.
Ceci entraine bien que ¢ ne soit pas nul, de sorte que p est bien le
degré du cycle g sa classe et que, de plus, le plan tangent au cone C le
long de G soit le plan isotrope « + iy = 0; il y a encore raccordement
entre le cone C et le cone I.

Prenons d’abord ¢ > p; dans ce cas, on a

et .

(=1 +ABHP .. o = — ABP .. ..
1+ A

Si 'on remarque que dA et ——— ne contiennent pas de termes i
I+ A

exposant négatif, l’intégrale I, ne donne aucune condition. On a

—/l—f-?\p- _fdp.[l-—Ath_"’—i-...].

On peut remarquer que dw ne contient pas de terme en » donc en

- multipliant dw par 1, la partle obtenue ne donne pas de smgularlte
logarithmique; si I'on multiplie dp. par la partie complémentaire
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(— AB##=P 4 ...), on remarque que dy.commence par un terme en
t=P=*; done, stg—pZp—+1o0ugl2ep+ 1,1, ne donnera aucune con-
dition. Il est impossible que ¢ =2p, car on obtiendrait un terme

. 1 R . .
unique en - ne pouvant se réduire; enfin, si 2p > ¢ > p, on aura une

condition facile & former. Enfin, Adu — udi commence évidemment
par un terme en 2~#~' dont I'exposant est nul ou positif, donc I, ne
donne pas de condition.

En résumé, si ¢ est supérieur & p, g ne peut étre égal & 2p; siqg est
compris entre p et 2p, on ne trouve qu'une condition résiduelle;
si g surpasse 2p, on n’a aucune condition résiduelle; j’aurai ’occasion
de faire de nombreuses applications de cette derniére remarque.

Soit maintenant ¢ = p; dans ce cas, il est impossible que I + AB
soit différent de zéro, car on aurait, dans le cas contraire,

_ —2pAB 1
= (22228 ] [ -]

d’ou singularité logarithmique.
Je suppose donc ‘

W

g=p, IT+AB=o0, 1+lu=Ke+...,

e t" -1i

D e i
lizleptp +"',.]L,[+al+"']a’t,
Ke

—Ap T+l +...
(8) . 12:/‘[?_*_‘—1" +...] —i{lr— d[,

'ls:/thE +Ji—%%r+—— de.

\

On annule dans I, et I, le coefficient de ;—sous le signe /; quant a I,,

si1SrSp —1, elle ne donne pas de condition; » = p est impossible;
sip-+ 157, I, donne une condition. :
Nous allons résumer ceci et I’éclairer par une interprétation géomé-

. - X o % ¢ deri
trlque 1sil on pose (= —Y—, A =y on peut ecrire
X=A+At+...,

(9) ' _ Y = ¢,
i 1 =Bert7+....
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Nous avons déja remarqué que ¢ n’est pas nul puisque ¢Z o et cela jus-
tifie bien que p est le degré, ¢ la classe du cycle. La génératrice G a
pour équations = = o0, x = iy = 0; elle compte pour p dans 'intersec-
tion du cone Cavec un plan quelconque passant par G, distinct du plan
tangent @ + fy = o qui est en méme temps tangent au cone [; elle
compte pour p + ¢ dans l'intersection de C avec le plan tangent iso-
trope : on remarque que ce nombre p 4 ¢ estau moins égala 2 p. L'in-
tersection des deux cones C et I résulte en coordonnées homogenes de
'équation Y* + Z = o; or :

(10) Y+ XZ =2+ ABtr+a+. ... -

Si donc ¢ > p, la génératrice G compte pour 2 p dans I'intersection de
C et Tetpourp —+ g > 2pdans'intersection de C avec son plan tangent
le long de G. Si ¢g=p, G compte pour.2p + r dans l'intersection
de C et L et pour 2p dans U'intersection de C avec son plan tangent, car
dans ce cas on a écrit

(x1) Vi X7 = kervr o

Jappellerai indice de G etje représenterai par 7 la contribution du
cycle étudié dans I'intersection de C et I. Le fait remarquable est que
I'on a eu & choisir entre les deux systémes

(12) g=p-+s, i=ap;
(13 - q=p, i=2p+r,

qui s’excluent mutuellement : s entier positif non nul, » entier positif
non nul. . :
On peut tirer de la quelques conclusions simples : si I'indice 7 est
impair, on est nécessairement dans le cas ¢ = p. Le cas de 7 =3 est
impossible, en courbes algébriques, car nous avons vu que r = p est
- impossible; or £ = 3 entraine nécessairementp =r =1. -
Silonat=2,0nap=1etg=p+s=s+1;0r,s=p=1 est
impossible, donc sZ 2; mais alors dansce casona ¢g23 ougZaop + 1,
donc il n’y a pas de condition résiduelle; donc 7 = 2 entraine comme
conditions nécessaires et suffisantes pour la partde G, p=1, ¢23,
comme nous I'avons vu plus haut géométriquement au paragraphe 3.
Pour le dénombrement des conditions, on pourra se rappeler que
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'Slg=p+s, on obtient une seule condition résiduelle si 15s<p — 1
et aucune condition si s=Zp+1.8ig=p, i=2p-+r, on a deux
‘conditions résiduelles si 1 ZrSp =1 et trois si 72p + 1.

5. Sidonconsedonne un cone algébrique G ou simplement I'équa-
tion F (£, ) = o de la section &, on voit :

1° Que toute génératrice lsotrope de C donne un point de (A) 4 dis-
tance finie et reoulwr,

2° Que toute génératrice isotrope de C donne un point & I'infini cor-
respondant a4 une singularité polaire logarithmique si I'on n’écrit
aucune condition; si I'on veut que (-b) soit algébrique, il y a h écrire
pour chaque génératrice isotrope des conditions de deux espéces : les
unes fixent les trois entiers p, ¢, 7 et ce n’est qu’apreés avoir fixé d’une
facon précise ces trois entiers que l'on peut écrire les conditions rési-
duelles en nombre égal & 3, 2, 1 ou o, suivant le cas. Le point corres-
pondantde (&) estal'infiniet correspond alors d une singularité polaire.

Ceci fait : ou bien le cone C est unicursal, alors les conditions déja
formées, qui sont nécessaires, se trouvent étre suffisantes, d’apres les
principes connus; ou bien le cone C est de genre non nul, soit g. Les
condmons formées, tou]oum nécessaires, ne sont plus sufﬁsfm[cs.
Chaque mttwralc I,, 1., I, a 2g périodes cycliques (au plus). En annu-
lantles6g perlodeb en question, on a6 g ¢quations (au plus)aadjoindre
aux précédentes; I'ensemble de toutes ces équations est & lafois néces-
saire et suffisant. Les coordonnées z, y, z du point courant de (s&) sont
des fractions rationnelles des coordonnées £, ydu point correspondant
de o; la réciproque est évidente.

6. Nous devons maintenant indiquer le degré de la courbe (). Il
suffit pour cela de compter le nombre des-zéros de I'expression
ux 4 ¢y -+ ws + hou u, ¢, w, h sontdes constantes arbitraires; or, le
nombre des zéros ou des poles est le méme; il suffira donc de compter
les poles avec leur degré.

Reprenons le cycle étudié : si ¢ = p, le terme d’exposant négatif' le
plus élevé provientde I, le degré du pole estp + rousi Pon veut i —p.
Si g > p, ¢ est encore I, qui donne le degré, égal a p cette fois, suscep-

Ann. Ec. Norm., (3), XXXVI, — SEPTEMBRE 1919. 36
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tible encore d’étre représenté par ¢ — p. Si donc nous appelons m le
degré du coneC, Mledegré de (&), onauraM = X(7 — p) =2m — Zp.
Si l'on remarque que ¢Z2p, on a 2m=23XiZ2%p on mZZEp, donc

M= 2m — Zp2m. Le résultat m=M < 2m ou 5\; < m<M estintéres-
sant a retenir; si I'on se donne I’'un des nombres M ou m, I'autre est
limité inférieurement et supérieurement. L’égalité m = M ne peutainsi
avoir lieu que si tous les cycles sont du type ¢ > p. Ici, il serait com-
mode d’écrire -pour chaque cycle = 2p -+ r, r étant un entier positif
ounul; ona

Ei::Z(p—%—-E), M=Z(p+r),

r

Si la courbe (&) est réelle, C est réel et inversement; dans ce cas,’a
chaque génératrice G correspond la génératrice conjuguée qui donne
les memes entiers p, ¢, 5 donc le degré de la courbe réelle () est
nécessairement pair; si () est imaginaire,.on peut avoir des courbes
de degré impair : exemple, la cubique de M. Lyon.

7. Il importe de compléter ce qui précede en se rendant compte de
ladisposition que présentent (W) et () pour les génératrices isotropes
de C. Soit d’abord ¢ =p +s,i=12p. On a

4

c ¢ ¢ c+ic  c--ic 1
== — D - = = ———
& A 2 Vi A
(14) o ABwr .., AR
1+ A V1+ A 2
c+ic'=Bti+ ..., C—lc'= = +..., C”:I——ﬁtq“”—k....

(24

2

La génératrice G a pour équations @ + 1y = o, z = o. La courbe (W)
admet le point a I'infini de G pour point d’ordre p, la tangente en ce
point estladroitex + iy = 0,5 — 1 = 0,c’est-a-dire une génératrice de
la sphére x* + y* + 5% = 1 paralléle 2 G et cette tangente a ¢ points
communs avec la courbe () réunis au point de contact; le plan oscu-
lateur & la courbe (w) au-point & I'infini étudié est le plan z + iy = o,
c’est-a-dire le plan tangent commun 4 C et I le long de OG, ce plan
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a p + ¢ points communs avec lacourbe (v»)réunisau point de contact.
La génératrice G compte aussi pour p + ¢ parmi les droites d’intersec-
tion du cone C et du plan x + iy = o. Quant a la courbe (), d’apreés
les formules (6) et (7) on a

x4+iy= ily=—<i{[Ber+...],
z—Iiy= ~<il,= ) A
(15) Y= = T
25:-—?51.3:———':i[wt’1‘-”+...—];
P—q .

d’ou il résulte immédiatement que le point provenant de G est  'infini
dans la direction OG; c¢’est un point multiple d’ordre p; la tangente en
ce point, en adoptant les constantes d’intégration des formules (15),
est la génératrice G qui admet avec la courbe () ¢ points communs
confondus avec le point de contact; le plan osculateur estle plan
Z + ty = o ayant p + ¢ points communs avec la courbe.

Soit maintenant ¢ =p, it =2p +r.Ona

w|\

. B
c+ic'=— '~

\/F +...,
A
) ¢ —ic'= ! 1
. - —_— = T . E)
(16) VK z’”%
I 1 -
”—f'_—f —+. ;
2

ce qui prouve que le point a I'infini de (W), & savoir le point a U'infin
de la droite Ga + iy =o0,z=o0, est, quand r est pair, multiple
d’ordre p; la tangente est la droite & I'infini du plan & + iy = o; le
plan osculateur est le plan x + iy =o0; le plus petit des deux

' r . .
nombres p + ~et 2p donne le nombre de points communs avec la
tangente, ’autre le nombre de points communs avec le plan osculateur.
Si r est impair, la disposition des éléments géométriques reste la
méme, mais 'ordre de multiplicité est 2p et le nombre de points
communs avec la tangente ou le plan osculaleur estl'un des deux
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nombres 2p + rou 4p. Quant & la courbe (&), on -

> - .‘I) [p—r
z+iy=—cili=—7I P +...—]',
' LK p—r .
. fy—  il— JAn» 1 .
(l‘/) N X —1ly = Tily == Tlu—l\f (p-—{—l')[”""'—r—.'. s
— il = zi| 22
25 = — i, == LL_I.K” 1,

et cette fois la parité de » ne joue plus aucun role, mais ¢’esti p étnon
plus 2p qu’il faut comparer »; r, comme nous savons, ne peut étre
égal a p. Sir<p, le point & U'infini de (&), qui est toujours le point
a l'infini de G, estmultiple d’ordre p; latangente estla droite & I'infini
du plan isotrope @ + iy = o, cllea p -+ r points communs, réunis en
ce point avee la courbe (4); le plan osculateur est le plan = + iy = o
(ui a en ce point 2p points communs avec ().

Si r>p, le point & linfini est encore multiple d’ordre p; la
tangente est la méme que précédemment, mais elle a au point de
contact 2p points réunis communs avec (&), le plan osculateur est le
plan de I'infini qui a p -+ points communs confondus en ce point
avec la courbe ().

On voit donc que toute courbe algébrique a torsion constante a tous
ses points a linfini sur le cercle de I'infini; le plan osculateur en
chacun de ces points est cu bien isotrope ou confondu avec le plan
de I'infini. Si la courbe est réelle, elle est donc de degré pair et
fermée. '

8. Nous avons & faire la méme étude séparément pour chaque cycle
isotrope. ' . , e -

Cela améne naturellement & considérer I'intersection de C avec la
sphére #* + y* 4+ z* =1 et & distinguer le cas ol cette intersection
ne se décompose pas du cas ou elle se décompose en deux courbes
symétriques U'une de ’autre par rapport au centre de la sphére.

Dans le premier cas, la courbe (W) admet le centre de la sphere
comme centre de symétrie, la surface minima (M,) circonscrite
4 la sphere le long de (W) admet 'origine pour centre, la surface
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minima (M) est double. Dans le second cas, la surface minima M est
simple. Nous reviendrons sur ces propriétés.

Le fait que (v peut étre indécomposable ou non est aussi & consi-
dérer quand il s’agit de chercher les axes de symétrie que peut pos-
séder une courbe a torsion constante. Si un tel axe existe, les binor-
males aux points qui se correspondent sont elles-mémes symétriques
par rapport & I'axe, de sorte que I'intersection compléte de C avec la
sphere admet & la fois un axe de symétrie D paralléle au proposé et un
plan P de symétrie perpendiculaire & cet axe; si la directrice sphé-

rique est indécomposable, elle admet D pour axe de symétrie, P pour
~ plan de symétrie, O pour centre de symétrie; mais sielle se décompose
en deux courbes (w) et (W) symétriques 'une de I'autre par rapport
a O, deux cas peuvent se présenter:

1° W est symétrigue de b palr rapp_ort aD, () [éinsi que ()]
admet P pour plan de symétrie ;
20 W' est symétrique de b par rapport i P (w) [ainst que (w")]

admet D pour axe de symétrie.

Quant a la section plané o, si ’'on a pris D pour axe des 5, que la
directrice sphérique de C soit ou non décomposable, elle admet pour
centre de symétrie le point (0,0, 1) olt son plan rencontre D.

Il est utile de montrer que, réciproquement, si ¢ admet le
point (0,0, 1) pour ceitre, la courbe (&), supposée algébrigue,
admet un axe de b)metue paralléle a 'axe des . Pour déterminer (&),

J écris :
& d
X = T il
- g g L&
=0 Yo
£ -
(18) y=—f —,
P l+£'+'fl—
. S0 Mo i
- fé"'n’”“f Edn
zq, | HEEN?

ot (&,7,) est un point pris sur o une fois pour toutes; le point
mobile (£, n) décrit o; les intégrales curvxhcrnes sont prises sur o

de (5, 10) & (&)
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Je considére le point A’ correspondant 3 (— &, — 7)), j’ar :

—f

S —1N ({‘f)
.’I,‘I: Tf — 3
£, o I+&"+N
—‘E;—"’) d(
: S
I e e re—
(19 re=—<f
S0 Mo
—F o ,
ol v nﬂdg."—g.dn
=T T+ 40t
&0 Mo S

Enraison de la symétrie de o, nous pouvons, au lieu de (19), écrire

. £ — 7o "‘-I)
. E.'fl d'f
N 4
20 . = r[
(20) Y Joe . T+ B+
o S ndi—Edn
B s _, 1+ E+n?
%o — 1o
De (18) et (20), on tire évidemment '
— %0 — "o d )
CE'—}—J)’: Tf _-Zn—i’
Zm'fln I+ a +mn
. g =0 dy
: S
21 - I:—-T et
(21) y+y fﬂ T Era
i o T\/\—C.ov_lrl-nda_ad_n
P P R — ————:—2———?| ~
Euf’lo I+£ +n

La derniére intégrale (21) est nulle, car changer £ en — § et nen —y
revient, d’une part, en raison de la symétrie, a laisser I'intégrale
inaltérée, et, d’autre part, 2 changer simplement les limites. On a
donc bien v

(22) , z+ 2'=a, y+y =0b, z—2sz'=o0;

a et b étant des constantes. La démonstration est donc faite; mais
ceci pourrait étre en défaut si les intégrales n’étaient pas algébriques,
car chacune serait .déterminée seulement & une somme de périodes
prés; Pexemple de I'hélice circulaire met précisément la démons-
tration en défaut. ‘
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A . . . . , 27
De méme, si le cone C se reproduit par une rotation de I'angle —

autour de Os, la courbe () supposée algébrique jouit de la méme
propriété; dans le cas ou la directrice sphérique () est indécompo-
sable, il n’y a rien & ajouter; mais si elle se décompose en une
courbe (w) et la courbe (w') symétrique de () par rapport 2 0, la

. 2T . L. . . N .
rotation 7# peut ou bien faire coincider (w) avec elle-méme ou bien

Pappliquer sur (w'). La démonstration est toute pareille et se fait
par I'intermédiaire de o, I'axe de rotation ayant été pris pour axe Os.

9. Nous pouvons maintenant donner une représentation géomé-
trique simple des conditions d’algébricité de la courbe (:1.) correspon-
dant & un cone algébrique C donne.

Nous avons négligé jusqu’ici la courbe () pours, parce que au cas
ou la directrice sphérique de C est indécomposable, cette directrice
est d’un genre en général supérieur a celui de la directrice plane o.
Revcnom (Iesormals a (W); nous pouvons établir une correspondance
point par point entre (b) et une certaine courbe plane H(X, Y) = o,
de telle sorte que c, c¢’, ¢” soient exprimées rationnellement en X, Y
et inversement; d’autre part, le point analytique (X, Y) peutétre figuré
par un point d’une surface de Riemann convenablement choisie; au
point B(c,¢’,¢") de (w), jassocie donc le point figuratif & de cette

‘surface de Riemann. Si le cone C algébrique a été pris quelconque, les
formules déja employées

B

a,;:rf c"de'—c' dc’,
e, .
) B
(23) : y:-rf ¢’ de —ec dc'.
B

0

B
::rfcdc” c¢"de,
B

0

ou B, est un point fixe de () et B le point variable, déterminent les
coordonnées x, v, z du point A de (&) une fois indiqué le chemin
suivi de b, & b. Les diverses déterminations de @, y, sz ne different que
par des périodes polaires ou cycliques, c’est-a-dire ne différent que
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par des intégrales prises le long de certains chemins fermés suivis sur
la surface de Riemann, de sorte que si l'on considere tous les points-
réels et imaginaires de la courbe (1), on prend les intégrales sur
certains circuits fermés, réels ou imaginaires, partant d’un point
de (w) et y revenant. Par exemple, pour une génératrice isotrope G
du cone C, on aura un point g de la surface de Riemann et un circuit
fermé décrit autour du point g,’auquel correspond surl'indicatrice (w)
un certain arc imaginaire entourant la génératrice isotrope considérée.
Je définirai méme avec précision le circuit décrit autour de g:si g
n’est pas point de ramification, on prendra un cercle de rayon infini-
ment petit décrit dans le sens direct une seule fois autour de g, et
si g estpoint de ramification, le circuit décrit dans le sens direct
autour de g limitant le domaine du point g. Si «, ¢, w sont les valeurs

des trois intégrales © [ ¢"dc’ — c'de”, = | ede” — c¢’de, < [ ¢'de — cdi’ 1e
o ’

long de ce circuit fermé, le vecteur (u,v,w) sera le vecteur période
polaire de la courbe (&) relatif & la génératrice isotrope G. Silecone G
est de genre supérieur ou égal a l'unité, il y aura.lieu de définir les
vecteurs périodes cycliques de la courbe () correspondant aux circuits
donnant sur la surface de Riemann les périodes cycliques des (rois
intégrales. Si donc (u, ¢y, W|>v, (g, 94y W4)5 oo oy (W, 0,y w,) sont les
divers vecteurs périodes, polaires ou cycliques, au pointa, y, = de (-b)
correspondent une infinité de points congruents :

R e T ey A /7
(24) B T T I e L
54 A A Ryt A,

ou les X sont des nombres entiers, positifs ou négatifs, arbitraires.

La condition nécessaire et suffisante. pour que la courbe () soit
algébrique est que chacun des vecteurs (u,,¢,, w,), ..., (U, 9, %)
soit nul. On peut remarquer que si () est de genre supérieur 4 5, la
surface de Riemann relative & () peut étre remplacée par la surface
de Riemann plus simple relative & o, mais cela importe peu pour le
but que je me propose dans ce paragraphe.

Songeons maintenant 4 U'interprétation géométrique des trois inté-
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gralesfc’dc” —c'de’, [c”dc —cdd, fcdc’ — c'de qui entrent en jeu
tci. M. Keenigs, dans la Note rappelée plus haut, 'a donnée. Soit un
arc BB de (w); je le décompose en un certain nombre d’arcs infini-
ment petits B,B,, B, B,, B,B,, ..., B,_,B dont le nombre k croit indé-
finiment; les cordes B,B,, B,B,, ..., B,_,B forment un systeme de
vecteurs ayant pour résultante de translation la corde B,B et, 2 la

. , .
limite, pour moment résultant par rapport a 1’oricinef c'de” —c'dc’,
B

0

B
[ c"de —cdc”, f cdc’ — c'de. Si le point B coincide avec B,, nous
- B

avons un circuit fermé, réel ou imaginaire, partant de B, ety reve-
nant; le systéme de vecteurs que nous avons imaginé forme un couple;
I’axe de ce couple est compris dans I'une des expressions

Mg+ hyttg+ ...+ Xy Uy,
(25) ’ : . )\1 ¢1 =+ Ay "2+...+7\,,_ Cns
?}lcv,’—l—)i,rr’z-f—. et Ay,

Si la courbe () estalgébrique, chacun des circuits fermés découpés
sur la courbe (1i!>) donne un systéme de vecteurs constituant, non plus -
un couple, mais un systéme équivalent a zéro

M. Keenigs, qun a introduit cette conceptlon ne l'avait apphquee
qu’a un circuit unique, a savoir le circuit réel constitué par la portion
réelle de l'indicatrice (). \

Il faut exprimer que tous les points de ’ensemble (25) se réduisent
alorigine. Il y a lieu d’étudier a part les vecteurs perlodes polaires
et les vecteurs périodes cycliques.

On sait que la somme des résidus d’une fraction rationnelle sur une
surface de Riemann est nulle. Donc, pour les vecteurs périodes polaires,
il suffira d’exprimer que les vecteurs relatifs a toutes les génératrices
isotropes, moins une prise au hasard, se réduisent & zéro. En parti-
culier, si le cone C n’a qu'une génératrice isotrope, auquel cas il est
" nécessairement imaginaire, le résidu est nul pour chaque intégrale,
et alors si C est unicursal, la courbe (A) est algébrique. Nous verrons
plus loin que la détermination des cones unicursaux & unique géné-
ratrice isotrope revient a larésolution de I'identité célébre AD — BC==1

Ann. Ee. Norm., (3), XXXVI, — Ocrosre 1919. . 37
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entre quatre polynomes; j’y reviendrai plus loin. La cubique de M. Lyon
est le type le plus simple. » l

La réduction du nombre total de conditions, si le cone C présente
soit un axe de rotation, soit un axe et un plan de symétrie, devient
“intuitive. L'ensemble des points donnés par les formules (25) posséde
évidemment la propriéte de se reproduire par les rotations et les
symétries du cone C. Remarquons, en effet, qu'un circuit fermé et le
symétrique de ce circuit par rapport & 'origine ont méme axe; on
peut donc se borner aux rotations laissant le cone C invariant; un
circuit termé découpé sur (w) devient apres la rotation, suivie s’il est
“besoin d'une symétrie par rapport & O, un circuit fermé découpé
sur (w); le vecteur période n’a fait que tourner autour de I'axe de
rotation de I’angle caractérisant cette rotation. Et ceci, bien entendu,
s’applique aux points qui dérivent de la composition des vecteurs
périodes polaires prisisolément; pour les vecteurs périodes cycliques,
cecl s'applique aussi.

Donnons dés maintenant une application trés simple : supposons
que le cone algébrique C n’ait que deux génératrices isotropes; si le
cone Cne présente aucune propriété de rotation ou symeétrie, j’exprime
que 'un des deux vecteurs périodes est nul et j’ai trois conditions
(au plus). Si le cone C admet le plan 0y pour plan de symétrie,
et par-suite Oz pour axe de symétrie, tout en n’ayant que deux géné-
ratrices isotropes, deux circonstances peuvent se présenter : les deux
génératrices isotropes sont dans le plan 0y, ou bien sont contenues
toutes deux dans un plan passant par Oz, aucune n’étant dans le
“plan z0y. Dans le premier cas, chaque génératrice isotrope est a elle-
méme sa symétrique par rapporta Oz, le vecteur période correspon-
dant est & lui-méme son symétrique par rapport & Oz, il est porté
sur Oz, donc il suffit d’écrire une seule condition pour annuler les
vecteurs périodes. Dans le second cas, les deux génératrices isotropes
s’échangent dans une symétrie par rapport 3 Oz, donc les deux vec-
teurs périodes correspondants étant a la fois symétriques par rapport
2 Oz et opposés sont dans le plan 20y : il suffit de deux conditions
pour annuler 'ensemble des deux vecteurs périodes. Nous don_nerons
des exemples précis de ces deux cas.

Si le cone C n’a que deux génératrices isotropes et coincide avec
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. N \ . 27T , . .
lui-méme aprés une rotation de’—)‘2 autour de Oz, m étant un entier

supérieur i 2 sans é¢galité, les deux vecteurs périodes étant d'une part
opposés et d’autre part se reproduisant dans leur ensemble par une
rotation de 2—“ autour de Oz sont nécessairement alignéssur Oz, donc
1 suffit encore d’une condition unique pour annuler 'ensemble des
deux vecteurs périodes polaires.

Pour éviter toute objection, je fais observer que j’ai défini avec
précision, en grandeur, direction et sens, le vecteur période polaire
relatif & une génératrice isotrope : dans une symétrie, ou rotation, la
courbe () présente une transformation rationnelle en elle-méme ol
les génératrices isotropes s’échangent soit en elles-meémes, soit les unes
avec les autres; dans ces transformations analytiques, les circuits infi-
nitésimaux tracés sur la surface de Riemann s’échangent dans les
mémes conditions et les sens positifs se conservent, remarque
essentielle a faire pour la rigueur de ce qui précede.

Dans ce qui précede, je ne suppose rien sur la réalité ou ron-réalité
des éléments géométriques. Sil’équation du cone C est a coefficients
imaginaires, nous obtenons des équations entre quantités imaginaires.
Si le ¢one C est réel (au sens vulgaire) ou du moins représenté par
une équation a coefficients réels (réel au sens de M. Goursat), les
génératrices isotropes sont deux & deux imaginatres conjuguées, les
résidus correspondants sont imaginaires conjugués; les périodes
cyeliques sont deux i deux imaginaires conjuguées. Donc les équa-
tions dénombrées coincident, dans leur ensemble, avec le systéme des
équations conjuguées; on peut donc s’arranger par un choix conve-
nable d’inconnues pour que ces équations soient des équations i coefi-
cients réels entre quantltcs réelles.

Les exemples qui suivent au Chapitre 111 eclau eront ce qui précede;
c’est grace 4 I'ensemble des considérations a priori quivient d’étre
exposé que j'ai pu me placer dans les circonstances les plus favorables
pour obtenir des exemples de courbes 4 torsion constante algébriques,
imaginaires ou réelles, unicursales ou non.

10. Rendons-nous compte de ce qui se passe dans le cas précis ot
le cone C est unicursal; soit m le degré de C. La section ¢ est unicur-
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sale, de degré m. I’écris donc :

(26) g:-———v : E)

ou P, Q, R Sont trois polynomes de degré men z. Dansles formules (1),
je peux supposer 4, £, . remplacées par P, Q, R, d’ou '

) RQ'-—- QBI

X =T mz—l—lizdt’
. ' PR'—RP'

(27) R4 *T., Pror R de,
st QP'— P’

Les génératrices isotropes sont données par I’équation P* + Q* + R*=o0
qui est de degré 2m et ne doit avoir que des racines multiples. Les
numérateurs des fractions a intégrer sont du degré 2m — 2 seulement;
la somme des résidus est bien nulle.

Si tous les ndices sont pairs, P* + Q* + R* est le carré d’un poly-
nome entier S(z) et alors ladirectrice sphérique du cone C se compose
P Q@ . R
‘ S0 TS Tsw
et de la courbe symétrique (w'). I1y a avantage a se servir ici de la
directrice sphérique (v ) platot que de la directrice plane o; considé-
rons, en effét, les coordonnées curvilignes employées sur la sphere :

d’une courbe (W) unicursale de degré m, c =

_c+ict  1+c" _c—ii _ 1+4c"
&= T g= T ol
1—¢ c—ic' 1—c ¢+ ic

(28)

Iei: : ‘
o P+iQ_ S+R . P—iQ S+R
TSR’ T P={Q’ P=5—x = P+:Q

En vertu de I'identité P* + Q* = (8 +R)(S — R), le polynome S - R
a des racines communes avec P -+ 7Q et avee P — 7Q, de sorte que les .
fractions o et B peuvent se simiplifier, et nous écrivons

| _ S EVAGH
(29) : =00 (3-—%(6),

JSetoétant deux polynomes premiers'entre eux, ainsi que f, et ,.
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Sinous coupons la courbe (W) par un plan tangent quelconque de la
sphére, le nombre des points d’intersection, égal a m, s’obtient en
totalisant les racines des deux équations o = o,, 8 = 3, en désignant
par a, et- 3, les paramétres des deux génératrices de la sphére conte-
nues dans le plan tangent. Si done la fraction « est du degré m, et la
fraction § du degré m,, on.a m, + m, = m, tandis qu’avant réduction
on semblait avoir deux fractions de degré m. Si le céne C est réel, les

deux fractions a et B sont de méme degré, ecral —- Sil’on remarque
que ’
o+ 3 6——:7 . afB—1
= c'= ¢l = ——
T+ of3 T+ aB’ of3 +1

et, par suite,

_a+B _ fo+fif 5'—01 f1°—'/<91
T af—1 T [fi—o9 T up—1 T Jh—oa,

on voit que I'équation P? + Q* 4+ R* = o devient(ff, + ¢9,)* =0.0n
a exprimé automatiquement, sous la forme (29), que P? + Q* + R* est
carré parfait. Sous la forme (26), on doitintroduire 3m + 2 coeflicients
non homogenes, avec m conditions pour exprimer que P* + Q* + R2
est carré parfait; sous la forme (29), onn’aque (2m, + 1) + (21, + 1)
coefficients non homogeénes, nombre égal a 2m + 2, résultat qui
coincide bien avec le premier dénombrement. Nous retiendrons que
chaque indice doit étre pris au double de 'ordre de multiplicité de la
racine correspondante de l'équation ff, + 9o, =o. Nous verrons
méme plus loin que sil’on se donne, le cone C étant supposé réel, le
nombre des racines de ff, + 9, avec leur degré de multiplicité, on
sait exprimer explicitement les quatre polynomes f, ¢, f,, 9, au
moyen des arbitraires strictement indépendantes.

Les exemples réels, connus avant ce Mémoire, avalent été trouvés
par M. Fabry, correspondant i des cones i deux génératrices
isotropes, sans utiliser la simplification provenant de Iindicatrice
sphérique; le lecteur pourra juger de l'importance de cette simpli-
fication. ,

Si le cone C est réel, dans le cas ou les indices sont pairs, la
courbe unicursale (w) est d’un seul tenant et fermée.
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11. Supposons maintenant que tous les indices ne soient pas tous
pairs, mais qu’il y en ait deux au plus qui soientimpairs. En vertu de .
la relation X7 = 2m, le nombre des indices impairs est pair; donc il y
aura exactement deux indices impairs; en supposant, ce qui est tou-
jours permis, que les deux valeurs de ¢ correspondantes soient finies,
onaP?+Q*+ R*=(t—12,)(¢ —¢,)S*(¢); il résulte de laqueec, ', ¢
ne sont pas exprimés rationnellement en ¢, mais que si l'on écrit

*=(t—1t,)(t—1t,) on pourra exprimer rationnellement z et 0 au
moyen d’'un nouveau paramétre T auxiliaire, de sorte que la courbe
¢, ¢, ¢’ est néanmoins unicursale; c’est une courbe de degré am
symétrique par rapport au centre de la sphére. Comme précédemment,
on pourra écrire

JS(T)

(3) = =fap o=

Ji(T) T)
9. (T)

la somme des degrés des deux fractions étant égale a 2m; la seule
g g

différence avecce qui précéde est que, & chaque valeur de ¢, corres-

pondent deux valeurs de 0 et par suite de T échangeant ¢, ¢, ¢” avec

» s . -1 . -1 " )
©—c, —c','— ", c'est-a-dire « en B et B en — Les coordonnées d’un

point de () sont exprimées rationnellement en ¢ : la représentation
de ces coordonnées en T est une représentation impropre qui fait par-
courir la courbe (o) deux fois, mais la courbe (w) une seule fois.

Si le cone G est réel, les deux génératrices d’indice impair sont
conjuguées, m est nécessairement impair. On peut s’arranger pour
que t, = — ¢, =1, et, en posant £ = tang o, |

P2+ Q? +~ R2== (1 + ¢2) 82(¢), °

(31) o Coso P(tangg) ,__cosoQ(lango) 'c,,_coscpl{(lang_qo_)’
~ 7 S(tange) T S(tangoe) T S(Lango)

en partant d’un point réel A, de (+) avec la valeur ¢, et faisant
varier ¢ de ¢, & g, + =, on décrit toute la courbe () revenant au
point de départ A, mais aboutissant sur la courbe () au point B dia-°
métralement opposé au point de départ B,. La courbe (w) est fermée
et d’un seul tenant; elle jouit de cette propriété intéressante, ¢’est que,
sil’on prend au hasard deux points diamétralement opposés sur elle
B, et B, le circuit obtenu par une circulation réelle ou imaginaire sur
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A,

cette courbe & partir de B, pour aboutir & B}, puis par le trajet recti-
ligne B, B,, qui raméne en B,, ason axe nul, au sens de M. Keenigs;
ou, si I'on veut, le systtme des vecteurs infiniment petits mis bout
1 bout sur le trajet curviligne B,B) est équivalent 2 un vecteur
unique B, Bj.

A larigueur, nous pourrions dire ici que 'indicatrice sphérique des
binormales est une courbe ouverte réunissant deux points diamétra-
lement opposés de la sphére.

La surface minima (M) est double, la surface minima (M,) a un
centre. ‘

Dans ce cas qui vient d’étre étudié, je dirai que 'indicatrice sphé-
rique (vb) est mexte, pour rappeler que sic, ¢, ¢’ ne s’expriment pas
rationnellement en ¢, ils s’expriment pourtant rationnellement au
moyen d’un autre paramétre.

12. Soit maintenant le cas ou les indices impairs sont en nombre
supérieur & deux; ce nombre est pair. La courbe () est indécom-
posable de degré 2m double de celui de C et o, symétrique par rapport
a 'origine, mais n’est plus unicursale.

Sila courbe (#) est réelle, nous supposerons que le paramétre ¢ est
réel pour les points réels de (#), ou o, et I'on écrira

(32) P2+ Q*+ RP=82(&) [(t — a2+ b2]...[(t—an)*+ B3]

Py

S(r) étant un polynome & racines deux a deux imaginaires, donc de
degré pair; on a donc 2m = 4p +2h ou m=12p + A, le degré du
cone C est de méme parité que le nombre des couples d’indice impair.
D’autre part, on a
c— P
S(V[(t—a )+ 61].. . [(t—an)*+ bi]

et formules analogues pour ¢/, ¢”; si donc on fait varierzde — oo & + oo,
de fagon & décrire toute la courbe (), nous suivrons par continuité
la variation de ¢, ¢/, ¢"; supposons le radical pris positivement pour
une certaine valeur ¢, de ¢; comme il ne s’annule jamais, il reste tou-
jours positif; le polynome S () garde un signe constant, donc de
— x4 + o le dénominateur de <, ¢’, ¢” garde un signe constant;
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st m et A sont impairs, les polynomes P, k R ont changé de signe
lorsque la variation de ¢ depuis — s jusqu’a -+ o0 a ramené au point
de départ; autrement dit, 'indicatrice (W) se compose encore d’une
courbe ouverte joignant deux points diamétralement opposés de la
sphére; si nous parcourons la courbe () deux fois coup sur coup
dans le méme sens, nous décrivons d’abord la courbe ouverte, puis la
portion symétrique : ces deux portions réunies constituent la courbe ()
compléte, qui est d’un seul tenant.

Si maintenant m et 4 sont pairs, le méme raisonnement montre
qu'une circulation compléte sur (&) raméne au pointe, ¢’, ¢’ de départ,
donc I'indicatrice (vs) se compose de deux branches séparées, symé-
triques I'une de l'autre, fermées chacune et d’un seul tenant; ces deux
courbes sont les deux moitiés d'une méme courbe algébrique.

Quelle que soit la parité de m, la surface minima (M) est double.

{3. Dans le cas ou le cone C est de genre non nul, il peut arriver
que la directrice sphérique soit composée d’une courbe () et d’'une
courbe (w') symétriques 'une de Pautre par rapport 2 I'origine et ana-
Iytiquement distinctes. Dans ce cas, le degré et le genre de C sont les
mémes que ceux de (w); les indices des génératrices isotropes sont
tous pairs, la courbe (&) a pour genre le genre commun de () et C.
La surface minima M -est simple. Ces resultats dérivent de ce que
I’équation du cone est de la forme

(33) (22 y?+ 3%) B¥(=&, y, 5)—A%(2, ¥, 3) = o0,

ou A et B désignent des polynomes homogeénes én z, y, = ‘

Si I'intersection de C et de la sphere #® + y* + 22 =1 se compose
d’une seule courbe indécomposable analytiquement, symétrique par
rapport a l'origine, le degré C est égal & la moitié du degré de (), le
genre commun de (&) et C est en général inférieur & celui de (W),
mais il peut lui étre égal, comme le prouve I’exemple des cones uni-
cursaux & directrice mixte; quant aux indices des cycles isotropes,
des circonstances bien distinctes au point de vue de la parité sont &
considérer. Il peut arriver ici que tous les indices soient pairs et que,
néanmoins, la directrice sphérique (W) soit une courbe indécom-
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sable admettant pour centre le centre de la spheére; il peut arriver
qu’il y ait des génératrices isotropes d'indice impair (en nombre pair,
comme nous savons). Dans le cas ol il existe des génératrices isotropes
d’indice impair, nous sommes certains que l'intersection de C avec la
sphére se compose d’une seule courbe indécomposable. Je donne
immédiatement un exemple de cone non unicursal, n’admettant que
des génératrices isotropes d’indice pair, dont la directrice sphérique
est une courbe indécomposable & centre. J'écris :

“ - ; A . bm
¢ 4 il — Aq ’"‘r—l‘ A-j’ € —ic! — A +’;:i:/ r,
(34) < L 7
' ol \/—AA.lf/S'"—i—(l——A'z—Af)q"'—A.—\i’
3 (/'llll

‘ol A et A, sont deux constantes réelles et m, r deux entiers premiers
entre eux, r ¢étant compris entre o et 2m et impair. Si I'on pose
g=e¢"®, ou 9 est un nombre réel arbitraire, on voit aisément que le
pointe, ¢’ est réel; pour que ¢” soit réel et non imaginaire pure, tout
au moins pour des valeurs de o convenablement choisies, il faut et
suffit que le point (A, A;) dansle plan @ AA, ne soit pas compris dans
les régions hachurées; ces régions sont les angles droits opposés par

Fig. 4.

A,

N

.

le sommet aux angles du carré formé par les points des axes wA

et wA,, situés a la distance 1 de origine. La courbe (w) est du degré

2(8m — 2r), double du degré de la courbe (¢, ¢) et de genre fm— 1.
Ann. Be. Norm., (3), XXXVI. — QcroBRE 1919. . 38
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A deux valeurs de ¢ égales et de signe contraire, on peut faire corres-
pondre deux points de (W) (¢, c’,¢”) et (— ¢, — ¢, — ¢”) diamétrale-
ment opposés, donc le cone € est du degré 8m — 2r seulement. Si
I'on écrit

¢+ ic Aghm A,

A= = g - ?
c VE[— AN g = (— A — A7) ¢ " —AA]
. [\ +A‘{/!;I)I

#= TN P = AR P (1— AP — Al ) gt — AA,].
Silonposeg* = Q, onvoitque la courbe (A, u) correspond biration-

nellement a la courbe 2> = Q[ — AA, Q"+ (1 — A* — A})Q*” — AA,]
qui est de genre 2m; le cone C n’a que deux cycles isotropes corres-
pondant & Q__o et Q =; chacun de ces deux cycles est d’ lndlce
8m — 2r, nombre pair. '

Nous verrons ultérieurement que pour les cones C réels non unicur-
saux conduisant & une courbe () algébrique, il peut fort hien arriver
que la courbe (w) se compose d’un nombre arbitraire d’arcs fermés
séparés les uns des autres, et la courbe (<) d’un méme nombre d’arcs
fermés aussi et séparés.

La surface M est toujours simple sil’ intersection ‘compléte de Cet de
la spheére se décompose en deux courbes analytiquement dxstmcles,
et double dans le cas contraire.

14. Pour terminer ces généralités, il est nécessaire d’indiquer
le parti & tirer des éléments imaginaires et de préciser la notion de
réalite.

Si I'emploi des imaginaires constitue un instrument précieux de
recherches, il est bon que dans le résultat on ne trouve plus trace que
d’¢léments réels, j’entends par 15 réels au sens vulgaire de ce terme.’
Le plus bel exemple de 'emploi des imaginaires & ce point de vue est
fourni par les surfaces minima.

Ici, les surfaces applicables sur le paraboloide constituent une belle
~application des courbes & (orsion constante : étant donnée une courbe
réelle ou imaginaire (W), cette courbe définit une infinité de courbes
a torsion constante homothétiques entre elles, le rapport d’homothétie
étant égal au rapport .des rayons de torsion. Or, si I’on prend le rayon
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de torsion égal & une imaginaire pure <7, la courbe () est nécessaire-
ment lmaginaire et, jointe & la courbe conjuguée (-\.,), permet de
construire un couple de deux surfaces réelles S et S’ applicables sur le
paraboloide de révolution de paramétre p égal a 2. Laseule différence
qul se passe, entre le cas ol (W) est imaginaire ou réelle, est que, dans
le second cas, la courbe (-u) peut s’obtenird partir d’une courbe réelle
par une homothétie dont le rapport est imaginaire pure, et que les
surfaces S et S’ ont un centre de symétrie, en supposant que (H),
S et ' soient algébriques. Je renvoie le lecteur au Mémoire que je
publie au Bulletin de la Soctété mathématique. :

Dans ce travail, j'ai rencontré, aprés M. Goursat, une série d'élé-
ments imaginaires offrant la particularit¢ intéeressante de coincider
avec I'élement conjugué : ainsi, pour les surfaces, le cone isotrope ou
la sphere 2* +y* + 22 + 1 = o coincident avec la surface conjuguée;
pour les courbes, 'intersection de deux surfaces réelles, qui n’ont
pas de points réels communs, constitue, si elle est indécomposable,
un eXémple de cette nature. J’ai été amené, pour simplifier le langage,
a appeler ces éléments géométriques réels au sens de M. Goursat
ousimplement réels (¢). Ces éléments aussi sont plutot intéressants
comme moyen que comme résultat. Dans le cas ou il est besoin
de spécifier, j’appelle les ¢léments récls au sens vulgaire, éléments
réels (o) :

Or, j’ai montré que si le cone C est réel (9) les surfaces réelles (¢)
applicables sur le paraboloide S et s qui lui correspondent sont
encore 4 centre avec cette différence que pour un cone G réel (v) le
centre est un point conique non isolé de S et S’ et un point conique
isolé si le cone C est réel (¢). D’ailleurs, si le cone C est réel (§) et si
la directrice sphérique de ce cone ne se décompose pas, cette
courbe (w) est réelle (¢). Mais si la directrice sphérique du cone
réel (§) se décompose en deux courbes symétriques (vb) et (w'),
deux cas peuvent se présenter : (ub) peut étre & elle-méme sa conju-
guée, autrement dit estréelle (), oubien (w) est conjuguée de (W),
" de sorte que cette fois, méme au sens de M. Goursat, (W)et (W) ont
cessé complétement d’étre réelles.

Il est bon de voir ce que 'on obtient exactement au point de vue de
la réalité pour les surfaces.minima (M) et (M,) associées aux courbes
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4 torsion constante. Il est bien clair que toute courbe sphérique
réelle (¢) donne une courbe (1), une surface minima (M), et la sur-
face adjointe (M,) toutes réelles (¢) si le nombre © est réel. Mais
qu’arrive-t-il si le cone C est simplement réel (§)? Dans ce cas, il est
facile de voir qu’en prenant 7 réel, on peut, si la courbe () est alge-
brigue, obtenir une courbe (<) réelle (¢); si la directrice sphérique
de C est indécomposable, ou si elle se décompose en deux courbes
symétriques, réelles (G) séparément, la surface (M) et la surface (M,)
sont réelles (¢); c’est 1a le résultat intéressant a noter.

Prenons d’abord la courbe (4 ); je considére la section o de C par le
plan = =1; c’est une courbe réelle (§), et j’écris les formules détermi-
nant , y, z sur la courbe (L)}

dn
X =T —_—r -+ o,
p L+ +1
. 0
l) .,
e —dE
(36) y= ) rmEam h

' Vads—E dn N
2=T —_—— ;
p A E? 7

P, étant un point fixe de o, P un point variable; «, 8, v sont trois
constantes pour l'instant arbitraire que nous déterminerons ultérieu-

.rement. En écrivant que les coordonnées du point de (), ‘obtenu en
remplacant P par le point conjugué P’, coincident avec les conjuguées
de z, y, 5, on a manifestement, en appelant o', 8', ¥ les conjuguées
de &, B, y et P;, la conjuguéede P, :

P P
Tf AL PVERSY + o
py I+ &+ oy, e

JA
, o dn
al —a=1 —_—
p, 1 HE+T?

et égalités analogues pour B’ — B ety’ — y. Ces égalités sont possibles,
précisément parce que les seconds membres sont des imaginaires
pures, comme on s’en aper¢oit en remarquant que linversion des
limites, pourvu que. Iintégrale indélinie soit algébrique, revient

ou
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indifféremment & changer I'intégrale de signe ou i la remplacer par
I'intégrale conjuguée. Et alors la partie imaginaire de «, 3, y est cop-
plétement déterminée; la partie réelle est arbitraire, ce qui corres-
pond & une translation réelle. Nous pourrons done prendre

[ P,
. T dn
A =9 o ,
2 P, I+ +7n*

3 Hp=C =
(37) =3[ rEew

T /‘p"-nd"::—~ Edn
2

7= 1+ 22 02

> e
Cela posé, pour définir la surface minima (M), je dois d’abord
considérer la courbe minima

(IM) x—cit, y—c'iz, s—c'"it;

puis la courbe minima
(o) x +cit, y+cit, s+ c"it,

et prendre le milieu des cordes qui joignent au point de la premiére a
un point de la deuxiéme. ‘

Si l'intersection du cone C avec la sphére ne se décompose pas, ces
deux courbes ne sont pas analytiquement distinctes; nous avons dit
qu’en effet dans ce cas la surface (M) est double. J’associerai alors les
points provenant de P et P’ respectivement, & savoir (x — cit, y —c¢'i7,
5z —c"it) d’une part et (x, + ¢ i%, y, +c,it, 5, +c|i7) de I'autre,
points évidemment conjugués, de sorte que la surface minima (M) est
réelle (v). Si, au contraire, la directrice sphérique de C se décompose
en une courbe sphérique (W) et la courbe symétrique (w'), les deux
courbes (o) et (an”) sont analytiquement distinctes, la surface (M) est
simple. Portons sur ¢ du point P et suivons par continuité la variation
de ¢, ¢/, ¢"; quand nous arrivons en P’, ¢, ¢/, ¢” sont devenues soit
c,, ¢, ¢, conjuguées de c, ¢/, ¢’ si la courbe (w) est a elle-méme sa
conjuguée, soit —c¢,, — ¢, .—c; si la conjuguée de () est (w'). Dans
le premier cas, le point de (o1L) correspondant a € et le point de (oai’)
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correspondant & ¢’ sont z —cit, y — ¢'it, 5 —¢"it d'une part;
ZywtC 17, y+¢,iT, 3+ c,i%, et cela montre bien que la surface (M)
est réelle (¢). Les circonstances sont différentes dans le second cas,
car la courbe minima (orv) contient alors le point @ —cit, y — ¢'is,
z—¢"i7 correspondant 4 ¢ et le point &, +c¢,i%, y, +¢,i7, 5, +c[iT
correspondant & ¢, ; la courbe (o) admet pour conjuguée elle-méme
et non plus (on'), de sorte que la surface (M) est imaginaire. Quant a
la surface (M, ) étant I"adjointe de (M), elle est réelle (¢) ouimaginaire
en méme temps que (M).

Cette surface (M,) est circonscrite & la sphére.«* + y* + z* = 7* le
long de la courbe ¢, Tc!, te” homothétique de (v). De méme'qu’une
surface réelle du second degré peut étre circonscrite 4 une sphére le
longd’un cercle imaginaire, mais réel (§), une surface minima algé-
brique réelle peut, dans certains cas, étre inscrite 4 une sphere le
long d’une courbe réelle (4). Ce point était intéressant a élucider.
Dans mon travail sur la paraboloide, j’ai donné des exemples précis
des divers cas étudiés ici; jen indiquerai d’autres dans le cours de ce
Mémoire méme.

15. Avant de passer aux exemples, je résume les diverses formules
qul me seront nécessaires :
-
Section du cone C par le plan z = 1:

. __C n."c’ N ¢+ ic ¢ —ic
= = n= —» = ’ =
C-' cll cl! C” H » C” b

Indicatrice (B):

7\v . ’ 1
; c—ic'= . ¢’

¢+ It = ——— -,
Vi Ap Vi1

Courbe (A):

' . f‘ dA f dp. . hdp— pdh
X1y =—71T! ’ r—Lly =71} 7 25 =—1T1 —
. L~ A L=+ Ap U+ Ap
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Si 'on emploie les coordonnées o« et B sur la sphére de rayon 1,
ona:

__C"i_ic,__ 1+ c” ___C—l.C’__ 1+C‘”‘.
Ti—d T ec—id’ ﬁ—l—c”—c-!—z'c”
¢ 4ic' = —2% R e —ic — 2f , r— ad —r1,
I-—l—txﬁ ]+ap O(S-l—l’
1 dx 4+« dﬁ CiO(—Jerj
38 X H+~1y = 2»—f______ ol — o
9 ’ ) (1+ «f)? ’ ¢ (1 +aB)?’
2
x—-i)':—f)'-l M ¢ —ic' = o "dB — B da
(I-i—ocfﬁ) (l_}_ar))
3= a7l M) ' = o '@da-l—occi;j_
R (|+0£r6)“ . (x—i—a@)—

La comparaison des trois intégrales donnant & + iy, y —1iy, z avec
les expressions des différentielles algébriques d (¢ + i), d (¢ — i),
dc” montre que I'on peut, si I'on veut, prendre au hasard une intégrale
et une seule dans chaque colonne:

f(l-*-dﬁ) f('-i~f15) f('-i—af’

(39) / ot dp B2 da adf
(1

+af)’ ) U+af) T+ af)

et exprimer que ces trois intégrales sont algébriques. Cela revient
d’ailleurs & écrire des formules, utiles pour U'intégration :

Cy—iz L, Ao )—-zx_ atdB |
— +c+ic'=14 T, (c-i—zc)__[;f“_*_amz,
B2 do

y+lx Y+ ir o
(40)? LC—4/(x+a(3)- —(c*lc)_4[(|+0’ﬁ 53
v o df —is i B do
‘, e ““/uwmﬂ’ = T ¢ 4f<|+aﬁ

Dans le cas ou la réalité de la courbe (<) ne joue pas un role essen-
tiel, on pourra employer avec fruit les coordonnées sphériques (u 0)

~.
(2]

|
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a (a, B) par les relations u = o, ¢ =——é—' qui donnent :

i _c+ic! 1+ 1= e+l
U= — _C__-—-llc” (:__-.C_I.c,—-—— l—+—C”7
., —oup ., 0 S U+
C+[C-—-Z“ ‘,’ C——-lC:I—I—T C:“ ();
. . 02 du -+ u?dy ' ., vrdu — wudy
(G xz+iy= ait a—vp c+ic'l= 2 W;
du + dv du — d(’
$-—~L’y__.-—?lg m) C—-—IC——- ll-——(’
L edu + udy v odu — u do
T=— 921 m; cC'—=—2 m—.
Les colonnes analogues & (39) sont: C -
du vdu o du
(42) J =0 J =0 JWw=09p
do w de u?do

(v — o)’ (. —o)’ (e—v)E

On aura donec :

—iz u~du E— . tout d
Pl +C+[C:4f( 30 2 —(c+ i) = /( .

U—0) T
_)/+l$ _ y—i—im»_ e du
(43) — i’ 6'_/V(u—v)z T (e—ich)= 4_[ u——v)“
L:_ + o — /‘ wdy i3 ” /‘ odu
‘ T =4 (i—m’ T =14 (v—o)t

Enfin on se rappellera que le déplacement réel le plus général de la
courbe (w) 4 la surface de la sphére revient & la méme substitution
mu —+ n me -+ n
— ol + my’ ”:—nuv-i— m, _
m et n désignant deux constantes dont m, et n, sont les conjuguées.
Quand il s’agit de courbes imaginaires, on peut appliquer a-la
courbe (W) la substitution plus générale u, = ';::__:__:;, g, = ;l:::
fait correspondre 4 une courbe () algébrique une autre courbe (4, )
algébrique ; cette nouvelle substitution, au lieu de ne dépendre que de

trois paramétres réels, comme celle qui précéde, dépend de six para-

» effectuée surwet o,

homographique u, =

qui
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metres véels; elle revient i la composition de la substitution corres-
ponddnt au deplduement réel avee la substitution w, = hu + v + ¥,

= A0+ u 4= i, ol A, w, v sont trois constantes réelles; l(?a deux
substxtutlons peuvent étre cffectudes successivement ddns un ordre
arbitraire, & condition de douner des valeurs convenables aux coefli-
cients. De la sorte, & une surface S algébrique véelle applicable sur le
paraboloide correspondent toute une série de nouvelles surfaces alge-
briques et réelles app]icables sur le méme paraboloide, obtenues en
faisant varier %, w, v qui sont alors des parametres de forme et non
plus des parametres de déplacement.

CHAPITRE TII.

EXEMPLES DIVERS DE. COURBES'ALGI:ZBRIQUES, UNICURSALES,
IMAGINAIRES ET REELLES.

Nous pouvons dés maintenant donner de nombreux exemples
obtenus par des cones G, réels ou imaginaires, a directrice sphérique
unicursale ou wixte. Ces exemples seront nécessaires pour rendre
intuitives les lois relatives & la symétrie ou & la rotation ainsi que cer-
taines transformations qui seront étudiées au Chapitre suivant, de
facon a construire sans peine les exemples plus compliqués corres-
pondant aux cones unicursaux a directrice sphérique non umcursale
puis aux courbes & torsion constante de genre non nul. :

[. Je commence par divers exemples imaginaires. Nous avons
vu que si le c¢one unicursal € n'a qu'une généraftrice isotrope, la
courbe (<b) est algébrique et unicursale. 1l est bien clair que C et (V)
sonl imaginaires ; 7 étant le degré du cone G, I'indice de la génératrice
isotrope est 27, nombre pair, donc la directrice (v ) est unicursale, de
degré m; nous supposerons le paramétre ¢ choisi de facon que la
génératrice isotrope corresponded z=oo; la directrice (w)est définie

Aun. Ec. Norm., (3), XXXV, — OCTOBRE 1910. ‘ 39 '
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par les ¢quations

(1) -—\~ = G
M T =D

ot A, B, ¢, D sont quatre polvnomes entiers en ¢ tels que équation
tw—¢=0 ou AD — BC = o n’ait qu'une racine, dailleurs infinie ;
done AD — BC se réduit & une constante, & qui on peut donner telle
valeur que I'on voudra, puisque I'on peut multiplier A et B par un
méme facteur numérique. Nous écrivons done

(2) . AD—BC =1,

(Cest Uidentite celebre dite identite de Besoud; i toule solution de cette
identité correspond une courbe (<b) algébrique imaginaire et par suile
deux surlaces réelles :mphcablea sur le pamboloule. Jai montré
- (Comptes rendus, janvier 1917, el Nouvelles Annales de Mathématiques,
1919) que Pon peut donner sans caleul expression explicite des
.quatre polynomes A, B, C, D.
Les intégrations se font immédiatement; on a, en effet, ¢t cela jus-
tifie la théorie,

g /“?If_%;—;h/‘(n_»\'_mf) s, /(77{;/"7 /UH LGB s
(3) - /DI‘——‘_/-‘:—) :”/r‘(n,\'__\W)(:n dt, /(-(L:f{)- = fun ' CD)AB d;
( V/(Tii(_/”(:“‘ - j (BA— AB')C* de, / {T:_:f:) ) (DE—CDIYA: d.
Lrave de I’ m(hcmlce des torsions s’obtien( ais¢ément en se rappelant
que sur la sphére on a s* = (['L’l”d( » on a done pour ¢lément darc

de 'indicatrice

5 dt J(BA— AB) (DC'— CD'y;

Parc de Ja courbe (-v) a pour ¢lément le produit de Pélément précédent
par 7. Jesignale en passant que ceci est l’interpré tation d’une remarque
que M. L)Oll a faite sur les-simplitications qui se produisent en calcu-
lant'arc d’une courbe algébrique 4 torsion constante ; cette simplili-
%:Ltion a licu chaque fois que Uintersection du cone C avee, la sphere
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s décompose, car la courbe () est en général de degré \npcr eur
celui du cone G (vorr Chap. 1, §6).

" Nous avons done des courbes et des surfaces de degré aussi grand
que I'on veut, en nombre infini. Essayons de les classer. Nous savons
que 'on peut effectuer sur « et ¢ une méme substitution

nmiu -+=n me —+—n
iy = m, s'lzma

ol m ¢l m, sont imaginaires conjugudées ainsi que n el n,, COrres-
pondant & un déplacement autour de lorigine de toute la sphére

*--y? 4 5% = 1. Je profite de cette substitution pour supposer B de
degré inféricar & A, ce qui revient & supposer que unique génératrice
isotrope de C est la droite = =0, & — iz = 0. Nous supposons done A
de degré p, B de degré p -= A, ott 2 est un entier au moins égal & 1. On
peul trouver un polvnome C, et un seul de degré p — 1 au plus,
un polvnome D, et un seul de degré p—72—1 au plus tels que
AD, — BC,=1etl'ona

C=C,+AQ, D=D,+BQ,

olt Q est un polynome arbitraire, pouvant se réduire i une constante
ou méme & zéro. On écrit done

N A G+ AQ
4) =% "TDhEBo

51 Q n’est pas identiquement nul, la fraction ¢ est de degré au moins
orral a celui de u; nous pouvons tou.]ours supposer qu’il en est ainsi,
sinon on échange u« avec ¢, ce qui ne change pas le cone G, puisque
cela revient 2 remplacer la courbe (W) par la courbe symétrique par
-apport & Porigine. Le degré de Q étant égal & 4, le cone C et la
courbe (mfb) sont du degré 2p +d; le cycle isotrope unique a pour
indice 2 (2p + d), pour degré et classe /z ; il en résulte que le degre
de (), soit M, est égal & /I)-+—’7d——/L Si I'on remarque que pZ/z
entraine [|p+2cl——/z:3p+2(l, on voit que les degrés minimum
de C et (&) sont respectivement 2 et 3 obtenus pour d=o, p=1, ce
qui entraine 4 = 1. Nous reviendrons sur ce cas.

Remarquons que le nombre M = 4p + 2d — h. peut etre rendu égal
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hd

& un nombre quelconque égal ou supéricur a 3, les nombres f el 6
exceptés. Pour obtenir M = 4, 1l faudrait avoir 423p +~2d=23p et p ne
pourrait avoir que la valeur 1, d que la valeur o, ce qui entraine 2 =1
et M =3 et non pas M =14. Ce cas écarté, si M est pair, 4 est néces-
sairemen( pair ct entre autres solutions on pourra adopter /= 2,

M . : .
2p+d= — - 1, aulrement dit p entier quelconque compris entre

1 /M N\ - . .
2 el —<%+1)- Si M est-impair, on pourra adopter /A=r,

2
M+
2p+d = -

étant pair et non nul, /4 est au moins égal i 2, p est au moins égal & /4,
c’est-i-dired 2, onadoncp =2, d=o0,, = 2;maisd = o, p =/ donne

- Pour aveir M =06, on a d’abord 623p + 2d; or £

“simplement pour « et ¢ deux polynomes entiers dont la différence est
constante, autrement dit on retrouve la cubique de M. Lyon avec une
représefltation impropre, done M = 6 est lui-méme impossible ici.

Revenons donc & p =1, h=1,d = o0 ; celarevient i supposer que
les deux numérateurs A et C sont du premier degré et les-deux déno-
minateurs sont du dégré zéro ; w et ¢ sont donc deux binomes du
premier degré en ¢ dont la différence est constante. Je vais donc
faire un changement de paramétre qui me donnera des formules plus
simples ; expression i’«j—_—" est, clle aussi, un binome du premier
degré que je prends pour paramétre; je Pappelle ¢ et jai u=1¢+ £,
¢ =1(—k, ot £esl une constante réelle ou imaginaire. En faisant
tourner les axes autour de Oz, on multiplie u et 0 par e, je peux
encore remplacer ze™ par ¢, et j'ai uw =1+ ke, ¢ =1 — ke™; je peux
done profiter de I'indéterminée « pour supposer 4 réel, et méme
positif si jeveux. J'ai donc, avec un seul paramétre £ réel,

. =1+ r, p==(— [}
\ T 2 L gL
(5) / c; ol ’ U;l ok’ C=7%0

—Ti?

| iz t* - 13
— Y 2 — i -2 5= i
’.r_{)‘kﬂ[g—i-(k I)t:l, ).._—2/{2[3 +,(/ +1)L], T

»

On obtient ainsi une cubique & torsion constante. Elle ne renferme,
en dehors des parameétres correspondant au déplacement le plus
général, qu'un paramétre = de grandeur, correspondant & une homo-
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thétie et quele parametre réel &5 ce parametre & est le seul intéressant.
C’est un parametre de forme. Jai ¢tudie en deétail cette cubique et les
surfaces applicables sur le paraboloide quien dérivent. J'ai tenu a bien
insister sur ce fait que la cubique de M. Lyon ne renferme, en dehors
des sept parameétres les plus généraux de similitude, quun parametre
de forme ; M. Fabry I'a lui aussi signalé. Comme ¢ — i¢’ est une

constante 7_ Uélément d’are de (w) se réduit & de”, celui de (V) & =de”

Fare de () est done égal & '/—, il est rectifiable. L'indicatrice des

courbures est la courbe

[ R Ay Ay ;—1‘/
a:ﬁ(tz—}—/;'—'—q). Q= —, " = s

ok L

courbe qui se déduit de Uindicatrice des torsions en remplacant &
par zk; cette indicatrice est done égale a la précédente, elle s’en
déduit par une rotation de ‘—) autour de Oz; comme précédemment,
. — 1 g, 1 _ "
puisque @ — fa" =——, I'arc de cette indicatrice a pour ¢lément da
ou :7—, il en résulte que le rayon de courbure de la cubique est ¢gal
a 27 il est, lui aussi, constant.

’

2. Voici maintenant un autre exemple qui généralise celui du

(>

numéro précédent :

‘ s =1 (L—a)* o (L—ap)¥ (b )2B (L — by )2t -g%-;
R . .
¢ == 2 ([ )P (L= )2 (L —b)B L (L= by B i-(_)

A, B, C, D sont des polynomes entiers en ¢; les @ et b sont des
constantes réelles ou imaginaires, les « et 8 sont des entiers positifs
non nuls. On a

w

.(7) (o p = G(L—a)* ... (t—ap)(t—b)8. . . (1 —bp)B

= [(Iﬁ-——[),)ﬁ.+1 c (1-1),,)@“%-—4““ o (l—ap) o+ J;J
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On détermine les polynomes A, B, C, D par U'identité
(8) (L by )83 (e Dy B LAD — 2 (L ay ) B =

On a supposé les nombres o, a, — @, b,, ..., tous distincts les
uns des autres ; pourrésoudre I'identité (8) on peut se donner arbitrai-
rement les a et b, le polynome A etle polynome C et alors B et D se
calculent par application de I'identité de Bezout ; on peut méme sup-
poser que A admet quelques-uns des facteurs (7 - b;) & un exposant
quelconque, que Cadmet'un des facteurs zous — a; 4 un exposanl
quelconque, mais on suppose que ni B'ni D n’admettent les facteurs
{—a;,t—b;oul.

Dans ces conditions, pour ¢ = a;, on a un evcle isotrope porté par la
droite x + 1y, z=o0, de degré o; exactement, de classe 2¢; + 1 si
G n'admet pas le facteur ¢ — «;, de classe égale, si C admet ce facteur,
i lasomme de 22 +1 et de I'exposant de £ — a; dans C; l'indice du
cvele est 2;. Nous savons que ces conditions suffisent pour que le
vecteur periode polaire relatif & 1—a; soit nul. Pour =14, mémes
résultats : cycle isotrope porté par la méme droite % + iy =o0,z =o,
de degré B;, de classe égale a 28; + 1 si An’est pas divisible par¢ — b,
de classe supéricure & : B -+ 1 st A est divisible par ¢ — b;; U indice
est 2(3;. Nous avons ainsi 2 + &+ 1 cycles tous portés par la méme
oenm‘atrlce lsolmpe h et /rppuvont d’ailleurs étre nuls. En dehors de
ces cycles, il n’y a plus, en vertu de U'identité (8) que le cycle corres-
pondant & ¢ ==. Puisque tous les autres vecteurs périodes sont nuls,
le vecteur relatif & 2 =9 est donc nul aussi, la courbe () est done
algébrique et unicursale. Si 'on a I'inégalité

Cdegré B <degré A 4o+ o+ .o+ o+ (284 1) 4.+ (2P 1),

le cycle £ = = est porté paf la droite @ =1y = 0, z= o conjuguée de
la premiéré; si 'inégalité est renversée, le cycle ¢ = oo est porté lui
aussi par la premiére drmte ; sil'inégalité est remplacée par une éga-
lité, la droite isotrope support du cycle ¢t = = peut étre une droite
isotrope quelconque.

Nous remarquerons d’ailleurs que le procédé indiqué pour résoudre
I'identité (8) fait intervenir comme intermédiaire un certain poly-
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nome B, de degré au plus égal i

degré \ + (5 -+ 1)+ (Za+1) - = (5, + 1) —1,

de sorte qu'il existe effectivement des polynomes B correspondant i
I'un quelconque des trois cas qui viennent d’étre envisagés. Tous les
cones G ou toutes les courbes (&) de ce type sont imaginaires ; les
comes C ont deux génératrices isotropes, pouvant étre confondues,
dont I'une porte un nombre de cyeles égal & un entier quelconque au
moins égal & 1.

3. Ju peux encore généraliser, toujours en courbes imaginaires, e

écrivant '
o (l—a )P (L=—=a) % (b= b )2t (E— by 2Bt A (1)
—_— Freraait]
\ \ Ku41 (6—1)0  (t—c )T (E—e) (L—d) v (t— )2 wtt B2
10) « . . . o 4 vy
(t0) ¢ e — a2 (6 — a2+t — b)) ...-([——/», ‘]f’ G
R+ T (=) () )T r-,)'—"x’l"-l (l—d)s  (t—d, ) D)

Comme précédemment, A, B, C, D sont dea pol\uomua entiers en ¢
les @ sont des constantes véelles ou imaginaires dont le nombre est
I’éntier £ positif ou nul; méme définition pour les constantes b, ¢, d et
les entiers &, /, m; K est une constante réelle finie. :
Nous pouvons, comme nous P'avons remarqué¢ en fin du Cha-
. . . . . . - u
pitre IT, effectuer sur («, ¢) lasubstitution homographique U= g
V= K——_T_—, de sorte que nous raisonnerons sur la courbe (U, V),
on a
(b VS —
(1) UV = (X(t—a)% .. (b—ap)* (L— D). .. (L by Yo .
(L—1)Y (t— c,)u...(c—— e NE(b—dy)o. (L )P
(L= LB (L — Dby)B A
1 k
(t—d B+ (L—dy, )ttt B
l“’l(t—(lﬂ“n“ .. ([___(,/l‘)llm'—l (:‘
T (=Y (= e )T (L ) D

On détermine A, B, C, D de facon & avoir U'identité

(12) (b—b))Brt, (L — b )Brt(E— )Yt L (L= )1 AD
-——t“”(t-—-((l)“-"f...(t—‘——ah)“"'ﬁ’(l—-r{l)?ﬁ"" L= dy )W B =L
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On se donne arbitrairement, par exemple, les a, 0, ¢, d et les deux
polynomes A et G, Uidentité donnera B et D. Le cone C relatif & (u, ¢)
aalors trois géndératrices isotropes, & savoir:

12 La génératrice §a + 1y =0, 5 = o portant les cycles relatifs a

<

L=0, ty, ...,y b, ..., b en nombre 2 + £ —+ 1, le'vecteur période

¢tant nul pour chacun ;
L. . R Y £ LY 5 N
2¢ La génératrice " —— = — = porlant les cycles relatifsa
— A" v Y
l=1.¢,.., ¢, d.....d, en nombre [+ m+ 1, le vecteur période
¢tant nul aussi pour chacun ; v
3° La génératrice §” correspond & ¢==, ne portant qu'un cyele
isotrope 5 le vecteur période de ce dernier cycle est nééessairement

nul.

. 9 . i
On peut remarquer que si les'deux termes de la fraction ——— ne
: Ku—+1

211

sont pas du méme degré en ¢, cette troisicme génératrice §” coincide
avec I'une des deux précédentes. La vérification par le caleul de toutes
les propriétés annoncées ne fait aucune difficulté. Les hypothéses
faites ont servi & n’introduire que les parametres essentiels, & nous
débarrasser des parametres correspondant & un déplacement réel ou a
une substitution homographique sur ¢ : La droite perpendiculaire au
plan de la droite G et de la droite conjuguée a été prise comme axe
des z, la drotte de méme définition relative & G défermine avee Oz
un plan qui a été pris pour plan z0x. Enfin, on a pris pour trois
cycles distincts du cone C les valeurs de ¢ égales respectivement
A0, 15 . _ .

Les exemples traités dans®ces trois paragraphes donnent des sur-
faces algébriques réelles applicables sur le paraboloide, offrant des
propriétés intéressantes dans certains cas, relativement aux symétries
planes ou aux points & Pinfini.

4. Je vais maintenant démontrer une propriété commune aux
courbes, réelles ou imaginaires, unicursales: il n’existe pas de courbe
unicursale & torsion constante pourlaquelle le cone G n’aurait que des
génératrices isotropes d’indice 2. Pour un cone unicursal de degré m
n'ayant que des génératrices isotropes d’indice 2, on pourrait repré-



SUR LES COURBES A TORSION CONSTANTE. 313

senter la directrice (w) de degré m aussi par les équations

ot Ja fraction w est de degré m,, la fraction ¢ de degré m, aves
m, +m, =m. S’il existe un cycle isotrope d'indice 2, cd‘l'rvs[mndm]t
& L=/, eLsi lacourbe (1) est ulgebrique, une des deux équations
w=u,, ¢=y¢, admet ¢ =1, pour racine simple el I'autre pour racine
triple au moins ; supposons que ¢=y¢, est I'équation qui a ¢, pour
racine simple, «=w, I’équation qui a ¢, pour racine triple (ceci, je
le fais remarquer incidemment, exige que la fraction u soit du troi-
sieme degré au moins en ¢, doncque le cone Csoit du quatrieme degré
au moins ). On deduit de la que ¢, est racine des ¢quations

oo (L) — f1(1)==0, oo L) — fL () =o. wedy (Ly—f (1) =02

on en déduit encore que ¢, est racine des deux équations
P
o fi — /i) =o, ’-,71_/'} —fie' = o,

done racine double de la premiére. Comme I'équation o, /' — /12, =0
est de degré 2m, — 2, elle ne peut avoir au plus que 7, — 1 racines
doubles au plus. On déduit de la qu'il ne peut y avoir plus de m, — 1
cyeles isotropes d’indice 2 correspondant & une tangente stationnaire
pour (w) qui soitgénératrice du systeme (u), et de méme qu'il ne peut
y avoir plus de m, — 1 cyclesisotropes d’indice 2 correspondant i une
tangente stationnaire du systeme (¢). Done le maximum possible de
cycles 1sotropes d’indice 2 est (m, — 1)+ (my — 1) 0u m — 2, et la
présence d’un cycle isotrope ou plusieurs entraine 2 4.
Quarriverait-il si un cone unicursal C de degré m admettait m — 2
cycles isotropes d’indice 22 La somme totale des indices des cycles
isotropes vaut 2m, les cycles déja existants donnent un total égal a
am — 4, donc il faut compléter par une certaine quantité d’indices, aun
moins égaux & 2, et de total 4. Donc il n’ya que deux combinaisons
possibles: 2+ 2 ou 4. La premiére, nous venons de le voir, ne peut
exister. Donc il reste simplement un seul indice égala 4. Cela entraine
que le cone C soit imaginaire ; j’ai cherché & réaliser de tels exemples,
mais j'ai constaté pour m =4, 5,6 I'impossibhilité de ce résultat ; il
Ann, Ec. Norm., (3), XXX¥I, — Ocrosre 1919, fo.
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m’a paru assez vraisemblable que le résultat n’existe pour aucune
valeur de m. , .
Placons-nous alors dans le cas ou le cone Cest réel (au sens vulgaire
ou au sens de M. Goursat). Nous avons déja vu que, de toutes facons,
pour les cones réels, m — 2 cveles d’'indice 2 ne peuvent avoir lieu ;
essayons m — 3. Dans ce cas, il faut compléter les cycles d’indice 2
par plusieurs cycles deux & deux conjugués pour lesquels les indices,
supérieurs i 2, ont un total égal 4 G. 11 ne resterait donc que I’hypo-
these 3 + 3, qui ne peut se réaliser, puisqu’en courbes algébriques
'indice 3 est impossible, Prenons done m — 4 ; ceci entraine d’abord

¢ 1501t pair, afin que les 4 eveles s (agent en 22 — o couples
que msoit pair, afin que lesm — 4 cycles se parlag n — — 2 couples

de deux eyeles conjugués. On complétera done par une somme d’indices
entiers deux & deux égaux, de total ¢gal & 8, sans qu’aucun puisse
¢galer 2 non plus que 3 : il ne reste done que le choix unique 4 + 4.
Autrement dit, on cherchera un cone G unicursal de degré pair, soit
2m, admettant m — 2 couples de cycles conjugtés isotropes d’indice 2
el un couple conjugué isotrope d’indice 4. Or nous trouverons plus
loin que le cone du quatrieme degré conduit & une impossibilité: il y
aurait alors un seul couple d’indice 4 ; mais avec des cones du sixieme
degré, onarrive d un cone réel, au sens de M. Goursat seulement.

5. Jusqu’ici nos pérégrinations dans le domaine des courbes uni-
cursales ont été réglées par la considération ducone des hinormales ct
par le désir soit d’avoir I'indice maximum (cone C de degrém avee un
eyele unique d’indice 2m), soit I'indice minimum (cone G de degré m
possédant le plus grand nombre possible de cycles d’indice 2). Avant
de passer définitivement aux cones réels, continuons en cherchant
cette fois ce que donnent les cones de plus faible degré ;5 soit m le
degré de C. :

Silecone Gestde degre 2, on doit résoudre Pégalité s, +7, +... =1,
ot les z sont les divers indices; ils sont au moins égaux & 2, donc
il ne peut y en avoir que deux ou un; 2 -2 est impossible, done
il reste un seul indice égal & 4; c’est 'exemple de la cubique de
M. Lyon. - T

Pourmi =3, on résoute, +~7,+ ... =06; il ne peut y avoir plus de
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- trois entiers, puisque chacun est au moins égal & 2: trois indices
¢gaux &4 2 ne peuvent exister; 2- 4 est impossible aussi, car nous
avons 1em(uquc que l'existence d’un seul indice égal & 2 entraine
mZ4; 3+ 3 est impossible. Done il ne reste que 6 tout court; ¢’est le
cas fourni par Pidentité de Bezout correspondant aux valeurs p=rI,
d=1, h=1 des entiers considéres au paragraphe 1: la courbe (V)
est alors du degré 5 et imaginaire.

Soit maintenant e = 4; on résout 7, + 7,4+ ...=8 et, comme plus
haut, on arrive aux seules solutions 22—+ 41 2+ 63 4+ 43 8.
Dans (ous les cas, la directrice sphérvique de C sera unicursale et de
degré 4. Le troisiéme cas, deux cycles d’indice 4, sera étudié plus bas,
il conduit & une impossibilité. Le dernier correspond & U'identité de
Bezout : on a alors soit p =12, d =0, h =1, et une courbe () de
degré 7,soit p =1, d =2, h = 1, et une courbe (:\) de degré ~. Dans
les deux premiers cas, la courbe (w) est du guatricme ordre, imagi-
naire, et 'une des coordonnées sphériques «, ¢ est du troisieme degreé,
Pautre du premier degré. Je peux done supposer que la génératrice G,
de C d’indice 2 a pour équations z — iy = o, 5 =0, autrement. dit
correspond & « =, ¢ = et quew, qui est fraction du premier degré
en 7, soit exactement égal & ¢. Jéeris done, pour représenter (W),

=t t=A+Be+Ct+D;

dans le premier cas, si ¢, est la valeur du pzn'ambtre qui donne la
seconde génératrice d’indice 2, on pourra écrire plus simplement
wu=t, ¢ =1¢,+ A(t —¢,)*; Déyquation qui donne les généralrices
ls()tl‘Ol)Bb, u—v=o, devient-(¢ —¢,)|1 — A(t—¢,)* ] = o0; elle admet
pour racines /=% et /=1, racines simples; il est llllpObblble que
I'équation débarrassée de ces deuxracines, a savoir 1 —A(t—1,)" =0
ait une racine double. Done le premier cas est impossible. Dans le
second cas, il suffit manifestement d’¢crire

(13) ==, =l A(L— )P

pour avoir une courbe (-b) algébrique, rentrant d’ailleurs, avec un
simple changement de notations dans le type (6); la courbe (<)

s’obtient aisément, elle est du sixiéme degré.
Ce qui précéde montre qu'il n’existe pas de courbe unicursale du
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quatricme degré a torsion constante, car nous savons que le degré du
cone G est au plus égal & celui de (-\) et nous avons passé en revue les
cones de degré 2, 3; 4 sans trouver de courbe du quatriéme degré.
Nous avons trouvé des courbes (:b) unicursales de degré 3, 5, 6, 7
toutes imaginaires.

Nous allons voir qu’a partir (lu degré 5 pour le cone unicursal C et
pour tous les degrés snpmmur‘ ¢ 3, on rouve des courbes unicur-
sales (o\) welles. Celle qui a le plus faible degre est de degré 8 et cor-
respond & un cone C du cinqiticme degré. '

6. Je porte maintenant mes efforts sur les courbes unicursales
véelles. Les génératrices isotropes de € s’associent par couples de
deux génératrices conjuguées; chaque couple est caractérisé¢ par son
degré, sa classe et son indice; m étant le degré du cone C, on doit, en
désignant par ¢, ,, ... les indices des divers couples isolropes,
résoudre I'équation ¢, + i, + ... =m, tous les 7 étant supérieurs &
Iunité, aucun n’é¢lant ¢gal & 35 les 7 ne peuavent étre ¢gaux tous a 2,
de sorte qun le nombredes 7 est au plus égal d 'entier immédiatement

inférieur a3 2. Si m est donné, le nombre & essais est done limité. De
ménie si on se donne, non plus m, mais le degré M de (), le nombre

. ., . M . . .
d’essais reste limité, puisque — <m =M. Si I'on se donne m=5, il

‘n'ya qu’une solution p()ssiblv, A savoir {,=2>5; si m=0,il y a deux
solutions {,= 0 ou bien 7, = 4, i, = 2. Or, pour chaque valeur de¢ m,
la solution #, = m est admissible et correspond au cas le plus simple.
La directrice (W), dans ce cas, est unicursale et de degré m si m es(
pair, mixte et de degré 2m si m est impair.

Les exemples -connus avant ce Mémoire, dus exclusivement a
M. Fabry, correspondaien( tous 4 ce cas. Je le reprends.

Je dois d’abord éliminer les parametres superflus provenant d'une
substitution homographique sur £ ¢t d’un déplacement de (v) ala sur-
face de la sphere. Le cone C étant réel, je choisis le paramétre ¢ réel
pour les points réels de (w) et j’ai le droit de supposer que i et —7
sont les valeurs de ¢ correspondant aux génératrices isotropes; ¢, ¢/, ¢’
sont donc des fractions rationnelles en ¢, de degré m si m est pair,
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3

2m st m est impair, ayant pour dénominateur (14 £*)* ou (1 + £*)*;
o3 . Q - r n

st done on pose £ = tang %, chacun des cosinus ¢, ¢, ¢” esl une expres-
sion de la forme ‘

2= 1 COSD ~ 11y COSO = .o ~+1y COSAO 4y sinhio.

et réciproquement. On reconnait le type employé par M. Fabry. Nous
avons montré 'avantage d’employer les coordonnées sphériques «, 3
d’autre part, les intégrales & étudier portent sur des fractions ration-
nelles en ¢ ayant pour dénominateur une puissance de (1—+2). Si done

Pinte 1 aramaofre hoal B % gve — G s ;_I+l'[

Jintroduis le paramétre g ¢gal i e, avee (= tang = jai ¢ = —>
1 — . . .

t=1i =%, et pour 1 =1, ¢ est nul; pour £ = — 1, ¢ est infini. Avec le

1+ g

parametre ¢, les intégrales portent sur une fraction rationnelle en ¢

dont le dénominateur est simplement une puissance de ¢ : 'intégra- -
‘tion se fait alors & vue, la condition d’algébricité est évidente. Ces

deux raisons combinées, d’une part 'emploi des coordonnées «, B,

d’autre part 'emploi du parameétre ¢, apportent de grosses'simplifica- -
tions : réduction du nombre d’inconnues, simplification des équations
restantes. Le lecleur pourra comparer les calculs dans les deux
méthodes @ celle de M. Fabry et celle que jemploie iei.

La substitution homographique faite sur.¢ de facon i obtenir les
génératrices isolropes pour -+ et — ¢ laisse un parametre & notre
disposition. Raisonnons avec ¢: ¢ doit avoir une valeur de module
unité pour les points réels; on peut remplacer ¢ par ge™, ot © est une
constante réelle arbitraire. ' ‘

Les deux génératrices isotropes G et G'de Csont imaginaires conju-
guées. Leur plan est réel, nous le prenons pour plan des zy; il nous )
reste done un paramétre & notre disposition, & savoir une rotation
“autour de Oz. Sil'on suppose que ¢ = o donne la droite G, z + iy = o,
s=0 ¢t ¢ =% ladroite G', x — iy = 0, 3= 0, on pourra écrire
g4+ Ajgnrt L+ A, o 1 1+Aig4. AT
BB g .+ B, 7 B+ Big+. .+ BLq"

(14 a=q* =

m et r étapt deux entiers positifs; A, A,...A,,, B...B,, des constantes
réelles ou imaginaires ayant respectivement pour conjuguées A’ ... A},
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B,...B,. La premiere fraction représente bien, en effet, la fraction
rationnelle la plus géncérale nulle pour ¢ = o, inlinie pour ¢ ==; la
seconde s’en déduit en remarquant que, pour les valeurs de ¢ égales
de¥, ot o est une constante réelle, Pexpression conjuguce de la frac-
tion & est bien celle que l'on a adoptée pour B. Sous la forme (14),
on voit que le degré de (wh) est 2(m + r), le degré de Cest 2(m —+ 1)
ou m —+ r, suivant que (W) n’admet pas ou admet O pour centre. On
éerit que le cone C admet simplement les génératrices ¢ =0, ¢ ==
comme généralricesisotropes; nous formons 1+ + 3 et 'on a identité

(15) (g"+A1gm 4o+ A) (1 Mg 4.+ Al g)
+(Bgm+Bygm B (B - B )=+ A B, B g
Nous devons tenir compte de la possibilité de changer ¢ en ge™
et o en ae™, B en Be ™, w el o désignant.des conslantes réelles
arbitraires. Si nous effectuons ces opérations, on voit que cela revient’
i faire les échanges
.

( A, As, T U Al AL, o A

ma

(106)
N ) a \' e imq A\z(f' -21‘(:)’ ceey Am e—-mi(n’ All eim’ 1\2 eil’l’)’ . "\Im cnu‘u)

surles A, et d'autre part sur les B, en posantro + o = o”,

(B, B
z B”e"""’, Ble-—im-il-)l”

ey B, B, . B,

Bm ¢ miw~1‘m‘/’ Blcim'l, A B’/“ emim+ il

(17)

‘e

On peut done disposer de o et o’ pour rendre A, et B, réelles, car
si o, cst Pargument de A, on ¢erira o, — mw = 247 ou encore
w, — mow = (2k-+1)®, ce qui donnera pour ® une valeur i choisir
parmi une succession de 2m nombres différant les uns des autres
de ,'7;; pour o', on (rouve I'une ou lautre de deux valeurs différant
de =. Dans ce cas, je dirai que le cone G a é(¢ mis dans la position
;anonique en méme temps que ¢ a recu la forme canonigue lui aussi.

Sil'on tient compte de Iidentité (15) qui entraine
A, -+ BB = o, A, -+ BB, =0,

on voit que A, et B,, étant devenus réels, B aussi. I'est devenu. Nous
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avons fait disparaitre compléetement les parametres superflus; posons

’

Aj=a;+iqj, Aj=4\,—iq}, Bi=0,.+ 100, Bi=0,—170,

les formules (14) contiennent les constantes réelles « et b, en nombre
2m — 1 au numérateur de o et 2m au dénominateur, en tout 4m — 1
constantes entre lesquelles Iidentité (¥5) établit les relations sui-
vantes :

1° Le coefficient de ¢*" ou le terme constant donnent la rela-
tion a,,+b,b=o0;

2° Le coefficient de ¢*, ot & est I'un des nombres 1, 2, ..., m —1,
donne une relation entre les lettres A, B; le coefficient de ¢*~* donne
évidemment la relation conjuguée, de sorte que, en ajoutantet retran-
chant membre & membre ces deux relations, on a deux équations
a coefficients réels entre les a et b, '

Comme le coefficient de ¢” est le méme de part et d'autre, nous
avons, par lidentité (15), un (otal de 2m — 1 équations entre les
fhm — 1 lettres a, b. Nous verrons pluas tard, comme application d’une
proposition générale, que I'on peut exprimer rationnellement les @, &
au moyen de 2m arbitraires g, Ly, ..., Py, de sorte qu'a tout systéme
de valeurs réelles des w corresponde un cone unicursal G réel du type.
envisagé. _

Mais on n’a pas terminé : la courbe (-\) n’est algébrique que si le
vecteur période relatif & ¢ = o est nul: cela fait trois équations au

do.
. S Y. P . dg st 1 . T
maximum A écrire encore. La fraction A est le quotient d’un.
ZRE

polynome entier en ¢ par une puissance de ¢ : on a donc immédiate-
i - . do . . d3
ont 1 relative & [ ———%— et il est clair que | ———
ment la condition relative af“_*_aﬁ)‘, t t clair TENAE
donne la relation conjuguée: ces deux relations donnent, comme pré-
cédemment, deux équations (au plus) & coefficients réels entre les «

o Bda— o d . . . R
et b. Enfin, [ﬁ(—:}:—a,})—ﬁ fournit une relation qui est elle-méme sa
conjuguée. On a donc trois équations nouvelles (au plus) & écrire
entre les @, b ou, si-lon veut, les u.

Nous reviendrons plus tard sur cette étude. Je passe immédiatement

a un exemple,
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) > 4 . . . .
7. Le cas du cone G de degré 4 & deux génératrices d'indice 4 avait
été réserve ; nous allons voir qu’il ne donne rien. J'éeris
g -+ A . - Ay

(18) S8 =y it

ot A, B, G, d’aprés ce qui précéde, peuvent étre supposés réels si le
cone G est réel. La relation A -+ BC=o donne

o (14 AT+ B24-C2)g
1 -0 = - .
S (Bg-+€) (B-+Cqg)

I, . .
, le changement de ¢ en 7 ¢change o en B, ce qui correspond 4 une

symétrie de (v) par rapport & s0x; ce changement transforme

* da "dp . y, . do
—_— el ——E—p—, de sorte qu’il suffit d’étudier | ———
J (1 af)? (14 a2B)? J (t4-af)?

ot /"@da —~o’d@
)
(1 af

grale donne AC + B ==¢. En réunissant A& + BC =0, AC+ B = o,
on a G*=1; comme on peut changer de signe B et C simultanément
(rotation de = autour de Oz), on prend C=r1, d'oit A=— B. Il ne
reste donc plus qu'une arbitraire A, que Uon devrait espérer déter-
miner par l'unique équation restant i Gerire; cet espoir ne se réalise

- Par un calcul simple, on voit que la premiere inté-

[ ( - T
pas, car le terme en ? de la dernicre intégrale a pour coeflicient

2

Ay Bt G*)
ne faut accorder qu'une confiance relative aux dénombrements simul-
tanés d’équations et d’inconnues : sous la forme (18) on a, cn effet,
trois inconnues A, B, C entre lesquelles la théorie établit seule-
ment trois cquatlonS' la discussion a montré que ce systeme est
incompatible. Jaurai occasion de revenir lon(ruement sur ce genre
de considérations.
Je fais alors I’essai suivant :

, et ne peut done jamais s’annuler. Ceei prouve qu'’il

'qm_+_ A [ I~ A(/m

(19) a:f/”m’ SEGBrogn

ol A, B, G sont réels, m et p deux entiers positifs. On.a immédiate-
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ment la relation A - BC =o pour exprimér qu'il 0’y a que les deux

généralrices isotropes ¢ = o et ¢ ==. On a alors

R (14 B2) (1 G2y
- I
ST (Bgm+C) (B + Cgmy’

'

L . » "l ([3
et comme I'échange de g en — é ge « en f ‘ , S
g degen o échange « en 3, TEr i vy
. . i : " It b e
je me borne aux deux intégrales / ———iy—p—ﬂ / ~—°—dy,—., Sioje
i Jo(r+eB) (v a5)?
pose g™ =, jal
(20) do V pBat+Clp+m+B2(m—p)|e—pBC (B +Ca)? Ly
20 - - r— 7%
P i+ aB) T+ B2 (1+ ()2 A
(21) Bdx | pBa? Gl p--m—+B2m—p)|le—pBC* | (B+Cx) (1+Ax) dg
(t+aB) (1= B2 (1+ C2)2a2 T g

Sim =1, je supposerai p=3 de facon que I'intégrale (20) ne donne
pas de condition.

Si m est plus grand que 1, on suppose’ p premier avec m; sinon, il
est clair que, ¢ étant le plus grand commun diviseur de m et p, on
prendrait ¢ pour nouveau paramétre. Dans ce cas de mZ2, linté-
grale (20) ne donne aucune condition, puisqu’elle porte sur cing
termes d’exposant p — 1+ Ahm, ot £ a l'une des valeurs 2, 1, o,
— 1, — 2 : p et m étant premiers, aucun de ces exposants ne se reduit

s v o T ds
A — 1. 1l ne reste done que Dintégrale (21) : le multiplicateur de ?{/—

est une [raction au numérateur de laquelle il suftit évidemment
d’annuler le terme en ?; A est égal & BC ct les deux paramétres B
et G sont lies par Munique refation \

PR CE(—=B2) [ p 4 m+ B (m—p)]+ pBCi=o.
Lo . . _" “a e I - N N NP
Je peux diviser par G pt poser (J._C =u, (I.L sorte que j'ecris

pBY et +2)+ (1 — B[ p+m4+B2(m-—=p)]=o.
Ann. Ee. 1\'foz'm., (3), XXXVI. — NOYEMBRE 1(1Q. [Il



Finalement j'obtiens, au moyen du paramétre B,

v Brin—p)— (nH—/u . y Br(m—pi+4 Iv{-'p—(m—r—/:);
= . i Y e —
3y /J \ ’ _ Byvp
(22) / ('}——I’—,:u, (I—-‘.-(—l;:\.u,"’—l—f;:
g —BC . 1 1 —DBCym
o= '/ “,j/n_+ ( ¥ = [/,1 'B -+ (:q/u

Si p est supéricur & m, nous n'avons pas de courbe réelle (¢’est
done le cas pour ne =1, puisqu’alors p~ 3). Quand p est inférieur & m
(mZ2 et p premier avec m), on donnera, pour avoir une courbe (A)

m-p

réelle, & B une valeur arbitraire supéricure ou égale i m—_—;; on

calcule w puis C, et on a fa courbe (+b) qui est réelle et dépend d’un
parameétre arbitraire.

Je vais faire ici quelques remarques qui reviendront constamment,
mais qu’il serait fastidieux de répéter el détail : B donné¢, wa deux
valeurs, \i® + 4 deax valeurs aussi que P'on peut combiner “arbitrai-

rement avee les deux valeurs de w; cela fait done quatre valeurs de C
—_1

G
placé par — B, les deux valeurs de «, donc les quatre valeurs de €, ne
changent pas. On obtient ainsi huit systémes de valeurs pour
I'ensemble B, C ne donnant qu’une courbe (-1), & un déplacement
pres. D'abord, on peut changer B et C simultanément de signe : rota-
tion de 180° autour de Oz. Conformément a ce gui a été expliqué au
paranrnph(‘ 6, je.peux.changer G de signe en changeant ¢ en jg, ot j
est une racine de J”= —1, cc qui ne changc pas l(l courbe, puis en
faisant tourner la courbe (W) autour de Oz, de facon d multiphier o
par ;= et 3 par ;7. De la résulte évidemment que les huit systemes de
valeurs d@ BetCont éte réduils & deux. Maintenant, si je remplace (W)
par la courbe (w '-) %v[nétriquv par rapport-a l'origine, ce qui revient a

. ) N . . I
correspondant & un méme B, & savoir C, A I st B est rem-

remplacer « par ~;;~ et [ \J par :—;J ai

B M
"+ = T4 = g”
/. C PR Bq

)

(\ﬂ)') ) oc:.—_ql’-———————r7 b= ——
. P) (/Jnll_ - -

i : 4
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(w') définit le meme cone € que (wh); mais, tandis que (w) corres-
pond au systéme de valeurs numériques (B, C), (w’) correspond au
systéme (B, -(—) » Done il est bien établi que les huit systemes (B, G)

\

envisagés sont ¢quivalents. Cette circonstance se reproduit trequem-
ment; e]ie tient a ce qu’il y a plusieurs facons d’amener le cone C
dans la position dite canonigue ou de mettre la variable ¢ sous sa
forme canonique. Les calculs devront, dans chaque exemple, étre
dirigés de facon a mettre en évidence les divers systemes de solutions
pratiquement équivalents. ‘

in raison de U'importance de cet exemple, je vais donner les valeurs
de e, ¢, ¢’ En posant ¢ = ¢, on a aisément

2cos(m—+plo —auBeospo —aBicos(p —m)y

Cc == -y

(1 B'—’)\/m
(23) o= 23im 4 p)o— ouBsinpg + 2B sing m—po
. | (1 B“’)yz(-—+—4
— 4B cosmoy — u(‘»r——B‘-“)b

. (1+ B\ u*+4

1 N . . . /N + [J
On pourra remarquer (ue si B ebttgll a la valeur limite // = p’

la quantité « est nulle. C est ¢gal & 1,7et 'on retrouve un des quatre
exemples de M. Fabry, qu’il y alieu d’ailleurs, on le verra, de mettre
en évidenee :

¢ = V= peos(m+p)o—ym--pceosim—+p)o
— - 5
. \ Mmoo p N m—p

LN — psin(m -4 p)o 4+ \m—+ psin(m +plo

2’

v p+\m—p

—a\mt— prcosmo

(24) “ e — - 5
Vit p+=ym-—p
m /In P [ — " /ﬂl -+ pqm
\ 7 =7 - I /e 14
C/W(‘" 5 j:__

o S+ p mA P g 1w fm+p s
.
b \/ m-— p m—p !

Etudions les propriétés de (), C, (&) en supposant m22, p infeé-




324 v BERTRAND GAMBIER.

rieur & m et premier avec m, B supérieur & ‘/’” “P. Les for-
: m-—p

mules (22), quisont de la forme canonique x=¢?/(¢"), § =— :J(q”’)

que je signalerai ultérieurement, montrent qu'en remplaqant g

’!u

var ge™ , on remplace un point de la courbe (w) par celui gui en
! Uh)
. D - .
den\e par une rotation de ['angle QE-II)—Y aulour de Oz :en continuant,

on a un polygone régulier étoilé de m cotés inscrit dans la courbe (w),
done la courbe (w) ou le cone C se reproduisent par une rotation

. AT . -
’amplitude 7}% effectuée autour de Oz.

Le plan 20z est plan de symétrie pour (w), ainsi que tous les plans

. .. . 9T ..
qui en dérivent par une rotation de 7}% autour de Oz; le fait que =0«
v . 2T . o,
est plan de symétrie et que Oz estaxe derotation — (locution abrégée
. C ' s s T
que j’emploierai constamment) entraine que le plan = = tang— est
* X n

lui aussi plan de symétrie de (w); done tous les p]‘ms obtenus en

2T 3

1 - ™
aiganttourner 0.z autour de Oz de Pangle — —, =—, +.. sontplans
R M B m m m

de symétrie de (w) et G cela fait done m plans de symétrie pour (w).
et C; lesm droites perpendiculaires, & savoir Oy ct les droites obte-
nues par des rotations successives de Oy autour de Oz d’angles
¢gaux & — sont axes de symétrie de ()3 la courbe () se reproduit
aussi par rotation de 22 — = autour de O:.

Stz n’est pas nul, le cone C est, comme la courbe (w), du degré
2(m+ p); les deux généralrices isotropes s = 0, * &=y = 0 corres-
pondent a des cycles de degré et classe égaux a p; le degré de ()
est 4m —+2p. On remarquera que le degré de C est un nombre pair
susceptible de prendre toutes les valeurs égales ou supérieures a 6; le
degré de (-u) est un nombre pair susceptible de prendre toutes les
\‘1lcur ¢gales ou supérieures & 10. Pour m=2p, p=1, C est de
degré 6, (J’lo) de degré vo.

. : LT
e . . q- . . A i fmoA- p ,
Siu est nul, c’est-a-dire B égal 4 la limite \/m__}), les résultats
qui précédent subsistent si 7 est pair, et par suite p impair. Mais si m
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est impair et p pair, on voit que le changement de 5 en ¢ + = change
simultanément de signe ¢, ¢, ¢’; la directrice {(w) est donc mixte, de
degré 2(m—+ p) et le cone C de degré me + p seulement (nombre
impair susceptible de prendre toutes les valeurs impaires égales ou
supérieures a ‘5); les deux cycles isotropes sont de degré et classe
égaux i {;’ le degré de (-\) est 2m + p, nombre pair susceptible de
prendre toutes les valeurs paires égales ou supérieures & 8. Pour
m=3, p=-2, Cestdudegré 5, (-\.) de degré 8. .

Donec cet exemple suffit pour démontrer qu’on peut obtenir des
courbes () unicursales réelles de degré ¢gal i un nombre pair quel-
conque égal ou supérieur 4 8, ou encore correspondant & un eone uni-
cursal G de degré égal ou supérieur & 5.

Je viens d'indiquer ce qui se passe quand « est nul et p pair (par
suite m impair) : la direetrice (wh) est mixte.

Si w est nul et p impair, auquel cas (w) est distinete de (w"), je vais
montrer que G coincide avec lui-méme, non seulement apres rotation

2T . . . R T, ;
de T; autour de Oz, mais par simple rotation de — autour de O=.

Mais cette fois (w), par la rotation —» vient coincider avec (') et non

iT

m

plus avec elle-méme : il suffit de remplacer ¢ par ge™ pour passer
d’un point B (e, B) de (w) & un autre point B, de (w») qui a pour
coordonnées, comme on s’cn assure aisément,

| rim _piE .

leT — 1 N e m — 1 \l ;

—
Z]
2 o

7}: autour de Oz, il vient
—1 -1
b

si maintenant je fais tourner B, de I'angle —

> ¢’est-a-dire le

s’appliquer sur le point de coordonnées (

point B' de (w’) diamétralement opposé a B; faisons tourner B, de

2 2
point B, appartenant toujours a (w). Je vois donc que B,, par une
rotation égale a ;z autour de Oz, vient sur B': c’est ce qu’il fallait éta-

. 2 . 2 I . - N
'angle — </'+ l> ;—z—r; puisque PL est un entier, B, vient sur un

T

blir; une rotation de ;‘)—'L autour de Oz ameéne () sur (w'). La parité
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de m n'a joué aucun role ici. Si done w est nul et p impair, le cone G

admet la rotation 1%’ done tousles plans obtenus en faisant pivoter z0x

de I'angle —q—’,—)—) autour de Oz constituent 2m plans de symétrie de € et

non plus seulement 7 les 2m perpendiculaires sont 2m axes de symé-
. . . T .
(vie de (-v). La courbe (-v) admet aussi la rotation — autour de O=.

Bien que la parité de m ne soit pas intervenue jusqu’ici dans ce cas,
ot nous supposions p impair et « nul, nous allons maintenant trouver
une différence : = est égal & m X< ;‘la une rotation de I’angle ;1 autour -
de Oz améne () sur (w'), deux rotations successives raménent ()
sur (W), etc.; done, si m est pair, (w) admet Oz pour axe de symétrie,
ce qui est banal ici, celte propriété subsistent pour p impair, m pair
avec ¢ non nul; tandis que, si 7, est impair, toujours avec p impair
et u nul, (w) et (W) sont symétriques 'une de l'autre par rapport
2 Oz : (¢, ¢, ¢") étant un point de (W), (-—e¢, — ¢, ¢”) appartient
a (w'), done (¢, ¢/, — ¢”) appartient & (w) : la courbe () admet le
plan 2 Oy pour plan de symétrie; mais, au point de vue de C ou (),
cela n’ajoute aucune propriété, car nous savions déja que (-v) admet-
tait Oz pour axe de symétrie.

8. Je viens d’¢tudier en détail cel exemple en me placant unique-
ment au point de yue des courbes () réelles. 1l y aurait grosse faute
a ne pas profiter de cet exemple pour les surfaces applicables sur le
paraboloide ou les surfaces minima [réelles (¢)], méme quand les
courbes (&) sont imaginaires. Mais les propriétés sont si nombreuses
que je me bornerai & quelques cas particuliers fort simples.

Supposons B, € imaginaires pures; « et yu*+ 4 sont donc imagi-
natres pures aussi. Si m est pair et p npair, la courbe () est imagi-
naire, mais réelle (). En efllet, pour o réel. les formules (23) mon-
trent que ¢, ¢’ sont imaginaires pures et ¢’ réel; si 'on remplace ¢
par ¢ + =, le point (¢, ¢’, ¢”) se trouve remplacé par (— ¢, — ¢, ¢")qui
est conjugué du premier : done () coincide avec sa conjuguée, elle
est réelle (¢). Elle conduit donc a deux surfaces réelles applicables
sur le paraboloide, admettant chacune un centre de symétrie qui est
en méme temps point conique isolé de ces surfaces. La surface
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minima M est réelle au sens vulgaire; la surface minima M, est circon-
scrite & la sphere le long d’une COule umaginaire mais reelle ().
Pour définir tous les éléments parle caleul, je poserai

. . - R 1
B=:B, C=1i(,. u=0— z=0{C + = ).__m,
G G,
/ 240 — “ ! ; N 7 » ~ - A .
Vet b=l o= (Ci— ( ) :t\/u- 4 { bl et C, doivent étre réels;
) ey
o a— . i
u,__(,l—-l— Vi — =0 — —-
(Jl (Al

Nous multipltions « et § par ¢ et -7 respectivement, ce qui revient
a faire tourner toute la figure de go® autour de O=: nous avons don¢

i v o VBY (i — py =+ )
uy = — ,
4 B.\p
/0 % 7 e R
(23) ¢ (:1_;:\11‘},(”1—/)) ,;pl>, «;):+/>5
b B yp
g™+ B, G, e — 1t 1+ B Ggm

o= ¢! m, 5= 7 B G (m pair, p impair).

La scule condition & écrive pour que G, soit réel es(
Bitm—p)—4pBi—(m—+p)r>o,
ce qui entraine

ap 4\ mia- 5 pt
m—p .

. m>p el B >

lei la courbe (w) est représentée analytiquement sous ['une des

formes canoniques que j’ai incliquées pourdes courbes sphériques (§),

asavoir o= /' (¢), B = —=1), ou fet fysont deu\ fractions con-
. . .1 ? 0 0

juguées. Ily aurait ég: ll('menl ict de nombreuses propriétés a rappeler

sur les symétries planps.

’ / )

i , . v e e an e Jap A mE A 3R
Pour B, ¢gal i sa limite inféricure { / PN !

o / m—p

» la courbe (uh)
‘ disparait tout entiere & I'infini; j’ai montré, dans le Mémoire sur le
paraboloide, I'application que 'on en peut faire pour les surfaces

minima.
Les formules (23) montrent encore que, st B el « sont imaginaires
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pures, mais yu*+ 4 réel, on obtient le résultat suivant : pour ¢ réel.
la courbe (w ) contient le point ¢ =24, ¢'=u, ¢"=1v, olt A, &, v sont
réels; la courbe (w') contient le point ¢ =— A, ¢/ =— u, "= —1v;
or si, comme précédemment, 7 est pair et p impair, laxe des = est
axe de symétrie, soit pour (w), soit pour (w'); done la courbe (w")
contient aussi le point c=1%, ¢ =u, ¢"= —17v conjugué du point
considéré sur (w); donc cette fois (wh) et (w') sont conjuguées 'unc
de P'autre, le cone Cest encore réel (§); on obtient donc encore des
surfaces & centre applicables sur le paraboloide, réelles (¢); mais les
surfaces minima M ou M, sont imaginaires. Je poserai encore B =1B,,
et j'aural

Bl (m—p)—(m~+p) 1

== —_(____‘
Bl\/p ' (J’
—_— _ 7 T 7
T VB P R ) 1,
Bl\/[’ . G

u étant imaginaire pure et yu®=+ 4 réel. C sera une imaginaire de
module égal & I'unité; ici il faudra que

Bi(m—p)y—(m+p)>o el Bitm—p)—4pBi—(m+p)<o.
On a done

) o P PO o .
m>[) ot 2P }—\/n +:)/) >Bz>\/ln—+ /I;

m-—p m-—p

je conserverai les formules (23) en remplacant B par 7B,. lci,

n -+ y . . , 1. T
pour B \/ , on retrouvera I'existence de rotations égale a —~

parce qu’alors on a u=o,C=r.
Le lecteur pourrait sans peine généraliser ces résultals pour les
hypothéses négligées sur fes parités de m et p.
9. Cet exemple du pavagraphe 7 généralise dounc Vexemple de
mA+p
m—p
parametre B. On a vu que, pour obtenir des courbes réelles, il était
nécessaire que m soit supérieur d p. Ceci met sur la' voie d’unc propo-
sition plus générale, dont la démonstration est immédiate : si un cone .

M. Fabry, qui correspond simplement a la valeur limite \/ du
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unteursal € n’a que deux génératrices isotropes et si la courbe i tor-
sion constante correspondante est algébrique, il est ndécessaire,
pour que la courbe soit réelle (au sens vulgaire), que le degré de
clmcun des deux cycles lsotnopes soit inférieur au quart du degré
de C. Eerivons en <ﬂn en rmmrqmnl que la directrice (W) est uni-
eursale ou mixte, :

- (/m_*_‘,\ Ggm= T =47, - [ \1(]_.,- +-\,,(]’"
(46) B¢ I Bigm ... 4B, T T g BrBig+...+Bug”
2~ | B — (1+A A+ AL+ B2+ BB+ ...+ B,ﬁ'n)q"l
ST (Bgm+...+B,)(B+Bg+...~B,9™)
On en déduit
( ¢ ' —= 20 _— g(],)~/::”//"+ Agm .+ \’,,,)l\I} +DBg+...+B,q" 1’
1+ ab = AN =B
o af—1 (4. By —a2(Bgr+. B, B-Blg+...+B,¢"
= = .
~

\ ol +1 (r+=A A +...+ B g™

N .. c+ic
Tn divisant, on a A=

» qui contient ¢? en facteur, landis

que W contient 75 ©n dénominateur; ceci prouve que le eycle ¢ =o est

“de degré et classe p, d'indice 2(m—+ p) si (w) est distincte de (w'),

tandis que si (w) est mixte, le degré ou classe sera g, Pindice m + p.
Je forme Pintégrale - I

+ 7 / cde — edes

o

1 pn

/ (e+ic")d(e+ic)= £

2

elle doit étre algébrique. On a

( ¢ - l.U’ — D) gr+m -+ l) qgPm—2 B D-z,,,l' p—m
(28) \ / 19 7 ;

( P I’(-'{: l)l{/~,)~m 4 ]); q—p—m+x o+ I)I‘ZIII r/‘l“'v"";
D, etD; élant imaginaires conjuguées. On égale a zéro le coefficient

Lc)

do drlnb (c—+ lc) et 'on trouve manifestement

(29) (p-+m)DD' -+ (p+m—1)D D} +... +(p— m)Dy Dy, =0,
Ann. Ec, Norm., (3), XXXVI, — NovEMRRE 1019, . 42
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etsilentier p, positif, ¢tait supérieur ou égal a m, le premicr membre
de (29) ne contiendrait que des termes positifs. On a donc bien, si la
courbe (&) est véelle (¢), p < sans égalité; si 'on appelle & le
“nombre 2 (m+p), p<m revient a 4.p<d. Si (W) est distincte
de (), p estle degré du cycle, d le degré de C. Si(w) est mixte, petd
sont doubles dudegré du cycle et dudegré de C; done, de toutes facons,
la propriété est établie.

10. Dans les paragraphes qui précédent, le cas ot le cone (i est uni-
cursal et de degré 2, 3, 4 a été épuisé complétement : onn’aeu que des
courbesimaginaires de degré 3, 5, 6, 7. Puis nous avons été amenés a
étudier a fond un cas tres particulier de cone € réel, & deux généra-
trices isotropes, de degré arbitraire. Je vais maintenant étudier com-
plétement les cones réels de degré 5 et G et indiquer quelques cones
particuliers de cones réels du degré 8. Cette ¢tude sera nécessaire
pour les lois générales que j’établirai au Chapitre suivant.

Soit d’abord le cas ot G- est de degré 5; il n'y a qu’une hypothése
possible, & savoir deux génératrices d’indice 5. La directrice (W) est
mixte; nous savons que « et 3 sont deux fractions de degré 5 en ¢

/= lang < (——e"'?) telles que le changement de = en =
=lang s, q=¢" [les que le gement de o en ¢4,

— 1

| iy L, , .
et B par —- On en déduit

¢’est-a-dire de ¢ en — ¢ remplace o par —
. )

immédiatement la forme de o et 3 :

t4+Ag =B g D gt
—Dg+Cp =By + Agv— %’

g Ag 4+ Bg?+ Cq2 4 Dy
T =D G — B Ay — ’

[&\)

ott chaque lettre accentuée est la conjuguée de laméme lettre non accen-
tuée. Bn éerivant que 'équation 1+ «f = o n’a que les deux racines
q=o0,g ==d'ordre 5, on ad’abord D=D'= o;j’¢eris doncsimplement

(Bo) g=LFATBg -+ Gy _ 1A+ B+ g

P —Bl+ A —1 g '—{272__]3,/:i+A(/!.__q:;’

ot A, Bontpour conjuguées A’ et B' et ot C désigne une quantité réelle,
~comme c¢’est notre droit, en amenantle cone C dans sa position cano-
nique. En écrivant
(7 +=Ag>+ By 4+-CY(s —|--‘A'(‘/ + B+ Cg3)
+ (P =B P+ Ng— 1) (C=Bg+ AP —q¢*)=2(1+ AN -+ BB + ()42,
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puis exprimant que le terme en 5—[34 disparait dans (
Sda—adf
RO jobtiens, par des calculs que je ne reproduis pas,
B+ AC=o0. B+ AtC=o,

\ (20" — AB) C2— BC[3AA — BB — (*—5]
31) (A'B—2A) (B2 4+ 2AC)— (AB + ) (A C —3B) — C (A3l =o
“(égquation conjuguée de la précédente), _
[ G — 5 — (B! —2AC) (B2 — 2 \'() — 3(A2— 2 B)(A” — 2B') = o.

Iy adeux cas & distinguer suivant que A et B sont réelles toutes
deux ou imaginaires. Dans le premier cas, sOx est plan de symétrie
pour (W), Oy axe de symétrie de (). Les équations (31 ) se réduisent
alors & trois entre les troisinconnues A, B, C. Je recopie le systéme en
supposant & B, Creelles

B—i—.\‘:’:*
3 S(2._n)Auﬂ—‘1;(;1“3.}\‘-'-—132— 2 5] |
) + A(B —2)(B?+2AC) — (AB + C)(AC —3B) — C(A*+2B) =o,
LG — 5 —(B2—2AC) —3(A*— 2B )=

Hestelairqu'en remplacant Bpar — ACdanslaseconde équation (32),
AG est en facteur. J'ai donce plusieurs cas a distinguer :

Premiére solution: A =0, B=o,C'=5.— EnprenantA=o0,B=o,
(=3, on a le cone du cinquitme degré déj rencontré au para-
eraphe 7 pourm =3, p =2 donnantune courbe (A) du huitieme degré.
Les formules relatives & ce cone sont

U +\/>«/- .13

U= = ;4:__.-____

Sqd -1 Dyt —
¢+ i = \/)_I/ ¢ — ' = :;i-\;_’/_, P \"(’/ )
G5 +1)g V3 +1)g° W)y

On remarquera que I'équation C* =5 admet la solution imaginaire
C:i{/:‘;. Si Uon prend cette valeur de C, on trouve aisément une
courbe () imaginaire du dixiéme degré définie par

/E ; T . T e
Dy .1+\)(/“ o —Yoly -+ 1)

A ¢ — i

(\ )——l)f/ (\,').._.])// o (\’5——[‘)//3

(-1*/(



jouissant de cette propriété que sa projection sur le plan 0y est une
courbe réelle (¢), tout entiere extérieure au cercle 2* + y* = 1. Cette
courbe est symétrique par rapport au plan z0y de sa courbe conju-
guée et cecl est intéressant pour les surfaces réelles applicables sur le
paraboloide : ulles.admettc\mt 20y pour plan de symétrie.

Deuxieme solution : (. =B = 0,5 + 3A* = 0. —On trouve un second
cone imaginaire, d'ailleurs signalé, lui aussi, au paragraphe 7, pour
m=rti,p=1.

Troisiéme solution : X\ == o0, G55 0. = On a i résoudre

LGP —3AA 202 =5+ A2 (AC—2)?,

34 !
(34) I (A2C 4+ 3)(A + €)= C(3A2 AC — C2).

Ces-deux équations n’ont que des solutions lmaginaires; c¢'est tres
aisé & constaler en remarquant que si I'on prend deux axes de coor-
données wA, w(, la premiere équation représente une courbe con-
tenue dans les régions définies par I'inégalité

[C— AVB(A +20)][ G2 AVB(A +20)| > o;

ces régions sont délimitées par quatre droites indéfinies se croisant
a Porigine. De méme, la scconde équation représente une courbe
tout entiere contenue dans les régions définies par lincgalité
(A+C)C(3A*+AC — C*) >o0; ces nouvelles régions sont encore
délimitées par quatre droites issues de l'origine et I’on constate aisé-
ment que les angles positifs relatifs a4 la seconde courbe sont tout
entiers compris dans les angles négalifs.de la premiere,
Nous avons donc & ¢tudier le second cas. Jai ¢eril :
G Ag Byt - Cg? . 1= Al = B g+ Cg?

35)  a= N B= -
(53) = Copr—B'g +Alg— ¥ Cpr—BgpP+=Aq" —g%’

en amenantle cone C dans sa position canonique et employant la forme
‘canonique pour ¢; mais il faut nous rappeler que ce choix de position
et de variable n’est pas unique, comme il a été expliqué. Si nous rem-
plagons ¢ par g™, « par ae=* et B par Be*®, nous aurons

¢+ Aemi0gt 4~ Bee g - (o310 g2
% Ceriogr — B'er g 4- N el g — ’
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’ . - i
et 'on voit que si € = ==1, on a une autre pusmon canonique du

thw Rl

méme cone G, A étant remplacé par Ae ™, B par Be *, ot £ désigne
un entier. Ceci prouve qu'il v a avantage probable & prendre pour
inconnues le module Bet largumentde A. Je pose A= gei?, A= se™:
ot B=— Cpe=, B'= — Cpe®. Je porte ces valeurs de A, A", B,
B" dans la troisitme équation (31), j"égale  zéro la pavtie réelle et la
partic imaginaire, de sorte que j'obtiens deux équations remplacant
la troisiéme et la quatriéme équation (31). On obtient ainsi

o b pCe0s30+ C[3p2 — 5 — (2 — (22| — (&
36y ) ¢7 oS Se T LLSET vt
' [ [C*(1 +0*)sin30 = o.

. hw .
=o,dotg= T" les diverses valeurs de Ien-

Orsilon prend sin 3¢
tier £ donnent toujours le méme cone C dans des positions différentes:
or, pour £ =0, A et B sont réels, donc ce cas est & écarter, puisqu’il
a déja été vu. Prenons done C2(1—+ p*) = 5. En tenant comptg de cette

302—10
relation, la premicre équation. (36) donne cos 3 g = —’—,—‘— Técris

maintenant la derniére équation (31)

i

4e2C(C2—3) cos 30 + G — 5 — (2p2(p2C* + 16) — 35* = 0.

Dans cette équation je rvmplace 20" cos 39 par 3p* — 10 et

e*(e*C*+16) par C* (1 — ¢*) — be ¢ ouen tenant compte de

(r + ”')—- 5 el Ce*=5—(* par 5C* (1 — %) —16(5 — C*);: jai
(_lonc une équation qui devient une fois reduite

Cp? 4+ P—18p*— 25— 3p' =0,
el puisque C*(1+p*) =5, jat simplement

3pt+ 13 4+20=0

qm estlcquatlon rebolvante, o étant calculé, on —

puis @ et par suite A, A’, B, B'. Ici 'équation en p n’ayant pas le
racines réelles, nous n’obtenons pas de courbe réclle.
En raison de U'intérét qu'une telle courbe présente pour les surfaces
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applicables sur le paraboloide, je termine les calculs. Nous avons

— g +zyar

o
i 2
J
e désignant + 1 Oll—-I’ puis
(= 0 . ( T (202 =5 (2 — T
4-——l+lj_,_~—"‘—)""‘\.3f~ -t = "‘l-—l]‘—l’“;\u?‘l-
On-a
) ."5‘——5 /a1 —_— . o a1 P
o:s’l\/ — C=2:a"Iyv6 + \/21, Cp=—2"¢" ——i—E\/— >
! ! 2 _ 2 /2
30t —10  —&&" |3+ 7y W30 — ' ([ 3ya1 + 7¢]
Cos do = = — == — ) s = — .
' 207 (oll) 20,/ -t ' 204/5

Jai désigné, par ¢ ete”, 41 ou — 13 je n'al pris que 'une des détermi-
nations de sin 37, car prendre I'autre revient & échanger A avec A,
- Bavec B, ce qui revient aremplacer le cone C par son symétrique par
rapport au plan 02, ou encore par rapport & Oy ; cela revient done i .

| —lyin—s],
en extrayant la racine cubique on peut se horner  une seule de termi-
nation; je prends donc

faire tourner (+b) de 180" autourde O y. Onadonc ¢?

3 y— :
et =—g's \/?l—*——:—: el e i =—c'e" /\/"""
5V2 - \/ 9 \/2

d’ou, finalement, tous les radicaux étant arithmétiques,

:\/9._;\/17.’

,’/g) — :\/TT
by )

(37)
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‘2

37) restent deux quantités e, ¢ égales 4 =1 on
peut se débarrasser de 7, car le changement de signe de ¢ revient &
changer de signe A, A’, C, résultat que l'on peat obtenir en changeant
dans les formules (35) ¢ en —g¢, puis faisant tourner le cone C de
180° autour de O =z. Il ne reste done, en prenant ¢” = 1, que deux solu-
tions distinctes correspondant & ¢ == +1 ou — 1. Chacune des deux
courbes (w) que I'on obtient ainsi est symétrique par rapport au plan
»O=de sa conjuguée; en effet, 4, A’, C étant imaginairves pures, tandis
que B et B’ sont réelles, le changement de ¢ en 7g, donne « =7 /(g,),
3=19(q,), ou les fractions /et ¢ sont & coefficients réels; donc pour
¢, réel, les quantités ¢’ et ¢” sont réclles et ¢ imaginaire pure, ce qui
justifie la proposition. Les deux surfaces applicables sur le paraboloide
déduites de la courbe (W) sont unicursales, réelles et admettent yOs
pour plan de symétrie. Je dois d"ailleurs faire remarquer qu’il v a lieu
de considérer non seulement la courbe sphérique (35), ot A, A", B, B’
et Cont les valeurs (37), mais encore (outes les courbes sphériques
quis’en déduisent par la substitution signalée a la fin du Chapitre I1.
En négligeant un déplacement réel, on-obtient done une courbe sphé-
rique («,, ¢,) & trois paramétres :

Dans les formules (

\ P+ A +Bg G p—Agt By —Co,
"a ) .=z =5 : ) 7 ) =S 3 ) T ’
(38) Cqg* —B'g* +A'g—1 Cg> +B'g>+ Alg+1

( Uy = hu P+ i, 0= L - VAL

 On remarquera que si g et vsont nulles toutes deux, le cone G, corres-
pondant & la courbe (u,,¢,) admet les deux génératrices z = o,
2 == {y = 0; mais si cette double condition . = v = o n’est pas verifiée,
le cone C, admet deux génératrices isotropes non conjuguées. On peut
dire encore que G est la position canonique du cone G,, mais ceci n’a
plus d’interprétation géométrique si 'on se borne aux déplacements
réels. On peut remarquer que si p. est nul, u, et ¢, sont comme w et ¢
imaginaires pures quand ¢ est lui-méme imaginaire pure et la méme
conclusion en découle, & savoir que yOz est plan de symétrie des sur-
faces applic‘ables sur le paraboloide déduites de C,.

Le tésumé de la discussion complete faite pour les cones du cin-
quitme degré est que nous avons eu une seule courbe réelle () de
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degré 8, unicursale. Nous verrons que c’est la courbe réelle de degré
minimum.

10. Je passe maintenant aux cones réels unicursaux du sixieme
degré. Jai dit plus haut que I'on doitenvisagerle cas ouily aun couple
Xindice 6 et celui ot il vauncouple d’ indice 4, un couple d’indice 2
Soit done le cas ot il y a un couple unique d’indice 6. La direc tmce
sphérique (w) a pour equations

¢+ Aqg*+ By s 1 +ANg+Bg
e hg+E P T Cg D g+ Eg?

(39

ou B, E, Csontréels; A et A" sont imaginaires conjuguées, D et D" aussi.
Nous obtiendrons (rois familles de cones & un parametre :

1° A =D = 0, cas traité au paragfﬁphe 6pourm=n2o,p=1.Jen’y
reviens pas : il y adeux plans de symétrie pour C, s02, sOy si B> 3;
pour B =13, le cone C admet en plus les deux plans z =y et 2 = y
comme plans de symétrie;

2°°A et D non nuls, mais réels, le cone G admet un seul plan de symé-
trie z0x;

3° A et D imaginaires, le cone Cn’admet pas de plan de symétrie.

Dans les trois cas, le degré et la classe des deux cycles isotropes sont
égaux i I'unité, la courbe (&) est du degré 1o. Jindique rapidement
les caleuls pour la deuxieme et la troisieme famille.

Deuxiéme famille : cones aplan de symétrieunique. — Par laméthode
cxposee plus haut, on ohtient quatre équations entre lcs cing incon-
nues A, B, C, D, E: :

B + EC =o, A(I—I—R)—i—])((—l—l‘)_—o
DC?+ (AD + 3E — BC)I)C+AE(02+9FC) +—BD€
42D+ 2ACD + A2D2—B2(2

+ 32 +4AI)F+ 2BCE + 2A2E? + 2ABDE + B2E2=o0.

(40)

On peut avoir une équation unique entre C et & en remplacant partout
Lo A= —F t
CFEP A= Trgfr OU p est une

B par — CE, puis écrivant D=
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inconnue auxiliaire. La troisicme équation devient alors, en posant

1
.E——F,:u,

o’ e +C0)[Cle—C0C)— 3],

eCalors, éerivant [a dernitre équation sous la forme

T : . 2AD Do
L-[E“-f— E‘—J—&—'}[\WT‘*"‘]

ATD? L, . 2AD L/ A
-+ "“[,—," —_ C'*'r‘o————‘;).‘.",‘i——)—ﬁ—b‘\é—- E):O,

on constate aisément qu'en remplacant A, B, D par leurs valeurs en
C et K, elle devient

[Cur— (=]t — C—=Cu]r 20 [C+u][(CP—1)u —5C]+ " =o.
Je récapitule :

g [Cer—Cr -+ 31— C—CuP—2p [C+u][(CF—1u — 4]+ o' =o0,
p?==C(u+ C)[C(u —C)—3],

E —E
cref AT T—TEs

(41)
' I

L

= u, D=

B=—EC.

=l

La premiére équation (41), ot o* est, bien entendu, remplacé par
Pexpression donnée au-dessous en Cetu, représente dans un plan wCu
une courbe symétrique par rapport au point w; le point (G, z) étant
choisi, on a g par une extraction de racine, E par une équation du
second degré, puis A, B, D rationnellement au moyen des quantités
déja calculées. Sile point (u, C) est réel, les deux valeurs de E sont
réelles, mais les deuxvaleurs de g ne sont réelles que si le point (u,G)
satisfait a la condition G(u + C) [C(u — C) — 3| > o; les quatre sys-
temes correspondant pour E, g, A, B, D & («, C), joints aux quatre
systtmes correspondant & (—u, — C), formant huit systémes don-
nant le méme cone & un déplacement prés [changement de ¢ en —g¢;
rotation de 180° autour de Oz, ouencore échange de W avec W', ce qui
revient & faire les échanges ’

o, g, A, C, D, E, u
— —1 D : — A —1

I
— — T U, E’ R
- <

B’ o« E
Ann. Ec. Norm., (3), XXXVI. — NoveaBrE 1¢19.

=N
o
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ces trois hypotheses combinées deux i deux conduisent aux huit sys-
temes indiqués|.

Tout revient donc & déterminer les points rvéels de la courbe T
définie par la premiére équation (4r1) satisfaisant & Uinégalité
C(u+c)|C(e—c) — 3] >o0.Je construis les courbes séparatrices ef
couvre de hachures les régions ot 'expression de 2* est négative. Or
on constate immédiatement que la cowbe 1" n’a aucun point reel
a distance [inie commun avee les courbes frontieres C = o, u+C=o,
C(u— C)— 3 =o. La conclusion sera done que toute branche réelle
de T', ou bien conviendra toul entiére, ou bien sera tout entiere a
rejeter. Développons 'équation de I':

20" C2 4 «*(8CP— 6C) + u(10C*—23C*)

,
2
(i2) G+ u(fCP—30C—60C) +3 —6C*— 13C=o.

Cette courbe est du sixicme degré; Uorigine est centre, les directions
asymptotiques sont données par 2u(u+ 2C)C*(u+ C)*=o0.1l y a
doncune branche asymptote i wC quine convient pas;ily aune branche
asymptote & la droite u + 2C = o, qui convient tout entiere. On vérifie
immédiatement que la droite « + 2= o n’a aucun point commun i
distance finie avec I' et que la courbe a la disposition indiquée tur la
figure.

Maintenant pour 'asymptote wu, je pose C = f; et j’étudie ¢ pour les

grandes valeurs de u : 'équation (42) devient alors
95"—-(‘£+—I ( )=o
20" ) -_= M
uw? ’

I ‘ \ . T
pour— =o,onat=oett=23, dou deux développements pour €, a

. I . 3 I , . .
savoirC = — +... et C == + — + ..., procédant suivantles puis-
2u? u w? .

. 1 [} “a
sances croissantes de -; comme la branche d’hyperbole frontiere

R , 3 g
asymptote & wu correspond au développement C == + -2 ... on
. u w? ’

voitimmédiatement qu’aucune des deux branches de I"asymptotes 8 wu

ne convient.
Enfin, pour la direction asymptotique « + C = o, j'¢cris u -+ C = o
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et jobtiens ais¢ment deux développements en série convergents
pour C trés grand

2
—_——
S5 e

4

3

3

w——0 +

“+ ... et u——C—

(@]
ol

2

-

dont la premiére ne convient pas et dont la seconde convien_t.rli résulte
de la nécessairement que cette branche asymptote & v+ G =o, ne
pouvant traverser les fronti¢res des hachures non plus que la dmfte
u +2C=o0 doit aller rejoindre la branche asymptote & la droite
u—+2C=o0;0na donc entre les deux droites u + C=o0, u + 20 =0
une branche de courbe réelle soit dans le deuxiéme, soit dans le qua-
trieme quadrant donnant des courbes réelles (-1) dépendant d’un para-
métre arbitraire.

Fig. 5.

(24
N

Pour les branches a négliger de T', que je ne construirai pas, on'a
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G, wréels, Kest réel; 5, D, A sont imaginaires pures; done pour ¢ ima-
ginaire pure, z et §sontimaginaires pures, circonstance déja réalisée;;
lcs surfaces applicables sur le paraboloide déduites de ces courbes

s 8
imaginaires admettent Oz comme plan de symétrie.

12. Fouvre une digression qui sera utile pour un probléme ultérieur.
Cherchons les génératrices d'intersection de ces cones réels C avec le
plan de symétric zOa; j'éeris U'équation-o = § qui donne ¢’ = o; on a

P+Apr—EC; 1+ Ag—ECq
CqareDg+E  Cqg+ DyrrEg’

équation réciproque admettant ¢ =1 el ¢ = — 1 comme racines, on a
ainsi deux génératrices simples le long desquelles le cone € est normal
au plan z0a. Ces deuxracines enlevées, il reste 'équation réciproque

43) B(g*+¢*+ 1)+ (AE +-D)g(g2 +1) + (C—E2( 4 AD -+ EC2) g2= 0.

Si ¢, est racine, 7— aussi est racine; & ces deux valeurs de ¢ corres-
pondent deux nappes du cone C se croisant le long d’une méme géné-
1
ratrice double du cone C; or si ¢, tend vers 'unité, 7 aussi, de sorte
- - lA :
que si ¢ = 1 est racine de cette équation, ¢’est en méme temps une
racine double : & cette racine double correspond une génératrice de
. e e do df
rebroussement de C; on vérifie aisément que 75’ g sont nulles, de
sorte que () admet un rebroussement dans le plan zO«, la tangente
étant dans le plan z02; d’ailleurs nous avons vu que ¢’ =o admettait
alors ¢ =1 pour racine triple; le cone C admet une génératrice de
rebroussement dans le plan 20w, le long de laquelle 502 est le plan
tangent. En écrivant que I'équation (/w) admet ¢ = 1 pour racine, on

a (,(T,—I<)+(J-+5+2<A+}f)+’5‘;—’
A,D,Eenu, G, p, onag®+2(2C+u)g+ (Cu+C*—1)(C2+3—Cu)=0
ou, en tenant compte de la valeur trouvée pour p* simplement,
2(2C04+u)p = C*+ 3 —Cu. En portant cette valeur de p, 4 savoir
*+3—Cu
2 (26— u)

=o0, et en remplacant

dans 'expression trouvée pour g*, on a ’équation

44 GC(u+ C)(aC+ u)—(Cu—C—3)=o.
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Cette équation représente une courbe I du quatriéme degré dont il
suffit ’obtenirles points d’intersection avee ' pour obtenir un cone €
agénératrice de rebroussement dans le plan s0.x. Sile point dintersec-

2(20+ u)
LacourbeI”satisfait comme I"a I'inégalité C(u + C)(Cu — C* — 3) > o,
elle n’a aucun pointréel & distance finie avec les fronticres; elle est du
quatriétme degré, admet Porigine pour centre. On trouve aisément
que I" est asymptote & la droite « + C =0 avec le développement

4 1

tion est réel, le cone C estréel, car, pour un tel point, s =

— H Q yl a
u=—0— -+ gz +-.., tandis que la branche trouvée pour I cor-
. I 2 )
respond au développement v = — € — T — @ .- Dautre part, la

. /3 _— .

droite u + 2C = Y2 est asymptote & I: en tenant compte de ce fait
2 ¢ . R

que I'" ne peut entrer dans les régions hachurées et de la disposition

que I offre par rapport a 'asymptote en question, on voit que I posséde

une branche comprise entre les deux droites « + C=o0, u+ 20= [3

2

coupant nécessairement I"en un point M réel conformémenta la figure;
Pordre de multiplicité de M dans l'intersection de T'etI” est ou I'unité
ou un nombre impair. '

Nous verrons plus loin P'utilité de cette digression. Je résume le
résultat. Sije me suis proposéle probleme suivant: « Trouver un cone
unicursal C du sixiéme degré, n’ayant que les deux génératrices iso-
tropes z = o, x =7y =0, admettant zOx pour plan de symétrie, ayant
une génératrice de rebroussement dans ce plan, et donnantune courbe
(-1.) unicursale », j’ai obtenu cinq équations i cing inconnues. Les
inconnues sont A, B, (i, D, E; les équations sont les quatre équations
(40) et I’équation

(J(-}%‘—E) +C2+3+2<A+ %) - éEB —o.

Jai obtenu, par le point M, une solution de ce systéme : j'ai besoin de
Iordre de multiplicité de cette solution Ay, B,, C,, Dy, E,. Je fais remar-
quer qu’il était légitime de remplacer partout dans mes cing équations

M A , —E E P N ’ : .
B par — G, puis A par -~ ¢, D par e— 05 de facon a n’avoir plus
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que trois équations a (rois inconnues I, G, o3 Uordre de multiplicité
de la solution A, B, C, D, i, du systeme primitif est bien le méme que
Vordre de E,, C,, g, pour le nouveau. Il est légitime aussi de faire le

changement de variable & — I —u;itoute solution du systéeme C, u, o

. . . Al i ——l
correspondent deux solutions distinetes (C, E, ) ou <C, T P> du

systeme en G, B, p el Uordre est conservé, pourva que w == == 27ou
E £ == 7, ce qui est le cas. Or mon systéme définitif en G, , p se trouve
étre

(24-3 — Cu

A ) — = e
T'=o, M=o, p= 2(2C + )

T et I ne renfermant que u et C; Pordre de multiplicité de la solution
(G, u, p) est done simplement 'ordre de multiplicité du point d’inter-
section des deux courbes I et TV : pour le point M, on a un ordre pro-
bablement ¢gal & 'unité, mais en tous cas impair. Ceei sera utilisé
plus tard.

A3. Troisieme famille des cones du sixieme degre a un seul couple iso-
trope, famille n’ayant aucun plan de symétrie. — I éeris

g+ (a—+ ladyg*— ECqg

45 -
(45) @ Cq(d+id)yqg+E’

a4 (a—dd)g—ECq?
p= Cq—+ (d = idyg*+ Eg*’

de facon & mettre en ¢évidence des quantités toutes réelles. Par la
méthode habituelle j'obtiens

a(t+B)+d(C-+E)= a(t—B)+d (€ —E)=o,
d[C*+ (3E—BC)C + BE2]
+Ca(d+d"?*) +2aCB+ Bla(d*—d?) + aa'dd'] = o,
d'[C?— (3E — BC)C — BE?]
(46) ( +0d(d*+d?)+2d CE*+E[d(d'— d?)—2add ] =o,

3 : b 2 - (d'? I ad+a'd
[ | e (B ) iy — ) S
@+ a - d'? ad—a'd
—l—(l+(l )l“('} - )———(J*—l—[{——"l-?——-—%—?):O.

On a cinq ¢quations & six inconnues a, @', d, ', G, B; B est mis & la
place de — CE. La résolution dusysteme (46) est au fond trés simple;



2

SUR LES COURBES A TORSION CONSTANTE. 3.17

pour une méme courbe (-1, abstraction taite d'un déplacement, nous
trouvons (rente-deux solutions du systime ( 16). En ellet, faive tourner
Cde 180" autour de Oz vevient & changer de signe G, E, d, . Faire
tourner e cone G de 180" autour de Oy est équivalent, en raison de la
symeétrie de G par rapporta O, a prendre le symétrique de Cpar rapport
4 z02 ou & ¢changer et 3@ cela revient, en ¢changeant en méme

temps g avec 20 changer de signe « el d'; changer ¢ en — ¢ revient
; 2 ‘

~

4 changer de signe a, «', C, 3 faire tourner € de go® autour de Os
revient, si 'on remplace en méme temps ¢ par g, a faire les échanges
a, al, G, d, d&, E,

. a, —a, —C, —d, d, E.

Enfin échanger (W) avee (w') revient aux échanges

a, a', d, d, G, E,

—_1  —1 d —d  —a o o —!
B’ T« E "E’ E’E " E

La composition de chacun de ces cing procédés 4 deux alternatives
chacun donne trente-deux solutions équivalentes. Ceci conduit aisé-
ment au changement d’inconnues

« —d a 174

(L) = = b B
(47) CrE - T=nmc =™ TCrE - TXEC

’

=0,

qui diminue d’ailleurs de 2 le nombre total d'inconnues. Si Pon rem-
place a, @', d, d' dans les troisiéme et quatrieme équations (46), en
supprimant le facteur p ou g’ qui ne peut étre nul qu'a condition de
reprendre la premiére ou deuxicme famille, on obtient deux équations
du premier degré en g* et ¢ faciles & résoudre, donnant, en posant

’

)

3-—<:ll,

E

- C(2C — u)(C2
G(C*+ Cu—1)(CP41) 7 !

Cu+3) W — C(2C+ )G+ Cu~+3)
o= - .

G —Cu—1)(G2+1)

(48) p*= -

)

cette équation ne renferme plus que G, B, g%, 2%, ce qui permet, en

tenant compte de (48), d’obtenir la relation unique, que je mets sous

En remplacant dans la derniere équation a, &, &', &', en g, o', (, B,
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deux formes équivalentes :

(49) ‘ BC—rr | Qe e ——
? W= o+ \/!‘9(_‘[-’ -+ 24

i 4G

Cette équation représente dans le plan oCe une courbe admettant
oG, wu pour axes. L'expression 3a®+ 292* — 32+ 3 n’a qu'une
racine réelle négative, car la dérivée d’homogénéité 2gx* — 6x + g a
ses racines imaginaires; done G étantréel, 'équation bicarrée (49) en
u a deux racines en «® réelles dont on ne prend que la positive : sous
la seconde forme, on prend done le signe + si Cestpositif, le signe —
si C est négatif. Une fois le point «, G choisi sur la courbe (49), on
calcule g, " par (48), E par la relation E — ;7 = u et les formules (47)

i V]

donnent a, @', d, d'. A chaque point «, C correspondent huit systémes
pour o, ¢', E, et en associant les quatre points (u, CG), (—u, C),

Fig. 6.
L’
“ /’
P
0,
’
.
’
P ’
’
’
’
’
’
“/
[N
N
’
[\ 600
\ CIY
[0\ w50 c
>3]

(u, —C), (—u, —€),on al’ensemble des trente-deux solutions équi-

valentes. La seule condition de réalité est que g* et o* soient positifs.

Je peux me borner i supposer C et u positifs, Si C est réel positif, la
, o 502 — 2 -

valeur réelle positive de u est u = __|_\/°‘- . N v oy
S A V4K

4G

Le point (u, C) déerit alors une courbe I' asymptote & wu et i la droite
u=Cy3. On vérifie aisément que la droite u = C n’a pas de points
communsavec I'; donc puisque nous sommes dansle premier quadrant,
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pour tous les points de I', g est positif, car le numérateur de g'* est
e : . TR = L~
négatif; le dénominateur égalé d zéro donne 'hyperbole u = C — ¢ tout
entiere en dessous de 'asymptote z = €, par suite sans point commun
avec I's le dénominateur de ¢'* est done lui aussi négatif. Il reste done
a éerire que p* est positif ou (v — 2C)(C* — Cu + 3)(C* + Cu — 1) > 0.
L'intersection de I' avec la droite w==2C conduit & [I'équation
(3C*—1)(C*+1)*=o; I'intersection de T"avec I'hyperbole Cu =1—C*
conduit & I'équation (3C* —1)(C*+1)* =o; U'intersection de 'avec la
courbe G = C* + 3 conduita’équation (C' +2C* — 27)(C*+1)* =0,
d’ou C*=

~ 1 . N / — . ,
C= 7 etle point Q correspondant & G ={/ — 14-y28; le point P n’est

— 14+ y28; je marque donc le point P de I" correspondant &
) I

pas frontiére, mais Q est fronticre et'on voit aisément que P’arc partant
de Q pour rejoindre 'asymptote & 6o° convient seul. On peut d'ailleurs
remarquer u’au point Q, on ag =o, donc a=d =0 et, d’apres ce
qui a été expliqué, le cone correspondant admet yOs comme plan de
symétrie et, par suite, rentre dans la famille précédemment déter-
minée.

Il n’est pas sans intérét de faire remarquer que 'arc réel négligé
sur I' donne des surfaces réelles applicables sur le paraboloide admet-
tant yO =z comme plan de symétrie : en effet, nous avons dit que o' était
positif, mais g* négatif, tout le long de cet arc : alors « et d sont ima-
ginaires pures, @’ et d'réels, de sorte que a+ia’,d +id', a —ia’, d —id’
'sont eux-mémes imaginaires pures, et si ¢ est lui-méme imaginaire
pure, ¢ est imaginaire pure, ¢’ et ¢” sont réels : proposition déja ren-
contrée. Les surfaces applicables surle paraboloide ontalors yOs pour
plan de symétrie. :

l4. Je passc maintenant aux cones unicursaux réels de degré 6
admettant un premier couple isotrope d’indice 4 etunsecond d’indice 2.
Les ¢quations de la courbe (w) seront alors réductibles a la forme

P )]
q —+
I -] k

= >
(%—i— 1>%(c~z]2+ bq + a)

v

(g + k)®

(o) &= Gy D k(ag+ bg+ <)

Ann. Ec. Norm., (3), XXXVI. — NovEMBRE 1919. 44
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out @, b, ¢, £ sont réels: ona amené le cone C dans sa position cano-
nique en supposant que le couple d'indice 2 se compose des deux droites

. I
=0, @ 1y = o0 obtenucs pour ¢ = — £ ou g = — ; et que g =o

et g =20 donnent les deux génératrices d’'indice 4. Les deux généra-
trices d’indice 2 ne donnent aucune relation, et les deux génératrices
‘d’indice 4 donnent deux relations fixant 'indice et deux relations rési-
duelles. On obtient quatre équations i coefficients réels entre @, b, ¢, £
qui, malheureusement, n'admettent aucune solution réelle. En négli-
geant les déplacements, on n’obtient qu'une solution imaginaire
(g—1)°

—(q+i)<—q2+7—£g+l)

(g -+
(=g 0o+ T —1)

(51) a=

™

M

-

powcdant la propriété intéressante de définir une courbe (W) imagi-
‘naire, mais réelle au sens de M. Goursat. Je change en effet ¢ en 7g et
j’ai les équations
(52)  a= (g 1) . p= g — 1)
> = b=
(!—-//)(7+’/ > (f/+!)[f/—’—z+lJ

‘ . . T I
rentrant dans la forme canonique « = F(¢), §= l*o< ) que J'in-

dique dans mon Mémoire sur le paraboloide, F deblgnant une fraction
rationnelle, ¥, la fraction conjuguée. Le cone C estréel, au sens de
‘M. Goursat; on obtient deux surfaces réelles unicursales a centre appli-
cables sur le paraboloide; le fait que F est réelle, entraine de plus que
50z est plan de symétrie des deux surfaces.

La surface minima M, est réelle, admet 202 pour plan de symétrie.

La courbe () avec un choix convenable des constantes d’ mtcgratlon
est réelle-(¢). Elle est du degré 8.

La discussion qui vient d’étre achevée complétement pour les cones
de degré 4, 5, 6 montre qu’il n’y a pas de courbe réelle unicursale de
degré 6, car pour une telle courbe le degré du cone C satisferait a
I 1nefrahtc m<6 < 2m et mdevrait donc étre égal 2 4, 5, 6. La courbe
l“eelle (au sens vulgaire) dérivée du cone réel du cinquiéme degré (§7
et 10) et la courbe réclle (au sens de M. Goursat) trouvée 4 U'instant
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sont du huitieme degré et sont les courbes réelles unicursales de plus
faible degré dont le rayon de torsion est constant.

15. FPachéve ce Chapitre par une étude sommaire des cones réels
unicursaux de degré 8; les couples de génératrices isolropes conju-
gués ont pour indice z,, i,, ... avec la relation 7,4+ 7, +...=38.
Comme quatre indices 2 sont impossibles, on ne peut avoir d’autres
solutions que ¢{,=38; ou ¢,=06,i,=12; out, =4, 1,=3; ou,=4,
1, =2,1,= 2.

Je m’occupe uniquement des deux premiers cas. Dans le premier
j éeris
(53) a:rﬁ—?——Atﬁ—f—Bq‘z—l—Cq’
- D@ +E¢+Fqg+ G

1+A'g+ B g+ Cgt
Dg +E ¢+ Fgs+ G([.;’

o)

G, D, G étant réelles; A, A’, puis Bet B, ou E et B, ou encore F et I
sont quatre couples de constantes imaginaires conjuguées; au total
onze inconnues. L'identité

(54) (2*+A2+Bg+C)(t+A'qg+ B'g*+Cq?)
+(DP+Eq*+Fg +G)(D+ E g+ Fqg>+ Gg*)
= (1 + AA'+ BB’ + C*+ EE'+ FF'+ G*)¢?

donne cinq relations; il y a ensuite trois relations résiduelles. On peut
donc espérer obtenir des solutions dépendant de trois paramétres
arbitraires. :

Les calculs n’ayant en eux-mémes auncun intérét, cherchons des cas
de simplifications : il y a d’abord le cas ou A, B, E, Fsont réels, le
plan 502 est alors un plan de symétrie coupantle cone C suivant deux
génératrices simples réelles correspondant & ¢ = ==1; le nombre des
inconnues s’abaisse asept, 'identité (54) ne donne que trois équations,
les relations résiduelles se réduisent & deux; on obtient un groupe de
solutions a deux paramétres contenu dans 'ensemble & trois para-
métres du cas général.

Il y a un autre genre de symétrie qu'on peut mettre en évidence ici,
car en écrivant

1+A"g + B g*+ Cq?®
—Cqg +By—Ag*+ g%’

"+ AP+ B+ Cyg
) a—_Cq’+BI(]2—A'q+I,

B=
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- . ) . o I o 0 I LR P

le changement de ¢ en — ¢ change 2 en 5 el 3 en - d'ou symétrie pay
rapport & 0y ; cette fois le plan de symétrie coupe le cone C suivant
deux génératrices simples ¢ = o, ¢ = o imaginaires, qui sont précisé-
ment nos deux génératrices isotropes. Les inconnues sont G, réel; A
et A’, puis B et B’, deux couples d’'imaginaires conjuguées. Les cinq
inconnues sont liées par deux équations B+ AC =oetB+ A'C=o0
provenant de l'identité (54); maintenant sinous rappelons qu’il suffit

d’étudier les trois intégrales [c¢"de, | c"de, | cde’, on remarquera
() b

que-c’, g—;, %sont des fonctions impaires de ¢, de sorte que c”-:jl—;(!tc”%g-,
ne contiennent pas de terme en }a les deux premiéres intégrales sont
automatiquement algébriques et I'on n’obtient qu’une condition rési-
duelle.

Les deux sortes de symétrie envisagées ici successivement corres-
pondent aux deux cas prévus a priori (Chap. II, § 9); dans le premier
cas, lesdeux vecteurs périodes sont perpendiculaires 4 I'axe de symétrie
(Oy) du cone C et directement opposés; dans le second cas, ils sont
portés par I'axe de symétrie (Oz) du cone C.

Je termine les calculs relatifs au second cas de symétrie. Les cinq
inconnues G, A, A’, B, B’ vérifient le systeme des trois équations

B'+ AC=o, B+A'C=o,

(56) ~ ~ P ~
| Gt A?AZ— 2 C(A?+ AB)— AN/ C2— 2 =0,
enposant A =pe, A'=pe ™™, B=— Cpe ®, B'= —Cpe™, j’ai une

équation unique entre g et o :

Ct—pt— fp2(2— 2

(57) cosdw = T

Le point réel G, p étant fixé dans le plan wGpavece larelation restric-
tive |cos3w| <1, I'angle w peut recevoir six valeurs distinctes com-
prises entre — = et —+ w; en rassemblant les quatre points (G, p),
(—G,p) (G, —p), et (—C, —p) onavingt-quatre solutions donnant,
sauf déplacement, la méme courbe (). L'inégalité & écrire revient i

(58) (Ct—p*—4p2C2—2 — 4Cp*) (C*— p* — 4pC2— 2 + 4Cp*) < 0.

Chacune des deux courbes séparatrices admet w pour centre; elles
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sont symétriques ['une de l'autre par rapport 2 G ou wp. Elles sont
faciles & construire. L'équation de la premiére par exemple s’écrit
C'—(p*+2Cp)*—2=o0 ouencore(C+ ¢)*(C2—2Cp—¢?)=2.En
posant o =A—C, olt A est un paramétre, on a

R

R
W

Wa

c > o =2
qui permettent de construire trés simplement la courbe. On pourra
remarquer, une fois les régions déterminées, que sile point (C, o) vient
sur I'une des frontiéres, par exemple sur la courbe cos3w =1, on
aw=o0, A ct A" sont réelles, ainsi que B et B’ : on a donc un cone
admettant en plus 20z comme plan de symétrie et dépendant d’un
seul paramétre.

-Cet exemple a été obtenu par M. Fabry; le lecteur se rendra compte
de la simplification apportée aux calculs par la méthode suivie ici.

Si le point C,p est choisi dans les régions négligées jusqu'ici,
cos3w est réel, sin3w est une imaginaire pure; cos3 w + sin3w est
un nombre réel, on pourra se borner a la racine cubique réelle:
pour cosm -~ isinw, de sorte que A, B, C, A’, B’ prennent des valeurs.
toutes réelles; pour ¢ réel, o et B sont réelles, ¢ et ¢” sont réelles
et ¢/ imaginaire pure; la courbe () est imaginaire, symétrique par
rapport A2z Oz de sa conjuguée, de sorte que les surfaces applicables
sur le paraboloide déduites dans ce cas de (W) admettent 20 = pour plan
de symeétrie; comme () admet 20y pour plan de symétrie, 'axe Os
est axe de syméirie de ces surfaces et, par suite, Oz en est un second
plan de symétrie.

16. Jaborde maintenant le cas ol le cone C unicursal du huitiéme
degré admet deux génératrices conjuguées d’indice 2 et deux généra-
trices conjuguées d’indice G. Pour simplifier, je suppose de plus que
50 soit plan de symétrie; J'écris les équations de (wb)

; (9 — k) (g +m)
K —
(59) . *E =N (AF+BgrCg+ D)
_ (1 —kqg)3 (1 + mq)
p= (k=q)(A+Bg+Cqg*+Dg?)’

o A, B, C, D, £, msont-six constantes & déterminer. Toutes les con-
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ditions d'indice et de résidus relatives aux génératrices s =o,

I ror ron . ' I .
F()llt ete ([Bj'd CXPPIHICGS. J eCris
£y

@ ==y données par g =k ou ¢ =
I'identité ‘
(60) (q— k) (kg — 1) (q+ m)(y + mg)
+ (A +Bg*+ C7 + D) (A + Bg + Cg*+ Dg?)
=[1+(m—2k)+ (L2—2km)+ m2k*+ A*+ B*+ C*+ D?]¢?

fournissant trois équations exprimant que le couple isotrope ¢ = o,
g = a pour indice 6. Le vecteur période relatif & ¢ =o0 est nul
moyennant deux ¢quations complémentaires. On a'donc un systéme
de ecinq équations & six inconnues dont ‘un raisonnement trés
simple va prouver 'existence de solutions réelles & un paramétre. I
suffit de remarquer que si £ devient égal & 1 ou —1, les formules (59)
se simplifient; la courbe (v ) etle cone C s’abaissent au sixieéme degré;
I'identité (6o) exprime alors que le cone C aun coupleisotrope unique
@indice 6 et les équations résiduelles obtenues continuent, quand on
y fait £ =t ou —1, & exprimer que le couple isotrope d’indice 6 ne
donne pas de singularité logarithmique. llnous suffit d’ailleurs de nous
borner 4 # = 1; nous remarquons que ce cone dégénéré du sixiéme
degré admet pour ¢ =1 la génératrice Oz comme génératrice de
rebroussement, le plan Oz é¢tant e plan tangentle long de cette géné-
ratrice. Mais alors nous reconnaissons le cone du sixiéme degré qui a
été déterminé directement au paragraphe 12 (sauf rotation autour
de Oy de facon & ce que Oz coincide avec la génératrice derebrousse-
ment). La conclusion est donc la suivante : pour £ == 1, nousavons un
cone du huiticme degré obtenu en résolvant un systéme de cing équa-
tions & six inconnues ; ce systéme, ol £ est 'une desinconnues, admet
une solution réelle, d’ordre de multiplicité impair, quand on y fait
k=1. On peat done prendre £ comme parametre et développer la
solution générale du systéme suivant les puissances croissantes
de £—1 en séries entidres i coefficients réels, convergentes pour £—1
suffisamment petit en module. Il est donc bien établi que nous avons
une infinité de cones réels du huitiéme degré répondant aux conditions
de I’énoncé.

Tajoute simplement quelques mots pour bien vérifier ce que devien-
nent les. cing équations du probléme quand £ tend vers 1. Les équa-
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tions (59) donnent, en tenant compte de (6o):

do (g — AP
dg ~ (g — 1) (Ag"+ By + Gg = D)

(61)

s q°

1+ a5 — - A s
o (Ag*+Bg*+ Cg + D) (A + By + Cy2+ Dg?)

ou P estun pol) nome du qumume degré el A une con\tante
On déduit de la

do
dy (g LyP(A+ Bg + Cy2+Dy®)?
Grafy (kg — 1)
et, par suite,
L da
P dqg  (hg— 1) (1 mg)* l’
s = =
(62) (1+af3) s
e
dy ((/—A‘)(Az/ — 1)(1+ my) (A + bz/—}— Lz/ —+ l)q’)l"
(I—t—a@)’—"_, : 2y B

Nous savons qu’une fois I'identité (Go) vérifice, il suffitd’étudier les
Brda 2*d 3 * Bda : . .

trois mtwmlcs/ dont les dem{

G+ap) J a3 J (G +aB)

premlcres se raménent d’ailleurs, en raison de la symeétr ie 0z, I'une
a l'autre. Les formules (62) montrent clairement’ que le vecteur
période relatlf d I'une ou l'autre des génératrices isotropes ¢ =4

ow =, (‘bt nul. Les deux conditions résiduelles -s’obtiennent en

écrivant que les deux numérateurs des iuu,tlons (bz) ne conllennent
pas de terme en ¢°. :
Si l'on fait £ =1, la directrice () est remplacée par la courbe -

(g — 5)2(1 -t~ mr])‘

(g —1)2 (g -+.m) v
A+ By —+ Cy*—+ .Dq3’ .

AP +=Bg'+ Cg+ D’

w

I

(B9 a=

I'identité (bo) ou I'on remplace £ par 1 est bien celle qui e\pilme que
cette courbe (w')n’a que deux points a Pinfini. La derwu_f[—— peut

s’obtenir soit en dérivant directement (59'), soil en recopmnt la
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dérivée calculée sur (59) et faisant ensuite £ =1, puis simplifiant, on

a donc
dot P

dg — (Ag'+ B+ Cq + D)*’

ol Pestle polynome précédemment obtenu, ot £ a été ensuite remplace
par 1. Et’on a ensuite

B:doc
dg __ (g—1)*(1+mg)*P
(62) TN e
s do
dg  (g—1)*(1+mgq) (A +Bg + Cg*+ Dg*) P
([,_'_aﬁ)z“ )‘2(/6 ’

toujours en recopiant (62) et remplacant 4 par r. Laméthode estdonc
hien justifiée.

Les courbes unicursales (-1.) obtenues ici sont du degré 14, le cone C
étant du huitieme degré etayant quatre cycles isotropes de degré 1.

17. Je me borne 4 ces exemples numériques; le lecteur peut se
rendre compte que les calculs deviennent rapidement inabordables.

Je renvoie au Mémoire de M. Fabry pour la comparaison des exem-
ples; M. Fabry a cité seulement quatre types réels; le premier est
celui que j’ai trouvé au paragraphe 7, ou les entiers m etp sont quel-
conques, mais obtenu par M. Fabry uniquement dans le cas ou le para-

\ L , - . “fm —+p
métre quej'ai appelé B a sa valeur limite \/ i
. m—p

Le second est constitué par les cones obtenus au méme paragraphe 7
en donnant & m la valeur 2 et & p la valeur 1, ce sont les cones du
sixi¢éme degré a deux plans de symétrie; I'exemple du paragraphe 7
est donc une généralisation de deux types de M. Fabry. :

Un troisieme type de M. Fabry est celui que j’ai retrouvé au para-
graphe 15 : cones du huitiéme degré & un seul couple isotrope. Cet
exemple est peut-étre celui qui montre le mieux la simplification des
calculs.

Le quatriéme type de M. Fabryest un cone du dixiéme degré que je
n’ai pas cru devoir retrouver, les calculs n’ayant qu'un intérét
médiocre,
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Tous ces exemples sont du type : cone des binormales unicursal ne
possédant qu’un couple isotrope.

L’exemple que je donne au paragraphe 16 est fondamental pour
prouver qu'il existe des cones réels (au sens vulgaire) avant plusieurs
couples de génératrices isotropes conjuguées. L'exemple du para-
graphe 14 donne aussi un type dans ce genre, a condition de prendre
le mot 7éel au sens de M. Goursat. Enfin cet exemple du paragraphe 16
est fondamental aussi, par la méthode employée, (ui nous permet
d’esquiver la résolution et méme la formation de systémes d’équations
inabordables & une discussion directe. Il suffit dans beaucoup de cas
de mettre en évidence dans une famille de cones un cone particulier
dégénéré pour établir Iexistence et la réalite de toute la famille.

Pour les courbes complétement imaginaires, j’ai de méme indiqué
des cones de degré arbitrairement grand possédant une, deux ou trois
génératrices isotropes, avec un nombre de cycles isotropes lui-méme
arbitraire; les seuls connus jusqu’ici n'avaient qu'un eyele isotrope, je
les ai retrouvés en les rattachant a I'identité de Bezout.

La théorie des surfaces minima et la théorie des surfaces applicables
sur le paraboloide se sont trouvées en méme temps notablement
enrichies.

Dans les Chapitres qui suivent nous construirons des cones unicur-
saux & directrice sphérique cette fois non unicursale, puis des cones
non unicursaux.

CHAPITRE 1V.

SYMIEITRIES, ROTATIONS. EXEMPLES DE COURBES UNICURSALES
ADMEl‘TAE(’T UN NOMBRE ARBITRAIRE DE POINTS A L’ INFINT.
INDICATRICES DES TORSIONS NON UNICURSALES.

I.Jénonce quelques résultats relatifs au cas ot le cone C admet un
plan de symétrie =; la perpendiculaire A élevée & = par le sommet du
cone se trouve étre axe de symétrie du cone C. La courbe (-1 ) supposée
algébrique admet pour axe de symétrie une certaine droite A" paral-
lele & A.

. Apn. Ee. Norm., (3), XXXVI, — DECEMBRE 1919
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La directrice sphérique compléte de G admet & la fois = ou A pour
plan ou axe de symétric; si elle est indécomposable, rien de plus &
dire. Mais si elle se décompose en deux courbes (w) et (w'), deuxcas
sont & distinguer :

1° (W) admet = pour plan de symétrie; (w') aussi; les deux courbes
(w) et (w') sont symétriques I'une de I'autre par rapport a A;

20 (w)admet A pour axe de symétrie; (W) aussi; les deux courbes
(w) et (w') sont symétriques I'une de I'autre par rapport au plan =.

Jétudierai d’abord le cas ot (W) supposée unicursale admet un plan
de symétrie. D’une facon générale, si une courbe unicursale plane ou
gauche, sphérique ou non, admet un plan = de symétrie, les para-
motres ¢ et ¢ de deux points symétriques M et M’ sont liés par une
relation involutive Az’ + B(¢+t") + C = o. Si la courbe est réelle,
supposons ¢ réel pour les points réels; deux cas sont a distinguer
suivant que I'équation Az* + 2B¢ + C =0, qui fournit les éléments
doubles de cette involution, a ses racines réelles ou imaginaires. Siles
racines sont réelles, a chacune correspond un point réel coincidant
avec son symétrique, done situé dans le plan de symétrie ou rejeté a
infini dansla direction perpendiculaire; doncle plan = coupela courbe
en deux points simples réels (ou 1, ou o) et s'il a d’autres points
avec la courbe, ces points sont nécessairement doubles ou multiples
d’ordre pair. Par une substitution homographique préalablesur ¢, on
peut supposer que la relation involutive est ¢ + ¢" = 0; supposons que
M parcoure toute la courbe, le point symétrique M’ la parcourra aussi
tout entiére, en sensinverse de M, les deux points M et M’ se croisent
deux fois aux points doubles de P'involution. L’ellipse offre cette dis-
position par rapport & I'un ou l'autre de ses deux axes; la lemnis-
cate (@ + y*)*=a*(x* — y*) l'offre dans la symétrie relative 2 Ox.

Dans le casou les éléments doubles de l'involution sont imaginaires,
on peut supposer la relation involutive réduite a la forme 2/ + 1 = o.

En dehors de points multiples, le plan= ne peut avoir de points réels
: ’ @ / o
communs avec la courbe; si I'on pose = tang >, '=tang <, on
pourra écrire o' =9 + =. Si le point M décrit toute la courbe, le
point M’ décrit aussi toute la courbe dans le méme sens cette fois; les

14
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deux points M et M’ restent 2 une distance constante, mesurée sur la
courbe. La lemniscate déji citée offre cotte disposition dans la symé-
trie relative & Oy,

(V0 7 M - PN 9 -

S'il s’agit de courbes unicursales sphériques, 'emploi des coordon-
nées o et 8 conduit naturellement dans le premier cas & supposer
que =0z est le plan de symétrie; le paramétre ayant été choisi comme
1 oe e . . 0] . . . .

il a été dit, si I'on pose ¢ = tang I, ¢ = €%, la relation involutive
o I4 . L.

est t+U'=oo0ugg' =135 le point (=, B) a pour symétrique le

point (3, «) et 'on a pour équations paramétriques de ()

,//n 4 ~'\l(/mw’ e "\m . [ \1’./ LT J\/n ,/m

1) o= s
" ’ 3+ By +...+B,g"

B+ Bigm-t4+.. .+ B,

e

olt les coefficients A et B sont réels;les points réels de la courbe s’ob-
tiennent en donnant g des valeurs imaginaires de module égal & 15 la
projection de la courbe sur le plan z0x comprend d’abord la projec-
tion des points réels, puis une partie réelle vircuelle correspondant aux
valeurs de ¢ réelles, valeurs donnant pour ¢ et ¢” des valeurs réelles et
pour ¢’ une vileur imaginaire pure. Sous les seules hypothéses faites,
les formules (1) comportent une rotation arbitraire autour de O)- et le
changement de ¢ en 7.2 olt 2 est une constante réelle arbitraire. Dansle
cas déja rencontré ot nous étudions ane courbe (W) unicursale,
admetlant cette symétrie par rapport & sOx et n’ayant que deux points
a I'infini, les deux arbitraires en question ont été déterminées en
prenant le plan 2Oy pour plan des deux génératrices isotropes de C et
faisant correspondre =1z et { = — 74 ces deux génératrices.

Dans l'autre genre de symétrie, il est commode au contraire de
prendre le plan de symétrie pour plan xOy;c¢” changeant de signe,

, [ [ .. . .
 est remplacé par 5 et B par —; en adjoignant encore ¢ a ¢, la relation

involutive est 1+ /=0 ou ¢+ ¢'=o0; nous avons encore deux
arbitraires : une relation autour de Oz et le remplacement de 7
par ¢ -+, oll ® est une constante arbitraire. Sil'on éerit

(,'”’—4: ,\]//’” e 4+ AL - 1 -+ 4'\,1 of .. ’\iqum
L= - e . bl
TR s B ..+ B, T BB+ Bg”
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on a les relations nécessaires et suffisantes

o —A G AL VP (=™,
T S e Ty T == —————
l)/u I’m -1 B A I

dow (—1)"B,B,, =1; cela entraine que m soit pair, le degré

de (w) et G est multiple de 4. Jai indiqué (Chap. I1I, § 6) 'utilité de
I ; §6

la position canonique de C : cela fixe les deux arbitraires restant en

jeu ct permet de supposer A, et B, réelles, ¢ queB,, p gtre

i t et de supj A,, et B, réelles, de sorte que B,, peut étre

pris égal & 13 en remplacant m par 2m, on a finalement

s - g2 ‘\I(/;‘m—~l+ (\2,/'1//1-2_‘__ . 'l_A“zm
- I - "\l g+ Al ,/‘.' ,,,,, -4 ‘\2'”(/2///

/ 2

VI ﬁ"‘ T+ \J' g+ \r' ’/2—"""'-+' -’\‘lm‘/gw .

I {/'llll _— '\l’/ ul~l__;b~ j\a,/:m—z__. - r\-_»,,,

v

Jemploierai souvent les expressions abrégées; symétrie zOux,
ten —lougqgen 7; pour définir le premier genre de symétrie; pour le
second, symétriv 0y, gen — g,

Javais déja eu Poccasion de faire dllusion & ces deux modes de
svmétrie (Chap. I, § 95 Chap. I, § 7 et I5).

2. Il est intéressant de voir dans quel cas une courbe unicursale
quelconque peut admettre deux plans de symétrie rectangulaires.

Fig. 7.

'&/ ] M

Supposons-les. pris pour plans des xz et des ay; les points de la
courbe sont done associés par 4, M, M/, M, M” comme sur la figure;
la relation entre le ¢ de M et le ¢/ de M’ est supposée ramenée i 'une
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4

des formes z + ¢’ ==0 ou 1t/ + 1= o. Prenons le premier cas; ¢ para-
metre de M” est lié & ¢ par une relation Aw"+B(¢+¢")+ C=o,
relation qui subsiste encore si I'on remplace le couple MM" par le
couple M'M”, de sorte que cette relation est simplement 2" =K, ou K
est une constante; en changeantZen Az, on peut supposer K égala +1

ouia —1.0n adone i choisir entre
M, M, M., M M, M, M", NM";
1 —_— 1 ou —1 1
Lo =l — Lo—t —

Si, au contraire, la symétrie x0 s est caratérisée par 1+ #'=o, on voit
aisément qu'il suffit de permuter le role de Oy et Oz dans lapre-
miére hypothese (ue nous venons d’obtenir. On n’a donc que deux
espéces de disposition : dans la premiére, les deux symétries planes
sont du type opposé (lemniscate); dans la seconde, elles sont toutes
deux du type & éléments doubles de U'involutionréels (ellipse).

Le premier type, pour les courbes sphériques unicursales, donne
manifestement les formules

g y— q21n+ A~1(/=m~l+ Aﬂqzlm——i_i_. ..+ [\“2"1

(3) [——Al(]—’.—Az(/'-’—____*_.:\gmf/:!m
‘ Z 2 P+ Ay g += Ao+ o Ay
P 2 2 “
i ,I'_’/n —_ A‘,[-/ll——l -+ A‘_"/-m—‘"f‘- L A\-zm’

condensation des formules (1) et (2).
Dans le second type, il sera commode au contraire de prendre 05
‘et yOz pour plans de symétrie; M et M” correspondent aux valeurs ¢
et —¢; il suffira donc de supposer qu'on écrit les formules (1) en
prenant le numérateur pair, le dénominateur impair par rapporta g ou
le numérateur impair et le dénominateur pair.

Le méme mode de raisonnement prouve aisément qu’une courbe
unicursale gauche ne peut avoir trois plans de symétrie deux 4 deux
rectangulaires. Pour une courbe plane unicursale, les trois plans
peuvent exister (ellipse, lemniscate), mais I'un de ces plans est préci-
sément le plan de la courbe. Il existe une infinité de courbes algé-
briques gauches ayant trois plans de symétrie deux a deux rectangu-
laires : elles ne sont donc pas unicursales.
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Une courbe unicursale ou algébrique ne peut avoir deux plans de
symétrie paralleles, mais elle peut avoir deux plans de symétrie
sécants, faisant entre eux un angle commensurable avec «; U'intersec-
tion des deux plans est alors un axe de rotation de la courbe; ceci
sera étudié plus loin.

3. Nous devons maintenant étudier le cas ol la courbe (W) admet
un axe de symétrie A, que nous prenons pour axe des z.

Un point M et son symétrique M’ ont leurs parametres liés par une
involution que l'on peut ramener soit 4 la forme ¢+ ¢ =o0 ou
i + 1 =o. Ceci entraine des conséquences analogues 4 celles indi-
quées pour la symétrie plane relativement au sens de circulation de M
et M’ sur la courbe. Dans le premier cas, les équations paramétriques
de (W) seront

A Ny )
L=\ — — o 1+ — | 2= - — 1 ol g + — )9
4 7 (/). 7+ =, /). (/ ;

ou f et f, sont deux fractions rationnelles conjuguées. Le second cas
donne

(5) a=q /() B=h(S)

ot f et f, sont encore deux fractions rationnelles conjuguées.

Il peut d’ailleurs étre aussi commode de prendre A comme axe des
ou bien si I'involution est 4 éléments doubles réels de la réduire 4 la
forme ¢/ = 1 au lien de ¢t + ¢ = o.

4. Supposons maintenant que le cone C se reproduise par une
rotation d’amplitude V autour d’une droite que je prends pour Ogz,
'angle V est nécessairement commensurable avec = si le cone C est
algébrique. Le cas V== vient d’étre étudié; inutile d’y revenir. Si
Iintersection de C avec la sphere ne se décompose pas, rien de plus &
dire. Mais si elle se décompose en deux courbes (W) et (w'), comme
précédemment la rotation V superpose (w) soit avec elle-méme, soit
avec (w'); dans ce dernier cas, une nouvelle rotation V raménerait (v )
sur elle-méme par une rotation totale égale a 2'V.

Je me borne done & étudier le cas ot une courbe gauche unicursale
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se reproduit par une rotation d'amplitude V autour de Oz: le point M
de paramétre 7 vient se superposer i un point M’ de parameétre 7 et 'on
a manifestement une relation homographique A2/ +Bz—+Ci' +D =o
entre ¢ et ¢'; les points doubles de cette homographie sont nécessai-
rement imaginaires si la courbe est réelle et si I'angle V n’est pas egal
4 7; nous supposerons donc qu'ils correspondent & £ = +7ou —; la

. ] t—t . -
relation sera done = K, ot K est une constante; en posant
. [} i « a . .
toujours ¢ =tang >, g=¢% onay —o =V, L — ¢™; du point M on

. o . 7
déduit donc tous les points de la suite

7, /,/ef“, (/821\ e
on devra donc avoir,. si m est le nombre de termes distincts,

k
V=12=% e oll £ est un entier Pleﬂ]lbl’ avec m. Je pourt al d()ﬂ(_ ranger

autrement les valeurs de ¢, & savoir :

19
1

I

T bt 2 — L fTC

7, (/em, (/(3'", vy g m ,

I\J
‘I

AT

lll 1)
g [ [er o) o 27T ~—
la rotation faisant passer du point ¢ au pomt g e™ sera égale a 2% .

ou p est un entier premier avec m. Celte rotation multiplie a« par
‘lpl’n.' ’u.
mn

donc/— reste invariant par le chdnﬂement de ¢ en ge™ et je
peux donc écrire

’

(6) ' a=gn ) 2= g )
ot f et f, sont deux fractions conjuguées; la réciproque est immé-
diate. '
Nous avons deja rencontré des exemples de cones & rotation au
Chapitre IT[, § 7, en particulier. A ce paragraphe, j'ai méme signalé le
cas ot (w) s’applique sur (w’). On vérifiera sans peine que ce cas
correspond aux formules
A W © A L U
= AL g AL 4 — Ny g

o == /]" )

(7)

oA g AL
pws) ;/‘; {/(2/1—-1)/;1__ :\1(/“”"_1“”—!— -

ot p est un entier impair; la rotation — fait coincider (w) avee (W').
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5. Il ne me reste plus qu’a signaler comment on reconnaitra si une
courbe unicursale tracée sur la sphére admet le centre de la sphere
pour plan de symétrie, autrement dit est 'une de ces directrices que
j’ai appelées muxtes. Jai, au Chapitre 11, § 11, indiqué le choix

o o ¢ .
du parameétre; en posant ¢ = tang;, g = €%, ¢ augmentant de 7 ou

St . 0 . 5 . 4 o N
g étant remplacé par — g, % est remplacé par - et § par —- On
arrive aisément aux formules

o — //‘Zm +»l+ Al (I?'”—-f—- e+ f\-)_m-l—l

NID)
)

(8) 1 — A ,| 74 e e . f\:;.m-kl ,/'.uu—H
' ’ 2 +
7 — 1 A, G e Asyg gttt N
¥ gl A 2 — A L -
7 Ny / e AX2m ]

Ces formules sont tout & fait analogues & celles relatives a la
symétrie 20y, g en — ¢; le mode de formation des fractions « et § est
le méme dans les deux cas avec cette différence que ‘dans 'un des cas
les fractions sont de degré pair, dans autre de degré impair. Dans
les formules (8), si I'on prend la position canonique autour de Oz,
on pourra supposer w nul et A, réelle.

6. Tout ce qui précede dans ce Chapitre s’applique & toutes les
courbes algébriques ou unicursales sphériques, sans que nous devions
nous préoccuper de savoir si la courbe correspondante (-\.) est ounon
algébrique. Il est utile de signaler une autre proposition importante
concernant les cones réels unicursaux dont la directrice sphérique
est unicursale ou mixte, que la courbe (-.) d’ailleurs soit algébrique
ou non. Je me borne d’abord au cas ou la directrice (w) est effecti-
vement unicursale et non mixte. Nous savons que sil’on se donne le
degré nécessairement pair 2m du cone C & directrice sphérique
unicursale proprement dite, et les indices 27,, 24,, ..., 21, des divers
couples isotropes, on a d’abord m =i, +~17, + ... + 7, et les équa-
tions paramétriques-de la directrice () sont de la forme

- A(/m"’r‘ Al(/'"-' —+ ... 'f—A/u
- lif{”‘ -+ Blf/’”-—l ... Bnl ’

o

(9)

8= A Alg ...+ A,g™
TR +Bly+. .+ B’,,,(/”"
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les coefficients A, A’; A,, Als...; B, B'; ...: B,, B, sont répartis par
groupes de deux imaginaires conjuguées et doivent satisfaire & une
identité '

(10) (Agm—+...+ A (A 4.+ ALg™) + (Bg™ ...~ B,) (B’ ...+ Blg™)
=K(q + k) (K g +1)'s(q + h)a(khg + 0% ..,

ou K est une constante réelle et k,, & ; £, k3 &y Koy p nouveaux
- couples d’imaginaires conjuguées.

Le résultat intéressant annoncé est le suivant : Quand on a fixé les
indices 7,, 7,, ..., 7, (ce qui donne m), on peut exprimer rationnelle-
ment toutes les inconnues A, A’; ...; A, A: B,B’;...;B,, B, au
moyen d’un certain nombre d’arbitraires indépendantes; et si ces
arbitraires sont réelles, le cone C est réel.

La démonstration montrera méme, mais ¢’est moins important, que
Kk, k5 ...5 k,, ¥, seront, elles aussi, exprimées rationnellement
au moyen de ces arbitraires.

Cette proposition est importante, car la. méthode suivie pour
arriver aux courbes (1) algébriques réelles se divise en deux parties
successives : premiérement, déterminer un cone C algébrique connais-
sant les indices de ses divers couples de génératrices isotropes conju-
guées; deuxiemement, choisir parmi les cones ainsi obtenus ceux qui
donnent effectivement une courbe algébrique. Le probleme prélimi-
naire se trouve résolu si le cone C est non seulement algébrique, mais
unicursal et si le nombre de couples d’indice impair est égal & 1 ou o.

La démonstration est intuitive : supposons, en effet, les nombres
L)y Ty, ..y I, liXés numériquement et le résultat acquis, soit si p a recu
une valeur inférieure, soit sip ayant la méme valeur, I'un au moins
des nombres ¢,, i,, ..., {, a une valeur inférieure.

Je porte mon attention sur le couple G, G} d'indice 2,3 je prends
pour plan 20y le plan OG, G, je suppose que G, et G| correspondent
respectivement & g =0 et ¢=o; choisissant arb’trairement un
entier r<7,, je dois écrire pour () les équations paramétriques

Agh - Agh i Ay 5= Al AL g 4.+ Alg”
q Bq”—:—B,t]""‘—I—..-—i—Bh, g B’+B’q—|—...—|—l$',ttj"’

(r1) o=

ou je suppose A et B, différentes de zéro, A + r = m; des deux quan-.
Ann, EKe. Norm., (3), XXXVI, — DECEMBRE 191g. 46
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tités A, et B une au moins est différente de zéro. Il suffira done de
connaitre les formules (11) et d'imprimer a Cle mouvement le plus
général autour de I'origine.

Or, pour connaitre les formules (11), il suffit manifestement de
connaitre la courbe (w,) correspondant aux formules (11) recopiées

. \ . . 1 .

urement et simplement aprés suppression du ur ¢” ou —; soit

p t et simpl tap e lu facteur ¢” =3 soit
q

Af]/'+ f\lf//l"'l—l—. ..+ Ay, @ ___. A+ '\'l q +.. .+ A;l(/""

(12) o= T B+ Big+...+B,¢”

’ B(/"—i—131(/"“‘+...—+—li/,’

Le cone C de directrice (w), formules (11), oule cone C, de direc-

trice (W), formules (12), ont 'un et lautre leurs génératrices iso-
tropes définies par I’équation

(13) (Agh+ Ag— 4 .+ A (A Alg 4. Ay
+ By + BB +Big+...+BL¢")=o0o

Un couple tel que G, G, de C, distinet de G, G, correspond a deux
racines d’ordre de multiplicité , de (13) et ces mémes valeurs de ¢
donnent sur C, un couple isotrope, d’indice 27, aussi, ayant une
autre position dans I'espace. Quant au couple G, G}, si r=1,, équa-
tion (13) n’admet plus la racine ¢ = o, le couple G, G, n’a pas d’équi-
valent sur le cone C, qui a donc seulement p— 1 couples isotropes
- dindice ¢, ..., i,. Au contraive, si r<C7,, U'équation (13) admet la
racine ¢ = o au degré, — r, le cone C, admet pourg = o0 et ¢ = un
couple isotrope d’indice 2(7, — ) sculement correspondant & G, G,
donc le cone G, a p couples isotropes comme C, p — 1 couples ayant
méme indice sur C ou C,; mais un autre a un indice plus faible.
Donc la proposition est établie si l’on sait la démontrer pour C,, que
r soit égal a 7, ou inférieur a z,. _ ,

On peut non seulement se donner 7,, 7,, ..., 7,, mais décomposer
chacun des nombres 7, ..., 7, en une somme d’entiers positifs
choisis arbitrairement. Autrement dit, soient », 7/, ..., r®=" des
entiers posilifs choisis arbitrairement, mais de somme 7,; si le
nombre n est égal a I'unité, le cone C sera a déduire du cone C, &
p—1couples; si »—1 n’est pas nul, nous avons une série de cones
G, G, C,, ..., C, dont le dernier est & p — 1 couples; tandis que
Coys Cuoyy .-+, Gy, Gpossédent en plus de-ces p — 1 couples un couple
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supplémentairve dont Pindice va en croissant en passantde G, _, a4 C,—,
puis.C,—y, ..., et enfin G, et C.

Cela posé, supposons obtenues par un moven quelconque les équa-
tions paramétriques « = £ (Q), § = /, ((—%
d’un cone unicursal & p—1 couples \ig(‘)tl‘opes d’indice pair, cone
supposé mis dans une position quelconque autour de son sommet,
Jet f, désignant deux fractions conjuguées; pour laisser subsister
ces p—1 couples avec leur indice et ajouter un couple complémen-
taire, je remarque que £ et &’ désignant deux imaginaires conjuguées,

) de la directrice sphérique

. .« N . ()—/\.
s1 Q a une valeur de module unité, I'expression —— est le quo-
e — Ii
. 0
tient de deux imaginaires conjuguées et a pour module l'unité; il en
. . . A I Q—rk
sera donc de méme du produit de cette fraction par o T—qgp A pour
module 'unité, si Q a pour module 13 si 'on effectuait la substitution
) — 4k . . . . 1
=g Q =k correspondraitg = o, 4 Q = yx

correspondrait ¢ =, de sorte que, d’aprés ce qui précede, les équa-

tions
Q—£k\", o (1= QAN 0
«=(itge) o e=(g=r) #(g)

représentent la directrice sphérique d’un nouveau cone unicursal
ayant d’abord p —1 couples isotropes de méme indice que le pré-

v

homographique ¢ =

, 1 T .
cédent, plus un nouveau, pour Q = % ou o d’indice 273 si nous

imprimons le déplacement le plus général 4 ce cone autour de son

sommet, cela reviendra & écrive o = f, (Q), B =/f,., <ﬁ>, oul’on a

R
Q) = Q=7 \,. . ’
—[J'”(I—(:)T/ fk(l) 'T'.)‘%)
(14) 1— QA
28 “(Q—/« )f"(\o)*""“
fl"“(—j): 1= QAN 1 S

.. . | AT . L.
Si je veux laisser au couple (/e, E’) Pindice 2r, j'en reste la; sije
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veux lui donner lindice 2r+ 2r,, je n’ai qu'a écrire a =/, (Q),

B=/San (L)) , avee

] )*1< YA > Q) +m
(15) / ~ta(TgE) O
[R9] ¢ .
. ('_()A ) /xo( >+!J-1.0

O~

PO —F
f”( >: Y
| —e (=) selg)
et ainsi de suite, £, et f,,, fa et fay. ... désignant des fractions
conjuguées; A et hy, A, et h, ,, ... désignant des couples de constantes
conjuguées. ‘

Tout revient donc a construirc un cone unicursal n'ayant qu’un
couple isotrope d’indice pair; or la méthode du début s’applique
comme on le voit sans peine : le cone se ramene successivement & une
suile-de cones n’ayant tous qu’un couple isotrope, diminuant d’indice
a chaque fois, tout en changeant de position dans I'espace, ohtenu
toujours pour les mémes valeurs du paramétre, (ue je peux supposer

étre ¢ =0, ¢ =o. Le dernier cone de la série se réduit nécessai-

A
rement par un déplacement convenable i un cone &= Ag?, = —,

a représentlation impropre, sip > 1, cone de révolution autour de ()z,

A étant une constante que je peux supposer réelle et Jeffectue sucees-

sivement les opérations analogues & celles de la suite (1[.) (15)
J'écris successivement, A et B étant réels,

f((/):(/h__...\n, ( )... [ -— 1\”//[:
f q

Agr+ 8B A+ Bgr
. - l "\
Flg = TS ey l'°ﬁ'/"(6) ke
ST = A e
(16) ¢ , Tyt g
- P, [
fiig) = ',‘.1(//)_,‘/'1((/) + ; < lﬂ) L (;,“,‘ ./17r:( ;/‘ ) + 4y u-
: = ya P + T 2 \g) A 7
PP fi(q) 1 q "Il”',, /’0<%)+/1
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et dans la suite (16) les équations o = £,(¢), B =/, | é ) définiront

un cone unicursal ayant un seul couple isotrope d’indice

2D 2P+ 2P+ .o 2P0

&

on doit supposer n=1 & moins qu'il ne s’agisse d’un cone de révolu-
tion. On transforme ensuite ce cone en cone a deux couples, puis
(rois couples, ...; les opérations successives n’introduisent que des
calculs rationnels; les valeurs du parametre correspondant aux divers
couples sont mises en évidence et rentrent précisément dans les cons-
tantes arbitraires.

Pour étendre cette proposition aux cones a directrice mixte, écri-
vons les équations paramétriques générales d’une courbe sphérique
mixte de degré 2(2m + 1) :

qm»{-l -+ \,(/2111 - \2 ’lilll‘l -+ .- »'\'.'nh:»l

o= N ——— n -~
(17) t— A g = AT — = A gt
17 , . Lo
’ 2 4+ ANy A A A 2
M= (l!//H—l — }X‘ (l'im 'f—'fx'l ,/:m-—l___ L — A‘_’m-H

L’équation aux génératrices isotropes du cone C est alors

(|8) (72/n+l+ AZ(IM/L—A -+ A!'q?/n--—:;_i_”'_*_ Azm([)(l &+ A;(/2+"-+A;m’/2m)
-+ (1\1 (/2m -+ As (]‘zm-—z e Aznz-i—l) (A‘ll A S Aém+1(]2m+l) — o.

Le premicr membre de (18) est un polynome entier impair en ¢,
admettant la racine ¢ = o & un ordre impair de multiplicité, indice du
couple isotrope d’indice impair; les autres racines sont associées par

. . I —1 .
groupe de 4, a savoir £,, —4, T T qui donnent un couple
L ll

d’indice pair égal au double de I'ordre de multiplicité de chacune de
ces racines Supprimant le facteur ¢ dans le premier membre de (18),
nous aurons en posant g = une identité

.

(19) (@™ Ayt Ay@™ 2+ Agy) (1 Ajr .+ A 2)
(A Ay e A A ) (A o= Al ™)
= Kuoi(xw — ) (ke —1)i(x— kD)a(hkPe — )b, ..

Sidonconafixé I'indice 27 +1 du couple d’indice impair, les indices
27,, 20y, ..., 21, des autres couples, I'identité (19) ne differe que par



3006 BERTRAND GAMBIER.

les rotations de I'identité (10) et le résultat est que nous savons
exprimer rationnellement au moyen d’arbitraires les quantités A,,
/ 4 ! / . .
A e A Ao AL et AL AL LG AL AL L, AL, ainsi
que K, £, £, ..., &3, k7, '

p’
On passe par I’ mtermedlaue de la courbe sphérique unicursale
auxiliaire
A e P e VR 7 A N W
TAT At + Nap ot

(20)

P ALy . oAb, g™
A+ AL+ Ao g

=

qui sert de base & un cone unicursal admettant le couple ¢ =0, ¢ ==

d’indice 27, le couple £,, =5 d’indice 27, .. ., etc.

e :

Dans cette proposition amsi établie, il faut se rappeler que je n’ai
fixé aucune autre indication a priori que les valeurs des indices des
divers couples; toute autre condition donnée i 'avance, relativement,
par exemple, au degré ou & la classe des cycles, diminueraitfe nombre
des arbitraires, mais il ne serait, en général, plus vrai que les coefli-
cients inconnus s’expriment rationnellement au moyen d’un certain
nombre d’arbitraires. Cela se concolt aisément, car en nous bornant
aux conditions de I’énoncé primitif, nous avons tous les coefficients
inconnus exprimés rationnellement au moyen d’arbitraires 2,
Ay, .ry Ag; les relations nouvelles se traduisent par des relations
S(Ny Ky, ooty A) = o dont nous ne pouvons rien dire.

Il est bon de signaler que si 'on impose au cone G d’admettre un
axe de rotation, la propriété subsiste : car, en prenant Oz pour axe,

les equatlons w=q?f(qg™), B = q" <—I,7L> conduisent & considérer
la courbe & = f(x), 8 _f0< > que I'on déterminera par la méthode

indiquée ici.
Dé méme, si’on suppose que le cone C et la courbe () admettent

~le plan Oz pour plan de symétrie, g en ? le résultat subsistera pourvu

que les points d’intersection de () avec le cercle de I'infini se répar-
tissent en couples de deux points & la fois conjugués et symétriques
par rapport & xOz, car alors il suffira, dansles diverses formules (14),
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(15) ou (16), de supposer les fonctions fou 7, réelles, les quantités
A, 1y hy, ... toutes réelles, ainsi que £, &, .. ..

Nous allons voir que, dans le cas de la symétrie g en — ¢, le résultat
subsiste complétement; supposons que le plan de symétrie soit 20y,
les équations de la directrice (W) sont réductibles i lune ou I'autre
forme : '

{ o — (]’lp-é—i ,/‘lm+l - \} q‘lm -+ \? (]j.:m—l A fx‘-zmdrl i i
11— Alg  + AL — o= Ay g
(21) . s . B
s ! 1+ Ay ALy A Al T
= qu-f-l ,/'.'uH—l —_'i\1 q'_’lll + ;\2(/2”‘*‘—. L — ‘,\2”’4_[ ’
ou .
o ,/Jp (/.’m -+ \l‘ ,/’Jm—l -+ A'Z (]‘_’m ”‘2+ R -’\:’m i
1 — Ay + Al ¢* o AL, g
(22) ) \’ \' g2 A’ 2m
! T+ Ay -+ AL q -.L—...»Jr—-:\g,,,//'
— p S — -
G gt — A gt e .

ou p est un entier positif ou nul. Dans le premier cas, la méthode
exposée conduit & déterminer la courbe auxiliaire

s " — (/Elll+l+Alﬂ2ln+. . ~+A-’m+1

bl 1
(217) 11— Ay L — AL, g

i
’ - = ALy A Al g2
q-zm - \lfl'“” e — Azm +1

correspondanth un cone & directrice mixte : probleme qui a été résolu
complétement.
Dans le second cas, la méthode conduit a étudier la courbe
auxiliaire
P EA ST Ay,
11— Alg = AL, g ’

N

(22,) ! ! 0
1+\q + . A gt

ﬁ - (/2111__ AI ,/2111-1 “+ ... :\2”‘

T —— e

Cette courbe [identique & la courbe (22) si p = o] est la directrice
d’un cone admettant aussi la symétrie zOy ¢ en — ¢, admettant pour
chaque couple isotrope du premier un couple isotrope de méme
indice, exception faite pour le couple z =0, = iy = o d’indice 4p
sur le premier, couple qui ne se retrouve plus sur le second. La
considération des génératrices isotropes, soit du cone (22), soit du
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cone (22"), conduit & 'identité

(23) (2" Ay 2 o A (1= AL g+ o+ AL, g2
(AP Ay e A ) (A 2= A gt
=R (22— D2 — 00 (2 — I (KR —1) L

En remplacant ¢* par x, j’ai 'identité

(23" Co(am A L+ ALy (Al L AL, )
(AN e Ay (A @+ - AL )
=Kz — (e — 1)) (e — k)M —1)a ...

Et il est alors naturel de considérer le cone auxiliaire de directrice
sphérique
2 A=t Ay
A T+ Aoy
T Ay 4. AL, 2™
AL+, - AL’

(24)

qui, en vertu de I'identité (23’), admet un couple (J,::Al ou %)
AR

. . . '.) T . . . ' . .

d’indice 27,, un couple { £2, —5 ) d’indice 21,, ... : la seule différence
I 2 /,- 2 2

5o . , . 2 . N ' .-,
qu’il y ait avec le cas général, correspondant a I'identité (10), est que
I'on a spécifié qu'an dénominateur de « le terme en x™ a son coeffi-
cient nul. Or cette condition est facile & exprimer : le. cone (24)
dérive par la méthode indiquée d’un cone antérieur

_d+dz+ .+,
T+ b+ b,

_axl+ a2t 4+ a,
T ot b2t e by

o

e

par les formules (14), & savoir

Mo — )V (axh4.. . +a,)+ p(1— K2\ (bzh+ ...+ by).
— Pl — k) (@ax’ +. ..+ by) -1—.).0( t— A ) (bxt+ ..+ by’

a ==

il suffit done d’écrire wya—(—1)Y X, £ b =0 pour avoir une condition
donnant rationnellement @, en fonction de %, et w en fonction de A,
de sorte que, finalement, la méthode géncrale s’est appliquée jusqu’au
bout; dans la derniere transformation successive de cones, au lieu
que A, A, ., K, soient arbitraires, il n’y a que A ‘et A, qui le soient;
tous les coefficients ont encore 6Lé exprimés rationnellement au



SUR LES COURBES A TORSION CONSTANTE. 369

moyen d’arbitraires, entre lesquelles il ne reste aucune relation i
écrire.

7. Nous avons maintenant & notre disposition tous les éléments
nécessaires pour aborder la recherche générale des courbes (- 1‘) uni-
cursales ou algébriques, en dénombrant les inconnues, ainsi que le
nombre de conditions auxquelles satisfont ces inconnues. 4

Finsiste d’abord sur ce fait classique qu'une simple énumération
 d inconnues et d’équations est tout a fait insuffisante. Il ne suffit pas
de constater qu'un probléme de géométrie sera ré ésolu si I'on sait (ou

“du moins si l'on peut) trouver m +p quantités satisfaisant & 7 rela-
tions pour affirmer qu’il y a des solutions (réelles ou imaginaires) et
que la solution la plus générale dépend de p paramétres al‘bltran’e
Pour bien nous rendre compte de cette proposition, supposons que,
suivant I'habitude, toutes les equahom écrites aient zéro pour second
‘membre : si 7z individus isolés ¢crivent chacun au hasard une fonction
algebmque de m ~+ p variables z,, z,, .. <5 Zpuapy L€ SYStéme obtenu en
‘égalant_ i zéro chacune de ces fonctions sera compatible et aura
eﬁectwement sa solutlon générale dependant dep arbitraires, parce
que les m premicrs membres sont mdependants majs, si lon consi-
dére le probleme de géométrie que j'ai imaginé, se Lraduxsant par un
systtme de m équations i m + p variables, si arbitraire qu’ait pu étre
I’énoncé, rien ne prouve que les 7 premiers membres doivent étre
indépendants. Nous devons nous livrer & une discussion préalable,
souvent trop négligée dans la pratique, qui nous conduira a I'une des
trois hypothéses suivantes :

° Le systeme est effectivement formeé d’ équations mdcpendantes-
ila aolntlon générale dépend de p parametres; i v
2% Les premiers membres ne sont pab mdependqnts et le syqteme
_est incompatible; :
.30 Les premiers membres ne sont pas’ mdependants et le sysleme se
créduith o équations distinetes (m' < m), les m—m’ autres étant de
pures conséquences des premiéres; le systéme es(. compatible et sa
"’solutlon genérale depend dep ~m—m" pammetres arbitraires.

Nous avons rencontre des exemples nombreu\ de probleme%
Ann. Ee, Norm., (3), XXXVI. — DECEMBRE 191Q. 4y
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rentrant dans le second type ; il suffit que I'un des cycles isotropes
soit de degré d et de classe 2d, ou encore quel'un dés cycles isotropes
soit de degré et classe ¢gaux & d et d’indice 34. Dans la these de
M. Lyon, la plupart des cas amorcés rentrent précisément dans ces
cas d'impossibilité.

La discussion préalable en question est négligée précisément en
raison de sa difficulté dans la plupart des cas. Mais un moyen simple
de la tourner s’offre naturellement quand nous pouvons, par un
procédé quelconque, mettre la main sur une solution particuliére, avec
ou sans parameétres, car alors on est nécessairement dans la premiere
ou troisiéme hypothése. J'ai donné un exemple tres simple de ce
procédé lorsque je me suis proposé de trouver une courbe unicur-
sale (<) pour laquelle le cone directeur des binormales est de degré 8
avec un premier couple isotrope d'indice 6 et un sccond d’indice 2
(Chap. III, § 17). '

Ce qui précede ne fait pas intervenir la notion de réalité ou non-
réalité. Supposons d’une facon plus précise qu’il s’agisse d’éléments
géomeétriques réels, que les inconnues soient des quantités géomé-
triques ou numériques réelles satisfaisant & un systéme d’équations a
coefficients réels. Il faudra, en général, se résigner a vérifier si les
équations sont effectivement indépendantes; supposons donc celte
discussion faite, le systéme a été réduit a m équations

Xl ({L‘,, Loy voey Ly Loty Lippgy =« oy a"m—f-p) =03
(25) ) Xo (& vovnn, By Lomatdy oo veennnn s Ty p) :o;.

s et et e et a e e et e e et ae e ;

Xllz("l"h """" y Tiny Tty oeeve e H 'Z'm+p) =0

distinctes; on essaiera de trouver une solution particuliére (avec ou
sans parametres) ), @,, ..., Ln; Ty - -5 Lopy, Téelle, et sile sys-
téme (25') obtenu en remplacant 2,.,, ..., @, PAr L1y <o vr Ty |
admet avec un ordre de multiplicité impair la solution 2}, =3, ..., =),
on pourra affirmer qu’il y a une infinité de solutions réelles pour
lesquelles @, @pasy --.5 Xy, restent voisines de @y, 1, «. ., Ty
on pourra prendre précisément z,,.,, ..., L,,, pour paramétres indé-
pendants et développer «,, ..., @, en séries entiéres a coefficients

réels procédant suivant les puissances entiéres (ou fractionnaires,
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suivant le cas) de w0 — @1y ovy Xy, — 2, Clest ce qui a été

fait pour le cone du huitiéme degré rappelé plus haut.

8. Abordons, comme application, des problémes généraux : sup-
posons le cone C unicursal de degré 2m n’ayant qu'un couple isotrope
d’indice 27, de degré et classe égaux & r et admettant la symétrie

50x g en ;' Ona, d’aprés ce qui a été expliqué au Chapitre II (§7) et

au début de ce Chapitre, le droit d’écrire

Lqh Ayt A,
th—f—...—i—Bh

o P4 Ay ...+ Apgh

T " B+=Big+...+Bug"

a::(]

(?6) (h+r=m),

ou les A et B sont réels, en nombre 24 + 1. L'identité

(27) (¢"+Ag" '+ AL (T + Ay g 4o+ Ang™)
+(Bg"+...4+Ba)(B+B,g+...+Bug")=(1+A2+...+B})g"

exprime que le couple ¢ = o et ¢ == a pour indice 2 (% + r); d’apres
ce qui a été expliqué au paragraphe 6, cette identité permet
d’exprimer A,, ..., A,, B, ..., B, rationnellement au moyen d’arbi-
traires indépendantes; 'identité (27) donnant 4 relations entre les
A et B, le nombre d’arbitraires indépendantes est 2 + 1.

Il ne reste plus qu’a écrire les deux conditions résiduelles fournies

do Bda , .
’ M d 3 S te ]
parf(]_*_mﬁ)2 f( P ona donc deux équations seulement entre

h -+ 1 inconnues. Donc, il est permis d’espérer obtenir des solutions &

h —1 paramétres; nous connaissons un cas d’impossibilité : le degré

et la classe étant égaux tous deux 4 r pour les deux cycles isotropes

conjugués, si l'indice 2(A + r) est égal & 3r, c’est-a-diresi 7 = 24, on

est dans un cas d’impossibilité. Nous avons vu un autre cas d’impossi-

bilité, a savoir A =1 et r =1. [Je rappellerai pour mémoire que si
dow

r-2h+1, lafraction est un polynome entier en g, de sorte

dq
(1 +aB)
quil n’y a qu'une équation entre les (£ + 1) inconnues. ]
Occupons-nous maintenant de la réalité : an Chapitre 11T (§ 9) nous
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avons vu que, pour la réalité, il est nécessaire que r soit inférieur a k
sans égalité (ce qui ¢limine alors les deux cas r=2h et r=~h=r.

Nous avons fait la discussion en particulier pour A =2, 7 =1 (cOnes
dusixitme degré i plan de symétrie) et reconnu que le nombre de
paramétres arbitraires restant est bien égal au nombre prévu parle
simple dénombrement, et qu"il‘_\f a des'solutions réelles (avec un para-
metre arbitraire ). : : vt

Il serait sans doute asscz pénible de.reconnaitre si, pour toutes les
valeurs de 2 et de », il y a des solutions (réelles ou imaginaires) ou
s’il y a des solutions réelles pour A quelconque et » < A.

Il y a un moyen trés simple de démontrer qu’il y a effectivement
des solutions & A paramétre S s1 r2oh 41, 2 A1 paramétres si
,.< 9 h. .

En effet, au Chapitre 11l (§7), nous avons mis en évidence une
solution p‘xrtlcullme oblenue en faisant

= By=. .= ;\/,,,:‘: li,iﬁ B,=. So= ]%I),A,:o. ‘

Cette solution renferme un paramétre arbitraire; donc si r est supé-
neur ou o“al a2h—+r1, la solu(xon gvnmale d('pcnd h]en de & arbi-
traires, mais donne toujours une courbe imaginaire; si » < 2h, on
pcu[ considérer comme [I(‘b probable que les deux oquatlons obtenues
entre les 2+ 1 inconnues sont distinctes (car il en est bien ainsi pour
h=2,r=1) et alors la “solution générale depondr‘ de h—1 arbi-
fraires; en tous les cas, si les deux équations n’étaient pas distinctes,
I"existence d’une solution particuliére entrainerait simplement cétte
conséquence que ces deux oquallonb se ramenerajent & une seule, et
il y aurait A arbllran‘os au heu de 2 —1. Quant a laréalité, nous savons
qu'il.est nécessaire que 7 soit, inférieur i A si (,eld a lieu, la solution
partlculme 4 un parametre rappelcée a I mstant est réelle si le para-
métre, varie ‘entre certaines limites; mais: cela ne. suffit, pas.pour
afﬁrmer que, parmi 1 lcs solutions &/ —1 par ambfres, il y-en ait effec-
tivement une infinité & A —1 paramétres qui sont réelles. Pour bien
comprendre ceci, imaginons un point z, y, s satisfaisant a une condi-
tion unique f(z,y, z)=o0; il y a deux paramétres arbltrau*es, e
point décrit wiie surfice S sil’on sait trouver uné infinité de solu-
tions réelles b ' parametre pour &, y, s'réparties sur uneé codrbe T,
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cela n’entraine pas que la surface S soit réelle; si 'équation f = o est
algébrique, on pourra Paffirmer par L‘{L‘mph‘ si ' est ligne simple
ou multiple d’ordre impair sur la surface S. Ce sont des bO!lblde ra-
tions analogues qui entrent en jeu ici.

Je ferai remarquer encore pour mémoire que si 7 n'est pas.premier

g"+ Ay g 1 1+ Asgt
7 R+ B, P~ 7 B+ Bugh’
ainsi mise en évidence, est mise sous forme paramétrique lmpropre,
mais cela ne.géne nullement pour la démonstration.

Iy a un autre groupe de solutions particulieres (ue nous aurions,
pu employer : supposons que % n’est pas premier, soit & un diviseur
de % autre que 1, posons 4 = A'd. Les équations

avec /4, la solutlon particuliere o=

/h [A “+ a, (/(/I’ l)d+a q(/z’ ‘7)11_,]______;__‘1/1,
o=q" by by g 0T ], (/ =nd o [)h,’
bl a gt aggh
g b -+ big®t ...+ by ,//mi

(28)
. p-

donnent, 'nous:allois le VOH‘, des solutions & A’ parametres. Comme
plus haut, si r et d e sont pas premiers, la representatlon (08) est
lmpropre, mais ceh lalsse bUbblStel' le resultat :

9. Noussommescondui& tout naturellement 4 étudierle casou
le cone C satisfait aux ‘mémes conditions que precedemment et ol'la
courbe () admet 0z pour axe de romtlon Jécris, r et m etant pre~
miers entre eux, : ‘ =i

: a = (/ B(//””_f‘ B ,I(Izvl)up .. - B/l ’
8 A I+ A, r/”' -, + \/ ,//un -
o r/” B+ B, (/"'+ L+ By, q/uu

g i /hnz+ L& ,/‘lz !)m+ S 'Xh

('?'é)

ol je garde les mémes notations que dans le paragraphe plecedent
afin que nous nous rendions compte de 'analogie des calculs. Le fait
que le cone C ne contient que les deux génératrices isotropes g = o,
g = oo, se traduit par I'identité .
(36)‘ VU A e 4 A (U A R L D A
e = (Bt Byt e B (B e Ay

e (hEe AL BT s
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qui est exactement la méme qu'au paragraphe précédent, de sorte que

nous retrouvons les mémes expressions paramétriques de A, A,, ...,

A4 B, By, ..., Byau moyen de A —+ 1 arbitraires A,, A,y oovy Ay
Cettc fois, m Ctant supposé différent de 1, les deux intégrales

f{[ TR [(1 PO sont automatiquement algébriques. L’inté-
grale f {3) donne unerelation nécessaire et suffisante entre les A.
Formons cette relation. Je puls poser ¢"=uxz, a=4q" f((“z))
_ I fl(x) LI
Q _(/7991(1'), etyal
| s [rfoxmetel /o1,
(31) f(1+‘7[~) I+ AZ +B J qulz ({f].

Il suffit donc d’exprimer que le polynome en x de degré 44
[rfo + mz(of — f9')] fi%, n'a pas de terme en x**; j’ai appele/ la,
dérivée du polynome f(x)==z"+ A, &'~'+...+ A4, .... On peut
‘remarquer que si 7. devenait égal & 1, ¢” ou @ coinciderait avec ¢ et,
par suite, le calcul que nous faisons serait encore valable pourm =1.
Les calculs que nous avons faits jusqu'ici : réalisation de I'identité (30),
condition fournie par I'intégrale (31), sont donc valables méme pour
m=1; la différence est la suivante, suivant que m surpasse 1 ou
égale 1: sim surpasse 1, nous avons obtenu loutes les conditions ;
sim est égal & 1, nous n’en avons qu’une partie; il faut adjoindre aux
conditions déja écrites, recopiées en y faisant 7 =1, la relation

: EN Y ot > \ : . 3
fournie par f——-———( g (d’ailleurs si 7Z 24 +1, cette nouvelle intégrale

ne donne pas de condition). La remarque que nous faisons ici sur les
calculs analogues relatifs 3 un cone & rotation et & un cone sans rotation
sera exploitée avec tous les détails nécessaires.

Cette digression faite, il est bien clair que la relation fournie par (31)
est de la forme

r nl

(32) ;;‘:l'(xnkﬂa coos Aagg)e
I1 est alors naturel de poser la question de la facon suivante: A,,
Koy ouvy Myoy sont &+ 1 variables qui doivent étre réelles pour que la
courbe (29) soit réelle. Considérons-les comme les coordonnées d’un
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point dans Iespace & 2 + 1 dimensions ; cherchons entre quelles
limites varie la fonction F quand le point (%, Ay, ..., 2,4,) balaie cet
espace tout entier : soient / la limite inférieure, L la limite supérieure

r R . . . .
de F; quand — aura une valeur rationnelle prise arbitrairement entre

. etL, Péquation (32) représentera une variété réelle a 4 dimensions
dans cet espace & A+ 1 dimensions; done, nous aurons des courbes (-1

» R . r N .
réelles algébriques pour toutes ces valeurs —> courbes & /i paramétres.
Autrement dit, la méthode revient, la valeur de A étant donnée, a

ey, r . . .
considérer — comme une nouvelle inconnue, qui ne prendra toutefois

que des valeurs rationnelles. _

Une digression en passant: j’ai supposé jusqu’ici » positif; mais il
est bien clair qu’'il n’y a aucune raison, dans le calcul de Zet L, a éli-
miner a priort les valeurs négatives de 7 ; en elfet, dans (29g), sirest
négatif, rien d’essentiel n’est changé ; d’ailleurs, nous pouvons alors
faire tourner C de 180° autour de Oy, ce quise traduit indifféremment
soit par la méme rotation de () autour de Oy, soit par I’échange
de () avec la-symétrique de () par rapport 2 z0z; or cet échange
revient & permuter « avec B: dans un tel échange, déja signalé nom-
breuses fois, 7 change de signe en méme temps que les coefficients

, . A,
A, ..., A,, B, ..., B, sont remplacés respectivement par Af L
'3
A/z—:z
) e o e
A, :
Il résulte de la que /= — L; bornons-nous donc i caleculer L et &

prendre r positif; nous savons a priori que la réalité exige r < Am,
donec LZA. D’autre part, il est évident, en raison de I'exemple du
Chapitre IIT (§ 7), que L = /, en effet, nous savons que

A=A, =...=A,_,=o0, B,=B,=...= B, =o, B,=1,

//un +r

Ap=—B= hm —r

. . -y , - I -
est une solution particuliere, réelle si ~ </ ; donc la proportion est

bien établie.
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10. La méme méthode donnera les résultats suivants :
Cone -unicursal n’ayant ni rotation, ni plan de symétrie, & deéux
génératrices isotropes :

(]Il+\(//11+ —1-"'\/1

M ey e era——
e b 1+ Alg+ A’(/—i—- + Apg”
' 7" B+ Bg+ B+ +l§,,r/"'

En tenant compte,des résultats du Chapitre ITI (§ 6) et de ce Chapitre,
les quantités A,, ..., By s’expriment rationnellement au moyen de 2/
arbitraires si I'on se borne & exprimer qu’il n’y a qu’un couple iso-
trope; trois conditions résiduelles s’ajoutent, de sorte que la solution
générale est a 2/ — 3-arbitraires (sauf cas d’exception: r =24 et
r="h=1);la solution partxculwre du Chapxtre I (§ 7), :cor-
‘reqpondant" : by T s
A ‘ A=Ay = A= .= A = o,

s By=By=...= By, =B, =... =B}, ;=0

permet.d’affirmer en toute rigueur cette existence. Enfin, pourlaréalité,
il est nécessaire que r < 4 et il est vraisemblable. quen général cette
inégalité sera-suffisante, car pour 2 = 2-il en est.hien ainsi.

 Soit maintenant le cone unicursal & deux. génératrices lsotropes,
dépourvu de plan de symétrie, mais ayant un axe de rotation

q}"”l+ A q(ﬂ_”"l—}- .+ A/L
q B(]/Lm_,‘_B q(/h—l)nz+ -""Bh :
‘I 1 i —-}-A’ q1n+ +Ahql£m.‘
T //' B+ B f/"‘+ S Bgghem

GO

Comme pour ( )3) les A etBs oxpmmentratlonnellement au moyen de
2 A arbitraires; cette fois, il n’y 2 qu une relation résiduelle provenant

defﬁ%; comme plus haut, pour la réalité, il est nécessaire et

+suffisant que - sont mferleur a h on a des courbes réelles & 24— 1

farbitraipes i 0 e e e i3 e
Soit un céne umcursal a dcux génératrices 1botropes d’indice impair,
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~1

, - 1
admettant le plan 202 pour plan de symétrie gen 7
N 4

e ’/21'+l -+ :\1 '/2,' -+ \;!f/i'hml I '\;v/,-|
oL = (/ " YT
_ T— Ay + Ay o= Ay gt
(33)
e 1 1+ A + Ay 4 A g
- == (]2!' ,Izlz+!_ \lflﬂ'l - _\2,/:'/:4 o -—"f\e/u-;

Nous avons vu que la condition que ¢ = o et ¢ = s donnent le seul
couple isotrope permet d’exprimer rationnellement A A,...A..,
au moyen de /4 —+ 1 arbitraires, lesquelles serontliées ensuite par deux
conditions résiduelles. Pour les mémes raisons, la solution générale,
si 7> 2/h+1, dépend de /A arbitraires, mais est imaginaire; pour
r=2h+ 1, il y aimpossibilité; pourr <2/ + 1, la solution générale
dépend de A— arbitraires; pour avoir des solutions réelles, il est
nécessaire que » soit inférieur ou égal & 4 et 'existence des solutions
réelles est alors vraisemblable; tout cela a été vérific pour =1,
r=ri. g ‘

Prenons maintenant le cone unicursal & deux génératrices isotropes
d’indice impair sans plan de symétrie :

ar (]2/l+l+ A’ f]2/l+. . -+A‘l/1-'-—l
l——r\’l(/ +...—-A2]L.+_1(/2/H'l’

a==4q

(36)
I t-+AY g o Ay gt

[ qﬂ/' ,[‘.’/H-l__j\l(]‘.’iz_‘__' L — “x'zll—i—i

Comme précédemment, les lettres A, A', ..., Aoy, A, Ay, peuvent
s’exprimer, avant toute condition résiduelle, rationnellement au
moyen de 2/ + 1 arbitraires; il y a trois conditions résiduelles (deux
seulement si 7 surpasse 2/ + t); done, s1 7 surpasse 24 —+ 1, la solu-
tion générale existe et renferme 24— arbitraires; pour r =2/ + 1,
il y a impossibilité; pour » <24 +1, il y a 24— 2 arbitraires et on
peut, si 74, obtenir dans certains cas des solutions réelles : pour
r=h=r1, on n’avait eu que des solutions imaginaires.

Nous pouvons considérer les cones de méme définition géométrique
que précédemment, mais admettant en plus Oz comme axe de rotation,

Ann. Ee. Norm., (3),kX;XXVl. — DecenBRE 1919, 48



378 BERTRAND GAMBIER.

m étant un entier impair, premier avec 7 :

oy (/21_ (/r'1/1+l,‘m+ :\l(/””" L ~“\2h+| ‘ 7
l—‘\l’//" +..‘_1_\2h”,/(:/1+1,\m
(37) . _l_ [ - Al,/m 4L+ i\-1/;+|//“h+|‘m'.
&= q-_'r qr'.'h—)-l mo___ -’\l(]ikm . — f\le»l

Si/ et r ont les mémes valeurs que dans (35), il y a un parametre
arbitraire de plus pour le cone (37) que le cone (35), mais cette fois

R . ’ . ar 7 u
la réalité est établie en toute rigueur pour — < 2h+1. De méme

pour le cone

o q‘Zr (/l:‘/l+l)m 4+ ‘_\1 (/?/lm L Azh.u ’
(38) “A'l (lm +~~-~‘—‘A2h+x(/“('+”m
? @ i 1+ A’1 q" A A-Z/l—b-i(/“h +1)m
= =7 7% - - ,
L qw (/(.’h—!—i)hl_ Al (/.!/1111 4. — A2/4+1

il y a deux paramétres de plus que dans (36) et I’existence de solu-
. Lo : . . ar )
tions réelles est établie en toute rigueur pour — <l 2/ + i.

Passons maintenant aux cones unicursaux a deux génératrices iso-
tropes d’indice pair tels que la courbe (w) admette le plan 20z pour

plan de symétrie ¢ en é et le plan. 20y comme plan de symétrie ¢
en —gq. La directrice (w) a pour équations

PP A gt Agpy

oa — [/2/'—4—1

(39) 11— A q +—...—A.3,,Hr/2"“’
9 = T 1+ Ay -+ A,q? e Agggg 2! .
(121-4—1 (]2/1 +1 __ Al,l'.!/z 4 .Ag (/2/'_l+. - A'_>/1+l

Avant toute relation résiduelle, on peut exprimer les A au moyen
de A + 1 arbitraires et I’on a une seule relation résiduelle, car ¢, ¢’ sont

"

. . . de” © L der .
paires en g, ¢’ 1mpaire; fc i q, / ¢ d—f] dg sont automatiquement

algébriques et l'intégrale fca’c’ fournit seule une relation, relation
Bdo
(1+ap)
pour les cones & rotation, on montre que si » < A, on a une infinité de
solutions réelles 4 /4 paramétres. Cela a été vérifié pour =1, r=o.

que I’on peut former avec[ - Par le méme raisonnement que
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Sil'on prend le cone unicursal & deux génératrices isotropes d'in-
dice pair tel que la courbe (w) admette la symétrie 20y ¢ en —g, les
équations de la directrice () sont

2h--1 20 K
o = gt q + A g A .
(40) = Ay = Ay gt
40 , o, :
ﬁ_’ 1 i—\—A.ll/ —l'-:\I._,Q‘—'r—...%—r\g/‘_!_,(/zh'"l.
- ,/2/*+1 ,/2/l+-1__ A ,/2/z+ ........ '_—Xz/:+1 ’

avant toute relation résiduelle, les A s’expriment au moyen de 2/ +1
arbitraires et il n’y a toujours qu’une relation résiduelle : il y a une
infinité de solutions réelles & 24 paramétres, si » < /%; nous I'avons
vérifié pour b =1, r=o.

Enfin, si nous prenons les formules

2/e+41 2/
o = (]'ll-—H 7( et o Al'/ AL+ A'l/li 1

. 3
(4 ) l-——_\ll/'" .. "\‘_’/Lé—l(/"z/“_hm
1
f)_ 1 1+ .»\,{/'” T AH’_H,/('JIH-IIm
—— K S
,/2/~+1 (/(‘-’/L-Pl)lll__ Alqﬁ/:m .. A et

oll m est premier avec 27 + 1, on ne gagne aucune simplification ni
aucun parameétre par rapport au cone (39). Ici, le cone G admet I'axe

~ ) . T . | . n.
Oz pour axe de rotation —, cette rotation de —appliquant (w) sur (') ;

si m est pair, (v) admet Oz pour axe de symétrie ¢ en—gq; si m est
impair, (w) admet Oy, pour plan de symétrie ¢ en —¢. La seule con-
dition pour obtenir des courbes réelles est 2r—+ 1 < (24 + 1) m.
Mémes considérations pour les cones

(/(z/z+1),;,+ Aq 72,””"*-- L4 Ae/u-i

o= ¢ 2r--1 5
(4 ) 7 [ — A/1 r//u + . — A_Z/H.l(/(zlz—o—nm
2 ) 3
a i 1+ ALgm o Ay grm
22— (/2r+l ,/(Z/L-e—l)m . Al (/'Hun “+ . — -’\‘2/1+1 4

comparés i (40). Le cone (42) posséde les mémes propriétés géomé-
triques que le cone (41), sauf la symétrie s0.
® B
11. Le paragraphe précédent généralise tout ce qui était connu
avant ce Mémoire sur les courbes algébriques réelles & torsion cons-
tante : les seuls exemples connus consistaient, en effet, en courbes
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unicursales dont le cone directeur des binormales n’a que deux géné-
ratrices isotropes. J'al réalisé, outre la généralisation de ces types,
un autre progrés en donnant des types ou le cone des binormales a
quatre g e génératrices isotropes : Chapitre I (§ 14), cone réel (§) du
sixieme degre, et (§ 16) cone réel (¢v) du huitieme degré. Les calculs
étaient assez pcmbles pourle premier; mais, pourle second, ils étatent
inabordables de front; jai pu les esquiver par ['application des
méthodes générales exposées dans ce Chapitre. Si nous songeons aux
propriétés des cones a rotation, nous formons sans effort un type de
degré aussi grand que 'on veut par des calculs analogues a ceux du
cone réel (§) du sixieme degré, mais plus simples. Cette extension
n’est qu'un cas particulier d’'une méthode générale qui sera exposée
plus bas. J’éeris, en supposant » et m premiers entre eux et m > 1,
. (g™ =+ k)?

T egm ) (Apm+ Bgnr )’

1 (1 -+ hy)? )

Tt ") (A 4= By Gy

Pour chacune des racines de ¢” + £ = o, on obtient un cycle isotrope
porté par la droite « + iy = o, = = o, de degré 1, classe 3, indice 2 :
le vecteur période polaire correspondant est nul. Pour les m racines.
de kg™ + 1 = 0, on obtient les cycles symétriques par rapport & x0s.
JVexprime maintenant que le cone C ne possede plus que les deux
cycles ¢ =0, g = o en dehors de ceux-la et j’al ainsi

(43) P+ AC=o, (A+C)B+2k(1+ £*) =0,
équations qui permettent, par exemple, d’exprimer explicitement C

et B au moyen des deuxarbitrairesindépendantes A et £. Nous n’avons
plus maintenant qu’une relation résiduelle & écrire, qui sera de la

r - . . . .
forme—;; = F (A, k), ot F est une fraction rationnelle en A et £; 1l suf-
fira donc de déterminer la limite inférieure et supérieure / et L de la
fractlon F dans le champ réel A, /.c pour toute valeur rationnelle de =

comprise entre /et L, on aura donc des courbes réelles (-1.) & un
paramétre. Jindique rapidement les calculs : on a, P, désignant un
certain polynome du quatrieme degré en x et posant ¢” =z,
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=144 +F + A + B+ C°:

/ _C{E gt e+ £)2P,
dg (Ax+|) (Az*+Bx + 0)*
‘ d P, + Aax)*
, dg PG+ k)
(44) { (l+a‘6)2 - ;_-_»(/4/::+,-+x ’
547(7 _PiA+Ba+ C®) h+x) (1 +hx)
C(rt+af)r T 1 axtg

Il nous suffit d’étudier les trois intégrales

f B2 do f o dp " Bda
(r+eo3)  JU+a) JO+aB)

dont les deux premiéres se transforment I'une en 'autre en changeant

I ;e - . .
gen Comme vérification de la théorie, nous constatons que les

cycles kg™ +1 = o0 ou g™ + /6 = o ne jouent aucun roéle dans les inté-
grales
3% da o* dfp .
+ap)’  J (+ap)

Il n’y a qu’a annuler le coefficient de #* dans le produit
P.(A + Bz + Ca?)(k + 2)(1 + k)
et nous avons ainsi

(AK2+Bk +A)(3Ak*—BA—A)
+[Bi2+ (A +C)k+B][2BA*+2(A—C)k —2B]
pgy Lot + (Chk*+Bhk+ C)(CA2+-BAk—3C)
5) = TR (AT Bh- AR ,
| +[B+(A+C)k+BAl+ (C+Bhk+Ch )+ A2C2 |

A condition de faire tourner C de 180° autour de Oy, ce qui revient
comme on a vu a échanger o et 8, on peut remplacer r par —r, donc
/= — L. Nous remarquons que si A augmente indéfiniment, &k étant
fixe, C tend vers zéro ainsi que B et le second membre de (45) tend
3k" 4 Lk> —
kY LK% 41 »
entre — 1 et + 3. Done, on a 33L et ceci prouve que si 7')—;, en nous

vers ", fraction susceptible de prendre toutes les valeurs
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bornant aux valeurs positives de , est inférieur & 3, nous avons des
courbes réclles (W) & 1 paramétre.

Le degré du cone C est 2 (3m—~+r); il y a 2m cycles isotropes de
degré 1, classe 3, indice 2 et 2 cycles isotropes de degré et classe
égaux a r et d'indice 4m +2r. Le degré de (A.) est rtom + 2r. Comme
les plus faibles valeurs de m et » sont respectivement m =2, r =1, la
courbe la plus simple serade degré 22, et il en existe, qui sontréelles,

. ye r .
de ce type, puisque - est dans I'intervalle convenable pour —. Ici

L
2
encore on peut obtenir des courbes de degré arbitrairement grand,
4 un nombre de cycles isotropes arbitrairement grand, mais tous
ces cycles sont portés par deux droites seulement, & savoir
z=o0,x=E 1y =o.

Sil'on ne se préoccupe pas de la réalite, il n’y a aucune condition
a imposer & r et m, sauf m > 1. Il n’est pas sans intérét de remarquer
que sil’on a des solutions ott A et C sont réelles, B et £ imaginaires
pures, le cone G est réel (i), la courbe (w) étant elle aussi réelle (¢).
On s'en apercoit en écrivant £ = ik, B=1:B,, g =/¢,, ou j est une
racine primitive de j” =17 : la vérification se fait exactement comme
pour ;m =1, r=o0, exemple du cone du sixicme degré traité direcle-
ment au Chapitre III. Orsi, dans les ¢quations (44) et (45), on rem-
place £ par zk, et B par /B,, ou aura & faire un calcul de limites /, L
3kt — Gk —1
=Gk
laquelle varie de —'o & + w; donc pour toutes les valeurs de la frac-

analogue & celui déja fait, conduisant a la fraction

. r . N . N 3 . . .
tion - on obtient des cones réels () & un paramétre, ce qui est inté-

ressant au point de vue des surfaces applicables sur le paraboloide et
des surfaces minima réelles circonscrites 4 une spheére.

12. Je donne un dernier exemple qui sera fondamental pour arriver
aux cones unicursaux & directrice sphérique non unicursale. J’écris
les équations

— e g" =R g —=F) (" + A)
S T Gk G kg (= A
|
\

6
<4 ) I (I - A»(/llt)3 (,"___ A-(]lll) (I —+- A,/m)

w0
Il

ql‘ (,/uz_ /C)3 (qlll+ k) (qm_ A)
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qui définissent, A et £ étant réelles, une courbe unicursale () ayant
302 pour plan de symétrie. Je me borne, pour abréger, aux valeurs
1mpa11ea pour m et paires pour r, m étant supposé supérieur A 1 et
premier avec r. Dans ces conditions, le changement de ¢ en — ¢

remplace & par — @, done la courbe (w) est mixte. Le cone C estalors

de degré 5m +r, il admet m cycles isotropes d’indice 2 obtenus pour
g™ ===k portés par la droite & + iy =0, z=0; le degré de ces
cycles étant 1 et la classe 3, ces cycles ont leur vecteur période nul.
. 1 N . 2. . ’
Les racines de ¢ = == donnent les m cycles a la fois conjugués et

symétriques des précédents. En écrivant que le cone C ne posséde
plus que deux autres cycles isotropes d’indice 3m + r pour g=o,
g = w0, on obtient 'unique relation

(47) 2(1 + ANA + (1 + A A =o.

L’unique condition résiduelle donnée par ce couple provient de
t pde

m; c’est
( Bkt — 1) [2 kA2 4 (1 4+ &) (14 A%)] ‘
S + 2(A2Ah%2— 1) ,
( S [2A k(1 K2 %) 4 (1 — &) (14 %) (1 — A)] S
gy L= Ll I I (k=AY G ALY[A (1 — k%) — (1 — A%)]
m o LA (- )+ U+ A (1 + Gl + A%)

Suivant la méthode habituelle, construisons la courbe (47) dans un
plan wA#Z, c¢’est une cubique, et cherchons entre quelles limites varie
le second membre de (48), quand le point A, £ décrit la cubique.

On peut remarquer que les changements

7 & A,k ‘ g. r, A, I
1 1 1 ou ‘ )

(;}7 —_— 7, K, z— '—(/, r, '—A, — k&

reviennent & changer o et 8 de signe, donc donnent laméme courbe ()
a une rotation prés.

L’équation de la cubique, mise sous la forme

(2A‘+A)z\/{+zA+/\':o,
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met en évidence les trois asymptotes et la tangente i I’origine.
; 1
. ’ 1 1 .
L’échange (A, k: T 7> transforme la branche t en la branche 4, la
branche 2 en la branche 3; en raison de la symétrie de 1 et 2, je me
bornerai donc & la seule branche 2, sur laquelle le second membre
de (48) varie de —5, quand le point (A, %) part de w jusqu’a + 3 pour
le point a I'infini sur la partie négative de o 4.

Fig. 8.

A

Il résulte de la que si I'on s’arrange pour prendre r toujours positif,
N [ ro. ;. < ) .
a toute valeur positive de— inférieure & 3 correspondent au moins
deux courbes unicursales de ce type (non égales entre elles) et a
r . . .
toute valeur de —~ comprise entre 3 et 5 en correspond au moins
une. Les courbes ainsi obtenues ne renferment pas de parametre
arbitraire; la plus petite valeur de m, en nous bornant aux nombres
impairs, est 3 : prenant m =3, pour r =2, 4, 6, 8, on a au moins
- deux couarbes réelles; pour r =10, 12, 14, on a une courbe réelle au

moins.
J’aurai besoin ultérieurement de l’exemple relatif & m =3, r=2,
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Le cone G est alors de degré 17, chacune des deux droites @ =1y = o,
z =0 porte quatre C}cle: isotropes dont trois sont d'indice 2 et le
quatrieme d'indice 11. La courbe (1) est alors du degre 26. Pour cette

courbe particuliere, jaurai besoin de la directrice plane dans le plan

s =1 :je formerai donc les quantités '
. ¢ -+ ic' 22 25
L= ~ = — ) It
c as—1 ! 23 — 1

On trouve ainsi

o= g (P B (P — ) (g + A G kPP A (1 A
U kP A G = Ay RV E STV /-'_)(f/:i__;\)w.
b= Pl — Y (= A%

(=R AR (g 1)+ [A G+ 52+ L) o k(= )+ A2 )]{r/'-~=-«/">
b= o =By

PP —R)PAL g )+ A+ 02+ 0 )-L—)/¢x+/ Y-+ A (gt ﬂ«z/“}.”

olt A et £ sont certaines constanles numé rigques bien déterminées que
je ne calcule pas; il nous suffit de savoir qu’il y a deux systémes (au
moins) de valeurs pour A et £.

13. Les paragraphes pl'écédonts, a partir du n°8, font concevoir
d’une facon tout intuitive que i nous connaissons par un moyen quel-
conque une courbe (-\) unicursale correspondant a la dircetrice spheé-

rique (w)

(W) Ca=qf/(q), /1,/( )

ol p est un entier positif ou nul, / et f, deux fractions rationnelles
coefficients imaginaires conjugués, il y aura toute une série de courbes
(:v,) unicursales elles aussi, se déduisant de la premiére par le pro-
cédé suivant : si g n’est pas nul, le cone C admet le couple isotrope
g=10,9=wm; sl gesl nul, je supposerai encore que f et f, soient
choisies de sorte que ¢ = o et ¢ =« donnentun couple isotrope sur 3
a ce couple de C correspondra, sur le nouveau cone Gy, le couple iso-
trope s =0, x =iy = o et le cone C, admeltra Oz pour axe de rota-
tion; si G n’a qu'un couple isotrope, le cone C, n’aura que ce couple
isotrope 5 = 0,.2 == iy = 0; si le cone G a d"autres couples isotropes,

Ann, E¢ Norm., (3), XXXVI, — DECENBRE 114, .’|9



386 BERTRAND GAMBIER.

4 chacun de ces couples, nous faisons correspondre sur G, un ensemble
de m couples isotropes, déduits de 'un d’eux par des rotations succes-

. AT 9. . ) ’ ’ N
sives de 'angle ,—"Lﬁ autour de Oz, I'indice de chacun d’eux étant égal &

celui du couple correspondant de C. On arrivera au résultaten appelant
F ce que devient la fraction connue f, si on la recopie en remplacant
chaque coefficient par un coefficient indéterminé; les équations
de (w,) seront de la forme

() a=q F(gm),  B=F(L):

Dans les paragraphes qui préceédent, ce procédé a été utilisé, nous
avons vu que les calculs nécessaires pour trouver (.\.,) sont calqués
sur ceux qui conduisent & la courbe (A) et qu’en général, ils sont
méme plus faciles, surtout si 'on considere la fraction ,—;-L comme une
nouvelle inconnue. '

Je vais préciser; mais je rappelle un résultat relatif au degré et i la
classe des cycles isotropes du cone ., quand on suppose ce cone C
satisfaisant aux conditions voulues pour que () soit algébrique :
au Chapitre II (§ 4 et suivants), j’ai choisi les axes et le paramétre
de fagon qu’un cycle isotrope corresponde aux développements

A , ) 1» . 2
7\=Bﬂ—|—,...,lu.=t—”+,...;onenadeduxt,51q>p,a:/—xtl—i—,...,

2 1 . A )
5:32714-,..., et si g=p, a=Bt+..., f)::t—p—}—..., de sorte

que de toutes facons les quantités « et — ' admettent toutes deux

, e
la racine ¢ = o avec un degré indiquant le degré et la classe du cycle

. . —1 , 4 .
t=o0; si 'on remplace (w) par (W), o et 5 s’échangent, donc il

nous suffira d’indiquer que le plus petit des deux exposants de ¢ donne

le degré du cycle et l'autre la classe. On verra aisément, au para-

graphe 6 de ce Chapitre entre autres, que, si le cone C est simplement
unicursal sans que (:1) soit algébrique, ce résultat n’est plus néces-
sairement vérifié.

14. Soit donc un cone G connu donnént une courbe (A) unicursale,
la directrice (W) étant unicursale. Je porte mon attention sur un couple



SUR LES COURBES A TORSION CONSTANTE. 387

isotrope G, G, de C etje suppose le paramotre habituel ¢ choisi de
facon que ce couple s’obtiennc pour ¢ =o0, ¢ = . Quant aux axes
de coordonnées, je peux supposer que le plan 2Oy coincide avec le
plan OGG', ou en differe.

Soit le premier cas;J’ai alors i distinguer si le couple G, G/ est du
type ot le degré etla classe du cycle isotrope sont égaux ou dutype ot
la classe surpasse le degré.

Jadopte la premicre hypothése : soit ¢ le degré et la classe du cycle
g = o. Les équations de () sont alors

gt a g L+ ay,
= q° = i—1 ’
(50) bg"+ byg"— '+ ...+ by
DO
( s 1 I +alqg .+ aqh
P q? b+ 0 qg+...+ by’
ot b, a,, b, sont trois quantités réelles non nulles, a, et a), ... des

couples de constantes conjuguées. Les indices des divers couples iso-
tropes de C sont mis en évidence par I'identité
(51) ( g+ ayg" ' 4. +ap) (1 +d g +...+apqh)

A+ ("4 byg" A D) (DD g+ bag?)

= lgPi(q = k)P (Kyqg +1)Ps. .,
~qui exprime que le couple G,G| a pour indice 2 (p+p,), que
SO res 5 : — . — ! YOuT
le couple G,G, correspondant & ¢=—Fk, ou ¢g= 7, @ pour
indice 2p,, ete.
Nous allons chercher un nouveau-cone G, de directrice (W,) :

(/ll)n -+ Alif/“l*“m I Ah
B(//uu -+ B;(/(h_'l)"' 4. Bh)

I 1 -+ }\/1 ,//u_*_‘ . A/’thn
;[_l- B —+ B’l (//u -+ thh/u ?

/
a=q"

(52)

B =

ou les lettres A, B sont, cette fois, des inconnues et j'écris 'identité

(53) (At A (0 A At
+ (B 4+ B,z 14+, .+ B (B+B2z+...+ Byzt)
= L;z'l’u(x' e K,)”n(K;J} -+ I)”: Ce.

calquée sur 'identité (51) : de la sorte les deux droites z == iy =o
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etz = o serontdes génératrices isotropes de G, comme sur C; les deux
cyeles correspondants ont pour degré et classe sur G, le nombre 7 et
pour indice 2 (7 +p, m). Ce couple joue sur G et G, unrole exception-
nel: prenons maintenant le couple G, G, de G, qui a pour indice 2p, :
il lui correspond sur C; un groupement de m couples isotropes, d’in-
dice 2p, aussi, correspondant aux racines de ¢” +K,=o0 ou
K, g™ + 1 = os.etainsi pour les autres couples de €. Sidonele eone G
admet 2 couples de génératrices isotropes conjuguées, le cone C,
admet un nombre total de 2 +2 (2 —1) m génératrices isotropes; il y
a augmenlation du nombre si 72 est supérieur a r.

Pour etre tout i fait général, il faut prévoir le cas ou le cone C ou
bien le cone ), soit séparément, soit simultanément, sont a directrice.
sphérique mixte @ dans ce cas, il n'y a qu'a proeéder comme si, par
inadvertance, ce résultat avait ¢chappé : le couple unique d’indice
impair sera traité comme ayant un indice factice double de son indice
strict; les deux génératrices de chaque couple d’indice pair sont obte-
nues deux fois chacune pour deux valeurs de ¢ distinctes, liées par
une certaine relation involutive; nous traiterons 'une et 'autre valeur
de ¢ comme donnant deux géncératrices isotropes distinctes, ayant pour
indice 'indice effectif de cette génératrice en réalité unique. Le cone
sera lui-méme considéré comme ayant un degré factice double de son
degre strict: Si c’est le cone C qui a une directrice mixte, le couple
exceptionnel de G pourra étre soit le couple d'indice impair, soit un
des couples d’indice pair; mais si ¢’est C, qui a une directrice mixte,
ce sera nécessairement le couple exceptionnel de C; qui est & indice
impair. Le lecteur se convainera ais¢ment de Putilité de cette exten-
ston en se rappelant que meéme pour le cas (res simple

, (//11 — R ’ 1 [ e l), ’I'"
Sl — e ———
Bgma-y ’ ! gt B g

on peut avoir, suivant les parités de m et r, soit une directrice mixte,
soit une dircctrice unicursale & plan de symétrie.

Ceci posé, pour que le cone G, conduise & une courbe (-.,) unicur-
sale, il faut écrire que Uidentité (53) est vérifiée, puis que les condi-
tions résiduelles correspondant & chaque groupement isotrope sont



SUR LES COURBES A TORSION CONSTANTE. %8()

vérifices. Je reg garde done

Ay, As, DR A B, B, ..., B
’ ! ’ !
AL oo Al B, ..., Bl
L, K, Kk,

comme des inconnues ainsi.que la fraction irreductil »lv - Or, les rela-
tions provenant de I'identité (53) admettent _nunniebtenwnt une solu-
tion toute connue, a savoir

A]Zal, J\t_g:ﬂz, .« ey Ig:b, ey 14:17 I\QZ/I

2y

D’autre part, les conditions résiduelles provenant du groupement
g =—K, ctgm = _—/'- se composent des équations ainsi obtenues :
jannule le vecteur pu‘mdo relatif 4 une des géndératrices gn=—K,, d"ou
trois équations au plus, auxquelles |’ (uljmnb les ¢quations conjuguées.
Ceci résulte comme on 'a va de ce que les veeteurs périodes des eyeles
g”=—K, dérivent les uns des autres par des rotations successives de
l’anf’lez—nautour de Oz. Les équations fournies par ce groupement
ﬂdmeltent aussl la solutxon indiquée a 'instant & laquelle il fautincor-
pore r—— = ¢, puisque —l— est ausst considérée comme inconnue. Ce

l‘bbllltat est tout fait évident, si l'on songe que les intégrales 4 étudier
sont de la forme

f,lI‘—l F(qm)([(l’ ou f]‘(l(’z_":) 0’(/, ou /‘F(q,'/”)d(/’

",

ot F est une certaine fraction rationnelle; la théorie classique des
fractions rationnelles donne un grand nombre de moyens de le vérifier,
je ne m’y attarde pas. Les caleuls peuvent étre dirigés de facon & ne
faire aucune hypothése sur la fraction —'—L et subsistent pour m =1,
r quelconque, égal & g en particulier, du moment qu’il ne s’agit pas du
couple §=0,9="2». Lnfm il faut considérerle coupleg=o0,g=12:
puisqu’on a annulé les vecteurs périodes de tous les autres cycles iso-
tropes, on se borne & considérer le cycle g =o : sur (G, il donne une

. L. » do
seule relation résiduelle provenant de /——B——
J (o)

°F (™) dy OTiD
/ (/q) 7, ou encore, en posant g™ = x, de laiormef

> intégrale de laforme

(o g
M; cette
ZX
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condition est encore valable pour m =1, r=1g; elle admet donc la
solution connue que nous avons indiquée. Done toutes les conditions
relatives au cone C, sont vérifiées quand on substitue Ca C, : d’apres
ce qui a été expliqué dans les paragraphes précédents, les équations
fournies par C, sont donc compatibles, quelle que soit la valeur
rationnelle donnée a %7 sauf peut-étre pour certaines valeurs excep-
tionnelles; et si C, le cone connu, est réel, dans bien des cas, on
pourra en déduire une infinité de cones C, réels, pourvu que 1,71 reste

entre certaines limites.

Il faut bien remarquer que les équations de conditions du cone C,,

., . r
recopiées en remplacant les grandes lettres par les petites et — pour

ne
o sont toujours valables, si I'on y regarde les petites lettres comme des
inconnues; mais quand on se préoccupe de trouver le cone C lui-
méme, il y a & considérer le vecteur période du cycle ¢ =0 : o vec-

B do
teur donne non seulement une xelatmn provcnanldo T :_ PO mais
ap
encore celles qui proviennent d(,[( — d(,)_ ot T o7 - ees deux der-

niéres relations disparaissent automallquelmnt sur C,, le vecteur
période étant alors dirigé suivant Os, mais il n’arrive pas en général
qu’il en soit de méme pour le cone C; si donc on considére le cone G
lui-méme comme inconnu, on peut profiter des calculs faits pour C,,
maisily aurasouventi ajouter une ou deux équations complémentaires;
par conséquent, le systeme relatif & G, sera, en général, plus simple
que le systeme relatif 4 C; il peut arriver que 'on puisse trouver des
solutions pour C,, sans qu’il en existe pour le cone G, mais le résultat
essentiel pour nous est le suivant, c’est que, si un codne C existe, on
en déduit immédiatement Uexistence d’une infinité de cones C,, de
degré arbitrairement grand; la réalité reste le point délicat. Tout
ceci a 6té vérifié en étudiant les directrices

m . \ 1 1~ A(/nz )
— g AT G o— 7 Chap. S
o=q" Br/”‘—l-( B T YT (Chap. LI, § 7),
ou encore
(/hm -+ /\ (/(lz -1)m B T -'\/L a 1 I - '\lx (/m -+ Ah(]"'”

o ==

0("— / B’/h'"—i-l; q(/l. -1m 4o, -.+B/L7

? B+ B(1 A S ]-}h(/hm
(Cbap. 1V, § 9), :
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ou encore

((]m . /\-')3 o1 (' 4 /‘»(/III)IR
(kgm—4=1) (Ag*™ 4+ Bgm+ C)’ P q" (k= g™) (A + Bgm+ Cg*™m)
(Chap. I, § 14, et Chap. IV, § 11).

o =q"

15. Je reprends la seconde hypothése : jai pris le plan 0GG’ du
couple,exceptionnel de C pour plan «Qy, ce couple est fourni par
g =0, g =%. Mais cette fois le cycle ¢ =o est de degré p, classe
¢ +setindice 2p. Les équations de la directrice (w) sont donc

. Qi+ a gt . ap
bsq" =% 4+ ...+ by,

Q
1

b

7
(56)

B_i t+d\qg =4...4+ apqt

q? bt byt

et ’on a une identité

(55) (@t ag T @) (g . angh)
- (bsq}‘—s—i—. e b/[)(b_;q‘—i—. ..t [)/,qh)
=1U(q + k)P (K g+ 107 (g + k)P (kyg +1)Pa. .,

le couple ¢ =0, ¢ = » est d’indice 2p et I'identité (55) met en évi-

; . oS X . — o= — L Tindice -
dence les autres couples, tels que ¢ =£%,, ¢ == v d’indice 2p,, etc.
Paour le cone inconnu G,, j'écrirai
' mh R=1)m _; I g

. + Ajgr-Dm 4+ A 1 1+A +.o o Apgnt

(56) * :q, z 1q(/L— l)m—‘— h’ f) - - llq/n hqm/z
B,g +o+Br q Big"+...+Buqg

et j’écrirai U'identité
(57) (et At e L+ A (Al L A2t

4 (Bt .. .+ B (Blx +...+ Bjz")
=L+ K) (K +1) .,

au couple GG’ de G correspond le couple ¢ =0, ¢§ = sur C, d'in-
dice 2r, de degré r: la classe des deux cycles en question estr +m
si B, est différent de zéro; si B, est nul, supposons que B; soit le
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premier coefticient non nul, h (*las‘se sera r+.jm; mais, peuimporte,
ALAs, L ALA VAL B Be, B, L B sont des incon-
nues ainsi que L, K, K|, .... &:mt la légére modification relative au
couple exceptionnel sur C et C,, tout ce qui a été ditau numéro précé-
derit subsiste intégralement.

Enfin, si je premls latroisiéme hypothése, a savoir cclle ouje prends
comme plan 20y un plan différent du plan G,G’ du couple excep-

tionnel de G, j’écris pour équations de (W)

1

h ft—1 ! h
gt -+ a,q —+-.. .~ a 1+a,qg—-...+ g
(58) o = 7 il Fan N [ Wi "9

bgh 4= by g" ' 4. .+ by I S T Y

avee I'identité

(59) (g4 ayqh=r+.4ay) (14 d\q+...4a,q”)
+ (DG A A b)) (O Vg o by g ") = LgP (g L)l (A g 4= 1)Pene

Pour le cone inconnu C,, j’éeris les équations de (wb,)

y /,II”_J__A ,/(/: 1)/:44_ R Ah o T [ - A'| (]m"“---_"'AII(//'m
/ H (//uu —+ “ //(// ,m et “/I P ’/,. B - Bll {/m_*__“_‘,_ thhm

(60) «

et I'tdentité

(61) (4= A" o+ A (1 + Al +A )

| + (Bah+ Bzt ...+ B) (B Bl +...+ Bjak)

= Lar (z + Ky (Kyo + 1) ...

Sur Gy, le couple exceptionnel donné par ¢ = o0, ¢ = = coincide
avec les deux droites s = o, x == /v = o distinctes cette fois de G, G/ ;
G, G, ont pour indice 2p, sur C, mais pour degré et classe des
nombres qui ne sont plus mis en évidence; sur C,, le couple excep-
tionnel a pour degré et classe » et pour indice 27 -+ p, m. A partir de
“ce moment, tout ce qui a été ditau paragraphe précédent subsiste :
d’ailleurs, ce dernier cas revient & supposer p = o dans les formules
du premier cas '



SUR LES COUBBES A TORSION CONSTANTE. 393
Dans les trois cas, les équations de condition du cone C,, recopiées

. r , ... oy~
en y faisant — =p, p étant le nombre positif ou nul relatif & C, sont

vérifiées par les coefficients de C : done les équations fournies par C,
sont nécessairement compatibles si le cone C existe et il arrivera sou-

Nl ’ . . r
vent, au cas ou C estréel, que, si le nombre rationnel — reste suffisam-

ment voisin de p, le cone C, lui-méme soit réel. Comme les coeffi-
cients de C doivent souvent satisfaire non seulement i ces équations
recopiées, mais & une ou deux équations complémentaires, si nous
considérons le cone C lui-méme comme inconnu, le cone C, contiendra
0, I ou.2 paramétres arbitraires de plus que C dans le cas ol le couple
exceptionnel de C, coincide dans I'espace avee le couple exceptionnel
de €3 dansle cas ot le couple exceptionnel de C, est un couple isotrope
distinet du couple exceptionnel de C, il y aura i ajouter & ce nombre
“de parametres supplémentaires les deux unités qui sont introduites
par la détermination d’un plan arbitraire passant par origine :
C, contient donc cette fois, 2, 3, 4 paramétres arbitraires de plus
que C. Je n’ai parlé, bien entendu, que des parametres de jforme,
rejetant ceux qui correspondent & un deplacement ou une homothetie.

La transformation appliquée & un cone C qui n’a qu’un couple
isotrope n’est pas trés intéressante en ce sens qu’elle n’augmente pas
le nombre des points & I'infini de la courbe (). Et c’est pour cela
qu’il était indispensable de trouver des exemples de cones unicursaux
ayant au moins deux couples isotropes. J'ai dit qu’il était nécessaire
ici d'introduire le cas échéant un degré factice pour les cones, un
indice factice pour les cycles isotropes. Le résultat a é(é que, pour les
couples non exceptionnels de C, I'indice est conservé, un couple G
¢tant remplacé sur G, par un groupement de m couples, tandis que
I'indice du couple exceptionnel change en passant de G4 C, : j’indique
dans les trois cas la valeur de I'indice sur C et G, du couple excep-
tionnel :

(G) » 2(p+pi)y 20, 253

(Cy) . 2(r=+pym), -2r, a(r-+pm).

Jusqu'ici, la transformation, telle qu’elle a été exposcée, suppose C
Ann. Ec. Norm., (3), XXXVI. — DEcEMBRE 191g. 50.



a directrice sphérique unicursale ou mixte et livre un cone G,, lui
aussi, a directrice sphérique unicursale ou mixte.

16. 11 n'y a plus qu'un léger effort i faire pour arriveri des cones’
unicursaux de directrice sphiérique non unicursale. L'exemple le plus
simple, lorsqu’on n’exige pas que la courbe () soit algébrique, est un
cone unicursal du sixiénic ordre & quatre génératrices isotropes d'in-
dice 3, mais nous savons qu'un indice 3 est incompatible avec I'algé-
bricité de la courbe (&b ); donc Pexemple le plus simple, en courbes (b)),
algébriques, ne peut étre obtenu qu’avec un éone unicursal du dixicme
ordre & quatre génératrices isotropes d’indice 5. Ce type existe, nous
Uobtiendrons au Chapitre suivant confondu parla nature intime des
choses avec des cones non unicursaux. Nous allons en obtenir ici
d’autres types, grice i la transformation qui précede, réalisée celte
fois, non plus avec la directrice sphérique (), mais avec la directrice.
plane o. 11 est nécessaire de donner quelques explications prélimi-
naires : Avec les notations adoptées A, . et le parametre habituel ¢,
la courbe unicursale plane réelle La plus générale est représentie par
des équations paramétriques

aqi+ a g '+ ...+ ay, v a+dig ..+ aqh
bgh—+ by gt L+ //,L’ p= ge U+ b g /);L(/”’

(62) L2=gr

ota,a,,...,an; byb, ..., by sont des constantes avant pour conju-
guees a', a, ..., a,; b, b, ..., b5 p est un entier positif, nul, ou
négatil. On pourra remarquer qu’une racine de bg" + ...+ b, o
racine de &' + 0\ g + ... -+ b, ¢", donne une géncratrice isotrope de C
pot.lr‘laquclle A est infini, w fini, autrement dit pour laquelle le plan
tangent au cone G n’est pas confondu avec le plan tangent au cone
x*+y* +z*=0: donc sicela alieu,la courbe (»\) n’est pas alge-
brique (Chap. II, § 4). Si nous voulons que (&) soit algebrique, il
faut donc qu’une telle racine, si elle existe, soit racine du numérateur
de w avec un degré de multiplicité au moins égal; il en sera de méme
pour les racines du dénominateur de p qui ne sont pas racines du
dénominateur de 2, elles annuleront le numérateur de A. Finalement,
en-se bornant aux courbes ¢ conduisant i une courbe (# ) unicursale,
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on aura

b g e ar/"'~+- a,(]"ii'—_!:. il c’;}- c"qu—;. gt ,

(63) (" +0") = (b1g" '+ blg)+... cqght+cgh—t+.. .+ ci
b= L a'“aig ...+ ajqh cgF+cight . .+ ¢,

qF (gt =0 ) = (D" T =0 ) . g gt

Pentier &£ étant positif ou nul. Il suffira d'ailleurs de réduire X et v. au
méme dénominateur pour qu’on puisse s¢ borner & écrire

agh 4+ a,qg" ' .. 4 a, 1 a'+aig—+...+aqh

P T 0+

64) kh=q¢
,»(- 2 (bq"+ 0" -+ (b, //""—+— Oyg)4-...

Les génératrices isotropes du cone C, en adoptant les ¢quations (64),
“sont données par I’équation
(6'3) ‘ (agh+ a g '+. ..+ ap)(a'+ dyqg+...+ ajq")

+ [(bg"+ 0"y~ (gt b g +.. . P=o.

St¢ = o est racine de 'équation (63), I'indice commun du cycle ¢ = o
et du cyele ¢ = % s’obtient en ajoutant le nombre \M\ au degré de
multiplicité de la racine nulle de (65). Si ¢ =o0 n’est pas racine
et si p n’est pas nul, I'indice du cycleisotr
si ¢ = o n’est pas racine et si p est nul, il est clair que g =0 ou g ==
ne donnent pas de %neratmce isotrope. Enfin, si ¢ = g, est racine

, . RN ) 1 . , ;. . ,
Qordre jde (65), g =g, ct ¢ = ALK désigne la conjuguée de g,,
0

donunent deux cycles isotropes conjugués d’indi('ej

Le résultat fondamental pour notre but, c’est que cette fois, saut
pom' le couple ¢ =0, g == quijouera cncore le role exceptionnel,
Pindice d’un couple est égal & 'ordre de multiplicité de la racine
correspondante de I’équation (65) et non plus au double de cet ordre,
comme cela a licu pour la directrice sphérigue.

Je me borne en passant & donner quelques mdlcatlons sur le
probléme consistant & déterminer un cone unicursal réel connaissant
simplemert le nombre de couples isotropes distincts et U'indice de
chacun d’eux : on suppose qu’il y ait au moins deux couples d'indice
impair, sinon le probleme a été déja résolu. On est alors ramené a
trouver la solution générale de I'identité '

(66) (agh+a g ' +.. .4 ap) (@ + dyq +...+ ayq”)
+[(bg"~+ ")+ (byg" '+ big)+...]?
=g+ kW (K g+ ...
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Cette identite est un cas particulier de I'identité

(67) (Al Apgh -+ A (A=A g +...+Ag")
A (B + Byt By (B + B g+ ..+ Bl ")

=L(y+ K ) (K g+,

que nous avons résolu : en éerivant B=B,,B, =B,_,,..., onobtient
un certain nombre de relations entre les arbitraires au moyen desquelles
onaexprimé A, A, ..., A, A . 5B,..,BLB,...,B, LK K, ...
done les calcals qui ont été faits précédemment permettent sinon de
résoudre U'identité (66) dans tous les cas, mais de diminuer de beau-
coup le nombre d’inconnues. On pourrait citer un assez grand nombre
de cas ol I'on peut elfectivement exprimer rationnellement tous les
coeflicients au wmoyen d’un certain nombre d’arbitraires indépen-
dantes.

17. Cela posé, je partirai comme précédemment d’un cone C connu,
en distinguant trois cas comme précédemment et je calquerai les
équations d’un cdne inconnu C, surcelles de C, les deux cones C et G,
¢tant définis par leur section plane o ou o,. Le couple exceptionnel
de C sera toujours défini par ¢ = o, ¢ = o, aura pour correspondant
le couplb z=o0, xz ===ty sur (,, et 'indice de ce couple ne sera pas
le méme sur C ou C,; un autre couple quelconque de C aura pour
correspondant tout un groupement de m couples sur C,, avec conser-
vation de I'indice : cette fois, il n’y a plus lieu de distinguer un indice
factice; il n’y a que 'indice strict proprement dit. Si donc le cone C
n’est pasun cone a couple isotrope unique et si 'un des couples a un
indice impair, il suflica d’éviter de prendre ce couple comme couple
exceptionnel pour que le cone €, soit & directrice sphérique non uni-
cursale, car m étant au moins égal a 2, le cone C, posséde au moins
deux couples d’indice impair. (est pour cela que je me suis efforcé
de trouver un eone i directrice mixte ayant plusieurs couples isotropes:
au paragraphe 12 de ce Chapitre, nous en avons obtenu un, par des
caleuls trés simples, et cela nous permet d’arriver enfin & un cone
unicursal de directrice sphérique non unicursale.

Jindique rapidement les formules relatives aux trois cas.

Premier cas. — On a pris le plan G,G| pour plan 2Oy, le¢
couple G, G| de C ayant méme degré et méme classe p, et pour
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indice 2p + p, :

hmgp A e
) (6" ")+ (0yq" T+ b, q) + ...
0= 1+aig .+ ag”
) N Y e
! i (a/l?"“oi b;o):
(7" + a1 "'+ .4 ap) (1 +a g +...+ dqh)
[ (bg"+ b))+ (bight+ Vyg) +... T
= lql’i((l -+ kz)Fn(/{’gq —“+ 1)]’: .
5’ 7_— - th"’—Aj(](h—_”"l"—---+r\/,
"7 (Bq"—+—B’)—i—(qu"“””‘—i—l&’,q"‘)—+—...’
_ 1 +A (/1114_ -+ A’ q/uu
(Cl) ; - (/ (B(/I“"—FB )+(l} q(/L lm_I_B' (/m)_l__ ’

(A= A (- A+ - Al ah)
+ [(Ba®+B')+...]?
| =L (z+Ky)(Kyz + 1) ..

Deuxiéme cas. — Le couple GG’ choisi sur C est de degré p, classe
o+ s, indice 2, et 'on a pris le plan GG’ pour plan zOy :

qIL+a qlz—]+ A ap “q

=
" G0y + (g™ = b, q) +
he L T+ayg+...+ay_q"
l ——'(/\" (bgt+b") +
(©) o (bFfo,sZ1),

(9" + arq" ' 4o+ an_sqs) (1 + @y q ...+ af_.q")
[ (bgh= by ...

= (g + k) (K +1)r. .5

v g Ay gthim e Ay g™

A= (thul-—i—h’)_[_(B fl(/l l)uz+B’ qm)_'_ ”,
ho L iAo A gl
(C]) / [ (/r (B///””-‘I—B')q___.

(- Ay o+ A 2) A+ Al 2t 1)
+ [(Bxt+B')+...]2
VU =L+ K )P (K\z+1)m. ...

\
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Troisieme cas. — On a pris pour plan 20y un plan arbitraire distinet
du plan du couple G, G’ d’indice p, sur C.

Il suffit de supposer, dans les formules du premier cas, g remplacé
par zéro. '

Jindique dans les trois cas la valeur de I'indice sur C et.C, ducouple
exceptionnel :

(C) 2P+plw 2101 /71,

(Gy) Ar - pm, 2r,  2r - pim.

Pour les couples autres que le couple exceptionnel, Pindice se conserve
et, en particulier, conserve sa parité; pour le couple exceptionnel,
Iindice change : pour que ce couple soit d’indice impair sur G, il est
nécessaire que l'indice sur G soit impair et, qu'en plus, 7 aussi soit
impair. '

Pour un cone C ddirectrice sphérique non unicursale, nous n’avons
a notre disposition que Uemploi de s pour cette transformation et le
cone obtenu est lui aussi & directrice sphérique non unicursale. Si le
cone C est i directrice spheérique unicursale proprement dite, il en est
de méme du cone C,, que 'on passe par (w) ou o, et comme Ieinploi
de o ne peut donner autre chose que 'emploi de (w), il v a avantage a
se servir de (w) qui donne des caleuls beaucoup plus simples;
d’ailleurs, accidentellement, G, pourrait étre alors & directrice mixte.
Si le cone G est & directrice sphérique mixte, l'emploi d¢ (w) donne
toujours un cone €, & directrice sphérique unicursale ou mixte; 'em-
ploi de o, si le couple d’indice impair de C joue le role exceptionnel,
ne donne rien de plus que 'emploi de (w), donc doit étre évité comme
précédemment; on emploiera donc = en évitant de faire jouer au
couple unique d’indice impair le role exceptionnel, ce qui implique
qu’il y ait au moins deux couples isotropes sur C.

Pajoute un dernier mot : si le cone C est lui-méme un cone i axe

. . . , 2T \ . , e
de rotation (I'angle de rotation étant == oltm est un entier supérieur

Iy
.

a 1), le plan perpendiculaire & 'axe de rotation coupe C suivant un
couple isotrope et les autres couples de G se répartissent en groupe-
ments de m couples dans chaque groupement; si japplique la trans-
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formation qui précéde |avee (w) en o suivant le cas) en prenant un
axe des = distinet de I'axe de rotation de G, il n'y arien & dire, larota-
tion de C ne joue aucun role particulier. Mais sile couple exceptionnel
de C est celul qui est perpendiculaire a 'axe de rotation et si cet axe
est pris pour axe des z, il y a simplement ceci de modifié, c’est que,
st 2 un couple de C autre que le couple exceptionnel correspond tou-
jours un groupement de 72, couples isotropes sur C,, tous les couples
de €, appartenant au méme groupement de m couples, condmsent
tous au méme groupement de m, couples sur C,.

Sidonc je pars d’un cone C comme nous 'avons fait, nous arrivons
aun cone G, : nous pouvons continuer la transformation sur C,, mais
a condition de faire jouer le role exceptionnel & un autre couple de ce
cone C,. Ktalors le nombre des paramétres de forme de la courbe ()
augmentera d chaque fois.

18. Je'vais donner un exemple précis de cone unicursal adirectrice
sphérique non unicursale. Je pousserai méme la discussion de facon a
¢tablir la réalité du type obtenu, car jai bien spécifié dans tout ce
Chapitre que la notion de réalité reste le point délicat.

Je recopie les équations (49) en remplacant ¢* par g et £* par g*.
Jobtiens ainsi

g(g°— *) (g — A%

A==
\ (1—93(13)5/\93((/”—;— 1)+ LA(1+003+p“)+2r (1 4-A? )(H—"’)_l (q +(/‘)\

(68) e o )

[_': T ) ’
9P —p") AR (g 4 1)+ [ A G +5554-%) 2 (1A% (4% | (gP+ )]

’

formules ou A et o sont deux nombres réels, ¢ étant positif, qui ont
été caleulés. Il y a trms couplcb xsotrupcs conjugués d’indice 2 fournis

par les valeurs de ¢ : ¢, - ,jl o /“ r— et un couple d’indice 11 fourni

par g =o0, g ==. Ce der‘mer (Jouple ne doit pas jouer le role excep-
Q+p '
pQ—+1

tionnel; je fais donc la substitution ¢ = de facon que Q=o

’ ]
donne g =1p, et Q == donne g = .
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On obtient aisément, en posant
3
B=A(+5p'+p%) +2p2(1+ A%) (1+p*):

’ Jau—pQ*[(p+ Q) — A (pQ +1)°] }
1= 0 o+ Q . b o< [(pt+ 02+ Q2+ 3pQ(1 +p*) + 3p*?
CeQ -+ ([Pt 3p(r+p*)Q +3p2Q%]
? < AP [(p+ Q)+ (pQ+1)]
+B(p+Q)(pQ+13[(p+QP+(pQ+1)]]

(69)
f('~P")‘l[(pQ+I)3—A2(p+Q)3] }
. 1pQ—+1 I x[pt+p*+1+3pQ(14p*)+3020%P
F=075+Q ([(@F+e+1)Q +3p(1+p")Q + 3p7] (

X | Ap[(p+ Q)+ (pQ+1)]
B (p+ Q) (p Q1 [(p+ Q) (pQ+1)] |

Nous sommes dans le second cas : le couple exceptionnel Q = o,
Q == se compose des deux droites 2 ==y = 0, z = 0; chacunc deces
valeurs de Q donne un cycle de degré 1 et classe 3; les formules
mettent encore en évidence deux autres eycles- isotropes de degré 1
et classe 3donnés par (g +p*+1)Q* +3sQ (1 + p*)+ 3p*=oetles
deux cycles respectivement conjugués

P pt 1+ 3pQ (1 +p%) +3p2Q*=0;
enfin, chacun des cycles g+~ Q=0 oupQ+1=o0 est de degré rr.
Nous avons déja dit que la droite == o,a + iy = o porte quatre

cycles, de méme la droite 5 =0,  — iy = o.
Dans ces conditions, je considére le cone C, :

015,,,+ A‘ thlrz_|_ A2013m+. . AMQm

L= ( r -
( O) 7 ~) B(Ql.’im+ 1) -+ BI(QM—m_*_ ()m) [ B_I((Jiim_*_ Q‘l/u ’
7 . __l_ I A1Q”L+ Angm—i—- . ._i__A”Q‘le
P B Q) + B, Q" Qimy’

pu A,,..., A,,,B,B,,..., B, sont 22 constantes réelles. Jécris
I'identité

(71) (V¥ + A2+ .+ A 2) O+ Az +.. .+ AL x)
"+ [B(2¥+1)+ B (2t + 2) +...]?

2
= m(m + YW (ke + 1) (2 + k) (b +1)2 (2 + k) (ko +1)2,
172
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ol kestréel et ky, £, sont deux constantes imaginaires conjuguées.
L’identité (71) donne 15 relations entre les 25 inconnues A, ..., B;,
ky k,, k. Je dois maintenant annuler tous les vecteurs périodes;je vais
passer en revue toutes les génératrices isotropes de C,, sauf le

cycle Q =. Je pose Q” =« de facon a pouvoir écrire A = Q* f((jg
= QL ), ot Js /15 2. sont trois polynomes; on a
o BE e 0 /.~,:D'12(/.-,;r+ D22 o (s @ 1)
dh Qr1dQ rfo+mx(sf'—fo)
T+ hp T B (g ) L) (ke 1) (@ K)? (kg +1)2
du.dQ —rfio+mzx(s fi— 10"
I+ A QB2 (4 M (ke 1) (@ A2 A1) (2 4 Ay)? (kg 1%
hdp— p.dx  dQ —oarffi+=ma(f,f—f f) .
L Ape QB (e 4+ L)W (ke 0" (e + k)2 (ki 1) (& + k) (ko 1)

On suppose 7 positif; m est supérieur & 1 et premier avec r; la

n’admet pas Q = o comme pole (méme sim= 1)

dp. . ) .
a0 admet Q = o pour pole d’ordre r+ 1, mais la

partie polaire relative & Q =oestde la forme

dh
fmcllon 5 a0

La fraction 5

a N a, a, +
r+1 yr-+1—m re-l—2m Tt
) ) Qrri—e

. . I . ) .
de sorte qu’il ne peut yavoir de terme en ) (mais pour m =1, ceci ne

subsisterait plus). Enfin, on a ¢videmment une simplification impor-
*Dodp— poddh dQ  mdx

tante pour l’int(m'rule/ , car — = —- ; cecl, d’ailleurs, est
o . P A Q &£
o - . 2T .
général quand Os est axe de rotation —; comme jf contient z en
7(/” y(l)
Y

-

facteur, la différentielle ne contient pas « en dénominateur

(que m sqit ¢gal ou non a I'unité). Done le vecteur période relatif
A Q=o0 est nul automatiquement si m >1 (pour m =1, on a une
condition et une seule). ‘
Soit maintenant un quelconque des eycles isotropes du groupement
Ann. Ec. Norm., (3), XXXVI. — DicEMBRE 1919. 51
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a + k&, = o; il suflit d’¢erire que le plan tangent & G, le long de la
génératrice support du cycle coupe G, non pas seulement suivant
deux, mais bien quatre génératrices confondues avee cetle génératrice
support : cela fait deax conditions seulement. En vertu de ce fait que
2T
n

cette propriété appartient automatiquement a toutes les autres géné-
ratrices du groupement; en vertu de la symétrie de G, par rapport
a 0, il en sera de méme pour le groupement 4,2 +1=o0. St l'on
remarque que l'ensemble des deux groupements x + £, = o,
ki +1=o0admet comme conjugu¢ 'ensemble des deux groupements
&+ ky=o0, kyx +1=0, on voitque les deux équations ¢erites sont
a compléter par les deux ¢quations conjuguces; autrement dit, Pen-
semble de ces quatre groupements donne quatre équations a coeffi-
cients réels entre les inconnues réelles A,,..., A,,, B,..., B, £,
ky—+ thky, k, — ik,. Un procédé de caleul simple met d’ailleurs ce fait en
évidence : on peut dans un systeme d’axes réels oap auxiliaire consi-
dérer les équations (70) comme définissant une courbe reelle, symé-
trique par rapport & la bissectrice A — w. = o, adme(tant en plus une

le cone C, se reproduit par une rotation de 'angle autour de Oz,
| tal

. q - . . . . RN [J. .« o,
transformation birationnelle imaginaire A, = j"A, v, = £, J ¢tant une
: /

racine quelconque de X”—1 = o.1l suffit d’exprimer que la tangente
~au point obtenu en prenant une racine de Q™+ £, = o a un contact du
troisi¢éme ordre avec la courbe : en prenant les coordonnées homo-
génes Q*:£(Q™), £,(Q™), Q"2 (Q™), ceci se traduit par ce faitque deux
polynomes entiers en @ = Q" sont divisibles par x + %, 5 ce polynome
est réciproque, de sorte que &,z -+ 1 se trouve étre en méme temps
diviseur. Le calcul ainsi fait se trouve valable méme si m devient
égal & 1 : donc pour le cone C obtenu pour m = 1, r =1, elles sont
vérifices.

Il ne reste plus qu'd étudier les deux groupements x +4=o
et £z -+ 1= o; pour des raisons analogues aux précédentes, ces deux
groupements étant & la fois symétriques et conjugués 'un de autre,
et chacun d’eux se composant de m génératrices s’échangeant par des

. . 27 ~ .
rotations successives de l'angle ~~autour de Oz, on a seulement trois

équations i coefficients réels entre A, A,, ..., B,..., £k, £,. Ces
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¢quations subsistent méme pour m = 1 et par suite pour C. Pour bien
établir ce point, on peut raisonner ainsi : décomposons en ¢léments
. . . . 1 f d.
simples la fraction rationnelle — —— ==

Q4 1+ dQ)
F(x)

» fraction qui ne dépend
(&= M) (Che 4+t

que de @, et soit la partie polaire relative a I'en-

semble des deux racines » = —# et x = — 71_; F est un certain poly-
F ()

x4 L)y (e + )t

algébrique, done est la différentielle d’une certaine fraction de la
O'F, ()

(- Ayt (ke - 1)v

cela, on al'identité

doit & tre

nome entier. La différentielle 7 ’(]Q(

forme

»ott F\ est un certain polynome; en écrivant

[rFi+meF ] (e+ )y (ke +1) —1oma(ale+14 )P (2) =TF;

cela exige que F, soit d’un degré inférieur de deux unités a celui de F

et alors I'identification donne par I'élimination des coefficients de F,

deux relations entre les coefficients de F. Tous ces calculs se font sans

avoir aucune hypothese & faire sur » oum, donc subsistent pour m = 1.

- . . - - 1 , ’

Comme la symétrie O, Q en &> échange X avec ., ces deux équa-
~

., . .. L. dp. .
tions n’ont pas besoin d’¢tre éerites de nouveau pour et le méme
v 1+ A

procedé fournit une équation unique pour kel — el provenant des
1 A
deux groupements x + £ = o, kr + 1 = o. :

Je rassemble donc toutes les équations obtenues pour C,, m étant
supérieur & 1 : I'identité (71) a donné quinze ¢équations, ensemble
des quatre groupements x + 4 =o, ko +1=0, x+k, =o,
kyr +1=0 a donné quatre ¢quations et I'ensemble des deux grou- -
pements x -+ £ == o, kz + 1= o0 trois équations : cela fait un total de
vingt-deux équations : il est tout & fait important de montrer que ces
vingt-deux équations sont indépendantes quels que soient m et r;
elles auront alors une solution générale A trois paramétres et une
infinité seront méme réelles, comme nous le verrons. Nous établirons
méme que ces vingl-deux équations, toujours nécessaires pourm = 1,
restent suffisantes pour m =1, la relation supplémentaire trouvée
si m =1 étant conséquence des vingt-deux équations déja écrites.
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Pour vérifier ce point, nous remarquerons que si l'un des cycles
pris parmi les cycles Q”—+ 4, =o admet comme support la droite
x~+iy=o0, 2=0, il en sera de méme pour tous les cycles Q"+4,=o0;
il suffit que le numérateur de A soit divisible par Q™+ £, ce qui fait
une condition. De méme, une seule condition assurera que tous les
cycles Q" —+%,=o0 aient la meme droite pour support. Donc, parmi
les courbes (A,,) & trois parametres, nous devrons en obtenir un
groupe particulier & un paramdtre, si nous ajoutons ces conditions
géométriques. Or, il est plus simple de préparer Ie caleul directement
en écrivant les équations délinissant un cone G, :

(Qr:z+ /‘u')S( (;)m - /(i)a

1=Q ey Q1) (la Q1)
| g ,()7/,':_}__ »"\I ()Glll —+- ,\2(‘)2;”1 V'IM A ) ()5/11 —+ }\!' (;).‘sm 4 .‘\;; (;)Qm__'_ ‘\(; (\)m
(73) - B(QU 4 1)+ By (QU 4= Q™) 4. .. 4 By (QFm - Q)
1 (1= Ay QmYs (1 ey Qs 1 A, Q7. - A, Qb

‘[J—:—"'(:)"; ((l/,z+ /;l)((‘}/u_i_ /\‘!) ”((J“m—i‘l)...—i—B;((‘)";'"—i—(_}“’”)’
avec identité

(74) (@ + k) (2 + L)+ k)2 (- by (2T + A2+ o+ Agx)
K+ Aje .o 4+ Age®) ++ [B(a 4+ 1) ..o By (2® - a9) ]2
32

E7._‘7(1,._*_/{)11(/.“1;_,?'[)11-

Si'on recommencait [e dénombrement des inconnues et des équa-
tions, on trouverait comme inconnues A, ..., A,, B, ..., B,, &, £,, £,
en nombre 15, Uidentit¢ (74) donnant onze conditions; quant aux
résidus, cette fois tout a déja ¢t éerit pourles groupements Q" +4£,=o,
Q"+ Ay==o0 (que m soit ou non égal & 1) et £,Q"+1=0, £,Q" +1=0}
st m est supérieur a 1, Q=o0 ne donne rien et 'ensemble Q" + 4= o,
kQ™+1=0 donne (rois conditions; donc on a sculement quatorze
¢quations pour lesguelles il sufiira de montrer qu'elles sont indépen-
dantes, quels que soient m ou r; il y aura alors des solutions a
un paramétre; nous verrons-méme qu’il y en a une infinité de réclles.
Nous verrons encore comme plus haut que, méme pour m =1, ces
quatorze équations sont suffisantes.
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Je continue encore par le méme procédé : dans ce cone Gy, comme
plus haut, il sulfit d'une condition supplémentaire pour que les géné-
atrices du  groupement a + A = o coincident avec la droite
Z + 1ty =0, 5=0; on peut encore préparer le calcul en écrivant
a priort les équations délinissant un cone G,

-

LQm - f Q- k)P QM+ L)
°Qm o1 (e Q1) (A Q7 51)
) QI A QR = AL Q
(73) - B 1) &+ By (0 Q) L B, Qo Qi

-

)

L IHRQM A QP+ A Q™M) 1+ A QM A Q
- Qr 15 -+ Qm (Qm“*" A.l) (Qm —+ A ) B(()i!/)l+[)+...|;!’((25f)l_+_(\)$ln)

>

avee identite

(75) (e L) (e 202 (1 Ly )2 (1 Ly )P (P4 Ayt L - Ay )
X+ Ajw+. ..+ Ayzt)+ [B(a?+1)...+ B (2% + a%)]?

32 . .
= T (& + k) (ke +1)".

Le dénombrement direct est (oujours d’accord avee nos prévisions,
car on a pour inconnues A, A,, Ay, A3 B, By, By, By, Bys £, £, +ik,,
k, — ik, au nombrede r2; 'identité (76) donneneuf relations et, pour
ce cone G, comme pour le cone C,, les conditions d’algébricité
de () se réduisent aux trois conditions provenant de I'ensemble
x + k=0, kr +1=o0.0n adouze ¢quations & douze inconnues, il ne
reste done plus de paramétre arbitraive si les équations sont, comme
nous I'annoncons, effectivement indépendantes. ‘

Ce point sera établi en toute rigueur de la facon suivante : les équa-
tions obtenues soit pour G, seit pour G,, soit pour G, sont nécessaires
et suffisantes pour m supérieur & 1; pour m =1, elles sont toujours
nécessaires, mais rien ne prouve jusqu’ici qu'elles sont suffisantes. Je
vais démontrer qu’elles sont encore suflisantes méme pour m =r.
Pour plus de netteté, je renvoie la démonstration plus bas. Admettons
ce point acquis.

Etudions le systéme relatif & C, : nous avons douze ¢quations entre
les douze inconnues réelles A,, A, &,;, Ay By, ..., B &, &, + k.,
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ky— ik,. Ce systeme dépend du [)ﬂl‘&lll‘lk‘(l‘(& fractionnaire %; or, pour
r=m =1, nous avons su le résoudre complétements la solution est
donnée par la formule (6g) et la solution numérique obtenue est
d’ordre de multiplicit¢ ¢gal & Uunité, en tous les cas impair et, de plus,
elle est réelle : done, pour Il)—l suffisamment voisin de 1, il existe bien
des cones C, réels donnant une courbe (:vy) réelle unicursale sans
parameétres; dans les formules (75), les quantités A, ..., B, ,.., £
b1k, kb — ik, pourront ¢tre développées en séries enticres procédant
~suivant les puissances croissantes de ,j—l — 1 et a coeflicients réels. Les
quantités A, ..., B, &, + ik,, &k, — ik, sont des fonctions algébriques
de 7’; qui sont réelles dans un certain champ de variation pour ;%;

nous pouvons remarquer que, si £, et £, sont réelles séparément et
non imaginaires conjuguces, rien d’essentiel n’est modifi¢, G, ou G,
ou G, restent réels, les groupements x + £, =o0 et kyx + 1= o0 sonl
alors a la fois symétriques par rapport i zOx et conjugués, de méme
les deux groupements  + £,=o0 ¢l £,z + 1= 0; aulrement dit, il
suffit de considérer £, + £, et £, k,, comme ¢’est naturel a priord, au -
licu de 4, et £, s¢parément. Abstraction faite de la réalité, le cone G

. , . . r 3 .
existe quelle que soit la fraction ~ . saul’ pour des valeurs exception-
nelles de —- Llexistence de cones G, réels prouve Pexistence de

cones G, et de cones G, réels, les cones G, ¢lant & un paramdétre et les
cones G, a trois paramétres.

On remarquera que le cone C, pouvait étre considéré seul, car les
équations de Cy sont calquées exactement sur celles du cone C, suivant
le procedé général développé précédemment. Mais il était bon de se
débarrasser completement de cette particularité géométrique qui con-
siste & donner la méme génératrice isotrope pour support a plusieurs
cycles, propriété qui est commode en tous cas pour construire certains
types particuliers. Le mode de démonstration employé a signalé en
passant certains procédés d’intégration qui peuvent étre commodes
soit pour avoir effectivement les coordonnées d’un point de la
courbe (), soit pour dénombrer les relations, et qui s’appliquent
quelle que soit- la courbe (o) étudiée. Par exemple, si 'on prend
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les formules (72), on peut éerire

JOUET T T A (ke )" (o k) ke 1) (8 Fea) (Aat 1)

/" . Qra ¥

ot F(x) est un polynome de degré 23 : I'identification des deux
membres donnera & la fois le polynome F et des relations d’identifica-

. . " T I
tion, au nombre de six. 1l suffit de remplacer Q par ] et par — pour

. ., el , . s ..
avoir U'intégrale fﬁ Le résultat est bien conforme & la théorie
. v T . L \
des fractions rationnelles, car il y a six séries de poles pour la frac-
. 1 d. . , . -
tion ——— —= et chacune des six séries donne une seule condition
1+ dQ

résiduelle.

De méme intégrale .
© . I 3

Loy — pdh . . .
———— qui ne dépend que de x et qui

- . 1 . .
change de signe quand @ est remplacé par —» donnerait une relation

: I
/'7. dp.— p. d). _' z <x - ;> ®(z)

14+ M (e ) (ke D)V (@4 k) (K +1) (& + k) (hky @+ 1)’

o @ estun polynome réciproque en z de degré =223 I'identification
des deux membres donne trois relations; la théorie des fractions
-ationnelles permettait de le prévoir comme plus haut, en raison de

. . . F N , . 3 —I
Pexistence de six séries de poles; la sériex = — £, etz = - devant
‘1

‘donner le méme résultat, ainsi quex =—kyouax = — et z =— k

1
Ts
I . .

»on n'a que trois relations. D’autre part, nous avons vu

et v = 7

directement au Chapitre 11 (§ 3) que si un cycle d’indice 2 et degré 1
existe, si 'on annule la composante du vecteur période polaire corres-
pondant relative & Ox et Oy, la constante relative & Oz est nulle
aussi; done ici les trois nouvelles relations se réduisent & une seule,
en tenant compte des précédentes. On retrouve done bien le résultat
annoncé : sept relations résiduelles pour G,; on pourrait opérer de
méme pour les autres cones G, et ()3;

.

19. Le seul point & démontrer maintenantest donc que, si m devient
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, s . g . " d
¢gal a 1, la relation fournie par [ —
f : g

et le pole Q = o estune con-
”

séquence des relations fournies par les couples autres que Q=o
et Q = =o. v :

C’est un cas particulier d’une proposition plus générale. Je consi-
dére un cone C algébrique réel; je le définis par la courbe o trace de
ce cone sur le plan s =15 soit F(%, 1) = o 'équation de cette solution

ans son plan; le point réel ou complexe ¢ est supposé balayer e
d plan; le point réel lexe £ est suj balayer tout 1
plan de la variable complexe et je marque sur ce plan les racines de
I"équation 1 + 5+ 7*= o; j'entoure chacune d’elles d’un petit cercle;
les intégrales

dn - C_dz 0 di—E da
T -—ﬁ’ — T —— T e re—
I+ J o t+et+ J 1+t

prises dans le sens direct le long d’un de ces cercles T', sont les com-
- posantes du vecteur période polaire relatif au cycle isotrope corres-
pondant de C; soient @ + @'t, b+ b, ¢ + ¢'i ces composantes.

Sije prends maintenant les intégrales conjugnées des précedentes,
elles se rapportent au cercle IV symétrique de 1" par rapport a 'axe
réel, le cercle TV étant déerit dans le sens inverse cette fois : done le
vecteur période polaire du cycle isotrope conjugué a pour composantes
—a—+a'i, —b+0b'{, —c--c'i. Done, s'il ya n couples isotropes
conjugués, la somme géométrique des 2n vecteurs périodes polaires
est nulle et ceci se traduit par

n N n n

ul [ -l

2 a'=o, 2 b = o, Z ¢ == o.
1 1 1

Imaginons maintenant que, parmi les cycles isotropes, il y en ait
un qui soit du type classe supérieure au degré. Je suppose les
axes pris de sorte que la droite isotrope support soit z=o0, x+iy=o.
Alors, en nous reportant au Chapitre II (§ 4), puisque nous avons
pour la courbe ()

x~+ly =—7zil, a — iy =il 25 = —1Ll,,

et que I, et I, ne donnent pas de singularit¢ logarithmique pour ce
cycle, on en déduit qué les (rois composantes du vecteur période
@

polaire sont .
a~+a'i, — da' + ai, 0,
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et le vecteur polaire du cycle conjugué donne
—a-+a'y a + ai, 0.

Supposons donc qu’on ait annulé tous les vecteurs périodes relatifs
aux autres couples; dans ces conditions, comme la somme de tous les
vecteurs est nulle, la somme des deux vecteurs écrits précédemment
est nécessairement nulle : donec a = o0, @’ = o; donc chacun des deux
vecteurs est nul automatiquement, comme conséquence de la nullité
des autres. '

Or, dans I’étude faite au numéro précédent, qu'il s’agisse de C,. C,
ou C,, on a annulé les vecteurs f)ériodes de tous les cycles autres que
Q =0, Q ==; chacun de ces deux cycles est du type classe supérieur
au degré, et cela que m soit égal 4 1 ou supériear a 1.

Sim est supérieur a 1, les deux cycles Q = o, Q = o ont leur vec-
teur automatiquement nul; si m est égal & I'unite, ces deux vecteurs
ne sont plus nuls automatiquement, mais les équations obtenues en
écrivant que tous les autres vecteurs sont nuls ont pour conséquence
que les deux vecteurs en question le soient; par exemple, pour m=1,
r=1, larelation A,,= o, s’il s’agit de C,, sera une conséquence des
deux équations formées; de méme pour C, ou C, (A;=o, s'il s’agit
de Cy; A, = o, s’il s’agit de C;). :

Quant au calcul fait pour C,, en supposant m =1, r=r, il a été fait
avec d’autres variables au paragraphe 12, de facon & n’avoir que deux
inconnues au lieu de douze, mais cela importe peu pour apprécier
I'ordre de multiplicité de la solution numérique obtenue; de la sorte,
nous sommes bien certains que les douze équations sont indépen-
dantes. . :

L'exemple ainsi obtenu en toute rigueur est le premier exemple
connu jusqu’a présent de courbe unicursale & torsion constante dont
le cone directeur des binormales a une directrice sphérique non uni-
cursale. Nous en trouverons d’autres au Chapitre suivant, et en parti-
culier le type le plus simple correspondant & quatre couples isotropes

d’indice 5.
(A suivre.)
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