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SUR LES SINGULARITES MOBILES

DES

INTEGRALES DES EQUATIONS LINEAIRES
AUX -DERIVEES PARTIELLES

SUR LEUR INTEGRALE GENERALE

Pan M. S. STOTLOW.

Introduction.

La plupart des travaux consacrés aux équations linéaires aux déri-
vées partielles s’occupent d’équations de types particuliers, que I'on
rencontre en Physique mathématique, ou ont pour but d’étudier les
transformations des équations linéaires et d’établir des classifica-
tions.

A ma connaissance, c¢’est M. Le Roux qui, le premier, s’est occupé
des intégrales des équations linéaires quelconques, cherchant & étu-
dier leurs singularités et leurs propriétés analytiques (*). ‘

Vers la méme époque et dans un autre ordre d'idées, M. Delassus (*)
s’est occupé des équations réelles & caractéristiques réelles établissant
la forme des singularités appelées accidentelles ou mobiles, ¢’est-a-dire
dépendant des fonctions initiales.

Dans ma Thése (*), j'ai démontré une proposition qui rappelle les
théorémes d’existence de la théorie des équations aux dérivées par-
tielles, ot j’établis un lien entre les singularités des fonctions initiales

(1) LE Roux, Thése, Paris, 1895; Journal de M. Jordan, 1898, 1900.
(2) DeLAssus, Annales de U'licole Normale supérieure, 18g5.
(%) BroiLow, These, Paris, 1916,



et la nature analytique des singularités correspondantes des inté-
grales.

Le présent Mémoire a d’abord pour but de donner une générali-
sation du théoréme de ma These, ot les fonctions initiales avaient des
singularités d’une nature analytique particuliére. Les fenctions ini-
tiales seront ici absolument arbitraires, sous cette seule restriction
d’étre toutes holomorphes en un méme point.

On reconnaitra ainsi la forme analytique d'une intégrale au voisi-
nage d’une singularité mobile quelconque.

Je donne ensuite une expression de l'intégrale générale (au sens
aujourd’hui adopté) de I’équation linéaire générale a deux variables,
valable dans un domaine assez petit, mais indépendant des fonctions
arbitraires. Ce domaine ne contient aucune singularité fixe de I'équa-
tion, mais pourra contenir autant de singularités mobiles que I'on
voudra, les fonctions arbitraires pouvant y étre quelconques.

En particulier, on sera ainsi renseigné sur la forme analytique
d’une intégrale au voisinage ‘d’un point par lequel passent plusieurs
multiplicités singulieres mobiles.

L’expression de cette intégrale générale dépend, comme on le verra,
d’un nombre fini ou infini de fonctions attachées a I'équation, selon
que I’ eqnatlon caractéristique a toutes ses racines s:mpleb ou po>sede
des racines multiples.

En général, ces fonctions ne seront pas calculables, comme d’ail-
leurs cela est le cas dans presque toutes les méthodes d’intégration
connues, dont le but principal n’est pas de fournir le moyen de cal-
culer effectivement les intégrales, mais bien plutot de donner une
“idée de leurs propriétés analytiques. :

Je termine en indiquant comment cette méthode, qui consiste dans
une analyse de la solution fournie par la méthode des approximations
successives de M. Picard (méthode qui, d’ailleurs, a ¢é(é employée
également par MM. Le Roux et Delassus dans les Mémoires cités) con-
duit, dans le cas des équations dont toutes les familles caractéristiques
sont simples, & D'expression de Ilintégrale générale donnée par
M. Le Roux.

Sous une forme un peu différente, 'énoncé du théoréme concernant -
Pintégrale générale de I'équation linéaire que l'on trouvera ici
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a ¢té communiqué a I'Académie des. Sciences dans la séance du
7 février 1916. ‘

I. — Les termes de la premiére et de la seconde espéce.

1. Considérons une équation linéaire d’ordre n 4 deux variables
indépendantes x et y, et d’ailleurs absolument quelconques. Dans
tout ce qui suivra, les variables seront toujours complexes; il faudra
donc toujours entendre par fonction quelconque une fonction analy-
tique quelconque.

Dans l'espace a quatre dimensions des variables indépendantes x
et y, envisageons une région qui ne contienne aucun des points des
catégories suivantes :

1° Les points singuliers des coefficients;

2° Les points ou tous les coefficients des dérivées d’ordre n sont
nuls i la fois;

3° Les points singuliers des fonctions caractéristiques, ¢’est-d-dire
des fonctions qui, égalées 4 une constante, donnent les caractéris-
tiques de I'équation; '

4° Les points ol deux ou plusieurs caractéristiques sont tangentes
sans étre confondues. ‘

Nous appellerons une parcille région domaine de I’ espace (x, y), ol
il n’y a pas de singularités de I’équation. Nous le supposerons toujours
limité et nous le désignerons par (D).

Dans un domaine (D), considérons un point qui n’est pas sur sa
frontiére et que nous pourrons toujours prendre pour origine.

Envisageons une caractéristique passant par ce point et supposons
qu’elle corresponde i une.racine d’ordre K de I'équation caractéris-

dy
dz

En se bornant & un domaine (D) suffisamment petit, on pourra
-toujours supposer que la famille dont notre caractéristique fait partie
a pour équation

tique algébrique en = Ce sera une caractévistique d’ordre k.

x = const.,
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la caractéristique méme étant alors 'axe
X = 0.

Ceci étant, nous allons écrive I'équation linéaire considérée sous la
forme
(n . Ay () =@ (u),

ot A,(u) est une expression que I'on peut écrire sous la forme symbo-
lique :

/0 ) 0 J\ 0Fu
(2, ¥) (52; -+ di(nl‘,)’)gy “\z + @i, }’)d—}, )-()—)'7',
et le second membre ne contenant que des dérivées d’ordre n — 1 au
plus.
L’équation

A(u)y=o

admet évidemment, quelles que soientles fonctions fi(«),

h—1
Pintégrale : "":Z yifi(a).
i=0

2. On peut déterminer une intégrale de (I) par les conditions ini-
tiales suivantes : '

1° Sur x = o, cette intégrale, ainsi que ses n— & — 1 premiéres
dérivées par rapport i a, se réduisent aux polynomes en y, qui repré-
sententles valeurs de u, et de ses dérivées par rapport-d 2 pour x=o;

2° Pour y = o, I'intégrale et ses £ — 1 premiéres dérivées par rap-
port a ¥ se réduisent respectivement aux fonctions

fo(‘z")’ fl(‘z')v ey f/r—l("'v)v

supposées toutes holomorphes a I'origine.

M. Goursat (') a démontré I'existence de Iintégrale satisfaisaint
-a ces conditions par la.méthode des fonctions majorantes.
Dans le cas des équations linéaires, on peut, pour celte démonstra-

(1) Voir Goursat, Lecons sur l'intégration. des équations du second ordre, 1.11, p.303.
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tion, employer la méthode des approximations successives, comme l'a
fait M. Le Roux ().

Ce dernier prmedc permet mieux de voir dans la nature de la solu-
tion caleulée, et nous conduira méme, comme on le verra, a la forme
analytique de T'intégrale.

Je vais examiner d’abord quelles sont les formes des termes que les
approximations successives introduisent.

En ¢erivant suivant la méthode bien connue de M. Picard :

A, (wy) =o,
A(w) =@(uy),

Ay (ttps) =W (uy,),

on aura :

) R o
Uiy = / a')/ / dy [ Apnde. .. / Ay @ (u,)dr,
o 0 AT ey
lesintégrales curvilignes étant prises le long des caractéristiques
Coy C{: ceey Cp—i

autres que les caractéristiques de la famille

& == consl.
et a partir de z = o. ‘
Pour simplifier 'opération, nous allons déterminer bucwssxvem(‘nt
les intégrales correspondantes aux fonctions initiales

”(l):./“("')y ‘”l):),./'l('l.)’ veey Un:}’/".‘lf/:—l("‘)a

dont la somme donnera I'intégrale cherchée.
Nous poserons d’une facon générale

wo==P (2, y) f (),

la fonction P (x, y) étant supposée holomorphe dans (D).
En désignant par C; la fonction de x et de y qui, égalée & une cons-
tante arbitraive, donne les familles caractéristiques ¢, ¢,, ..., ¢, ., ON
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pourra développer «, en série de la forme

€

. ul
wy= [ (@) P, Qi (C)at,
=0
et on aura de la méme facon
. ~ .
A Qi (€)= Qii( o)ty
fa=0

z
N i .
Anr1 Qiyinin 1 (Cnmgmy) = 2‘ Qiriseoectn i (Cpepp) i,

Ipef =0
toutes ces séries étant valables dans un domaine (d) défini par
(d) le|<r, frli<r.

ol 7 est une quantité positive assez petite, et dans lequel ces séries
sont d’ailleurs absolument et uniformément convergentes, ainsi que
leurs séries dérivées.

On aura dans (d)

)("l..’ y)f(l) o % Z Qul in..x((:/z« /.')tci'*-["'_‘—m-.—i""ka

by ek

ot d’ailleurs I'on supposera qu’aucune des fonctions A; (qui ne
dépendent toutes que de l’équalion proposée) ne s’annule. Nous
appellerons dans la suite une séric de cette nature a’eveloppunent
normal de

P(z, y)f(2).

Il est évident que, dans un développement normal d’une pareille fonc-
tion, les Q sont indépendants de f(x),
Ceel 6tant, on aura évidemment

n-—l

) ”1—2 f dy... [ dy 2 Q% iy Cas)

m=0 iylge Lypog= 0

X f a! n—A d.,Z‘f D'n—k—ldx /“ xi,fln(x) (l.’L'.
0 0
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en désignant, pour simplifier Pécriture, par /™ (x) la dérivee n'™
de f(x).

Si P, (x,y) désigne le coefficient de /™(z) dans @(u,), les
Q... ., figura dans cette expression sont les coefficients du déve-
loppement normal de

P,.(x, y)fr(z).

L]

Faisons tout de suite une remarque qui nous scra utile plus tard.
Si -

M2 s
désignent les limites supérieures des valeurs absolues de

I ~ Foed ot -+
AjA A, _, Qi i (G ) @i Freme ety
< 20 n—1k
dans (d), on peut évidemment choisir ces quantités positives dé facon
que la série '

)

-
> M

4 . .
fiteeodp—k=u

soit convergente. Soit alors
B e

sa somme. Nous appellerons cette quantité limite supérieure normale
de P, (=, y); si M” désigne une limite supérieure quelconque
de f”(x), la limite supérieure normale de

P, (e, ¥) 7 ()
sera, par définition, la quantité

N7 M,

3. Yoyons maintenant quelles espéces de termes introduira dans @ (w)
la substitution u= u,, «, étant donné par ().
Il est aisé de voir que I’on a toujours

-~ o o X
j » a"w—kdo:f ain-kdo, . f ob fr(o) do = [ S..ini (2, @) [ () doy
0, 0 0 o

ol S, . . estun polynome facile & calculer.

Ann. Ee. Norm., (3), XXXVL. — Aovr 191g. 31
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Tout terme de (1) pourra done se mettre sous la forme

X
[ R;:’i._,...f,,wk (‘:Z', .),1 a)flll (O!) ([.’A,

L0

otl’on a
¥ ¥
R;ﬂ;-~--";. k('T7 3‘1 2) - St!i'i-.» -~irx—-—L<('1"3 y)f (/‘3" M [ Q!"?iu-uin—-k( P"l'"/") d)”
: 0 <o

A
les signes [ étant comme dans (1) au nombre de £ On voit dong

<o

immédiatement que :

1° Les fonctions
R;:I;Iiﬁ-uin-«k(‘l’: ) y)
sont nulles ainsi que leurs premiéres n— 4 — 2 dérivées par rapport
4 & pour x-= o.
2° Lasérie
Wl .
z Rl"i,ii, B k(.Z’, _y: CZ)

igiac. =0 Y e °

est absolument et uniformément convergente si ||, |y, || sont
assez petits. '

Soit R (z, y, «) lasomme de cette série.

Cette somme posséde naturellement la propriété 1° de chacun de

ses termes. .
On aura par conséquent, dans ®(«,), des termes des deux tyvpes
suivants : '
S Ry (x, y) /™ (@),

<2) . & ‘ )
Z RT(J’”: Y, 1\/’”(0!)11‘1, .
0

ot les R sont des fonctions dont la forme ne dépend que de P (x, y)
et de 'équation proposée.

De plus, la propriété 1° de R} (z, y, ) montre que :

Si k= 1, le nombre entier positif m dans les expressions (2), figurant
dans ®(u,), ne dépasse jamais le nombre n — 1.

St k> 1, ce nombre m>n — 1.

Ces deux faits sont trés importants pour la suite; nous ferons
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remarquer que ce sont des conséquences des propriétés des fone-
m

tions R, ., . (@, v, ).

4. Pour avoir maintenant les formes des termes de w,, il taudra

considérer & la place de (1) les expressions analogues provenant de

Y 'L._\' > ~ .
(3) [ dy. .. / d)’/ A_xde. .. / AR (@, y) frrix)dx
“o “0 Y Cuk ey
et de
(1) /Ady. .. / dy/ Ao do. .. / A dx / V(e y.ox) [ (a) do.
.Y <y e 't <y

Pour ce qui est des expressions (3), elles rentrent dans Uétude faite
au paragraphe précédent. Elles donneront dans «, une somme finie
’expressions de la forme

/ ‘R'z"(-x, yya) [ (a)da,
Jy ,

ou les Ry sont des fonctions différentes des R}, mais ne dépendant
toujours que de P (=2, y) et de I'équation proposée et possédant les
mémes propriétés 1° el 2°. - '

En ce qui concerne les expressions de la forme (4), nous ferons
d’abord remarquer que, si 'on pose

I)IIl

Wi, yyo) =R (z, )+ Ry (2, y)o+ R (2, y)od—+. ..,

-

ces expressions deviennent des séries uniformément et absolument
convergentes d’expressions de la forme (3) ot & la place de /™(x), on

aurait

0

Vet

afo f1 (o) o,

7, étant un enticr positif quelconque ou nul.
Jappellerai donc développement normal d’un terme

[ Ry 0/ (o) da
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la série

‘\: REL, (o ) / o fm(a)dz,
T iy=1

olt toutes les fonctions R}% sont développées en séries normales
(voir n° 2). '
On aura alors, pour les termes de u, provenant de (4),

* A Y » > X

Wl .

Z / C()" .. f [ZJ’ Q,{;lil ,‘:”_,'“__k( C,,_A->f zin-kda. ..
P . Y0 v 0
folylioaiidy=10 . .

x ax
= f xhdx [ &b [ (x)da.
0 0 .

Comme plus haut, on aura ici des fonctions

B;:‘Iili.,....i,,_k(xa }” & )7

mais dépendant de » — & + 1 indices, pour lesquelles on aura les pro-
priétés suivantes :

1 Pour x = «, ces fonctions, ainsi que leurs » — £ — 1 premiéres
dérivées par rapport & x, sont nulles ;
2° La série ' : .

)

2 R by v, a)

faiygfneeity k=0

% | dsse’

st absolument et uniformément convergente pour x|, |y | et
petits.

Nous appellerons de méme limnite supérieure normale d’un terme de -
la forme

L

[ R, gy g (@) da
0

la somme de la série

o »

N v
[ M Y M, = e MR,
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AN
(@ 4

ol chaque terme représente une limite supérieure de
:

@ Qi o Gomi) oo (),
Apdae e Ap—f -

convenablement choisie pour que la série soit convergente
En se rappelant la propriété 2° de fonctions R, , ., on pourra
conclure de tout ce qui precedc :

Quel que soit le rang p, les prpressmns obtenues pour (D( u,), par le
procédé indiqué, ne contiendront jamars qi’un nombre_fini( qur d ailleurs
varie avec p) de termes des types (2). '

Pappellerai termes de la premicre espéce ceux de la forme
Rix, ) fr (@),

et termes de la seconde espéce ceux de la forme
" -
' : f R(x, yv,a)f"(a«)de,
. 0 v

quels que soient le nombre 72 et les fonetions R.
Comme aux paragraphes précédents, on déduira immédiatement de
la propriété 1° des fonctions

m R
R 6 Rilai e

St k=1, quel que soit le rang p, le nombre positi/ m (indiquant
Pordre de dérivation de f( L)), dans les termes de premicre et de seconde
espéce de O (u,) ne dépassera jamars le nombre n — 1.

St k>>1, ce nombre m croit indéfiniment avec p. Entln on peul
«lj()llt(‘l‘ que :

Si k=1, les expressions de ®(u,) ne contiendront jamais que des
termes de la premiére espéce. En effet, dans ce cas particulier, on n’aura ‘
dans I'expression de u, aucune intégration par rapport a . '

II. — Sur la convergence des approximations successives. Les intégrales U..

5. D’aprées ce qui a été dit jusqu’ici, toute expression ®(u,), quel
que soit p, peut se mettre sous la forme d’une somme finie de termes
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de la premiere et de la seconde espéce. Soit u. le nombre des termes

~de la premiere espéce et v le nombre des ermes de la seconde espéce
que contient ®(z,). On aura

Q(u,) :Z Pz, y)fm(a) “"E f Ry (2, y,a) f(e) de,

m=0 m=0

ol u et v peuvent dépendre de p.
Avec les notations de la section précédente, on pourra écrire les
développements normaux

-
n ¥ -
P,.,(x, ¥)f"(z)= 7\—1-{‘)—(%-"——/— Z Q:{'/{:.‘.i,.Ak(Cu—-/c) gtttk
iy iy i i g=0 .
et
e /7 () S . ST
Rop(z, y,a)f"™(a)= m Z Qb in (G ) @it gl
e RO

Gy tye oy =0

Considérons maintenant les limites supérieures normales de P,
et de R,,,, soient
dLmp oL e,

o v
= el dRy=Y M7,

m==0 m=0

et posons

Dans un domaine (') intéricur a (), on aura pour limite supérieure
normale de ®(u,) I'expression

Ly MO+ [ ] 91, ],
ot M>| f(w)| dans (d) et A, est une quantité ne dépendant que
de (d"), (d) ct du rang p choisi. :

D’aprés ce qui a 6té dit dans la section précédente, on aura pour «, .,
une expression qui pourra s’écrire sous la forme d’une somme finie de

séries telles que , ~
- = y e
(3) Z [ ({)/. . / Ay Q.. iy (Caer) / ikl . j ah fr(x) de
] 0 o 0

Fotye ipog=
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et

sl

(59 2 [ dy... f Ay Qi i (Cpei) [ xinkda. . . / alo fr(z)da.
0 Al “p

. . . ) o
folglaeeiln—k o

Chacun des termes des séries (5) et (5') peut se mettre sous
la forme .

X
f R/":Ii’l. N (-I', ‘1’7 z ')‘/'nl l a ) dz
0
et la forme

[ Rt i s(2s y.e) /7 ()

“0

Ces fonctions (R) sont, dans (d), limitées supérieurement par
I'expression
I T },l_-/l.-l .I Y IlA~ [l\ll”i’[‘."-'ill"\—-{-- l x lZ\I’}'xlxlix“lu-""r—k]’
et les termes de (5) et (5') eux-mémes sont limités par
}‘I’ l z '”_k l -}/ lk l“- [1\1’{:1"2-“/‘" -k+ , .Z‘, NI"{-".( lyeniduok ]'
On n’aura qu’a multiplier ces limites par
I

1

D

('l;lafl)<,_ Fay

\

pour avoir des majorantes des R et des termes des séries (5) et (57),
dans (d'). '
D’autre part, chaque terme de ces séries donne, par sa substitution
dans :

D(u),

un nombre de termes au plus égal & n, dont chacun, & cause de la

forme des majorantes des R, est limité supérieurement par I'expres-

sion '
er N A, M M2, oM i s

ol o désigne le plus grand des modules |z| et |y[, X une quantité ne
dépendant que de (d'), de (d) et de I’équation proposée, et N une
limite supérieure des coefficients de ®(u) dans (d).
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St done on désigne par h une autre quantité ne dépendant toujours
que des domaines (d") et (d) et de I'équation proposée, on aura
dans (d"), pour

. . . q"(”p 171)1
la limite supérieure normale

-

3N, M IR O, ], |
Ceci étant, il est aisé de voir que la [imite supérieure normale de
D (e,
ol s.est un entier positif quelconque, est donnée par l’o_xpfessinn
(6 AN)S 7, M [IIL —+ DI, ].

Si done le nombre positif o est assez petit pour satisfaire d l'iné-
galité . L o
p N <1,
la série de termes de premiére et de seconde espece, représentée par

[V
}-&“d)( ),
p==0
est absolument et uniformément convergente dans un domaine 2],
~ défini par '
: le <o, lyl<oe

qui, comme on le voit, ne dépend en aucune facon de la fone-
tion f(x).

Dans ce méme domaine, la série

»

@® n=yz,

I;
Z 2 Ronp (2, 3, 2)

=0 m=y

est aussi absolument et uniformément convergente.

Il résulte de ce que 'on vient de dire que I'on peut changer I'ordre
des termes dans
Z D(uy,)

p=0

-
et grouper ces termes sous un méme signe / , comme on le voudra.
A .
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Sil'on tient compte de ce que Vintégrale cherchée est 1epre=entee

par
U :2 U,

- p=0

et que I'on se rappelle ce qui a été dit au n“ 3, on aura, suivant que
k=1ouque £>1:

] n—I1

sA (=Y [\ oz, y)f(r)+f B(, y, o) f (a)dj}
(ay i=o0

k—1 .
’AH(U) _“> 2‘ Ij(rv})f/(z‘)_*_f I;l‘[ l‘ 13J)f‘/(a)d~/]

J=0 =0
Dans le cas particulier ot £ =7, on aurait identiquement

: . _ ) Bij(z, y,a)=o0,
quels que soient 7 et /.

6. Pour avoir maintenant I'intégrale U, il faudra intégrer (II) avec
les fonctions initiales

JiCe) (J=o0,1,2, ..., k—1)
sury=o, ¢t :

Joo)+ r fi(o) 4.4 YA (o) (=0, 1,2, ..., n —hk —1)
Sur = o.
Si l'on pose
U=u,+ 7,
on aura i déterminer une intégrale Z de (1) avec les fOl’]Cthl’Ib ini-
tiales nulles sur z == o ¢t ¥ = 0. On aura done :

' n-—1 . . o .
U= f(x)-t+y f Vilr, yya) fi(a)da ’ (k=1),
=0 :
k—1 =1 v
Gy L u=Sy @+t S [ Vite, yoa fiteands (>,
j=0 j=0 t=0""° '
n—1 n—1 o .
U=Nyifyte)+ 973 D Yyle,y1 fitay —  (k=n),
j=0 j=0 i=0

Ann. Ec. Norm., (3), XXXVI. — Aour 1914, ) . “3a
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Dans toutes ces expressions, les fonctions V ne dép-endent que de
"équation proposée et en aucune facon des f(z).

Ces expressions sont (outes valables dans un domaine (2) égale-
ment indépendant-des fonctions arbitraires /(&) qui sont assujetties
seulement i étre holomorphes dans ce domaine. Cetle dernigre hypo
thése peut étre levée.

7. On peut déterminer un domaine () assez petit pour que les
e\pressxons (1) y soient valables, c’est-a-dire que les séries con-
vergent dans ce (2), quclles que soient les fonctions f(«) dans ce
domame,pour\u que Porigine soit pour elles un point ordinaire de
fagon que les intégrales aient un sens bien déterminé. Cest ce que
nous allons montrer. "

Considérons, pour cela, un cercle I' situé dans le plan des z et ayant
'origine pour centre, et supposons que les f(«) aient des singula-
rités absolumentqueh onques dans T', & condition d’étre hOlOanl’thb
a l'origine, et cela quelle que soit la branche de ces fonctions si elles
sont multlt’ormcs

Ceci étant, envisageons les chemms L, satisfaisant aux conditions
suivantes :

1° Ces chemins partent de I'origine et aboutissent en un point quel-
conque de I', ou les f(a) sont holomorphes, et restent entiérement
situés dans I" entre ces deux extrémités;

2° Ils ne passent par aucune singularité de I

3° Entre I'origine et un point déterminé de T, le chemin L corres-

pondant est le plus court de tous ceux qul satisfont aux conditions 1°
et 2°. ‘

Soit /la limite supérieure des longueurs de (ous les chemins L ainsi
définis. Si (8) est assez petit pour que I'on ait dans ce domaine
[<p,
on voit que tout ce.qui a été dit pour le domaine (¢) primitif, ou
les f(x) étaient holomorphes, peut étre répété pour ce nouveau

domaine (8), qui est toujours mdependdnt desfonctions f(z), et dans
lequel ces fonctions peuvent avoir des singularités.
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On peut donc prendre dans (111) des fonctions f;(xz) arbitraires,
pourvu que [’origine ne soil pas un pont singulier pour ces fonctions.

Les expressions (IIl) représentent donc aussi des intégrales non
holomorphes dans ().

8. Il est clair que U'intégrale (U) définie plus haut, qui dépend d’un
nombre de fonctions arbitraires-égal a 'ordre de la famille caractéris-
tique -

x = const.,

n’est pas la seule que I'on puisse obtenir ainsi.

Une famille caractéristique quelconque peut ¢tre ramenée par un
changement de variables & la forme ci-dessus, et une caractéristique
quelconque a I’'axe z = o. .

Il y aura donc des intégrales telles que U relatives & une caractéris-
lique quelconque. Si ¢ désigne cette caractéristique, nous désignerons
I'intégrale analogue a U lui correspondant, par

U..

Cette intégrale, par définition, dépend donc d’un- nombre de fonctions
d’une variable, égal 4 ordre de la caractéristique c. _

On peut donner des intégrales U, la définition suivante : ce sont les
intégrales qui possédent cette propriété que leurs valeurs, ainsi que
celles de leurs premiéres n — £ — 1 dérivées extéricures i ¢, sur cette
caractéristique, sont données par des polynomes d’une variable de
degré # — 1 au plus, et qu’elles sont holomorphes en un point de c.

9. Passons maintenant & un ordre d'idées un peu différent et
essayons de représenter analjtiquement des intégrales déterminces
avec d’autres fonctions initiales.

Jai démontré dans ma These (Paris, 1916) que, sil’on se donnait sur
une caracteéristique d’ordre K, soit .

C(z, y)=o,

supposée passer par l’origine et satisfaire dans un domaine (D) autour
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de l'origine a U'inégalité
9«
dxz 7 7
an nombre z— £ de fonctions initiales toutes holomorphes dans la
région de cette caractéristique définie par :

|yl <<h (région & un seul tenant),

et sur la droite y = o, un nombre K de fonctions initiales toutes holo-
morphes dans la région de cette droite, ot

|| <e

et ou £ est asses petit par rapport ¢ h, on peut déterminer un
domaine (d) de ’espace (xy) contenant entierement ces deux régions
et dans lequel 'intégrale qui correspond & ces fonctions initiales est
holomorphe. Ce domaine (d) est indépendant des données. (Voir
Thése, p. 45, lemme 1.) '

Si nous revenons maintenant aux intégrales U,, il est facile de géné-
raliser un théoréme que j’ai donné dans ma 7T/ése (p. 44) et qui établit
un lien entre les singularités des fonctions initiales et la nature analy-
tique des singularités des intégrales correspondantes. 4

Considérons, en effet, le domaine () du lemme que je viens de
rappeler, et appelons (v) et (v') les régions de la caractéristique et
de y = o ou les données sont holomorphes et qui contiennent I’ori-
gine. .

Déterminons une intégrale avec n—#4 fonctions initiales holo-
morphes dans (v) et K fonctions initiales quelconques dans (y") holo-
morphes & I'origine seulement.

Soit « cette intégrale. On’ poulﬁ‘:ydélérminer une intégrale du
type U,, ol c est la caractéristique

C(z, ) =o,
et ayant sur y = o les mémes fonctions initiales que u. La différence
u— U,

sera, d’apres le lemme rappelé holomorphe dans le domaine ((1.) de ce
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lemme. D’autre part, U, sera représenté par (I11), dans un domaine QS)
indépendant des données.

On peut donc énoncer la généralisation suivante du théoréme de
ma Thése (p. 44) : '

Toute intégrale déterminée avec des fonctions initiales holomorphes
dans (v) et quelconque dans (y'), qui est seulement suffisamment petit
par rapport a (), est représentable dans un domaine (3) contenant
enlierement (') et indépendant des jfonctions initiales par

U.+H,

ou H désigne une fonction holomorphe dans tout (3), et les arbitraires
de U, sont les fonctions initiales sur (y").

Dans le cas particulier ot £ =n, intégrale U, représente 'intégrale
générale; on voit sur U'expression (1II) de cette intégrale qu'il y a
alors une infinité de solutions uniformes autour d’une singularité
mobile, ce qui n’a pas lieu dans le cas général, et ce quia été démontré
directement dans ma Thése (p. 39) par une autre voie.

III. — Sur certains systemes d'équations fonctionnelles et sur 'intégrale
générale des équations linéaires & deux variables indépendantes.

10. Considérons une expression fonctionnelle de la forme

n
UHIL:Z (l,’(JJ, U?’)/i[bi(‘r, J")]’
=0
ou les fonctions «a; et b; sont données et les f; représentent des fonc-
tions arbitraires d’une variable.

Nous supposerons que, dans un domaine contenant l'origine des
axes des coordonnées, les fonctions a; et b, sont holomorphes et que
I’on n’a en aucun point de ce domaine I’égalité

0b;
—_ = 0.
oy

Considérons n fonctions de y :

C."o()’% @1(}’)7 ‘--,7‘ c?n(y)
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assujetties a la seule condition d’étre holomorphes a I'origine, et pro-
posons-nous de déterminer les fonctions /; de telle facon que P'on ait
les égalités suivantes pourx =o:

(6) | | ’ ..............
()"dJ,
| ‘P:L(y):(\f‘;ﬁl)‘)’
o 4 . ' %
ot (4u)es (%)0, etc., désignent les valeurs de 1, 5‘%> ete.,

pour & == o.
Nous allons faire voir que le systéeme (G) peut étre réduit & un
systéme différentiel linéaire & n + 1 inconnues et d’ordre n.
Convenons pour cela de désigner par

Floa, )]

la dérivée de /;[b;(2,y)] prise par rapport & b;(z,y), cette fonction
étant considérée comme variable indépendante.
Considérons la fonction
0",
d;L‘M

et ajoutons et retranchons de cette fonction la méme fonction

) ‘ 9% fi o (200"
Z a,(x,_}’)[d—xﬁ — /i </¢)_c) ]

. . ’()—& n ’
= <d7> ,

dont le dénominateur ne s’annule pas, d’aprés 'hypothése faite

0b; . ;.
sur 55 dans un domaine contenant 'origine.

‘Cecl étant, posons o
()bi n . e . ()bl n
<W> Ai(z, 3’)——%(%.}’)(;{) ’

les A; (2, y) étant des nouvelles fonctions indépendantes des /et natu-
rellement holomorphes & I'origine.



INTEGRALES DES EQUATIONS LINEAIRES AUX DERIVEES PARTIELLES. 255

11 est, deés lors, facile de voir que si Pon fait dans l'expression
a7, .., . .. , . P .
de Sz alnsi écrite z = o, la derniére équation de (6) ne contiendra
plus de dérivée
f,f’Lb[(O, .}') ’

’()n‘f[\
ay" )o
On pourra recommencer la méme opération pour les dérivées
.fi”_1 [bi(01 }’)]‘
et I’on finira par réduire, dans toutes les équations du systéeme (6), les
L N s C s /0P f;
dérivées (/7), & des dérivées d"{f -
Ce systéme sera done transformé en un systéme linéaire différentiel
ordinaire ou les inconnues seront ;

fo[bo’ (O,y)], fl[bl(o’.)/)]’ ey fn[bn(ow.)")],

ot les seconds membres seront linéaires el homogénes par rapport &
ces fonctions el leurs dérivées, et les coefficients de ces seconds
membres holomorphes & l'origine. L'ordre du systéme est évidem-
ment n. )

Le probléme posé au début de ce paragraphe adonc, comme on voit,
une infinité de solutions, quel que soit n21.

L’intégrale générale du systéeme différentiel correspondant & (6),
et par conséquent la solution générale du systéeme fonctionnel (6),
dépendra (comme il est facile de le voir par un simple calcul des déri-
vées) linéairement des n® constantes représentant les valeurs des
inconnues et de leurs premiéres » — 1 dérivées pour y = o.

Ces constantes ne seront d’ailleurs pas tout a fait arbitraires, devant
satisfaire aux premiéres » — 1 équations du systeme différenticel trans-
formé de (6). Co

.mais des dérivées

11. Tout ce qui vient d’étre dit suppose évidemment que les
n+ 1 fonctions o, (¥), @ (¥)s---y 2.(¥), sont données. Si 'on
prend pour ces fonctions des fonctions arbitraires holomorphes a
Vorigine, il est évident, d’aprés la forme des é¢équations différentielles
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du systéme (6) transformé, que la solution géncérale dépendra encore
linéairement des constantes en nombre infini :

0a(0), 21(0), ...y 9u(0), 2y (0), ?'1(0)

qui déterminent les o.
' . . E 1
Soit alors M une limite supéricure du module de tous les o, dans un
domaine contenant I’origine défini par

jal<r  lyl<r.
On aura dans tout domaine (&) intérieur i ¢ce domaine la majorante

M

Y
,.
pour les fonctions z, et par conséquent dans tout (¢) I'inégalité

(7) ~ il <AM,

ouAdésigne une quantité dépendant seulement des @; (x,y) et b;(z,y),
et nullement des o, & la condition que I'on choisisse convenablement
les n* constantes représentant les valeurs des ( f;), et de leurs dérivées

jusqu’a 'ordre » — 1, poury = o.. .
En effet, on n’aurait qu'a prendre, par exemple,
(fo)l): (fl)():: (j}z—i)u:ov
B @=m ()=
dy /o dy Jo T dy Jo 7
()u 1/ d/z—-l/’l . - /(/n—lf‘”_l \ .
(0)’“"1 ) < dyn—t >0 e _53,?)0—' o

poury =o.
Les constantes représentant

[ Ofn ) . a1,
(S )os ("55,‘)07 s (\ dyn—t >0

pour y = o figureraient alors seules dans 'expression générale de la
solution de (6}, et Uinégalité (7) aurait n.iturellemont licu pour ces
constantes, donc pour les bOlUTIOHS de (6) ainsi choisies.

Nous appelons ces solutions de (6) solutions normales. .
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12. Nous allons maintenant appliquer ces considérations a la déter-
mination de l'intégrale générale de 'équation (I), qui est I<¢quation
linéaire générale a deux variables.

Reprenons pour cela les expressions (III) (voir n° 7) des inté-
grales U, définies dans la section precedento et poaonb, pour
abrwer

ou T, désigne la somme des’termes de premiére espéce et S, la somme
des termes de seconde espéce figurant dans expression (I1I) de U,.
Considérons alors les équations

. ~ /0l fon=tTy
(a) E(Fc)o:%(.}')’ 2(%)0:’?1(3/)a EERD }: W)oz"?n—x()')s

ot I'indice inférieur o indique, comme plus haut, qu’aprés les dériva-
tions on a fait x = o.

D’apres ce qui a été demontm il existe des fonctions f; (c) satisfai-
sant au systéme («). Nous considérerons les solutions normales de ce
systéme, et nous les substituerons dans

98, 9n13,

5 ceey -
Jax d.E"_l

(4

Nous ¢erirons alors le systéme

S=X o X(5) =25,

¢ « « (4

( [)) ()Il~—1 J‘ ‘\) <()/z—l S‘_
. ()Z‘""l 0 dxn——l o’

¢

dont nous pourrons encore déterminer un systéme de solutions nor- -

males.

On subslituera ces bolunons de (b) dansles seconds membres d’un
systétme (c¢) tout pareil & (). C’est la méthode des approximations
successives de M. Picard appliquées aux expressions de la forme

Vrc"“ Sco )

La proposition du n° 11 montre que I'on a, pour les solutions

* Ann. Ec. Norm., (3), XXXVI. — SEPTEMBRE 191G. . 33
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de (a),
(@) | fl <M,

ot M est une limite supérieure des <(¥) dans le domaine (&) olt
les U, ont les expressions (11I). ' '

On aura done, pour limite supérieure des modules des seconds
membres de (b),

.

o M,

ol v. comme A désignent des quantités numériques dépendant seule-
ment de Iéquation proposée (1) et du domaine (3), et 5 le plus grand
des modules [z] et [y].

On aura (lonc, pour les solutions du systeme (), la limite supe-

rlLUl e
pl-h2M,

et pour les seconds membres de (¢)
o i AEM,

ct ainsi de suite. On aura done en général pour le systéme de rang p la

limite supérieure
. P/l—-ll_!_/l«l).p——llw_

pour le second membre, et

o

Pp—-l [J'p——-l N 1\1

pour les solutions normales.
Si donc p est assez petit pour que

pph <,

les solutions normales des systéemes (a), (b), (¢), ete. forment une
‘série convergeant absolument et umlormemenl dans un domai ne assez
petit antour de 'origine.

Les n fOl]Cthllbqul sont les sommes de ces n séries auront la pro-
priété suivante, immédiatement reconnaissable sur la ch‘nne des sys-
témes d’approximations successives.

Sion remplace dans '

' : U=T,+ 8,
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les fonctions arbitraires par ces 7, et que 'on fasse ensuite la somme

AN
,'d ()

¢

étendue i toutes les caractéristiques passant par Uorigine, on obtient
une intégrale qui, sur @ = o, prend, aussi bien que ses n — 1 pre-
mieres dérivées par rapport &  des valeurs données i 'avance,

CPo(.}’), ?1()')1 M ] ?/z—«i(y))

arbitrairement choisies, mais holomorphes a I'origine.
D’ou le théoréme général suivant :

Toutes les intégrales d’une équation linéaire a deux variables indé-
pendantes, holomorphes en un point O, sont comprises dans I expression
2 o

.
relative aux caractéristiques passant par O et valable dans un domaine
Jize (3) contenant ce point.

13. L'intégration d’une équation linéaire quelconque & deux
variables dépend donc ainsi delaconnaissance des fonctions appelées
plus haut V; qui dépendent de la nature de I'équation, et que d’ailleurs
en général on ne peut calculer effectivement.

Il existe un cas particulier, bien connu d’ailleurs et qui a été tout
particuliérement étudié par M. Appell (Journalde M.Jordan, 1892),
ou les fonctions intégrantes V; sont faciles & calculer.

C’est le cas de 'équation de la théorie de la chaleur

P _ ou
dx? ()y’
ot 'on a I'intégrale générale
‘rﬂl—r—l
“Z L) +2U+1), fity
i=0 i=0

(est, comme on voit, un cas particulier de-laforme de I'intégrale
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générale des équations dont toutes les caractéristiques passant par un
point sont confondues; qui se confond, d’ailleurs, avec I'intégrale U,
qui est ici unique et dépend de « fonctions arbitraires (voir
n° 6). | |

On peut se rendre compte, d’aprés la forme-de I'intégrale générale,
que le probléeme de I'intégration d'une équation & caracléristiques
simples est tout différent de celui ou il ya des caractéristiques con-
fondues. '

Dans le premier cas, il n’intervient qu'un nombre limité de fonctions
altachées a 1'équation; dans le second cas, il y a une infinité de
pareilles fonctions. ' "

L’expression de I'intégrale générale permet aussi de se faire une
idée de la nature des intégrales en donnant des renseignements sur
leurs principales propriétés analyliques. Ainsi, I’on reconnaif immé-
diatement que les singularités mobiles sont des caractéristiques, que
toute intégrale est décomposable au voisinage d’un point par lequel
passent plusieurs multiplicités singuliéres, en somme d’intégrales
n’ayant chacune qu’une seule multiplicité singuliére passant par ce
point.

On reconnait aussi immédiatement qu’en dehors des équations dont
toutes les caractéristiques passant par un méme point sont confon-
dues, les équations linéaires n’admettent pas, en général, des in(é-
grales uniformes au voisinage d’une singularité mobile.

14. Dans un trés intéressant Mémoire, publié en 1898 dans le
Journal de M. Jordan, M. Le Roux a montré comment on pouvait
“intégrer une équation linéaire d’ordre n, dont toutes les familles
caractéristiques sont simples (ce qui est le cas général), lorsque I’on
connait » intégrales dépendant chacunce d’un parametre arbitraire
et satisfaisant & certaines conditions, intégrales que ’auteur nomme
prznczpa/es

Il est aisé de voir que I'expression de I'intégrale générale donnée
par M. Leroux se déduit de celle qui est donnee par le théoréme
du n°® 12, dans le cas ol toutes les familles caractéristiques de 1’équa-
tion bOl]t simples (k =1). :

Considérons pour plus de simplicité le cas de I'équation hyperbo-
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lique du second ordre

0%u Jdu

W‘* A(x ) +B(-’l‘ +L(.l? ¥)

) du
5y
ol A (z,), B(a,v) et C(x,y) sont des fonctions quelconques (*).

L’intégrale générale, d’apres le théoréme du n° 12, est donnée alors
par

u(z, y) f(w)+o(v)vyf Vi@ 7,20 f() + ViCm, 2, 20/ ()1 da
+x/' [Vi(r, yy @) o(a) + Vi(x, ¥, @) ¢’ (a)] da.
Il suffira de poser

) f(x):a—i—fml’(a)dd

5
o y):q+f PD(e) dz,
" Yo

et

olt a et b sont des constantes arbitraires, pour obtenir, par un simple
calcul d’intégration par partie, la forme donnée par M. Le Roux :

w(z, y)y=auy(x,y)+bu(z, y)

x y )
+f Zo(@, v, ) F (o) de +f Tz, y, o) ®() de,
0 0 )
olt u, (x,y)etu, (@,y) sont des intégrales particuliéres, et Z, et Z,
des intégrales princepales.

Il est facile de se rendre compte que, dans le cas des caractéristiques
confondues, cette (ransformation n’est plus possible, et I'intégrale
générale donnée au n° 12 nous montre ainsi, en quelque sorte, pour-
quoi la méthode de M. Le Roux, baséesur I'emploi des intégrales prin-
cipales, ne pouvait réussir dans ce cas.

Faisons encore remarquer que la forme donnée de I’ mteorale géné-

(1) M. Le Roux a élabli pour cette équation, dans sa Thése (Annales de I'Lcole
Normale, 1895), la plupart des théoremes quil a ensuite genérahses dans le Mémoire
cité.
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rale de I'équation hyperbolique est susceptible d’une autre transfor-
mation.
On peut écerire, en effet : .

f‘( 2, vy 2) ['(e) de
= /(&) Vi, 3, @) = f0) Vil 3, 0) — [ DL () —f(o)]d,

) ; 0
et une égalité analogue pour

¥y
_ f Vi(z, y, 2)o(a)da.
. 0
On a donc encore

= A2, y) f(2) + Aol p)F(0)+ B, ¥) 9(x) + Bo(#, ) 9(0)
+ny<.¢, ¥, 0 f(2) do +f7F<x, yao(a)da

Si la fonction E(,y, ) ou F (2, v, o) est de la forme
%)\(oc) Pz, y,a),

ol A(a) désigne une fonction quelconque de aet P (,y, «), un poly-
nome en «, & coefficients fonctions quelconques de x et de y, I'équa-
tion hyperbolique est intégrable par la méthode de Laplace. En effet, 1l
est alors facile de voir qu’elle admet une intégrale de la forme

P 14

Dadzey) i@ ou ¥ ala, ) k. -

i=0 i=0

ou p et a;(a,y) sont quelconques et f une fonction arbilraire. On peut
montrer que la condition de plus haut est suffisante, et 'on posséde
ainsi un moyen trés simple pour caractériser les équations hyperbo-
liques intégrables par la méthode de Laplace.



