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SUR QUELQUES PROPRIÉTÉS NOUVELLES

DES

FONCTIONS ENTIÈRES OU MÉROMOKPHES

PAR M. GASTON JULIA.

Historique.

1. Le théorème général sur les fonct ions entières et sur les tondions
imiiormes à point singulier isolé exposé par M. Picard en 1879 dans
les Comptes rendus, de F Académie des Sciences^ puis développé en ï88o
dans les Annales de FÉcole ffonncde supérieure^ est aujourd'hui, clas-
sique. On sait que M'. Picard le démontra en ut i l isant les propriétés de
la, fonc t ion modulaire elliptique. Mais l'élégance et la simplicité du
résul tat f a i sa i en t désirer une démonstration élémentaire, qui conduis î t
directement à la conclusion par la voie des propriétés les plus usuelles
des fonctions' analytiques. C'est à M. Borel que r e v i n t le mérite de
construire cette démonstration pour les fonctions entières : on la trou-
vera dans les Comptes rendus de U Académie des Sciences de 1896. On
peut dire que toutes k-s démonstrations ultérieures du théorème
,deM. Picard se rattachent d 'une manière plus ou moins apparente aux
démonstrations données, par M. Picard iui-mème et par M. Borel, car
toutes-mettent, à la base soit ' ia 'fonction modulaire, soit la notion de
croissance^Ce n'est pasici le lieu de, donner une bibliographie coni-
plète des très nombreux'.travaux1 où. l'on démontre le 'théorème de

/XPicard.O. '1,, , 1 1 ' ^ : ,' ' : /
'En 1904, M. Landau, publiait une généralisation du théorème de

( l ) P^oir par ôxemple ErnsL LINDJESLÔI?, Congrès des Mathématiques à Stoc'kliolin^ 1909.
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M. Picard qu'il venait d'obtenir en serrant de près certaines inéga-
lités de AI. Borel : toute fonction analytique uniforme dont on donne
les deux premiers coefficients de ïaylor prend la valeur zéro ou la
valeur un dans un cercle dont le rayon n'est fonction que des deux
premiers coefficients, ou bien possède dans ce cercle une singularité.
M, Carathéodory montra ensuite que les fonctions modulaires jouaient
dans ces questions un rôle essentiel et n'étaient pas un pur artifice de
démonstration.

2. Plus tard, M. Lindelôf (1), M. Phragmén, M.1 Iversen,' entre"'
prenant d'étudier l'allure d'une fonction monogène uniforme autour
d'un point singulier essentiel isolé, obtinrent moyennant diverses
hypothèses, des propriétés intéressantes sur les valeurs que prend à
l'intérieur d'un contour G une fonction liolomorphe en tous points
intérieur à G et en tout point de G, sauf un point, isolé qui est point sin-
gulier essentiel pour la fonction. Les hypothèses faites étaient de
nature assez générale et les résultats simples. De son coté, M. Montel (2 )
appliquait la notion de famille normale de fonctions analytiques à ces
mêmes questions, retrouvait les résultats de M. Lindelôf, en précisait
quelques-uns, en généralisait d'autres.

Exposé de la question.

3. La plupart de ces hypothèses portaient .sur les valeurs que ne
prend pas la fonction/^) à étudier, dans un angle dont le sommet 0
est le point singulier : on suppose que dans cet angle/(^) est bornée
ou qu'elle admet deux valeurs exceptionnelles, et Von tire certaines
conclusions relatives aux valeurs limites def(z) sur les rayons issus
du sommet ou sur des courbes ayant une tangente en 0 intérieure à
l'angle. ' • , ! - 1 1 1 1 . ., 1 1 1 1 . . . ! ./ ! ^ , : ^ ,, • • : 1 , \ 1 ! ',

On ne s'est pas demandé si, pour une fonction uniforme autour d'an

(1) Voir la bibliographie dans Acta Soc, Se. Fennicce, t, XLVI, n° 4 : Surunprincipe
général de V Analyse et ses applications h la théorie de la représentation, conforme^ par
Ernsi Lindelôf.

( 2 ) Voir MONTEL, Ânnciles de l'École Normale supérieure, 1912 ot lqx6,
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point s ingul ier essentiel isolé 0, les mêmes hypothèses étaient, per-
mises dans tout cingle de sommet 0. Par exemple, dans un angle quel-
conque ayant son sommet à l 'origine, une fonction entière a-t-elle tou-
jours deux valeurs exceptionnelles au moins (dépendant naturelle-
ment de l'angle); ou bien existe-t-il certaines directions telles que,
si petit que soit un angle contenant une de ces directions, la fonction
entière prenne dans cet angle toute valeur finie, sauf peut-être une. On
est conduit assez naturellement à se poser ces questions par un raison-
nemeni bien simple. Divisons le plan en deux demi-plans par une
droite quelconque : peut-i l se faire qu'une fonction entière/^) ne
prenne pas deux certaines valeurs finies au moisis dans le premier
demi-plan, valeurs qui (sauf peut-être une) seraient prises par/(s)
dans le deuxième demi-plan, alors que, dans ce deuxième demi-plan,
/"(^) admettrait aussi deux valeurs exceptionnelles au moins/dis-
tinctes de celles du premier demi-plan (afin que l'hypothèse fût con-
forme au théorème de M. Picard)? On répétera ensui te indéf in iment
cette division en 2^ -22, 2."3, . . . pour arriver à la question précédente.

4. Le Mémoire qu'on, va lire est consacré à Fétude de ces questions.
Son but est en quelque sorte d'analyser le contenu1 du théorème
de M. Picard, en précisant davantage le domaine où il est possible
d'affirmer qu 'une fonction uni forme autour d 'un point s ingul ier essen-
tiel 0 prend toute valeur f i n i e ou inf inie , sauf deux valeurs exception-
nelles au plus. M. Picard choisit pour c:.; domaine un cercle de rayon
arbitrairement pelù ayant son centre en 0; je montrerai ici qu'on peut
le plus souvent se contenter d'un angle ayant son sommet en 0, et
d'ouverture arbitrairement petite^ pourvu qu'il contienne à son intérieur
Fane ou Vautre de certaines directions privilégiées : il en sera ainsi pour
toute fonction entière et pour toute fonction uniforme autour de 0 qui
tend vers une limite déterminée (^lorsque z tend vers'0 s^r un certain
chemin continu aboutissant en 0 (<). Je montrerai aussi que Von peut

(^Lorsqu'i l n'y aura pas de valeurs mj-mptotiques^ ce qui a lieu pour certaines fonc-
tions méromorphes telles que les fondions elliptiques, on réduira d'une autre manière
le domaine dans lequel la fonction prend toute valeur finie ou infime {voir Chapitre II,
§ ni^n"^).1 ! ' ' , '! • • ! ! , 1 , - ' ^ ! . ! : ' ! , ; ! ; , ! 1 1 • ; 1 ' ' 1 1
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substituer aux droites passant par 0 des courbes semblables aboutissant
en 0, quitte à, définir convenab lemen t ce qu'est un angle arbitrai-
rement , petit, con t enan t à son in tér ieur une de ces courbes, b ien
déterminée.

On obtiendra ainsi , en part iculier , des propositions nouvelles sur la
reparution^ dans le plan, des racines des équations f(z) = a, quel que
soit a, f(z) étant une fonction entière quelconque. Les renseigne-
ments trouvés seront relatifs aux arguments de ces racines (on possède
déjà des renseignements variés sur l'ordre de croissance des modules

•• de ces racines). Ils seront valables pour toute fonct ion méromorphe
ayant une valeur asymptolique et, pour celles qui n'en ont pas, on indi-
quera une autre propriété.

'Indication des méthodes et lien avec les travaux antérieurs.

, 5. Je montrerai d'abord (Chap. I) qu'en poussantjusqu'aa bout les
conclusions obtenues par M. Lindelôf et ses collaborateurs, en ut i l i -
sant tes méthodes -par lesquelles se caractérise l'école Scandinave dans
l'étude des fondions, on peut, s inon toujours, du moins dans un grand
nombre de cas, en/particulier lorsque les hypothèses faites sont celles

• ^ q u e l'on retrouve souvent dans - l e s travaux, précédents, directement
apposer au théorème de M. Picard cette analyse et cette- précision qui ,
sont l'objet du présent travail.-

.Puis j'appliquerai a la question la. méthode des famil les normales
de, fonctions analy t iques (Chap. II) dont je me suis déjà.beaucoup :

servi dans mon Mémoire Sur V itération des fonctions rationnelles en
cours d'impression dans le Journal de Mathématiques pures et. appi^
quèes (f série, t. IV, 1918) et auquel je renvoie pour la bibliographie
(Préliminaires, n° 2). J'obtiendrai aulsi.les propositions, nouvelles ,
annoncées au n° 4. . ••1.1 , : 1 1 1 1 1 . .:1''11::11:; ' :1./., i1;1—1.11' , . . ' 1 1 . 1 1 ! ^ ,1 1

•'^^.'Le Mémo'ireactllel,:estle!p^emier.d' : '^^ae.:série;qui^^
„ résultats • récemffîeîit publiés .dansl::les;^mp<;l^lrôn^^ de l'Académie des 1 1 ]

^^^^(t^iÔS^p^So^^^gg,:
d'y •étudier par diverses méthodes '•l^lturô'^'d'uue fonction uniforme1

1 1 -autour1 d 'un'point, , singuliers-essentiel,' 'et, :-à ''••cet'111, effet,11 d'employer'1111 '
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l'approximation de ce point singulier par des modes continus ou discon-
tinus déterminés à priori (1). Les conclusions obtenues, dépendant
évidemment du mode choisi, renferment cependant un caractère com-
mun que.le lecteur observera facilement. Au cours de cette recherche,
des circonstances nouvelles ont surgi également lorsque j^ai confronté
les résultats obtenus et les méthodes utilisées avec d'autres méthodes
déjà classiques comme celle de la croissance des fonctions entières :
par là, les présentes recherches se relient aux travaux déjà parus sur
les fonctions entières.

Remarque. — Je supposerai souvent que le point singulier essentiel
est à l ' in f in i et je parlerai de fonct ions entières ou de fonctions méro-
morphes : on verra bien aisément que les conclusions s'appliquent
aux fonctions uniformes à point singulier essentiel isolé qui pos-
sèdent autour de ce point le caractère de fonctions entières ou méro"
morphes.

CHAPITRE PREMIER.

I. — Rappel de résultats antérieurs.

7. Les résultats dont j 'aurai surtout à faire usage sont résumés
dans les propositions suivantes : !

1° « Supposons que la fonct ion monogène f ( z ) soit régulière ou
méromorphe dans le domaine défini par les inégalités (i) ç, <^ ç <^ Ça?
/•<;R (2), qu ' i l existe au moins trois valeurs distinctes, dont l 'une
pourra être ce, que la fonct ion ne prend pas dans ce domaine, et dési-
gnons par a l 'une quelconque de ces valeurs.

» Si la' fonction f(s) tend vers a lorsque -z tend vers 0 suivant une
certaine bourbe L qui, pour r suffisamment petit, reste comprise

.dans l'angle ^:, -K§ <^'(p < 92 — S/où/â > ô, elle tendra uniformément

( 1 ) Je n'étudio dans le préseni Mémoire que l'approximation continue, par des courbes
d'un lypodétônniné, mais d'ailleurs quelconque.

( 2 ) Le point singulier essentiel est îcî supposé à rorîgine : z === re1^.
i l l i l , > 1 „ ^îtn.Êc.Norm., {3), XXX VI.— AVRIL 1919 . , 1 ' 1 \ 1 1 - , : 1 , ! .'! , ^ \ <
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vers a clans l'angle ( ^ ) ç < -{ -s^ç^Ça — £? quelque petit que soit le
nombre positif £.

» Si, au contraire, sur une courbe telle que L, l'expression \f (s)—a\
ou, lorsque a === '30, l'expression . ,. . . reste, pour r assez petit, supé-
rieure à une l imite positive, il en sera de même dans l'angle (2),
quelque petit que soit £.

» D'autre part, si la fonction /(-s) tend vers une limite déterminée
quelconque G, lorsque z tend vers 0 suivant un certain rayon compris
dans l'angle (i), elle ne saurait tendre vers une limite différente de G
sur aucun rayon intér ieur à cet angle. Si /(-s) tend vers G sur deux
rayons différents, elle tendra uniformément vers G dans l 'angle formé
par ces rayons. Si'/(^) tend vers C sur un certain rayon dont l'argu-
ment ®o est compris entre cpi et 0.2, et s'il existe des rayons d'argu-
ments aussi peu différents de <po qu^on voudra sur lesquels f{z) ne
tend pas vers G, l'équation/(s) = G admettra nécessairement une
infinité de racines tendant vers 0 et dont les arguments tendent
vers 90- ! - , ' ! ! ^ , ! ! ,

» Enfin sur deux courbes quelconques tendant vers 0 et ayant en
ce point une tangente commune dont l 'argument est compris entre ç^
et (?29 les valeurs limites àef(z) seront les mêmes. »

Cette proposition^ énoncée par M. Lindelôf dans son Mémoire Sur
certaines inégalités dans 1a théorie des fonctions homogènes... ( Helsing-
fors, 1908), fut reprise, précisée et étendue grâce à la représentation
conforme par son élève, M. Iversen, dans sa thèse (Heîsingfors, 1914}
Recherches sur les/onctions inverses des fonctions méromorphes, dont
j'extrais (p. 29) la proposition suivante :

2° « Soit T un domaine infini du plan des ^l imité par un seul con-
tour sans points multiples, et désignons par P et P7 les deux branches
infinies de ce contour. Soit., d'autre part, f(z-) une fonction monogène
n'admettant à l'intérieur et sur le contour du domaine T d'autres sin-
gularités1 à distance finie -que1 des 'pôles,-1 1 1 ,1 1 : 1 1 1^•1 1 '1 1 • 1 1 ' " 1 1 1 ' 1 • 1 ^ 1 1 1 • 1 !

» Si cette fonction tend sur P et -T' vers la même limite, ou bien
elle tend uniformément vers cette limite dansï, lorsque ^augmente
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i ndé f in imen t , ou bien die prend toute valeur, sauf deux au plus, en
une inf ini té de poin ts compris dans T.

» Si la fonct ion /(s) tend su r P et P vers des l imites dist inctes,
elle prend toute valeur, sauf deux au plus, en une inimité de points
intérieurs à T. »

II. — Application à la question actnelîe.

8. On peut appliquer ces deux propositions à l 'étude des valeurs
que prend une fonction entière (1) ou méromorphe dans les divers
secteurs aboutissant au po in t à l ' in f in i : pour simplif ier l 'exposition,
on supposera que ces secteurs sont l imités par des rayons issus de
l'origine.-

En remarquant d'abord que la fonction e^ tend vers l ' infini sur tout
rayon d'argument compris entre -- 7Î et 4- î et vers zéro sur tout

"2 12

rayon d'argument compris entre ^ et —^ on conclut que e^ prend
toute valeur finie non nulle (une in f in i t é de fois) dans tout angle, si
petit soit-iï, qui cont ienne l'axe imaginai re du plan z. C'est un tait
intéressant qu'on peut expliquer par la périodicité de e9 et qui appelle
une généralisation.

9. Plus généralement, en supposant qu'une fonction ent ière ou
méromorphe/(^), sur un certain chemin L al lant à l ' i n f i n i de manière
que l 'argument de z sur L tende vers une limite ®p, possède une l imite
déterminée co, on peut avoir des conclusions analogues. En effet, un
secteur quelconque, qui contient le rayon îpo à son intérieur, contient
aussi à partir d'un certain moment le chemin L. Si, dans ce secteur,
y(-s) a trois valeurs exceptionnelles ( î ) ^ fÇz) devra î endre vers œ sur

( î ) Une fonction entière est une fonction méroniorphe admettant la valeur exception-
nelle co. Toute l'onction méroniorphe admettant une valeur exceptionnelle se ramène par
transformation homographiqueà une fonction entière, elle est donc justiciable des mêmes
méthodes.

( 2 ) Je dirai dans la suite C[ue ci est valeur exceptionnelle de f ( z ' ) dans ( in domaine T
contigu à un point singulier essentiel isolé 0, si, à l 'intérieur de T, et dans un certain voi-
sinage de 0,/(.s) ne prend pas la valeur a.
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tout rayon intérieur au secteur et tendra uniformément ^ers co dans
tout secteur in tér ieur au secteur considéré. Deux hypothèses sont
donc seulement possibles :

!° On bien, dans tout secteur contenant le rayon o^p la fonction
iiiéromorphe /(^) prend (une inf ini té de fois) toute valeur, sauf
peut-être deux valeurs exceptionnelles au p lus ;

2° Ou bien, dans un certain secteur AOB contenant le rayon ©o,
/'(z) admet trois valeurs exceptionnelles au moins , et alors il en est

visiblement de même dans tout secteur intérieur à AOB* II faut alors
considérer les autres secteurs de sommet 0. Par 0 on mènera deux
rayons voisins OC et OG( extérieurs à AOB et d 'ai l leurs quelconques,
puis OA^ et OB^ très voisins de OA et OB, intérieurs à AOB. On envi-
sagera les deux secteurs A^OC et B^OC, ayant en commun le sec-
teur COG^ Sur tout rayon de A.OC qui est entre OA et OA^/(s) tend
vers ûû; si donc dans A^OC f(z) a trois valeurs exceptionnelles, dans
tout secteur in t é r i eu r àAïOG, /(-s) devra tendre uni formément vers QJ
quand ^tendra vers l'infini.. La même conclusion s'applique à B^OCi .
Il est donc impossible de supposer que^ dans chacun des trois se"c-
teurs AOB, Ai OC, B^ OC, /(s) a trois valeurs exceptionnelles (1), sans
quoi /(^) devrait tendre uniformément vers w au voisinage de Tco.
Donc, dans A^OO par exemple, /(^) prendra toute valeur finie ou

( 1 ) Bien entendu, ces valeurs exceptionnelles devraienfc être supposées a priori diffé-
rentes pour les différenu- .vecteurs puisque f{z ̂ d'après le théorème de M. Picard, n'admel
aiïtour du point à rinrini que/deux valoursexe^
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inf inie , sauf deux valeurs au plus. On recommencera le raison-
nement, on -divi'sera ce secteur A) OC, en menant dans ce secteur deux
rayons OD et ODi 'voisins et considérant les deux secteurs A^OI)
et D^OC qui ont en commun le secteur .1)01)^. Si, dans chacun d'eua^
y (s) avait trois valeurs exceptionnelles, on conclurai t que f(z) devrait
encore, dans A, OC, tendre uniformément vers ûi>, ce qui ne peut être.

Par ce procédé de divisions successives, on trouvera toujours une infi-
nité de secteurs emboîtés, dont l 'ouverture tendra vers zéro, dans
chacun desquels/^) a deux valeurs exceptionnelles au plus. Il pourra
y avoir d'ailleurs plusieurs suites de secteurs emboîtés du type précé-
dent. Chacune d'elles admettra un rayon l imi te . Soit OP un de ces
rayons l imites : dans tout secteur contenant OP, si petite quon suppose
son owerture, y(-s) prendra toute valeur finie ou infinie,, sauf peut-être
deux valeurs exceptionnelles au plus. En essayant d'appliquer les
hypothèses et les conclusions de M. Lindelôf et ses collaborateurs, non
plus à un seul secteur, mais à tous les secteurs aboutissant à l ' i n f in i , on
abouti t à une impossibi l i té qui conduit à une proposition nouvelle
précisant le théorème de M. Picard.

1,0. Mais on n'a pas ainsi obtenu, une' proposition générale'qui s'ap-
pl ique à toutes les fonc t ions entières ou à toutes les fonctions méro-
morphes parce qu'un chemin de la nature de celui qui a été appelé L
au n° 9 n'existe pas toujours. On sait b ien , à vrai d i re , que toute fonc-
tion entière tend vers l ' i n f in i sur certains chemins ^ aboutissant à
l ïn f în i , mais on ne sait pas a priori si ces chemins ont une direct ion
asymptotique cpo. .11 ne serait pas très malaisé, d'étendre d'analyse du
n° 9 au cas où l 'argument de z sur .^resterait compris entre des
limites linies cp^ et Ça. En renonçant également à employer des secteurs

. rectilignes pour employer des secteurs, limités .par des courbes sem-
blables, et usant des.propriétés connues de la représentation conforme,
on arriverait aisément à établir une propriété analogue à celle du n° 9

,pour toute fonction entière. Par ex'emple.on ferait jouer au chemin -ç_,
' sm\lequ,eiy(^) tend vers l 'infini, le rôle que jouait le rayon ço dans
l'analyse précédente en encadrant-i^ de deux chemins semblables,.et
substituant aux rayons issus de 0/des chemins semblaMes'â^. Le. sec-
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teur d'ouverture arbitrairement petite, contenant la direction privi-
légiée OP, serait remplacé ici par un secteur d 'ouverture arbitraire-
ment petite balayé par une courbe semblable à ^ et contenant ' une
certaine courbe semblable à - ,̂ privilégiée en pos i t ion . Mais ce n'est
pas pour l 'instant mon but , car la méthode des familles normales de
fonctions analytiques fournira d'un coup toutes ces^général isat ions
sans aucune peine comme on le verra au, Chapitre I I .

IL Cependant, il n'est pas inut i le de remarquer dès maintenant
que les résultats du n° 7 permettent encore, sous des hypothèses moins
restrictives^ d'obtenir la même proposit ion qu'au n° 8.

Soit une fonction entière/(s) pour laquelle existe un chemin L
allant à l 'infini dans une direction d'argument cpo sur lequel/(^) reste
bornée. On ne peut faire sur elle que deux hypothèses qui s'excluent
naturellement comme au n° 9 :

ï° Ou bien dans tout secteur contenant le rayon <po, si petite soit son
ouverture, f(s) prend toute valeur finie, sauf une au plus ;

û° Ou bien dans un certain secteur AB contenant ço?/'(^) admet
au moins deux valeurs exceptionnelles finies. Alors/(s) reste bornée
dans tout secteur intérieur à AOB. On mènera OA^ etOB^ respective-
ment voisins de OA et OB, dans le secteur AOB, Comme au n0 9, on
mènera deux rayons voisins OC et()C^ extérieurs à AOB de façon que
les deux secteurs A ï O G et B^OC^ aient en commun le secteur COC,. Si,
dans le secteur A^OC, /(-s) avait deux valeurs exceptionnelles finies,
comme elle est bornée sur tout rayon du secteur A^OA, elle serait
bornée dans tout secteur intérieur à A^OG. Le même ra i sonnemen t
s'applique au secteur B(OC^ Comme /(^) n'est pas bornée autour du
point à l ' infini, il faut supposer que dans l'un des deux secteurs A^OC,
BjOG^ /(^) n'a qu'une valeur exceptionnelle finie au plus, par exemple
dans AlOC. Le raisonnement pourra se refaire en divisant A^OC par
deux rayons voisins OD et Oî)\ tels que les secteurs A ï O D et D^OC
aient en commun le secteur DQDi ;:: 'nécessairement, dans l'un de ces
'deux secteurs., A^OD par exemple, /(^} ne pouyra avoir qu'ime valeur
exceptionnelle finie au plus. L'application indéfinie dé ce
divisions successives donnera une (ou plusieurs) série de secteurs
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emboîtés, d'ouverture tendant vers zéro., dans chacun desquels /"C^)
admet une va leur except ionnel le au plus. Ces secteurs ont un rayon
limite OP jouissant de la propriété du n° 9 : dans tout secteur conte-
nant OP, si petite soit son ouverture, la fonction entière f ( z ' ) prend toute
valeur finie, sauf peut-être une valeur au plus.

12. La même proposition s'applique à toute fonction méromorphe
ayant une valeur exceptionnelle a, pour laquelle, sur un chemin L
a l l an t à l ' in f in i su ivant une direction <?o, on a, à partir d'un certain
moment [/(^) -- a [>A. La fonct ion /rr———est en effet une fonct ionj \ -3 ) — a

entière bornée sur L.
L'hypothèse que L ait une direction asymptofc ique déterminée n'est

pas essentielle pour la validité du résultat : avec peu de modifications
du ra i sonnement , on pourrait supposer s imp lemen t que, sur L, l'argu-
ment de s reste compris entre deux limites finies. Enfin Paide de la
représentation conforme pourrait permettre, comme on l'a d i t au n010,
d'étendre le théorème à toute fonction entière. Je n ' insisterai cepen-
dant pas sur l 'emploi des méthodes précédentes, mon but étant, dans
ce Chapitre, de prouver simplement qu'en poussant jusqu'au bout les
conclusions obtenues par M. Lindelôf et ses collaborateurs dans les
hypothèses où. ils s 'étaient placés pour obtenir la plupart de ces, résul-
tats, on pouvait arriver, au moins dans un grand, nombre de cas, aux
propositions nouvelles qui font l'objet du Mémoire actuel.

CHAPITRE II.

LES FONCTIONS lïm'IÈRES GÉNÉRALES ET LES FONCTIONS MÉROMORBHES.

J 'u t i l i sera i ici la notion de famille normale de fonct ions analy-
tiques que M. Montel a déjà appliquée à la démonstration, du théorème

,'de, M. Picard (voir ses deux Mémoires dans les Annales de l'Ecole
Normale supérieure, 1912 et 1916) et que j 'ai appliquée moi-même dans
l'étude des questions d'itération (voir Journal de îordan, 1918)* Je
renvoie à ces Mémoires pour les propositions qui, me seront utiles ici.
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I. — Les fonctions entières'(1).

13. On se propose'ici d 'étudier les valeurs prises par une fonction
entière lorsqu'on s'approche du point à l 'infini en suivant des courbes
continues d 'une forme déterminée donnée à priori. On se donnera la
forme de ces courbes par la donnée d'une fonction d 'une variable
réelle t, o-(^) = o"i(Q 4- i<7^(î). Lorsque t variera de i à 4- 'x>, le
point T === o-(^) décrira une courbe continue C[o-(i) = i, o-('x)) === oo]
passant par le point daffîxe i et allant à l ' inf ini . Une courbe sem-
blable à G passant par le point z sera décrite par le point zcrÇi) lorsque, z
restant fixe, t varie de i à -+~GO . J'appellerai zC cette courbe. C°est
sur de pareilles courbes que. j 'étudierai les valeurs d'une fonction
entière/(s) quelconque.

On formera avecy(^) et cr(^) une famille de fonctions/^) ==y[scr(^)]
dépendant du paramètre continu / qui sont toutes des fonctions
entières. Les valeurs prises pary(s) sur une courbe zC ne sont autres
que les valeurs prises par toutes les fonctions fi(^) au point ^,
lorsque ï varie. Si l'on imagine q u e s décrive une couronne circu-
laire (2) de centre 0 dont les deux cercles limites G( et €3 sont abso-
lumen t quelconques, i l est clair que le point scr( / ) , r variant aussi
de ï à +20 , décrira en particulier toute la région du plan extérieure à
la couronne jusqu'à l'infini. Le théorème de M. Picard dit , en passant
de/(^) aux/^), que dans la couronne ( C ^ C a ) , i l existe au plus une
valeur finie que ne puisse prendre aucune des fonctions/^). Mais il
est possible d'affirmer davantage, et c'est cette remarque essentielle-
ment nouvelle qui permet d'obtenir les résultats auxquels j 'ai fait allu-
sion dans l ' Introduction,

14. M. Monte l a démontré en efFet que toute famille de fonct ions ,
holomorphes dans une aire Dy qui, dans cette aire^ ne prennent pas
deux certaines valeurs finies au moins, est une famille normale: de
toute suite i nf înie de fonction s de la fam i Ile on peut extraire une suite

; qui, .dans11 toute :airerintéri;e^re;llall'D):conyerge:unifoïmeme^

(1) Yôir Comptes rendus Acad. Se., t. IBSy p, 5o"2.
(2) Une couronne quelconque limitée par deux courbes ent.ourani Ï 'origino remplirait

absolument le même office*
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fonclion limite analytique ou. vers •une constante in f in i e . Mais la réci-
proque n^est pas vraie^ en ce sens qu'on peut avoir une farmilc de fonc-
tions holomorphes, normale dans une aire D, et telle que toute valeur
finie soit prise par une fonction au moins de la famille dans l'aire D;
on peut en donner l'exemple simple suivant : choisir u n e infinité de
constantes C^ C^ ..., C/^ ... telles que, A étant l'aire décrite par l e -
point W == c&(^") quand z décrit D |,ïp(s) fonction holomorphe dans D],
les aires à -+-C^ A-4-Ça, . . . , A 4- C^, ... recouvrent tout le plan
desW : la fami l l e des o/C^) = çCsO +- C/esl normale dansD et n'admet
pas dans D de valeur exceptionnelle f i n i e . De ce q u ' u n e famille de
fonctions admet moins de deux va leurs , exceptionnel les dans I), i l ne
s'ensuit pas qu'el le cesse d'être normale en quelque point de D.

15. Revenant a la, f a m i l l e des /^), q u i , dans la couronne a r b i -
traire ( G ( , €3), ne peui admetl 're qu 'une valeur except ionnel le au plus,
rien ne s'oppose donc ci priori, à ce q u e cette fami l le soit normale dans
fou l e la couronne. El cependan t on va vo i r . qu 'e l le ne peut pas l'être,
on va montrer q n i l ^ ' l imposable (le supposer que. ici famille des fcÇ^)
soit normale en tout point de la couronne (c'est-à-dire dans un pe t i t :
domaine entourant ce point") : on en, conclura qu'il .existe dans la cou-
ronne un point .̂, an moins autour claque/ la famille n'est pas normale^
et, par suite que dans une aire <©y, arbi t rairement petite, autour de ^,
il est impossible que les fonct ions ff(z) de la f a m i l l e admet ten t deux
valeurs except ionnel les au m o i n s : dans toute aire entourant cfâo, les
ff(s} p r ennen t tou te v a l e u r l in ie , sauf peut-être une au plus. Là-
démonstrat ion qui va suivre cons t i tue donc à vrai dire une nouvelle
démonstration duthéorème déM. Picard, distincte de celle deM.Montel ,
donnan t , •un résultat plus précis,, et comme une analyse du contenu de.
ce théorènie de M. Picard. ' ; , ^ • , , „

1.6. .Prenant en effet une .suite.iufînie de fonctions fc(^) correspon-
dant à'la suile. d'indices croissants/

1 1 1 1 1 . 'i.' ' . i • i ^ . l < ^ < t 3 < - ^ < h l < f - • [ t U ^ r r J ~ ^ i i i ; ^

a'supposer qu'elle soit normale dans toute la-couronne (Co (^), on
'pourra en extraire une suite infinie 1(^<^:<.-) qui, dans la cou-

: ronne, convergera unifûrrnéineni vers une fonction holomorphe ou vers
. • 1 1 • . Anii.. Éc. Nurm^ (3 ) , XXX.VL — AVRIL î^C). . 1 1 ; 1 1 1 ^ . • ! 1 1 . ,:/, ' ^4 / . 1 1 ,
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la constante i n f i n i e . Or il est', impossible que la l imite soit u n e f o i ) c"
lion holomorphe ou i ioe constante t in ie , car on pourrait alors trouver
une infini. lé.de couronnes, à savoir loules les couronnes (^,0;., ^,C^)
pour T^>N, s'en a l lant à r in fmi et dans lesquellesy^) sérail borné.
Si la famil le des/^(.3) est normale clans (C^ C^), toute/onclion limite y
pour une inimité. dcf/^) correspondant: à des //, grandissant-indéfini-
ment , esl. nécessairement identique à la constante infinie.

Ceci exige que, ^ t endant ve r sT in i i n i , la fonction fêÇ^} tende uni-
forméff îent vers î ' i n i in i , dans la couronne (Ci,»C.jj.

L'hypolhèse' cont ra i re conduirait en effet à admettre qu'on peut
trouver une suite d'indices croissant indét iniment :

. ''..it<^<^...<'&n<".<ta->^

•telle que pour chaque fonction/"^.(s) on ait en quelque point ^ de la
couronne1 |/^(sz)[<^ M, M étant un nombre •positif 'fixe. La. famil le
des ^.(s) étant normale dans la couronne, 'ori en pourrait extraire
une suite f(^(^} convergeant uniformén'ient dans h' couronne vers une .
fonct ion hôlomô.rphe'qui ne saurait être la constante in f in i e puisqu'au
point ^/la fonction ./^.(^) est. en. module <;M. On about i ra i t donc à
une contradiction : i l y aurait, une . f o n c t i o n l i m i t e - p o u r une infinité
def^(s) - q u i ne serait pas- inf ime. . 1 1 . . ; , . • . ^ ' . •

II faut donc'que;pour.:^^>1^ on ai t , daiis toute la couronne (G.,, C^),
1 1 ; - 1 : ' 1 1 , : : 1 • 1 1 1 1 1 _ -' 1111 /:^ 11; ;- :\': |^(^1>M; 1 1 " 1 1 1 1 1 1 • 1 1 1 1 ' -1 1 1 : 1 1 : ^ 1 ' 1

M'étant nn/nonibre positif arbitrairement grand.» donné a priori y et'
donUç, dépend,. . 1 1 . • • , ,• ; . . . . . , ' : .

-Mais il estbien clair ,q,ne les valeurs prises paries^(^)\(^^> t ^ )
,dans , la couronne (C^Gs) :çoaipren r ien t ' toutes 'les. valeurs prises ^ par
y(1^) à l'extérieur de la couronne [G'(^())G^,:,O'(.^ )C^ ], on /aurait donc, à
l'extérieur de. cette couronne,, , , 1 . : ',.,,, ... ,.., : 1 .'

1 1^1 .1 ; : , ' : 1 ' ' •1^:1 ;1^1 , - : ' ; . ' : '^

ce'qut ^ôntredit'ie" th.é.orèrn.e'de "Weierstrass •b'ien' coiin^u d'après iequeh: :
' au.;: voisinage, d'un point'-srngulier.'.'essent'iel'i'solé^.ii^n^
'forme s'approche;1 .autant, ,quïon':'l:e'l.veu1/'clé'tout , : à '

".l'avance,. : 1 1 . ' : 1 1 1 ' . • -', :1:;','.:.' ' • •'1:1 '1: :111.,-"1 ' ' ] 1 1 1 1 1 1 ' 1 ' 1 1 1 1 1 : ' 1 : 1 1 1 • • . ' 1 1 " 1 " ' 1 1 1 • 1 . 1 " , . 1 ; 1 1 ' 1 1 1 1 1 : 1 • 1 1 1 1 1 1 1 ' 1 ' 1 1 1 ; - 1 1 1 1 : 1 ' 1 1 ' 1 1 i l - 1 1 1 1 1 1 , . : 1 1 , ' 1
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La conclusion est. bien celle annoncée AU 11° 15 : il est impossible c/ue
les ft{^} formeni ï/ne famille nommSe cùi/is tou.îe Ici couronne C^C^.

l?. îl existe clone au moins un point z^ rians toute couronne (CjC./)
entourant l" origine, où Ici fctmille des ft{z) r^estpcis normale» Si pet . i tque
soit le cercle ("D^ de centre ^^ la famille des/^(,^) ne peut être normale
dans ce cercle. Les fonctions^.(^) ne peuvent donc, admettre, dans ce
cercle, plus d 'une valeur except ionnel le f i n i e , sans1 quoi elles forme-
raient une famille normale. Considérant.. maintenant la- courbe .^C,
semblable à G, menée par z ^ , elle .est décrite par le point, 5ocr(f) quand
/ varie de i à 4~ ^Lorsque z décrit le pet i t cercle o^ de centre ̂  le
poin t z a ( t ) décrit un cercle ( ô ^ c r C ^ ) ayant pour centre le p o i n t z ^ { l )
de l a , courbe z^C e t 'dont le rayon est au rayon du. cercle ^\ dans le
rapport [o"(^) , rapport des modules des centres z^ et ,:^G"(^). Lorsque
z décrit (©o? <"t t varie de ï, à •+- co^ le point ^cr(^) va ,donc décrire une
bande A, d'ouverture arbitrairement étroite, avec le rayon de ®^, con-
tenant à son in tér ieur la courbe privilégiée ^C : cette -bande sera
balayée par le1 cercle ^u^(^) dont le centre. .^crC^) décrit la courbe -s^C
pendant que son rayon, varie en restant •proportionnel au modu le -de
son centre : le rayon initial, rayon de côo est arbitrairement petit, ce
qu 'on exprime, en disant, que l 'ouverture de la bande A est arbitraire-
ment petite. - , !- .

Or les valeurs prises par les fbnct ' ionsy^(^)dans . le cercle côo ne,sont
autres que les'valeurs prises .par1 la fonct ion /(,s) dans la bande A
balayée parle cercle Œ^cr(^). On en conclut/que^ si; peuie que soit l'ouver-
ture de la bande' A^ pourvu qu'elle contienne à son intérieur la courbe pri'

..^ilégiées^C, la fonction fÇz) prendra^ dans cette bande A, toute valeur
finie^ sauf peut-être une valeur exceptionnelle au plus. ï\ est clair, d'ail-
leurs, que si la, fbnctiorr/(s) admet une^ valeur exceptionnelle a dans
tout le plan (comme Fest zéro pour la. fonction e^), c'est.précisément
.cette valeur .a: que' f(s) ne prendra pas dans la-bande; A, tonte .autre....
valeur.finie,sera efïûctivement prise. • 1 1 : :' ; : • : . . .
'.11 est clair égaleïiîent'qiie ^o^^:z?afe^r^ la valeur
exceptionnelle éventueIie)^ra/?rÀe/?ar^^)^^e^^^

: : car. si deux valeurs ^ et .b .distinctes n'étaient prises dans , ,A qu 'un
, nombre. ;fini de; foi^. •cela1/, voudrait dire que pour t > ̂  les fc (^) ne



io8 GASTON .ÎULÎA.

prendraient plus dans (ô(, les valeurs a et ^, on en conclura i t que ces
f t ( z ' ) pour t^>t^ for me raient1, une famil le normale dans o\,, et ceci
contredit, la propr ié té , reconnue au points , ) .

18. Le mode.de ra isonnement employé donne donc Je théorème de
M. Picard en même temps qu ' i l le précise. Non seulement une fonc-
tion entière /(^) quelconque prend loute valeur . f in ie (sauf peut-être
une valeur exceptionnelle au plus) à rextérieur d'u n cercle quelconque^
si grand soit- i l , mais on peut encore affirmer qu'elle les prend toutes,
à l 'extérieur de ce cercle, dans un secteur curviligne A arbitrairement
étroite de forme arbitrairement donnée à priori y mais contenant à son
intérieur l'une ou l'autre de certaines courbes» privilégiées,en position
semblables à la courbe C donnée a priori; l'arbitraire de ces courbes
est très grand puisqu'on n'a supposé à C que deux propriétés : d'être
continue et d'aller à l ' infini pour l === -+• co-, Par exemple, si C est une
demi-droite passant par l'origine, on pourra trouver une ou plusieurs
demi-droites issues de l^origine, telles que dans tout angle ayant pour
•sommet 0 ou tout autre point d'une de ces droites, et contenant cette
demi-drûite/la fonction /( s) prenne une infinité de fois toute valeur
finie à l'exception peut-être d 'une seule valeur. Pour la fonct ion
f (5)=^ les deux rayons privilégiés sont l'axe imaginaire positif et
l'axe imaginaire négatif. Cet exemple très simple montre d'ailleurs que,.
sur un rayon privilégiée / ( ^ ) peut être bornée et ne prendre que des
valeurs réparties sur une courbe simple^ alors que les /valeurs prises
par/(^) dans tout angle contenant le rayon recouvrent tout l e ' p l a n ;
sur .l'axe imaginaire, en effet, J ^ j ^ ï / e t p a r conséquent les points
^==:ez correspondants se ' répartissent sur toute la 'circonférence

' W^i^ 1 1 1 ^ 1 1 1 . 1 1 1 , , , , , . 1 , ! - 1 11 ' 1' / 1 , 1 1 1 1 1

, 19.. Remarque ./. — L a pToposition'précédente ..renferme deux
.éléments,: 1° la forme de la courbe C est donnée a-.priori; 2° dan s un
secteur arbitrairement .étroif'encadrant .une 1 courbe z^ C? , /^s) prend..
effectivement toute' valeur finie, (sauf' peut-être une -'seule)* Si.. l'on
n'exige :pâs'tant de précision,, on .peut donner une .proposition qui
erait à. la. nro.position précédente "ce.. que le théorème de. Weierstrass1.
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est au théorème de M.. Picard. Il est facile en effet de construire l ï n e ( ^ )
courbe continue F, tendant vers l 'infini et telle que les valeurs de
W == /(^), sur celte courbe, soient denses dans tout le plein W ; lorsque z
décrira cette courbe F /(.z) rapprochera indéfiniment de tout point du
plan W. Cela ne veut cependant pas dire que, dans la bande A .balayée
par un' cercle CD dont le centre décrit F, comme cela a été fait pour la
courbe ^C au n° 17, la fonct ion f(z) prendra effectiçemeni toute valeur
finie.

On rang'era d'abord en une suite infinie tous les points d'affixe
rationnel du, plan W, en les désignant par W^, W^ ..., W/^ .... On sait
que cela est possible et l'on a de. nombreux moyens de le réaliser.
Parmi ces points, il. en est un au plus W<-, tel que l'équation f(z)= Wo
n'ait qu'un nombre fini de racines. On le supprimera. On appellera ^
une racine de l'équation f{z") == W^. On choisira d'abord arbitraire-
men t ' une racine Z^ dey(3) == W.i, puis on prendra la première racine
de l'équation f(z) ==== W^ dont le module soit supérieur à JZJ et on
l'appellera Z^. La première racine de,/"(.s) ==W;î dont le module soit
supérieur à [Z^ [ sera choisie et s'appelleraZ^, etc. JoignantZ^Z. j , ZaZ;^ ...

; par des segments de droite, on aura une;coiirbe con t inue rtendantvers
l ' inf in i .

Lorsque s décrira F, "W ̂ fÇz) décrira ;une courbe coiitmaepassant
par tous tes points rat ionnels W^. Celaveot dire que, quelque grand
que soit un cercle de centre 0, lorsque z décrira la partie de F exté-
rieure à ce' cercle, le point W ==y(^) décrira une courbe s^approchant
indéfiniment de tout point du plan, car la suppression d'un nombre
fini de points rationnels W< (à quoi condui t a priori l'obligation pour s
d'être extérieur au cercle considéré) n'empêche pas. l'ensemble des.W^
restants d'être dense dans tout le plan. -Il, va sans dire que je n'ai
indiqué des choix aussi précis pour les1 racines Z/ et pour les
courbes Z^-Zy que pour avoir une courbe T q ui fût bien déterminée,, mais
il,est clair que ces choix peuvent être variés de bien des manières pour
fournir,des,courbes r'satisfaisantes. Sur T, /(-s) s'approche indéfîni-

( 1 ) Ou plusieurs courbes commues. Mais ici la forme de ces courbes n'est pascîonrzéei
à priori puisqu'ôîle dépend, Comme on va le voir, des racines des équations/(-s) === W^
(W/ralionnol).
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ment de toute valeur finie, mais a pnori rien ne permet de conclure
que dans une bande A contenant F et construite comme au n° 1 7
/(s) prend effectivement toute valeur finie; pour qu'il en fût ainsi il
faudrait que, lorsque s décrit le. cercle ̂  qui -balave la bande A, l'aire
tu' décrite par Vv =/(;;) fut telle qu'au mouvement et à la déformation
de (S> correspondissent un mouvement et une déformation de (0' dans
lesquels tout point du plan sérail inférieur à CQ' : on n'aperçoit pas de
raisons pour qu'il en soit ainsi quelque petit qu'on suppose le rayon
initial de cercle ^\

La proposition obtenue n'est donc pas aussi précise que celle du
n° 17, on peut dire à ce point de vue qu'elle est à cette proposition
comme le théorème de Weierstrass est à celui de M. Picard.

20. Remarque H. — La proposition fondamentale démontrée au
n0 17 est qu'il est impossible que la famille des fonctions/;(s) soit
normale dans toute la couronne (C.,a) et cela quelle que soit cefcte
couronne, pourvu qu'elle entoure l'origine. Mais il peut, arriver et, il
arrive effectivement que cette famille, soit normale dans certaines
parties de la couronne séparées entre elles par des points ou elle cesse
de l'être. Il suffit pour s'en convaincre de prendre la fonction c2 et de
choisir pour G une droite passant, par l'origine. Ici a(t) = t. La famille
des fonctions/^) =/[sï(<)]=== ̂  est normale dans toute la partie
de la couronne (G,, C,) située adroite de l'axe imaginaire, et à Hnté-
rieur de cette partie elle tend uniformément vers -h a; quand/ (end
vers + oo ; la famille est aussi normale dans la partie de la couronne
située à gauche de l'axe imaginaire et, à Vintériew de cette partie, elle
tend uniformément vers 0 quand t (end vers 4-00. Ces deux parties
sont séparées par deux segments de l'axe imaginaire sur lesquelles la
famille cesse d'être normale. II peut se faire aussi que la famille
des/,(s) ne soit normale en aucun point du plan z. C'est ce qui arrive
en particulier pour les fonctions entières elliptiques, par exemple la
fonction classique a(s). En effet, on sait que cette fonction s'exprime
par le produit infini canonique

' • ' • ' • ' ___ / r / „ \ z t s9 ~i' • --^^-n^^^^1 1 '1 . 1 1 1 1 . - 1 1 1 1 1 .. 1 1 1 ; 1 1 ' : - 1 1 • 1 1 1 ; 1 1 ' 1 ' 1 1 ' 1 1 1 1 ' - w ; , ' - ^ 1 , , , 1 1 1 ^ ! ! : . 1 1 -',•1 1 1 • : : 1 • /1,, 1 . . 1 , ^ , l i l . " 1 1 : 1 ,
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où ton a' posé
W == 2 il i (,«.) i 4- 2/?2(A)s;

200, et 2 co^ é tant les périodes et A, , Â.^ (les entiers quelconques positifs
ou négatifs, Findice 11' ind iquant qu^on ne prend pas la combi-
naison À., ==:/^:.== o. cr(s) admet pour zéros simples tous les sommets

" du réseau de parallélogramnies des périodes.
Envisageant une spirale G quelconque tournant 'une inf in i té de i'ois

autour du point à F i n t i n i ( ' ) et correspondant à. une certâine.fonction
2(^)5 on formera la famille des fonctions <7f(^) === cr[52(^)]. Les valeurs
prises par une fonction o^(.s). dans un petit cercle'quelconque cD^ du
plan z sont celles que prend la fonction ^ ( z ) elle-même dans le cercle
(&(>2(^). Or, si petit que soit pris a)<> a priori y pourvu que t soit assez
grand (l >• ^o), le cercle ( Q ^ ( t ) aura un rayon supérieur à telle l imite
positive qu'on voudra. Ce cercle contiendra donc, pourvu que ^ > ^ o ?
un nombre de parallélogrammes de périodes aussi ^rand qu'on voudra,
et, dans ce cercle, cr('5), aura un nombre de zéros supérieur à tel nombre
positif qu'on se sera donné arbitrairement, a priori. Les fonctions holo"
morphes ^(s) auront dans Je cercle, (©o wz nombre de zéros dépeis-sani
toute limùe qucind t croît indéfiniment. Ceci suffî t pour qu'on puisse
affirmer que la famille des ^(/s) n'est pas normale dans cDo (2)* La

( ï ) Par exemple une spirale logariihinique quelconque de pôle O*
(ii) En effefc, toute fonction limite d'une infinilé de ^f.s) dont les indices tn. croissent

indéfinimeni devrait éire identiquement nulle cicins (Do; pour f->-'x?, 'Sf.(z) devrait tendre
uniformémeiil vers zéro. dans (Do. Or cela n'esi pas, ainsi qu'il résulte des propriétés
classiques de.ia fbnciiorrîrÇ.s). On a en, ctTet 1 _ . , . , ; .,. ' .

, î r l '^o— 2^î Wî-+- ^ / /a^âî ===(— î)//l//^-^^d•-/^c^2/^trir•'•-2A^.^So+ , . . ,

so Ôtalît fixe, les valeurs , de J ^(^o-i-'2'//10)1-1-2/^(02 ) J pour 7/i et 1^ très ^rancis
dépendeni essenliôllenlônt du terme e^'-^^^^^^^h^^h^ dont la valeur absolue est

, ; / _ , , , 1 „ \ , 1 : 1 , , . 1 ^'^.(a/^ïîri'-s^a'^s^^+^z^r^a^a?^ ., ' ' 1 , ' •

! Or,, .quel que soit f'Q lixe, 'Inéquation EU //i 7/s ; . . , : ,
: 1 ' . . \. ^ ,; , , ! , ,M.[(%Âi^î—2^^â)(^^-^^r^^2^2)] o

représente uno'conique dont le genre ne, dépend, pas de sn. La" région , : •,'..

• ,'' , . 1 1 . X[(%ÂiTj i-4- lJî 'Â2^2)( ' l•3o-^-^l^!+^2^2)] > ° - .

ne/peut- 'être .finie, 'sans 'quoi s(^) serait bornée dans tout le pian» Cette région^ allant à
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fonction cr(..s) jouit donc de cette propriété remarquable de prendre
toute valeur finie ScUif peut-être u n e seule dans toute bande Ay d'ouver-
ture arbitrairement petite, construi te à partir de tout point ^ du plan.

21. On peut alors, si l'on veut, parler de l 'ensemble E des points
autour desquels la famille des/^(^) n'est pas normale . On sait que cet
ensemble/a un point au moins sur toute courbe entourant l 'origine,
puisqu'on a établi au n° 17 qu'il avai t au moins un point , dans toute
couronne d'épaisseur arbitrairement, rpet i te entourant l 'origine. C'est
évidemment un ensemble fermé, et ce qui précède mont re que cet
ensemble fermé contient toujours un continu (1). Il est clair que E

, dépend de, la courbe C donnée , a priori y et, en part iculier , il peut se
se/présenter des, circonstances . différentes, selon . que les diverses
courbes' z'C issues de-tous les points^ du plan fd rmen t ' une f a m i l l e a.
deux paramètres'réels ou a , un seul. Si, par exemple, les courbes ^C .
relatives à/tous les points t d'une certaine courbe- z^C co ïnc iden t avec
cette courbe, ̂ C, comme cela arrive par exemple lorsque G est une
droite passant par 0 ou une spirale lo^arittimique de pôle. OC3 ' ) , il est
clair que les diverses courbes ^ G ne dépendrontp lus que d'un paramètre
réel : dans ce'cas on voit de sui te que, si. la fami l l e des /^(s) n'est pas
normale en un "point z^ du plan, e l l e - n e l'est en aucun point d e l à
courbe z^C issue de /So» • 1 ' . •

Lorsque la fonction entière, f^z"). admet une valeur exceptionnelle
finie a, comme l'est zéro -pour f?% on peut affirmer en outre que, q u e l '
que soit G, E est un ensemble parfaite car aucun point P de.ïÏ ne peut
être isolé. ^\\ l ' é ta i t , 1 en effet, on pourrait de toute suite t^ t^ ...,
^, .. ., oo extraite de la famil le ft(^}\. extraire une 1 suite qui, dans un
petit cercle de centre P, convergerait partout, sauf au centre^ vers une

ïinfini sera donc traversée une infimté de fois par la bande A relative u tout point du pian;
on en déduit facilement que cy(s) ne peut tendre uniformément vers zéro lorsque 3
s'éloigne à l'infini dans ^, et par conséquent que ^(^) ne peut tendre uniformémeni
ver^ zéro''dans "(Do lorsque1 ̂ -»-oo. '1. :11' . , , • : 1 / 1 :, / • , 1 1 1 , : . ; ; :, ', : ! ! ! ! ' 1 1 1 : ' ! ,

(1 ) Qui peut êire le plan tout entier, comme le montre l'exemple du n0 â0.
( î ) On reconnaît aisément que c'est seulement clans ces deux ca.y que la circonstance

précédente peut se produire/car elle équivaut à dire que la courue C coupe tous ses
, rayons vecteurs sous^ le, même angle. , . - ' 1 •' 1 1 ' - 1 1 . 1 , . 1 , . 1 1 - , 1 1 ^ 1 1 ' 1 , • : , ' 1 1
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fonction holomorphe ou vers ' l ' inf ini . La première éventualité est
impossible, car, du lemme classique de Weierstrass, on conclurait
que cette suite convergerait même au centre et la deuxième éventualité
se ramène à la première à condit ion de considérer, non la suite
des //,,(^)î mais la suite des ————— qui est encore une suite de

Jfn \^ ) —— a

fonctions entières.
Je n'insisterai pas davantage ici sur les propriétés de l'ensemble E.

22. Conséquences relatives aux racines des équations fÇz) == a. —
La proposition établie au n° 17 donne un renseignement très précis
sur les arguments des racines des diverses équations /'(^) == a, quel
que soit a, pour une fonction ent ière donnée /(-s)? d'ailleurs
quelconque.

Si l'on adopte pourC une droite passant par l 'or igine, la proposition
disant que, dans tout angle de sommet 0 contenant l 'une ou l'autre
de certaines droi tes privilégiées, la fonc t ion /(s) prend toute valeur
finie, sauf peut-être u n e seule, revient à dire, en désignant par O^o
une de ces droites, que les racines ^(a), z ^ ( a ' ) , ^3(a), . . . , -s^(^)» ...
de l 'équation /(-s) == a ont des arguments qui admettent <po pour une de
leurs limites^ et cela quel que soit a, sauf peut-être une seule valeur.
Sauf peut-être une va leu r de a, le rayon O^o est u n rayon l imi t e
pour les rayons Oz^ (a) (/ï === ï , 2, . . . , " co ). En part iculier , il est impos-
sible de trouver une fonct ion en t i è re ./(^) don t les zéros a i en t un
argument l i m i t e u n i q u e yo? d o n t les racines d e / ' ( ^ ) = = i aient un
argument l imite unique cp,, ̂  CP(, et les racines de /(^) == a(a^-o et
de ï ) a ient un argument l imi te u n i q u e ( ' ) ^y^ et 7^ o,. Si l'on
const ru i t tous les rayons lin'ntes des rayons O^(rz) et si l'on désigne
par 'E(a) l 'ensemble de ces rayons, il existe au moins un rayon com-
mun à tousies E(a), sauf peut-être un des E(a) au plus.

On a des propositions analogues avec Loute courbe C. La propriété
de la courbe/SoC, privilégiée en position, dont l'existence a été établie

( 1 ) Si, par exemple, îes racines (Je f(,z) === ^ ont un rayon limite unique Oa, ou bien
les racines de toute autre équation/(^) == b [ sauf peut-être une valeur de &)admetlent
Oa pour rayon limite, ou bien toutes ces équations sans exception ont un rayon limite
commun Op ̂  Oa, pour leurs racines.

Ann, Éc. Norm., (3), XXXVI. — AVRIL K/K». ^
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an n0 17, se traduit par ce fait que, que l que soit a (sauf peut-être une
valeur f in i e au plus), on peut parmi les racines ^(^) de l'équa-
tion /(^) = ci 'en choisir une infinité ^(a), ^(a), . . . » ^(<%), ...
telles que le rapport entre la plus courte distance de z^^a) à la
courbe z'^C d'une part, et le module dez^ ^(a) d''autre part, tende vers zéro
quand? augmente indéfiniment. C'est une indication sur la façon dont
on peut approcher simultanément des racines de/'(^) === a (quel que
soit a) par des courbes de forme déterminée, mais d'ailleurs
quelconque.

Je ne connais pas de proposition antérieure du type précédent qui
renseigne sur les arguments des racines des équations /(^) = a,
quelle que soit la fonction entière f (s). Plusieurs géomètres ont étudié
la croissance des modules des racines de ces équations en faisant
sur/(^) des hypothèses assez larges (1) sans que l'on soit arrivé, je
crois, à des conclusions absolument générales, valables pour toute
fonction entière.

23. Noie. — Tout ce qui s'est dit dans ce paragraphe 1 (2) des fonc-
tions ent ières est valable pour foule fonction méromorphe cp(s) ayant
une valeur exceptionnelle finie a, car la fonction ——ï——=== f( s} est

^ "/ Q(.^) — a l/ v / '
alors une fonction entière : tout ce qu'on a dit s 'applique à/(^) et par
suiteàç(.)=i-^.

II. — Les fonctions méromorphes ayant une valeur asymptotique.

24. J'entends par là toute fonction méromorphe cp(js) qui tend vers
une limite déterminée œ, finie, ou infinie (;î), quand z tend vers

( 1 ) Par exemple, la régularité de la croissance.
(2) II est à peine nécessaire de faire remarquer que les théorèmes de ce paragraphe 1

s'appliquent au&si à toute fonction uniforme admettant un point singulier essentiel isolé,
autour duquel la fonction a une valeur exceptionnelle finie ou infinie.

( ï ) On peut, sans diminuer la généralité, supposer œ unie. Tout ce que nous dirons
dans ce paragraphe II s'appliquera à toute fonction, uniforme autour d'un point sin-
gulier essentiel isolé, qui admet une valeur asymptotique co lorsque z lend vers ce point
sur un certain chemin r.
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l ' infini sur un certain chemin continu bien déterminé : un tel chemin
est d i t chemin de détermination co, et co s'appelle une valeur asvmpto-
tique. Une fonction ent ière quelconque admet la valeur asympto
tique -4-so et toute valeur exceptionnelle d'une fonction méromorphe
est, comme on sait, u n e - v a l e u r asymptotique. [ Voir noiamment
F. IVERSEN, Thèse (flelsingfors, 1914)» et Sur quelques propriétés des
fonctions monogènes au voisinage d^un point singulier ( 0/versigt af
Finska Vetenskaps-Societetens Fôrhanàlingar^ Bd LVIII, 1915-1916,
Afd. A, n0 25).] Je désignerai par r le chemin de détermination.

Il faut procéder comme pour les fonctions entières, mais raisonner
avec plus de précaut ion, car les familles de fonctions méromorphes
sont plus générales que les familles de fonctions holomorphes. C étant
la courbe donnée a priori que décrit le point T == cr(^) lorsque t varie
de i à 4-^3, on formera la famille des y^(-s) •==• ç[^o-(^)] et il s'agit de
montrer que celle famille ne peut être normale dans toute une cou-
ronne (C^Ca)? d''ailleurs quelconque^ entourant l'origine. On montre,
en effet, que toute suite inf in ie convergente extraite de la famil le
des ^(s)? si l'hypothèse précédente était vraie, devrait converger
nécessairement vers la constante oo. Soit cp^, d^, ..., cp^, ... cette suite,
correspondant à des indices croissants ^ <; ̂  << . . . -< ^<< .. .^-^co.
Les valeurs prises par y/^ (s) dans la couronne (G,, C^) sont celles que
prend cp(^) dans la couronne [o"(^)C,, cr^)^). Cette couronne tend
vers l ' i n f in i quand ^ grandit indéf iniment . Mais elle est toujours
traversée, du contour o"(^)Ci au contour ^ ( ' t r i ) ^ ^ ^ P^ un arc cont inu
a^p^ au moins de la courbe F. Sur F, cp(^) tend vers a), donc sur l'arc
précédent a^?^ on aura

| 9 ( , s ) -—tô <£„,

£„ tendant vers xéro quand n et t^ grandissent indéfiniment. Revenant
à la couronne (Ci, Ça), elle sera traversée du contour (^ au contour €3

par un arc continu A^B^ = vn rn sur lequel on aura
a ( tn )

f?/ . (^)-"^ | <£/^

Les arcs cont inus A^B^, dont les extrémités sont respectivement
sur C^ et €3 ont pour ensemble limite un ensemble continu qui a un
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point au moins sur toute courbe entourant C, et in té r i eu re à C^, q u i
parcourt la couronne (G) , Ça). En tout point de cet ensemble, la valeur
de la fonction F(s) l imite de la suite des <^(^) ne peut évidemment
différer de c-o. F(s) se réduit donc, dans toute la couronne (C^C/), à la
constante oo.

C'est ici le lieu de faire remarquer que ce résultat concorde avec
celui trouvé pour les fonctions entières au même endroi t du raisonne-
ment. La valeur x; étant valeur asymptotique pour toute fonction
entière /(-s), on a bien vu au n° 16 que toute fonction l imi t e de la
famille àes/^s) ==:/[scr(^)J nepouvait différer de la constante inf in ie ,
à supposer, ce qu'on a ensuite reconnu inexact, que la famil le des/'^
fût normale dans la couronne (G) , C^). Mais au n0 16 on a pu se con-
tenter de considérations plus élémentaires, car les fonctions entières
sont plus simples que les fonctions méromorphes. Le raisonnement
actuel s'applique d'ailleurs mot pour mot aux fonctions entières.

Il n'y a maintenant aucune difficulté à conclure, comme/ au n° i6,
que, t tendant vers l ' inf ini , Çf(^) devrait tendre uniformément vers
la constante œ dans toute la couronne (C^ C^) et par suite que ç(^)
devrait tendre uniformément vers œ quand z tend vers l ' inf in i : l ' iné-
galité | s [ > R devant entraîner © (;?) -— a) | <^ s dès que R serait assez
grand. C'est là une impossibili té qu i montre l ' inexact i tude de l'hypo-
thèse initiale ( 1 ) .

25. On est donc en droit de dire, comme au n0 17, qu'il existe un
point au moins ^o, dans toute couronne (G, , C^) entourant l'origine, où
la famille desep^^n'est pas normale. Dans la bande A que nous savons
construire à partir du point s^ et d'un cercle c0o, arbitrairement petit, de
centre ZQ, la fonction <F(^) prendra toute valeur finie ou infinie, sauf
peut-être deux valeurs exceptionnelles au plus. Si o(^) admet deux
valeurs exceptionnelles dans tout le plan, ce sera précisément ces
deux valeurs que y(-s) ne pourra prendre dans la bande d'ouverture
inf iniment petite A. La remarque fai te précédemment vaut ici : ^ ( z )
prendra une infinitéde fois^ dans A toute valeur non exceptionnelle.

(1) Voir un raisonnement analogue dans ma Note des Comptes rendus de l'Aca-
démie des Sciences^ t.468. 1919, p. 719.



PROPRIÉTÉS NOUVELLES DES FONCTIONS ENTIÈRES OU MÉROMORPHES. 117

Envisageant par exemple la fonct ion méromorphe th.G = e"^ ~I qui
admet sur l'axe réel positif la valeur asymptolique -4- i et sur l'axe
réel négatif la v a l e u r ' — i, ces deux valeurs étant d'ailleurs valeurs
exceptionnelles pour thz, on reconnaît aisément, lorsque C est une
droite issue de l 'origine [ar(/) = y], que la famille des th tz est nor-
male en tout point situé à droite de l'axe imaginaire et tend uniformé-
ment vers 4- i lorsque t tend vers 4-ce; elle est normale en tout point
situé à gauche de cetaxe et tend uniformément vers — i lorsque t tend
vers — co. Sur l'axe imaginaire, la famille des tîils n'est normale en
aucun poin t . Dans tout angle de sommet 0 contenant cet axe, th éprend
toute valeur finie ou inf in ie à l 'exclusion des deux valeurs 4-1 et —i .
Sur F axe imaginaire^ thz ne prend que des valeurs purement imaginaires
dont le module varie périodiquement de — ce à 4-co. Conclusions
analoguespour la fonc t ion tangs = — rth^.Ici les deux valeurs excep-
tionnelles sont 4- i et — i, ce sont les valeurs l imites vers lesquelles
tend. respectivement tang z quand z s 'éloigne à l ' inf ini sur un rayon du
demi-plan supérieur ou du demi-plan inférieur. C'est en tout point de
l'axe réel que la famille des fonctions tang tz cesse d'être normale, sur
cet axe, la fonct ion tang-s varie pér iodiquement de — oo à 4- ce en res-
tant réelle, alors que, dans toutangle contenant l'axe réel, tang z prend
une infinité de fois toute valeur excepté 4- i et —/.

26. Un autre exemple intéressant est fourni par la fonction ellip-
tique classique ' (( .s)—S^so-^ et 203^ sont ses périodes, on a les
relations

Ç(54-:-^ûÏ i ) ==Ç(^) + '2Yîi,

Ç ( S -+- 36>2) =:Ç(s) + 2 Y î a ;

*( (/s) à pour pôles simples tous les points
W =-= 2A.i <»>i 4- 2 ^â^â? ^i? AS == 0, ±: t , ±: 2, . . . .

Dans un parallélogramme P de périodes de centre 0, 'C(^) prend
des valeurs q u i recouvrent toute la partie infinie du plan Ï, extérieure
à une certaine courbe fermée (parallélogramme curvi l igne) , que
décrit le point Ç quand z décrit le contour du parallélogramme de
périodes. On déduit alors de la relation

Ç(5 4- 2tôi)==Ç(^) 4- ̂ i
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que clans le parallélogramme D, couvert par un nombre fini N de
parallélogrammes accolés, dont le premier serait P, et qui se dédui-
raient de P par N translations successives équipollentes au vecteur
période 20^, la fonction t(z) prend toute valeur finie ou infinie. Par
suite, dans tout parallélogramme équipolleizt à D, formé de N parallé-
logrammes de périodes, accolés comme ceux de D, *((^) prendra
toute valeur finie ou inf inie . Prenant pour C une courbe quelconque du
plan allant à l ' infini , décrite par le point T == c-(/) pour l variant de
i à + 33, on voit que la famille des ^[-^(Q] == ^(^) ^<° saurait être
normale en aucun point du plan.

Effectivement, l 'infini est une valeur asymptotique de *C(-s) vers
laquelle *((^) tend quand z tend vers l ' infini sur une droite parallèle
a un vecteur période quelconque. Si l'on suppose que, dans un petit
cerclé (Do du plan, la famille des t[zaÇt)\ soit normale, il est clair que,
pour £ assez grand, le cercle (Docr(^) étant arbitrairement grand et
contenant un nombre de parallélogrammes de périodes arbi t rairement
élevé, le nombre des pôles qu'une fonction de la famille possède
dans (Dp dépasse toute limite quand t grandit indéfiniment. Si une
suite infinie de fonctions de la famille correspondant à des indices

il < ̂  < h < . . . <tn< . . • tn-> ̂

convergeait dans cfâp, elle ne pourrait converger que vers Finfini. Et la
famille des *G(-s) étant supposée normale, dans c©^, la convergence
serait uniforme. Cependant , dès que^ dépasse une certaine limite, le
cercle CD()CÎ"(^) étant arbitrairement grand cont iendra à son inté-
rieur un parallélogramme D, ^Çs) prendra dans (î)o^(^) to^t^ valeur
finie ou infinie, en particulier la valeur zéro. Toute fonction Ç^(-s) de
la suite précédente, dès que ^surpassera une certaine l i m i t e f inie ,
prendra donc dans (QQ toute valeur finie ou infinie, en particulier zéro.
Les fonctions de la suite ne peuvent dans CD tendre uniformément
vers l'infini : la famille des ^(/s) ne saurait être normale en aucun point
du plan.

Dans toute bande A, d'ouverture infiniment petite, ayant pour axe
une courbe G quelconque du plan, t(z) prend toute valeur finie ou infinie^
âne infinité de fois.
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27- On peut encore faire ici les mêmes remarques qifau 11° 19 et
au n° 20, ces remarques s'appuieront sur les exemples qu'on vient
de donner aux n^^ô et 26 du présent paragraphe. Parallèlement au
n°21, on pourra, dans le cas qui nous occupe, parler de l 'ensemble
des points où la famille des cp^(^) == ^[^(O] n'est pas normale. C'est
un ensemble fermé et il contient un con t inu qui coupe toute courbe
fermée entourant l 'origine en un point au moins : c^est le sens du
théorème démontré au n° 25. On peut affirmer aussi que lorsque la
fonction méromorphe admet deux valeurs exceptionnelles finies ou
infinies, l'ensemble E est parfait. Il est clair que E dépend de la
courbe C choisie; il peut être linéaire (exemple de tangs donné au
n° 25) ou superficiel [exemple de 'C^)].

Enfin, ce qu'on a dit au n° 22 des racines des équations/(s) == a,
pour une fonction entière quelconque, s 'applique aux racines des
équations (p ( s )==a Ça f ini ou i n f i n i ) pour toute fonction méro-
morphe ( p ( z ) ayant au moins u n e valeur asymptotique. Je me bornerai
donc à y renvoyer le lecteur. Il suffira, au lieu d'admettre une seule
valeur exceptionnelle a au plus comme pour les fonctions entières,
d'en admettre deux distinctes (dont l'une peut être infinie) au plus.

28. On peut aussi étudier (es valeurs que prend une fonction méro-
morphe (f(z) ayant une valeur asymptotique o>, au voisinage du chemin F
sur lequel y(^) tend vers la limite oj. z^ étant un point quelconque de
ce chemin, il est-loisible de supposer que la fonction complexe o"(/)
de la variable réelle t a été choisie telle que, t variant de i à + =c, le
point z^{t) décrive la courbe I\ du poin t z^ à l ' infini , toujours dans
le même sens. On formera la famille des fonctions cp^) == (pJ^o-^)] :
deux cas sont possibles, ou bien cette famille est normale an point Z o ,
ou bien elle ne l'est pas.

i° Si la famille est normale en z^ elle l'est dans un certain cercle (ôo
de œntre ^o qu'on choisira le plus grand possible. Lorsque z décrit
ce cercle C O Q ? z d ( t ) décril un cercle ^o^) ̂ "t 1e centre z^(t) est,
fixe sur F et don t le i-ayon est à celui de Dy dans le rapport | cr(^)| . Ce
cercle est traversé par la courbe T qui passe en son centre. Extrayons
de la famille des ^(-s) une suite infinie correspondant aux indices
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indéfîniaient croissants

ti<^<ts< ...<^< .. .^—co.

Tout cercle Oc)ocr(^), traversé par r, est parcouru par un arc de T que
j'appellerai a/,^ et qui passe en son centre -^G-(^). J'appellerai A^B^
rarc^

°"(^)
C'est un arc semblable à l'arc a,^, qui traverse le cercle c'D^ en

passant par son centre ^o* Sur A^B,; on a, dès que tn est assez grand,

| ? / « ( ^ ) — û j [ < s^,

£^ tendant vers zéro quand tn croît indéf in iment .
Toute sui te inf in ie d'arcs choisis parmi les arcs A^B^ admet un

ensemble limite continu in té r ieur au cercle cî)o? cet ensemble limite
possédant au moins un point sur tout cercle de centre ^o? intérieur
à o^o- En tout point de cet ensemble, la l imite des y^(-s) ne peut
différer de co; elle est donc identique à la constante CD dans tout le
cercle cDo. Toute fonction l imi te de la famil le des y^(^ ) étant i den t i que
à co, on conclut que, lorsque t tend vers l ' in f in i , la fonction cp^-s) tend
uniformément vers oo à l ' intérieur du cercle cô^, ce qui signifie que
<p(^) tend uniformément vers œ lorsque z tend î^ers l'infini en restant à
C intérieur de la bande A d'axe T balayée par le cercle (X)o^(^) au cours
du mouvement avec déformation que l'on a appris à l u i imprimer.

Si l'on considère les racines ^(^) d 'une équation quelconque
©(s) == a Ça -=/= co), on peut affirmer qu'à partir d'une certaine valeur n^
de /i, elles sont toutes extérieures à la bande A; cette valeur peut
dépendre, naturel lement , de a; mais il est certain que, quelle que soit
la valeur a telle que \a — CD | > £, £ étant donné positif et arbitraire, .
on pourra déterminer un cercle de centre 0 assez grand pour qu'a
l'extérieur de ce cercle aucune racine d^une équation ^ Ç z ) == a ne soit
intérieure à la bande A.

2° Si, au contraire, la famille des f^(s) n'est pas normcde eh s ^ y
quelque petit que soit le rayon de ®o, et par conséquent quelque étroite
que soit la bande A correspondante, la fonction y(^) prendra/dans A,
toute valeur finie ou infinie, sauf peut-être deux valeurs au plus. Le
chemin T sera donc limite pour les racines de toute équation ^ ( s ) == a
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( sauf deux valeurs a f inies ou inf in ies au. plus) en ce sens que le rapport
entre l a p i n s courte .dislance d 'une rac ine :?//(/?.) àF el' le module |.^(^)1
de cette racine tendra vers zéro pour une sui te i n f i n i e convenab l e n^
/^, .... ̂ , ..., de ces racines (1) .

III. — Les fonctions méromorphes sans valeur asymptotique.

29. Tout ce qui précède, dans les paragraphes 1 et II de ce Cha-
pitre, suppose que la fonction rnéromorphe é tudiée possède au moins
une valeur asymptolique (une fonction entière est une fonction méro-
iiiorphe particulière dont l ' inf in i est une valeur except ionnel le) . Sup-
poser qu'une fonction y(^) n'a pas de valeur asymptotique, c'est
supposer que sa fonction inverse n'a pas de singulari tés transcen-
dantes et n'admet dans tout le plan à distance f in ie ou inf in ie que des
points cri t iques algébriques ou des potes. Ceci se déduit immédiate-
ment des travaux connus sur les fonctions inverses des fonctions
méromorphes pour lesquels on pourra consulter par exemple la thèse
de M. Iversen. Si l 'on cons t ru i t la surface de Riemann S sur laquelle
la fonction z = ^(W), inverse de la fonction méromorphe W ==== cp(^),
est uniforme, il est clair que chaque f eu i l l e t de cette surface ne saurait
être relié directement qu'à un nombre /mi d'autres feuillets, et par un
nombre fini de points de ramification algébriques : chaque feuil let
peut ainsi être isolé des au t re s par un nombre fini de coupures qui
rendront uniforme la déterminat ion de ^ ( W ) correspondant à ce
feuillet. On pourra toujours relier ces coupures entre elles de façon à
n'en plus former qu'une seule. Lorsque W décrit le feuillet ainsi coupé,
z décrit une aire d'un seul tenant , s implement connexe lorsque toutes
les coupures ont été reliées en une seule, et tout entière à distance finie
puisque, s(W) n'ayant pas de point transcendant, z ne peut aucunement
tendre vers l ' inf ini quand W tend vers un point déterminé du feuillet
coupé. On voit ainsi que le plan des z pourra toujours être décomposé en
une infinité de polygones, dont chacun est la représentation conforme
d'un feui l le t de la surface de Riemann de ^(W); tous ces polygones

( l ) Foir un raisonnement analogue dans ma Noie des Comptas rendus de l'Académie
des Sciences', i. 168, 1919, p. SI 'À ,

Ann.Éc. Norm^ (3) , XXXVI. •— AVRIL 1919. I^
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sont à distance, finie, deux à deux contigus et remplissent tout le plan
sans omission ni répét i t ion; dans chacun de ces polygones la fonction
méromorphe o (^) prend toute valeur finie ou infinie ( j ). Cette proposition
remplace ici la proposition du n0 25 pour les fonctions douées de
valeur asymptotique, Elle est en particulier vérifiée par les fonctions
doublement périodiques qui n'ont aucune valeur asymptotique, on le
reconnaît aisément, et, pour ces fonctions, les polygones précédents
ne sont autres que les parallélogrammes de périodes, ou plutôt des
portions de parallélogrammes des périodes, car toute fonction ellip-
tique prend deux fois au moins dans chaque parallélogramme des
périodes toute valeur f in ie ou in f in ie .

30. On peut aussi appliquer la méthode des familles normales
uti l isée dans les paragraphes 1 et II aux fonctions méromorphes géné-
rales qui nous occupent actuel lement; mais pour rechercher les points
où la famille cesse d'être normale on aura recours à d'autres considé-
rations qu'à celles tirées de valeurs asymptotiques, on utilisera par
exemple la croissance, la dis t r ibut ion des zéros et des pôles dans le
plan (2) . En voici un exemple bien simple emprunté aux fonctions
elliptiques. Prenant une fonction doublement périodique quelconque
ç(s) et une courbe G quelconque correspondant à la fonction o-(^) on
formera la famille 9,(-s)===o[^Œ(^)j. o^ étant un cercle quelconque du
plan, dès que l sera assez grand, le cercle ^^{l} sera aussi grand
qu'on voudra et contiendra un nombre de parallélogrammes de périodes
aussi grand qu'on voudra. Si la famille des 9^ était normale dans (ôo,
toute suite convergente qu'on en pourrait extraire devrait d 'une part
converger uniformément vers zéro puisque les zéros de ^ dans (ôo se
rapprochent indéf in iment les uns des autres en même temps que leur
nombre grandit indéf iniment quand t grandit indéfiniment; elle devrait

O) Voir Comptes rendus Acad. Sc.^ l. 168, 1919, p. 719.
( 2 )^ II semble que, dans chaque cas, la nature de la fonction méromorphe doive faire

choisir le mode qu'il convient d'adopter : on sera conduit à étudier le nombre des zéros
et celai des pôles intérieurs à un anneau (R, Rcr) (cr > i). Lorsque R grandit indéfiniment
d'une façon continue, on en tirera des conséquences sur la question de savoir si la
famille des <^(s) est ou n'est pas normale dans Panneau (Ro, Rocr) . Voir d'ailleurs la suite
au n° 32 du présent Mémoire.
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d'autre part converger uni formément vers l 'infini, puisque ce qu'on a
dit des zéros de o^ est vrai des pôles. Donc la famille des ç^(^) ^e
saurait être normale en aucun point du plan z , et cela quelle que soit
la courbe C. Dans toute bande A, si petite que soit son ouverture, ® prend
une infinité de fois toute valeur finie ou infinie, ce qui n'a rien
d'étonnant puisque le rayon du cercle générateur cOo0'^) grandissant
indéf in iment avec l, A contient toujours une inf in i té de parallélo-
grammes de périodes.

31. Voici encore ce qu'on peut dire des valeurs d'une fonction
méromorphe quelconque y(^) au voisinage d'un chemin F, allant à
l ' inf in i et d'ailleurs quelconque, lorsqu'on suppose que, ^ décrivant ce
chemin, le point w = îû(^) ne se rapproche pas indéfiniment de tout point
du plan w, c'est-à-dire que la courbe décrite par w n est pas dense dans
tout le plan. L'hypothèse actuelle est moins restrictive que celle qu'on
a adoptée au n° 28; comme il a été fait au n° 28, on formera la famille
des fonctions y^(^) == y |^û- (^ ) j ^oé tan tunpoin t f îxeque lconquedeF ,
le point So0"(/) décrira T lorsque avariera de i à -4- ^3. Deux hypothèses
sont possibles : ou bien la famille des ç^(s) est normale au points^ ou
bien elle ne l'est pas.

1° Si la famil le est normale au point s^, et si l'on désigne par A une
valeur telle que | 9 ( s ) — A | reste >£, sur tout F, c'est-à-dire une
valeur dont o(s) ne se rapproche pas indéf iniment sur F, la famille
des ———r sera bornée en z^ : normale en ^ comme la famille des

cp^)—A
<^(>) elle sera uniformément bornée dans un certain cercle (©o de
centre ^o? c^ (^m veut d11^ en so^1116 q^ (ia^s une certaine bande A
engendrée par le cercle ^^(f) qaand t varie de i à -+- =o on
^ypa —l—r < M? l'épaisseur de la bande A (caractérisée par le rayon( p ( ^ ) — A
de c^o) étant, bien sûr, fonction de £ et de A. Ceci veut dire que si, sur F,
^ ( z ) ne s'approche pas indéfiniment d'une certaine valeur A, il existe
toute une bande A, d'axe ï\ dans laquelle <p(^) reste également à distance
finie de A, et ceci est vrai, quelle que soit la valeur A. dont 9 (s?) reste à
distance finie, sur F. En particulier, dès que z\ dépasse u n e certaine
limite ÏLla bande A ne contiendra aucune racine de l 'équation ç(;3}=?A.
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Aul-rement dit encore, les racines de l'équation a?(.^) = A ne sauraient
avoir pour l imite la courbe I\ au sens déjà attribué à cette expression
(n° 28, 2°).

2° Si, au contraire, la famille descp^ n'est pas normale au point ^,» la
conclusion est la même qu^au n0 28 (s0), le chemin T est limite pour
les racines de toute équation ç(^) == a, sauf peut-être deux valeurs
de a, finies ou infinies, au plus.

32. Je voudrais, en terminant , montrer que Vhypothèse générale
dans laquelle on s 1 est placé au paragraphe II pour établir le théorème du
n° îï n est pas un pur artifice de démonstration, (^est-à-dire que si on
l'abandonne, le théorème peut n'être plus vrai. Je vais le montrer en
fournissant l'exemple d'une fonction/(^), uniforme, qui admet l ' i n f in i
et l'origine pour points singuliers essentiels isolés, qui n'admet
aucune valeur asymptotique lorsque .s tend vers l ' infini (ou vers l'ori-
gine), et pour laquelle la famille des fonctions/^) ==y(^), qui cor-
respond à aÇt) =^ / (1), (la courbe C étant un rayon issu de l 'origine)
est normale autour de tout point du plan., excepté à l'origine.

On s'adresse à une fonction doublement périodique ç(Z) dont les
périodes sont 2 TU et a Ça nombre réel positif) (2), et l'on pose

/ (^)=9(Iog.) .

La période 2^1 de y(Z) rend /(-s) uniforme dans tout le plan,
o et co étant points singuliers essentiels isolés AG fÇz); f(.s) est tel
que

/(^)=/(^),

f(s) pas plus que <p(Z) n'a de valeur asymptotique. Formons la famille
ftW ==/ (5^)==9( log54" log^)==Qp(Z-( - log^) - -=y/ (Z) ,

(1) On pourrait remplacer C par une infinité de spirales logarithmiques convenables de
pôle 0, chacune de ces spirales correspondant à o-(Q == o^-1 et ff étant un nombre com-
plexe tel que logff soit le produit d'une période quelconque de 9 (Z) par un nombre réel^
de telîe façon que le vecteur loger soit parallèle à un vecteur période.

(^Sila période an'était pas réelle, on prendrait pour courbe C une spirale loga-
nthmiqae convenable au lieu d'un rayon; par exemple f f (^ ) = o"^-1, G étant tel que -^
soit réel.
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t variant de i à + x, log< varie de o à + co. Lorsque z- décrit un petit
cercle c&o ne con tenan t pas l ' o r ig ine , Z décrit dans son plan une peti te
aire D s implement connexe, intérieure à un parallélogramme de
périodes de la fonction ç(Z), et lorsque l varie, Z + log? décrit une
peti te bande D^ parallèle à l'axe réel, et comprise entre les deux tan-
gentes à l 'aire D, parallèle à cet axe réel, qu i comprennent entre elles
l'aire D.

Oi\ si le rayon de (ûo est assez, peti t , l'aire D est arbitrairement
petite, et la bande D < , parallèle à une période de y, est arbitrairement
étroite. Dans cette bande, W== y (Z) ne prend que des valeurs contenues
dans une bande fermée du plan W d'épaisseur arbi trairement petite :
il nous suffit de savoir qu ' i l y a une infini té de valeurs (formant des
aires) que la f o n c t i o n ( p ( Z ) ne peut prendre dans la bande D, , que
les ^(Z) ne peuvent prendre dans l 'a i re D, et par conséquent que
les/^) ne prennent pas dans l'aire (Oo, Ces fonct ions fs(^) forment
donc une famille normale en tout point du plan z. Lorsque ^ décrit un
rayon fixe quelconque OU al lant de o à + co le p o i n t W ==/(5) décrit
périodiquement une in f in i t é de fois une certaine courbe analyt ique
fermée s (qui peut d'ailleurs passer par le point à l ' inf in i du plan W).
Lorsque z décrit un angle U^OIL assez petit contenant le rayon con-
sidéré, W =/(-s) .décrira pér iodiquement une bande fermée limitée
par deux courbes analytiques 3^ et 8^ qui encadrent la courbe ©.
Lorsque l 'ouverture de l'angle U,OIL tend vers zéro, les deux courbes
©i et ©a t e n d e n t vers la courbe 3. Lorsque l 'ouverture de l'angle L^OIL
grandi t jusqu'à a t te indre 210, la bande comprise entre s^ et 83 s'élargit
i n d é f i n i m e n t jusqu'à recouvrir le plan des w tout entier un nombre de
fois égal à Vordre de la fonction doublement périodique 9(Z)-


