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SUR QUELQUES PROPRIETES NOUVELLES

DES

FONCTIONS ENTIERES OU MEROMORPHES

(PREMIER MEMOIRE)

Par M. Gastox JULIA.

Historique.

L. Le théoréme général surles fonetions entierss et sur lesfonctions
uniformes i point singulier isolé exposé par M. Picard en 1879 dans
les Comptes rendus de I’ Académie des Sciences, puis développé en 1880
dans les Annales de ’Ecole Normale supérieure, est aujourd’hui clas-
sique. On sail que M. Picard le démontra en utilisant les propriétés de
la fonction modulaire elliptique. Mais I'élégance et la simplicité du
résultat faisaient désiver une démonstration élémentaire, qui conduisit
divectement & la conclusion par la voie des propriétés les plus usuelles
des fonctions analytiques. C'est & M. Borel que revint le mérite de
construire cette démonstration pour les fonctions entiéres : on la trou-
vera dans les Comptes rendus de I’ Académie des Sciences de 1896. On
peut dire que toutes les démonstrations ultérieures du théoreme
de M. Picard se rattachent d’une maniére plus ou moins apparente aux
démonstrations données par M. Picard lui-méme et par M. Borel, car
toutes mettent 4 la base soit la fonction modulaire, soit la notion de
croissance. Ce n’est pas ici le lieu de donner une bibliographie com-
pléte des (rés nombreux travaux ot I'on démontre le théoreme de
M. Picard (").

En 1904, M. Landau publiait une généralisation du théoréme de

(1) Poir par exemple Ernst Linpecor, Congres des Mathématiques i Stockholn, 1gog.
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M. Picard qu’il venait d’obtenir en serrant de prés certaines inéga-
lités de M. Borel : toute fonction analytique uniforme dont on donne
les deux premiers coefficients de Taylor prend la valeur zéro ou la
valeur un dans un cercle dont le rayon n’est fonction que des deux
premiers coefficients, ou bien posséde dans ce cercle une singularité.
M. Carathéodory montra ensuite que les fonctions modulaires jouaient
dans ces questions un role essentiel et n’étaient pas un pur artifice de
démonstration.

2. Plus tard, M. Lindel6f ('), M. Phragmén, M. Iversen, entre-
prenant d’étudier I'allure d’une fonction monogéne uniforme autour
d’un point singulier essentiel isolé, obtinrent moyennant diverses
hypothéses, des propriétés intéressantes sur les valeurs que prend &
I'intérieur d'un contour C une fonction holomorphe en tous points
intérieur & C et en tout pointde C, sauf un point isolé qui est point sin-
gulier essentiel pour la fonction. Les hypothéses faites étaient de
nature assez générale et les résultats simples. De son coté, M. Montel (*)
appliquait la notion de famille normale de fonctions analytiques a ces
mémes questions, retrouvait les résultats de M. Lindelof, en précisait
quelques-uns, en généralisait d’autres.

Exposé de la question.

3. La plupart de ces hypotheéses portaient sur les valeurs que ne
prend pas la fonction f(z) a étudier, dans un angle dont le sommet O
est le point singulier : on suppose que dans cet angle £ (=) est bornée
ou qu'elle admet deux valeurs exceptionnelles, et I’on tire certaines
conclusions relatives aux valeurs limites de /(z) sur les rayons issus
du sommet ou sur des courbes ayant une tangente en O intérieure &
l'angle.

On ne s’est pas demandé si, pour une fonction uniforme autour d’un

(') Zoir la bibliographie dans Aeta Soc. Sc. Fennicee, t. XLVI, 1° 4 : Sur un principe
général de U'Analyse et ses applications & la théorie de la représentation corforme, par
Ernst Lindelof.

() Voir MonTEL, dnnales de U Ecole Normale supérieure, 1912 et 1916,



PROPRIETES NOUVELLES DES FONCTIONS ENTIERES OU MEROMORPHES. 95

point singulier essentiel isolé O, les mémes hypotheses étaient per-
mises dans tout angle de sommet O. Par exemple, dans un angle quel-
conque ayant son sommet a l'origine, une fonction entiere a-t-elle tou-
jours deux valeurs exceptionnelles au moins (dépendant naturelle-
ment de I'angle); ou bien existe-t-il certaines directions telles que,
si petit que soit un angle contenant une de ces directions, la fonction
entiére prenne dans cet angle toute valeur finie, sauf peut-étre une. On
est conduit assez naturellement i se poser ces questions par un raison-
nemenl bien simple. Divisons le plan en deux demi-plans par une
droite quelconque : peut-il se faire qu'une fonction enti¢re f(z) ne
prenne pas deux certaines valeurs finies au moins dans le premier
demi-plan, valeurs qui (sauf peut-élre une) seraient prises par /()
dans le deuxiéme demi-plan, alors que, dans ce deuxiéme demi-plan,
J(z) admettrait aussi deux valeurs exceptionnelles au moins, dis-
tinctes de celles du premier demi-plan (afin que 'hypothése fat con-
forme au théoréme de M. Picard)? On répétera ensuite indéfiniment
cette division en 2, 2%, 2®, ... pour arriver i la question précédente.

4. Le Mémoire qu’on va lire estconsacré a I'étude de ces questions.
Son but est en quelque sorte d’analyser le contenu du théoréme
de M. Picard en précisant davantage le domaine on il est possible
d’affirmer qu’ane fonction uniforme autour d’un pointsingulier essen-
tiel O prend toute valear finie ou infinie, sauf deux valeurs exception-
nelles au plus. M. Picard choisit pour ¢ domaine un cercle de rayon
arbitrairement petit ayant son centre en O; je montrerai ici qu’on peut
le plus souvent se contenter d'un angle ayant son sommet en O, et
d’ouverture arbitrairement pelite, pourvu qu'il contienne a son intérieur
l’une ou lautre de certaines directions privilégiées : il en sera ainsi pour
toute fonclion entiére et pour toute fonction uniforme autour de O qui
tend vers unce limite déterminée o lorsque z tend vers O sur un certain
chemin continu aboutissant en O (*). Je montrerai aussi que I'on peut

(1) Lorsqu'il n’y aura pas de waleurs asymptotiques, ce qui a lieu pour certaines fone-
tions méromorphes telles que les fonctions elliptiques, on réduira d'une autre maniére
le domaine dans lequel la fonction prend._toute valeur finie ou infinie (voir Chapitre I,
§ 11, n° 29).
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substituer auz drotles passant par O des courbes semblables aboutissant
en O, quitte & définir convenablement ce qu’est un angle arbitrai-
rement petit, contenant & son intérieur une de ces courbes, bien
déterminée.

On obtiendra ainsi, en particulier, des propositions nouvelles sur la
répartition, dans le plan, des racines des équations f(z)=a, quel que
soit a, f(z) étant une fonction entiére quelconque. Les renseigne-
ments trouvés seront relatifs aux arguments de ces racines (on posside
déja des renseignements variés sur 'ordre de croissance des modules
de ces racines). Ils seront valables pour toute fonction méromorphe
ayant une valeur asymplotique et, pour celles qui n’en ont pas, on indi-
quera une autre propriété.

Indication des méthodes et lien avec les travaux antérieurs.

5. Je montrerai d’abord (Chap. I') qu’en poussant jusqu’au bout les
conclusions obtenues par M. Lindelof et ses collaborateurs, en utili-
sant les méthodes par lesquelles se caractérise I'école scandinave dans
I’é¢tude des fonctions, on peut, sinon toujours, du moins dans un grand
nombre de cas, en particulier lorsque les hypothéses faites sont celles
que 'on retrouve souvent dans les travaux précédents, directement
apporter au théoréme de M. Picard cette analyse et cetle précision ui
sont 'objet du présent travail.

Puis J’appliquerai & la question la méthode des familles normales
de fonctions analytiques (Chap. IT) dont je me suis déja beaucoup
servi dans mon Mémoire Sur {itération des fonctions rationnelles en
cours d’impression dans le Journal de Mathématiques pures et appli-
quées (7° série, t. 1V, 1918) et auquel je renvoie pour la bibliographie
(Préliminaires, n° 2). Jobtiendrai ainsi les propositions nouvelles
annoncées au n® 4.

6. Le Mémoire actuel est le premier d’une série qui développera les
résultats récemment publiés dans les Comptes rendus de I’ Académie des
Sciences (t. 168, p. 502, 598, 718, 812, 882, 990, 1087). Mon but est
d’y étudier par diverses méthodes I'allure d’une fonction uniforme
autour d'un point singulier essentiel, et, & cet effet, d’employer
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U'approximation de ce point singulier par des modes continus ou discon-
tinus déterminés a priort (*). Les conclusions obtenues, dépendant
évidemment du mode choisi, renferment cependant un caractire com-
mun que le lecteur observera facilement. Aucours de cette recherche,
des circonstances nouvelles ont surgi également lorsque j’ai confronté
les résultats obtenus et les méthodes utilisées avec d’autres méthodes
déja classiques comme celle de la croissance des fonctions entiéres :
par la, les présentes recherches se relient aux travaux déja parus sur
les fonctions enticres.

Remarque. — Je supposerai souvent que le point singulier essentiel
est a 'infini et je parlerai de fonctions entieres ou de fonctions méro-
morphes : on verra bien aisément que les conclusions s’appliquent
aux fonctions uniformes 4 point singulier essentiel isolé¢ qui pos-
stdent autour de ce point le caractére de fonctions entieres ou méro-
morphes. ‘

CHAPITRE PREMIER.

I. — Rappel de résultats antérieurs.

7. Les résultats dont jaurai surtout a faire usage sont résumés
dans les propositions suivantes :

1° « Supposons que la fonction monogéne f(z) soit réguliére ou
méromorphe dans le domaine délini par les inégalités (1) o, <o < g,,
r< R (?), qu'il existe au moins trois valeurs distinctes, dont I'une
pourra étre =, que la fonction ne prend pas dans ce domaine, et dési-
gnons par a I'une quelconque de ces valeurs.

» Sila fonction £ (=) tend vers a lorsque s tend vers O suivant une
certaine courbe L qui, pour r suffisamment petit, reste comprise
dans angle o, + ¢ < ¢ <3, — ¢, 00 § > o0, elle tendra uniformément

(1) Je n'étudic dans le présent Mémoire que approximation continue, par des courbes
d’un Ltype déterminé, mais d’ailleurs quelconque.
(%) Le point singulier essenliel est ici supposé a l'origine : 5 = refe.
Ann. Fe. Norm., (3), XXXVI. — AVRIL 1919). 13
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A

vers a dans I'angle (2)0, + ¢
nombre positif ¢
» Si, au contraire, sur une courbe telle que L, 'expression | f(z) —a|

¢ =90, — ¢, quelque petit que soit le

T2

ou, lorsque a = =, I’expression reste, pour r assez petit, supé-

1
rieure 4 une limite positive, il en sera de méme dans I'angle (2),
quelque petit que soit ¢

» D’autre part, sila fonction f(z) tend vers une limite déterminée
quelconque C, lorsque z tend vers O suivant un certain rayon compris
dans I'angle (1), elle ne saurait tendre vers une limite différente de G
sur aucun rayon intérieur 4 cet angle. Si /(z) tend vers C sur deux
rayons différents, elle tendra uniformément vers C dans I'angle formé
par ces rayons. Si’ /(=) tend vers C sur un certain rayon dont I'argu-
ment o, est compris entre ¢, et 9,, et s’il existe des rayons d’argu-
ments aussi peu différents de o, qu'on voudra sur lesquels /(s )ne
tend pas vers G, I'équation f(z)= C admettra nécessairement une
infinit¢ de racines tendant vers O et dont les arguments tendent
vers o,.

» Enfin sur deux courbes quelconques tendant vers O et ayant en
ce pomt une tangente commune dont I'argument est compris entre ¢
et o,, les valeurs lnmteb de /(=) seront les meémes. »

Cette proposition, énoncée par M. Lindelsf dans son Mémoire Sur
certaines inégalités dans la théorie des fonctions homogenes. .. (Helsing-
fors, 1908), fut reprise, précisée et étendue grace 4 la représentation
conforme par son ¢léve, M. Iversen, dans sa thése (Helsingfors, 1914)
Recherches sur les fonctions inverses des Jonctions méromorphes, dont
jextrais (p. 29) la proposition suivante :

2° « Soit T un domaine infini du plan des z limité par un seul con-
tour sans points multlples et désignons par I et [ les deux branches
infinies de ce contour. Soit, d’autre part, f(z) une fonction monogéne
n’admettant d U'intérieur et sur le contour du domaine T d’autres sin-
gularités a distance finie que des poles.
> Si cette fonction tend sur I et T vers la méme limite, ou bien
elle tend uniformément vers cette limite dans T, lorsque s augmente
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indéfiniment, ou hien clle prend toute valeur, sauf deux au plus, en
une infinité de points compris dans T.

» Sila fonction /(=) tend sur IV et T vers des limites distinctes,
elle prend toute valeur, sauf deux au plus, en une infinité de points
intérieurs a T. »

II. — Application & la question actuelle.

8. On peut appliquer ces deux propositions i I’étude des valeurs
que prend une fonction entitre (*) ou méromorphe dans les divers
secteurs aboutissant au point & 'infini : pour simplifier 'exposition,
on supposera que ces secteurs sont limités par des rayons issus de
Iorigine..

En remarquant d’abord que la fonction e” tend vers U'infini sur tout
rayon d’argument compris entre — g et +§ et vers zéro sur tout
rayon d’argument compris entre :—r et -32—Tr, on conclut que ¢ prend
toute valeur finie non nulle (une infinité de fois) dans tout angle, si
petit soit-il, qui conticnne 'axe imaginaire du plan z. Cest un fait
intéressant qu'on peut expliquer par la périodicité de e” et qui appelle
une généralisaion.

9. Plus généralement, en supposant qu'une fonction entitre ou
méromorphe /(z), sur un certain chemin L allant & U'infini de maniére
que I'argument de = sur L tende vers une limite oy, posséde une limite
détermince w, on peut avoir des conclusions analogues. En effet, un
secleur quelconque, qui contient e rayon 9, & son intcrieur, contient
aussi & partic d’un certain moment le chemin L. Si, dans ce secteur,
J(s)atrois valeurs exceptionnelles (), /(=) devra tendre vers o sur

(1y Une fonetion entitre est une fonction méromorphe admettant la valeur exception-
nelle . Toute fonction méromorphe admettant une valeur exceplionnelle se raméne par
transformation homographique & une fonction entiére, elle est done justiciable des mémes
méthodes. ' ‘

() Jo dirai dans la suile que @ est valeur exceplionnelle de f(z) dans un domaine T
contigu & un point singulier essentiel isolé 0, si, & intéricur de T, el dans un certain voi-
sinage de 0O, f(z) ne prend pas la valeur a.

&l . Vg
E"”:‘{p,w 'Qﬁ; :
%5'5 e 7 & “Xé
SIPaIKE
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tout rayon intérieur au secteur et tendra uniformément vers o dans
tout secteur intérieur au secteur considéré. Deux hypothéses sont
done seulement possibles :

1° Ou bien, dans tout secteur contenant le rayon o,, la fonction
méromorphe f(s) prend (une infinité de fois) toute valeur, sauf
peut-étre deux valears exceptionnelles au plus;

2° Ou bien, dans un certain secteur AOB contenant le rayon o,
/(z) admet trois valeurs exceptionnelles au moins, et alors il en est

visiblement de méme dans tout secteur intérieur & AOB. Il faut alors
considérer les autres secteurs de sommet O. Par O on mencra deux
rayons voisins OC et OC, extérieurs & AOB et d’ailleurs quelconques,
puis OA, et OB, trés voisins de OA et OB, intérieurs & AOB. On envi-
sagera les deux secteurs A,0C et B,0C, ayant en commun le sec-
teur COG,. Sur tout rayon de A,OC qui est entre OA et OA, /(=) tend
vers w; si done dans A,0C f(z) a trois valeurs exceptionnelles, dans
tout secteur intérieur 8 A,0C, f(z) devra tendre uniformément vers o
quand z tendra vers I'infini. La méme conclusion s’applique & B,0C,.
Il est donc impossible de supposer que dans chacun des trois sec-
teurs AOB, A,0C, B,0C, /(=) a trois valeurs exceptionnelles ('), sans
quoi /(=) devrait tendre uniformément vers w au voisinage de I'sc.
Donc, dans A,OC par exemple, /(=) prendra toute valeur finie ou

(1) Bien entendu, ces valeurs exceptionuelles devraient étre supposées a priori diffé-
rentes pour les différents secteurs puisque f(z), d’aprés le théoréme de M. Picard, n’admet
autour du point & I'infini que deux valeurs cxceeptionnelles au plus.
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infinie, sauf deux valeurs au plus. On recommencera le raison-
nement, on divisera ce secteur A,0C, en menant dans ce secteur deux
rayons OD et OD, voisins et considérant les deux secteurs A,0D
et D,OC qui ont en commun le secteur DOD,. Si, dans chacun d’euzx,
JS (=) avait trois valeurs exceptionnelles, on conclurait que f(z) devrait
encore, dans A,0C, tendre uniformément vers w, ce qui ne peut étre.

Par ce procedé de dipisions successives, on trouvera toujours une infi-
nité de secteurs emboités, dont 'ouverture tendra vers zéro, dans
chacun desquels /(=) adeux valeurs exceptionnelles au plus. Il pourra
y avoir d’ailleurs plusieurs suites de secteurs emboités du type préce-
dent. Chacune d’elles admettra un rayon limite. Soit OP un de ces
rayons limites : dans tout secteur contenant OP, st petite qu’on suppose
son ouveriure, /(z) prendra toute valeur finie ou infinie, sauf peut-élre
deux wvaleurs exceptionnelles auw plus. En essayant d’appliquer les
hypotheses et les conclusions de M. Lindelof et ses collaborateurs, non
plus & un seul secteur, mais & tous les secteurs aboutissant a I'infini, on
aboutit & une impossibilit¢ qui conduit & une proposition nouvelle
précisant le théoréme de M. Picard.

10. Mais on n’a pas ainsi obtenu une proposition générale qui s’ap-
plique & toutes les fonctions entiéres ou a toutes les fonctions méro-
morphes parce qu'un chemin de la nature de celui qui a été appelé L
au n° 9 n’existe pas toujours. On sait bien, a vrai dire, que toute fone-
tion entiére tend vers Uinfini sur certains chemins ¢ aboutissant i
'infini, mais on ne sait pas « priori si ces chemins ont une direction
asymptotique g,. Il ne serait pas tres malaisé d’étendre I'analyse du
n® 9 au cas ou Pargument de s sur { resterait compris entre des
limites finies ¢, et 9,. En renoncant également & employer des secteurs
rectilignes pour employer des secteurs limités par des courbes sem-
blables, et usant des propriétés connues de la représentation conforme,
on arriverait aisément 4 ¢tablir une propriété analogue a celle du n° 9
pour toute fonction entiére. Par exemple, on ferait jouer au chemin ¢,
sur lequel (=) tend vers I'infini, le role que jouait le rayon o, dans
'analyse précédente en encadrant £ de deux chemins semblables, et
substituant aux rayons issus de O des chemins semblables 4 . Le sec-
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teur d’ouverture arbitrairement petite, contenant la direction privi-
légiée OP, serait remplacé ici par un secteur d’ouverture arbitraire-
ment petite balayé par une courbe semblable & £ et contenant une
certaine courbe semblable & ¢, privilégiée en position. Mais ce n’est
pas pour I'instant mon but, car la méthode des familles normales de
fonctions analytiques fournira d’un coup toutes ces généralisations
sans aucune peine comme on le verra au Chapitre II.

[1. Cependant, il n’est pas inutile de remarquer dés maintenant
que les résultats dun®7 permettent encore, sous des hypothéses moins
restrictives, d’obtenir la méme proposition qu’au n° 8.

Soit une fonction entiére f(z) pour laquelle existe un chemin L
allant & I'infini dans une direction d’argument ¢, sur lequel f(=)reste
bornée. On ne peut faire sur elle que deux hypothéses qui s’excluent
naturellement comme aun® 9 :

1° Ou bien dans tout secteur contenant le rayon g,, si petite soitson
ouverture, 7(z) prend toute valeur finie, sauf une au plus;

2° Ou bien dans un certain secteur AB contenant g,, f(z) admet
au moins deux valeurs exceptionnelles finies. Alors f(z) reste bornée
dans tout secteur intérieur & AOB. On ménera OA, et OB,, respective-
ment voisins de OA et OB, dans le secteur AOB. Comme au n° 9, on
meénera deux rayons voisins OC et OC, extérieurs & AOB de facon que
les deux secteurs A,OC et B,0C, aient en commun le secteur CO(,. Si,
dans le secteur A,0C, f(z) avait deux valeurs exceptionnelles finies,
comme elle est bornée sur tout rayon du secteur A,0A, elle serait
bornée dans tout secteur intérieur a2 A,O0C. Le méme raisonnement
s’applique au secteur B,0C,. Comme f(z) n’est pas bornée autour du
point & I'infini, il faut supposer que dans I'un des deux secteurs A, 0C,
B,0C, f(z)n’aqu’une valeur exceptionnelle finie au plus, par exemple
dans A,OC. Le raisonnement pourra se refaire en divisant A,0C par
deux rayons voisins OD et OD, tels que les secteurs A, 0D et D,0C
aient en commun le secteur DOD, : nécessairement, dans 'un de ces
deux secteurs, A,0D par exemple, #(z)ne pourra avoir qu'une valeur
exceptionnelle finie au plus. L’application indéfinie de ce procédé par
divisions successives donnera une (ou plusieurs) série de secteurs
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emboités, d’ouverture tendant vers zéro, dans chacun desquels f(=)
admet une valeur exceptionnelle au plus. Ces secteurs ont un rayon
limite OP jouissant de la propriété du n® 9 : dans toui secieur conte-
nant OP, st petite soil son ouverture, la fonction enticre [ (3) prend toute
valeur finie, sawf peut-éire une valeur au plus.

12. La méme proposition s’applique a toute fonction méromorphe
ayant une valeur exceptionnelle @, pour laquelle, sur un chemin L
allant & I'infini suivant une direction o,, on a, & partir d’un certain
moment | /(z) — a|>A. La fonction
entiere bornée sur L.

L’hypothése que L ait une direction asymptotique déterminée n’est
pas essentielle pour la validité du résultat : avec peu de modilications
du raisonnement, on pourrait supposer simplement que, sur L, ’argu-
ment de z reste compris entre deux limites finies. Enfin 'aide de la
représentation conforme pourrait permettre, comme on I'a ditaun° 10,
d’étendre le théoréme & toute fonction entiére. Je n’insisterai cepen-
dant pas sur 'emploi des méthodes précédentes, mon but étant, dans
ce Chapitre, de prouver simplement qu’en poussant jusqu’au bout les
conclusions obtenues par M. Lindelof et ses collaborateurs dans les
hypothéses ot ils s’étaient placés pour obtenir la plupart de ces résul-
tats, on pouvait arriver, au moins dans un grand nombre de cas, aux
propositions nouvelles qui font I'objet du Mémoire actuel.

1 .
-———Eest en effet une fonction

S(=)

CHAPITRE II.

LES FONGTIONS ENTIERES GENERALES ET LES FONCTIONS MEROMORPHES.

Jutiliserai ici la notion de famille normale de fonctions analy-
tiques que M. Montel a d¢ja appliquée 4 la démonstration du théoréme
de M. Picard (voir ses deux Mémoires dans les Annales de I’Ecole
Normale supérieure, 1912 et 1916) et que j’ai appliquée moi-méme dans
Pétude des questions d’itération (voir Journal de Jordan, 1918). Je
renvoie 4 ces Mémoires pour les propositions qui me seront utiles ici.



104 GASTON JULIA.

I. — Les fonctions entiéres (').

13. On se propose ici d’¢tudier les valeurs prises par une fonction
entiere lorsqu’on s’approche du point & 'infini en suivantdes courbes
continues d’une forme délerminée donnée & priori. On se donnera la
forme de ces courbes par la donnée d’une fonction d’une variable
réelle ¢, o(¢) =c,(t) +i5,(¢). Lorsque ¢ variera de 1 4 + o, le
peint T = o (2) décrira une courbe continue C[o(1) =1, (%) =20 -
passant par le point d’affixe 1 et allant & I'infini. Une courbe sem-
blable & C passant par le point z sera décrite parle point so(2) lorsque, =
restant fixe, ¢ varie de 1 & oo . Jappellerai zC cette courbe. Cest
sur de pareilles courbes que.j’étudierai les valeurs d’une fonction
entiere f(z) quelconque.

On formera avec f( = )et'-(t)unefamllle defone tlonsf,( )= f[z5(0)]
dépendant du paramétre continu ¢ qui sont toutes des fonctions
entiéres. Les valeurs prises par f(z) sur une courbe =C ne sont autres
que les valeurs prises par toutes les fonctions f,(z) au point z,
lorsque ¢ varie. St 'on imagine que = décrive une couronne circu-
laire (*) de centre O dont les deux cercles limites C, et C, sont abso-
lument quelconques, il est clair que le point zo(¢), ¢ variant aussi
de 1 &4 4+, décrira en particulief toute la région du plan extéricure a
la couronne jusqu’a U'infini. Le théoreme de M. Picard dit, en passant
de f(=) aux f,(z), que dans la couronne (C,, C,), il existe au plus une
valeur finie que ne puisse prendre aucune des fonctions f,(=). Mais il
est possible d’affirmer davantage, et c’est cette remarque cssentielle-
ment nouvelle qui permet d’obtenir les résultats auxquels j’ai fait allu-
sion dans I'Introduction.

14. M. Montel a démontré en effet que toute famille de fonctions,
holomorphes dans une aire D, qui, dans cette aire, ne prennent pas
‘deux certaines valeurs finies au moins, est une famille normale : de
toute suite infinie de fonctions de la famille on peut extraire une suite
qui, dans toute aire intérieure & D, converge uniformément vers une

(1) Voir Comptes rendus dcad. Sc., t. 168, p. 502.
(%) Une couronne quelconque limitée par deux courbes entourant Porigine remplirait
absolument le méme office.
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fonction limite analytique ou vers une constante infinie. Mais la réci-
progue n’est pas vraie, en ce sens qu’on peut avoir une famille de fone-
tions holomorphes, normale dans une aire D, et telle que toute valeur
finie soit prise par une fonction au moins de la famille dans aire D
on peut en donner U'exemple simple suivant : choisir une infinité de
conslantes G,, Gy, ..., G,, ... telles que, A étant I'aire décrite par le
point W = o (=) quand = décrit D [9(=) fonction holomorphe dans D],
les aires A+ C,, A+C,, ..., A+ C,, ... recouvrent tout le plan
des W : lafamille des 2,(3) = o(z) + C;est normale dans D et n’admet
pas dans D de valeur exceptionnelle finie. De ce qu’une famille de
fonctions admet moins de deux valeurs exceptionnelles dans D, il ne
g’ensuit pas qu’clle cesse d’étre normale en quelque point de D.

15. Revenant & la famille des /,(z), qui, dans la couronne arbi-
traire (G, C,), ne peut admettre qu'une valeur exceptionnelle au plus,
rien ne s’oppose done a priors, a ce que cette famille soit normale dans
toute la couronne. Et cependant on va voir qu'elle ne peut pas I'étre,
on va montrer qu'il est impossible de supposer que la famille des f,(z)
soit normale en tout point de la couronne (¢ est-a-dire dans un petit
domaine entourant ce point) : on en conclura qu'il existe dans la cou-
ronne un point 5, au moins autour duquel la famille n’est pas normale,
et par suite que dans une aire ®,, arbitrairement petite, autour de =,
il est impossible que les fonetions /,(z) de la famille admettent deux
valeurs exceptionnelles au moins : dans toute aire entourant ®,, les
/:(5) prennent toute valeur finie, sauf peut-étre une au plus. La
démonstration qui va suivre constitue donc a vrai dire une nouvelle
démonstration duthéoreme de M. Picard, distincte de celle de M. Montel,
donnant un résultat plus precis, et comme une analyse du contenu de
ce théoreme de M. Picard.

16. Prenant en elfet une suite infinie de fonctions /,(=) correspon-
dant & la suite d’indices croissants
U< by by e < Uy |l 2],
a supposer qu'elle soit normale dans toute la couronne (G, C,), on
pourra en extraire une suite infinie (¢, <, <...) qui, dans la cou-

ronne, convergera uniformément vers une fonction holomorphe ou vers
Ann. Ee. Norm., (3), XXXVI. — AvriL 1919, 14
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la constante infinie. Or il est impossible que la limite soit une fone-
tion holomorphe ou une constante tinie, ear on pourrait alors trouver
une infinité de couronnes, & savoir toutes les couronnes (¢,.C,, £,,C.)
pour n; >N, s’en allant & U'infini et dans lesquelles /(z) serait borné.
Si la famille des £,{=) est normale dans (C,, C,), toute fonction limite,
pour une infinité de £, (=) correspondant i des ¢, grandissant indéfini-
‘ment, est necessatrement identique a la constante infinie.

Cect exige que, ¢ tendant vers P'inlini, la fonction /(=) tende uni-
formément vers I'infini, dans la couronne (C,,C,).

L’hypotheése contraire conduirait en effet & admettre qu'on peut
trouver une suite d'indices croissant indéfiniment

U<yl Ly < lpy<< oo < lp—>D

telle que pour chaque fonction £, (z) on ait en quelque point z; de la
couronne |/, (z:)|<<M, M étant un nombre positif fixe. La famille
des f,(z) étant normale dans la couronne, on en pourrait extraire
une suite £, (z) convergeant uniformément dans le couronne vers une
fonction holbmorphe qui ne saurait étre la constante infinie puisqu’au
point =, la fonction /, (z) est en module <M. On aboutirait done a
une contradiction : il'y aurait une fonction limite pour une infinité
de /, (=) qui ne serait pas infinic.

Il faut done que pour £>>¢, on ait, dans toute la couronne (G, C,),

[/i(s) [ > M,

M étant un nombre positif arbitrairement grand, donné a priori, et
dont ¢, dépend.

Mais il est bien clair que les valeurs prises par les f,(z) (¢ >¢,)
dans la couronne (C,, C,) comprennent toutes les valeurs prises par
J (=) a Uextérieur de la couronne [c(¢,)C,, 5(¢,)C,], on aurait done, &
I'extérieur de cette couronne, ’

|f(2)| > M,

ce qui contredit le théoréme de Weierstrass bien connu d’apres lequel,
au voisinage d’un point singulier essentiel isolé, une fonction uni-
forme s'approche autant qu'on le veut de toute valeur donnée &
'avance. ' T
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La conclusion est bien celle annoncée au n® 15 1 il est impossible que
les f,(3) forment une famille normale dans toute la couronne C.,, C,.

L7. 1l existe donc au moins un point s, dans toute couronne (C,C.,)
entourant lorigine, ot la famille des f,(z) n’est pas normale. Si petit que
soit le cercle @, de centre z,, la famille des £,(z) ne peut étre normale
dans ce cercle. Les fonctions f,(z) ne peuvent donc admettre, dans ce
cercle, plus d’une valeur exceptionnelle finie, sans quoi elles forme-
raient une famille normale. Considérant maintenant la courbe z,C,
semblable & C, menée par z,, elle est décrite par le point z,5(7) quand
[ varie de 1 & -+ . Lorsque s décrit le petit cercle ®, de centre z,, le
point sa(¢) déerit un cercle w,o(¢) ayant pour centre le point z,5(¢)
de la courbe z,C et dont le rayon est au rayon du cercle @, dans le
rapport [a(2)], rapport des modules des centres z, et z,5(7). Lorsque
= déerit @,, et zvarie de 1 &+ 22, le point z¢(¢) va donc décrire une
bande A, ’ouverture arbitrairement étroite avec le rayon de ®,, con-
tenant & son intérieur la courbe privilegice z,C : cette hande sera
balayée par le cercle ®ya(2) dont le centre z,5(¢) décrit la courbe z,C
pendant que son rayon varie en restant proportionnel au module de
son centre : le rayon initial, rayon de ®, est arbitrairement petit, ce
qu’on exprime en disant que I'ouyerture de la bande A est arbitraire-
ment pelite.

Or les valeurs prises par les fonctions f,(z) dans le cercle ®, ne sont
autres que les valeurs prises par la fonction /(z) dans la bande A
balayée par le cercle ®,a(¢). On en conclut que, st petite quesout I’ ouver-
ture de la bande A, pourvu qu’elle contienne a son intérieur la courbe pri-
vilégiée =,C, la fonction f(z) prendra, dans ceite bande A, toute valeur
finte, sauf peut-éire une valeur exceptionnelle au plus. 1l est clair, d’ail-
leurs, que si la fonction f(z) admet une valeur exceptionnelle @ dans
tout le plan (comme I'est zéro pour la fonction €*), ¢’est précisément
‘cette valeur @ que /(=) ne prendra pas dans la bande A, toute autre
valeur [inie sera effectivement prise.

Il est clair également que toute valeur finie (sauf peut-étre la valeur
exceptionnelle éventuelle) sera prise par [(z) uneinfinité de fois dans A,
car si deux valeurs @ et & distinctes n'étaient prises dans A qu’un
nombre fini de fois, cela voudrait dire que pour ¢>¢, les /,(2) ne
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prendraient plus dans @, les valeurs @ et b, on en conclurail que ces
/:(z) pour 2>¢, formeraient une famille normale dans ®,, et ceci
contredit la propriété reconnue aun point =,.

18. Le mode de raisonnement employé donne done le théoréme de
M. Picard en méme temps qu’il le précise. Non seulement une fone-
tion enticre /(=) quelconque prend toute valeur linie (saufl peut-étre
une valeur exceptionnelle au plus)a U'extérieur d’un cercle quelconque,
si grand soit-il, mais on peut encore affirmer qu’elle les prend toutes,
a I'extérieur de ce cercle, dans un secteur curviligne A arbitrairement
étroit, de forme arbitrairement donnée a priori, mais contenant i son
intérieur 'une ou l'autre de certaines courbes, privilégiées en position
semblables & la courbe G donnée a priori; 'arbitraire de ces courbes
est trés grand puisqu’on n’a supposé a G que deux propriétés : d'étre
continue et d’aller & U'infini pour =+ «. Par exemple, si C est une
demi-droite passant par I'origine, on pourra trouver une ou plusicurs
demi-droites issues de I'origine, telles que dans tout angle ayant pour
sommet O ou tout autre point d’une de ces droites, et contenant cette
demi-droite, la fonction /(s) prenne une infinit¢ de fois toute valeur
finie & D'exception peut-étre d’une seule valeur. Pour la fonction
J(5)=¢"les deux rayons privilégiés sont 'axe imaginaire positif et
'axe imaginaire négatif. Cet exemple trés simple montre d’ailleurs que,
sur un rayon privilégié, f(s) peut étre bornée et ne prendre que des
valeurs réparties sur une courbe simple, alors que les valeurs prises
par f(s) dans tout angle contenant le rayon recouvrent tout le plan;
sur I'axe imaginaire, en effet, |¢*| =1, et par conséquent les points
W =¢° correspondants se répartissent sur toute la circonférence
W]=r1.

19. Remarque I. — La proposition précédente renferme deux
éléments : 1° la forme de la courbe C est donnée a priori; 2° dans un
secteur arbitrairement étroit encadrant une courbe z,C, /(z) prend
effectivement toute valeur finie (sauf peut-étre une seule). Si I'on
nexige pas tant de précision, on peut donner une proposition qui

erail & la nroposition précédente ce que le théoréme de Weierstrass
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est au théorcme de M. Picard. Il est facile en ctfet de construire une (*)
courbe continue T, tendant vers l'infini et telle que les valeurs de
W = f(=), sur ceiie courbe, soient denses dans tout le plan W ; lorsque =
décrira cette courbe I' £ (=) s’approchera indéfiniment de toul point du
plan W. Cela ne veut cependant pas dire que, dans la bande A balayée
par un cercle ® dont le centre décrit I', comme cela a été fait pour la
courbe z,C aun® 17, la fonction /(z) prendra effectivement toute valeur
finie.

On rangera d’abord en une suite infinie tous les points d’affixe
rationnel du plan W, en les désignant par W,, W,, ..., W,, .... On sait
que cela est possible et I'on a de nombreux moyens de le réaliser.
Parmi ces points, il en est un au plus W, tel que 'équation f(z)=W,
n’ait qu’un nombre fini de racines. On le supprimera. On appellera z,
une racine de I'équation f(z) = W;. On choisira d’abord arbitraire-
ment une racine Z, de /(=)= W,, puis on prendra la premiére racine
de I'équation f(s)= W, dont le module soit supérieur a |Z;| et on
Pappellera Z,. La premiére racine de f(s) =W, dent le module soit
supérieur it|Z,|sera choisie et s’appelleraZ,, ete. JoignantZ,2,,Z,Z,, .
par des segments de droite, on aura une courbe continue I'tendant vers
Iinfini. _

Lorsque = déeriral’, W = /() décrira une courbe continue passant
par tous les points rationnels W,. Cela veut dire que, quelque grand
que soit un cercle de centre O, lorsque s décrira la partie de T exté-
rieure a ce cercle, le point W = /(=) décrira une courbe s’approchant
indéfiniment de tout point du plan, car la suppression d’'un nombre
fini de points rationnels W; (4 quoi conduit a priori I'obligation pour z
d’étre extérieur au cercle considéré) n’empéche pas 'ensemble des W,
restants d’étre dense dans tout le plan. 1 va sans dire que je n’ai
indiqué des choix aussi précis pour les racines Z; et pour les
courbes Z,;Z; que pour avoir une courbe I' qui fut bien déterminée, mais
il est clair que ces choix peuvent étre variés de bien des maniéres pour
fournir des courbes [" satisfaisantes. Sur ', /(=) s’approche indéfini-

(1) Ou plusieurs courbes continues. Mais ici la forme de ces courbes n’est pasdonnée;
& priori puisqu'elle dépend, comme on va le voir, des racines des équations f(z) =W,
(W; rationnel). ‘
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ment de toute valeur finie, mais « prrord rien ne permet de conclure
que dans une bande A contenant T' et construite comme au n° 17
S(z) prend eflectivement toute valeur finie; pour qu'il en fut ainsi il
faudrait que, lorsque s déerit le cercle i qui balave la bande A, I'aire
@ décrite par \V = f(3) fut telle qu'au mouvement et & la déformation
de ® correspondissent un mouvement et une déformation de ®" dans
lesquels tout point du plan serait niérieur a @' : on n’apercoit pas de
raisons pour qu’il en soit ainsi quelque petit qu’on suppose le rayon
initial de cercle .

La proposition obtenue n’est donc pas aussi précise que celle du
n° 17, on peut dire & ce point de vue qu’elle est & cette proposition
comme le théortme de Weierstrass est a celur de M. Picard.

20. Remarque II. — La proposition fondamentale démontrée au
n° 17 est qu'il est impossible que la famille des fonctions /,(s) soit
normale dans zoute la couronne (C,,C,) et cela quelle que soit cette
couronne, pourvu qu’elle entoure I'origine. Mais il peut arriver et il
arrive effectivement que cette famille, soit' normale dans certaines
parties de la couronne séparées entre elles par des points ol elle cesse
de I'étre. 11 suffit pour s’en convaincre de prendre la fonction e® et de
choisir pour C: une droite passant par l'origine. [¢i 5(2) = ¢. La famille
des fonctions f;(z) = f[z9(¢)] = €* est normale dans toute la partic
de la couronne (C,, C,) située a droite de ’axe imaginaire, et a I'inté-
rieur de cette partie elle tend uniformément vers -+ s quand ¢ tend
vers -+ oo ; la famille est aussi normale dans la partie de la couronne
située a gauche de 'axe imaginaire et, & 'intérieur de cette partie, elle
tend uniformément vers O quand ¢ tend vers + . Ces deux parties
sont séparées par deux segments de I'axe imaginaire sur lesquelles la
famille cesse d’étre normale. Il peut se faire aussi que la famille
des f,(s) ne soit iormale en aucun point du plan z. (’est ce qui arrive
en particulier pour les fonctions enticres elliptiques, par exemple la
fonction classique o(z). En effet, on sait que cette fonction s’exprime
par le produit infini canonique
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ot 'on a posé
W =2/l w,+ 2h,we3

20w, et 2w, étant les périodes et A,, 4, des entiers quelconques positifs
ou négatifs, I'indice II" indiquant qu'on ne prend pas la combi-
naison &, = /A, = 0. 5(3) admet pour zéros simples tous les sommets
du réseau de parallélogrammes des périodes.

Envisageant une spirale C quelconque tournant une infinité de fois
autour du point a I'infini (') et correspondant a une certaine fonction
%(t), on formerala famille des fonctions ,(z) = 5[ 2X(¢)]. Les valeurs
prises par une fonction o;(z) dans un petit cercle quelconque ®, du
plan = sont celles que prend la fonction (=) elle-méme dans le cercle
D, 2(2). Or, si petit que soit pris w, a prior, pourvu que ¢ soit assez
grand (£>1¢,), le cercle ®,=(¢) aura un rayon supérieur i telle limite
positive qu’on voudra. Ce cercle contiendra done, pourvu que :>¢,,
un nombre de parallélogrammes de périodes aussi grand qu’on voudra,
et, dans ce cercle, 5(z) aura un nombre de zéros supérieur a tel nombre
positif qu’on se sera donné arbitrairement, a priori. Les fonctions holo-
morphes o,(z) auront dans le cercle ®, un nombre de zeros dépassant
toute limite quand t croit indéfiniment. Ceci suffit pour qu’on puisse
affirmer que la famille des 5,(z) n'est pas normale dans @, (*). La

(1) Par exemple une spirale logarithmique quelconque de pole 0. ,

(%) En effet, toute fonction limite d’une infinité de s,,(z) dont les indices ¢, croissent
indéfiniment devrait étre identiquement nulle dans (dy; pour t—» =, 5,(3) devrait tendre
uniformément vers zéro dans (. Or cela n'est pas, ainsi qu'il résulte des propriélés
classiques de la fonction s(z). On a en effet

5| sy 20wy 4 2/ wy] = (= 1) A 2R Eet R Ry 6 (50).

5 Gtant fixe, les valeurs de | o(zy= 2hywy -+ 2/kywy)| pour Ay el kg trés grands
dépendent essentiellement du terme et/ +2A:05+okinm.) dont la valeur absolue est

c(fﬂ [RY RIS VR RIEIES NARE WARIR
Or, quel que soit z, lixe, I'équation en A A, _
R[(2/1 01 2ha19) (5g+ ywy~+hawe)]= 0
représente unc conique dont le genre ne dépend p#s de z,. La région
R[(2hyf1-+ 2hy09) (50+Iywy~+ hywy)] >0

ne peut étre finie, sans quoi () serait bornée dans tout le plan. Cette région, allant a
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fonction o(z) jouit donc de cette propriété remarquable de prendre
toute valeur finie sauf peut-étre une seule dans toute bande A, d’ouver-
ture arbitrairement petite, construite a partir de tout point =, du plan.

21. On peut alors, sil’on veut, parler de 'ensemble E des points
autour desquels la famille des /(=) n’est pas normale. On sait que cet
ensemble a un point au moins sur toute courbe entourant l'origine,
puisqu’on a établi au n® 17 qu’il avait au moins un point dans toute
couronne d’épaisseur arbitrairement petite entourant 'origine. Clest
évidemment un ensemble fermé, et ce qui précede montre que cet
ensemble fermé contient toujours un continu (*). Il est clair que E
dépend de la courbe C donnée a priori, et, en particulier, il peut se
se présenter des circonstances différentes, selon que les diverses
courbes zC issues de tous les points = du plan forment une famille &
deux paramétres réels ou & un seul. Si, par exemple, les courbes TC
relatives & tous les points L d'une certaine courbe z,C coincident avee
cette courbe z,C, comme cela arrive par exemple lorsque G est une
droite passant par O ou une spirale logarithmique de pole O(?), il est
clair que les diverses courbes = Cne dépendront plus que d'un pamnn‘\lre
réel : dans ce cas on voit de suite que, si la famille des f.(z) n’est pas
normale en un point z, du plan, elle ne 'est en aucun point de la
courbe 5,C issue de z,.

Lorsque la fonction enticre f(z) admet une valeur exceptionnelle
finie a, comme l'est zéro pour ¢°, on peut affirmer en outre que, quel
que soit C, E est un ensemble parfait, car aucun point P de B ne pewt
éire isolé. S’1l I'élait, en effet, on pourrait de toute suite ¢, ¢,, ...,
tys .., »w extraite de la famille /,(z), extraire une suite qui, dans un
petit cercle de centre P, convergerait partout, sawf au centre, vers une

Pinfini sera done traversée une infinité de fois par la hande A relative & tout point du plan;
on en déduit facilement que o(z) ne peut tendre uniformément vers zéro lorsque s
s’éloigne & Tinfini dans A, et par conséquent que 5,(s) ne peut tendre uniformément
vers zéro dans (Mg lorsque ¢ —~ 0.

(1) Qui peut élre le plan tout entier, comme le montre Uexemple du n° 20.

(*) On reconnait aisément que ¢’est seilement dans ces deux cas que la circonstance
précédente peut se produire, car elle équivaut & dire que la courbe C coupe tous ses
rayons vecteurs sous le méme angle. :
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fonction holomorphe ou vers I'infini. La premiére éventualité est
impossible, car, du lemme classique de Weierstrass, on conclurait
que cette suite convergerait méme au centre et la deuxiéme éventualité
se raméne i la premiére & condition de considérer, non la suite

des /,, (=), mais la suite des — qui est encore une suite de

-
Ju () —

fonctions entiéres.
Je n’insisterai pas davantage ici sur les propriétés de 'ensemble E.

22. Conséquences relatives aux racines des équations f(z) = a. —
La proposition établie aun® 17 donne un renseignement trés précis
sur les arguments des racines des diverses équations /(=) = a, quel
que soit a, pour une fonction entiere donnée /(z), dailleurs
quelcongue.

Sil’on adopte pour C une droite passant par l'origine, la proposition
disant que, dans tout angle de sommet O contenant I'une ou l'autre
de certaines droites privilégices, la fonction /(=) prend toute valeur
finie, sauf peut-étre une seule, revient a dire, en désignant par Oz,
une de ces droites, que les racines z,(a), z,(a), z,(a), ..., z,(a), ...
de équation /(z) == a ont des arguments qui admettent o, pour une de
leurs limites, et cela quel que soit @, sauf peut-étre une seule valeur.
Sauf peut-étre une valear de @, le rayon Oz, est un rayon limite
pour les rayons Oz, (@) (n =1, 2, ..., » ). En particulier, il estimpos-
sible de trouver une fonction entiere /(=) dont les zéros aient un
argument limite unique g,, dont les racines de /(5) =1 aient un
argument limite unique @, = o, et les racines de /(z) =a(azo0 et
de 1) aient un argument limite unique (') s£0, et == ¢,. Si l'on
construit tous les rayons limites des rayons Oz,(a) et si 'on désigne
par E(a) I’ensemble de ces rayons, il existe au moins un rayon com-
mun & tousles E(a), sauf peut-é(re un des E(a) au plus.

On a des propositions analogues avec Loute courbe C. La propricté
de la courbe 5,C, privilégi¢e en position, dont 'existence a été établie

(1) Si, par cxemple, les racines de f(z) = « ont un rayon limite unique O«, ou bien
les racines de toute autre équation f(z) = & ( saul peut-8tre une valeur de &) admetlent
O« pour rayon limile, ou bicn toules ces équalions sans exceplion ont un rayon limite
commun O z# Oz, pour leurs racines.

Ann. Ec. Norm., (3), XXXVI. — AvniL 1919. 15
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au n° 17, se traduit par ce fait que, quel que soit a (saufpeut-étre une
valeur finie au plus), on peut parmi les racines z,(a) de I'équa-
tion /(s)=a en choisir une infinité =, (a), z,,(a), ..., 5, (@), ...
telles que le rapport entre la plus courte distance de z,(a) a la
courbe =,C d’une part, et lemodule de s, (a) d’autre part, tende vers zéro
quand p augmente indéfiniment. C’est une indication sur la facon dont
on peut approcher simultanément des racines de /(=) = a (quel que
soit @) par des courbes de forme déterminée, mais d’ailleurs
quelconque.

Je ne connais pas de proposition antéricure du type précédent qui
renseigne sur les arguments des racines des équations f(z) =a,
quelle que sott la fonclion entiére f(z). Plusieurs géometres ont étudié
la croissance des modules des racines de ces équations en faisant
sur /(=) des hypothéses assez larges (') sans que l'on soit arrivé, je
crois, a des conclusions absolument générales, valables pour toute
fonction enticre.

23. Note. — Tout ce quis’est dit dans ce paragraphe I (*) des fone-

tions entieres est valable pour toute fonction méromorphe ¢(z) ayant
. . - T .

une valeur exceptionnelle finie a, car la fonction T—a = f(35) est

alors une fonction entiére : tout ce qu’on a dit s’applique & /(z) et par

it af(s)
() =71

sulte a o

!

II. — Les fonctions méromorphes ayant une valeur asymptotique.

24. Jentends par la toute fonction méromorphe ¢ (z) qui tend vers
une limite déterminée w, finie ou infinie (*), quand z tend vers

(1) Par exemple, la régularité de la croissance.

(2) 1l est & peine nécessaire de faire remarquer que les théorémes de ce paragraphe I
s'appliquent aussi & toute fonction uniforme admettant un point singulier essentiel isolé,
aulour duquel la fonction a une valeur exceplionnelle finie ou infinie.

(3) On peut, sans diminuer la généralité, supposer w finie. Tout ce que nous dirons
dans ce paragraphe II s’appliquera & toute fonction, uniforme autour d’un point sin-
gulier essentiel isolé, qui admet une valeur asymplotique w lorsque z tend vers ce point
sur un certain chemin T.
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I'infini sur un certain chemin continu bien déterminé : un tel chemin
est dit chemin de détermination o, et o s’appelle une valeur asympto-
tique. Unce fonction entitre queleonque admet la valeur asympto-
tique + o et toute valeur exceptionnelle d’une fonction méromorphe
est, comme on sait, une ‘valeur asymptotique. [ Voir notamment
F. Iversew, Thése (Helsingfors 1914), et Sur quelques propriétés des
Jonctions morogénes aw voisinage d’un point singulier (O /fversigt af
Finska Velenséaps-Soczetetens Fiérhandlingar, Bd LVIII, 1915-1916,
Afd. A, n°25).]Je désignerai par T le chemin de determmatlon.

Il faut procéder comme pour les fonctions entiéres, mais raisonner
avec plus de précaution, car les familles de fonctions méromorphes
sont plus générales que les familles de fonctions holomorphes. C étant
la courbe donnée a priori que décrit le point T = o (z) lorsque ¢ varie
de 1 4 4+, on formera la famille des o,(z) = ¢[za(¢)] ctil s’agit de
montrer que celle famille ne peut étre normale dans toute une cou-
ronne (C,,C,), d’ailleurs quelconque, entourant ’origine. On montre,
en effet, que toute suite infinie convergente extraite de la famille
des z,(s), si I'hypothese précédente était vraie, devrait converger
nécessairement vers la constante w. Soit ¢,, 9,, ..., 9,, ... celte suite,
correspondant & des indices croissants ¢, <¢, < ... <1, <...t,—~%.
Les valeurs prises par ¢, (=) danslacouronne (C,, C,) sontcelles que
prend o(z) dans la couronne [(2,)C,, 5(¢,)C,]. Cette couronne tend
vers l'infini quand ¢, grandit indéfiniment. Mais elle est toujours
traversée, du contour o (¢,)C, au contour =(¢,)C,, par un arc continu

o, P, au moins de la courbe I'. Sur T, ¢ () tend vers w, done sur l'arc
précédent «,, on aura
|9 (s)— o] <eu,

e, tendant vers zéro quand 7 et £, grandissent indéfiniment. Revenant
a la couronne (C,, C,), elle sera traversée du contour (i, au contour G,

P /?
. Aplo
par un arc continu A, B, = U'(‘t ") sur lequel on aura
n

[ xln.( )'—(’)I<¢n~

Les arcs continus A, B,, dont les extrémités sont respectivement
sur C, et C, ont pour ensemble limite un ensemble continu qui a un
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point au moins sur toute courbe entourant C, et intérieure a C,, qui
parcourt la couronne (G, C,). En tout point de cet ensemble, la valeur
de la fonction F(z) limite de la suite des 2, (=) ne peut é¢videmment
différer de w. F(=) seréduit done, dans toute la couronne (C,,C, ), & la
constante w. ’

C’est ici le lieu de faire remarquer que ce résultat concorde avec
celui trouvé pour les fonctions entieres au méme endroit du raisonne-
ment. La valeur » étant valeur asymptotique pour toute fonction
entiere f(s), on a bien vu aun°® 16 que toute fonction limite de la
famille des /,(z) = f[zo(¢)] ne pouvait différer de la constante infinie,
A supposer, ce qu'on a ensuite reconnu inexact, que la famille des /,
fut normale dans la couronne (G,,C,). Mais au n° 16 ona pu se con-
tenter de considérations plus élémentaires, car les fonctions entiéres
sont plus simples que les fonctions méromorphes. Le raisonnement
actuel s’applique d’ailleurs mot pour mot aux fonctions entiéres.

II n’y a maintenant aucune difficulté & conclure, comme au n° 16,
que, ¢ tendant vers l'infini, ¢,(z) devrait tendre uniformément vers
la constante  dans toute la couronne (C,, C,) et par suite que ¢(5)
devrait tendre uniformément vers w quand s tend vers U'infini: Piné-
galité | z| >R devant entrainer |2 (z) — | < e dés que R serait assez
grand. C’est Ia une impossibilité qui montre U'inexactitude de I'hypo-
these initiale (*).

25. On est donc en droit de dire, comme au n° 17, qu'il existe un
point au moins z,, dans toute couronne (C,,C,) entourant'origine, ou
la famille des o,(z)n’est pas normale. Dans la bande A que nous savons
construtre a partir du point z, et d un cercle ©,, arbitrairement petit, de
centre %, la fonction o(z) prendra toute valeur finie ou infinte, sauf
peut-éire deux valeurs exceptionnelles au plus. Si ¢(z) admet deux
valeurs exceptionnelles dans tout le plan, ce sera précisément ces
deux valeurs que o(z) ne pourra prendre dans la bande d’ouverture
infiniment petite A. La remarque faite précédemment vaut ici : ¢(z)
prendra une infinité de fois dans A toute valeur non exceptionnelle.

(1) Voir un raisonnement analogue dans ma Note des Comptes rendus de 1’Aca-
démie des Sciences, t. 168. 1919, p. 719.
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e

s —1

Envisageant par exemple la fonction méromorphe ths = P qui
admet sur I'axe réel positif la valeur asymptotique + 1 et sur 'axe
réel négatif la valeur — 1, ces deux valeurs étant d’ailleurs valeurs
exceptionnelles pour thz, on reconnait aisément, lorsque C est une
droite issue de l'origine [o(2) = ¢], que la famille des th¢s est nor-
male en tout point situé a droite de I’axe imaginaire et tend uniformé-
ment vers + 1 lorsque ¢ tend vers +oz; elle est normale en tout point
situéa gauche de cetaxe et tend uniformément vers — 1 lorsque ¢ tend
vers — oo. Sur 'axe imaginaire, la famille des th/z n’est normale en
aucun point. Dans tout angle de sommet O contenant cet axe, th ¢z prend
toute valeur finie ou infinie 4 'exclusion des deux valeurs + 1 et —1.
Surl'axe imaginaire, thz neprend que des valeurs purement imaginaires
dont le module varie périodiquement de — o & + c. Conclusions
analogues pour lafonction tangz = — 7this. Iciles deux valeurs excep-
tionnelles sont + 7 et — 7, ce sont les valeurs limites vers lesquelles
tend respectivement tang = quand z s’éloigne a ’infini sur un rayon du
demi-plan supérieur ou du demi-plan inférieur. C’est en tout point de
Paxe réel que la famille des fonctions tang ¢z cesse d’étre normale, sur
cet axe, la fonction tang = varie périodiquement de — o & + o en res-
tant réelle, alors que, dans tout angle contenant I’axe réel, tang = prend
une infinité de fois toute valeur excepté + 7 et —.

26. Un autre exemple intéressant est fourni par la fonction ellip-
tique classique {(z) — Si2w, et 2w, sont ses périodes, on a les
relations _

C(z+20) ==((5) + 214,
C(3 +20,) =L{(5) + 2123
€ (z) a pour poles simples tous les points
W =2/, 0, + 2,02, Nyy hy=o0,FE1,x£2,....

Dans un parallélogramme P de périodes de centre O, {(z) prend
des valeurs qui recouvrent toute la partie infinie du plan C, extérieure
4 une cerlaine courbe fermée (parallélogramme curviligne), que
décrit le point { quand = décrit le contour du parallélogramme de
périodes. On déduit alors de la relation

£(5 + 204) =85(5) + 21
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que dans le parallélogramme D, couvert par un nombre fini N de
parallélogrammes accolés, dont le premier serait P, ct qui se dédui-
raient de P par N translations successives ¢quipollentes au vecteur
période 20,, la fonction {(z) prend toute valeur finic ou infinie. Par
suite, dans tout parallélogramme équipollent @ D, formé de N parallé-
logrammes de périodes, accolés comme ceux de D, {(=z) prendra
toute valeur finie ou infinie. Prenant pour C une courbe quelconque du
plan allant & U'infini, décrite par le point T = (¢) pour ¢ variant de
13+ oz, on voit que la famille des ([sa(2)] ={.(z) ne saurait étre
normale en aucun pornt du plan.

Effectivement, 'infini est une valeur asymptotique de {(z) vers
laquelle {(z) tend quand = tend vers 'infini sur une droite parallele
a un vecteur période quelconque. Si I'on suppose que, dans un petit
cercle @, duplan, la famille des {[55(2)] soit normale, il est clair que,
pour ¢ assez grand, le cercle ®,a(¢) étant arbitrairement grand et
contenant un nombre de parallélogrammes de périodes arbitrairement
élevé, le nombre des poles qu'une fonction de la famille posséde
dans @, dépasse toute limite quand ¢z grandit indéfiniment. Si une
suite infinie de fonctions de la famille correspondant & des indices

LG <<ly<< .. <l ou.lp—ro

convergeait dans ®,, elle ne pourrait converger que vers I'infini. Et la
famille des (,(z) étant supposée normale, dans ®,, la convergence
serait uniforme. Cependant, dés ques, dépasse une certaine limite, le
cercle ®,5(¢,) étant arbitrairement grand contiendra & son inté-
rieur un parallélogramme D, {(z) prendra dans ®,¢(¢,) toute valeur
finie ou infinie, en particulier la valeur zéro. Toute fonction ¢, (z) de
la suite précédente, dés que ¢, surpassera une certaine limite finie,
prendra donc dans ®, toute valeur finie ou infinie, en particulier zéro.
Les fonctions de la suite ne peuvent dans ® tendre uniformément
vers 'infini : la famille (les (. (s ) ne saurait étre normale en aucun point
du plan.

Dans toute bande A, d’ouverture infiniment petite, ayant pour axe
une courbe C quelconque du plan, (=) p; end toute valeur finie ou infinie,
une infinité de fois.
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27. On peut encore faire ici les mémes remarques qu’au n° 19 et
au n° 20, ces remarques s’appuieront sur les exemples qu'on vient
" de donner aux n® 25 et 26 du présent paragraphe. Parallélement au
n° 21, on pourra, dans le cas qui nous occupe, parler de I'ensemble
des points ot la famille des ¢,(z) = o[z5(¢)] n’est pas normale. Cest
un ensemble fermé et il contient un continu qui coupe toute courbe
fermée entourant I'origine en un point au moins : c’est le sens du
théoréme démontré au n°25. On peut affirmer aussi que lorsque la
foriction méromorphe admet deux valeurs exceptionnelles finies ou
infinies, 'ensemble E est parfaic. Il est clair que E dépend de la
courbe C choisie; il peut étre linéaire (exemple de tang = donné au
n° 25) ou superficiel [exemple de {(z)].

Enfin, ce qu’on a dit au n° 22 des racines des ¢quations f(z) = a,
pour une fonction entiére quelconque, s’applique aux racines des
équations ¢(s)=a (a fini ou infini) pour toute fonction méro-
morphe o(z) ayantau moins une valeur asymptotique. Je me bornerai
donc & y renvoyer le lecteur. Il suffira, au lieu d’admettre une seule
valeur exceptionnelle @ au plus comme pour les fonctions enticres,
d’en admettre deux distinctes (dont 'une peut étre infinie) au plus.

28. On peut aussi étudier les valeurs que prend une fonction méro-
morphe 9(3) ayant unevaleur asymplotique », au voisinage duchemin I’
sur lequel o(z) tend vers la limite ». z, étant un point quelconque de
ce chemin, il est loisible de supposer que la fonction complexe o(¢)
de la variable réelle z a été choisie telle que, ¢ variant de 1 & + =, le
point z,5(2) décrive la courbe I', du point 3, & I'infini, toujours dans
le méme sens. On formera la famille des fonctions ¢,(5) = ¢[z0(¢)] :
deux cas sont possibles, ou bien cette famille est normale au point z,,
ou bien elle ne I'est pas.

1° Si la /amzl[e est normale en sy, elle 'est dans un certain cercle ®,
de centre z, qu’on choisira le plus grand possible. Lorsque 5 (.lecrlt.
ce cercle ®,, s5(¢) décrit un cercle ®,5(¢) dont le centre z,5(¢) est
fixe sur T et dont le rayon est & celui de D, dans le rapport |a(2)[. Ce
cercle est traversé par la courbe I" qui passe en son centre. Extrayons
de la famille des ¢,(s) une suite infinie correspondant aux indices
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indéfiniment croissants
Ol <<l o< << ooy —>cn.

Tout cercle ®,5(2,), traversé par I, est parcouru par un arc de I" que

j'appellerai «,3, et qui passe en son centre z,5(¢,). I'appellerai A, B,

Pace Zufo.
7(2n)

C’est un arc semblable & I'arc «,B,, qui traverse le cercle ®, en
passant par son centre s,. Sur A, B, on a, dés que ¢, est assez grand,

' f?’n(':)_w | <cens

¢, tendant vers zéro quand ¢, croit indéfiniment.

Toute suite infinie d’arcs choisis parmi les arcs A,B, admet un
ensemble limite continu intérieur au cercle @,, cet ensemble limite
possédant au moins un point sur tout cercle de centre z,, intérieur
4 ®,. En tout point de cet ensemble, la limite des ¢, () ne peut
différer de w; elle est donc identique a la constante o dans tou! le
cercle ®,. Toute fonction limite de la famille des ¢,(z) étant identique
4 w, on conclut que, lorsque ¢ tend vers 'infini, la fonction ¢,(z) tend
uniformément vers @ & intérieur du cercle ®,, ce qui signifie que
o(z) tend uniformément vers w lorsque s tend vers 'tnfini en restant a
lintérieur de la bande A d’axe T" balayée par le cercle ®,a(¢) au cours
du mouvement avec déformation que I'on a appris a lui imprimer.

Si I'on considére les racines z,(a) d’une équation quelconque
9(5) = a (a =+ w), on peut affirmer qu’a partir d’'une certaine valeur »,
de n, elles sont toutes extérieures i la bande A; cette valeur peut
dépendre, naturellement, de «; mais il est certain que, quelle que soit
la valeur « telle que @ — w|>¢, ¢ élant donné positif et arbitraire, .
on pourra déterminer un cercle de centre O assez grand pour qu'a
Uexterieur de ce cercle aucune racine d’une équation ©(z) = a ne soit
intérieure a la bande A.

2° Si, au contraire, la famille des ¢,(z) n’est pas normale en z,,
quelque petit que soit le rayon de ®,, et par conséquent quelque étroite
que soit la bande A correspondante, la fonction ¢(z) prendra, dans A,
toute valeur finie ou infinie, sauf peut-étre deux valeurs au plus. Le
chemin ¥ sera donc limite pour les racines de toute équation ¢(z)=a
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(sauf deux valcurs @ finies ou infinies au plus) en ce sens que le rapport
entre la plus courte distance d’une racine z,(«) Al et le module ]:n((()l
de cette racine tendra vers zéro pour une suite infinie convenable 7,
Ray ooy By, ..., de ces racines ().

III. — Les fonctions méromorphes sans valeur asymptotique.

29. Tout ce qui précéde, dans les paragraphes 1 et IT de ce Cha-
pitre, suppose que la fonction méromorphe étudiée posséde au moins -
une valeur asymptotique (une fonction enticre estune fonction méro-
morphe particuliére dont 'infini est une valeur exceptionnelle). Sup-
poser qu'une fonction ¢(z) n’a pas de valeur asymptotique, c'est
supposer (ue sa fonction inverse n’a pas de singularités transcen-
dantes et n’admet dans tout le plan a distance finie ou inlinie que des
points critiques algébriques ou des poles. Ceci se déduit immédiate-
ment des (ravaux connus sur les fonctions inverses des fonctions
méromorphes pour lesquels on pourra consulter par exemple la these
de M. Iversen. Si I’on construit la surface de Riemann X sur laquelle
la fonction 5 = ¢(W), inverse de la fonction méromorphe W = o(=),
est uniforme, il est clair que chaque feuilletde cette surface ne saurait
étre relié directement qu’a un nombre fini d’autres feuillets, et par un
nombre fini de points de ramification algébriques : chaque feuillet
peut ainsi étre isolé des autres par un nombre fini de coupures qui
rendront uniforme la détermination de z(W) correspondant a ce
feuillet. On pourra toujours relier ces coupures entre elles de facon &
n’en plus former qu’une seule. Lorsque W décrit le feuillet ainsi coupé,
= décrit une aire d’un seul tenant, simplement connexe lorsque toutes
les coupures ont été reliées en une seule, et tout entiere a distance finie
puisque, (W) n’ayant pas de point transcendant, = ne peut aucunement
tendre vers 'infini quand W tend vers un point déterminé du feuillet
coupé. On voit ainsi que le plan des = pourra toujours étre décomposé en
une infinité de polygones, dont chacun est la représentation conforme
d’un feuillet de la surface de Riemann de =(W); tous ces polygones

(1) Poir un raisonnement analogue dans ma Nole des Comptegs rendus de I’Académie
des Sciences, \. 168, 1919, p. 812.

Ann. Ec. Norm., (3), XXXVIL. — AvRiL 1919, 16 .



122 GASTON JULIA.

sont & distance finie, deux & deux contigus et remplissent tout le plan
sans omission ni répétition; dans chacun de ces polygones la fonction
méromorphe @ (=) prend toute valeur finie ou infinie (). Getle proposition
remplace ici la proposition du n® 25 pour les fonctions douées de
valeur asymptotique. Elle est en particulier vérifiée par les fonctions
doublement périodiques qui n’ont aucune valeur asymptotique, on le
reconnait aisément, et, pour ces fonctions, les polygones précédents
ne sont autres que les parallélogrammes de périodes, ou plutot des
portions de parallélogrammes des périodes, car toute fonction ellip-
tique prend deux fois au moins dans chaque parallélogramme des
périodes toute valeur finie ou infinie.

30. On peut aussi appliquer la méthode des familles normales
utilisée dans les paragraphes I ct Il aux fonctions méromorphes géné-
rales qui nous occupentactuellement; mais pourrechercherles points
ou la famille cesse d’é(re normale on aura recours & d’autres considé-
rations qu'a celles tirées de valeurs asymptotiques, on utilisera par
exemple la croissance, la distribution des zéros et des poles dans le
plan (*). En voici un exemple bien simple emprunté aux fonctions
elliptiques. Prenant une fonction doublement périodique quelconque
o(z) et une courbe C quelconque correspondant & la fonction a(¢) on
formera la famille 9,(z) =¢[za(¢)]. ®, étant un cercle quelconque du
plan, deés que ¢ sera assez grand, le cercle @,5(¢) sera aussi grand
qu’on voudra et contiendra un nombre de parallélogrammes de périodes
aussi grand qu’on voudra. Sila famille des ¢, é¢tait normale dans ®,,
toute suite convergente qu’on en pourrait extraire devrait d’une part
converger uniformément vers zéro puisque les zéros de ¢, dans @, se
rapprochent indéfiniment les uns des autres en méme temps que leur
nombre grandit indéfiniment quand ¢ granditindéfiniment; elle devrait

(1) Yoir Comptes rendus Acad. Sc., t. 168, 1919, p. 719.

() Il semble que, dans chaque cas, la nature de la fonction méromorphe doive faire
choisir le mode qu'il convient d’adopter : on sera conduit & étudier le nombre des zéros
ol celui des poles intérieurs & un anneau (R, Re) (o> 1). Lorsque R grandit indéfiniment
d’'une fagon continue, on en tirera des conséquences sur la question de savoir si la

famille des ¢(z) est ou n’est pas normale dans 'anneau (Ry, Ryo). Voir d’ailleurs la suite
au n° 32 du présent Mémoire.
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d’autre part converger uniformément vers U'infini puisque ce qu'on a
dit des zéros de o, est vrai des poles. Donc la famille des (=) ne
saurait étre normale en aucun point du plan =, et cela quelle que soit
la courbe C. Dans toute bande A, si petite que soit son ouverture, o prend
une infinité de fois toute valeur finie ou infinie, ce qui n’a rien
d’étonnant puisque le rayon du eercle générateur ©,o(¢) grandissant
indéfiniment avec ¢, A contient toujours une infinité de parallélo-
grammes de périodes.

31. Voici encore ce qu’on peut dire des valeurs d’une fonction
méromorphe quelconque o(s) au voisinage d’un chemin T, allant &
Uinfini et d’ailleurs quelconque, lorsqu’on suppose que, = décrivant ce
chemin, le point w = v (=) neserapproche pas indéfiniment de tout point
du plan w, c¢’est-a-dire que la courbe décrite par « n’est pas dense dans
tout le plan. L'hypothése actuelle est moins restrictive que celle qu’on
a adoptée au n° 28; comme il a été fait au n° 28, on formera la famille
des fonctions g,(z) = o|s5(2)] : 5, étant un point fixe quelconque de T,
le point 5,0 (¢) décriraI'lorsque ¢variera de 1 &4 + «. Deux hypothéses
sont possibles : ou bien la famille des ¢,(z) est normale au point z,, ou
bien elle ne I’est pas.

1° Si la famille est normale au point z,, et si 'on désigne par A une
valeur telle que |9(z) — A| reste >¢, sur tout I, c’est-a-dire une
valeur dont ¢(z) ne se rapproche pas indéfiniment sur I', la famille

I , .
des S —& Sera bornée en z, : normale en 5, comme la famille des
ll ~)

o.(z) elle sera uniformément bornée dans un certain cercle ®, de
centre z,, ce qui veut dire en somme que dans une certaine bande A
engendrée par le cercle w,s5(¢) quand ¢ varie de 1 & -+ on
aura l m | <M, Iépaisseur de la bande A (caractérisée par le rayon
de ®,) étant, bien sur, fonction de ¢ et de A. Ceci veut dire quesi, sur T,
o (=) ne s"approche pas indéfiniment d'une certaine valeur A, il existe
toute une bande A, d’axe T, dans laquelle o (=) reste également a distance
finie de A, et ceci est vrai quelle que soit la valeur A dont ¢(z) reste a
distance finie, sur I'. En particulier, des que |z| dépasse une certaine
limite R, labande A ne contiendraaucune racine de I'équation o(s)=A.



124 GASTON JULIA.

Autrement dit encore, les racines de I'équation (=) = A ne sauraient
avoir pour limite la courbe I', au sens déja attribué a cette expression
(n° 28, 2°).

2° Si, au contraire, la famille des o, n’est pas normale au point =, la
conclusion est la méme qu’au n° 28 (2°), le chemin I" est limite pour
les racines de toute équation ¢(z) = a, sauf peut-étre deux valeurs
de a, finies ou infinies, au plus.

32. Je voudrais, en terminant, montrer que hypothése générale
dans laquelle on s’est placé au paragraphe 11 pour établir le théoréme du
n® 25 n’est pas un pur artifice de démonstration. C’est-a-dire que si on
I'abandonne, le théoréme peut n’étre plus vrai. Je vais le montrer en
fournissant I’exemple d’une fonction (=), uniforme, qui admet I'infini
et Porigine pour points singuliers essentiels isolés, qui n’admet
aucune valeur asymplotique lorsque s tend vers 'infini (ou vers 'ori-
gine), et pour laquelle la famille des fonctions /,(s) = f(=t), qui cor-
respond a o(¢) =¢ ('), (la courbe C étant un rayon issu de I'origine)
est normale autour de tout point du plan, excepté a l’origine.

On s’adresse 4 une fonction doublement périodique ¢ (Z) dont les
périodes sont 27z et @ (« nombre réel positif) (*), et I'on pose

JS(z) =9 (logs).
La période 2w de ¢(Z) rend f(z) uniforme dans tout le plan,
o et » étant points singuliers essentiels isolés de /'(z); /(=) est tel
que
S(ze*) =[(z),
J{=) pas plus que o (Z) n’a de valeur asymptotique. Formons la famille
(

Si(5) =[(st) =9 (logs + logt) = ¢ (Z+ logt) = ¢.(Z),

(1) On pourrait remplacer C par une infinité de spirales logarithmiques convenables de
pole O, chacune de ces spirales correspondant & ¢(¢) = ¢t~! et ¢ étant un nombre com-
plexe tel que logs soit le produit d’une période quelconque de ¢(Z) par un nombre réel,
de telle fagon que le vecteur logs soit paralléle & un vecteur période.

(2) Sila période @ n’étail pas réelle, on prendrait pour courbe C une spirale loga-

R . 1
rithmique convenable au lieu d’'un rayon; par exemple () = ot~1, ¢ étant tel que —9—33

soit réel.
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¢variant de 1 & + 2, loge varie de o & + <. Lorsque = décrit un petit
cercle ®, ne contenant pas I'origine, Z décrit dans son plan une petite
aire D simplement connexe, intérieure & un parallélogramme de
périodes de la fonction o(Z), et lorsque ¢ varie, Z + logz décrit une
petite bande D, parallele & I'axe réel, et comprise entre les deux tan-
gentes & I'aire D, paralléle & cet axe réel, qui comprennent entre elles
Paire D.

Or, si le rayon de ®, est assez petit, I'aire D est arbitrairement
petite, et la bande D,, parallele a une période de v, est arbitrairement
étroite. Dans celte bande, W==o(Z) ne prend que des valeurs contenues
dans une bande fermée du plan W d’épaisseur arbitrairement petite :
il nous suffit de savoir qu’il y a une infinité de valeurs (formant des
aires) que la fonction 5(7) ne peut prendre dans la bande Dy, que
les o,(Z) ne peuvent prendre dans I'aire D, et par conséquent que
les f,(=) ne prennent pas dans l'aire @,, Ces fonctions f, (=) forment
donc une famille normale en tout point du plan z. Lorsque = décrit un
rayon fixe quelconque OU allant de o & + o le point W = /(=) décrit
périodiquement une infinité de fois une certaine courbe analytique
fermée e (qui peut d’ailleurs passer par le point & I'infini du plan W).
Lorsque = décrit un angle U, OU, assez petit contenant le rayon con-
sidéré, W = /(z) décrira périodiquement une bande fermée limitée
par deux courbes analytiques 2, et e, qui encadrent la courbe €.
Lorsque ['ouverture de 'angle U, OU, tend vers zéro, les deux courbes
e, et e, tendent versla courbe e. Lorsque 'ouverture de 'angle U,0U,
grandit jusqu'a atteindre 2=, labande comprise entre 2, et e, s'élargit
indéliniment jusqu’a recouvrir le plan des o tout entier un nombre de
fois égal a l'ordre de la fonction doublement périodique ¢ (Z).



