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MEMOIRE

INVOLUTIONS APPARTENANT A UNE SURFACE DE GENRES 1

(DEUXIEME PARTIE)

Par M. Luciry GODEAUX.

Dans la premiere Partie de ce Mémoire ('), nous avons déterminé
les involutions de genres 1 appartenant & une surface de genres 1
(p.=P,=1), non composées au moyen de deux involutions n’ayant
aucune coincidence en commun. Nous avons construit des surfaces
normales images de ces involutions et déterminé les singularités que
ces surfaces possédent aux points de diramation. Pour compléter cette
étude, 1l convient de déterminer les conditions nécessaires et suffi-
santes pour qu'une surface de genres 1 soit I'image d’une involution
:1pp:1rlbrmnt a une surface de genres 1. Ce sont ces questions qui sont
¢tudices dans cette seconde Partie. Nous avons en outre déterminé les
involutions qui avaient été exclues de nos premiéres recherches, ¢’est-
a-dire les involutions composées au moyen de deux (ou plusieurs)
involutions n’ayant pas de point de coincidence en commun. Cette
derniére recherche n’offre pas grande difficulté, mais elle se présente
d’elle-méme dans I’étude des surfaces images d’involutions d’ordre 8.

Nous avons été conduit i introduire les définitions suivantés. Une
involution, non composée au moyen de deux involutions n’ayant pas
de point de coincidence commun, sera dite ineolution de preraicre

(1) Annales scientifiques de ['Ecole Normale supérieure, 3¢ série, . XXXI, 1914,
p. 357-430.
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espece; dans le cas opposé, de seconde espéce. Une surface image
d’une involution d’ordre 7 sera dite surface de rang n.

CHAPITRE VL

LES INVOLUTIONS DE SECONDE ESPLCE.

46. Soit, sur la surface F,de genres 1 (p,= P, =1), une involu-
tion I,, d’ordre n, de genres 1 et de seconde espéce. Désignons
par (T,=1, T,, ..., T,) une base du groupe de transformations hira-
tionnelles de F en elle-méme, générateur de [,, par ¢,=1, ¢, ..,, ¢,
les périodes respectives des transformations T,, T,, ..., Ty, et suppo-
sons que I, soit composée au moyen d’une involution I,, d’ordre v et
de premiere espéce. Soit (T,==1,T,, ..., T,)) une base du groupe géné-
rateur de L,. Par hypothése, aucun point de coincidence de l'involu-
tion I, n’est invariant pour I'une des transformations T,.,,, T,py, ..., T,.

Considérons un groupe de I, formé de ; points de coincidence

d’ordre <. Les points de ce groupe sont tramsportés, par T,,,,

n—y . -
Trras ooes Tp_ en nouveaux points qui forment, avec les pre-
miers, un groupe de I,. Mais I, étant composée au moyen de I, ce
.groupe de = points doit se partager en = groupes de 2 points de coin-
T o v T
cidence t-uple de I,. Par suite, le nombre de groupes de I, formés de

. - . qe o s n
points de coincidence z-uple, est divisible par --

Donc, st une involution de deuxiéme espéce I, est composée au moyen
d’une involution de premiére espéce 1, et n’est composée avec aucyne autre
tnvolution de premiere espéce qui serait elle-méme composée aw moyen
de 1,, le nombre des groupes de 1, formés de points de coincidence

d’ordre © est divisible par if-
Cette remarque tres simple permet de déterminer les involutions de

seconde espéce, en se reportant au Tableau du n° 43 de la premiére
‘Partie de ce Mémoire.

. n - PO .
Sil'on supposev =2,t =2 et > doit diviser 8, donc on peut avoir
n=14,8 ou16.



SUR LES INVOLUTIONS APPARTENANT A UNE SURFACE DE GENRES I. 53
. n - .« .
Siv=3,0ona~v=23et 3 doit diviser 6; done =9 ou n =18.

7 . ..
Lorsque v =14, on peut prendre = =2 et - doit diviser 2. On a
3 4
donc n = 8.
n . . .
Lorsque v = 6, 7 = 2, z doit diviser 2 ; donc n =12.

Si v =28, deux cas peuvent se présenter, les involutions d’ordre 8
et de premiére espéce étant de deux sortes. Pour la premiére sorte,

- n . . . .
s ©=2, g doit diviser 1, ce qui est absurde. Pour la seconde,

. Ny e e . . n . .. . ,
si T =14, 3 doit diviser 3, et, si 7= 8, 3 doit diviser 2, ce qui est éga-
lement absurde. On ne peut done avoir v = 8.

“ . n . .. .
Enfin, si v=12,1 =3, - doit diviser 1, ce qui est absurde.

47. Nous venons de voir qu’il pourrait étre possible d’avoir n =18.
Remarquons que dans ce cas il existe toujours, parmi les transforma-
tions génératrices de [, une transformation T de période 23 ¢’est I3
une propriété bien connue des groupes finis de substitutions. Mais
alors, nous venons de voir que 'on a n =4, 8 ou 16. Le cas n =18 ne
peut donc se présenter.

Considérons maintenant le cas n =12, v=06. Soit T une transfor-
mation ne faisant pas partic du groupe générateur de I, mais bien de
celui de 1,,. T ne peut avoir la période 2, 3 ou 4, sans quoi on ne
pourrait avoir 2 =123 T a donc la période 6. Mais alors, T transforme
un groupe de I, formé de deux points de coincidence triple en cing
autres groupes analogues de Iy; cela est absurde, puisque cette invo-
lution ne posséde que deux pareils groupes. On ne peut donc
avoir n = 12.

48. Nous avons trouvé que, pour » = 8, on pourrait avoir v = 4;
nous allons prouver que cette hypothése conduit & une absurdité.

L’involution I, étant cyclique, soit T, sa transformation génératrice
et soit (1, T,, T, ) une base du groupe générateur de I,. T, a la période
2 ou 4.
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Si T, a la période 4, les transformations

Ti=1, T, T2, T3,

Ts, T,T,, TiT,, T3T,,

T3, T,T3, T:T3 TiTE,

T3, T,T3, TiT3, T3T3
appartiennent toutes au groupe générateur de Iy et doivent donc se
réduire & 8 transformations distinctes. On voit facilement que l’on
doit avoir. T = T;. Mais alors les involutions engendrées par T, et T,
ont en commun les points de coincidence de 'involution engendrée
par T7. Cela est impossible puisque, alors, I serait de premiére
espece.

Si T, a la période 2, le groupe générateur de l'involution I est
formé par les transformations

Ti=1, T, T3, T3,
T, T, Ty, TiT,, TiT,.

Les transformations de la seconde ligne de ce tableau sont certaine-
ment de période 2, sans quol il serait possible de répéter le raisonne-
ment précédent. Par suite, Iy posséde 4 points de coincidence qua-
druple (formant 2 groupes) et 36 points de coincidence double (formant
g groupes). A l'involution I, correspond, sur la surface de genres 1
image de 'involution engendrée par T,, une involution d’ordre 4 pos-
sédant 2 points de coincidence quadruple et 14 points de coinci-
dence double, ce qui est impossible. L’involution Iy ne peut done

exister.
En résumé, nous pouvons énoncer le théoréme suivant :

Une inyolution de seconde espéce ne peut élre composée qu’'au moyen
d’tnvolutions de premiere espéce, ’ordre 2 ou 3.

49. Considérons, sur la surface F, une involution de seconde
espece 1,, dordre n = 2%, et soit (T,=1,T,, ..., Te,,) une base du
e A "d . : l LN ')[
groupe générateur de cette involution (2 =2, 3, 4).
La transformation T,T, a la période 2, comme nous venons de le
voir; on a done .
T/T,=T:T;

¢’est-a-dire que le groupe est abélien.
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Les transformations génératrices de I, sont, outre I'identité, au
nombre de 28— 1, et, toutes étant de période =2, elles laissent -
8(28—1) points invariants. L'involution I, posséde done 2'—%(2f —1)
groupes formés de points de coincidence double. Nous avons appris &
former, dans la premiére Partie de ce travail (Chap. I), des systemes
linéaires de courbes (incomplets), dépourvus de points-base, com-
posés avec une involution donnée, et, en rapportant projectivement
les courbes de tels systémes aux hyperplans d’un espace linéaire con-
venablement choisi, des surfaces simples et normales, imagesde I'invo-
lution.

Soit ® une surface simple et normale, image de l'involution I,.
A chaque groupe formé de points de coincidence de I, correspond un
point de diramation de @ qui est un point double conique de cette
surface (voir ce Memoire, 17 Partie, Chap. III, § 1); par suite :

Une involution d’ordre %, de genres 1 et de seconde espece, sur une
surface de genres 1, est engendrée par des lransformations de période 2,
Jformant un groupe abélien. Elle possede 8 (2% — 1) points de coincidence
double (£ = 2, 3 ou ;).

Une surfuce de genres 1, de rang 2% et de seconde espéce, simple et
normale, posséde 2'=* (2% — 1) points de diramation double qui sont des
points doubles coniques de cette surface.

50. Soit I, une involution d’ordre. 9 et de seconde espice apparte-
nant a F, et soit (T, =1, T,, T,) une base du groupe générateur de
cette involution. Les transformations T,, T, sont de période 3 et les
deux tableaux

( Ty=1, T, T3,

5 Ts, T.T,, TT,
1 T3, T, T3, TiT:,
‘ Ti=1, T, 2

¢ Ty, T,T,, TiT,,
( T3 T, T3, TiT;

doivent coincider. On doit donc avoir T, T, = T, T,, c¢’est-a-dire que le
groupe générateur estabélien. Toutes les transformations de ce groupe
doivent d’ailleurs avoir la période 3.
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VUt

L’involution I, est composée au moyen de quatre involutions
cubiques engendrées respectivement par T,, T,, T,T, et T;T,; elle
posséde par suite 24 points de coincidence triple se répartissant en
8 groupes de 3 points.

Une surface normale et simple @, image de I'involution I,, posséde
donc 8 points de diramation qui sont des points doubles biplanaires
ordinaires de la surface (ce Mémoire, 1*® Partie, Chap. Il). Donc :

Une involution d’ordre g, de genres 1 et de seconde espece, sur une
surface de genres 1, est engendrée par un groupe abélien de transforma-
tions de période 3; elle posséde 8 groupes de 3 points de coincidence
triple.’

Une surface de genres 1, de rang o et de 5ecorm’c espece, simple et
normale, posséde 8 points doubles biplanaires ordinaires.

CHAPITRE VII.

SURFACES DE RANG 2 ET SURFACES DE RANG 2“, DE SECONDE ESPECE.

51. Soit ® une surface simple, normale, de genres 1 (p,=P,=1).
de rang 2, située dans un espace linéaire S; 4« (llmPIISIOHb Cetle sur-
face a, comme on sait, 'ordre 27 — 2 et ses sections hyperplanes ont
le genre =. De plus, elle posséde 8 points doubles coniques dont
chacun est équivalent, au point'de vue des (ransformations biration-
nelles, 2 une courbe rationnelle de degré — 2. Soient |T'| le systéme
des sections hyperplanes de @; A“ A,, ..., Ag les courbes rationnelles
auxquelles sont respectivement équivalents les huit points doubles
coniques.

Dans un travail sur les surfaces doubles ayant un nombre fini de
points de diramation ("), nous avons etabh un théoréme qui, dans le
cas actuel, devient :

Les conditions nécessaires et suffisantes pour qu'une surface normale
c{e genres 1, simple, soit de rang 2, sont que :

1° La surface posséde 8 pornis doubles ;

(V) Mémoire sur les surfaces algébriques doubles ayant un nombre fini de. points ‘de
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2° Parmi les hyperquadriques passant par ces 8 points doubles, il y
en a touchant la surface en chaque point de la courbe d’intersection.

De plus, si I'on désigne par I', la courbe d’intersection de @ avec
une des hyperquadriques dont il vient d’étre question, on a

¢2ro+ A1+A2+.--+ AsE 21‘,

|T,| est de genre = — 2 et de degré 2= — 6. Les courbes T, sont
d’ordre 27 — 2 et il y a, le long de chacune d’elles, une hyperqua-
drique touchant ®.

Les conditions pour que la surface ® soit de rang 2 sont donc au
nombre de g, et ce nombre ne peut étre réduit.

Tout d’abord, I'existence des 8 points doubles n’entraine pas I’exis-
tence d’une hyperquadrique passant par ces points et touchant @ en
chaque point d’intersection. En effet, si ® est une surface du quatriéme
ordre de S;, il faut, pour qu’elle soit de rang 2, que les 8 points
doubles soient les points-base d’un réseau de quadriques. Or, il existe
des surfaces du quatriéme ordre possédant 8 points doubles coniques
non situés sur oo* quadriques (').

En second lieu, le nombre des points doubles doit étre fixé, car il
existe des surfaces de genres 1, normales, de S,.(rZ4) possédant
16 points doubles coniques et des hyperquadriques passant par ces
points et touchant la surface en chaque point d’intersection ; ce sont
des surfaces images d’involutions réguliéres d’ordre 2 appartenant a
une surface de Picard (p, = —1, p,=P,=1) (*).

52. Considérons maintenant une surface simple, normale, de
genres 1, @, de rang 4 et de deuxiéme espéce, située dans un S,. Cette
surface posséde 12 points doubles coniques qui sont des points de
diramation ordinaire. Désignons par F une surface de genres 1 portant
I'involution d’ordre 4 représentée par @ et telle qu’a une section hyper-

diramation (Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse, 3¢ série, t. V, 1914,
p. 28g-312).

(1) K. Roun, Ueber Flichen 4. Ordnung mit acht bis zechszehn Knotenpuncten
(Berichte K. Gesell. zu Leipzig, v. XXXVI, 1884). :

() Poir par exemple notre Mémoire sur les surfaces doubles (loc. cit.).

Ann. Ec. Norm., (3), XXXVI. — FEvar 1919. 8
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plane de @ corresponde une section hyperplane de F. On doit alors
prendre pour modéle projectif de F une surface normale simple de
Sin—s- Soient T,, T, les transformations homographiques involutives
engendrant sur F I'involution I, considérée ; on a T, T,=T,T,.

Au systéme |T'| des sections hyperplanes de ® correspond, dans le
systéme |C| des sections hyperplanes de F, un systéme |G|, de dimen-
sion =, dépourvu de points-base.

'L’homographie T, laisse invariantes, dans |G|, les courbes de deux.
systémes linéaires |Gy, ], |C,]; vu
de points-base ; le second posséde 8 points-base qui sont les points de
F invariants pour T,. L’involution d’ordre 2 engendrée sur F par T,
étant de genres 1, |C,,| a la dimension 2= — 1 et |C,| la dimension
2% — 3.

La transformation T, agit comme une homographie sur le systéme
|Gyl et, par conséquent, ce systeme contient deux systémesde courbes
invariantes pour T,, & savoir |C,| et un systéme }C,,| de dimension
n — 2. Les courbes C,, passent par les 16 points invariants pour T, ou
pourT =T,T,. Il leur correspond, sur ®, des courbes I';, de genre

2 et de degré 2w — 6.

Aune courbe C quelconque correspond sur®, une courbe découpée
par une hypersurface d’ordre 4. Si, en particulier, cette courbe G est
une courbe C,,, cette hypersurface devient une hyperquadrique
comptée 2 fois, qui touche la surface ® tout le long de la courbe T,
correspondante. En d’autres termes, le long de chaque courbe du
systéeme |I'], il y a une hyperquadrique touchant ®. Ces hyperqua-
driques passent par 8 des 12 points de diramation de ®.

Il existe de méme, sur @, deux systémes [T, |, |T,|, de méme genre
T — 2, jouissant des mémes propriétés.

Sil'on désigne par A,,, A, A5, Asy Ayyy o on s Ay, lescourbebratlon-
nelles de degré — 2 auxquelles sont équivalents Jes pomts de dirama-
tion de @, on a les relations fonctionnelles

2P+ A+ A+ A+ AL+ A2,+...+Au:—: 2T,
2F1+A.21+ . +A¢5+A;1+...+A3552I‘,

N 2F2+A“+ e +'A.“+AH+...+A.U,E 2T.
Soient: : :
'?l(xhx:s---’xﬂ):(x P2a=0,¢... Prg=0
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les équations de la surface @;
Ji(@y, 2y, o, 2r) =0, Jol@y, oy ooy xR) =0

les équations de deux hyperquadriques touchant ® respectivement le
long d’une courbe T', et d’une courbe T,. Les équations

J— — J— 2 —_ 2 —
O1=0, 9370, «.., Pu_3=0, Ty =f1, 2Ea=f

représentent une surface I’ de genres 1, contenant une involution I,
dont @ est I'image.

Pour le démontrer, observons que dans la correspondance (1, 4)
définie entre @ et F’, il n’y a diramation que dans le domaine des
12 points doubles de ®. Par suite, les courbes canonique et pluricano-
niques de F’ sont, d’aprés un théoréme bien connu de M. Enriques,
d’ordre zéro. I a donc les genres p,=P,=...=P,=1 et, de plus,
])(” =1I.

Considérons ensuite un faisceau de sections hyperplanes de ®; on
sait qu’il y en a 6 (= — 1) qui ont un point double en un point simple
de ®@. Considérons les courbes qui correspondent, sur F/, & ces sections
hyperplanes. Sil'on désigne par I I'invariant de Zeuthen-Segre de F',
on trouve qu’ilya I + 24w — 20 de ces courbes ayant un point double.
Observons qu’a une section hyperplane ayant un point double en un
point simple de ® correspond une courbe de I’ ayant 4 points doubles,
et qu’'a une section hyperplane de @ passant par un des points de dira-
mation correspond sur F une courbe ayant 2 points doubles. Par suite,
ona

1 4241 — 20 = 24 (7 —1) + 24, d’ou I=2o0.
‘On en conclut
I
pa= - (L+p®—g)=1.
La surface F' ayant les genres p,=P,=1 est bien une surface de
genres I. ' '

Les conditions nécessaires et suffisantes, pour qu'une surface normale
de genres 1 sott de rang 4 et de seconde espéce, sont :

1° Que la surface posséde 12 points doubles coniques ;
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2° Que ’on puisse répartir ces 12 points doubles en 2 groupes de 8
ayant ki points communs, et que parmi les hyperquadriques passant par
les points de chacun de ces groupes. il y en ait qui touchent la sur-
Jface en chaque point d’intersection.

53. Soit maintenant ® une surface normale de genres 1, de rang 8
et de seconde espéce, située dans un espace S,. Nous savons qu’elle
posséde 14 points doubles coniques qui sont les points de diramation.
En raisonnant comme on vient de le faire dans le cas d’une surface de
rang 4 et de seconde espéce, on arrive aux résultats suivants :

Désignons par A, A,; Ay, Ay ... Ay, Ay, les 14 courbes
rationnelles de degré — 2 auxquelles sont équivalents les 14 points
doubles coniques. 1l existe 7 systémes linéaires de genre = — 2 tels

que .
2T s+ Ay 4+ Aus+ Agy 4+ Ao+ Agy -+ Age + Aq + Aje= 2T,

a e+ A+ At + A+ A,=2T,
ol s+ Agi+Aso oo + A+ Ap=-2l,
ol o+ Agi+Ags+ .o e Ag - Age= 2T,
ol ogr A+ AL+ + Agy+ Aga= 2T,
ol A +A+ . —+ Agy+ Ago= 2T,
2l et Ay A e 4+ A+ Ap=2aT,

|T'| étant le systeme des sections hyperplanes de ®.

Le long de chacune des courbes TI'y,, il y a une hyperquadrique
touchant la surface ®.

Enfin,

Les conditions nécessaires et suffisantes, pour qu'une surface normale
de genres 1 soit de rang 8 et de seconde espéce, sont :

1° Que la surface posséde 14 points doubles coniques ;

2° Que lon puisse répartir les 14 points doubles en 3 groupes de
8 points ayant deux a deux 4 points communs, et que parmi les hyperqua-
driques passant par les points de chacun de ces groupes, ily en ait qui
touchent la surface en chaque point d’intersection.

54. On parvient de la méme maniére  des résultats analogues pour
les surfaces normales ®, de rang 16 et de seconde espéce.
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Une surface normale de genres 1, @, simple, de rang 16 et de
seconde espéce, posséde 15 points de diramation qui sont des points
doubles coniques. Désignons par A,, A,, ..., A,; les courbes ration-
nelles de degré — 2 équivalentes 4 ces points. Il existe sur @ 15 sys-
temes linéaires de genre © — 2 tels que

2r1233557 ‘+‘A3+A.9+ A“)—l— .................. +A15§ ﬁr,
2liauss0002 Ay +As+ As +Ar+ A+ A+ A+ A= 2T,

........................................................

Le long de chacune de ces courbes, il y a une hyperquadrique
touchant ®.

Les conditions nécessaires et suffisantes, pour qu'une surface normale
de genres 1 soit de rang 16 el de deuxieme espéce, sont :

1° Que la surface posséde 15 points doubles coniques ;

2° Que Uon puisse partager ces 15 poinis en [ groupes de 8 poinis
ayant deux a deux 4 points communs, et que parmi les hyperquadriques
passant par les points de chacun de ces groupes, il y en ait qui touchent
la surface en chaque point d’intersection.

CHAPITRE VIII.

SURFAGES DE RANG 3 ET DE RANG 9.

55. Soit ® une surface simple, normale, de genres 1 et de rang 3,
située dans un espace linéaire S, wdimensions. Cette surface posséde
6 points doubles biplanaires ordinaires qui sont les points de dirama-
tion. Soit F une surface normale, de genres 1, contenant une involu-
tionI,, d’ordre 3, dont® est’image, et telle qu’a une section hyperplane
de @ corresponde une section hyperplane de F. Il en résulte que F est
d’ordre 6(w — 1), & sections hyperplanes de genre 3w — 2, située
dans un espace linéaire & 3w — 2 dimensions, et que cette surface est
simple.

L’involution I est cyclique et la transformation birationnelle T qui
I'engendre, échangeant entre elles les sections hyperplanes de F, est
une homographie cyclique de période 3. '
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Aux sections hyperplanes I' de @ correspondent, sur F, des sections
hyperplanes G formant un systéme incomplet de dimensionw, dépourvu
de points-base. Les hyperplans contenant ces courbes C forment un
systéme uni de I’homographie T. Les six points de coincidence P,,
P,, ..., Py de I, sont situés sur un espace uni E et les hyperplans pas-
sant par cet espace E sont échangés entre eux par T. Nous avons vu
(premiére Pavtie) qu’il y a deux directions issues de chacun des
points P, ..., Py, unies pour T, par couséquent, il y aura deux sys-
témes d’hyperplans dont chaque élément sera transformé en lui-méme
par T. Les hyperplans d’un systéme passeront par une des directions
unies de chacun des points P, Ps, ..., P;; les hyperplans de I'autre
systéme par les autres directions unies.

Considérons un - de ces systemes d’hyperplans et soit [C,| le
systtme de courbes qu’il découpe sur F. Le systéme |C,| possede
six points-base P,, P,, ..., P, ol ses courbes ont mémes tangentes '
fixes. Soit |T',| le systétme de courbes de ® qui correspond & |C,|.
Entre une courbe I', et la courbe C,, de genre 3w — 2, homologue,
nous avens une correspondance (1, 3), possédant six points de coin-
cidence, donc T, a le genre @ — 2. ® étant de genres 1, |T', | a le degré
2w — 6 et la dimension = — 2, |C,| a donc le degré effectif 6= — 18 et
la dimension = — 2.

De méme, @ posséde un deuxiéme systeme |I',|, dc mémes carac-
teres que |T',| et qui correspond & l'autre systéme d’hyperplans ren—
contré plus haut.

Un point double biplanaire ordinaire est équivalent 4 un couple de
courbes rationnelles de degré — 2, ayant un point commun. Dési-
gnons par A, A;;, le couple de courbes équivalant au ™ point
doublede @ (i =1, 2, ..., 6).

Les courbes T, rencontrent en un point chacune des courbes A,,,
A, ..., A;,, mais ne rencontrent pas A,,, A,,, ..., A;,. Inversement,
les courbes T, rencontrent A,,, A,,, ..., Agy, Tais ne rencontrent
pas Ay, Ay, ol Ag

Pour découvrir une relation fonctionnelle entre T'et T',, ou T et T,,
observons qu’a une section hyperplane C quelconque de F correspond,
sur @, une courbe C* découpée par une hypersurface cubique. En
particulier, si G coincide avec une section hyperplane de F trans-
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formée d’une section hyperplane de ®, C* se réduit & 3T et ’hyper-
surface cubique & un hyperplan compté trois fois. Si, au contraire,
C coincide avec une nouvelle courbe C,, C* se réduit & une
courbe 3T, et I'hypersurface cubique oscule ® en chaque point
d’intersection. Il en résulte que sur @, les courbes 3I' et 3T, ne
different que par une somme de courbes d’ordre o, A,,, ..., A,,.

En tenant compte de ce qui a été dit plus haut sur les points com-
muns & I'; et aux courbes A,,, ..., Ay, on trouve

3T+ 2(A + Ay +. ..+ Ag) + (Ay +As +...+ Ag) =31
De méme, on a
3o+ (A + A+ ..+ A ) +2(Ay + Agp+. ..+ A,) = 3T
56. Nous allons voir que I'existence des six points doubles et d'une
hypersurface cubique, osculant ® en chaque point d’intersection, est

une condition sufflisante.
Soient :

0 (&, Zpy oo .y X)) =0, ©;7=0, caey

-8

A

)
Il
°

les équations de @ ;
S ey, sy ..., Xg) =0

I'équation d’une hypersurface cubique passant par les six points
doubles biplanaires et osculant @ en chaque point d’intersection.
- Considérons la surface F* définie par les équations
¢==0, P =0, ceey P2 = 0, Zra=f(z1, -.., 55'71)-
L’hypersurface f osculant ® en chaque point d’intersection, il n’y
aura diramation qu’aux six points doubles de ® et, par conséquent, la
surface I existera effectivement. De plus, la courbe de diramation
étant d’ordre zéro, de méme que les courbes canonique et pluri-

canoniques de @, F” aura des courbes canonique et pluricanoniques
d’ordre zéro; par suite, on a, pour F/, * :

pe=P,=1, p=r.

“. D’autre part, on peut calculer I'invariant de Zeuthen-Segre de ¥
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en partant du faisceau correspondant & un faisceau de sections hyper-
planes de @. Si S est la classe de ®, on a S = G, car I'invariant de
Zeuthen-Segre de @ est égal 2 20 et un point double biplanaire ordi-
naire abaisse la classe de trois unités. Dans un faisceau de courbes
de F' correspondant & un faisceau de sections hyperplanes de ®,ily
a six courbes ayant un pointdouble correspondant aux sections hyper-
planes passant par les points doubles biplanaires, et S =67 courbes
ayant trois points doubles, correspondant aux hyperplans tangents
a ®. Le faisceau considéré ayant le degré 6= — 6 etle genre 3 — 2,
Iinvariant de Zeuthen-Segre I de F' est ’ '

I1=6+187—6(nm—1)—4(3m — 2) = 20.
Par suite, le genre arithmétique de F’ est
Pa= é(p‘”-t—l—g):l-

La surface F ayant les genres p, = P, = 1, est de genres 1; donc

Pour qu’une surface de genres 1 soit de rang 3, il faut et il suffit que :

1° La surface posséde 6 points doubles biplanaires ordinaires;
2° Parmi les hypersurfaces cubiques passant par ces points doubles, il
y en ait qui osculent la surface en chaque point d’intersection.

57. Passons a I’étude d’une surface normale simple, de genres 1,
de Sy, de rang g (nécessairement de seconde espéce). Une telle sur-
face, @, posséde 8 points de diramation qui sont des points doubles
biplanaires ordinaires. Soit F une surface de genres 1 contenant une
involution d’ordre g, I,, dont ® est I’image. Désignons par |T'|le
systeme des sections hyperplanes de ®, par C, les courbes qui corres-
pondent sur F aux courbes T, par T,, T, deux transformations bira-
tionnelles cycliques de F en elle-méme, de période 3, engendrant Ij.
On sait que 'ona T,T,=T,T,. ,

Le systéme | C|, contenant les C, comme courbes totales, est trans-
formé en lui-méme par T,. 1l contient trois systémes | Cy,|,|C,|, | C,| de
courbes invariantes pour T,, car T, engendre sur F une involution I,
de genres 1. | G| étant de genre g — 8, | Cy,, | G|, | C,| ont respecti=
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vement fes dimensions 3= — 2, 3m—14, 3= — 4, et]C,,]| est celui des
trois systémes déponrvu de points-base.

Le systeme | G,,| est tranformé en lui-méme par T,, et cette trans-
formation laisse invariantes les courbes de trois systémes dont 'un
est |C,|. Les deux autres, que nous désignerons par |C,, [, |C,.], ont la
méme dimension = — 2. Chacun de ces systemes a pour points-base
les 18 points de F invariants pour T,, T, T,, T;T,, et en chacun de ces
points, touche une des directions unies. Désignons par I';,, T';, les
courbes de ® qui correspondent respectivement aux courbes C,,, C,,.
En répétantle méme raisonnement que celui fait 4 propos des surfaces
de rang 3, on voit que le long de T';, (oudeI',,), il y a une hyper-
surface cubique osculant ® en chaque point d’intersection. Dans le
cas actuel, ces hypersurfaces passent par 6 des 8 points doubles de @.

Désignons par Ay, A, les deux courbes rationnelles de degré — 2
qui équivalent au ™ point double de ® (=1, 2, ..., 8), On déduit
de ce que nous avons vu pour les surfaces de rang 3, sans difliculté,
que 'on a

3+ oAy 4+ A=+ A+ (Ag+. oo+ Ayg) =31,
3+ (Agr+oeenenn. 4 Ag )+ 2(Agp .. Ay =31

Il existe de méme, sur @, trois couples de systémes linéaires [I',,]s
IPues | Uaily I Taals I Tails [T]s de genre @ — 2, analogues a [Ty, |T,.]-
On a, par exemple,

.3.[‘21“‘{'—'2(/\“ +[\.2| +AISI T T :\g“v) +(:\2]+ I\.22+ .A.;,'g"{"-. '+A82) ESF,

cele. ;
Inversement(, on montre que I'existence de deux hypersurfaces
cubiques osculant® en chaque point d'intersection et passant chacune
par 6 des 8 points doubles (chacun de ceux-ci étant au moins sur une
des hypersurfaces) suffit & caractériser I'existenee d’une surface bira-
tionnellement identique & F. L’analogie de la démonstration de ce fait
avec les démonstrations faites plus haat nous a conduit & énoncer
simplement le théoréme : '

Les conditions nécessaires ¢l suffisantes, pour qu'une surface de
genres 1 soil de rang q et de seconde espece, son! :

1° Que la surface posséde 8 points doubles biplanaires ordinaires;
dunn. Fe. Norm., (3), XXXV, — Mans 1919, 9



66 LUCIEN GODFEAUX.

2° Que ’on pusse partager les 8 points en deux groupes de 6, et
que parmi les hypersurfaces cubiques passant par les points de chaque
groupe, il v en ait quelques-unes osculant la surface en chaque point

d’intersection.
CHAPITRE IX.

SURFAGCES DE RANG 4 ET DE RANG 6, DE PREMIERE ESPECE.

58. Soit ® une surface d’ordre 2w — 2, de genres 1, simple, nor-
male, de S, de rang 4 et de premiére espéce. Elle posséde par suite
4 points doubles biplanaires de deuxiéme espéce (') et 2 points
doubles coniques. Les premiers sont des points de diramation qua-
druple, les seconds des points de diramation ordinaire.

Soit F une surface de genres 1 possédant une involution I, d’ordre4
dont @ est I'image, et soit T la transformation birationnelle engen-
drant cette involution (cyclique puisque de premiére espéce). L'invo-
lution I, posséde quatre points de coincidence quadruple, P, P,,
P,, P,, et deux couples de points de coincidence double Q,,, Q,,
et Qzyy Q,o- -

Aux sections hyperplanes I' de @ correspondent, sur I, des courbes
totales d'un systéme |G|, de degré 8w — 3 et de genre et dimen-
sion 4w — 3.

La transformation T? engendre sur F une involution d’ordre 2 et de
genres 1, possédant les 8 points de coincidence P,, P,, Py, P,, Q,,
Q12 Quy Quu. Nous pouvons construire une surface ®*, simple et
normale, d’ordre 4= — 4, & sections hyperplanes de genre 27 — 1,
dans un espace linéaire & 27 — 1 dimensions, image de cetle involu-
tion et telle qu'a ses sections hyperplanes T™ correspondent des
courbes de | C|. @* posseéde 8 points doubles coniques P}, P;, P;, P7,
Q:,, Q},, Q,,, Qi, correspondant aux points de coincidence. Il existe
un second systéme |I'} |, de genre 27 — 3, sur ®*. Ainsi qu’on I'a vu
au Chapitre VII, les courbes de ce systeme rencontrent en un point

(1) Un poiut double biplanaire d'espéce 2 est formé d’un point double biplanaire
auquel est infiniment voisin successif un point double coniqre (woir premisre Partie,
p. 398, nole au bas de la page).
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chacune des courbes rationnelles de degré — 2 équivalentes aux
points P}, ..., Q...

A linvolution I, correspond, sur la surface ®@*, une involution
dordre 2, engendrée par une transformation birationnelle 6, et
donc @ est 'image. Les points de coincidence de cette involution cor-
respondent évidemment aux points de coincidence quadruple deI,..
Or, nous savons qu’il existe deux de ces points dans le domaine de
chacun des points P, P,, P,, P,. On en conclut que 6 transforme en
elle-méme la courbe rationnelle de degré — 2, équivalente & P, par
exemple, et qu’elle laisse invariants deux points de cette courhe. Les
* 8 points ainsi obtenus sont les points de coincidence de I'involution
d’ordre 2 existant sur®*. Par contre, O transforme Q,, enQ,,ctQ,,enQ,,.

Le systéme |G| étant invariant pour T, 6 transforme en eux-mémes
les systémes |[T*[ et |7 ].

Rapportons projectivement les courbes I') aux hyperplans d’un
espace h2m — 3 dimensions. A ®* correspond une surface @] sur
laquelle se trouvent 8 droites p,, p,, ..., ¢,. correspondant aux
point PX, Py, ..., Q. A O correspond une transformation homogra-
phique 0,. Il est maintenant facile de voir que, dans le systeme des
sections hyperplanes de @7, il y a deux systémes de courbes inva-
riantes pour 0,. D’aprés ce que nous venons de voir, il y a, sur chacune
des droites p,, p., ps» pq» deux points invariants pour . Les sections
hyperplanes invariantes pour 0, doivent passer par un de ces points. Si
done on se reporte i la surface ®*, on voit qu’il existe, dans }I'|,
deux systémes lincaires |17, ], | T}, |, de courbes invariantes pour fi. Ces
courbes passent simplement par les 8 points doubles, mais dans les
cones tangents & chacun des points P}, ..., P}, il yadeux génératrices
invariantes pour 6. Les courbes I'}, touchent I'une de ces génératrices,
les courbes I'7, I'autre.

Aux systemes |7, ], |17, ] correspondent, sur @, deux systémes que
nous désignerons respectivement par | T, |, |I',,|. Il résulte de ce qui
précede que chaque courbe I'y, (ou I',,) passe simplement par les
points doubles de ®@; les courbes I';, touchent un des points tangents,
les courbes T',, I'autre plan tangent, en chacun des points doubles
biplanaires d’espéce 4. De plus, on voit facilement que les sys-
temes ||, | I'y,| ont tous deux la méme dimension = — 2.
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Reprenons la surface @*. Dans le systeme ||, il v a deux systemes
de courbes invariantes pour 0; I'an correspond & |T'|, les courbes de
I'autre passent par les huit points invariants pour 6, et les hyperplans
qui les découpent passent done par les points doubles PI, Py, P}, P}.
Il en résulte que chacune de ces courbes se compose d'une courbe
variable T, et des quatre courbes rationnelles équivalentes aux
points P}, ..., P;; ces quatre courbes ont deux points communs,
variables, avee T;. Au systeme linéaire |I'j| correspond, sur ®, un
systéme |T'| de genre = — =2, car [I'[] a la dimension = — 2,comme on
le voit facilement d’aprés la théorie des homographies involutives. Les
courbes I', ont un point double en chacun des points doubles bipla-
naires de ®. ‘

St une surface normale, simple, de S, est de rang 4 et de premiere
espece, Ul exisie sur cetie surface trovs systémes linéaires de genre = — 2.
Les courbes de deux de ces systémes passent sunplement par les points
doubles et touchent un des plans tangents en chaque point biplanaire.
Les courbes de [’autre systéme ont un point double en chaque point
biplanaire.

59. Soient:
o (), &y . ., Xg)=O0, ,=0, PN Opa ™= 0
les £quations de la surface @ (en coordonnées non homogénes);
Sl wyy L., xg)=0

I'équation d’une hypersurface d’ordre 4, ayant un contact du qua-
tricme ordre avec @ le long d’une courbe T',,.
Considérons la surface F’ représentée par les équations

— —_ R 13 i ;
0,=0, 0, = o0, Py Yn 9= O, Xha=[(2y, «. .., 27),

danis un espace linéaire & = + 1 dimensions. Nous allons démontrer
que cette surface est de genres 1.
Observons tout d’abord que lasurface F’ existe, car il y a diramation
dans le domaine des 6 points doubles de @. De plus, comme les
~courbes de diramation sont infiniment petites, les courbes canonique
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et pluricanoniques de F’ sont, comme celles de @, d’ordre zéro et 'on

a, pour I,
pe=Po= ... Pi= ... =pP=1.

D'autre part, on peut calculer I'invariant de Zeuthen-Segre de F’
en se servant d'un faisceau de courbes transformé d’un faisceau de
sections hyperplanes de ®, comme nous I'avons déja fait plusieurs
fois. On trouve I = 20, et par conséquent p,=r1, ce qui démontre le
théoréme :

Pour qu’une surface simple, normale, de genres 1, soit de rang 4 et de
premiere espece, il faul el il suffit que:

1° La surface posséde quatre points doubles biplanaires d’espéce »
et deux points doubles coniques ; _

2 Parmi les hypersurfaces d’ordre 4§ passant par ces sixz points
doubles, il en existe qui arent nun contact quartiponctuel avec la surface
en chaque point d’intersection.

Remarquons, avant de passer aux surfaces de rang 6, que le long
d’une courbe T'y il y a une hyperquadrique touchant la sarface @.
L’existence d’une telle hyperquadrique entraine celle d’une surface
birationnellement identique a @,

f

60. L’étude des systemes de courbes tracées sur une surface
simple, normale, de genres 1 et de rang 6, @, de Sg, se fait d’une
maniere analogue. Nous ne la reprendrons pas en détail et nous bor-
nerons i donner les résultats. Rappelons que la surface ® posscde
deux points de diramation d’ordre 6 qui sont deux points doubles
biplanaires de 4¢ espéce (formes de trois points doubles infiniment
voisins successifs, le dernier étant conique), deux points de dirama-
tion cubique qui sont deux points doubles biplanaires ordinaires,
deux points «de diramation double qui sont des points doubles
coniques.

Si une surface ® normale, simple, de S, est de rang 6, il existe sur
cette surface cing systemes linéaires de genre = — 2. Les courbes de
deux de ces systemes passent simplement par chacun des six points
doubles de la surface. Les courbes de deux des autres systémes
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passent par les quatre points doubles biplanaires. Les courbes du
dernier systéme passent par les deux points doubles biplanaires
de 4° espéce et par les points doubles coniques.

Le long de chaque courbe de chacun des deux premiers systémes,
il v a une hypersurface d’ordre 6 ayant un contact du G* ordre avec la
surface. Le long de chuque courbe des 3¢ et 4° systémes, il y a une
hypersurface cubique osculant la surface ®. Enfin, le long des courbes
du dernier systéme, il y a une hyperquadrique touchant la surface ®.

61. Soilent encore :

o (2, L2y ..., &g) =0, 9,73 0, R

-6

3

I}v
1
o

les équations de lasurface @;

Sy, &y, oouy xgz)=0

I'équation d’une hypersurface d’ordre 6 ayant un contact du sixiéme
ordre avec la surface ® le long d’une courbe (d’ordre 27 — 2) passant
par les six points doubles. Les équations

91=0, cee Do == 0, ap == f 2y @y ooy Xn)

représentent une surface de genres 1. Onle démontre en suivant la
méme vole que précédemment.

Pour qu’une surface simple, normale, de genres 1, soit de rang 6, il
Jaut et il suffit que :

1° La surface posséde six points doubles : deux points doubles bipla-
naires de 4¢ espéce, deux points doubles biplanaires ordinaires et deux
points doubles coniques ;
2° Parmu les hypersurfaces d’ordre G passant pur les six poinis
doubles, il en existe qui ont un contact d’ordre 6 en chaque point
d’intersection.
(A suipre.)



