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MÉMOIRE

Sl'B LES

INYOLUTIONS APPARTENANT A UNE SURFACE-DE GENRES i
(DEUXIÈME PARTIE)

PAK M. LUCICT GODEAUX.

Dans la première Partie de ce Mémoire( \ ) , nous avons déterminé
les involu t ions de genres .r appar tenant à une surface de genres i
(p^==: P^ == i), non composées au moyen de deux involafc ions n 'ayant
aucune coïncidence en commun. Nous avons construit des1 surfaces
normales images de ces involutions et déterminé les s ingulari tés que
ces surfaces possèdent aux points de d i r ama t ion . Pour compléter cette
étude, il convient de déterminer les conditions nécessaires et suffi-
santes poui^qu/une surface-de genres i soit l ' image d^une involut ion
^tppar tenant à une surface demeures i. Ce sont ces questions q u i sont
étudiées dans cette seconde Partie. Nous avons en outre déterminé les
i n v o l u t i o n s qui avaient été exclues de nos premières rechercheSy c'est-
à-dire 'Jes involn l ions composées au moyen de 'deux (ou'plusieurs)
involu t ions , n'a vant pas de point de coïncidence en commun. Cette
dernière '^recherche^n'ofire pas grande diff iculté, mais elle se présente
d 'e t fe-mêîne^Ians l 'étude des surfaces images d ' involat ions d'ordre 8.
. Nous, avons été condu i t à: in t rodui re les déf in i t ions suivantes.^ Une

involu t ion^ non composée aormoyende d-ei.ix'involutions^n'ayant pas1

,de 'point ,de coïncidence comm un,; , sera' dite' iwctuiion de première

( î ) Annales scientifiques de l'École Normale supérieure, 3e série, t. XX,XÏ, -1^1^
p. 357-430. , 1 1 1 '11 ^ . 1 1 ^ / 1 1 1 , ' - - '• , ! 1 / ! ; ' ! / 1 1 ' , 1 , 1 1 1 \ 1 1 , ' '1 1 1



5-2 LUCIEN GODEAUX.

espèce; 'dans le cas opposé, de seconde espèce. Une surface image
d'une involution d'ordre n sera dite surface de rang n.

CHAPITRE VI.
; ' ' 1 - 1 LES mVOUJTÏONS- D E ' 1 SECONDE- ESPÈCE. • 1 • 1 1 • • :

46. Soit, sur la surface F, de genres i (j^==P^=: i), une involu-
tion \ny d'ordre ri, de genres i et de seconde espèce. Désignons
par -(T\==i, Ta, ..., T^) une base du groupe de transformations bira-
t ionnel les de F en elle-même, générateur de I»,, par £^=i , £2, "^ ^
les périodes respectives des transformations 1\, T^ ..., Tçj., et suppo-
sons que 1̂  soit composée au moyen d'une involut ion l^ d'ordre v et
de première espèce. Soit (T^==i , T^, ..., T.Y) une base du groupe géné-
rateur de ly. Par hypothèse, aucun point de coïncidence de .l 'involu-'
t ion lv n'est invariant pour l 'une des transformation s Ty^, T^a,..., Tp,.-

Considérons un groupe de l'v formé': de - points de coïncidence
d'ordre T. Les points de ce groupe sont transportés, par I\^,
T.^2, ..., T^ en n ~~v nouveaux points qui, forment , avec les pre-
miers, un groupe de. I,,. Mais I/, étant composée au moyen de ly, ce

. groupe de ^ points doit se partager en n groupes de - points de' coïn-
cidence ï-uple de ly. Par suite, le nombre de groupes de ly formés de
points de coïncidence T-uple, est divisible par - •

Donc, si une iwolution de deuxième espèce 1^ est composée au moyen
d\me involution de première espèce ï^ et rz^est composée açec aucune autre
iwolution de première espèce qui serait elle-même composée au moyen
de ly, le nombre des groupes de i^ formés de points de coïncidence

d^ ordre ^ est divisible par - '
Cette remarque très simple permet de déterminer les involutions de

seconde espèce, en se reportant au Tableau du n° 43 de la première
•Partie de,ce Méiiloire.'.,,.1/^1 ',11;' '1 '11 '. '1:1111,,111 •', 1 • 1 . : 1 : 1 , 1 1 1 1 : . 1 . :-: 1 1 1 1 " 1 1

Si l'on suppose v =2, T= 2 et - doit diviser 8, donc on peut avoir
' / î .===,4? 8 ou 16. 1 , 1 1 1 1 1 - 1 1 ' 1 l l i 1 1 , 1 , 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 , 1 1 1 . : ! 1 ! ; ! ! !



SUR LES INVOLUTIONS APPAfmîiNANT A UNE SURFACE DE GENRES I. 53

Si v == 3, on a T = 3 et y doit diviser 6; donc n = 9 ou n == 18. -
0

Lorsque v = 4? on . peut prendre T = 2 et 7 doit diviser 2. On a
donc n === 8.

Lorsque v == 6, T == 2 , ^ doit diviser 2 ; donc /z ==12.
Si "v == 8, deux cas peuvent se présenter, les involutions d'ordre 8

et de première espèce étant de deux sortes. Pour la première sorte/1

s i ' T ^ û , ^ doit diviser i, ce qui est absurde. Pour la seconde,

si T == 4? •q doit diviser 3, et, si T == 8, 7. doit diviser 2, ce qui est éga-
lement absurde. On ne peut donc avoir v = 8. -

Enfin, si v == 12, T == 3, — doit diviser i, ce qui est absurde.

47. Nous venons de voir qu'il , pourrait être possible d'avoir n === 18.
Remarquons que dans ce cas il existe toujours, parmi, les transforma-
tions génératrices de I/,, une transformation T de 'période 2; c'est là
une propriété bien connue des groupes f in i s de subs t i tu t ions . Mais
alors, nous venons de voir quel'on a n == 4 » 8 ou 16. Le cas n = 18 ne
peut donc se présenter. • '

Considérons maintenant le cas n = 12, v == („). Soit T une transfor-
mation ne faisant pas partie du groupe générateur de Io, mais bien de
celui de l^. T ne peut avoir la période 2, 3 ou /h sans quoi on ne
pourrait avoir n == 12 ; T a donc la période 6. Mais alors, T transforme
un groupe de le formé de deux po in t s 'de coïncidence triple en cinq
autres groupes analogues de Ïg ; cela'est absurde,-puisque cette invo»
l u t i o n . n e possède que deux pareils groupes. On ne peut donc
avoir n.== 12. . . . : , ; , • '. 1

48... Nous avons trouvé que^pour 7/ == 8, on pourrait avoir v =4;
.no.us..allons'prouver que cette 'hypothèse conduit à. une absurdité. •

L'involution 1^ étant cyclique, soit Ta sa transformation génératrice
et soit (i, T^ T») une base du groupe générateur de Ig. 1̂  a la période
2 OU 4* ! - 1 . . . . . -
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Si Tg a la période 4? les transformations
nn _. .T '•rs T31 1 — — I , 1 2^ A 3, A g ,

T T T T^T T3 T
1 3, A g A S 5 •«•à -"-Bl 1 2 -"•Sî

TS T T2 TûT'a T3 T2
A 31 A. 2 -*• 3 i - l l • 2 • J l - 3 ? • l L 2 • ' l • 3 ?

T 3 T '•PS 'T";iT:î TST'S
3 î A 2 A 3, A a A 3 » A % 1 3

appart iennent toutes au groupe générateur de 1g et doivent donc se
réduire à 8 transformations distinctes. On voit facilement que l'on
doit avoir- T^ = T^. Mais alors les involutions engendrées par T^ et T^
ont en commun les points de coïncidence de Pinvolut ion engendrée
par T2. Cela est impossible pu i sque^ alors, Ig serait de première
espèce. . ' ' !

Si Ta a la période 2, le groupe générateur de l ' involution Ig est
formé par les transformations

T _ , nr '-ra T»l1 1 — !! A 21 i 2» A ,»
rn m m rn^ ̂  '•g^ f̂
13 . 1.2 1;^ • « ^ 1 3 , 1 2 i 3-

Les transformations de la seconde ligne de ce tableau sont certaine-
ment de période 2, sans quoi i l serait possible de répéter le raisonne-
ment précédent. Par sui te , Ig possède 4 points de coïncidence qua-
druple (formant 2 groupes) et 36 po in t s de coïncidence double (formant
Q groupes). A l ' involut ion Ig correspond, sur , l a surface de genres i
image de l ' involulion engendrée par T;,, une involulion d'ordre 4 pos-
sédant '2^poi;nts de coïncidence quadrup le , et i4 , points de coïnci-
dence double, ce qui est impossible. 1/involution Ig ne peut donc
exister., ' . , ! , 1 1 ! , 1 1 1 1 1 , 1 1 ' : , , , !, ' ! , 1 1 1 1 , 1,, ^ ! . 1 1 • , ! !

En .résumé, ^nous pouvons énoncer le ihéorème suivant :
Une in.yotutîori de seconde espèce ne peut être composée c/u'uu moyen

(riwolutioHS de première espèce^ d'orf/re lou 3.

, 49,. ConsidérojiSy sur l a^su^ r f ace "F, , u n e ' _ involution.d'e seconde
-espèce I/,, d'ordre 71=== 2^ et soit'ÇTt^1:!, Ïay,...., T^i) une 'base-du '
.groupe 'générateur; de, cette 'involulion ('S'===:•^,3,;,:114)1;. 1 , : 1 ; 1 ' 1 1 1 1 1 , 1 , 1 — 1 . 1 1 1 1 1 .•
' : : : 11,1 La' trausformalio^a11 T^T^ -a : là .période1 i, ''comme^ no^is 've n OTIS\ de- l:e,11

1 voir;;1 on 'a 'don c 1 1 1 ' 1 / 1 ^ 1 1 . • : : 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 ; : 1 1 1 1 '.11,1''1, : - - ^ 1 1 ' 1 1 1 1 1 . 1 \ : 1 1 1 ' : : 1 : 1 1 1 : : ' 1 1 1 / / 1 1 -11,:,;'/ . 1 1 1 1 - 1 . ' ; 1 ' 1 ' 1 1 : 1 1 1 1 1 1 '11:1-1/1.11 1 ' 1
T, ':• 1 • 1 ; 1 1 1 , : 1 1 , 1 , 1 1 1 1 1 1 '' 1 1 1 1 : . ' 1 m1 1 __'•v\ rr! , . ; 1 ; ;: ; , , 1 1 1 1 1 - 1

' 1 1 ; ^ 1 1 , - 1 . , •11 1 . : 1 1 , '1 1 , ' 1 1 , . fi Â • — ; • » : Â : : A A ^ 1 1 : ! 1 1 1 ,. 1 1 1 , ; 1 !

c'est-à-dire que le groupe est/abélien- .. // - , ' ' ^ \1 1 1 , ' i l i 1 1111:' 1 / 1 ; 1 1 1 1 1 ' 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 \ 1 1 . 1 1 1 : :



SUR LES INVOLUTIONS APPARTENANT A ILNE SURFACE DE GENHES 1. 5^)

Les transformations génératrices de 1̂  sont, outre l 'identité, au
nombre de - 2 ^ — 1 , et, toutes étant de période 2, elles laissent
8(2^—i) points invar ian t s . L ' involut ion 1̂  possède donc a4^"^1— i)
groupes formés de points de coïncidence double. Nous avons appris a
former, dans la première Partie de ce travail (Chap. I), des systèmes
linéaires de courbes (incomplets), dépourvus de points-base, com-
posés avec une involut ion donnée, et, en rapportant projectivement
les courbes de tels systèmes aux hyperplans d'un espace linéaire con-
venablement choisi, des surfaces simples et normales, images de rinvo-
lution.

Soit $ une surface simple et normale, image de Finvolut ion I^«
A chaque groupe formé de poin ts de coïncidence de !„ correspond un
po in t de diramatioo de $ q u i est un po in t double conique de cette
surface (voir ce Mémoire^ i110 Partie, Chap. lit, § 1); par su i t e :

Une insolation r i 1 > ordre 2^, de genres ï et de seconde espèce y sur une
surface de genres i , est engendrée par des transformations de période 2,
formant un groupe abélien. Elle possède 8(2^ -— ï) points de coïncidence
double ($ == 2, 3 ou 4). .

Une^ surface de genres ï , de rang- 2^ et de seconde espèce^ simple et
normale^ possède 2/<"~"ï (2^ — ï) points rie diram-cilton double qui sont des
points doubles'coniques de celie sur'feice..

50. Soit ,4 une involution d'ordre. 9 et de seconde espèce apparte-
nant à F, et soit (1\= i, Tg, Tg) une base du groupe générateur de
cette involutioï 'L Les transformations T^, Tg sont de période' 3 et les
deux tableaux ! . ! ! !

ïi=ï, T^ Tj,, ' . • : : ,
• • Ï3, ; ! T,T3, : T|T3, ^ 1

T2 TI T2 rr2T21 3 , A ^ A 3 , A ^ A 3 ,

/ Ti==i, T,. T^, : :
T,, T,T,, TjT,,

S r»,2 m rrg rr.2 TS
. ^ , , , , , ^ \ •* 2? ^ A S •Uï A 3 -"--2

..doivent coïncider . On doit donc avoir TaT;} == TgTa, c'est-à-dire que le

.groupe générateur estabélien. Toutes les transformations de ce groupe.
.doivent d'ailleurs avoir la,période 3. ' \ , ' \ , / , ^ . •,
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I/involution ly est composée au moyen de quatre involutions
cubiques engendrées respectivement, par T^ T.^ T^Tg et T ^ T g ; elle
possède par suite 24 points de coïncidence triple-se. .répartissant en
8 groupes de 3 points.

Une surface normale et simple <&, image de Pinvolution 197 possède
donc 8 points de diramation qui sont des points doubles biplanaires
ordinaires de la surface (ce Mémoire, î110 Partie, Chap. II). Donc :

Une îwolution d} ordre q, (le genres i et de seconde espèce, sur une
surface de genres i, est engendrée par un groupe abé/ien de transforma-
tions de période 3 ; elle possède 8 groupes de 3 points de coïncidence
triple.

Une surface de genres ï, de rang 9 et de seconde espèce, simple et
normale^ possède 8 points doubles biplanaires ordinaires.

• : ] ! : CHAPITRE 'VU. 1 1 - 1 , 1

51. Soit $ une surface simple, normale , de genres ï {pa= P/. == ï),
de rang 2, située dans un espace linéaire S^ à TC dimensions. Cette sur-
face a, comme on sait, Kordre 271;— a et ses sections hyperplanes ont
le genre TC. De plus, elle possède 8 points doubles coniques dont
chacun est équivalent, au po in t 'de vue des t ransformations biration-
nelles, à une courbe rationnelle de degré — 2 . Soient |r[ le système
des sections hyperplanes de $; A^ A^, ..., Ag les courbes ra t ionnel les
auxquelles sont respectivement équivalents les huit points doubles
coniques.

Dans un travail sur les surfaces doubles ayant u n nombre fini de
points de diramation (^), nous avons établi un îbéorème qui, dans le
cas actuel, devient : ^ .11'1',1 ! - , ^ ,,^ . ! ,", \'1 , ^ ! ' ^ ' ! '

Lesconditions'nécessaires et suffisantes pour qu une sur face normale
de genres } y simple', sou'derang ^sontque:

' 1 ° L a surfacepossède8 points rfoi/^fe^; \: 1 1 ' 1 ' , : : : 1 / 1 1 ' 1 1 : 1 \ '

(r) Mémoire s/ir les surfaces nt^ébriqueff doubles nyctUt un nombre fini de points de



SUR LES INVOLUTIONS APPARTENANT A UNE SURFACE DE GENRES I. $7

2° Parmi les hyperquadriques passant par ces 8 points doubles^ il y
en a louchant la surface en chaque point de la courbe d'f intersection.

Déplus, si l'on désigne par Fg la courbe d'intersection de $ avec
une des hyperquadriques dont il vient d'être question, on a

.2^-4-Ai+A2-4-.. .-4-À8=2r;

|ro| est de genre -ET — 2 et de degré â'n:-~6. Les courbes To sont
d'ordre 2-n: — 2 et il y a, le long de chacune d'elles, une hyperqua"
drique touchant <&.

Les conditions pour que la surface <& soit de rang 2 sont donc au
nombre de 9, et ce nombre ne peut être réduit,

Tout d'abord, l'existence des 8 points doubles n'entraîne pas l'exis-
tence d'une hyperquadrique passant par ces points et touchant $ en
chaque point d'intersection. En effet, si $ est une surface du quatrième
ordre de Sg, il faut, pour qu'elle soit de rang 2, que les 8 points
doubles soient les points-base d^un réseau de quadriques. Or, il existe
des surfaces du quatrième ordre possédant 8 points doubles coniques
non situés suroo^ quadriques (1).

En second lieu, le nombre des points doubles doit être fixé, car il
existe des surfaces de genres i, normales, de S^(/'^4) possédant
16 points doubles coniques et des hyperquadriques passant par ces
points et touchant la surface en chaque point d'intersection ; ce sont
des surfaces images d'involutions régulières d'ordre 2 appartenant à
une surface de Picard (pa=—I? Pg^ P/<= i) (2)-

52. Considérons maintenant une surface simple, normale, de
genres i, <ES de rang 4 et de deuxième espèce, située dans un S^. Cette
surface possède 12 points doubles coniques qui sont des points de
dirâmation ordinaire. Désignons par F une surface de genres i portant
Finvolution d'ordre 4 représentée par$ et telle qu'à une section hyper-

dirâmation (Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse, 3e série, t. V, 1 9 1 4 ,
p. ^89-81 'î).

( l ) K. B.ÔHN, Uebet Flàchen 4. Ordnung mit acht bis zechszehn Knotenpuncten
(Serichte K.Gesell. zu Leipzig, t- XXXVï, i884).

(ï) F'oir par exemple notre .Mémoire sur les surfaces doubles (^loc.clî,).
Ânn, Éc. Norm^ (3), XXXVï. — FIBYRÏBK 1919. 8
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plane de $ corresponde une section hyperplane de. F. On doit alors
prendre pour modèle projectif de F u n e surface normale simple de
84^3. Soient 1\, Ta les transformations ho mo graphiques involutives
engendrant sur F Finvolution I^ considérée ; on a T\ Ta == T^T^ .

Au système |r| des sections hyperplanes de <& correspond, dans le
système |C| des sections hyperpîanesde F, un système |Co[, de dimen-
sion rc, dépourvu de points-base.

L'homographie T^ laisse invariantes, dans [C|, les courbes de deux'
systèmes linéaires J C ^ j , [Ci | ; le premier con lient |CJ et est dépourvu:
de points-base ; le second possède 8 points-base qui sont les points de'
F invariants pour TI . I/involution d'ordre 2 engendrée sur F par T^
étant de genres i, |Co, [ a la dimension 2 - 3 1 — 1 et |CJ la dimension
2 7 : - - 3 . 1 1 1 . - ^ , ! • : 1 ' '1 ••'' : ! l r l ; 1 1 ' 1 • i - 1 1 ;1 1 ; ' 1 1 • ' 1 1 1

La transformation T^ agit comme une homographie sur le système
j C o i l et, par conséquent, ce système contient deux systèmes de courbes
invariantes pour Ta, à savoir |Co| et un système l 'C^I de dimension
TT — 2. Les courbes €13 passent par les 16 points invariants pour T^ ou
pourTs^T^Ta. Il leur. correspond, .sur î&, des courbes F;,, de'genre'
TC-- 2 et de degré 271—6.

A u n e courbe C quelconque correspond, sur <&, une courbe découpée
par une hypersurface d'ordre 4- Si, en particulier, cetie courbe C est
une courbe •G ̂ , cette hypersurface devient ime •hyperquadrique
comptée 2 fois, qui touche la surface ^'tout.l-e long de ' l a courbe Fg

, correspondante. 'En d'autres termes, le long de1 chaque'courbe du
système jrj, il y a une •hyperquàdrique' touchant Î^Ces'hyperqua--
driques passent par 8 des 12 points de diramation de <I>.

• Il'existede même, sur î>, deux systèmes |r\ |, \r^, de même genre
;-n:.—- 2, jouissant des^mêmes propriétés. ! ' . " : - . 1 • • • 1: : i ' '

• ; Si Fon désigne parA.^,A^. ,A<3,A^,A2^. , . ,A34lescourbesrat ion-"
nelles de degré .— 2 auxquelles sont équivale'nts les' p.oinits d,:edirama"
lion de ^^'on a les relations fonctionnelles:1" ; ; . : ; : - - . ^ , 1 ' ' " ' . - . . ,

1 - . ^ . ^ ;1 '1,, ^ \;:21^31^/At^,4-All21+,Atî,4~,À^414-l•A,2^^,^ 1 , 1 1 1 1 , 1 1 1 ' 1 . , '
•: ; ; , ! . . ;,'2^l:-4-A^;,•+-1; , • ; . ...1'1': ̂ As^Agi-^ .l:.'-4-l'A^,sE13^,' , 1 : 1 • • 1 1 , ' 1 1 ' - . . 1 , : •

1 1 i 1 1 - \ 1 1 ^ -l:21^2:,4"Aull+^ : ^^iiiiii^/i.+^+ii^^^^^^^ 1 : 1 ^ 1 1 ^ 1

• l 'Soient: 1 / 1 1 : : / , : 1 ; , ' - '„: 1 1 1 1 1 1 1 :,-' 1 1 1 ; : : 1 1 : 1 • 1 : 1 / 1 : , • .1 1 ,1 1• :1- ; '1 • 1 1 ; : 1 1 , . . 1 1 1 1 : 1 1 ';1' • : : 1 1 - , , - • 1 : 1 1 ' - 1 . 1 1 -'' 1 /.1.1:1
' 1 ' 1 :.":1.1 ' „_ ^ 1 , " Vt^ll ^2» — 1 . , 1 1 1 1 1^ 1 ) :='0,'1' • l•:192•==.ô l, l '. l. '.^.^Tç^^ 0 / '1 1 1 , 1 1 • ;"'':• , i
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les. équations de la surface <&;

/l(^î, ^2, . . ., .^Tc) ==0, /2(^1, ^2, . • - , ^^)= 0

les équations de deux hyperquadriques louchant <& respectivement le
long d'une courbe 1̂  et crime courbe IV Les équations

. ! . cpi:= o,'02=:o, ...,;9^2=o, ̂ .̂i=/,, .ï^=/a

représentent une surface F" de genres ï , contenant une involution I/
dont $ est l'image.

Pour le démontrer, observons que dans la correspondance (i, 4)
• définie entre <& et T, il n'y a diramation que dans le domaine des

î^ points doubles de <D. Par suite, les courbes canonique ,e t pluricâïio-
niques de F' sont, d'après un théorème bien connu de M. Enriques,
d'ordre zéro. F' a donc les genres p»== Pa==. . . = P,= i et, de plus,

^ )=î: . - b !

Considérons ensuite un faisceau de sections hyperplanes de $ ; on
sait qu'il y en a 6(îc —• i) qui ont un point double en un point simple
de<&. Considérons les courbes qui correspondent, sur F'y à ces sections
hyperplanes. Si l'on désigne par 1 l'invariant de Zeuthen-Segre de F,
on trouve qu'il y a 1 4- s4^ — 20 de ces courbes ayant un ^point double.
Observons qu'à une section hyperplane ayant un point double en un
point simple de <& correspond une courbe de F^ ayant 4 points doubles,
et qu'à une section hyperplane de <& passant par un des points de dira-
mation correspond sur F^ une courbe ayant2 points doubles. Par suite,
on1 a ! ! ! , , . . ! ! ^ , , 1: ; ! 1

1 4- 2^.71:—20==:24('7T-—ï)-h-24r d'OÙ ; 1===20,

"On en conclut
^=1^(I^^-9)=I.

La surface V ayant les genres j^==s P^^i est b i e n . ' u n e : surface de
'genres i.1-1 11 1 1 1 1 1 1-' ' . 1 ; ; .,' • ; 1 1 , 1 1 1 . : . 1 1 1 1 1 ' 1 1 1 1 1 1 : . 1 1 " :;. . . 1 ' - 1 1 ' , ' ^ . 1 ; ! ' . , ! .

Les concluions nécessaires et suffisantes^ pour qu^ une sur face normale
de genres î soit de rang ^ et de seconde espèce^ sont:

ï^ Que la sur face possède i^ points doubles coniques ; t
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2° Que l'on puisse répartir ces 12 points doubles en 2 groupes de 8
ayant 4 points communs / ̂  yw parmi les hyperquadriques passant par
les points de chacun de ces groupes, il y en ait qui touchent la sur"
/ace en chaque point d'intersection.

53. Soit maintenant (& une surface normale de genres i, de rang 8
et de seconde espèce, située dans un espace S^. Nous savons qu'elle
possède i4 points doubles coniques qui sont les points de diramation.
En raisonnant comme on vient de îe faire dans le cas d'une surface de
rang 4 et de seconde espèce, on arrive aux résultats suivants :

Désignons par A, , , A^ ; A^, A^ ; ...; A^, A^ les s4 courbes
rationnelles de degré — 2 auxquelles sont équivalents les i4 points
doubles coniques. 11 existe 7 systèmes linéaires de genre T: — 2 tels
que

" 2ri23-hA4i-4- A^-}- Agi + A55i4-A6i+Ae24- A7i-4- Â72= aï,
2r2^~hAii-l-Ai2-+- ................... -{-A7i -4- A72== 2Ï\

21145-4- ASI -h- Aa2+ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . -4 - A?i-4- A72== 2.[\

- ' 2ri674-A2i4-Aîâ-+" . . . . . . . . . . . . . . . . . ' . - "+-A^ -h Asa^ sr,
2 ̂ 57 -+- An -+- Ala -h . . . . . . . . . . . . . . . . . . . • + - ' Agi •+- Ae2^ 2 r,
2 r 3 4 7 4 - A î i - 4 - A i 2 " + . . . . . . . . . . . . . . . . . . .-i-Asi-4-A,62= ^r,
2T356-4-An4-Ai24-. .................. -h A7i-4- A72= -21,

|r[ étant le système des sections hyperplanes de $.
Le long de chacune des courbes F^, il y a une hyperquadrique

touchant la surface <&.
Enfin,
Les conditions nécessaires et suffisantes^ pour qu'aune surface normale

de genres ï soit de rang 8 et de seconde espèce, sont :

i° Que la surface possède i4 points doubles coniques ;
2° Que l'on puisse repartir les i4 points doubles en 3 groupes de

8 points ayant deux à deux 4 points communs, et que parmi les hyperqua-
driques passant par les points de chacun de ces groupes ^ il y en ait qui
touchent la Surface en chaque point d^ intersection.

54. On parvient de là même manière à des résultats analogues pour
les surfaces nôrïïiâles <&, de rang î6 et de seconde espèce^
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Une surface normale de genres i ^ $3 simple, de rang 16 et de
seconde espèce, possède i5 points de diramation qui sont des points
doubles coniques. Désignons par A ^ , Aa, ..., A^ les courbes ration-
nelles de degré — 2 équivalentes à ces points. Il existe sur $ i5 sys-
tèmes linéaires de genre TT — 2 tels que

'2^1234567 -4- Ag-4- A9+ Aïo-i- . . . . . . . . . . . . . . . . . . -4- AIS= 2 F,

2ri2489,10,l2T+- A3 -h- A5-4" Ag -+- A7 -h A 1 1 -+- A 13 -4- A.^ -+- AI 5 ==5 2 ï\

Le long de chacune de ces courbes, i l y a une hyperquadrique
touchant $.

Les conditions nécessaires et suffisantes, pour qu^une surface normale
de genres î soit de rang ï6 et de deuxième espèce^ sont :

ï ° Que la surface possède i5 points doubles coniques ;
2° Que l^on puisse partager ces i5 points en 4 groupes de 8 points

ayant deux à deux 4 points communs^ et que parmi les hyperquadriques
passant par les points de chacun de ces groupes^ il y en ait qui touchent
la surface en chaque point d'intersection.

CHAPITRE1 VIII. ,

SURFACES DE RANG 3 ET DE RANG 9.

55. Soit <& une surface simple, normale, de genres i et de rang 3,
située dans un espace linéaire S^ à TC dimensions. Cette surface possède
6 points doubles biphniaires ordinaires qui sont les points de dirama"
tion. Soit F une surface normale, de genres î, contenant une involu-
tion la, d'ordre 3, dont<& est l'image, et telle qu'à une section hyperplane
de ^corresponde une section hyperplane de F. Il en résulte que F est
d'ordre 6(îi — î), à sections hyperpknes de genre 3 ' î T — 2 , située
dans un espace linéaire à 3Tc — 2 dimensions, et que cette surface est
simple. , , " , . ^ ^ ^ ; /

L'involution la est cyclique et la transformation birationnelle T qui
l'engendre, échangeant entre elles les sections hyperplanes de F, est
une homograpÏxie cyclique de période 3.
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Aux sections Irvperplanes F de <& correspondent, sur F, des sections'
hyperplanes G formant un système incomplet de dimension TC, dépourvu
de points-base. Les hyperplans contenant ces courbes G forment un
système uni de l'homographie T. Les six points de coïncidence P,,
PS, ..., Pe de LÎ sont situés sur-un espace uni E et les hyperplans pas-
sant par cet espace E sont échangés entre eux par T. Nous avons vu
(première Partie) qu'il y a deux directions issues de chacun des
points P^ ..., Pg, unies pourï\ par conséquent, il y aura deux sys-
tèmes d'hyperplans dont chaque élément sera transformé en lui-même
par T. Les hyperplans d'un système passeront par une des directions
unies de chacun des points P,, Pa, ..., Pô ; les hyperplans de l'autre
système par les autres directions unies.

Considérons un • de ces systèmes d'hyperplans et soit [ C , le
système de courbes qu'il découpe sur F. Le système |CJ possède
six points-base P^, Pg, ..., Pgy où ses courbes ont mêmes tangentes
fixes. Soit jl\| le système de courbes de <Ï> qui correspond à [ C , .
Entre une courbe I\ et la courbe C,, de genre 3ïc — 2, homologue,
nous avons une .correspondance (i, 3), possédant six points de coïn-
cidence^ doncTi a le genre îc — 2. $ étant de genres i, |T\ [ a le degré
2-n: — 6 et la dimension v: •— 2, |Ci | a donc le degré effectif 6rc — 18 et
la dimension TC —- 2.

De même, ^possède un deuxième système [Tal, de mêmes carac-
tères que) ri l ' e t qui correspondra l'autre système d'hyperplans ren-
contré plus haut.

Un point doublebiplanaire ^ ordinaire est équivalent à un couple de
courbes rationnelles de degré !— 2.,'ayant un point comïïiiin. Dési-
gnons par A^^ A^ le couple de courbes équivalant au ^iè"Qe point
d o u b l e d e $ ( î = = i , 2 , . . . , 6 } .

Les courbes r^ rencontrent- en un point chacune des courbes A^,
Aa^ ..., AO|, mais ne rencontrent pas A^,: Aaa, ..., A^. Inversement,
les courbes 1̂  rencontrent Aao A^, ..., A^ay maïs ne rencontrent
pas A.^^^'A^i-, . . •»yAçi . , / • • l l t , 1 1 1 1 ' 1 : 1 1 \ : l l l i ' • \ 1 "' • i. : : 1 1 1 1 : 1 1 1 1 1 • 1 ' 1 : 1 • 1 : , 1 ' 1 11; • 1 ' 1 , , 1 1 1 ' 1 ' ' -111 ' 1 \ ;

Pour découvrir une relation fonctionn elle entre r et r/, ou T et Fa y
observons qu'à une section hyperplane G quelconque de F correspond,
sur $, une courbe C* découpée par une hypersurface cubique. En
particulier;, si C coïncide avec une section hyperplane de F trans?
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formée d'une section hyperplane de <&, G* se réduit à 3F et l'hvper-
surface cubique à un hyperplan compté trois fois. Si, au contraire,
C coïncide avec une nouvelle courbe C,i, G* se réduit à une
courbe 3I\ et Fhypersurface cubique oscule $ en chaque point
d'iatersection. 11 en résulte que sur <&, les courbes 3F et 3F, ne
diffèrent que par une somme de courbes d'ordre o, A^, . . . , Aga .

En tenant compte de ce qui a été dit plus haut sur les points com-
muns à 1̂  et aux courbes A^, . * . , Aga, on trouve

3I\4- 2 ( A n + Aâi 4-.. .-}- A G I ) •+" (Asi+Asa^-.. .-i- A g a ) ==3F.

De même, on a

31\ -+- (An -4" Aa i-h. . . 4 -Ao i ) - 4 -2 (A2 i4 -A22+ . . .4-Ae2)=3r.

56. Nous allons voir que l'existence des six points doubles et d'une
hypersurface cubique, oscillant <& en chaque point d'intersection, est
une condit ion suffisante.

Soient :
9i (,'ri, x^ . . . , .y7c)=:o, , ©2=0, . . . , ^.^^•=.0

les équat ions de <[> ; ' \ : ,- - • .
,/ (^''lï ^ïf • " • î xf^) '^ 0 •• .

Téquation d'une hypersurface cubique passant par les six points
doubles bi.planai.res et oscillant €> en chaque point d'intersection.

1 . . Considérons la surface ï^ définie par .les équations . - : •
! 9i==o, (p2==o, ..., .9^2"=^»' ' , ^+i==/(^i, . . . , ^ T C ) - 1 : '

- - L'hypersurface / osculant <I> en chaque point d'intersection, il.n'y
aura diramatioa qu'aux six points doubles de $ et, par conséquent,, .la
surface F' existera .effectivement.. De plus, la-courbe de diramation
étant d'ordre, zéro, de même que les courbes canonique et, pluri-
canoniques de <&, F" aura des courbes canonique .et pluricanoniques
d 'o rd . rezé ro îpa rsu i t e /onâypourF ' , . : , , • . .—
•"'-•: , ; 1 , : 1 • ; 1 ^;,1 ' ^,1 11. /p^^p^i,1 1 ,1 p^=i. , ^ 1 : 1 ^ , 1 1 1 , 1 1 1 ; 1 •••

^~ -D'autre : p'art," ô;n peut, calculer Tinvariant • de Zeuthen-Segre de ••F
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en partant du faisceau correspondant à un faisceau de sections hyper-
planés de <&. Si S est la classe de $, on a S = 6îî, car l'invariant de
Zeuthen-Segre de $ est égal à 20 et un point double biplanaire ordi-
naire abaisse la classe de trois unités. Dans un faisceau de courbes
de F' correspondant à un faisceau de sections hyperplanes de $5 il y
a six courbes ayant un point double correspondant aux sections hyper-
planes passant par les points doubles biplanaires, et S ==611 courbes
ayant trois points doubles, correspondant aux hyperplans tangents
à $. Le faisceau considéré ayant le degré 6-n: — 6 et le genre 3rc "— 2,
l'invariant de Zeuthen-Segre 1 de F' est

I = = 6 4 - ï 8 7 r — - 6 ( 7 T — ï ) — - 4 ( 3 7 1 — 2) =20.

Par suite, le genre arithmétique de F' est

Pa--.L(P (15-^-ï-9)=I•
1 A

La surface F\ ayant les genres /^== P^ == i, est de genres ï ; donc

Pour qu'une surface de genres i soit de rang 3, il faut et il suffit que :
ï° La surface possède 6 points doubles biplanaires ordinaires;
2° Parmi les hypersur faces cubiques passant par ces points doubles^ il

y en ait qui osculent la surface en chaque point d'intersection.

57, Passons à l'étude d'une surface normale simple, de genres i,
de STC, de rang 9 (nécessairement de seconde espèce). Une telle sur-
face, $, possède 8 points de diramation qui sont des points doubles
biplanaires ordinaires. Soit F une surface de genres î contenant une
involution d'ordre 9, I», dont <Ï> est l'image. Désignons par |T|le
système des sections hyperplanesde <&, par Go les courbes qui corres-
pondent sur F aux courbes F, parl^ T^ deux transformations bira-
tionnelles cycliques de F en elle-même, de période 3^ engendrant I»,
On sait que l'on à T.T^ == T^.. : : • ^ : ': '

Le système | C |, contenant les Go comme courbes totales, est trans-
formé en lui-même par ï\. 11 contient trois systèmes | Coo]? |C^ I C a l de
courbes invariantes pour TI , car T^ engendre sur F une involution Ig
degenres i. | C j étant de genre 9-n: — 8, |C^|, |C,|, | Ça) ont respecti"
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vement les dimensions 3 r. —,2, 3T;—4, 3i": — 4, el J C ^ , ] est celui des
trois systèmes d é p o u r v u de points-base.

Le système | Coo| est tranformé en l u i - m ê m e par T^, et cette trans-
formation laisse invariantes les courbes de trois systèmes ' doni l\sn
est ( Go |. Les deux autres, que nous désignerons par j C , , [, | C , ^ [, ont la

.même dimension -n:— 2 . C h a c u n de- ces .systèmes a pour points-base
les 18 points de F invar iants pour 1\, T,T^ Ï^T^.et en chacun de ces
points, touche une des directions unies. Désignons parT^, T^ les
courbes de <Ï> qui correspondent respectivement aux courbes C^, C^-
•En répétant le même raisonnement que celui, fait à propos des surfaces
de rang 3, on voit que le long de F,, (ou de 1^2)5 il y a une hyper-
surface cubique oscillant <I> en chaque point d ' intersect ion. Dans le
cas actuel , ces hypersurfaces passent, par 6 des 8 points doubles de <t>.

Désignons pa rA^ , A^ les deux courbes ra t ionne l les de de^ré••— 2
qui équivalent au i1^6 point double de $(// '==. i, 2, ..., 8), On dédui t
île ce que nous avons vu pour les surfaces de rang 3y sans difficulté,
que l'on a , - , , , , ,

, 3Tn + 2 (À^ -ir Au, 4- ... 4- Â^ ) -+- ( A^ -h. . < 4- A^) =s SF,

3T^-^ (As, -h........ 4" Agi) 4 - '2 (A32 +-..,+ A»â)==3T. , . ,

11 existe de même, sur <&, t rois couples de systèmes linéaires ( r^(r
i r ^ J ; |r;n!, |r^|; |r^|, IF,^ de genre -n: - 2^anaioguesà |r,-J, (r^|-,
On a, par exemple,
.3121,4- 2 ( A H 4-Aâl -hAsj 4-. . .-+- A^') 4 - ( A 2 i + A22+ A3â+. . .4-A82)== 3.1',

elc. 1 ; 1 ' 1 1 : ' ' 1 , • , 1 1 1 ^ 1 1 1 ! 1 - 1 , ! ! ! ' ,, 1.1 ' , ! '
Inversement^ on montre queTexistence de .deux hypersurfaces

cubiques, oscillante en chaque point d'intersection et passant chacune
•par 6 des 8 points doubles (chacun, dé ceux-ci, étant au moins sur une
des hypersurfaces). suffît à caractériser l'existence d'une surface bira-
t ionnel lement ident ique à F.. L'analogie de là-démonstration- de ce-fait
avec les démonstrations, (âites. plus haut nous' a conduit , à.;,énoncer
simplementle théorème11: ; . 1 , 1 . . ' 1 1 1 - '1 : . • -'.1''1 . ' , . ' . , ; 1 1 1

,. '.Les -conditions '/nécessaires etsuffisantes^ pour qu'une surface clé
.genres î.'/.soil de rcm^ () el de seconde es/jèce^so.nl: . . . ,

1 ° Que la-surface possède 8 poinis doubles bi planaires ordinaires;
' ! Aiw.Èc. Norm., {3}.^ XX:XVÏ. — MA.as 19»). 1 1 . ' 1 1 , 1 . 1 1 1 ; - ' ! . - 1 : - 9 1 1 ^ 1 : ' ' 1 . '
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2° Que 1^ on puisse partager les 8 poinU en deux groupes de 6, et
que parmi les hrpersur faces cubiques passant par les points de chaque
groupe^ il v en au quelques-unes osculant la surf ace en chaque point
d\inter$ecUon»

CHAPITRE I X . -

SURFACES .DE, HANG 4 ET W R A N G 6, DE PREMIÈRE ESPÈCE.

58. Soit <& une surface d'ordre 27:—- 2,. de genres i, simple, nor-
male, de S^i» de rang 4 et de première espèce. Elle possède par suite
4 points doubles biplanaires de deuxième espèce ( 1 ) et 2 points
doubles coniques.Les premiers sont des poin ts de diramation qua-
druple,les seconds des points de diramation ordinaire.

Soit F une surface de genres i possédant une involut ion L. d'on^^
dont $ est l'image, et soit T la transformation birat ionnel le engen-
drant cette involution (cyclique puisque de première espèce). L'invo-
lution L, possède quatre points de coïncidence quadruple, P,, f^
Pa, P^, et deux couples de poin ts de coïncidence double Qu» Qia
etQ^ Qâ,-

Aux sections hyperplanes r de $ correspondent, sur F, des courbes
totales d 'un système j C | , de degré STC ~ 8 et de genre et dimen-
sion/^ — 3. ' , , ;

La transformation T3 engendre sur F une involut ion d'ordre 2 et de
genres r , possédant les 8 points de coïncidence P^ 1 ,̂ P;^ P,., Q^(,
Q i 2 » Q â i ? Qa'a- Nous pouvonsconst ru i re une surface < Ï>* , s in ( ?p l e et
normale/ d'ordre 4^ — 4» à sections hyperplanes de genre 271'— i,
dans un espace linéaire à 27: •— i dimensions, image de cette involu-
tion et telle qu'à ses sections hyperplanes T* correspondent des
courbes de |C|. 4^ possède 8 points doubles coniques P^P^ P^, p*,
QM? Qîa? Qs i» Q^ correspondant aux points de coïncidence. Il existe
un second système | F^ |, de, genre ^TC '— 3,, sur $"*. Ainsi, qu'on l'a vu,
au Ghapitre VII, les courbes de ce système rencontrent en un point

( 1 ) Un point double biplanaire d'espèce a est formé d'un point double biplanaire
auquel esl infmiraent voisin sueces-sif un point double coinqpe (voir première Partie,
p. 398, noie au bas de la page).
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chacune des courbes rationnelles de degré — 2 équivalentes aux
points P^, . . . , Q^.

A r invo lu t ion I., correspond, sur la surface <3>\ une involution
d'ordre 2, engendrée par u n e t ransformat ion b i ra t ionnel le 6, et
donc <t> est l ' image. Les points de coïncidence de cette involu t ion cor-
respondent év ideminent aux points de coïncidence quadruple de L, . ,
Or, nous savons q u ' i l existe deux de ces. po in t s dans le domaine de
chacun des poin ts P,, P^, P:^ P;. On en conclut que 6 transforme en
el le-même la courbe ra t ionnel le de degré — 2 , équ iva len te à P ( , par
exeïîîple, et qu 'el le laisse invariants deux points de cette courbe. Les
8 points a insi obtenus sont les points de coïncidence de l ' involation
d'ordre 2 existant sur <!>*. Par cont re , 0 t ransformeQi i enQ^etQ^ enQ^*

Le système | C [ é tant i n v a r i a n t pour T, Ô t rans forme en eux-mêmes
les systèmes [ r* [ et \T[\.

Rapportons projecl ivement les courbes F^ aux byperplans d 'un
espace à 2 7 : — 3 d imens ions . A, €>* correspond u n e surface S^ sur
laquelle se t rouvent 3 droites p^ /^, ...., q^ correspondant aux
point P,p P ^ , 1 . . , , Q^. A 0 correspond u n e t rans format ion homogra-
p h i q u e O j . I l est m a i n t e n a n t fac i le de voir que.» dans le système des
sect ions hyperplanes de <I>^ il y a d e u x . systèmes de courbes inva-
riantes pour O ^ . D'après ce que nous venons de voir, i l y a, sur chacune
des droites p\, p ^ , fh^p^ d eux po in t s inva r i an t s pour Oi. Les sections
hyperplanes invar iantes pour 6^ doivent passer par un de ces points. Si
donc. on se reporte à la surface ;<&*, on voit qu'il existe, dans \T\\^
deux systèmes l inéaires j T^ |, \T\^ |, de courbes invariantes pour 6. Ces
courbes passent s implement par les 8. points doubles, mais dans les

-cônes tangents à chacun des poin ts P^, -., P^ il va deuxgéîiératrices
invariantes pour 6. Les courbes .F^ touchent 1 l 'une de ces ^énéra'trices,
les courbes r^» l'autre. , 1 " ' . . , . - ', , /

1 Aux systômes-1 T^ |, •| r^| correspondent, sur <t>, deux systèmes que
nous désignerons respectivement par [Tu |, ir^f. Il résuite de ce qui
précède que, chaque 'courbe T^ (ou r^)-pâss^, siniplement par les
points doubles de <!>•; •les\ courbes r^ touchentun des points tangents,

\ l,es courbes'r, ss Fautre ^ p lan ^ tangent , en chacun des points doubles
biplanaires d'espèce ,4* , l^. p lu s , , on voit facilement que l'es sys-

' tfemes |r^ I, |r^( ont tous deux la mêmedimension T: — 2. , 1 ' , . '
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Reprenons la surface î^. Dans le système |T* j, il y a deux systèmes
de courbes invâriant.es pour 6; l 'un correspond à | F], les courbes de
l'autre passent, parles' huit, po in t s invariants pour 0, et les hyperplans
qui les,découpent passent donc par les points doubles P^, P^, P;^ P^.
I l - e n , résulte que chacune , de ces courbes se compose .d'une courbe

' vîmable 1̂  et des' quatre courbes ra t ionnel les 'équivalentes aux
points1 P^ . . . 3 P.^; ces quatre courbes ont deux points communs ,
variables, avec F^. Au système linéaire [1^1 correspond, sur <I>, un
'système [r| de genre n: — 2, car |T^| a la dimension TC— 2, comme on
le voit facilement d'après la théorie des homographies involutives. Les
courbes TQ ont un point doub le en chacun des points doubles b ip la-
nairesde <&.

Si une surface normale, simple, de S^, est. de rang 4 ^ de première
espèce, il existe sur celle surface trois systèmes linéaires de genre TC — 2.
Les courbes de deux de ces systèmes passent simplement par les points
doubles et touchent un des pleins tangents en chaque point biplanaire.
Les courbes de l'autre sysième ont un point double en chaque point
biplanaire.

' 59.-Soient:- : , , 1 1 1 , 1 1 / 1 . 1 - 1 1 1 11' 1 , 1 1 , 1 1 1 1 , 1

, . 9i(.ri, ̂ , , , ; . , .^)-=o, ^â^o, ..., ^^_^-^o

les,-éqxiations de là surface $(en.colordounées non homogènes); ,

^ • 1 1 •. 1 1 , 1 1 , ,. f(^ï\ .r^,, . .., ^7;) ==0^ 1 1 1 1 , 1 1 1 1 1 ' 1 ' 1 1 1 1 1 1 ;, ' 1 , 1 1 1 1

l'équation d'une hypersurface d'ordre 4, ayant un contact du qua-
trième ordre avec $ le long d'une courbe ru.

Considérons la surface F' représentée par les é q u a t i o n s , , 1 ' ,

^,111 •^i^o,:11^ '^-ro,^,1 1 , , . , '' '•^-2-=o," ...r^.i==/(.ri^ ;, .., ^}, ̂ , \: - .'

'^daris l'luln:l;lespace:ll,lli1ïélaire, à 1TI'^'l:î''dlilmensioinls.,Noluls '-al tous, dém'o'ntrer
'qu.e-cette.'s'urfàce, estl•d.e.lge^llres''lï;ll.,-l , 1 1 : ' : l • l , l l . l l ' j l l / l ; ; • l l l l ' : l l l ; l ; l l l l ' : . ^ 1 1 : 1 : 1 . : ' ' 1 : 1 , 1 . ' , 1 1 1 : . : ; 1 1 1 : 1 : 1 . ' •' , 1

- : : 11^1 Observons tout d'abord que la 'surface1 F^existe^cariry a: di'ramation 1 1

l;'danlsl':^e' .domaine ^'d.es1^, points •1 doubles1'de ̂ /De111 plus^./comrne 1 les111

• colu:rbeslde.d iralmàtion'l;sû[lnl.tl::•i:rifiîlî•m€^;t'l;:p otites'^



Sî.m LES ÏNVOLUTÎONS APPAnTEINAINT A UNE SURFACE DE GENRES I. 6(.)

et p lu r i canon iques de F' s o n t , comme celles de <&, d'ordre zéro et l'on
a, pour F\ J

p^.=P,,=: .. . E\.= . .. =:7^ î î,=:î.

D'autre part, on peut calculer l ' i n v a r i a n t de Zeuthen-Segre de F'
, en/se servant d'^un faisceau de courbes t ransformé d'un faisceau de

sections'îryperplanes de <D, comme nous l'avons déjà fai t p lus ieurs
fois. On trouve 1 == 20, et. par conséquent ^== i, ce q u i démontre le
théorème : . ! ' ; 1 '

Pour qu'une sur face simple, normale^ de genres ï, soit de rang 4 et de
première espèce, d faut et il. suffit que:

1° La sur face possède cfuatre poinis doubles biplanaires cVespèce '2
et xleua.'points doubles coniques;

2° Parmi les /lypersur faces d'ordre 4 passcinl par ces six points
doubles^ il en existe qui aient fin con'teict quarliponctuel cwec la surface
en chaque point d^ùiterseclion.

Remarquons, avant d-e passer/aux surfaces de r a n ^ 6 , que le lon^'
d 'une courbe 'rVil y ' ^ une hyperquadrique touchant la surface C».
L'existence d.'une telle hyperquadrique en t ra îne - celle d 'une surface
b i ra t ionne l le r ï i en t iden t iquç à <I>\ . , ,

6Û. L'étude d e s 1 systèmes de courbes tracées sur une surface
simple, normale;» de genres ï et de rang 6, ^l^ de S^, se f a i t d 'une
manière analogue. Nous 'ne la reprendrons pas en détail et nous bor-
nerons a donner les résultats. ^Rappelons' que Ja surface'<Ï) possède
deux points de diramation" d'ordre 6 qui; sont deux points doubles
biplanaires de 4e espèce ( formés de trois points doubles in f in imen t

.voisins successifs, le dernier étani conique) , .deux points de dirama-
tion cubique .qui .'son t . . deux points ^doubles: biplanaires ordinaires,
deux points -de . diramation.1 double, qui , .sont. . d e s . points.. doubles

-coïuq t ïes* ' 1 1 1 1 1 : 1 . • , , ; 1 1 . ..' , 1 1 1 . . . .: " : 1 . 1 1 1 ' . 1 1 . 1 ' 1 l i i 1' • 1 1 , ! 1 1 1 1 1 1 1 , • 1 1

1 ' Si une surface'<& normale, si mpie^ de S^? est (le'rang 6, il existe sur
.cette surfa.ce cinq systèmes linéaires de genre TC — 2. Lês.courbes.de1.
.deux d e , ces1 •systèmes passent s implement par.chacurrd^s six'points
doubles de .la surface. Les courbes de. deux- des autres, systèmes
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passent par les quatre points .dou.b.les biplanaires. Les courbes du
dernier système. passent par les deux points doubles biplanaires
de 4e espèce et paries points doubles coniques.

Le long de chaque courbe de chacun des deux premiers systèmes,
il v a une hypersurface d'ordre 6 ayant un contact du 6e ordre avec la
surface. Le long de chaque courbe des 3e et 4e systèmes, il y a une
hypersurface cubique osculant la surface <&. Enfin, le longdes courbes
du dernier système, il y a une hyperquadrique touchant la surface $.

61. Soient encore :

Cpi (.Z'i, X^ . . . , X^) ==.0, 92=; 0, • . . . , ç ,̂,.â=: û

les équations de la surface <I> ;

, , „„, , . /(^i, ^2, .-. , ^)=:0

l 'équation d'une hypersurface d'ordre 6 ayant un contact du sixième
ordre avec la surface^ le lon^ d\ine courbe (d'ordre STC — 2.) passant
par les six points doubles. Les équat ions

<?i=p, ..., ,f^...,.2=o, .r^i^/(:rî. ^2, ,. .,,.^)

représentent une surface de genres i. On le démontre en suivant la
même voie que précédemment.

Pour qu^une sur'face 'simple^ normale^ de genres ï , sou de rang'6, il
faut et il suffit que :

i° La surface possède six points doubles : deux points doubles bipla-
ncwes de 4e espèce, deux points doubles biplanaires ordinaires et deux
points doubles coniques ;

2° Parmi les hypersur faces d^ordre G^ passant p ir les sw points
doubles, il en existe qui ont un contact d'ordre 6 en chaque point
d'intersection.

1 1 1 1 ! 1 ' 1 1 1 ' 1 1 / . 1 1 1 1 - ' : ; ^ 1 1 1 1 ; 1 1 ; . . •• l l l i l . 1 ' 1 . . , 1 1 _ 1 1 1 ' 1 ' ^ 1 1 . 1 , 1 / 1 . ! 1 1 / : (A suivre.') 1 .


