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SCR

CERTAINES TRANSFORMATIONS FONCTIONNELLES
ET

LEUR APPLICATION A LA THÉORIE DES FONCTIONS PERMUTABLES

PAR M. JOSEPH PÈRES.

I. — Préliminaires.

1. Je rappelle que l'on désigne par lé-produit symbolique/ç ou
/<p(^, y) la composition

r/(^0?a,y)^
^.r

des deux fonctions f^x, y ) et cp^y). Ce produit symbolique obéit
aux règles de calcul d'un produit ordinaire si les fonctions/et ^-sont
permutables, c'est-à-dire si

4 •k X- *- -

/V = ?/•

Dans le cas où la fonction f{x, y) est du premier ordre,
l/Ç^y x) -^ oj, on peut toujours, ^sans restreindre la généralité, sup-
poser la fonction / égale à i, et ses dérivées premières nulles
pour."r =y. Toutes les fonctions permutables avec/(o?, y) se mettent
alors sous la forme (Volterra)

W nr-^+r ^)^;^7)^
0 . 1 1 ! !

 il ! '

À étant une fonction arbitraire et $ dépendant de/. Toutes ces fonc-
tions sont d'ailleurs permutables entre elles; nous dirons qu'elies
forment un corps de fonctions permutables dont $ est la fonction
génératrice.
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M. Volterra a donné un procédé pour former $ à partir de/et a
prouvé que la fonction $ vérifie la condition

^y-'^
( 1 ) <Ï»(T; ^y—rî)-+-^(-f];T+^,y)-^- <^(ïî ; Ç, jr)^(T; ^,Ç)<^

• : ^ . • , ' ! 1 1 1 ! , ^a'-i-T ! ! • ' 1 , • ! .

• " • ^y-^ 1

===e»(Y); ^ ,7—7)-+-<Ï»(T; ^-+-YÎ,J) 4-^ <&(T; Ç, y )€»(•/] ; ̂  S)^Ç.
«-'.r-i-ïî

Cette relation exprime simplement la permutabilité de deux fonc-
tions du corps ( 4 ) . Elle caractérise donc les fonctions génératrices.

2. Mais il est aisé de se rendre compte que la fonction génératrice
d'un corps n'est pas unique.

Soit<Ï>o.la fonction génératrice du corps des fonctions permutables

' ?-(y-^)+f"^0^o(^^y)^
t^O

Effectuons sur la fonction arbitraire À la transformation de Volterra
^

(2) W=^-^- p(^)K(yr,£)^,
^ o

on a

À(y~-^)+f ^(^*o(^^y)^^^(.r~^)+ f ^(^^(^-^.r)^
^0 v Q

avec

(3) e»^ ;^ j )=K(Ç,y-^) -+-<Ï )o(^^ , j )+ f K(^cr )<Ï»o(f f ;^ j )^
1 1 1 1 1 ! ' 1 1 1 1 ^ 1 1 1 • ' • / ^ " - 1 1

La fonction $, donnée par la formule (3), engendre évidemment le
même corps de fonctions permutables que $o.

Inversement, d'ailleurs, la formule (3), où K(^,y) est arbitraire,
donne F expression générale des fonctions génératrices d^un corps en

fonction de r une d'elles ^Q. En effet, si ^o et 3», sont deux fonctions

(i) Je renvoie, pour toutes indications bibliographiques, à ma Thèse ( /ourn, de Math,,
igiS) et au Mémoire de M. Voi^erra [Suîla teoria délie poïeme^ dei log-arUmi, délie
funzioni di compo.nzione{ÂttideiLincei^ 1916)].
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génératrices d'un corps, toute fonction y (a?, y) du corps est .„ , .. •
^y.—x

<p(^,y)==^(y—^)-l- 1 À ( ^ )e»o (^ ; ̂ ,J)^
^o
^y-^

^^(y—^)-^ f p.(^)^i(Ç; ̂ ,j)^.
*-' 0

cp étant donnée, les fonctions ^ et [i sont déterminées; il existe donc
entre elles une certaine relation. Tout revient à démontrer que cette
relation est de la forme (2) : c'est immédiat, car l'équation précédente
donne,pour x =o,

^(y)+f'^)^oa;o,j)^==^)-^ r^(0^(S;o,j)^;
JQ ^0

on en tire, en résolvant par rapport à X, l'expression de ^ sous la
forme demandée.

3. On est ainsi amené à traiter le problème suivant : Parmi toutes
les fonctions génératrices d'un corps^ déterminer les plus simples^ celles
qui mettront le mieux en évidence les propriétés du. corps. (7est ce pro-
blème que f espère avoir résolu ici.

Fai été guidé par ridée suivante : parmi tous les corps de fonctions
permutables, le plus simple, nommé par M. Volterra corps du cycle
fermée est celui de toutes les fonctions permutables avec l'unité. Il
est composé de toutes les fonctions d e y — <r, À(y — .r).

Un corps quelconque résulte donc du corps du cycle fermé parla
transformation

(a) Hy^^)^r ^(S)^; x,y)d^
^o

que je désignerai par la notation abrégée
1 1 : 1 ' ^ ' ! '/ : 1 1 ^W- 1 , ! ! ^ , " 1 1 " l l i . , ;

Si l'on veut pouvoir déduire les propriétés d'un corps quelconque
de celles, très simples, du corps du cycle fermé, il faut choisir la fonc-
tion génératrice $ de façon que la transformation Û conserve la com-
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position. En d'autres termes^, de façon que 's i l\on a

(p(^y)=^(X),
^r)=:^),

on ait
^(^,j)r=^(i^).

En développant les calculs, l'équation précédente peut s'écrire
.V-.r' •, • v.-.r--/] . . , 1 / , , ^ ,

/ I('n)dn ^(T)dT^{'fï^r;x,y)
Jn JQ {

On en déduit

-^(ï; œ +T}, y)—^{n, x, y — r )

r <^(^;^^)$(T;$,r)(==o.-^y ^<&(Y);a;,^î»(T;$,y) i==o.
^.r+rj ;.y -+-"/]

(4) e»(T+T}: ^,y)
^.y-^ , i ' :

==^(T;^-h-o,r)-+-^(^;^,y—T)+^ ^(Yi;.r,Ç)^(T;Ç,j)^ (1).
•' .T •+- y]

4.Dansla suite je résoudrai d'abord l'équation (4^ déterminant
ainsi toutes les transformations û qui conservent la composition.

Je montrerai alors comment les transformations ainsi obtenues
peuvent servir à engendrer n^importe quel corps de fonctions permu-
tables.J'aurai ainsi une méthode de recherche des fonctions permu-
tables tout à fait indépendante des précédentes.

Je montrerai enfin, sur quelques exemples, comment l'expression,
ainsi donnée des fonctions d'un corps, est très avantageuse pour l'étude
de leurs propriétés.

II. — Résolution de l'équation fonctionnelle (4).

5. Si ron suppose $(T; .y,y) définie et continue dans le domaine

(d) 01 ̂  x ïy1 â^? . 1 1 1 1 o^ iT^ ly l—^

(1) Cette relation entraîne1 évidemment ( i ) ; toutes les solutions de (4) sont d es fonc-
tions génératrices.
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les fonctions précédentes y(^ y), ^(x, j) sont définies dans le
domaine

(D) o^x^j^a

et la condition
*• * / * le \

<?^=^(ÀpLj

s^xprime par la relation (4), où o^5y^a et où T, ^ T 4-Y] sont
compris entre o et y -— x.

Nous allons déterminer toutes les solutions $(ï;<r,y) de (4),
définies et continues dans le domaine (^). On pourrait naturellement
remplacer ce domaine par d'autres {cf. § III, n° 14). Nous avons enfin
besoin de faire sur <& une hypothèse de dérivabilité.

6. Faisons dans l'équation (4.) le changement de variables

^4-Yîrr^, y—r^Y^
elle devient

(4/) <[>(T-+.rî; ^—y^y-hT)
^y'

^^(T^^y+^+^C/is^—yî,^)^- 1 ^f}^'—n^)^{r^.y'^)d^
^.r1

Et en posant

^ ( T ; ^ y ) = = X î T ( ^ ^ ^ y _ ^ ^ ^(T;^y)==lFo(r ;^T,y) ;
(4^) T(T-+-^;^—^,y-^)

=y(Tî ^,y)+iFo(-n; ̂ y)+ r w^^x\ Ç )W(T ; ç,y)^.
^.z"'

En y faisant T == T) == o, il vient

¥-0(0; ^,y)-+. f ^o(o;^,o^(o,ç,yx
•̂ .r'

ce qui prouve que

(5) ^ ( o ; ^ j ) = y ( o ; ^ , y ) = ¥ o ( o ; ^ , y ) = o .

En dérivant enfin (4//) par rapport à T et en y faisant T = = O , on
obtient
(6) ^(^;^~7),y-Y3)=y.(o;^sy)+fyyo(Y3;^u^^

'JT'

^ .̂ ̂ . TVôrw., (3), XXXVI.-FBVBTBR 1919. 6
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et, en posant ¥4(o;^,y)=/(^,y),^•f

(GQ ^(r, ; x1- vî, y- ^) =/(^, Y) ̂  / ^o(^; ̂  0/(^ Y) ̂ -
J ,̂

Après le changement de variables

X — 73 == .27,

y— Y} == .y,

l'équation précédente peut s'écrire

^(ri ; ̂ , j) =/(^ + YÎ, y + ï3 ) -+- f ^(yi; ̂  Ç)/(ïî + ̂ r + r}) d^
Jx

et, en intégrant par rapport à T] et tenant compte de (5), on obtient
enfin

(7) ^(YÎ;^,J)

/»*/3 /"^ ^J"

=/ /(^-+-"/îi,j-+-^i)^i-+-1 ^î ^yC/3i;^,Ç)/(^i+ç,y-+-Tii).
i/o •^o ^.î"

7. Cette dernière équation est aisée à résoudre par approximations
successives.

Si l'on suppose/^, y) connue dans le domaine

O^^C^Y'^C^

sa solution sera

• ! iF(T3;^ , .y )^¥ ,4 -¥ ,4 - . . .+^4". . . ,
en posant

! r^ ! ^1 1 ! 1 - 1 !

^i^f /(^-+-rh,j-hïh)^i
• »/o

et 1 i - -• . . ! , 1 1 1 1 1 1 1 - ^ ' 1 1 1 1 1 1 1 1 1 ' ' 1 - 1 ; :

W^ f ^if'^y^(^îî^Ç)/(^i+Ç,J+r)i).
^0 ^JK- 1 1 1 1 / . 1 1 ' 1 1 1 .^ . . , '. ' , 1 - 1 . 1

Les diverses fonctions W^ se mettent sous la forme très simple sui-
vante : en posant

/(^-4-n,r-4-^)==Gyî(^,j),
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on vérifie que
r^ r^1 /l'n2 " ^ *

^n-== | df\n | ^71-1 ... | ^îl Gr^Gr^ . . . G"/},(^ j).
^o ^o '-'o

II n^y a pas de difficultés à prouver la convergence de la série des
approximations, ni à prouver que les diverses approximations sont
définies dans le domaine

^•^.y? Y Î ^ O , y+'/î^a.

La solution W{r\^x,y) de (7) est donc définie dans le même
domaine.

8. Nous sommes donc conduits à poser

(9) <Î»(T; x, y ) =:T(T;^,y— T)
/l7 ^n ^3 X- ^ *

=^ d^ d^...f A.G,,G^ ...G,.(^,y-T),
"l <u/ô iyo «-/Q

la fonction $ étant bien définie pour

o^^^j '^a, o ^ T ^ y — < a ? .

Les fonctions $ ainsi construites dépendent d/une fonction arbi-
traire/1^, y). Diaprés la marche suivie, il est évident que toutes les
solutions cherchées de l'équation (4) peuvent se mettre sous la
forme (9). Biais on ne peut pas affirmer^ a priori, que l'expression (9)
fournisse, quelle que soit/(a?, y), une solution de (4).

Nous allons le vérifier ; pour cela nous substituerons à <& l'expres-
sion (9) dans l'équation (4) ou dans l'équation équivalente (4//)» qui
peut s'écrire :

^T-t-y]; ̂ ,y)^W(ï; ^-+-'fï,}f•+-rï)-+•W('^; x , y )

4- r y(y3;^Ç)W(T;Ç+^y+Y))^.
^ X

II suffit de vérifier que

W, (f + rî 5 x, y) == W, (T; x + Y), y -+-•/]) + ̂  ("Q ; ,̂ y)
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et

( îO) ^(T+YÎ; X, 7).-=T^(T; ^+Y], J 4- •/))•+- ̂ (Yî; -3;, y)

+^ ryp(T];^W(^Ç+^J+^)<
p^rci=n x

les indices p et y variant de i à ri — i .
La première de ces formules est évidente, la seconde (10) s'établit

comme suit : la relation entre W^ et W^^ permet d'écrire le premier
membre

f ^-n' Ç dÇW^W, ^Ç)/(v/+Ç, n^y)
•-'0 J j e

OU

^(•^;^,J)-+" f d-f}1 C ^W^(rîr^rl,.x^)f('n+rï/^Ç^fl-+-rîf-^y),
^'Q <-/y

en supposant enfin la formule (10) établie pour la valeur n — i de la
variable, il vient

^T ^y-^'r\
=¥^;.r,j)-+- | ̂ ^ ^^^^^^^"^^/(Yi'+Ç, .7+^-4-^)

«-'0 ^.r-f-r;

+f û?yi'rrfÇiF»_i(7i;-r,Ç)/(-/i'+Yi-t-Ç,y)+-fl'4-r)
"o ^.r

+v r'^'^(yi;a;,ç') r^yi' r^çx
p+^in-»-7- •/0 Jï'

X T^Y)'; Ç'+YI, Ç+-r))/(-/)'+-n + Ç, y+-<l'+7i),

et, en tenant compte encore de la relation entre Wn et ^Pn.—,,
f.y

==»F^(Yl;.2;,y)+yn(T;a;+yi,y+-/i)4- / ^F,,^(-n;sc, 0 ̂ (r ; Ç + n, y -+- Y))rfÇ
^.r

+^ r^çyptYlî^ÇW/^TîÇ+ïl, y +•/)),
j3+<7=n—î tr

on retrouve bien le second membre de (îo).

9. En résumé, dans le domaine
(d) o^^^yïa^ o^-n^y—x,
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toutes les solutions de l'équation fonctionnelle (4) sont données par
la formule

(ii) ^('^^J)==S f ^n f ^-i...r ^iGr,,G-n,...G^(^,r-^),
^—"n JQ ^o ^o

aîw
^•/l(^ j)==/(;r~t--y], J4-T]),

/'(^5 y) eïff/?^ une fonction arbitraire définie pour

o^sc^y^a.

III. ~- Représentation, par une des transformations précédentes,
d'un corps déterminé de fonctions permutables.

10. Nous avons déterminé ainsi toutes les transformations û qui
conservent la composition.

Chacune des fonctions $ précédentes est fonction génératrice d'un
corp» de fonctions permutables. Les fonctions du corps sont données
par la formule (a) et, en mettant à part les singularités qui peuvent
provenir de À (y — x), sont définies dans le domaine

o^ x^y^, a,

puisque (rf) est le domaine d'existence de ̂

U. Nous obtenons ainsi tous les corps de fonctions permutables.
Il suffit, pour Ê'en assurer, de prouver que, F (œ, y) étant une fonction
quelconque, telle que(„, ,̂,)=., (^) =(f) =.,

\ €X ] y ̂ y \<7j/y==.r

et définie pour
o^.y^y^a,

on peut choisir l'arbitraire /ÇT, y ) dont dépend <&, de façon que
/.y-x

F(^7 )= x •+" J <Ï>(T; x , j ' ) d T ^ Q [ ï )
^Q
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^r-.r
F(^,j)==ï+ < y(T;^,y-T)^T.

^0

12. Pour résoudre cette équation, mettons en évidence la façon dont
le deuxième membre dépend de/".

En posant
^y—x

K(^,J)=| ^(T; x , y — r ) d r ,
JQ

il vient, d'après l'équation (7),

^y-y ^
^-(^^y)^ ^ /(^+-/îl,y-^^<•/3l—T)^l

^0 ^0

-y—r ^ /.r-ï
^ / J-rl ^,1 ^(rh;^0/(Th+î,y-+-yh~T)^,

^o ^o ^.r

d'où, après quelques changements de variable,
*•

/^ ^y ^y ^y ^^-;r
K ( ^ j ) = / ^ / d^fC^'^)-^ d'^ d^ ^x

.̂r 1 -/^ ^r ^ ^o

XT(Y3;^^-Y5)/(^,^),

c'est-à-dire, symboliquement,

K(^j)=yi+K/î .
On en tire

K(^y)=î/î+î/i/r+î/î/i7^ "
13. L'équation qui doit déterminer/est donc

F( •*••*••*( * * * * * *
x, y) == i 4- l/ï 4- J/ï/l -+-....

Grâce aux conditions (12) on obtient une équation équivalente en la
dérivant par rapport à x et à y. En posant —^ = H, cette équation
siéent

' ' -H==/+/^-+-/^+ .. . :
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OU

d'où

d'où

ah (0

•H=/——~
I0—!/

• % • / • « x.-ft\ •x
. H ( r o - r / ) = = / ,

/==- ^ ^^H^-H-H^H-H^Hm- . . . .
ï °—Hï

14. Le problème de là recherche des fonctions permutables avec F
est ainsi résolu. La seule restriction étant l'existence de ——.àxày

Nous nous sommes placés, jusqu'à présent, dans le domaine

o^.y5y5 a,

II n'y a naturellement aucune difficulté à le remplacer par

a^œ^y^b,

ou plus généralement par tout domaine tel que la composition de
deux fonctions définies dans ce domaine fournisse une nouvelle fonc-
tion définie dans ce même domaine.

IV. — Applications à quelques développements en série.

15. M. Volterra a remarqué que la série

(i3) ^oF(^ y ) -+• ̂ {x, y ) -+.. .. + ̂ F^1 {x, y ) 4- ...

représente, si elle converge, une fonction permutable avec F.
J'ai montré, dans ma Thèse (^ ) , en me limitant au cas où î{x,y)

est analytique, que toutes les fonctions Q{x, y ) , permutables avec
F (x, y) et .analytiques dans un voisinage dej=^v y admettent un
développement de forme (ï3) convergent; la condition nécessaire et

( i) Chapitre IV.
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suffisante de convergence de (i3) étant que la série

(I4) 2/^ïS
représente un élément de fonction analytique. Les autres fonctions
G ( x , y ) admettent des développements en série de polynômes sym-
boliques de F.

Je puis, maintenant, grâce à l'étude précédente, compléter ces
résultats, les étendant aux fonctions non analytiques et précisant la
relation qui existe entre (i3) et (i4)-

16. Remarquons d'abord que la relation

â(X)^(pL)^^(H),

vérifiée par les transformations définies au paragraphe 11, entraîne, si
n est entier,

.[àa)]'1--^.
En particulier, si l'on a choisi û comme il vient d'être dit (^ III),

on a
F(^j)=û(ï),

doù

(i5) F^jQ^Û G")

avec
• 1 ^(r-^)""1 • 1 ' 1 ' 1 1 '1 1 1 1 ; 1 ' ^ !

T ( n )

La relation (i5) entraîne immédiatement

F-(.,y)=<Z-ï): ^Q^-yY}
ri i n -{- 2 1

M étant une constante et Ô compris entre o et i. Il en résulte que les
deux séries

m S^4'1
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et

( Î 4 ) ' . • , î^^1-^'-^^ : • ' - '. '
ont même domaine de convergence.

17. E tan t donnée une fonction G(>,y), permutable avec F ( x , r ) y
il est aisé de reconnaître si elle admet un développement (i3). Il existe
une fonc t ion A(y — x) telle que

(x(,r,j)=^(À).

Si X est analytique et admet; un développement convergent (i4), on en
dédui ra , en lui appl iquant l 'opération Û, le développement (i3) pour
G(a^y) ; et inversement.

Sinon, la fonc t ion 7. admet, sous restr ict ion de cont inui té , un cléve"
lopperoeni en série de polynômes, uni formément convergent

^—^-t; (ay^ay}^+..^a^(y^f>'\Mum n \ ï pn i /
0

on en dédu i t , par l 'opéra t ion û, pour G(^, r), le développement

; . ! • ' ! G==-V (Lay)F4-a (^F3-4- . . . -ha^ )F/ )»4- l) , ,
•Mwa n

o

uni formément convergent. Les deux séries précédentes sont, d^ailleurs,
' s i rnn i t anén ' i en t un i formément convergentes.1

Ce sont les résultats annoncés au début de ce paragraphe. •

1.8.. Je veux signaler, pour , terminer, une/autre application des
considérations précédentes. , . , • , ' , ' !

M. Volterra a défini, par la résolu t ion de l'équation

: 1 ! ! : 1 1 , , _ . ' ^=-A 1 , ! / ! ! ^ ! , 1 -
1 ! ! ! *J., \ ' ^ 1 1 ^ , ' ! * E . 1 1 1 1 •1 1 «'. •

la fonction f'1 et en a dédui t la dé f in i t ion , de f1^ I^exposant17- étant;
Ànn. Éc. Norm., (3) , XXX.VL "- FKVRIER 1919. . , , •7 •
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* L
rationnel. 11 indique, dans le Mémoire déjà cité, que, si /'/ tend vers
une limite lorsque p tend vers l ' irrationnelle s, on pourra prendre

*

cette l imite pour définition de/5.
^existence de cette l imite était difficile à démontrer, car la défini"

y

tion précédente de f7' ne mettai t pas en évidence la façon dont cette
fonction dépend de p- M. Volterra y parvient en développant d'abord
la théorie, très élégante, des logarithmes de composition.

*
Grâce aux considérations précédentes,' la défini t ion de../5 est immé-

diate.^^i pronve sans-peine que

. ^ f^.\
f^-.û[^/^

et l'on en déduit que , : ,
( î6) 1 • : ;. , . ^ >=^G3). 1 1 , ! ', - ^ •

On, peut enfin développer, à partir de la formule CLÔ), la théorie des
logarithmes décomposi t ion.

Si l'exposants est négatif, on peut encore écrire1 la formule (î6),
en é tendant convenablement la signification du signe intégrale qui y

.figure, pour que cette .intégra lé conserve un sens^^.CoinmeJ'ai. ^éjà
montré (2) l ' intérêt <ie.semblables extemions.du ^ens d e 1 l ' intégrale,
dans la théorie de la composit ion, , et com,me faurai sans' doute à
revenir sur ce sujet, je me1 borne1 à indiquer le fai t . 1 ^ ^ . ; . •

( 1 ) Si z n'est pas entier, il suffit de prendre la partie finie de F intégrale»
( 2 ) Rend. R. Ace, dei Lincei^ 7 et 211' janvier 1917.


