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SommaIre. — L. Equations aux dérivées partielles, pour les états ébouleux par délente
horizontale voisins de la solution Rankine-Levy, dans le cas d'un terre-plein a surface
libre sans pente moyenne. — II. Mise -en compte, en premiére approximation, des con-
ditions relalives 4 une surface libre horizontale et & une paroi plane. — III. Calcul de
deuxiéme approximation de la poussée-limite exercée sur un mur vertical par un terre-
plein a surface libre horizontale. — 1V. Profil de rupture d’un terre-plein horizontal, &
couches plus rugueuses dans le voisinage de son mur vertical de souténement qui
commence & se renverser. — V. Coup d’eil sur le méme cas d’un terre-plein horizontal,
_soutenu encore par un mur vertical qui commence & se renverser, mais, en oulre, par
une paroi limitant le massif a I'arriere, parallelement au mur. — VI. Intégralion gra-
phique, dans le cas d'un terre-plein & surface libre ondulée, indéfini & I'arriére et
maintenu 4 'avant par un mur courbe. — VII. Rappel sommaire de résultats antérieurs,
concernant goit I'élat ébouleux de masses pulvérulentes, soit leur état élastique : uni-
formité de I'écoulement dans les sabliers; extinction du son par un milieu incon-
sistant; etc. — VIIL Apercus et hypotheses sur la Mécanique des semi-fluides en
général. — IX. Application aux corps plastiques : lois approchées de Tresca sur le poin-
connage et I'écoulement des solides.
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2 J. BOUSSINESQ.

1. — Equations aux dérivées partielles, pour les états ébouleux par détente
horizontale voisins de la solution Rankine-Levy, dans le cas d'un terre-
plein & surface libre sans pente moyenne.

1. Le Mémoire que je me propose ici de compléter avait pour but
d’établir les lois et les formules qui se sont montrées les plus utiles
pour la pratique, dans la théorie presque nouvelle encore de I'élat
ébouleux des masses pulvérulentes, telles que du sable. J'y ai surtout
insisté sur le cas d’'un massif & surface libre plane, déformé pareille-
ment dans tous les plans verticaux paralléles qui le coupent suivant
ses lignes de pente et contenu en avant par un mur ou une paroi de
forme également plane, perpendiculaire a ces plans verticaux ou
coupant la surface libre suivant une horizontale. Il suffisait de consi-
dérer, & partir de cette intersection ol se prenait l'origine de deux
axes coordonnés rectangulaires des @ et des y contenus dans un des
plans verticaux, la coupe du massif par ce plan ou, plutot, la couche
sablonneuse de largeur constante 1 qu’il bissecte.

Puis, en faisant abstraction des perturbations dues au voisinage du
fond solide sur lequel repose le massif homogene et pesant proposé,
celui-ci pouvait étre supposé indéfini en profondeur soit vers le bas,
soit en arriére. Et, lors de I'état ébouleux provoqué par un commen-
cement de renversecment du mur, chaque tranche mince fictivement
découpée dans le massif, suivant I'intersection du mur et de la surface
libre, par deux plans infiniment voisins ainsi émanés de I'origine,
offrait des dispositions mécaniques analogues sur toute la longueur du
rayon vecteur r qu’on y menait dans le plan des «y, et que son angle
polaire 0, fait avec les « positifs, y définissait. Car, en tous les
points (, y), ou (r, ), de ce rayon vecteur, la plus petite pression
principale (proprement dite) était simplement proportionnelle a lu dis-
~ tance r a l'origine et orientée de méme, ou affectait la direction définie
par un azimut (angle polaire)y constant d’un bout & Iautre, ¢’est-
a-dire fonction uniquement de 0. 11 y avait donc lieu de préférer aux
deux variables indépendantes z et y les coordonnées polaires r, . Et
c’est ce que.j’ai fait dans toute la suite du Mémoire.

2. Mais soit quand surface libre ou paroi, cessant d’étre planes,
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deviennent des cylindres & génératrices toujours normales au plan
des xy, soit quand, avec paroi et surface libre restées planes, on
introduit une nouvelle surface (encore normale au plan des zy),
comme, par exemple, une seconde paroi a quelque distance en arricre
de la premiére, la parité ou, plutot, la similitude des conditions de
I'équilibre aux divers points d'un rayon rdlsparalt et les coordonnées
polaires perdent leur supériorité. C’est pourquoi je reviendrai ici aux
coordonnées rectilignes x et y, dans I'étude plus complete, que je me
propose-d’y faire, des modes d’équilibre-limite voisins de la solution
Rankine-Levy.

Toutefois, pour conserver aux formules le maximum de simplicité
“possible, je me bornerai au cas d’un massif s’écartant peu (ou médio-
crement) d’un terre-plein horizontal; de sorte que I'axe des « normal
a la direction générale de la surface libre soit vertical et devienne un
axe de symétrie dans la solution Rankine-Levy. Autrement dit, le profil
de la surface libre pourra bien étre une courbe ondulée (irréguliére-
ment méme), mais il aura sa pente moyenne nulle. L'axe des x ainsi
vertical sera d’ailleurs dirigé vers le bas & partir de Pintersection
horizontale du mur et de la surface libre, tandis que 'axe des y, encore
normal & la méme intersection, sera horizontal et, partout, plus ou
moins voisin de la surface libre.

Dans la solution Rankine-Levy correspondante, ou applicable au
terre-plein horizontal, la pression principale proprement dite la plus
forte, verticale par raison de symétrie, ou sollicitant en chaque point
I’élément plan horizontal, équilibrera le poids [Tz de la colonne sablon-
neuse superposée, et aura ainsi la valeur Iz, tandis que la pression
principale la plus faible, d’état ébouleux par delente, sollicitant I'élé-
ment plan vertical, sera, comme on sait, le produit de Iz par le

facteur
[— 8in [T o
—_— cp_—:tang’ — =]
14-sing b o

~Pour abréger, nous appellerons « la racine carrée positive de ce facteur,
c’est-4-dire que nous poserons

- m_ 9\ __  /1—sing
() a*lang<4 2>—\/I+sinqa
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Les trois composantes principales de pression relatives aux axes, Ny, T,
N,, seront donc respectivement, dans la solution Rankine-Levy,

— Oz, zéro, —allx.

Ajoutons-leur les petites parties
Nn, MW In,,
fonctions inconnues de « et de y, qu'il faut y joindre pour obtenir les

solutionsvoisines cherchées; et nous aurons d’abord a porter ces valeurs
totales

(2) Ne=I(—2z+n;), T=M0 Ny=I(—a*z+n,),
dans les équations indéfinies ordinaires de I'équilibre,

dN, dT _ dT  dN,

=0

Il vient simplement

dn,  di dt . dn,
() TEy s

R T

Quelle que soit lIa fonction continue ¢ de 2 et de y, elle admet
toujours une certaine intégrale @ en 2« et en y, ou fonction primi-

tivefdyft dz; et I'on peut écrire

(5) _ t= it

dz dy'

Dés lors, les équations (4) prennent les formes

Iy R AT d o)L
dz\"* T g7 )= a;(”y+azc“z‘)-°

o dw dw
e — —= — ——> respective-
t montrent que n,, n, ont les valeurs G’ g respective

ment augmentées de deux certaines fonctions /“(y), /| («) ne dépen-
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dant, la premiére, que de y et, la seconde, que de x. Ajoutons impli-
citement & — w deux fonctions primitives f(y), f,(x) dont f"(y),
f1(zx) soient les dérivées deuxiémes, ou, en d’autres termes, désignons
désormais par — o la somme qui s’appelait — o+ f(y) + f,(x); ce
qui ne changera rien & la dérivée seconde obligue en x et y de la
fonction @ et laissera, par suite, subsister 'équation (5). Il viendra
en tout, comme intégrales obligées de (4), les trois relations

2

9

(6) nx:__‘ d*w _ d'm

w
o Tmay T

Les petites inconnues n,, ¢, n, du probleme s’exprimeront donc au
moyen d’une fonction auxiliaire unique @ ou, plutot, de ses trois
dérivées partielles secondes; ét les formules (2) de N,, T, N, seront

d*w o dw d?w
(7) N”‘“—H<w+ﬂ>’ (=N N,,_-n<ax+dz>

3. Il reste, pourrégir lafonction & clle-meme, la troisieme équation
indéfinie de I’équilibre-limite, celle qui caractérise I’état ébouleux ou
exprime, pour chaque point du corps, I'égalité, a I'angle de frottement
intérieur donné o, de I'angle le plus g frr'md ¢' qu'une pression y fasse
avec la normale 4 I'élément plan qu ‘olle sollicite. Or, si 'on prend
sing’ comme mesure de cette obliguite maxima des pressions au
point (@, ), on sait que son carré est donné par la formule

(Nx_‘NT')2+ 4'112 4(N.1:Ny""T2)

(8) sin?g’' = (Nz—l.—Ny)ﬁ =1 Not N

Substituons donc, dans cette formule, & ¢’ 'angle connu @, ou bien
' r T A
a sino’ la fraction - o 2%, et, de plus, A N,, T, N, les explessmns (7);

puis effectuons les calculs et réduisons. Il viendra pour I'équation
cherchée en o, aux dérivées partielles du second ordre,

d'w , B d*w , A R d?w \?
9 (@ =) [o— e (G- )| =orer(Zg)
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Comme nous supposons petites les dérivées secondes de @, le
deuxiéme membre, non linéaire, est du second ordre de petitesse; et
équation, 1’esoluo par rapport a la premiére parenthese du premier
membre, montre que celle -cl ebﬁausm du second ordre; que, par sulte,

son produit par la partle P — %" o = de la quantité entre crochets est

du troisieme ordre et sera négligeable méme a une deuxiéme approxi-
mation. En divisant par la quantité entre crochets, il vient done :

1° A une premiére approximation, I’équation simple de d’Alembert,

d*s 2 , Ao
(10) dz: dyz 5

2° A une deuxiéme approximation, I'équation, des moins (-omplexns
(ce semble) parmi celles qui ne sont pas linéaires,

( L dPw ,w _ 14-a? 1 d*w \* 1 < d?w \*?
D Az~ A T T—& z\dzdy) ~ zsine\dwdy)’
II. — Mise en compte, en premiéfe approximation, des conditions

relatives a2 une surface libre horizontale et & une paroi plane.

4. Laissons pour le moinent de coté le terre-plein & surface libre
courbe, ou prenons, comme équation du profil supérieur, = o; el
voyons ce que donne alors la relation (10) de premiére approximation,
applicable dans tout I'angle des coordonnées , y positives, du moins
quand le mur est vertical.

L'intégrale classique de I'é¢quation (10) de d’Alembert est, avec deux
fOl’lCthl’\S arbitraires d'une seule variable chacune, f, f,, dont la dé-
rivée seconde seule, figurant dans les pressions, aura de I'importance,

(12) w=f(y —az)+ fi(y + ak).
Il en vésultera, d’apres (7),

No=—M " [2+["(y—az)+fi(y + az)],
(13) T = la[ —f'(y—az)+fi(y+az)],
Ny=—Ia*[@ + f'(y —az)+fi(y + az)].
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Et si 'on porte ces valeurs dans le second membre de (8), pour voir
jusqu’a quel pomtelles rendent différente de sin o, en (2, y), I'obliquité
maxima sing’ des pressions, puis que l'on lele le résultat par la

2

—a?\?
Va.leul1 <'—"‘——;> de bln (P, en Observant que
I+ a°

immeédiatement

sin?¢’ I [ Sy —az) — fi(y + az) }

(1) sin?clp =+ tang?e | & + f"(y — ax) + f1(y + ax)

est tango, il vient

Cette formule montre que I'écart entre ¢ et ¢ est bien du second
ordre de petltusse, c’est-a-dire de [ordre des carrés et produr[a

de f"(y — ax), [ (y + az).

5. Dctermmons maintenant les fonctions f” et f parles conditions
relatives soit & la surface libre 2 = o, soit & la paroi, dont le profil sera
une ligne descendante émanée de I'origine et plus ou moins voisine
de la vertmale.

L’annulation pour x=o, dans (13), de N, et de T, donnera
S (y)=o0, f,(y)=o0 pour toutes les valeurs positives de y et aussi,
par suite, /"(y —ax)=o, f(y +ax)=o0 en tous les points du
massif ot passent respectivement les deux familles de droites
y — ax = const., y + ax =const. issues de la surface libre z = o.
Les secondes, y ~+ ax = const., de ces droites, toutes descendantes,

13

qui font d’arriére en avant 'angle —E — <—P avec les @ positifs, balaient
¢videmment tout le massif; de sorte que la fonction f7 disparait par-
tout des formules. Quant aux premiéres, y — ax = const., qui, en
descendant, font encore 'angle % — % avec les « positifs, mais d’avant
en arricre, elles balaient toute la région des @ et y positifs, & excep-
tion du coin, ayant sa pointe en haut et la grandeur d’angle %T — —2,

compris enire la premiére verticale y = o et la droite y — ax = o émanée
de lorigine.
Si donc le mur n’est pas conliné dans ce coin, 8il a un fruit intérieur
4 ) 4 N i Ir . _(.ri f 3 "
excédant a, c’est-a-dire tang </‘ 2>, la fonction f"(y — ax) elle-

o
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méme sera nulle dans tout le massif. Et il n’existera pas de solution
voisine de celle de Rankine-Levy, qui, par suite, contienne quelque
¢lément arbitraire ou disponible, pour permettre de vérifier la condi-
tion relative & un tel mur.

6. Ainsi se trouve démontré, tout autrement que par 'emploi des
coordonnées polaires, le fait que la solution Rankine-Levy est isolce
pour les murs rugueux a fruit intérieur excédant une limite déter-
minée (ici a). D’ott il suit qu’on ne peut pas alors exprimer le glisse-
ment du massif contre le mur.

D’ailleurs, les deux familles de droites y == ax = const. faisant

'angle E = Cgav*éc le profil (ici vertical) des plans soumis & la plus

faible pression principale proprement dite, ¢’est sur les ¢léments plans
ayant pour profils ces droites mémes que se produisent les pressions

les plus obliques, celles qui font avec eux 'angle minimum 7~; —~ 15, 0U

avec leur normale prolongée I'angle maximum o.

En particulier, la seconde famille, y — ax = const., donne la diree-
tion des plans sur lesquels la pression exercée, en arriére d’eux, par
le gros du massif, est dirigée vers le bas ou indique le glissement cor-
respondant au renversement du mur en avant et a la chute de la masse
sablonneuse. Si alors on mene celui de ces plans qui monte a partir
du bas du mur, il sera le plan naturel de rupture le plus voisin possible
du mur, tandis que 'autre plan de rupture issu aussi, inférieurement,
de la méme aréte de base du mur, appartiendra & la seconde famille,
¥+ ax = const., sur laquelle la matiére du gros du massif situé
larriére agit, au contraire, de bas en haut; en sorte que ce sera la
matiére méme du coin compris (avec sa pointe au fond) entre les deux
plans de rupture, qui pressera de haut en has ce gros du massif situé
a son arriére.

Quant au sable compris entre le mur et le premier plan de rupture,
il est empéché de rouler versle bas du mur par le frottement surabon-
dant de celui-ci et fait corps avec lui, du moins durant les premiers
instants de la chute.

7. Passons au cas d’un mur a fruit intérieur moindre que a, et sup-
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posons-le, par exemple, vertical, afin de nous borner au cas le plus
prathue Alors les droites descendantes y — ax == const. de la pre-
miere famille, issues du mur y = o en avant de l'origine, ou entrant
dans le massif non plus par I'axe des y et la surface libre, mais par
I’'axe des @ et la paroi, fournissent tout autant de valeurs de f(y —ax),
(hspombleb pour exprimer, en y faisant-y == o, la condition relative &
cette paroi rugueuse. Elle consiste en ce que le rapport de la compo-
sante T, dirigée vers le bas, de la poussée € du massif sur le mur, 4 sa
composante normale (— N,), devra égaler la tangente de 'angle ¢ du
frottement ewtérieur. Les formules (13), d'ou /|(y + az) a déja
disparu, et ou 'on fera ainsi y = o, donneront

. —af"(—ax)
(15) NgP = A S (—az)]

(— ax)tango
"y —_ pil Ahiokuiet = Sy
S )= 1+ atango

II en résulte que la fonction f”(y — ax), nulle pour les valeurs
positives de sa variable y — ax, aura, pour les valeurs négatives de
cette variable, I'expression

: (y — az)angg
: u e _ e oT
(16) : f(‘}’ az) = v+ atange

laquelle, & la limite y — ax = o, s’annule elle-méme et se trouve, par
conséquent, continue de part et d’autre de la droite y — ax = o,
ou change sa loi de variation.

Et la composante normale P = — N, par unité d’«urc de la poussée
d’équilibre-limite exercée sur le mur sera, & la profondeur w, en
faisant y'= o dans la troisitme forwule (13),

(17) ]’:]Ir.ﬂx(r-—wﬁz—-)_—:llx @

I-+~atlangao [+'alangy

)
~ Continuons & appeler £ le rapport constant y— et, en nous rappe-

Ann. Ee, Norm., (3), XXXV, — Janvier 1418, 2
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l-— Qll](p
a =
I +San

lant que

d’out -
) sino I+ 28ino
o ==1 - = - 5
1+ alangg =1+ 1+ sino 1+ sino
il viendra '
. 1 —sing
(18) : k= —— 22,
1+ 2sine

comme nous l'avions trouvé tout autrement dans le Mémoire que com-
pléte celui-ci [ premiére formule (80)].

8. Toutefois, nous n’obtenons ainsi qu’'une premiére approxima-
tion, approchée par défaut. En effet, nos formules attribuent bien au
massif son vrai angle o tant de frottement extérieur contre le mur
rugueux, que de frottement intéricur dans toutes les parties du massif

. T . .
autres que le coin d’angle - — %P contigu au mur, avec sa pointe en
4 2

haut. Mais, dans ce coin méme, ou la plus grande obliquité accordée
par nos équations & ses pressions intérieures est la valeur variable
de sing’ définie par la formule (14), cette formule montre que le
sable dont elle exprimerait '¢quilibre-limite serait hétérogine quant
a ses frottements intérieurs el aurait justement, en chaque endroit,
comme angle de ces frottements, 'angle méme ¢’ qui s’y trouve réalisc.

Or, on voit que ¢’y excede partout @, mais de moins en moins, le
long de chaque droite y — az = const., & mesure qu'on s’y enfonce
dans le massif. Carla formule (13) de N,, changée de signe, représente
une pression proprement dite, ¢’est-a-dire essentiellement positive, ce
qui exige que la somme sans cesse grandissante x + /7 (y — ax),
ot /" (y — ax) ne varie pas en chemin, soit déja positive au départ
(pour y =o). Le dénominateur =+ /"(y — ax), au .dernier ferme
de (14), fait donc décroitre, de haut en bas, ce terme vers la limite
zéro, el ¢’ y tend vers g. Ainsi Pangle o' recmt ses plus fortes valeurs
ala parm y =0, 0l la formule (1/;) devient, vu (16),

sin%o’ L 1
— =l at=

—_— —_—
sin 9 cos? T 9
4 2
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et donne, par conséquent,
sino

(19) sing' = — "
Cos | - — —
(4 2>

L’équilibre-limite exprimé par nos équations est donc celui d’un
massif idéal, hétérogéne quant & son angle de frottement intéricur
dans le coin sablonneux contigu au mur, ot il met en jeu des frotte-
ments plus forts que ceux de notre massif homogéne et propres a
réduire ou abaisser la poussée-limite exercée sur le mur. Celle-ci, telle
que I’évaluent nos formules (17) ou (18), se trouve donc inévitable-
ment trop faible, dans un rapport d’autant plus sensible (du moins &
en juger par lécart relatif de sing’ a sing), que le cosinus de

™ 0] . 9 e
I'angle 7 — = du coin est plus au-dessous de I'unité.
< 4 2

Ainsi, ce serait tout au plus pour des angles ¢ donnés, de frottement
intérieur, dépassant de beaucoup les angles usuels, et tels, parexemple,
que ¢ == 74° <qui réduit 77: — % A 8° et son cosinus (),g){)); que Pon
pourrait se contenter de cette premitre approximation. I8t cela méme
est douteux; car, dans le voisinage de g = go°, les sinus varient beau-
coup moins vite que les angles, et ce n'est plus par Pécart relatif de
sing” & sing qu’il convient, dlors d"apprécier celui de ¢"a ¢ (*).

IIT. — Calcul de deuxiéme approximation de la poussée-limite exercée
sur un mur vertical par un terre-plein a surface libre horizontale.

9. Il'y a donc lieu de passer & une deuxiéme approximation, en
recourant a I'équation aux dérivées particlles correspondante (rr).
On observera que le dernier membre de celle-ci, étant du second
ordre de pnuu,bse, ne se trouvera pas altéré dans une proportion qui
soit sensible & ‘ce degré d’approximation, si 'on y substitue & la

2

a
dérivée
dx dy

sa premiére valeur approchée, actuellement connue.

(1) On verra effectivement plus loin (n° 44) que ce n'est pas au voisinage de la valeur
@ = go° que notre premiére approximation est le plus précise.
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Cette valeur est, d’aprés (12), en observant que f'(y-+ax) s’est
annulé partout et que f"(y — ax) al'expression (16) dans la seule
végion ol il ne s'annule pas (savoir, le com y—ax <o contigu
au mur),

atlango

d*w i
— T — —_— I e e — ax).
(20) Trdy = af'(y—az) I+amgcp(y )
Sil'on pose, pour abréger,
1+a? [ atango \? sing
(21) c= : = T
1—a? \1+ atango (14 2sinog)?

et que 'on appelle F(z, y) la fonction

(y — ax)? :
MR »
&

(22) Flz, y)=c¢
le dernier membre de I’équation (11) prendra la forme F(z, y), expli-
cite en @ et y; et I'équation (11), devenue non seulement linéaire, mais
presque aussi facile a intégrer que celle de d’Alembert, sera

(23) et =F ()

10. Nous n’aurons a la considérer que dans le coin, indéfini vers le
bas, ot est négative la variable y — ax; car on a vu que, hors de cet
espace angulaire compris entre I'axe des « (paroi) et la droite
y— ax=o, les conditions relatives a la surface libre annulent en
toute rigueur les trois dérivées secondes dew en « et y, y réduisant o
4 une fonction linéaire de « et y qu’il n’y a méme aucun inconvénient
4 annuler elle-méme pour plus de simplicité. En effet, les dérivées
secondes seules entrent dans les formules (7) des pressions,

Il 0’y aura donc plus de surface libre 4 considérer ici; mais, le long
du coté y — ax = o, les pressions seront les mémes de part et d’autre;
ce qui obligera les dérivées secondes de w a s’y annuler et aussi, par
suite, si on le désire, les dérivées premiéres, puisqu’il est fait abstrac-
tion de la partie linéaire de w. Les conditions définies qu’il faudra
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adjoindre & (23) seront donc, outre celle qui concerne la paroi,
<m‘ do do d*'w d'w d%—;)
’

(24) (poury —ax=o0) dx’dy’dxz’dxdy’ 3y =o0

1. Pour intégrer, il sera commode de substituer aux deux variables
indépendantes z et y les parametres, que j'appellerai « et ¢, des deux
familles de droites y == ax = const., en posant

u=y+ax, p=y —axr;
)y s
(25) d’ou

u—y

u—+ ¢
5 = .
20 * 2

Les formules pour transformer les dérivées partielles seront done
d—a d -d d___d+(,l
dz — " \du dv dy — du = dv
et

d .1 ri_}__d_) _(i__x —1 d d
de " F\zdz " dy)  d&2\Ta dr " dy)

Ces deux dernieres montrent que les dérivées premiéres et secondes
de @ en u et ¢ s’annulent sur tout le coté v = o du coin comme le
font, en vertu de (24), ses dérivées en « et y. Quant aux deux précé-
dentes, elles donnent & I’équation (23), divisée par — 4a*, la forme

1 (F_ﬁy___g_d"’w +a’2w> l_r d’m+2 d*w dzw)_ I ¥

4\ du? du dy de? 4\ du? du dy -+ W/ A (2, ),
c’est-a-dire

. A 1 Uu—v u-+9o

6 _ = — —F .
(26) dudy [;cﬂ’l < 2a | o >

Multiplions par de et intégrons le long des droites u= const. (qui
balaient tout 'espace angulaire considéré), a partir ducoté méme ¢=o
ou s'annulent @ et ses premiéres dérivées, jusqu’a un point intérieur
quelconque. Il viendra

e dw ‘X ° U—y uU-+¢
6 bis — R .
(2 %s) ) ’ du [;a"‘fv F< 2a | 2 >d§
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Celle-ci, multipliée par du, pourra étre intégrée a son tour, le long
d'une droite quelconque ¢ = const., jusqu’a un point (u, ¢) quelconque
du- coin, en partant, pour fixer les idées, de la droite u=o
(ouy + ax = o) extérieure au massif, mais en ajoutant une fonction
arbitraire, [(v), de la variable qui ne change pas durdnt cette intégra-
tion. On n’emploiera d’ailleurs la formule obtenue que dans le coin
méme ol u, ¢, U — ¢ (c’est:h-dire 2ax ) sont continus et ne donneront
lieu qu'a des intégrales finies. Nous aurons donc, avec la fonction
arbitraire {(¢), & déterminer tout le long du ¢oté y = o par la condi-
tion relative a la paroi,

‘ u N ;
. o 1 ' :/u—v w9 ,
(27) m:l(¢)+-———4a2/0 du‘[ I(\ 7 T )d;.

On pourra, une fois effectuée I'intégration double, y réintroduire,
grace aux formules (25), les variables et y.

12. Substituons done dans (27) & F(z, y) I'expression (22), ¢’est-

. . el .4 . .
a-dire Z“C,T‘T,' La premiére Integration, en ¢, donne

)
o2 ” u

aac| up+ — — u*log )
2 . u-—7y

comme le vérifie une différentiation immédiate par rapport & ¢; el,
grace & l'intégration en u, vérifiable de méme, I'équation (27) prend
la forme, explicite en u et ¢,

c uv? u —
28 w=({(¢)+ —( vy + — — u?log + v*log .
(28) I )+6a< 2 O Y p Cu—y

Portons enfin dans celle-ci les valeurs (25) de , ¢, et nous aurons

Sytaz + (y—ax)tlog aa*—«‘y — (y+az)log yraw

2ax aar

‘(29) B=((y—ar)+ 6% [(Iz___vamz)

Il en résulte, par de doubles différentiations assez laboricuses, mais
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ne présentant aucune difficulté :

d*w o [y ' y—+ax ar—y . Y+ ax]

— = & (y—ax)+ca|——*—" 4 (y—ax)log Y oy ar)oas

dax? ' ('y )+ | (. 2 +(‘:) a‘I‘)’Oa 20T () +al}log 204r | ’
d*w , i y—ar ar—y y+ax’

=—af' (y—azx)— ¢ — +(y —az)log : z)log—

z dy "l ) L 2 ( )log 20z +{y+az)log 20z |
&y, c[3 ax—y y+ax

— = —ax)—+ - | - (y—az r—ax)log — —(y g .
P [ y=—az)+ 2|5 0 )+ (y—az)log —— —(y +az)log—ro- ]

Ces formules, & part leur terme en {"(y — ax), contiennent bien,
+ ax .
partout, ou le facteur y —az, ou le facteur log? » comme il le

202
fallait pour leur annulation sur le ¢oté y = ax du coin; car les deux
termes de la premiére qui semblent faire exception,

y‘2

“+ ax
c— . et —ca!————a
e

2
(}'——a;n)(Qyﬁ—ax).
2
On portera donc ces trois dérivées secondes de = dans les for-
mules (7) de N, T, N;, pour avoir les trois composantes cherchées de
pression.

reviennent ensemble & ¢

13. Bornons-nous & évaluer celles-ci contre la paroi y =o. Les
dérivées (30), en désignant par e la base des logarithmes naturels qui
figurent dans les formules, s’y réduisent beaucoup et donnent

- Np=1I {f”ﬂ(— ary+ x <1 E clog\/—i\)] )
- e.s

(31) flf:~l]a[{’”(-——ax)+x§}

—Ny,=Ha [f”(—-ax) +z (1 + clogi)] .
| Ve

. T , ‘

Le rapport (pour y = o) — devant y égaler tangg, on trouve
.- ; LTy .
aisément que cela revient & prendre

(32) l'”('“d-”):-‘L”—%ﬂ [I+£—Z(cotq+mlog—4->]7

a+coto Ve
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o

ou, par suite, a choisir comme fonction arbitraire [,

~

(33) ([)O""J’;“'r<0) ["(y —az)

—_ c R
=X L cotw+~2alogi_ .
a—+colo 20 ' \/e

En comparant celle-ci & (16), on voit que la deuxiéme approximation
y a ajouté les termes en ¢ (').

La fonction [”(y — ax) s’évanouit d’ailleurs tout le long du
coté y — ax = o du coin. Par conséquent, les formules (30) des
dérivées secondes de & y annulent complétement ces dérivées. Et les
pressions s’y réduisent bien,comme hors du coin et comme il le fallait,
a celles de la solution Rankine-Levy.

Les pressions (31) prés de la paroi deviennent finalement :

Ny= ——————— L 1—c(atan co—l—]owe2
7 1+ alango alangs °% )y

_ __ lIz.a*tange N
(34) (pOUI'y——O) T_W<I+CIO§’E>’

...N,:._E@_a:__ <I _}_clogé).
T 1+ atango e

14. Comme (— N, ) désigne la composante normale P de la poussée
par unité d’aire, la deuxiéme approximation a pour effet, comme on
voit, de multiplier cette composante par le facteur binome

(35) 1+clogfe‘:H—'(—H-1og4)c=1+(o,3863)c,

ou de I'accroitre de la fraction (0,3863)c de sa premiére valeur
y

approchée. Notre cogfﬁcient k, c’est-a-dive le rapport . devient

(*) Vu (33) et (30), les expressions générales (7) de Ny, Ny, T sont encore, comme &
la premiére approximation, homogeénes du degré 1 en-x et y; d’ou il suit que, le long d'un
méme rayon vecteur r, elles sont proportionnelles 4 » et ont ainsi leurs rapports mutuels
fonetion seulement de 'angle polaire 8, Il en est done de méme de l’azimut des pressions
principales et de celui des surfaces de rupture, encore homothétiques par rapport a Uori
gine O, . :
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done, vu la formule (21) de ¢,

(36) b 1—-51n_@_[1+<10g4_> sing ]

I+ 2sing e/ (1+ 2sing)?

I—sino sino
= ———L | 14+ (0,3863) ————— |-
I+ 2sing ) (1+2sino)?

Le terme qui suit 'unité dans le facteur entre crochets mesure, en
quelque sorte, I'utilité de la seconde approximation, puisqu’il exprime
le rapport dans lequel cette approximation modifie le résultat cherché;
mais ce serait plutot sa petitesse qui garantirait la rapidité de conver-
gence des approximations successives et leur légitimité. ,

A cet égard, on voit que ce terme tend vers zéro, assurant ainsi la
séeurité de la méthode, pour les petites valeurs de ¢, mais nullement
pour celles qui sont voisines de 9o°, contrairement & ce qu’une vue
superficielle de I'équation (19) aurait pu faire augurer. Et il y a lieu
de remarquer qu’il atteint ses valeurs les moins petites pour des
angles ¢ de frottement voisins des angles usuels. Car, en écrivant ainsi
son facteur variable,

sino | .
3 .‘ - > 3 ,
(37) (r-+2sging)? (\/Sincp_*-?vsm('a>

on voit que la quantité entre parentheéses est la somme de deux
nombres positifs ayant le produit constant 2, somme minimum quand
ces deux nombres sont ¢gaux ou quand chacun est y2; ce qui a lieu
pour o = 30°. Le facteur (37), ainsi maximum pour ¢ = 30°, esk d’ail-
leurs tres peu variable pour toutes ses valeurs usuelles; car il décroit

I, I e s
seulement de 5 & = quand ¢ grandit de 30° & go°,
8 9 T ¢ .
dar exemple, pour o = 45°, il vaut

1 _3\/5—4_3

=25 —a=0,1213,

I
Valv+y2)*  3ya+§ 2 2

L, . I Y _ .
quantité que le maximum 5 ou 0,125 dépasse seulement de 0,0037,

Ann. E¢c. Norm, (3), XXXV, — Janvier 1918, ‘ 3
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Et 'expression (36) de £, devenue

<Z¢; - 2) [1 + (0,3863) (%V’E_ ﬂ :

est acerue d’une fraction de sa valeur

kozgﬁ—2=o,1213

de premiere approximation, exprimée par

(0,3863) (% Vo — p,> = 0,04686,

ou valant en tout
p — 2
(0,3863) (g Ve — 2> = 0,00568 .

Cela porte sa valeur & 0,1270.

Pour ¢=34°, cas du sable expérimenté par M. Gobin, le facteur (37)
est 0,124(), bien peu au-dessous du maximum 0,125, comme on voit.
Son produit par 0,3863 étant 0,04813, le dernier facteur de I'expres-
sion (36) de k est 1,04813; et la seconde approximation renforce la
valeur k, = 0,2081, trouvée antérieurement, de ses 4813 cent-mil-
litmes ; soit, en tout, de 0,01002; ce qui laporte 4 o,2181.

15. Pour juger du degré d’approximation ainsi réalisé, on peut
chercher & quel point font varier ¢/, dans la relation (8), Ies nouvelles
formules des pressions, qui seraient évidemment exactes s’il s’agissait
d'un massif hétérogéne ou I'angle de frottement extérieur serait o,
mais, I'angle ¢’ de frottement intérieur, partout égal & ce que donne
cette équation (8). Il faut surtout considérer la valeur de ¢ a la paroi,
le plus loin possible de la région d’homogénéité (a angle de frotte-
ment ¢) qui comprend le gros du massif, savoir, tout ce qui est hors
du coin ou au dela du plan y = ax. Or, & la paroi, ¢’ résultait, 4 une
premmre approximation, de Ia formule (19) revenant i prendre
¢ = 49°56',4 pour o = 45° et o' = 39°17',8 pour o = 34°, soit des
écarts o' — respectlfs de 4°56',4 et 5°17/,8.
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Le calcul est beaucoup plus long 4 la deuxiéme approximation, ol
les formules (34) donnent des valeurs de (— N,,), (— N,) et T respec-
tivement proportionnelles &

1 1—(0,6137 + atlango)c

@ 1+(03863)e 1 & gy

ou bien, proportionnelles, en appelant K le premier de ces trois
nombres, i

. .1 1—(0,6137 + atango)c o
(37 bis) K~;{‘—‘2 I T (0,3863)¢ ) 1 et tango,

a et c ayant les valeurs (1) et (21). Il est visible que la formule (8)
devient

* co o, [(K—1)\? 2 tango\*
(38) Sln@-_<K+x>+<K+x>

Le calcul donne, pour ¢ = 45°,

a=alango = o0,4142, c=0,1213, K =4,8733, sin?¢' = 0,55087,
¢’:A7°55’,2,‘ o — @ =2°55"2;
et, pour ¢ = 34°,
" a==0,5317, atange = o0,3586, ¢=0,1246, K = 2,9659,
sin?o'=0,36143, o' =36°57,3, o' —o=12°57",3.

On voit que I’écart ¢ — ¢, qui serait nul pour une solution exacte,
décroit respectivement, quand on passe de la premiére approximation
a la deuxiéme, de 4°567,4 & 2°55,2 et de 5°17',8 4 2°57,3, ou, en
d’autres termes, de 296',4 4 175", 2 et de 31,8 & 177/,3. La diminu-
. ) 2 3
tion exceéde les = pour o = 45°, les ;4(—)% pour ¢ =234°; et la deuxiéme
approximation n’a pas été inutile. Mais elle nous laisse encore loin du
but, qui consisterait & annuler I'écart ¢’ — .

16. On pourrait donc tenter une troisieme approximation, ol
I'é6quation (g), divisée par le facteur entre crochets du premier



20 J. BOUSSINESQ.

membre, prendrait la forme
3 d*w zdﬂw__l—f—ai_l_(dﬂw 2-1— I <£E_a2@>:|
(,9) dzt  “ dy? T 1—a* x \dxdy (1—a*)x \ dy? dz*

et o, au deuxiéme membre de celle-ci (39), on substituerait aux
trois dérivées de o leurs précédentes valeurs (30), dans lesquelles
("(y — ax) a expression (33). Cette équation (39) rentrerait donc
encore dans le type (23) et admettrait de méme I'intégrale (27), mais
avec une forme bien plus compliquée pour la fonction explicite F(z, y)
et, par suite, avec des dérivées secondes de la nouvelle fonction o
bien plus pénibles encore & évaluer.

Aussi, comme déja les calculs de deuxiéme approximation deve-
naient parfois rebutants, conclurons-nous ce Chapitre de nos re-
cherches par une simple application de I'antique régle de deuble jausse
position (ou plutot supposition) i notre coefficient £ de poussée, en
faisant Uhypothése naturelle que d’assez petites erreurs sur o' sont pro-
portionnelles aux erreurs correspondantes sur k.

Pour un angle de frottement o de 45°, une premiére approximation
nous a donné

k(ou k) =o0,1213 avec un écart o' — o = 296',4;

et la deuxiéme a accru £ de 0,00568 en faisant décroitre ¢'— o
de 296",4 — 175, 2 =121",2. Une réduction de 296',4, qui aurait
annulé P'écart ¢’ — o, aurait par suite accru, proportionnellement, k de
la quantité ‘ '
296
0,00568 x 1—2—’—4 0,0139.

1,2

D’ol résulte pour £ la valeur, ainsi rendue (en quelque sorte) pro-
bable,

k=o0,1213 4+ 0,0139 = 0,1352,

quand ¢ =45°.Or la moyenne des deux estimations les plus resserrées
faites, I'une par défaut, Pautre par excés, dans le précédent Mémoire
que compléte celui-ci, avait donné (i la fin du n° 36), k = 0,136o0,
qui se trouve, comme on voit, plus fort seulement de 0,0008.
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Pour o = 34°, ce qui est peut-étre le cas le plus usuel d’un massif
sablonneux, l'accord est encore meilleur. La premiére valeur ap-
prochée £, de £ y ayant été £ =o,2081, avec go’— o =2317,8, la
deuxiéme y a ajouté o,01002 et a réduit de 140,51’ écart o’ — 0. On
aura done, comme correction totale i faire sur %,,

317,8
0,01002 X —*+= =0,0227;

140,5
et 1l viendra £ = o, 2308.
Nous avons trouvé dans le Mémoire précédent (n° 50, p. 75, ala
note) £=o0,231; mais c’est, avec une décimale de plus, £= o, 2309,
résultat & peine supérieur au nombre actuel ().

IV. -— Profil de rupture d'un terre-plein horizontal, a couches plus
rugueuses dans le voisinage de son mur vertical de souténement qui
commence a se renverser.

17. La complication eten méme temps U'insuffisance de la deuxiéme
approximation font ressortir 'utilit¢ des massifs fictifs a dguilibre-
szzlefaczlemen[(alculab/e quonque hétérogénes quant au frottement
intérieur dans la région contigué a une paroi, du moins toutes les fois
que 'on peut, pour ainsi dlm, intercaler, comme je I'ai fait dans le
Mémoire précédent, le massif homogéne proposé entre deux, pas trop
différents, de ces massifs hétérogénes de méme figure que lui, mais
dont I'un développe des frottements plus intenses que les siens et,
'autre, des frottements moins intenses. Aussi, me bornant encore au
cas du terre-plein horizontal maintenu par une paroi verticale, revien-
drai-je & un tel massif hétérogene, poury étudier la surface de rupture
qui, & partir du bas de la paroi censée un peu ébranlée par détente ou
vers I'avant, s’y produit en s’éloignant de la parol et en remontant jus-
qu'a la surface libre.

(1) Javais déja effectué cetle seconde approximalion dans une Note publiée en 1884 au
Recueil des Mémoires de la Société des Sciences, de I'dgriculture et des Arts de Lille
(4 série, t. XIII, 1885, p. 705 & 712).
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Nous savons que le profil ascendant de cette surface fait partout,
'
dans le plan des xy, I'angle TZI — %, du coté des y positifs ou du gros
du massif, avec le profil méme, dirigé aussi vers le haut, de I’élément
plan soumis a la pression principale proprement dite la plus faible, et
qui se trouve vertical au sortir de la région d’hétérogénéité, la ou ¢’ se
réduit a o.

Les modes d'équilibre-limite considérés acceptant toujours les for-
mules (13), le rapport, «*, de N, & N, y est constant, tandis que celui
des deux forces principales correspondantes P,, P,, qui se confondent
avec N,, N, sur la droite y=ax et au dela (ou plus loin du mur),
prend une valeur variable @', si 'on désigne par a’ la quantité

T o 1—sino’ -
ad=tang|-— =) = T
(4o) °(4 2) v 1+ sino’’
analogue & '
a=tang (L -2
- g 4 5

Appelons 8, au point (2, y), 'angle, compté positivement en tour-
nant vers les y positifs ou vers le gros du massif, que fait avec la verti-
cale ascendante menée en (x, y), le profil (tiré vers le haut) de I'élé-
ment plan le moins pressé, angle nul & la limite y = ax et s’éloignant
graduellement de zéro & mesure qu'on se rapproche du mur (ou.
pour y <ax). La force principale correspondante P, sur son coté
regardant les y positifs, considérée uniquement dans sa direction telle
qu'elle serait si cette force était une traction (alors qu'elle est une
traction négative, une pression proprement dite), fait donc les deux

angles respectifs 7—; — B, B avec les « et les y. L’élément plan perpen-
diculaire, sur sa face regardant les « positifs, est soumis 4 I'autre
force principale P,, qui, assimilée de méme & une traction, fait les
angles 3, g— ~+ B avec les et les y.

Des lors, par rapport au systéme des axes rectangulaires P,, P,, les @

positifs ont les cosinus directeurs cosp, sinB, et les y positifs ont les
cosinus directeurs — sinf, cos@. Par suite, d’aprés des formules élé-
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mentaires de Cauchy, bien connues, les deux composantes, suivant
P, et Py, de la pression que subit I’¢lément plan normal aux «, sont

PICOS{?J, stinf);
et celles de Ia pression sur 1’é¢lément plan normal aux y,
—P,sinB, P,cosp.

Il faut projeter sur les et les y les composantes de la premicre de
ces pressions pour avoir ses deux composantes normale el tangen-
tielle N, et T, projeter de méme les composantes de la seconde pour
avoir T et N,. 1l viendra donc

P,+P, P,—P,

Nz=P;cos*3 + P,sin?* = 5 -+ S cos 23,
o . P+ P P,—-P
Ny =P, sin?p + Pycos?p = — ~ LR - 2cos 2,

e ; . PQ-—!)I . -
I'=(—=P;+Py)cosPsinB= — sina .

On peut remplacer ces relations par leurs trois combinaisons évi-
dentes
| NetNy=Pi+ Py Ny—Noe=(P,—Py)cosaf,

(4r) ‘ 2T
e £ ,
' N,—N, ang2f3

ol il importe d’observer que, toutes les forces étant ici des pressions
proprement dites, les quantités P,, Py, N, N, sont négatives, mais les
deux différences P,—P,, N,.— N, positives; car il est enlendu
que (— P, ) est la plus petite des deux valeurs absolues de P, et de P,,
et (—N,), la plus petite des deux valeurs absolues de N, et de N,.

18. Divisons maintenant la seconde équation (41) par la premiére,
en tenant compte du fait que, dans la question étudiée, N, N, sont
entre eux comme 1 est i a®, el P,, P, comme 1 esta a’®. Si, en outre,
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nous nous souvenons des deux formules

'_az——sin@ I—(l"u—silrxco’
1+ a? o 1+a? [
nous aurons
. . ) sin
(42) sino =sino’cos2ff ou  cos2B= CP,-
! ' sing

Done l'are 28, nul & la limite y = ax du coin sablonneux contigu
au mur, sera aigu 4 l'intérieur de ce coin et s’y trouvera d’ailleurs
positif ou négatif, suivant que, dans la troisitme équation (41), la
valeur (13) de T sera positive ou négative..

Pour traiter la question avec. toute la généralité désirable, nous
attribuerons & I'angle de frottement extérieur, ou angle de frottement
du massif contre le mur, toute valeur constante possible o,, distincte,
pac conséquent, de @; et alors les équations (15), (16), qui déter-
minent la fonction £, contiendront tangy, au lieu de tango. L’équa-
tion (16) prendra ainsi la forme
tang o,

—(y—az).
1+ alangg; (y )

(43) (poury<az) fl(y—az)=

La fonction f” sera donc négative dans tout le coin d'inclinaison a
contigu au mur, circonstance liée évidemment au fait que I'équilibre-
limite considéré se fait par détente horizontale, avec glissement des
couches vers le bas. Comme, d’autre part, la fonction /) (y + ax)
s’annule partout, la formule (13) de T donnera T > o.

Ainsi langle aigu 2f sera positif; et il viendra, d’aprés (42),
comme angle § fait avec la verticale ascendante, du coté des y positifs,
par le profil montant de ’élément plan le moins pressé,

1 sino
~ arccos —--
2 sing

(44) f=

Or les deux systemes d’éléments plans séparatifs de deux couches
sablonneuses qui soient sur le point de glisser mutuellement fon(

£, respectivement, de part et d’autre de cet élément plan

I'angle 7Zt -~



MECANIQUE DES SEMI-FLUIDES ( SABLES ET CORPS PLASTIQUES ). 25

principal; et comme il s’agit ici des éléments plans de celui des deux
systtmes dont le profil ascendant s’éloigne du mur ou est du coté
des y positifs, I'angle de ce profil avec la verticale ascendante excé-

71: o . .
dera § de—[; — <~ Appelons « cet angle total, dont Ia tangente sera visi-
blement le coefficient angulaire, changé ‘de signe, ou le rap-

d , .
port (—_—3{/}—), de la courbe demandée de rupture; et I’on aura, tout a Ia
fois,

(ly . o'
(45) %:—tanga, a:Z_;—+B’

formules dans lesquelles B recevra la valeur (44) ou mieux encore
sera reli¢ 4 ¢’ par la premicre (42). Comme o est constant, une dilfé-
rentiation immédiate de (42) donne

A4 9 aneo lanes B
a8 ;_.tangcp tangaf3;

et 1l vient, par suite, en dérivant l'expression (45) de «,

; d
(46) (—l-% =1—lange’ tang2(.

Le dernier membre de celle-c¢i vaut 1 & la limite y = az du coin,
ot B =o. Il est donc positif dans le coin méme, tout au moins a
entrée; et o y grandit avec § quand on va vers le mur.’

19. Mais reconnaissons que ce second membre de (40) y sera méme
positif partout, jusqu’au contact du mur. Et, & ce propos, pour chaque
point (z, y) du coin, évaluons 'angle ¢/, qui a ici un role cssentiel,
en fonction de Vazimut 6 du point (x, ¥), azimut dont la tangente est
le rapport de y 4 . La formule (14), ou £ s’annule et o I'on portera
la valeur (43) de /”, le fait connaitre; et il vient immédiatement

a—1angf \*
colg, -+ tangf
Ann. Ee, Norm., (3), XXXV. — Janvigr 1918, : . 4

(47) sin?o’= sinq ~+ éos“‘cg (
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- On voit que si, & partir de I'entrée du coin ou tang § = a, le
point (@, y) recule vers le mur, ou que tang 0 décroisse de a i zéro, le
dernier terme grandua de zéro & @ cos*:atan(T @, et ¢’, B croitront
sans cesse, jusqu'a deux limites supérieures, se ré salisant contre le
mur (pour § = o), que, nous appellerons respectivement @ et f,. En
particulier, la valeur de ¢’ la plus grande, @, aura, vu I'expression
1—sino
1+ sing
Paatre des deux formules

de @*, le carré de son sinus donné & volonté par I'une ou

(48) sin*® =sin’o + a’cos?g tang?¢, = sin®¢ + (1 —sino)? tang*¢;.

Visiblement, dés que o, différe de zéro, ® excéde ¢ et croit avec g,.
Mais une circonstance plus cachée consiste en ce que g, atteint ®
quand sing, devient \/517 sans cesser d’ailleurs, au deld, de se
maintenir analytiquement au-dessous de ®.

Eliminons, en effet, par (42), sing’ de I’équation (47) préalablement
divisée par sin*o. Nous aurons

= tang?o, a— tang? 2
cos®2f3 tang®’e \1-+tango,tangl

ou bien, en remplacant le premier membre par 1+ tang®*2{, puis
supprimant le terme commun 1, ewtray(mt les racines carrées et
observant que tang2f est positif comme cos2f,

N

lang — tangf
(49) tang 2f = — gtp,< f— 208

tang 1+ tango, tangf
Alalimite 0 = o, ou 8 =B, et o' = @, celte formule devient

i . fango
(S0) tangaf,=acolytangy,; doir tangc‘oi:—-‘—-&g—‘—lanngio.

Or, 'équation (42) donnant, 4 la limite 0 = o,

X . sin? o . sin?o
(51) sz(b:_Tcp_ d’ot, lang*® = — e,
. cos?2(3, cos?2[3,— sin* o
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il résultera aisément, des secondes équations (50) et (51),

__lang*o, cos*a,+sinolang®2 By + a® cos’o —1
tang*® - a*cos?y

Le second membre de celle-ci, multiplié Aaut ez bas par cos*28,,
deVIent,) en y l'gmpla(:z'mt a*cos®y par (1 —sing)? et sin®283, par
1—cos*2f,, puis réduisant,

cos?2f3,—sing |*
(1—sino) cos2 B,

On a done, en définitive, pour relier tangoy, 4 tang @, la formule
simple

. tang?o, " cos?afl,—sing ?
(52) ryspery LSS B : 7 |
tang*® (1 —sing)cosaf,

qui n’est, du reste, que Papplication, & nofre terre-plein horizontal,
d’une formule générale du Mémoire précédent (1).

Elle montre que, si Pangle o, du frottement extérieur, évidemment
incapable, au point de vue physique, d’excéder jamais @, atteint cette
limite supérieure, la valeur la plus faible de cos2f3, celle qui se pro-

duit contre le mur, cos28,, égalera précisément y'sin o.

20. Cela posé, 'angle ¢, sera toujours censé pris tel que sing, se

trouve compris entre zéro et /sing, et que, par suite, sin® (plus
grand que sing) le soit entre sing et \/sle:a— Or, dans ces conditions, le
second membre de (46) sera bien partoul positif dans le coin d’hété-
rogénéité, ainst quil a cété dit, pres du mur comme i Ientrée
ot B =o. Car, si, en s’¢loignant de I'entrée, ¢’ et 28, qui croissent
alors ensemble, grandissaient assez pour annuler le second membre

i

(1) Page 44. C'est la formule figurant & la note de cetle page .j4, olt € se confond ici
avec 20, d’aprés Ja formule (44) ci-dessus et la définition méme de cose (rapport de
sine 4 sind),



28 7. BOUSSINESQ.

de (46), c'est, visiblement, parce que ¢’ et 23 deviendraient complé-
mentaires, ou quon aurait cos2f =sino’ et, par suite, d’aprés (42),
sin*o’=sino; ce qu’on voit n’étre possible tout au plus que contre le
mur méme, pour o' =®.

Ainsi 'angle o varie dans le méme sens que { et grandit sans cesse,
quand la tdngente de I'azimut ou angle polaire du point (z, y) varie
de a a zéro.

Cest dire que cet angle o de la surface de rupture avec la verticale
ascendante décroitra, en méme temps que @, quand, partant du bas du
mur et montant vers la surface libre, on suivra le profil de rupture.
Celui-ci sera ainsi concaye vers le haut jusqu’au sortir du coin d’hété-
rogénéité par le plan y = aw, ou il deviendra la droite d’inclinaison a
(sur l'axe des « négatifls), symétrique de y = aa par rapport a la ver-
ticale menée au point de sortie.

21. Etudions maintenant ’équation différentielle (45) du profil de
rupture. L’angle e y étant la somme de {8 et de <~‘ —- —> dont la tan-
gente a’ est définie par la formule (40), on aura

, dy a'+ tangB
3 = 20,
(58) dz 1— a'tangf3

Substil;uons—v d'une part, & @ sa valeur tirée de (40), ou sing’

sera - 6 T dapres (42); d’autre part, i tangB, son expression classique

en coazp. Bref, faisons-y

' cos2f3 —sino I — COS2
(54) a’::\/-————ﬁ————.——‘, tang = | /L0520,
cos2[8 +sing 1+ cos2f3
Le second membre de (53) sera ainsi une fonction explicite de
"unique variable cos2@, fonction compliquée, il est vrai, de radicaux

carrés multipliés entre eux. Or, pour déterminer cette unique variable

sing’

auxiliaire, I'équation (14), par exemple, donne, en éliminant ——

par (42) et f(y — ax) par (43), puis extrayant une racine carrée. ot
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tang o,

appelant, pour abréger, m le rapport donné tangy ’

(55) cos2f= * + ylango .
V(z + ytango, )+ m*(y — ax)?

Introduisons & la place de , comme nouvelle variable indépen-
dante u, qui croitra de zéro & 1 entre la paroi y= o et la limite y=ax
du coin d’hétérogénéité, le rapport

dy _

N N ? dlt
¢ —_ . —ax .
(56) U=-—; d’olt  y=axu et == <u+x ,, >

La valeur (55) de cos2f deviendra

ualang g, +1
V(uatango, -+ 1)+ m?a®(1— u)?

(57) cos2P3 =

D’ailleurs, le second membre de I'équation différentielle (53) est
maintenant, grace aux formules (54) et (57) de o', tangf et cos 2B,
une fonction irrationnelle mais tout a fait explicite, — aF(u), de la
nouvelle variable indépendante, si 'on pose

a’+langf

58 : tang o ou —_—
(38) ® 1— a'tangB

=aF(u);

et cette équation (53), ot  sera désormais la fonction de u 4 calculer,
admettra immédiatement la séparation des variables, puis I'intégrale
générale, réductible & une quadrature unique, avec la constante arbl—

traire { d’intégration,
o f" du
, w-+F(u)

1 est visible que / désigne la profondeur (sous la surface libre) d’ot
I'on veut que parte, contre le mur u = o, le profil de rupture demandé.
Il émane en effet, évidemment, un tel profil d’une profondeur / quel-
conque; et tous ces profils sont homothétiques, par rapport & origine
située & 'intersection du mur avec la surface libre.

~I| &

(59) log
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22. La différenticlle qui reste i intégrer dans (59) contient deux
radicaux carrés, qui portent eux-mémes, rationnellement, sur le
radical figurant au second membre de (57) et ou la fonction soumise
an 1'adxcalest du second degré. L’intégra le en est donc hyperelliptique,
sinon méme (plus probdblement) abélienne, et d’un calcul difficile.
Aussime bornerai-je au cas o le parametle a de la question sera censé
assez petlt par l‘apport a 'unité, pour qu ‘on pmase négliger partout
ses puissances supérieures a la moins élevée qui apparaltr

e \
Souvenons-nous que sing, exprimé en fonction de a, est TT;;’; d’ott
il suit que

1—a? 11— a?
) alango = et atlango,=m .

COSQ ==
CP I+a3 B ! D) ' P

Cela posé, la formule (57), qui peut s’écrire

m2a®(1— u) m2a?(1— u)? e
COSQﬁ:[I—!r- ( ) J = 1 ( ) )

(14 uatango,)? 1—a*  \?
1+ ——— mu
2

deviendra successivement, par une application finale de la formule du
binome,

_1
. 1—u \*] * 1— e \?
coseld =1+ 4fm?a® | —— —=1—am?a* — .
2+ mu 2 - mu

Les expressions (54) de «’, tangf3, ottsing se trouveraréduit & 1 — 24?,
deviendront

rof—

(60) a'= ;—fm\/(A—rzaﬂ)+(4+2m)7}zu, tungp =«

m—mu
2+ mu’

d’ou il résultera d’aprés (58), pour F(u), en négligeant au dénomi-
nateur le terme en «*, I’expression

- T
(6r) F(u):m mu A4 (h—m*) + (4 +am)mu
2 -+ mu

("

(1) Voir, dans une note, & la fin du Mémoire, ce que serait I'expression de F(u), si I'on
ne supposait plus « trés pelit,
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La quadrature & effectuer dans (59) sera donc

(62) /‘" du ___f" (2 + mu) du
o, u+F(u) o m+ (2—m)u+mu24-\/(§j —m?)+ (h+2m)mu

23. Achevons le calcul dans le cas le plus intéressant et i peu pres
le seul qui soit pratique, celui ou l'on prend o, =o et, par suite,
m=1. Il vient alors

(63) (/(f _ (2 _i_, w) du )
w—+ F(u) 14w+ ut+\/3 +6u
Faisons
L TR — o —tip_s S
(64) V3 6u =t d’olt w=g( 3), du= g tdt.
Nous aurons
63) du (P g)tdt 2(t2-9)tdt
(6 W+ F(w) ™ 4360+ 27  (L+3)(B—302+9t+9)

Or I’équation
t—349gl+9g=o,

résolue en posant d’abord, pour faire évanouir le terme du second
degré, £ =7+ 1 (ce qui donne la transformée =* + 67 +16 = o) et
en apphqnant ensuite la méthode de Cardan, conduit a la racine

réelle
. 10
=Vi(r=3):

\/3—2\/2::0, 557 environ,

ol v désigne

o

et, par suite,
(=7 -+ 1==—0,759 & trés peu pres.

~On reconnait alors, en introduisant le nouveau facteur réel ¢ + o, 759,
que 'expression & intégrer devient sensiblement

du . 2 (12— g) L dt :
w+F¥(w) T (t+3)(t+0,759) (£*— 3,759 +11,853)
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Enfin, la fraction rationnelle du second membre, décomposée en frac-
tions réelles aussi simples que possible, donne, & trés peu prés,

du _(1,5)dt o,
¢

44dt  o,9247tdt—+ o,7022dt
= -+
<66) u—+F(u) t+3 ,75

i

_l .
+ 0,759 £2—3,759¢ + 11,853
L’intégrale indéfinie en est

f};Td;:“{f) (1,5)log(¢t-3) — (0,4244) log(t + 0,759)

£—1,88
+ (0,9247) log \/2* — 3,759z+n,85‘a’»—1—o,846larctang———--—-2 8’54 :

BP—32+9t+9
t + 0,759

- La quantité sous le radical revenant évidemment &
nous prendrons en tout, comme intégrale indéfinie,

0,846 arc tang

—1,88
10g[(t+3)1,5(t+0’759)——0,887(£8___3t2+9t+9)0,’¢626 2,88% ]_

Faisons partir I'intégrale de la limite u = o, ¢’est-a-dire de 1 =3,
et passons des logarithmes aux nombres. L’équation (59) fournira
enfin, & trés peu prés, la solution cherchée du probléme :

67) Z <\/§ -+ 3>1’; t— 0,759 \ 07 123 >o,m
(67 [ —\t+3 V3 -+ 0,759 P304 9l g
e B+b(mclmg >s;88+”‘“0"§18:,;,"/§)'

24. 1l importe surtout, dans la question, de connaitre I'abscisse
du point ot le profil de rupture atteint la limite y = ax, ouw =1, du
champ d’hétérogénéité; car, au dela de ce point ol se termine la
partie courbe du proﬁl le reste de celui-ci est la droite symé-
trique de la limite méme y = a« par rapport i la verticale ascen-
dante qu’on y méne. Et I'ordonnée finale y du profil, sur la surface
libre, vaut, par suite, le double de I'ordonnée méme az du point en
question. Il suffit donc de faire u =1 ou, d’aprés (64), =3, dans
la formule (67).
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Or, en remplacant

V3+3 4,532 12y/3 3
753 par 3 =0,7887; 63—3t2—§\igt+gpar %—30,5773;
' t-+0,75 3,75
— 079 . oy 799, par sa valeur 1,509,
V3 + 0,759 2,491

t—1,38 ap 212
>,88; P Sser

1,88—\/§ 0,148
>,88;, P g8s

=0,05132.

=0,38835;

cette formule (67) devient

,‘% — (0’7887)1,5 (T ,509>0,887 (075773)0,“’2

> 0,846 (arclang 0,38 835 + arc tang 0,05132)

On trouve respectivement, pour les deux arcs tangente, 21°13,41
et 2°56',27; soit, en tout, 24°10’ ou 1450, et 0,422 en multiplant par

la valeur absolue 7378?53 = 0,0002gog d'une minute. On aura done
f’l_' = (0,7887)1% (1,509 )% 87 ( 0,5773)0,462 0,357,

Enfin, le logarithme décimal de 0,5773 étant (-~ 0,23 860), son pro-
duit par I'exposant 0,462 sera (— 0,11023) ou 1,88977; et I'onaura,
d’autre part, comme logarithme décimal de e—?*%", le produit
(— 0,357) (0,43 429), c’est-d-dire (— 0,15504) ou 1,84 496. Le reste
du calcul n’offrant aucune difficulté, il vient finalement

(68) %:0,5478.

Par suite, l'ordonnée correspondante y = ax de I'extrémité de la
partie courbe du profil de rupture aura, & trés peu preés, la valeur
0,548 al; et celle de 'extrémité du profil total de rupture, sur la sur-
face libre, en sera le double, (1,096) al. Ce sera la distance, au mur
méme, de la faille qui se trouvera dessinée sur la surface libre, si le
profil de rupture part bien de la base du mur, située a une profondeur

Ann. Ec. Norm., (3), XXXV. — FivRiER 1918. 5
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donnée I. La pente moyenne du profil de rupture par rapport a la
verticale ascendante en est le quotient par /. On aura donc, vu qu'ici
les tangentes sont assez petites pour pouvoir étre confondues avec
leurs arcs,
¢
— 5)

25. Cette valeur se confond presque avec I’estimation que j’en avais
faite (bien avant d’avoir dégagé I'équation différentielle explicite du
profil de rupture) dans les deux articles des Annales des Ponts et
Chaussées, de 1883 et 1884, cités (n* 45 et 46) au Mémoire dont
celui-ci est un complément. J'y avais obtenu, en appelant ® la plus
forte valeur de ¢’, celle qui se produit & la paroi et dont le sinus résulte,
dans notre analyse actuelle, de la formule (19),

1

(69) moy.a:(x,og6)a:(1,096)(

=i

9(T ¢ I
50 moy.a=xs{- — =) —3s(®—o).
(/ ) Oy 8<[l 2) 8((1) CP)
Or, 1ci ou
. 1— a?
sing = - =1 — 20?
(= a
et o
COS(E-—--?): . :1-——2-,
b 2 V14 a? 2
on a
sin® =1 — =g?%;
d’ou
A ) T
sm-(———@):?)w et O=——ay3.
2 2
De méme

e
2 — in2 .
sin (2 —-—Cp) =1-—sin’¢ =/fa?;

d’ou

Il

T e e—g=(2—\3)a
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La formule (70) devient donc

(70 bis) mny.a:7~;\/3a=(1 og;g)(...._f).
4 2

Le coefficient numérique 1,0915 n’est guere inférieur i celui, 1,096,

que nous a donné I'intégration de I'équation théorique (53).

Jétais arrivé a la formule (70), d’une part, en admettant que le
profil de rupture avait, méme dans sa partie courbe, une direction
moyenne asses peu différente de sa direction finale, pour atteindre la
limite y = az vers le milieu de la hauteur /, et, d’autre part, en assi-
milant a un arc de cercle cette partie courbe. Malgré I'imparfaite justi-
fication de ces hypothéses, dont la premiére est, d’aprés (68), erronée
d’un dixiéme environ, leur ensemble se trouve, on le voit, assez bien
confirmé, au moins quand on se borne aux petites valeurs de a.

V. — Coup d'ceil sur le méme cas d'un terre-plein horizontal, soutenu
par un mur vertical qui commence & se renverser, mais, en outre, par
une paroi limitant le massif a l'arriére, parallélement au mur.

26. D’aprés ce qu'on a vu vers la fin (Article X, p. 714 76) du
Mémoire complété ici, il y a tout lieu de penser qu’un massif sablon-
neux, sur le point de s’ébouler de haut en bas, se comporte comme
s’il était indéfini au-dessous et en arriére de sa surface de rupture,
pourvu qu’il s’étende effectivement jusqu’aux régions ol se forme
cette surface lorsqu’il existe bien au dela. Il suffira donc que le profil
de rupture construit ci-dessus ne rencontre aucune paroi ni surface
libre, en arriére du mur, pour que I'équilibre-limite comporte les lois
obtenues.

Mais supposons maintenant qu'une seconde paroi verticale, paral-
léle au mur méme, ne laisse, en arriere de celui-ci, au massif sablon-
neux, qu'une largeur uniforme L, inférieure 4 I'étendue horizontale
du profil de rupture naturel, ¢’est-a-dire, par exemple, & 1,096«H pour
les petites valeurs de « et une hauteur H de mur. Que cette seconde
paroi soit fixe, ou qu’elle soit, elle aussi, mobile autour de sa base et
(par exemple) en sens inverse de la premiére, il sera alors impossible
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que le profil de rupture reste le méme; et il semble inévitable que,
partant toujours du bas du mur, il joigne & un certain niveau au-dessus
la nouvelle paroi, pour cotoyer ensuite celle-ci jusqu’a la surface libre.
L’équilibre-limite cherché devra donc satisfaire & une condition définie
de plus, savoir, celle de glissement du sable contre cette paroi, sur
une étendue qui comprendra tout au moins la partie verticale ou finale
de la surface de rupture. Nous supposerons d’abord, pour fixer les
idées, que le glissement du sable s’y fasse vers le bas; ce qui arrivera
inévitablement si la seconde paroi commence, elle aussi, & s’ébranler
en se renversant en arriére, mais ce qui pourrait également arriver,
dans certains cas, sans qu’elle fit ébranlée.

Admettons & 'avance dans les régions adjacentes du massif, partout
ou 'exigeront les formules (8) ou (14), les degrés précis d’hélérogé-
néité nécessaires, quant a 'angle variable ¢’ de frottement, pour que
nos intégrales (12), (x3) de I'équation linéaire (10) et des équations
indéfinies de I’équilibre continuent a étre applicables, rendant ainsi
relativement facile le calcul de I'état ébouleux que 'on a en vue.

Alors les conditions d’annulation de N, N,, T 4 la surface libre
continueront & donner f’(y — ax)=o, f,(y +az) = o, tout le long
des deux faisceaux de droites y o= ax = const. issus de cette surface
libre, ou, par conséquent, pour les valeurs de y == ax comprises
entre o et L. C'est donc seulement dans les deux coins contigus aux
parois, ayant leur pointe en haut et leur coté oblique incliné de = a
par rapport  la paroi respective, que I'une ou 'autre des deux fonc-
tions /7, f, différera de zéro, pour y prendre une valeur arbitraire sur
chaque horizontale de la paroi correspondante, valeur transmise
ensuite, dans le massif, tout'le long de la droite y o= a = const. qui
en émane, jusqu’a son intersection par 'autre paroi &4 un niveau plus

bas de L.
a

27. Nous supposerons ici la hauteur totale, H, du mur mobile y = o,
depuis sa base jusqu’a la surface libre, plus grande que le quotient I;-;

de sorte que'le coin contigu a la seconde paroi y = L englobe 4 son
intérieur toutela partie inférieure du mur y = o dont la distance 4 la
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. 3. L : : .
surface libre excéde —; ou que cette partie du mur y = o soit atteinte
par les droites y + az = const. issues du haut de la seconde paroi
y =L, et soit, pour ainsi dire, atteinte aussi par les valeurs corres-
pondantes de Ia fonction f/(y + ax), préalablement déterminées
sur cette paroi a un niveau plus élevé de = que leur point d'aboutis-
sement.

Admettons d’abord, par contre, que la hauteur totale H ne dépasse

pas le double de —Ia Alors les valeurs de [Iautre fonction arbi-

traire /”(y —ax), qui se déterminent de méme au haut du mury=o
et se transmettent ensuite le long des droites y — ax = const. en
émanant, s’y transmettront effectivement jusqu’a la paroi fixe y =1L,

a la profondeur 5—; et, n’y étant pas nulles, elles contribueront i déter-

miner les nouvelles valeurs de f;(y -+ az) s’y produisant a cette pro-
fondeur. Mais I'influence indirecte ou ultérieure qu’elles auront ainsi,
sur f}, aprés cette sorte de réflexion contre la paroi y = L, ne s'exer-
cera pas sur le mur y = o, qu'elles n’atteindraient qu’a la profon-

L . 2t e
deur 2— jusqu’ou il ne se prolonge pas.
Sur ce mur y =o, la fonction f"(y — ax), quis’yréduit i f"(— ax),
Y Y
. . ) L : .
paraitra donc seule jusqu’a la profondeur =; mais, au-dessous, il y
k a

figurera aussi les valeurs de £, qui auront été déterminées sur les par-
ties hautes de la seconde paroi y = L. De méme, prés de celle-ci y =1L,
/1 existera seule (en tant que différant de zéro) jusqu’a la profon-

L ) 3 . e
deur # = -, pour étre, plus bas, associée aux valeurs de la fonction /*

issues du haut du mur y = o.

28. Nous aurons toute la généralité désirable, en attribuant aux
angles de frottement extérieur du massif, contre le mur y = o et contre
la paroi y = L, deux valeurs constantes @,, 9,, distinctes de ¢ et entre
elles. La formule (16) deviendra donc (43), comme au n° 18, mais

. ERY . L y . L4
seulement jusqu’d la profondeur — contre le mur y =o, ¢ est-a-dire
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entre les limites y — ax = 0 et y — az = — L; et il viendra

tang oy

_1an801 (o 4.
I+a lang(?l

(71) (de y—az=o0 a y—ax=—1L) fl(y—az)=

De méme, pour y =L, I'action du massif sur la seconde paroi aura
comme composante tangentielle, dirigée encore de haut en bas, — T;
et si 'angle de frottement extérieur y est 9, (comme il vient d’étre dit),
tango, y exprimera le rapport de — T & — N, ¢’est-d-dire, d’aprés les
formules (13) prises avec f”= o jusqu’a la limite ax =L, le rapport
de

Oa[—fi(L+az)] & Ia*[z+ fi(L+az)].
On aura done

— fi(L+az)
alz+ fi(L+azx)]

(de az=o0 a4 az=L) = tango,,

relation d’ou I'on tire
— az tango,
I+ atang o,

tango,
T 1+ atango,

(72) (de ez=o0 a ax=L) fi(L+az)=

tL———(L—l—ax)].

Et cette formule donnera I’expression de la fonction f, entre les
limites L, 2L de sa variable y + a«, si 'on observe simplement que L
est la valeur de y sur la seconde paroi, ou que y ~+ax varie de L
4 L +ax le long de celle-ci.

Nous aurons, en résumé, comme expressions de f, nécessaires i
considérer dans notre étude actuelle des circonstances qu’offriront les
pressions au voisinage du mur y = o, les deux suivantes :

(dle y+az=o0 & y+ax= L) fi(y+az)=o,
(de y+az=L a y+axr=2L)

tang o,
1+ alango,

(73)

(y+az)= [L—(y+az)].



MECANIQUE DES SEMI-FLUIDES (SABLES ET CORPS PLASTIQUES). 39

29. Considérons maintenant la fonction f”(y — ax), que nous
avons déja déterminée : 1° entre les limites y —ax =L ety —ar=o,
c’est-a-dire & la surface libre z=o ol elle s’annule; 2° entre les
limites y — az = o et ¥y —ax = — L, ¢’est-a-dire contre le mury =o

jusqu’a la profondeur =- Pour pouvoir évaluer les poussées d’équilibre-

limite exercées par le massif sur les parties du mur plus profondes, il
nous faut encore connaitre la méme fonction /” pour les valeurs de sa
variable allant de y — ax =— L 4 y — az= — 2L. Nous observerons,
a cet effet, que la fonction £, y a les secondes valeurs (73), réduites,
Yuy=0,4

" tang o,

Or la condition de glissement relative au mur y = o, savoir

A

_Ny

= tang ¢y,

y devient, d’apres les formules (13) (p. 6),

—f'(—az)+[fi(ax)
z + f'(—az)+ fi(ax)

= a tang ¢y,

ou bien, en résolvant par rapport a f”(— az),

(—ax)tange, 1— atange,
14+ atango, 1+ atang @,

(ax).

(73) SH—ax)=

Substituons-y 2 f/(ax) la valeur (74) et nous trouverons
(de az=L a4 az=2L)

g.//___ N\ tang o, —
(76) :‘f( ax)“r«r—atangcp,( az)

(1—atango,) tang g, (L—ax).
(t+atang ¢;) (1+ atang ¢,)

Enfin, en remplacant — ax par y — ax, nous aurons la formule
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cherchée de la fonction 7 entre les limites — L et — 2L de sa va-
riable :

g (de y—az=—La y—ax=—2L)
" tango, _
(77) / (y 1+atangco (y —a=)

(1—atango,) tang v,
(1+ atango) (1 + atango,)

[L+(y—ax)].

On voit que U'influence de la partie supérieure de la paroi y =L, olt
s'est déterminée la fonction £ employée ici, se répercute, pour ainsi
dive, sur la partie inférieure du mur y = o, ol vient de se déterminer
la nouvelle expression (77) de £, et que cette sorte de réflexion d’in-
fluences d’une paroi sur I'autre s’est traduite par 'addition, aux deux
équations (76) et (77), de leur dernier terme.

30. Reconnaissons enfin comment de telles transmissions d’in-
fluences, entre les deux parois paralléles modifieront la composante
normale, (-—N,) ou P, de la poussee par unité d’aire, sur la partie
inférieure du mur y = o assimilé & une paroi mince et rigide mobile
autour de sa base. La troisieme équation (13) y donnant

P=lat[a + [ (—az) + £} (az)],

il résultera de la derniére formule (73) et de (7()) ou (77), en intro-

duisant finalement, comme nous l'avons fait jusqu'ici, le rapport £
de Pallz,

L\ P oy at 2a tang g, L
(78) (pourx> a> mz k_‘1+atang<m [I"1+atang¢z<l—ﬂ>}

On voit que l'influence de la seconde paroi y = L réduit la poussée
par unité d’aire, surla partie inférieure du mur y = o, d’une certaine
fraction de la valeur qu’elle y aurait eue dans le cas d’un massif indé-
fini, fraction exprimée par le rapport

- 2a tang g, ___L_
(79) 1+ alango, <1 ax>’



MECANIQUE DES SEMI-FLUIDES (SABLES ET CORPS PLASTIQUES). 41

et que ce rapport lui-méme, nul pour ax =L, croit avec la profon-
. . Co. L . . ..
deur z, a partir du niveau z = — jusqu’a la limite

atango,

bis — 072
(79 ) 1+atanggug’

atteinte a labase du mur, pourvu toutefois que la hauteur totale H soit
précisément le double de —E que nous avons choisi (actuellement)

comme limite supérieure de hauteur.

Pour apprécier 'ordre de grandeur de la fraction (79 bis), on peut
fixer les idées en prenant
1—a? atango  1-—a?

0= Q=0 d’ott atango = = .
A v 8¢ 2 1+atange 3 —a?

. . , . b , . , .
Cette fraction décroit de z & zéro quand a grandit de zéro i son

maximum 1, ou quand ¢ varie de go°®  zéro.

Si Pon multiplie la formule (78) soit par Iladwz, soit par
Mz dx(H — ), puis que, apres avoir dédoublé le second membre en
ses deux termes, on intégre le premier terme depuis = o jusqu’a la

limite supérieure H (excédant %) et le deuxiéme terme jusqu’a la

méme limite, mais en y partant seulement de la valeur — ou ce terme

commence & exister, on aura soit la composante normale tout entiére,
@ coso,, de la poussée par unité de longueur du mur y=o, soit le
moment de cette poussée. Et 'on reconnaitra facilement que, d’une
part, cette poussée, d’autre part, son moment, sont réduits, par I'in-
fluence de la seconde paroi y =L, de deux certaines fractions des
valeurs respectives qu’ils auraient eues avec un massif indéfini, frac-
tions exprimées, pour la poussée, par

2a1ang o, _i)z
(80) x+atang%<' al

et, pour son moment, par
2 lang o, L \*
(81) .—______g@—)— [ — — -
1+ atang o, aH
Ann, e, Norm., (3), XXXV, — FivRier 1918. ' ' 6
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‘Le moment étant ainsi diminué dans un moindre rapport que la
poussée méme, le point d'application de la poussée résultante sera
plus haut que le tiers de la hauteur au-dessus de I'axe de rotation,
censé placé 4 la base méme du mur y = o, ¢’est-a-dire i la base de la

face postérieure de ce mur.

31. Nous avons supposé dirigé de haut en bas le frottement (— T)
du massif contre la seconde paroi y =1L, ou attribué au rapport
de (—T) & (—N,), pour y = L, la valeur positive tango,, commeil y a
tout lieu de I’admettre quand cette paroi, en s’ébranlant pour tourner
vers I’arriére autour de sa base et s’écarter du massif, ou encore en
s’en éloignant par translation, tend & créer entre elle-méme et le
massif un vide olt la pesanteur ne peut manquer d’entrainer vers le bas
les couches sablonneuses contigués. Le cas contraire ot I'ébranlement,
dirigé vers 'avant, aurait poussé cette paroi y =L contre le massif et fait
refluer vers le haut le sable voisin, de maniére i renverser la direction
de son frottement (— T), se déduira évidemment de la méme analyse,
grace & un simple changement du signe de g,. Et alors ce sera un
accroissement de poussée, représenté d’ailleurs par les mémes for-
mules (79) 4 (81), que subira le bas du mur y = o par le fait de la
seconde paroi.

Cet accroissement se produirait sans doute encore si cette seconde
paroi, au lieu de se transporter en avant par rotation ou par trans-
lation, se déplacait un peu vers le bas, dans son propre plan, ety
entrainait les couches sablonneuses, qui réagiraient dés lors vers le
haut; de méme qu’un léger déplacement de la paroi vers le haut
aurait sans doute fait réagir le sable vers le bas et rendu positif le
frottement (— T).

Il importe d’observer, & cet égard, que nos équations d’état ¢bou-
leux, étant des formules de simple équilibre entre le poids du sable et
les pressions statiques qu’il subit, ne portent aucune trace des mouve-
ments & 'occasion desquels se produisent ces dernieres forces. Et
voild pourquoi les mémes équations en N,, N, et T peuvent convenir &
des mouvements trés divers, mais presque imperceptibles tous. Les
différences qu’ils offrent entre eux jouent ici le role de simples
nuances modifiant trés peu les formules, ou sont représentées par des
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wnerties négligeables en comparaison de la pesanteur. L'élémernt pro-
prement dynamique des phénoménes, qu'elles constituent, ne devien-
drait sensible qu’a un degré plus élevé d’approximation, au sujet
duquel je me contenterai d’apporter, vers la fin de ce Coriplément
(Article VIII, n° 60), quelques indications ou suggestions bien impar-
faites. Celles-ci méme auront surtout pour but la mise en ceuvre des
vitesses, quand elle sera possible sans introduire les inerties, ¢’est-
a-dire les produits des accélérations par les masses.

Ces réflexions ne s’appliquent d’ailleurs pas uniquement & I'état
ébouleux. Elles s’étendent, comme on le verra, a !'état plastique des
corps malléables, autre genre d’équilibre-limite, qu’offrent les solides
lentement déformés, par d’assez fortes pressions, d’'une maniére con-
tinue mais pouvant, & la longue, comprendre les changements de
figure les plus étendus.

32. Cherchons encore comment on pourrait déterminer les profils
de rupture qui dépendent & la fois des deux fonctions £ et /. Bor-
nons-nous, du moins en premier lieu, 4 la région supérieure dumassif,

R . L. . . s
et méme aux niveaux, x < 5ol il existe, entre les deux coins hété-
rogénes d’inclinaison « contigus aux deux parois, une région homo-
géne ot s’annulent f” et f7, région dans laquelle les deux profils de
rupture possibles font, en chaque point (z, y), de part et d’autre de la

. A T
verticale ascendante et en montant eux-mémes, I’angle 7~ 525 On a
déja vu, aux n® 19 et 20, que si, de cette région intermédiaire, on
pénétre dans le premier coin d’hétérogénéité, en s'approchant du

™ . . . ™
mur y = o, 'angle - — ¢ de ces deux directions devient > — ¢', et se

. . , T . ’ .
rapetisse jusqu’d ~ — @ contre le mur y =o, tandis que sa bissectrice

s"incline, par rapport i la verticale ascendante et vers le gros du massif,
d’un angle positif § croissant jusqu’a la valeur B, dont le double a

llp
sin®

Par suite, en chaque point (x, y) du coin sablonneux, les deux pro-
fils de rupture possibles et montant font avec la verticale ascendante,

comme COSINUS —=
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™
du coté dugros du massif, les deux angles f == <Z — 7) Le premier

profil, que nous aurons d’abord ici 4 congsidérer comme aux n° 19
et 20, et qui s’éloigne du mur y=o, correspond au signe supé-
rieur +.

!

Quant au second profil, 'angle § — <77: — %) qu'il fait avec la ver-
ticale ascendante, négatif dans la région d’homogénéité ou § s’annule,
approche de zéro 2 I'intérieur du coin considéré ol 8 et o’ grandissent,
mais en restant négatif jusqu’auprés du mur. Car, s’il pouvait quelque
part s’abaisser jusqu’a zéro, 2@ et ¢’ y seraient complémentaires :
cos2f y égalerait donc sing’, et l’équation (42) y donnerait
sing’ = \/smm' ce qu'on a vu, au n° 20 (p. 28), étre posslble tout au

plus contre le mur.
Des lors, ce second profil, suivi en montant, est dirigé vers le

mur y = o; et la valeur absolue, que j’appellerai «’, de son angle avec
la verticale ascendante, a la grandeur

(82) w=(5-2) -8

B étant le méme, comme ¢', pour les deux profils possibles qui se
croisent au point (&, y). Cet angle &’ du second profil avec la verticale
ascendante décroit donc & mesure qu’on s’approche, tout en montant,
de la paroi y = o; en sorte que le second profil possible de rupture est,
comme le premier, concave vers le haut.

33. Cela posé, notre profil de. rupture, censé parti d'un point de
cette paroi y = o assez haut pour atteindre la région d’homogénéité

qui existe jusqu’au niveau x = %; la parcourra suivant une partie
rectiligne d’inclinaison «, c’est-a-dire faisant avec la verticale ascen-
dante I'angle -7[{- — g; et il arrivera ainsi & la surface libre, vu qu’il est
en avant du bord oblique du coin d’hétérogénéité relatif a la

paroi y = L et que, cheminant parallélement & ce bord, il ne pourra
le traverser ou pénétrer dans le coin.
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Mais imaginons qu’il vienne juste d’assez bas pour aboutir comme
asymptotiquement & ce bord méme; et supposons qu’une minime irré-
gularité accidentelle du massif le déplace trés peu vers I'intérieur du
coind’hétérogénéité, en luien faisantfranchir presque tangentiellement
lebord oblique. Une fois devenu ainsi intérieur au coin, il ne pourra y
suivre que le second des deux systémes de profils se rapportant & la
paroi y =L, le seul qui se dirige, en montant, vers cette seconde paroi.
Ce sera donc une deuxiéme partie courbe du profil total, concave vers
le haut comme la partie inférieure de début, et qui se terminera plus
ou moins haut a la seconde paroi.

Arrétons-nous un instant sur ce profil de rupture composé. Soient:
d’une part, 3, et B les deux valeurs de { relatives respectivement au
mur y = o et & la paroi y = L, valeurs définies, d’apres (50), par les
deux formules

(83) tang 23, = a coty tang o, tang 23; =@ coto tangy,;

d’autre part, ®, et ®, les deux valeurs correspondantes de ®, que
détermine la relation (51) en donnant

sino

84 sin®, = —T.
( 4) 1 COSZ@:,

> sin @2 =

Les deux angles «, ct o, faits avec la verticale ascendante par le
profil complexe ou composé, i ses deux extrémités inférieure et supé-
rieure, seront dés lors, d’aprés la seconde (45) et d’apres (82),

. : o '
(85) ay=7—— + By “o——:?‘z ';2_ 0°

La tangente au profil total tourne donc en tout d’'une paroi 4 I'autre,
pour se rapprocher de la verticale, de I'angle

wo— aty = Bo+ B+ = (By— D,).

Par exemple, si I’on fait les hypothéses usuelles,

P4= 2= 9,
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d’olt

, p_ /T g
tang2B8,=tangaf,=—a et 50—_—@‘,:;(5—-%);

cette rotation atteint la valeur 7—[: — —z, soit 28° dans le cas du sable

ordinaire ott @ = 34°. Et I’équation (84) donne alors

O, =®,—39°17',8; oty = 3g°21',1; oy=r11°21',1.

34. Au-dessous du niveau @ = = les deux coins d’hétérogénéité

se pénétrent mutuellement jusqu’au dela du milieu de la largeur L,
tout en laissant encore prés de chaque paroi, tant que le niveau ne

. » : L .
? QQ 2} —— d
s'abaisse pas jusqu'a o= -, un espace angulaire de plus en plus

rétréci (avec sa pointe en bas) ou existe seule une des deux fone-
tions f”, f, et ou sont, par suite, des profils de rupture partiels, res-
pectivement homothétiques de ceux qui existent, plus haut, sur les
rayons vecteurs émanés de l'intersection de la surface libre par la
paroi voisine.

Mais la partie intermédiaire, maintenant courbe, par laquelle se
rejoignent ces fragments ou bouts de profils, a son équation différen-
tielle (45), ou (53) avec les valeurs (54) de & et de tangf, d’appa-
rence un peu plus compliquée. La raison en est que, dans I'équation
définissant cos 23, tirée de (42) et de (14), savoir

>

i L [f"(y—az)— [ (y + az)]* cot*o -4
ol 6%2&—%+ [z +f"(y —az) + f{(y +az)]*

les fonctions f” etf, ont actuellement l'expression (71) et la
deuxiéme (73), dont aucune ne s’annule.

Toutefois, si I'on transporte ’origine en un point (A, B) convenable
et qu'on appelle &, v les nouvelles coordonnées courantes, en posant

z=A+& y=B+4mn,

on pourra déterminer A et B de maniére que, dans (86), les deux
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expressions linéaires placées entre crochets deviennent, de plus,
homogeénes en & et v, par 'annulation des deux termes constants; et

alors cos 2 ne dépendra, finalement, que du rapport - —-n: = u, analogue

au rapport du n° 21. Vu que dv=df et que dy = dr, I'équation

dlfferentlelle en & et 0 sera donc intégrable par le méme procédé qu'a
ce n® 21 'équation différentielle en x et y.
Par exemple, si, faisant les hypothéses usuelles ¢, =0, =¢
2a tango
I+ atango

-3

, on

désigne par A la fraction » qu'on a vu (au n° 30, p. 41) étre

toujours inférieure a la limite 3 qu'elle atteint pour a = o, les expres-

sions indiquées de f” et f, deviendront

A Py
l/,___ — !/__‘__ — i .
f——m()’ ax), 4——M(L y —az);
d’ou
T l L , . YL
(87) J'— <y-—5>, z+f +f1=(,_z)(x+.]__7;;>.

Dés lors, transportons I'origine au point, plus ¢levé que la surface
libre et équidistant des deux parois, dont les coordonnées sont

A L L

et 'expression (86) de cos 2( deviendra, en & et 1,

(SN

eol’o T
8 CcOoSs = 1 —_—T y?
(89) Y zﬁ [ + (1— Ay ] ?
ol '
A cotc a
oLy a la valeur b . = 2C0S0Q.
L — A T4+a

En raison de I'évidente symétrie des pressions par rapport & Ja verti-
cale equldlstante des deux parois, cette expresswn (89) est bien
moins compliquée que (57).
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35. De plus, st ’on suppose a petit, comme aux n° 22 i 25, I'écart
1 — cos2f est trés sensiblement 8a*«?, tandis que, sing étant 1 — 2a°
A trés peu pres, les formules (54) donnent environ

d=a\V1—4u, tangf=2au.
Par suite, l’équation (53), ou dy = dr, de = d&, devient

dn

(89 bis) —z =a(2u+y1—4u?).

On observera que, vu l'expression (88) de A, sensiblement égale

a — — et la grandeur des abscisses & considérer ici, qui excedent

L ¢ . L :

— les valeurs de & seront plus grandes que 3=, tandis que = ne
. . . . 1

varie que dans une partie ds Uintervalle compris entre 7= - L. Le rap-

port « n’atteint donc pas la valeur absolue % et le radical y1—4u?,

restant supérieur & %é = 0,7454, dépasse toujours notablement 2u en

valeur absolue.

Le petit coefficient angulaire, 3—(‘1}1—5, de la tangente au profil de
rupture qui s’éloigne du mur y = o, inclinaison, partout positive, de
ce profil par rapport i la verticale ascendante, augmeénte avec u,
comme on voit par (8qg bis), entre le plan L — y =ax, limitant le
coin émané de la paroi y =L, et le plan y = ax limitant 1& coin
émané du mur y =o; de sorte que, dans la région dont il s’agit
ici, intérieure a la fois aux deux coins, le profil de rupture en question
n’est plus concave vers le haut, comme aux deux bouts, mais bien
conveze. La courbure y change donc de sens. Il n’y a, d’ailleurs, &
aucune des deux limites L — y = ax, y = ax, discontinuité de la
tangente; car celle des deux fonctions /|, 7, qui disparait au dela,
atteint graduellement la valeur zéro i la limite méme.
~ Posons dans (89 bis) 1 = atu; et éliminons  pour former entre £
et wune relation analogue & (59). En appelant &, la valeur, que I’on
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peut supposer donnée, de £ sur I'axe vertical de symétrie y =
massif, nous aurons
- f ou—l—\/l—_;u-

L’intégrale figurant au second membre s’obtiendrait sans difficulté en y
égalant le radical & 1 — 2uz, ou ¢ serait une nouvelle variable. Mais
cette quadrature ne parait pas offrirassez d’intérét pour que nous nous
y arrétions.

g

ﬁ”f' g

. L .
36. Au-dessous du niveau @ = —, les calculs deviennent plus com-

pliqués, puisque chacune des deux fonctions f”, f s’y accroit de
termes dus a la répercussion, sur chaque paroi, d'influences issues

. \ , ‘L . .
des points de I'autre plus élevés de —- Aussi nous abstiendrons-nous

d’y entrer dans les détails. Nous remarquerons seulement que les
valeurs extrémes {3, et §,, ®, et @,, de B et de ¢', valeurs relatives aux
parois y = o et y = L, continueront & étre les mémes que pres de la
surface libre. Cela résulte de ce que, pour y = o, par exemple, la con-
dition relative a la [n‘-cmiéro paroi donne directement T = — N, tangy,
et que, d’ailleurs, d’aprés (13), N, égale partout a*N,. La troisiéme
formule (41) donne dés lors tang 2 Bo, et, en y joignant (42), on a

2a? lango, sin®@, 1
1 — a? sino ~— cos2{,’

(90) lang 23, =

formules d’ot 'on concoit que 28, et @, se déduisent, de proche en
proche, par de simples considérations de continuité, en faisant croitre
graduellement «.

Si, en particulier, ¢, = g,, il y aura symétrie de I’état physique de
part et d’autre de la verticale y = =, sur laquelle I'angle { ne pourra
que s’annuler.

I est probable qu’a des profondeurs  assez grandes, aprés un
nombre plus ou moins éleve de répercussions d’'influences d’une paroi
a l'autre, avec addition, chaque fois, de nouveaux termes aux deux

Ann. Be, Norm., (3), XXXV. — FEVRIPR 1918, 7
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fonctions 77, /7, les angles § et ¢/ se régleraient de maniére & ne plus
dépendre sensiblement de x, tandis que les pressions N, N,, T ten-
draient i croitre, le long de chaque verticale, proportionnellement & la
profondeur z (*).

VI. — Intégration graphique, dans le cas d'un terre-plein a surface libre

ondulée, indéfini a4 l'arriére et maintenu & l'avant par un mur
courbe.

37. Abordons enfin I'étude d’un terre-plein dont la surface libre a
son profil 08,B,B,B,C... (fig. 1) alfecté d’ondulations assez longues

Fig. 1.

M

ou & pentes modérées, de pact et d’autre de I'axe horizontal des y, et
dont le mur de soutenement est ¢galement courbe. Pour simplifier et

(1) Yavais déja résumé plusieurs des vésultals établis dans cet article V du présent
Mémoire, au n° 1Il d’une étude déja ancienne ayant pour titre Sur la poussée d 'une masse
de sable, & surface supérieure horizontale, contre une paroi werticale ou inclinée, que
contiennent, aux dates des 17, 24, 31 mars et 7 avril 1884, les Comptes rendus des
séances de I’ Académlie des Sciences.



MECANIQUE DES SEMI-FLUIDES (S.\RLES ET CORDPS l’L.\S'I‘IQUES\). 51

aussi pour fixer les idées, nous supposerons que le profil OBM de ce
mur s’éloigne de plus en plus, & partir du haut, de la droite 0Q du

massif inclinée de « = tang<’7; — é) par rapport & la verticale des-

cendante Ox; en sorte que toute parallele a 0Q, telle que BB,
issue d’un point du mur, ne rencontre ce dernier en aucun autre
point.

Soit OQ" la symétrique de OQ par rapport 4 'horizontale Oy, ou la
droite d’inclinaison — « quand on la suit en descendant de Q' vers O;
et imaginons que, d’un point quelconque B(z, y) du massif, on méne
deux paralleles BBy, BB,, 4 QO et & 0Q’, jusqu’a la rencontre, ou de la
surface libre, en B, et B,, si le point B est pris au-dessus de 0Q, ou de
la surface libre, pour BB,, et du mur, pour BB,, si le point B est pris
au contraire dans 'angle QOM. En d’autres termes, BB, et BB, sont les
chemins ascendants des deax familles de droites y—ax = const.
et ¥y + ax = const., qui conduisent du point intériear quelconque B &
la frontiere du massif. Nous appellerons respectivement /, /,, [, les
ordonnées verticales 2 des trois points B, B, et B, ordonnées se termi-
nant en P, P,, P, sur I'axe des y et positives quand elles sont menées
ainsi de bas en haut, comme dans la figure, négatives dans le cas con-
traire.

Cela posé, nos intégrales (12) et (13) s’appliqueront a I'équilibre-
limite provoqué, che/ un tel massif, par un commencement de renver-
sement du mur, pourvu que les dﬂux fonctions f"(y — aa) / (y+ ax)
aient leurs carrés négligeables ou que, s’il n’en est pas ainsi, le massif
présente, quanta son anglc ¢’ de frottement intérieur, précisément les
degrés d’hétérogénéité exigés aux divers points par 'équation (14)
(p- 7)-

Admettons que cela soit. Alors 'annulation de N, N, et T & la sur-
face libre y exigera, d’apres la seconde (13), 'égalité partout des deux
fonctions /7, f}, tandis que la premiére et la troisiéme (13) deman-

] , o . . 1 . L. , , .
deront leur égalité commune & — ~a, si @ désigne I'ordonnée verti-

cale du point considéré quelconque de la surface libre.

38. On aura dés lors, évidemment, pour notre point intérieur B,
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quand il appartient & 'espace principal QOC,

[ ol

(o) e=l  flr—an=—2 iy +az)=—
et, par suite, d’apres (13),
(—Nx):ﬂ(z—___l":lﬂ>, T=Ma 2Tk,
\ =

s =t (1= A,

Quand le point B est pris, au contraire, dans 'angle QOM contigu an
mur, en B’ (par exemple), les valeurs de z et de fl(y—{—az) sont

encore (g1), ou représentées sur notre figure par £ et par — 2. Mais

il n’en est plus de méme pour /" (y —ax), qui recoit, en B', sa valeun
relative au point du mur B ou aboutit la parallele & QO issue de B'; et
~cette valeur de /" en P reste justement disponible pour permettre de
satisfaire & la condition de glissement du sable contre le mur.

A cet effet, supposons, pour sunphﬁer le mur vertical en §, de
sorte que la poussée, par unité d’aire, du massif contre le mur alt la
composante tangentielle T et la composante normale (--N,). Nous
devrons avoir, si o, est 'angle donné de frottement extérieur,

(enB) T=(—Ny)tange, ou — f'+ fi=a(x+ f"+ f])tangoy,

c’est-a-dire, en appelant A, A, les deux ordonnées verticales x des
points B et 8,, puis substituant & x, £, leurs valeurs (g1) et multi-
pliant par 2,
-2 ff—h,=a(2h+ 2 f —4) tango,;
d’ou ’
20 — %,
(93) (en 8) fr=— atang o, 1 — 1—alang g, Ay
1 -+ atango, 1+ atango, 2

On voit comment, une fois dessinés, ou définis graphiquement, les
deux profils de la surface libre OB,B,C et de la face postérieure OM
du mur, des constructions géométriques extrémement simples feront
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connaitre les pressions d’équilibre-limite existant en tous les points
du massif. ,

Celui-ci sera homogéne & trés peu prés (avec ¢ pour angle de frotte-
ment intérieur) dans sa partie principale QOC, pourvu que les pentes
de la surface libre et, par suite, des sécantes comme B, B, joignant ses
divers points, n’aient partout que de petites valeurs. Car, s'il en est
ainsi, la différence des deux ordonnées /,, , sera toujours faible com-
parativement & leur distance, qui est de 'ordre de la distance méme,
l— éi——lisensiblexnent, du point intérieur considéré B a la surface

e o
libre. Le rapport .;,‘_/—;——f—”i_l‘f‘;
I'on pourra négliger son carré au second membre de I'équation (14),
ou réduire 9" a 9.

sera donc petit dans ces conditions; et

39. Evaluons maintenant la composante normale (— N,) =P dela
poussée sur le mur par unité d’aire de sa face postérieure, en nous
bornant au cas simple ot cette face, verticale, a son profil OM suivant
Paxe des .

Donnons-nous I'équation de la surface libre sous la forme x="F(y).
Et observons qu’ici, pour les divers points B du mur, & abscisse verti-
cale @ = A, la seule ordonnée verticale i considérer de la surface libre
sera celle, A,, du point B, correspondant, dont la distance y & I'axe
des x est sensiblement Of < @ ou ai. On aura donc, pour les
points f,, '

hhy=TF(ahr).

Par suite, la premicre et la troisieme des équations (91), complé-
“tées par (93), donneront ensemble, pour tous ces points §,

atango; 4 1-—atango, F(al)

x =1, f'=— p— ,
(o) ‘ {+ atango, 1+ atange, 2
L]
9 .k F(a))
SiEm T

Enfin, la composante normale cherchée P ou (— N, ) de la poussée
par unité d’aire, en B, sera, d’aprés la troisiéme formule (13), toutes
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réductions faites, .
(93) Pl — % [h—F(a))].
1+ alang o,

Aux diverses profondeurs A, elle est en raison directe du fac-
teur A — F(al), projection verticale de la distance 8, qu'il y a du
point considéré 8 dumur au point correspondant 3, de la surface libre.
Comme toutes les droites B3, sont paralléles, c’est, en définitive, lu
distance méme a la sur fuce libre, estimée sutvant la direction des droites
de la famille y + ax = const., qui mesure proportionnellement la
poussée par unité d’aire aux divers points § du mur, comme si le
massif était divisé en longs filets prismatiques infiniment minces, tous
orientés suivant cette direction unique, et que chaque élément super-
ficiel dumur dut portm une fraction déterminée du poids de la colonne
sablonneuse qui s’y appuie ou dont il est la-base oblique. Et I'on
trouve naturel qu il en soit bien ainsi; car ¢’est suivant les direc-
tions =« des deux familles y == ax = const., directions se réduisant
a la seconde pour les points du mur, que paraissent se transmettre
intégralement efforts ou influences dans les questions abordées ici.

40. Il viendra pour la composante normale tout entiére,

¢ cosq:,:fP d),

de la poussée par unité de longueur du mur, depuis % = o jusqu’a une
profondeur donnée H, et pour son moment total,

o = fr!‘([»I—J.)dl,

les expressions suivantes :

-~ i
g Peosg=T—O%b Ll f F(a).)d?.],
1+alangol 2 |

’ ‘ i P ‘-

\

(96)
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Si, par exemple, le profil OC est la sinusoide

xr ——A sin )

Ty
L

a ondulations de période 2L, débutant par une convexité et d’une
demi-amplitude verticale A petite en comparaison de L, on aura

‘Prosw~[l———~L Ii—i—& Jr-—cosmZH
T T i atango, [ 2 T Ta L /)y

(97) : 3 |
( D]Lr:I[____"__[E_*_éL(H_ L sin’m'">].

1+atango, | 6 Ta Ta L

La poussée est accrue en moyenne par le fait de la premiére con-
vexité, comme on pouvait le prévoir, tandis qu’elle serait diminuée
si A changeait de signe ou si la convexité était remplacée par un
creux. ’

41. On peut voir, au paragraphe IX de mon travail de I'Académie
royale de Belgigue, souvent cité dans le Mémoire précédent, travail
de 1873-1875 ayant pour titre Essai théorique sur I'équilibre des massifs
pulvérulents, comparé a celur de massifs solides, et sur la puussee des
lerres sans cohéston, aux pages 127 4 133, que la méme intégration gra-
phique des équations de I’équilibre-limite ramenées a celle (10) de
d’Alembert, s’applique au cas non seulement de notre terre-plein &
pente moyenne nulle, mais aussi d'un talus ondulé d’une pente
moyenne quelconque. Le systéme d’axes rectangulaires des « et des y
qui maintient & I'équation en o sa forme simple (10), et qui se trouve
toujours orient¢ suivant les directions principales de la solution
Rankine-Lévy, devient alors oblique par rapport & la verticale; ce qui,
araison des deux composantes X et Y qu'acquiert la pesanteur, com-
plique assez notablement les formules des pressions.
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VII. — Rappel sommaire de résultats antérieurs concernant soit 1'état
ébouleux des masses pulvérulentes, soit leur état élastique : unifor-
mité de I'écoulement dans les sabliers; extinction du son par un
milieu inconsistant; etc. ’

42. Le méme Mémoire de I’Académie de Belgique contient encore
d’autres problémes assez intéressants d’état ébouleux, parmi lesquels
il en est deux (§ X, p. 145 & 156) qui fournissent des applications de
’équation en 7, aux dérivées partielles du second ordre, propre aux
massifs sans pesanteur, équation portant le n° 11 (p. 11) dans mon
récent Mémoire des Annales, dont celui-ci est un complément. Cest
rigoureusement que cette équation (11) les régit, & la différence de
I'équation (g) du méme récent Mémoire, aussi du second ordre en 7,
mais ou figure de plus p, et quiy est devenue & trés peu prés (p. 77

et 78), pour les états ébouleux wvoisins de la solution Rankine-Léyy,

I’équation linéaire (38) ou (40) en y seul, parce qu'on a pu alors y
remplacer, sans erreur relative sensible, p par sa valeur de cette
‘solution méme. Au contraire, dés qu’on fait abstraction de la pesan-
teur, la méme équation (q) se réduit rigoureusement i (11) et permet
parfois de déterminer & part lazxmut 7, c'est-a-dire l'orientation,
partout, des deux pressions principales, avant de s’occuper de leur
grandeur ou de la pression moyenne p.

Or il est permis de négliger ainsi la pesanteur, quand on exerce en
tous sens, du dehors, sur le massif, des pressions trés supérieures 4
son poids. Tel sera, par exemple, et ¢’est justement le premier pro-
bleme dont il s’agit ici, le cas d’une masse sablonneuse, indéfinie (ou
censée y remplir 'espace) entre les deux faces d’un angle diédre, et
comprimée fortement par deux plaques rigides qui, occupant ces faces,
sont mobiles autour de la charniére constituée par leur intersection,
lorsque, en outre, des contre-pressions extérieures convenables, exer-
cées sur les parties du massif trés distantes de cette intersection, se
trouvent sur le point ou de faire ouprir I'angle diédre, ou de le laisser,
au contraire, se fermer. Ce sont évidemment deux équilibres-limite
analogues, le premier, & celui de la poussée des terves contre un mur,
le second, 2 celui de leur buttée.
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43. Onyprend lintersection fixe des deux plans rigides comme
axe des s ou, dans le plan normal des déformations, comme origine
des o et des y. L’équation (11) a appliquer est alors

av k.
(98) ;{;‘—[Tr—/tAz/,——O,

ouD, E, A,y désignent les expressions

__1f{dcosay dsinay
D—_i;( dz  © dy >’

1t fdsin2y dcosay dry iy
= (T -ST) =g

Mais, en raison de ce que la divergence rectiligne des profils des
deux parois, a partir de ['origine, permet de supposer semblables,
dans le plan des xy, les états physiques tout le long d’un méme rayon r
émané de cette origine, 'azimuty de la pression principale (proprement
dite) la plus faible ne varie qu’avec’angle polaire 6 du rayon; en sorte
que les dérivations en z et y de y ou de ses dérivées en 0 se font par

les formules
d sinf d d __cosf d

dz —~ 15 db’ -c_l:;/'_ . df

D’auatre part, les deux dérivées de » en « et y sont, comme ['on sait,
cosf, sinf. On aura ainsi, presque immédiatement,

:cos(zz~9)£i_z E____Siﬂ(zx-—@){_l:/!

b r ds’ . r df

¢t, ensuite,

dD  dE _ cos(ay —20) d*y N sin(2y—20) 2_U)_d;/‘ dy,
dy — dz re dp? r “dh) ds’
., L2y
Ay = 7 a0

[7équation (98) devient donc, aprés suppression du. dénominateur
Apn, Ee, Norm,, (3), XXXV, — Fiyries 1918, 8
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commun 7%,

[cos(ay —=26) -—/.Jde, b =0
ou

Z [cos(ay —20)—L] =

et elle a comme intégrale générale
d.
(99) ﬁg[cos(zx—aa)—/.~]—:const‘.

Or telle est précisément, aux notations pres, la formule (158) de
mon Mémoire cité de Belgique, formule d’ott se déduit aisément la loi
des azimuts, donnant y soit par un arc tangente ou circulaire, ou hyper-
bolique, soit par un arc cotangente hvpmbollque qui ont cette tan-
gente ou cotangente proportlonnell e & la tangente circulaire de 7 — 0.
La différence e -——6 qui joue ici le role de Variable indépendante et
que j'appelle « dans le Mémoire cité, est 'angle fait, en chaque point,
avec le rayon vecteur r prolongé, par la pression principale la plus
faible.

La méme intégrale (99), mais réduite a la solution singuliére ou
asymptotique 7 — 0 = const., s'étend (p. 150 et 137 & 139) 4 'anneau
sablonneux remplissant lintervalle de deux ecylindres circulaires
solides conaxiques, de longueur indéfinie, 'un plein, 'autre creux,
sur lesquels s’exerceraient deux pressions normales uniformes, et
dont I'un serait, par exemple, fixe, mais, I"autre, susceptible de se
contracter ou dilater uniformément suivant les rayons, de maniére
a faire varier en longueur les lignes matérielles radiales et, par suite,
également, mais en sens inverse (vu I'incompressibilité), les lignes
matérielles circulaires normales & ces rayons.

44. On peut considérer aussi (p. 145) le méme anneau sablonneux
remplissant Uintervalle des deux cylindres, mais soumettre 'un de ces
cylindres (I'autre étant, par exemple, censé fixe) & un couple de rota-
tion croissant autour de leur axe commun, jusqud production de
Péquilibre-limite de glissement du massif contre ce cylindre tournant,
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U est évident qu'alors 'angle  -- ( = o de la pression principale la
plus faible avee le rayon vecteur » est indépendant de 9, ou le méme
partout & égale distance » de I'axe, mais fonction de cette distance r.
Il faut done, dans I'équation (98), composer 27 de deux parties,
I'une, 20, se différentiant en « et y comme le faisait 7 ci-dessus,
I'autre, 2«, se différentiant par les formules

d d . d
CE—(COSH) [' -c:[;)—,-——(S]lle)H—-'
Il vient, successivement,
$(6 4+ 2 /
D= cos(O+2a) il—(f-sin(ff +2a),
r dr

- sin(f+ 2q) —+ d—acos(e +20)

I r dr

(e

et, aprés quelques réductions immédiates,

d) _dE__id(. e
-(-Z)-;"'—dx.— - ar $ ll.,OC—i"l‘[‘{';(JOSQOC )

1 d do
AQ/‘~A2(0+OL)_—7—J;( (/l).
1 L’équation (98), multipliéce par » et changée de signes, devient
donc

(100) [sin2a+r%%(4:(_>sna+/")j| =o.

dr

Intégrée, elle donne, en appelant ¢’ la constante arbitraire, puis sépa-
rant les variables, multipliant par 2 et intégrant une scconde fois (avec
une nouvelle constante arbitraire ¢),

r? f(cosza—*—/r)d.w
log-—c-+ - =

sin 20 — ¢!

La quadrature s’y fait exactement par introduction de tange comme



@

Go J. BOUSSINESQ.

variable d'intégration. Or telle est bien, précisément, la premiére des
deux équations (156) (p. 145) du Mémoire cité.

Je n’insisterai pas davantage sur cette question; car mon but n’était
ici que de montrer comment I'équation (¢8) peut permettre de déter-
miner (plus ou moins complétement, suivant les cas) lazimut des
pressions principales, dans les déformations planes des massifs pulvé-
rulents sans pesanteur a I’état ébouleux.

45. Un autre exemple, plus important mais sans doute difficile a
calculer, d’état ébouleux est fourni par I'écoulement du sable dans
un de ces sabliers dont se servaient les anciens pourmesurer le temps,
vase de révolution & axe vertical et & paroi fatérale polie convergeant
inférieurement, sous d’assez fortes pentes, vers un orzfice horizontal
d’un diamétre trés faible par rapport & celui des parties supérieures
du vase méme. On remplit celui-ci, du moins jusqu’a une cerlaine
hauteur % au-dessus de 'orifice, d’un sable homogene dont les grains
aient leur diameétre un peu comparable an diamétre de Porifice, de
maniére a permettre la sortie simultanée de plusieurs grains, tout en
rendant insignifiantes leurs vitesses de chute a travers les sections
horizontales, bien plus grandes que l'orifice, situées au-dessus de
celul-ci & des hauteurs trés faibles par rapport a A, mais supérieures
au diameétre de lorifice méme.

Dans ces conditions, on peut admettre que presque tout le sable du
vase, & 'exception de celui que contient le bas du goulot, est a Uétat
ébouleux en ce sens que les accélérations y sont négligeables tout en
maintenant l'éguilibre-limite, ou que les pressions y neutralisent a trés
peu prés la pesanteur.

L’expérience a montré depuis longtemps (sans quoi I'usage des
sabliers n’aurait pus etabhr) que la vitesse verticale moyenne a travcr
Uorifice y devient vite quast permanente, et qu ‘elle se régle ainsi, pour
un sable d’une finesse donnée, d’aprés la figure €t les dimensions du
vase au voisinage de U'orifice, mais non, sensiblement, d’aprés la hau-
teur b du sable dans le vase, tant que celle-ci reste un peu grande par
rapport au diamétre de l'orifice. L’écoulement se trouve donc 4SSex
uniforme, pour que cet orifice débite des volumes de sable & trés peu
prés proportionnels aux temps et susceptibles de les mesurer.
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46. Ilyalieu, dés lors, de penser que nulle pression appréciable
nest exercée par la masse pulvérulente sur les filets semifluides de
sable, & leur naissance un peu plus haut que 'orifice, ou, en d’autres
termes, & la traversée de la surface inférieurement concave, en forme
de calotte intérieure au vase avec contour appuyé sur le contour méme
de l'orifice, ou les vitesses, inseusibles & ’amont, cessent de 'étre a
Uapal. Car une (elle pression intérieure, qui serait transmise sur la
calotte, par la masse pulvérulente, aux grains de sable libérés et leur
imprimerait une vitesse initiale perceptible, ne pourrait qu’étre en
rapport de grandeur avec les pressions générales s’exercant sur les
couches inférieures mais encore étendues de cette masse, pressions
de I'ordre des poids superposés ou des hauteurs 4 de charge.

Appelons o, pour abréger, la calotte fixe en question, convexe vers
le vase, au-dessus et autour de laquelle il y a équilibre-limite sans
vitesses appréciables; et admettons que lorifice, d’abord fermé, avec
repos partout dans le vase et son goulot, soit ouvert & un moment
donné. Cette surface s deviendra cvndemment 4 I'instant ou passage
sera livré au sable sous-jacent, le sicge de pressions décroissantes pro-
voquant, dans les parties du vase qui entourent le goulot depuis et
sous un certain plan horizontal fixe, I’établissement d'une série d’états
d’équilibre ot le poids des couches pulvérulentes supérieures a ce
plan, poids représenté sur celui-ci par des pressions verticales p pro-
portionnelles & A, sera transmis de plus en plus aux parois entourant
la calotte et de moins en moins a la calotte méme, de maniére a la
décharger tout & fait dés que 'écoulement est régleé.

Malheureusement, I'expression analytique de ces équilibres-limite
doit excéder nos moyens d’intégration de leurs équations aux dérivées
partielles; et il est difficile de savoir si quelqu’un de ces équilibres-
limite permettrait a la pression sur o de s’annuler tout a fait.

S’il en était un qui fut dans ce cas, il resterait utilisable pour des
hauteurs de charge 4 quelconques, ne dépassant pas toutefois les
limites au-dessus desquelles se trouveraienl modifiées les propriétés
de la matiére pulvérulente. En effet, Ie poids du sable entourant le
goulot est insignifiant, eu égard & la grandeur des pressions p exercées
sur le plan horizontal qui limite supérieurement la région considérée
ici. On peut donc le négliger; ce qui rend homogénes les équations de
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I'équilibre-limite pour celte région, soit indéfinies, soit définies ou
relatives tant aux parois, ol il y a glissement, qu'a la calotte s sup-
posée sans aucune pression. Dés lors, elles ne cessent pas d'élre satis-
faites quand on aceroit dans un méme rapport, proportionnel 2 4,
toutes les composantes des presblons exercées aux divers points
(2, ¥, %), A commencer par celles, p, existant a la base supérieure (*).

Toutcf'ms, I'impossibilité a la f01> pratique et théorique, pour nn
talus sablonneux censé indéfini en longueur, de se soutenir sous des
pentes supérieures au coefficient de frottement, rendrait fortement
improbable I'existence d’un tel mode d’équilibre-limite, 'il s’agissait
(orifices d'un diamétre comme infini par rapport & celui des grains de
sable. Mais 1l faut justement observer que, dans les sabliers, Porifice
et méme la calotte ¢ qui le recouvre ne sont pas d'une étendue telle
qu’il faille, pour les occuper, beaucoup de grains de sable; ct l'on
concoit que ceux-ci, se présentant a la fois pour sortir, s’arc-boutent
mutuellement, & la maniére de voutes capables, par leur résistance
momentanée, de neutraliser la petite fraction, encore subsistante
peut-étre jusque-la, de la poussée intérieure. Ce role doit leur étre
puissamment facilité par le fait que les déformations de la masse
sont, ici, de régolution, et non pas planes comme dans nos calculs; en
sorte que les grains n’ont, pour se dégager, qu’une dimension sur ¢rots,
la dimension verticale, et non plus une sur deuz. Dol une bien plus
grande difficulté (de ’écoulement) quisuffirait peut-étre, i elle seule,
pour permettre 'annulation des pressions sur I'orifice sans faire inter-
venir I'étroitesse de celui-ci.

Les grains de sable semblent donc ne devoir, 4 la surface o, se déta-
cher ou tomber qu’isolément, en quelque sorte, faute d'un enduit l¢ger
pour les unir; et la petite vitesse sensible qui les anime a la traversée
de Porifice serait uniquement due & leur hauteur de chute depuis le
point de 5 d’our elles descendraient.

(1) C'est & poeu proés ainsi que j'ai raisonné au n° 42 bis (p. 103 et 104) de mon
Mémoire de Belgique, ol j’ai abordé cette difficile question de I'écoulement du sable par
un orifice, en contraste si marqué avec I'écoulement d’un liquide et avec la loi de Torri-
celli.
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47. Le raisonnement suivant permet de se rendre compte, presque
sans caleuls, de la différence profonde qui existe, 4 ce point de vue de
la transmission des pressions, entre un fluide en équilibre, ou la pres-
sion se transmet intégralement dans les sens horizontaux, malgré des
parois verticales quelconques interposées mais laissant toutetms sub-
sister dans le milieu des trajets de niveau continus, et une masse
sablonneuse oit, au contraire, de telles parois verticales, méme infini-
ment polies, permettent de réduire autant qu'on veut la pression.

Pour ne pas sortir du cas simple de déformations planes, imaginons
une longue auge rectangulaire, & parois latérales infiniment polies
comme son fond horizontal; et, aprés avoir enlevé une de ses deux
plus petites faces verticales, divisons-la par des cloisons également
polies rectangulaires, paralleles a 'autre petite face, mais n’atteignant
pas tout & huL le fond, en un certain nombre n d’auges partielles, (lont
chacune communiquera avec la suivante par I’ orifice vertical de fond
que présentera, sur toute la largeur, le bas de la cloison intermédiaire.
Nous admettrons que le fond commun se prolonge encore un peu
apres le ni®m¢ orifice, de maniére & y former, sur toute la largeur, un
rebord extérieur horizontal, capable de porter une couche sablonneuse
de faible épaisseur.

Cela posé, appelons A, A/, A, A", ... les hauteurs uniformes de
sable que nous déposerons dans ces auges respectives; et cherchons
comment devront &tre réglées ces hauteurs, a part la premicre £ qui
sera arbitraire, pour que I'¢coulement soit sur le point de s’y faire de
la premitre auge & la seconde, de la seconde & la troisieme; et ainsi
de suite, jusqu’a la 2" auge, ou le sable intérieur sera, de méme,
tenu juste en‘équilibre par une épaisseur, 2, de sable déposé contre
le n*"® orifice sur le prolongement extérieur du fond.

Les pressions verticales uniformes exercées, par unité d’aire, sur la
plus basse couche sablonneuse de ces auges seront, ewdcmment, 14
pour la premiére, II4" pour la deuxitme, IIA” pour la troisieme, etc.
Si done nous considérons le prisme élémentaire (ou mince bouchon)
de sable occupant, par exemple, le premier orifice, avec ses deux bases
matérielles verticales d’amont et d’aval, légeres couches superficielles
pulvérulentes donnant respectivement dans la premiére et la-seconde
auges, et sollicitées (vu I'équilibre) par deux pressions horizontales F
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égales et contraires, qui sont presstons principales en corrélation avec
[T~ et I/’ dans les deux auges, la premiére de ces bases tendra a
sortir de la premiére auge et, la deuxiéme, & entrer. dans la seconde.
" La matiére sablonneuse se trouvera donc, 4 I'arriére de la premiére
base, localement dilatée suivant le sens horizontal, mais contractée
verticalement; et le rapport c

1—sing [T o .
— =tlang’ (> — < | =&
I+ 8o

L 2,
de la plus petite de ces pressions principales proprement dites, a la
plus grande, sera celui de la force horizontale I ala force verticale IIA.

On aura donc
F ::.Hha‘-‘.

Mais, au contraire, la seconde base, qui tend & pénétrer dans la
deuxiéme auge, y comprime localement devant elle le sable, qui se
détend deés lors verticalement; en sorte que F y estla plus forte pression
et II7/ la plus faible, ou qu’on y a

s

I‘::—-—)-'

Par suite, les deux valeurs de F, égalées, donnent
(ror1) W =a*h.

On aura de méme, en considérant les orifices suivants et la ten-
dance, qui s’y produit, & ’écoulement vers le dernier orifice,

M= a*h' = a8h, "= a*h" = a'? L, Ve AOEEN ALY/

Comme @ est moindre que- 1, les hauteurs successives de sable
maintenant Uéquilibre-limite tendent vers zéro et, pour » assez grand,
une légére couche pulvérulente, obstruant le dernier orifice sur le
rebord extérieur du fond, suffira pour empécher partout’écoulement.

Par exemple, s’il s’agit dé sable ordinaire, ou o= 34°,
a=tang28°=0,5317 et a'=o0,08 (environ), il suffira de deux
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auges ou deux orifices pour donner a'”= a® = 0,006388, c’est-a-dire
pas beaucoup plus qu’un demi-centiéme.

48. La premiere et majeure partie de mon Mémoire de Belgique
concerne les états d’équilibre élastique se produisant dans les couches
supérieures, c¢’est-a-dire peu profondes, d’un long talus plan sablon-
neux ot I'état mécanique est censé ne varier qu’avec la distance a la
surface libre, lorsqu’on suppose la masse d’abord sans pesanteur et
tout entiére a letat naturel, puls soumlse pen a peu a une pesanteur
lentement croissante, de maniére a passer par une suite d’états
d’équilibre n’outrepassant jamais ses primitives limites d’élasticité,
contrairement i ce qui arrive aux massifs ordinaires de sable, dont
les éléments sont déposés successivement les uns sur les autres, avec
d’innombrables chocs et sans que jamais leur ensemble se trouve &
I’état naturel. On ne pourrait, ce semble, expérimenter ce phénomene
avec quelque approximation qu’en composant le massif d’une poudre
insoluble dont les grains auraient une densité  peine supérieure 2
celle de I’eau, et en "l laissant non seulement se déposer, mais aussi
se tasser peu & peu sous une eau en repos (et, par conséquent, & de
trés faibles pressions entre les grains de sable), puis se¢ sécher par lente
évaporation superficielle ou par lente infiltration du liquide dans les
couches profondes du sol.

Sans me préoccuper de I'extréme difficulté, sinon de I'impossibilité,
que présenterait la réalisation de conditions pareilles, mais me placant
aux points de vue habituels, hypothétiques, de la Mécanique ration-
nelle, j’ai pris comme expressions des forces élastiques du sable celles
qu'a démontrées la grande Note (n°1, p. 24 7) du récent Mémoire dont

celui-ci est le complément, c’est-a-dire les formules convenant a un
“solide élastique beaucoup plus déformable que compressible (conser-
vant ses volumes) et ou le coefficient de rigidité (. de Lamé), au licu
d’étre constant, se trouverait partout proportionnel 4 la pression
moyenne actuelle p.

Vai reconnu que le talus indéfini proposé admet alors, suivant un
ensemble de circonstances produites au loin, une infinité de modes
d’équilibre élastiques, fonctions d’un certain paramétre ¢, ot pressions
et déformations, partout orientées de méme ct ne variant tout au plus

Ann. Ee. Norm., (3), XXXV. — Mags 1918, 9
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qu'avee la distance & la surface libre, lui sont simplement proportion-
nelles, quant aux pressions, mais n’en dépendent pas ou son¢ uni-
formes, quant aux déformations. Le paramétre ¢ y représente 'angle
que font respectivement, avec la verticale et avec I'horizon, dans
chaque mode d’équilibre, les deux systémes, perpendiculaires 'un a
'autre, de droites matérielles non contractées ni dilatées (par la petite
déformation), inclinées & 45° sur les pressions principales ou les dila-
tations principales, et dont I'un, le plus voisin de la verticale, pour-
rait donner, par une de ses droites, le profil d'un mur plan immobili-
sant les grains contigus du massif dans leurs situations d’état naturel.

Lorsqu on tient compto de la limite (supposée invariable) délasti-
cité pour la dilatation principale positive, 'angle w du talus avec
I’horizon est toujours inférieur & ¢; et ces modes d’équilibre clastique,
pour chaque valeur de w, se trouvent tous compris entre les deux
modes d’équilibre-limite découverts par Macquorn-Rankine, qui n’en
sont que les cas extrémes (*).

Il y a méme, sauf toutefois quelques différences ou particularités
notables, une pareille série de tels équilibres, aussi avec limites ana-
logues de pente de la surface libre, pour les solides élastiques et iso-
tropes ayant cette forme de talus plans indéfinis, et qu1 se seraient
également trouvés & I'état naturel avant d’étre soumis a leur poids
(notes des pages 31, 45, 63, 87 et 88 de ce Mémoire de 1876).

49. Bofin, considérant que les ébranlements accidentels auxquels
est fréquemment exposé un massif sablonneux doivent, i la longue,
altérer sa contexture ou changer I'état naturel de ses particules,
jémets, au paragraphe V1II du Mémoire, I'opinion qu'un massif sou-
tenu par un mur doit finir par atteindre le mode d’équilibre le plus
stable possible, ¢’est-a-dire le plus voisin de I’état naturel ou compor-
tant les moindres déformations élastiques, compatible avec le degré
de résistance de son mur de souténement. Vapprécie d’ailleurs ce
degré d'aprés le moment de la poussée qui renverserait en blocle mur,
par rotation autour d'un axe donné tel qu'est, notamment, le bord

(1) Zoirlesn®™ 8 el 9 (p. 13 el 14) du Mémoire que compléte celui-ei.
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antérieur de sa base. Je peux alors déterminer aisément la valeur de <
pour laquelle la déformation élastique est la plus voisine de zéro, ou
quel est, dans chaque cas, le plus stable des modes simples d’équilibre
élastique considérés ci-dessus (modes ol la déformation est partout
uniforme).

Je fixe ainsi, pour un mur rectangulaire vertical ne résistant au ren-
versement que par son poids, soit I'épaisseur minimum qu'il doit avoir
pour ne pas tomber, cu égard 4 sa densité, et & la pente tango du talus
qui l'affleure, soit aussi I’épaisseur beaucoup plus grande qui permet
I’élablissement du mode le plus stable compatible avec la déclivité o

Maisje n’avais pas assez remarqué, lors de la rédaction de ce para-
graphe VIII,que les choses sont loin d’étre aussi simples dans la nature.
Car il doit étre infiniment rare : 1°-que, prés d’un mur soutenant un
massif en talus plan, Iétat physique du massif soit indépendant de la
distance 2 ce mur et seulement fonction de la distance & la surface
libre; 2° que la contexture qui se produit & la longue comporte I’exis-
tence d'un état naturel pour lensemble du massif. De telles hypotheses
équivalent & des simplifications énormes, capables de dénaturer les
problémes en les idéalisant outre mesure et en supprimant d’impor-
tants détails. 11 est possible cependant qu’elles fournissent une
esquusse des phénomenes, précieuse en attendant mieux.

50. Les mémes réflexions eritiques atteignent, jusqu'a un certain
point, bien des calculs d’équilibre élastique, faits par les géométres
relativement aux petites déformations que produit la pesanteur dans
les solides. On y admet d’ordinaire I’existence, pour un tel corps tout
entier, d'un état naturel logiquement antérieur a 'application de cette
force. Or cette hypothese n’est cependant justifiable, elle ne comporte
de controle, que chez des solides ou trés légers, ou de faibles dimen-
sions, assez petits, en un mot, pour que les déformations dues & leur
poids soient insignifiantes, comparativement & celles dont leur élasti-
cité les rend capables sansdépassement de ses limites. Alors seulement
nous pouvons les faire entrer dans des constructions beaucoup plus
grandes qu'eux-mémes, ol ils figurent presque comme de slmple
éléments de volume; et les pmds, les déformant notablement, qu'ils
y supportent, ne sont plus leur poids propre, donl on ne saurait les
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débarrasser qu'en les transportant loin du globe, dans les espaces
célestes.

Supposés méme ainsi petils, on ne peut guere y admettre un état
naturel, c'est-a-dire I'absence de pressions tant intérieures qu’exté-
rieares, que lorsque, si ce sont, par exemple, des matériaux de con-
struction, ils ont été extraits du milieu d’une vaste carriére d’appa-
rence uniforme, ot la vraisemblable variation graduelle d’état entre
points voisins permette de les assimiler & de véritables particules, con-
stituées de méme dans toute leur étendue; en sorte qu’il suffise d’y
annuler les pressions de superficie pour y faire évanouir en méme
temps les pressions intérieures. Et si ce sont des métaux, des corps
produits apres fusion, il faut que leur solidification ait eu lieu lente-
ment, sans courants, presque a la fois dans toute leur étendue; sans
quoi on ne peut guére y atténuer suffisamment les disparités, les iné-
galités intérieures et, plus tard, les particularités (comme écrouissage,
énervement, etc.) dues @ {’Aistoire propre de chaque région, que par
I'opération du recuit, c’est-a-dire par une multitude de fusions par-
tielles y ramollissant et fluidifiant successivement toute la matiére, de
facon & uniformiser peu & peu sa contexture et a effacer les tensions
purement locales.

51. Mon Mémoire de Belgique a passé presque completement sous
silence les phénoménes de mouvement pouvant se produire, dans les
masses pulvérulentes, avec accelérations sensibles dont il faille tenir
compte, comme seraient, par exemple, les mouvements vibratoires.
(Vest seulement dans une Note (p. g6) que j’en ai parlé, pour observer
qu'a U’état naturel (ou abstraction faite de la pesanteur) leurs compo-
santes de pression, non linéaires par rapport aux déformations et  la
pression moyenne p considérées & la fois, sont impuissantes i leur
donner une élasticité appréciable, analogue a celle des solides ou des
fluides compressibles, apte, en un mot, a leur faire transmettre, avec
une vitesse ou celerizé finie, les ondes d’amplitude infiniment petite,
c’est-a-dire (plutot) trés faible. Vu la petitesse extréme de p, dans ces
mouvements ol p s’évanouit avec les déplacements mémes; vu aussi,
par suite, 'annulation, avec p, du coefficient de rigidité w qui lui est
proportionnel, ces milieux s’y comportent donc, & trés peu pres,
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comme un solide isotrope sollicité & vibrer transversalement, mais ot
le coefficient d’élasticité mis en jeu par de tels mouvements serait infi-
niment petit : circonstance d’ou résulterait I'évanouissement de la
vitesse de propagation et, par suite, U'impossibilité, pour les ondes, de
se transmettre, a peu présintégralement, dans le milieu. Aussil'expé-
rience prouve-t-elle, comme je I’ai observé dans la Note dont il s’agit,
qu’un massif pulvérulent étoutle le son.

52. Toutefois, s’il en est ainsi dans les couches supérieures du
massif, oil p n’a pas de partie permanente notable p, due i leur poids
et, par conséquent, antérieure aux vibrations considérées, cette partie
permanente p,, proportionnelle, dans un terre-plein horizontal, &
'ordonnée verticale comptée en partant de la surface libre, devient, au
contraire, suffisante, aux profondeurs assez grandes, pour conférer au
milieu une élasticité w. = mp, appréciable et permettant ainsi, aux
feuillets matériels paralléles qui s’y trouvent, de réagir contre des
glissements mutuels qui leur seraient imprimés. D’olt une étude, qui
reste encore i faire, d'un genre d’ondes complétement inconnu tant aux
physiciens qu’aux géometres. On pourrait s’y borner, en premier lieu,
au cas d’'un terre-plein horizontal et qui, aux époques ¢ négatives, sc
trouverait en repos, avec surface libre choisie comme plan des 2y et
méme, d’abord, avec pressions réduites & la pression moyenne d’équi-
libre p, =—1IIz, pour se mettre en mouvement & I'instant ¢ = o, par
I"elfet d’une perturbation rapidement survenue 2 la superficie. En s’y
guidant sur I'analogie avec les ondes dues, dans un liquide pesant, i
un trouble initial de la surface libre, on formerait sans doute assez
aisément les équations aux dérivées partielles de ces sortes de petits
mouvements ('). On remarquera qu’elles deviennent identiques &
celles des ondes liquides ainsi rappelées (dites ondes par émersion et
ondes par impulsion superficielle), quand on pose m = o et, par suite,
w=o0; ce qui réduit le massif pulvérulent 4 un fluide incompressible.

(1) On y emploierait les formules générales que j'ai données au paragraphe I de mon
Mémoire de 1869-1872 sur la Théorie des ondes liquides périodigues et vers la fin de la
Note complémentaire 3 de ce Mémoire (Tome XX du Recueil des Savants étrangers de
I'Académie des Sciences de Paris).
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VIII. — Apergus et hypothéses sur la mécanique des semi-fluides
en général.

53. Une assez lointaine analogie de toute particule sablonreuse,
tassée jusqu’d un certain point, avec une particule solide isotrope
beaucoup plus déformable que compressible, nous a permis, au début
de ces études ('), d’obtenir, pour la particule sablonneuse ou, plus
généralement, pulvérulente, des formules de pressions clashques ol
bubsmtent la dépendance et la developpabllm des pressions, en fonc-
tion entitre des déformations éprouvées a partir de I'état naturel, mais
sans la loi de quasi-proportionnalité ou de quasi-linéarité due & 1'abbé
Mariotte ou a Hooke, et & la condition de mettre en compte, pour tenir
lieu de cette loi, le fait de I’absence de rigidité a pression nulle. Cela a
suffi pour faire attribuer a la particule pulvérulente, tant que les pres-
sions sont modérées, une rigidité u = mp proportionnelle a la pression
moyenne p; aprés quoi, I'extension, a la méme particule sensiblement
incompressible et soumise a des déformations planes, de la notion d’une
limite A d’élasticité quant & la dilatation principale positive 9,, nous a
conduit a I'équation carvactéristique de I'état ébouleux, ou i la connais-
sance de 'angle de frottement intérieur, que ne peut dépasser, sans
amener I'éboulement de la particule, I'obliguité d’aucune pression inte-
rieure ou superficielle. Bt, du moins pour les déformations planes, la
mécanique de cette catégorie de corps semi-fluides que sont les masses
pulvérulentes, s’est ainsi trouvée ébauchée, unifiée méme, en quelque
sorte, avec celle des solides isotropes.

Or on ne voit pas qu’il ait été fait, jusqu’a présent, sur les masses
pulvérulentes, des observations, comme seraient par exemple des
mesures de la (roisitme (ou intermédiaire) pression principale P,,
obligeant & sortir de I'hypothése simple des déformations planes. On
est, en attendant, assez porté & penser que, si la pression intermédiaire
principale P, différait de la pression moyenne (— p),'angle de frotte-
ment intérieur n’éprouverait pas de grandes variations, ou que I’équa-

(1) Foir (p. 2 4 7) le précédent Mémoire que compléte celui-ci.
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tion d’état cbouleux, entre P, et P,, resterait sensiblement la
méme ().

5%. Mais les solides, eux aussi, peuvent constituer une seconde
catégorie de semi-fluides, ¢’est-a-dire couler, se laisser déformer ou
pétriv indéfiniment, avec plus ou moins de lenteur, sans tendance
notable vers les formes ou structures antérieures, et méme sans se
briser, grice & des pressions suffisantes en tous sens qui s’y oppose-
raient & la rupture, & la brusque séparation des particules contigués.
Et ces écoulements, ot se conserve encore, trés sensiblement, la den-
sité de la matiére, mieux méme que dans les masses pulvérulentes,
comportent des lois approximatives accessibles i nos observations,
ainsi qu'anos caleuls, forsqu’il s’agit de corps mous ou malléables, iso-
tropes, comme le plomb, les pates céramiques, etc. Leur fluidité, leur
cquilibre-limute interne, dit état plastique, parait se produire, de méme
(que chez les masses pulvérulentes I'équilibre-limite ébouleux, dés que
les trois petites dilatations élastiques principales d,,2,, ), des parti-
cules, & somme algébrique supposable encore nulle, verxﬁent une cer-
taine relation ot la plus grande d’entre elles (en valeur Ielatlw) 2,
atteint une limite positive A d’¢lasticité, sans doute fonction, jusqua
un certain point, du rapport des deux autres V35 d,-

Dans le cas de déformations planes ot I'une de celles-ci, 2, s’annule
et ot, par suite, 3, = —3,, I'état plastique semble donc devoir se réa-
liser quand la différence 3, —d, des deux dilatations principales
extrémes devient le double de la limite A d’¢lasticité. Or la théorie
générale des petites déformations continues d’une particule nous
apprend : 1° que la différence 2, —d, mesure précisément le plus
.grand glissement relatif G de couches paralléles de la particule, les
unes devant les autres, ou, ce qui revient au meéme, la plus forte incli-
naison (obliquité relative ) prise par deux fibres de la particule issues
d’'un méme point et rectangulaires primitivement (a 1'état naturel),
I'une de ces fibres étant primitivement normale aux couches paralléles
dont il s'agit et Pautre étant prise, dans I'une des couches, suivant

(1) On trouvera ci-aprés une Nole sur cette question, & la fin du n° 55 (p. 74).
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le sens des glissements; 2° que ces fibres de plus grand glissement
mutuel (ou mieux changement angulaire) G, sont les deux bissectant,
dans I'état naturel, les quatre angles droits des deux fibres principales
extrémes (4 dilatations 2, 2,) suivant lesquelles s’exercent, aprés la
déformation, les deux pressions (ou plutot zractions) principales la plus
grande et la plus petite, Py, P,.

Celles-ci, et la pression principale intermédiaire P, (dirigée sui-
vant la troisiéme fibre principale, normale aux deux autres, et &
dilatation 2,), admettent, comme on sait,vu la quasi-incompressibilité
admise qui donne sensiblement d, 4+, + 2, = o, les trois formules

(102) (Py, Py Py) =— p 20 (31, 0, 03),

ot p. désigne le coefficient de rigidité du solide. Et ces éguations (102)
font bien voir que, dans le cas de déformations planes ot ;=0
et ),=—2,, la pression principale intermédiaire P, égale, comme
chez un milieu pulvérulent, la moyenne arithmétique des deux pres-
sions principales extrémes P,, P,, ainsi que la pression moyenne p,
changée de signe.

D’ailleurs, la plus forte composante tangentielle T,, de pression, en
chaque point de toute particule élastique isotrope, est celle que sup-
porte I'élément plan normal & 'une quelconque des deux fibres a plus
grand glissement mutuel (ou changement angulaire) G, et se trouve
dirigée suivant le sens de 'autre fibre, en faisant un angle de 45° avec
2 traction maxima P, au méme point. Enfin, sa valeur est

(103) ,,l_—_-(Pl—-Pz)_, () — ;) = .

Iei, o G =24 lors de déformations planes produisant I'équilibre-
limite ou état plastique, on aura donc

(104) : T, =2 pA.

Ainsi, dans un solide malléable isotrope soumis & des déformations
planes, l’état de fluidité ou plastique sera caractérisé par une valeur
constante 2p.A, que jappellerai K, de la plus forte composante tan-
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gentielle de pression a Dintérieur de chaque particule, ou, ce qui
revient au méme, par la valeur constante 2> K de la différence y existant
entre les deux pressions principales extrémes P, P,.

55. Or de nombreuses expériences de Tresca sur le poinconnage du
plomb tendent & montrer qu'il en est approximativement de méme,
dans d’assez larges limites, sans que les déformations restent planes
ou sans que la troisieme dilatation principale 2, (intermédiaire entre
3, et d,) s’annule : K s’y est toujours montré, pour le plomb, plus ou
moins voisin de 200% par centimétre carreé.

Pour concevoir la vraisemblance ou, plus exactement, la possibilité
d’un tel résultat d’observation, il convient d’observer que le rappro-
chement des molécules dans les deux sens perpendiculaires a celui de
la dilatation d,, et non pas seulement dans celui de la plus forte con-
traction ( —2,),doit naturellement accroitre la cokésion de la parti-
cule, ¢’est-a-dire y favoriser la conservation de la contexture actuelle
ou la tendance de la matiére a y revenir (quand elle n’en est que peu
écartée) et, par conséquent, retarder la production del’état plastique
ou faire grandir la limite A d’élasticité. Or voyons quelle est précisé-
ment la proportion suivant laquelle A devrait croitre ainsi avec (—2,),
pour maintenir K constant.

La contraction (—2,), quand elle est positive, se trouve moindre
que (—2,) et, & plus forte raison, moindre que 3, — 2,. Quand elle est
négative, ou que d, est positif, d, est moindre que 3, et, a plus forte
raison, moindre encore que 2, — 2,. Donc le rapport, que j'appellerai «,
de (—2,) 4 3, —d, a toujours sa valeur absolue inférieure a l'unité.
Cela étant, posons

(103) (=) =e(—0y)-

Dés lors, l'annulation de la somme 2, +23;,+2, exprime I'égalité
de (1—¢)d, & (1-+¢)(—2,); et I'on forme aisément la suite de rap-
ports égaux
0y — 0y Dx‘—bz_"‘ba
+e 1—e 2 2
dnn, Be, Norm., (3), XXX V. — Mags 1918. 10

(106)
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~1

et

5 T . ’ . QJ'DI
Il .en résulte, pour la deuxieme expression (103) de Ty, 1{ ;

+¢’
I'on a, quand 2, atteint la limite A de [Tuidité,

Q{J.A_

(107) T, ou K:‘-)r;

Done, quand les déformations cessent d’étre planes, ou que s’écarte
de zéro la contraction principale intermédiaire — 2y, il faut, pour la
conservation de 'action déformairice K de flurdité, que la limite d’¢las-
ticité A grandisse comme le binome 1+ ¢, lui-méme croissant avee
cette contraction intermédiaire (—2,). On voit qu'une telle propor-
tionnalité approximative de A & 1+ ¢ n’avait rien d'impossible,
puisqu’on avait prévu pour A des variations de mémes sens que
pour 1+ ¢ (').

56. Quelque chose d’analogue doit se produire dans les corps durs
et cassants, aussi peu déformables que compressibles : parlons-en un

(1) Les mémes considérations s'appliqueraient évidemment & une particule pulvéru-
lente, en faisant alors g = mp. La relation (107), doublée, donnerait

2m A

Py — Py = .
P1—P, P

Et il résulterait, d'autre part, de deux formules (102), vu finalement (106) olt 9, =

3

Pi+Py=—2p(1+md;)=—o2p <,__ 2’”55).

I+ ¢

En divisant celle~ci par la précédente et appelant o I'angle de frollement intérieur, dont
le sinus est le quotient de P, — Py par Py Py, il vient

T 14e
v Sne  amA -
ou bién
o f—sine 1
2mA sine  1-+¢

La constance de sing exige encore, on le voit, que A et ¢ warient dans les mémes sens,
comme on a jugé vraisemblable qu’ils font,
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instant, quoique ce soit peut-étre en dehors de notre sujet propre, qui
est la semi-fluidié. On sait que, si la particule rigide considérée est
isotrope, et que 0 y désigne la dilatation cubique 2, +23;+2,, ot
figurent les trois dilatations principales d,,,, 3, rangées ici par ordre
de grandeur décroissante, les formules des trois pressions élastiques
principales correspondantes P,, P,, P, seront, avec les deux coeffi-
cients usuels d’élasticité de Lamé, A, w, reconnus sensiblement égaux
dans les corps durs (verre, acier, etc.),

(108) (Py, Py, Py) =20+ 212(21, da, 05).

11 est assez naturel de penser que la rupture s’y produit, comme les
états ébouleux et plastique dans les équilibres-limite des masses ou
pulvérulentes ou molles, au moment environ ou la plus grande dila-
tation principaled, va y dépasser la limite positive A d’élasticité de la
particule, et que cette limite elle-méme croit quand 3,, 2, sont ou
deviennent des contractions cubiques de plus en plus accusées.
Toutefois, I’expérience montre, comme I’a remarqué Barré de Saint-
Venant en plusieurs endroits de ses Ouvrages, que I'on se forme une
idée approximative, assez juste, de leurs ruptures statiques (amenées
lentement) par extension, compression longitudinale ou écrasement,
glissement simple ou cisazllement, et aussi de leurs ruptures analogues
par flexion et torsion qui sont réductibles aux modes précédents,
en y admettant pour 3, une méme limite A d’élasticité dans tous ces
sas, sorte de constante specifigue de la particule tant qu’y subsiste la
contexture actuelle.

Soit d’abord le phénomeéne de simple extension suivant ?,, avec
pressions Py, P, nulles entre fibres longitudinales contigués. Sid désigne
la dilatation 3, de celles-ci et (-—2") leur contraction latérale com-
mune (—3,) ou (—2,), on aura O =2 + 22" dans les formules (108);
et Pannulation de P, ou de P, donnera

Wapd=o0, cest-d-dire 1 +2(h+4p)d=o0;
d’ou

(=) A
(109) TV
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Aprés quoi, la traction longitudinale,
Pi=k+epd= [(‘/—1— 2 -+ z/—b—)} Q, _

devient, par 'élimination de d’ grace a (109),

3A+ap

= —— .
(110) Py prarally
Exprimons-y que, 2 atteignant la valeur A, P, y égale la résistance &
des fibres & la rupture (par unité d’aire de leur section droite); et
faisons finalement A = p.. Nous aurons

(r11) ~ (Rupture par extension) R =

Si, au contraire, la fibre est, longitudinalement', non plus tirée, mais
pressée, ou que d soit négatif, ce sera alors ¥, positif, qui égalera A
au moment de 1'écrasement ; et (— ) vaudra, d’aprés (109), le produit
K+

A
sement; et il viendra, d’aprés (110) et (111),

de A par 2 - Appelons-y alors &' la résistance (— P,) a cet écra-

A 4p
(112) (Rupture par écrasement) R'=2 _;pm:[“‘fi,

c’est-a-dire le quadruple de la résistance a I’ extension (I'isotropie étant
admise). :

Enfin, le cas de rupture par cisaillement ou glissement simple de
couches paralleles (I'une devant I'autre), est celui ou, la dilatation
cubique 6 s’annulant, ce qui réduit les forces élastiques (108) du
corps dur & celles (102) d’un corps malléable sans pression moyenne p,
les fibres longitudinales de notre particule subissent uniquement sur
leur section droite, d’apres la formule (103), I’action tangentielle
T,=p.G=2pA, amenée par le glissement G (petite obliquité actuelle
de ces fibres sur leurs sections normales naturelles). L’obliquité G
dont il s’agit est, en effet, corrélative 4 une dilatation A d’un systéme
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de lignes matérielles de la particule inclinées & 45° sur ces sections,
en méme temps qu’a une contraction égale (—2) = A de la famille de
leurs trajectoires orthogonales, dans le plan du glissement. La résis-
tance a la rupture, que jappellerai &”, n'y est donc autre chose
que T,, au moment ou G atteint la valeur extréme 2A; et I'on a

(113) X (Rupture par cisaillement)  &’=apA.

Cette résistance &”, comparée a celle, &, de rupture par extension,
donne donc le rapport

(114) E:d

Et, en effet, des fils de fer ou 'on avait, par millimétre carré, & = 40,
ont fourni la résistance au cisaillement &= 32%s (*).

57. La complication devient plus grande pour les particules ductiles
admettant, dans leurs déformations sous des efforts lentement crois-
sants, une période étendue d’elasticite imparfaite, ol leur contexture
interne se modifie sans cesse et ol elles s'écrouissent, ¢’est-a-dire
accroissent peu a peu leur limite d’élasticité pour le genre d’efforts
augquel elles sont soumises. Elles les subissent ainsi sans se rompre et en
cessant peu a peu de couler, pourvu toutefois qu’ils ne grandissent
que jusqu’a un certain point. C’est dire qu’il existe alors un vaste
champ de phénomeénes ou se produit, avec des valeurs de K (ou de T,,)
trés inégales, la semi-fluidité, la déformation permanente, ¢ est-i-dire
non suivie de retour (si ce n’est trés incomplet) 4 une configuration
antérieure, quand on supprime les efforts.

On sait toutefois, depuis Coulomb et Gerstner, que si, & un moment
quelconque de ces périodes, on compte les déformations a partir de
état naturel de la particule pour la contexture actuelle ou effective-
ment existante, d’une part, cette contextare ne cesse pas d’étre

(%) Une note ultérieure (& la fin du n°® 78) permettra de s'expliquer comment le fer,
sans étre cassant, peut offrir le méme rapport qu’un corps cassant, entre ses deux résis-
tances a la rupture par cisaillement et & la rupture par extension. :
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voisine de I'isotropie, et que, d’autre part, les deux coefticients d’élas-
ticité %, u se conservent d peu pris les mémes, comme la densité;
seules, les limites d’élasticité changent notablement (*).

58. Mais revenons aux masses ou pulvérulentes, ou plastiques, et a
Péquation caractéristique de leur équilibre-limite, qui est, en appe-
lant ¢ l'angle de frottement des premieres, K la pression tangentielle T,,
de fluidité des secondes,

p,—P

(113) -t

mzslll({), Pl'—pQZZI\-

Dans le cas particulier ou le plan des deux pressions principales
extrémes P,, P, est paralltle & un plan coordonné, a celui des ay par
exemple, ces équations s’expriment aisément au moyen des compo-
santes ordinaires de pression, N, N,, N;, T,, T,, T;, relatives aux axes.
La premiére est, d’aprés (8) (p. 5),

(116) (Ng— N, )2+ 4T — (No+ N, )*sin?e=o0
et la seconde, grice a des calculs analogues,
(ri7)y (Np— Ny )24 4T3 = 4 K2

Mais supposons quelconque la direction du plan de P,, P,. Alors,

(1) D'aprés d'assez nombreuses observalions micrographiques, faites sur la struclure
ot les déformalions lanl élastiques que permanentes du cuivre, du fer, de l'acier el
d'autres métaux, celle période d'élasticilé imparfaile ou d’écrouissage tiendrait & la dis~
séminalion, dans leur pate amorphe, d’assez nombreux cristaux microscopiques, dont les
couches paralleles glisseraient, & densilé constante, les unes sur les autres, suivant leurs
plans de clivage, et d’aulanl plus, on avec de fines stries d’autant plus nombreuses, que
les pressions déformatrices et, par suite, la limite d’élasticité ou 1'écrouissage croitraient
davantage. Un métal ot la pate amorphe ne serait pas mélée de pareils cristaux, resterait
donc heaucoup plus isotrope et pareil 4 lui-méme, aprés de lentes déformations perma—

. nentes quelconques : ce qui y entrainerait non seulement la conservation des coefficients
d'élasticité, qui existe déja (& fort peu prés) dans les métaux précédents, mais aussi
celle des limites d'élasticité. Tel parait &tre notamment le plomb, ‘auquel, par suite, nos
théories simples exposées ici devront s’appliquer bien mieux qu’au fer et au cuivre.
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pour former I’équation exprimant sous forme entiére, au moyen des
six données N, T, I'état ou ébouleux, ou plastique, on partira de
lequatlon bien connue du troisieme degré en P, dont les trois coef-
ticients, pris alternativement avec signes contraires et avec leurs
signes, ont les valeurs respectives

(IIS) Pl‘*' PQ+P3, P2P3+I)3P1+P1P2, P‘IPQPM

et sont d’ailleurs des fonctions entiéres homogénes des premier, second
et troisicme degrés en N,, N,, N,, T,, T,, T.. Puis, on réduira & une
fraction unique 'une ou l'autre des deux sommes de trois carrés

5 (1‘)2_1)3>2-+_ (Pz__])l‘ 2 P —DP,\2
(119) Py+ P, P3+l’1> - P+ P, ’

(Py—Py)*+ (Py— P )2+ (P, — Py)?,

fonctions rationnelles et syméirigues qui doivent étre exprimables au
moyen des trois (118); et I'on fera de méme pour les deux sommes
des produits deux a deux, et pour les deux produits trois a trois, des
mémes carrés respectifs, au nombre de trois dans chacun des deu\c cas.
Alors on pourra (sauf la longueur des calculs) former assez aisément,
en N,, N,, N, T,, T,, T, leb coefficients des deux équations du troi-
sieme degré qui ont comme racines soit les trois premiers carrés, soit
les trois derniers. Il suffira donc, finalement, de substituer & I'in-
connue, dans ces deux équations respectives du troisieme degré, les
valeurs sin*g ou 4K?* qui sont, d’aprés (115), 'un des mémes carrés.

Il ne serait, d’ailleurs, pas facile d’utiliser ces équations générales
du troisieme degré; et nous n’en ferons ci-aprés aucun usage.

59. Comme, en outre, I'écoulement des semi-fluides considérés se
fera presque toujours avec des accélérations négligeables, les pressions
exercées sur chaque élément de volume neutraliseront la pesanteur
dont nous appelons ici X, Y, Z les composantes (par unité de vo ume)
et 'on aura les trois équations indéfinies d’équilibre

{ dN, dT, dT, dT, aN

I+ X=o el 2 s
A Tay T TN A T dy T ds

ar, | di, | dy.
dx dy ds

+Y =o,

(120)
-+ 7 =o0.
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A ces équations se joindra, si u, ¢, @ désignent d’ailleurs les petites
composantes actuelles de la vitesse en (z, y, z), la relation ordinaire
de quasi-incompressibilité ou de conservation des volumes matériels,

N du " dy dw
(l ..I) ;l'; dy -+ = =

Cela fait déja cing équations indéfinies entre les reuf fonctions incon-
nues u, ¢, w, N, Ny, N, T, T,, T,. Et il ne reste plus qu’a en trouver
encore quatre. ,

60. On les formera en essayant de rattacher les déformations effec-
tives ou totales de chaque particule, indéfinies en grandeur et jamais
terminées quoique opérées lentement, & ses presque 1mpe1‘cept|bles
déformations élastiques actuelles, productrices des six pressions ou
mieux zensions N, T, et qui distinguent la configuration interne pre-
sente de la particule de ce qu’elle serait si 'on y supprimait actuelle-
ment ces six forces. Sa situation méme ne changerait alors que peu,
pourvu que son centre de gravité restat en place et que les trois fibres
reclangulaires principales actuelles, i dilatations élastiques 2,9, 2,,
y conservassent leurs directions effectives.

Les siz déformations élastiques relatives aux axes coordonnés,
lesquelles comprennent les dilatations 2, ?,, o, des trois fibres qui
sont paralléles aux @, y, = dans I’état naturel ainsi considéré, et leurs
glissements relatifs (ou petites obliguités présentes) g, g, gz S
trouvent, comme on sait, reliées aux sizx forces N, T par les deux for-
mules triples d’isotropie

{ (Ngy Nyy No) = 2 Q- y + 22) + 2 (0, 2y, 25),

(122) m 4 ’
( (Ta, Ty, To) = p(8ar 8 83)»
qui donnent, notamment,

_b, A;— s

(123) — 8 _ &y _ 8z,

N —N. T N.—=N, 2T, 2T, 2

D’autre part, si I'on appelle d la dilatation élastique de tout élément
‘rectiligne matériel de la particule, émané de (z, y, 5) suivant le sens
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dont les cosinus directeurs (actuels, par exemple) sont «, B, v, on a
aussi la formule connue

(r24) d==0, a8+ 032+ 0.7 + 20 By + gy + 8z 9P

Enfin, la vitesse effective ou totale D avec laquelle s’écartent, durant
I'instant dt, les deux extrémités matérielles de cette fibre ou élément
rectiligne, est, comme on le sait aussi,

_du dw

de .
(125) D=Taw e

ds
4 @ + .(,l.‘i 3 oy - du o ‘du dy
<d: dy 1\ Tz ﬁ:—) e ((T—y Iz op-

Cela posé, 1l est naturel d’admettre que, des diverses fibres émanant
du centre de grayité de notre particule isotrope, les plus étendues élasti-
quement sont aussi celles qui s’allongent actuellement le plus vite; en
sorte qu’il y ait proportionnalité, quels que soient «, 3, v, du sexti-
nome D, ou (125), au sextinome 2, ou (124). Or, si I'on fait successi-
vement les doubles hypothéses (B, v) = o, (v, 2) =0, («,p)=o0, il
vient ainsi les trois rapports égaux
(126) \‘—%, 51—33, %%ﬁi

< ydy’ 3 ds

. . , . D
Cela permet de faire abstraction désormais, dans le rapport 5, des

trois premicrs termes des sextinomes. Aprés quoi, I’annulation alter-
native d’un seul des trois cosinus o, 3, y donne & son tour, pour le
rapport constant, les trois nouvelles expressions

) 1 [(dy dw 1 /dw - du) 1 (du dy
(127) gz \dz + dy )’ gy\dz " dz)’ gz \dy 7
Mais dés lors, des six rapports égaux (126), (127), on peut extraire
les cing suivants :

v dw dw du dy dw dw i du  du o dv
(128) @”‘EE_'&Z'"ZE_‘ZZ""@_M dz __dy  dx
’ =%~ %—d% g & &

et il suffira de substituer dans ceux-ci, aux dénominateurs, les déno-
Ann. Ee. Norm., (3), XXXV. — Mars 1918, 8



hp) J. BOUSSINESQ.

minateurs proportionnels des cing fractions (123), pour obtenir, entre
les vitesses u, ¢, w et les forces N, T inconnues, les guatre équations
indéfinies du probléme qui manquaient encore :

de dw dv du de dv dw du du  dy

e T e e e el e

dy ds ds drx _ds dy _dx ds _dy d=z

('29) N.}.___N: - N:_N‘T 2’[11- - 2!1\3. - 2’.[‘-—

(’est Barré de Saint-Venant qui a posé le premier ces relations
remarquables. Il y arrivait en admettant que la pression exercée sur
chaque ¢lément plan matériel, dans le corps plastique en train de se
déformer, a sa composante tangentielle suivant la direction méme ot
clissent actuellement, sur cet élément plan, les couches contigués qui
lui sont paralleles (*).

La proportionnalité admise chez les diverses fibres matérielles éma-
nant d'an méme point, entre leurs vitesses présentes de dilatation et
leurs petites dilatations ¢lastiques actuelles, entraine non seulement
les égalités (128) et (129) de rapports, mais aussi, évidemment, la
coincidence, dans l'espace, des trois directions rectangulaires princi-
pales, tant pour les déformations élastiques que pour les pressions et
pour les »itesses de déformation. 11 y aura donc, en particulier, conti-
nuité de 1'état physique et des pressions, dans les couches minces
séparant la matiere pulvérulente ou plastique devenue semi-fluide, de
celle qui ne serait déformée qu'élastiquement.

(1) Si, 'équation caractéristique (115) continuant a subsister, on n’admettait pas, dans
le cas d’un corps plaslique, la conservation des volumes semi-fluides, d’une part, les
trois premiéres (122), d'autre part, les six rapports égaux (126) et (127), permettraient de
compléter, respectivement, les proportions (123) et (128) par les sixiémes rapports

du dy dw
dp~+dy+ g ’rﬁ+@+7~:

P ) -
(Niz -+ Ny -+ N;) dut 0y

P IJ.
3K 42w .
Il s’adjoindrait done 4 la proportion (129) le nouveau membre
du . dy . dw :
dr - dy dz

2. ’
m N+ Ny Ny)

(124 bis)

L’équation (121) correspond au cas limile 3k +4-2p = =.
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61. Outre les oqmtmns indéfinies, il y aura des conditions définies,
¢’est-a-dire spéciales o la surface des corps. Elles consisteront : 10 pour
les points ou la pression extéricure sera connue, i égaler les compo-
santes respectives des forces que supporteront les deux faces d’une
couche superficielle; 2° contre une paroi fiwe o glissera la maticre
semi-fluide, 2 y supposer la vitesse de méme sens que la composante
tangentielle de la poussée exercée sur I'élément de paroi contigu, et &
égaler & un coefficient constant, censé connu, de frottement extérieur,
le rapport de cette composante tangentielle i la compownto normale
de la poussée; 3° pour les autres points, & s’y donner, & chaque
époque, les petites composantes u, ¢, & de la vitesse. Ces derniers
%eront notamment les points d’application des organes rigides operant
la déformation ou le pétrissage d’une maticre pldsllque (tels qu'un
piston ou un poincon qui reioulemmnt cette matiere, les tenailles ou
Pétau qui I’étireraient, etc.).

On remarquera I'absolue nécessité de ces troisicmes conditions pour
le calcul des grandeurs absolues de u, ¢, w et des déplacements; car
les (*quauons indéfinies (r21) et (Iz()) homogénes par rapport
a u, v, wou plutot a leurs dérivées premieres en z, y, =, sont propres
2 déterminer tout au plus les rapports mutuels de cés composantes de
vitesse entre elles ou aux divers points de la masse.

Enfin, le corps reste gcnu‘alcmonl a létat stable, ou de contexture
persistante, dans une région plub ou moins grande. On obtientT'¢qua-
tion de la surface vandblo qui sépare cette région de celle de semi-
fluidité, en exprimant que la limite d’ élasticité A commence pwcnsc
ment & y étre atteinte, ou qu’elle I'est presque un peu a coteé, la ol la
matiere ne coule pas.

Il faut remarquer, en effet, que les déformations soit persistantes,
soit élastiques varient, comme je viens de le dire (p. 82), avee conti-
nuité dans toute I’étendue du corps, dont I'¢tat se transforme graduel-
lement d'un point aux points voisins (pourva qu’il n’y ait pas rupture):
seulement, les secondes sont insensibles ou peu s’en faut, tandis que
les premiéres, & raison de leur durée indéfinie, peavent dépasser des
limites quelconques. On vyoit d’aillears que nous continuons & sup-
poser négligeable, dans nos corps plastiques (n° 54), la région
intermédiaire, si étendue chez certains métaux, ot la matiére, &
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I'état d’élasticité imparfaite, serait en voie ou de s'écrouir ou de
s'énerver, ¢'est-a-dive de modifier ses limites d’élasticité incessamment
atteintes,

62. On peut voir dans un Mémoire de Barré de Saint-Venant, au
Tome de 1871 (2° série, t. XVI) du Journal de Mathématiques pures et
appliguées ('), comment les formules ci-dessus conduisent aisément
aux lois de la zorsion d’un cylindre circulaire et a celles de la flexion
egale d’un prisme, quand les déformations dépassent les limites d’élas-
ticité. D’autres travaux du méme éminent ingénieur et académicien,
insérés dans les Comptes rendus des séances de [’ Académie des Sciences,
ont traité : 1° un cas particulier trés remarquable de déformations
planes, savoir (t. LXXIV, 15 avril 1872) celui d’un anneau cylindrique
dont les fibres paralleles & I'axe s’écartent de cet axe, symétriquement
toutautour, en conservant leur parallélisme et leur hauteur; 2° encore
la torsion d’un ¢ylindre circulaire (t. LXXIII, 20 novembre 1871), avec
calcul de la detorsion qui se produira si Uon abandonne finalement &
lui-méme le cylindre tordu (2).

Je publiaivers la méme époque, en y employant, dans le plan des zy
(plan de déformation), les coordonnées curvilignes orthogonales
définies par les deux familles de cylindres isostatiques (ou plutot
orthostatiques) auxquels donnent lieu les déformations planes d'une
matiére semi-fluide, de poids négligeable, a é¢quilibre-limite caractérise
par une relation finie de la forme #(P,, P,) = o, une série de travaux,
mettant en vae d’'intéressantes propriétés de ces cylindres (*), ainsi

(1) Complément aux Mémoires du 7 mars 1870, de M. de Saint-Fenant, et du
12 juin 1870, de M. Lévy, sur les équations différentielles indéfinies du mouvement inté-
rieur des solides ductiles : équations définies ou relatives aux limites de ces corps; appli-
vcations; par M. de SaiNT-VENANT. (Poir, pour la torsion et la flexion égale, les n"* 412 et 13
de ce Mémoire.)

(?) Ce dernier calcul me semble néanmoins devoir 8tre complété, & raison de ce qu'il
n’y est pas tenu compte de I'élat de tension élastique maximum des couches semi-fluides
ou en équilibre-limile.

(3) Mémes Comptes rendus : t. LXXIV, 22 et 29 janvier 1872, p. 242 ol 318; t. LXXVII,
22 septembre 1873, p. 667; t. LXXVIIL, 16 et 23 mars 1874, p. 757 et 786; t. LXXX,
1 et 15 mars 1875, p. 546 et 623. Les intégralions n’y aboulissent (en séric de solutions
simples 4 termes de forme trigonométrique et exponentielle ou logarithmique) qu'é la
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qu'une équation aux dérivées partielles du second ordre, analogue a
celle des cordes vibrantes, mais i coeflicient variable ('), condensant
en elle les équations (121) et (129) ci-dessus, pour les déformations
planes. ,

Malgré la simplicité au moins apparente de ces équations, presque
toutes binomes ou au plus trinomes, et souvent intégrables, il n’en a
été tiré jusqu’ici aucun résultat pratique (*) : aussi me contenterai-je

~de renvoyer Ie lecteur qui désirerait en pousser plus loin I'étude aux
endroits indiqués des Comptes rendus.

IX. — Application aux corps plastiques : lois approchées de Tresca
sur le poingonnage et I'écoulement des solides.

63. Je me contenterai ici de démontrer, dans la mesure ou il
semble possible de le faire, les formules par lesquelles Tresca a essayé
de représenter les résultats de ses nombreuses expériences de poin-
connage sur les métaux et principalement sur le plomb.

Dans une premiére catégorie d’observations, le bloc qu’il s’agissait
de poingonner, & surface tant supérieure que latérale libre de tonte
pression (sauf le fragment de la premiére partie occupé par la base du
poincon), consistait en un cylindre circulaire plein, de rayon donnéR,,

condition de renverser le probléme, c'est-a~dire de se donner comme variables indépen-
danles, par exemple, la pression principale minimum avec son azimut, qui définissent
chaque état physique, et, comme fonctions, les deux coordonnées x, » du point ol se
trouve réalisé 1'état physique dont il s’agit.

(1) Comptes rendus, t. LXX1V, 12 féyrier 1872, p. 430.

(?) Toutefois, les deux derniéres Notes citées (des 17 et 15 mars 1875) concernent une
guestion d’un caractére sinon pratique, du moins assez concret, mais que j’ai reprise peu
aprés, & la fin de mon Mémoire de PAcadémic de Belgique, par I'emploi des simples coor-
dornées polaires. C’est le probleme, dont il a éLé parlé plus haut (n® 42 et 43), de I'élat
6bouleux produit dans I'angle diedre de deux plans rigides, mobiles autour de leur inter-
section. La formule (99) ci-dessus (n°® 43), qui s'intégre en prenant la coordonnée 6 pour
fonction inconnue et lazimut relatif y — 6 de la pression la plus faible comme variable
indépendanie, donne bien un exemple de ce renversement des roles naturels signalé a
avant-derniére Nole, quand il s’agit d'intégrer les équations de ce genre d'équilibres~
limite.
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posé sur un large plateau horizontal, rigide et poli. Gelui-ci était
souvent percé, sur toute son épaisseur, d’un orifice circulaire & hord
vertical, dont 'axe coincidait avee le prolongement inférieur de l'axe
du bloe, que nous prendrons pour axe des z. Enfin, le poincon, placé
au-dessus, rigide et poli comme le plateau, était constitué par un autre
cylindre circulaire de méme axe que le bloc, et d’'un rayon donné, R,,
apeu prés égal a celui de l'orifice.

La hauteur ou épaisseur H du bloc & poinconner s¢ trouvait suffi-
sante pour que, tout au moins dans une premiere et assez longue
phase du poingonnage, la région supérieure du bloc, dans sa par tie en
contact avec le poincon et devenue semi-fluide sous une épaisseur
notable, se déformit comme si le plateau, relativement éloigné de
toute cette région, était continu ou sans orifice, les couches horizon-
tales de cette région supérieur- s'aplatissant, dans leur partie placée
directement sous /epomgon et 8’y dilatant uniformément en longueur et
largeur, sans cesser d’étre horizontales, ou les fibres vertwales s’y
contractant en hauteur, mais grossissant de méme dans les deux sens
latéraux, sans cesser d’dtre vertlcaleb, et, cela, dans tout ou presque
tout 'espace entouré par le prolongement inférieur de la surface laté-
rale cylindrique du poincon a travers ces couches semi-fluides.

Quant aux parties des mémes couches horizontales primitives du
bloc, situées actuellement (durant Uopération) hors de ce prolon-
gement inférieur de la surface latérale du poincon, ou dont les
distances » & I'axe des =z excédent R,, nous imaginerons leur matitre
fictivement décomposée, & chaque époque ¢ et pour un instant infini-
ment petit ¢, en nouvelles couches horizontales, d’épaisseur ac-
tuelle dz, qui seront, d’instant en instant, remaniées de manitre
qu’on puisse considérer sans cesse, dans un plan méridien quelconque
ouils se meuvent, les points matériels venanty occuper successivement
bhaque point (r, =) de I'espace. Comme ces couches ne subissent sur
leur face supérieure aucune traction ou pression sensible N, il ne doit
y avoir chez elles aucune tendance (du moins notable ) a s’aplatir. Mais,
sous la pression proprement dite, — N,, des parties centrales, latérale-
ment dilatées, qui les compmment suivant les rayons r issus de I'axe,

leurs anneaux élémentaires conaxiques, de rayon intéricur r, de
largeur horizontale dr et de hauteur dz, s’éloignent de I'axe et, agran-
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dissant d’autant leur rayon, s'allongent et se tendent en provoquant
sur leurs sections méridiennes dr dz une traction normale, que nous
appellerons N,, par unité d’aire, de signe généralement contraire  la
pression proprement dite, — N,, s'exercant (aussi par unité d’aire)
sur la face verticale interne ou concave 2=r ds de chaque anneau.

64. Le difficile ¢tait d’établir la transition entre le cylindre central
ou axtal, censé uniformément soumis & 'écrasement, et la partie
annulaire du bloc, dilatée sans doute par la partie centrale, comme on
le suppose, mais ayant aussi chacune de ses couches horizontales
entrainée vers le bas par leurs parties centrales qui s’abaissent, et
soumise par conséquent, sur sa tranche ou face concave 2wR, dz, a
une action verticale tangentielle, négligée ici. Pour ¢luder la difficulté,
du moins quant au cylindre central, Tresca imagine (implicitement)
le bloc déja divisé en ces deux parties, axiale et annulaire, qu’il concoit
susceptibles de glisser, "une sur 'autre, sans frotiement mutuel dans le
sens vertical, et se transmettant seulement pression et vitesse normales
actuelles a travers leur surface cylindrique commune. D’ailleurs, la
matiere du cylindre central sortant, & chaque instant, & travers le pro-
‘longement inférieur de la surface latérale du poincon, est censée
aussitot incorporée i la partie annulaire, de maniére i assurer la fixité,
en projection horizontale, de la frontiére séparative des deux blocs
partiels. |

La difficulté paraissant insoluble, & raison des impossibles calculs
quaménerait sans doute la mise en compte des vraies actions tangen-
tielles exercées a travers cette frontiére, acceptons I'hypothése simplijfi-
catrice d’une pareille division en deux blocs partiels sans frottement
"'un sur 'autre, malgré l'altération profonde qu’elle apporte au pro-
bleme.

Des lors, sous le poinc¢on, ou pour »<<R,, la pression d’écrase-
ment P, du poincon provoquera, sur tous les éléments plans verticaux
de chaque couche bhorizontale semi-fluide, une pression uniforme P,
horizontale aussi, et évidemment inférieure & P, de la constante de
fluidité 2K. Or cette pression P, ainsi transmise & la face concave
verticale 2mR, dz des couches horizontales extérieures, va comprimer
horizontalement, pour r > Ry, les anneaux élémentaires successifs, a
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rayons 7 de plus en plus grands, de ces mémes couches. Pour un
troncon d’anneau, de longueur interne r dw, compris entre deux plans
méridiens voisins & azimuts respectifs w, w + dw, et ayant comme
section normale, suivant son plan de symétrie vertical mené par I’axe
des =, un rectangle drds, les trois pressions (ou plutot tensions) prin-
cipales seront sensiblement, en un point (7, z) de cette section nor-
male, N, suivant dr, N, suivant dz, enfin N, suivant la normale au plan
de symétrie, avec N, négatif, N, généralement positif et N, & peu prés
nul. La différence 2K des deux forces principales extrémes sera done,
ici, No — N,.

65. Cela posé, le méme tronc¢on ou élément de volume, rdw drds,
est ainsi soumis presque uniquement, sur ses faces, a quatre forces
‘normales, s’exercant, deux, dans son plan de symétrie et suivant dr,
savoir

(130) —Nyrdods (sur sa face interne ou concave),

d.rN
dr

(131) (rN,.—I— 4 a,’r> dwds  (sursa face externe ou convexe);

mais, les deux autres, N, drdz, de valeur pareille, suivant deux nor-
, e - n 1
males extérieures aux deux faces planes drdz qui font I'angle - dw de

part et d’autre du plan méridien de symétrie. Or la résultante de ces
dernieres est visiblement dirigée aussi suivant dr, dans le plan de
symétrie, et vaut

dw

(132) 2dr dz Ny, cos <§ -+ —;—) =— Ny drdz dw.

Enfin, les trois forces (130), (131), (132) s’exercant suivant le
méme rayon 7, la condition de leur équilibre est que leur somme algeé-
brique soit nulle; ce qui donne

d.r N,

dN, _ N,—N, 2K
ar -

dr r 7

(133)

—Ny,=o0 ou
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Multiplions par dr et intégrons a partir de la limite inférieure

r=Ry, ot N,=—P,=—P.+2K.
11 vient |
(134) N,.=—P0+2Klog—'; =—P;+2K (1+loq—'.~>-
R, . SR,

La poussée déformatrice exercée par le poin¢on augmentera, natu-
rellement, jusqu’a ce que I’état semi-fluide ait atteint le bord r=R,,
ou la pression (— N,) s’annule sur la surface latérale. Supposons que
I'observation ait lieu & ce moment, ot la poussée déformatrice deprent
constante. Alors la formule (134) s’applique méme pour r=R,, et le
troisicme membre de (134) s’y annule. On aura ainsi la pression P,
(par unité d’aire) de la base du poincon, qui est capable d’opérer le
poinconnage du bloc. Et la charge totale, ou force F==R:P., qu’il
faudra imposer pour cela au poingon, sera, par suite,

. - e f R
(135) (surface latér. libre) F =2KnR? kx—f—logﬁi .
- Telle est la premiére formule donnée par Tresca, commme résumant
toute une série de ses expériences, et a laquelle il est parvenu au
moyen d’évaluations de travaux assez obscures ou difficilement intel-
ligibles.

66. Essayons maintenant de nous former une idée approchée des
déformations, que nous supposerons trés petites, subies par les mémes
anneaux, en nous bornant d’ailleurs au cas simple d’un plateau con-
tinu infiniment poli, 5 = o, et d'un bloc d’assez faible hauteur H pour
devenir, presque dés le début, semi-fluide dans sa totalité.

Alors, sous le poincon, ou la contraction en hauteur sera partout
pareille et la dilatation latérale, uniforme en longuecur et en largeur,
le principe de la conservation des volumes donnera évidemment une
dilatation linéaire, suivant les rayons r, moitié de la contraction verti-
cale. Si « désigne le petit abaissement donné du poincon jusqu'a une

époque quelconque ¢, ou ﬁ cette contraction, la dilatation linéaire

Ann. Ee, Norm., (3), XXXV, — Mars 1918. 12
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correspondante du rayon du cylindre central, qui était primitive-
ment R,, sera done —Tl, et il en résultera, pour le petit aceroissement
alRy
ELI N
projection horizontale dans leurs plans méridiens respectifs, le long
desquels aura ¢été refoulée par le cylindre central la face verticale
ou concave de 'anneau le plus extérieur de chaque couche, celui dont
la distance a I'axe était » = R,.

Pour chaque point matériel (r, z) des anneaux considérés, ot r,
seront ict les coordonnées pilmllw&?(dlstanC(‘s initiales, r, i 'axe et, =,
au plateau), variables indépendantes caraclérisant ou doﬁmsmnt a
toute époque, ce point mobile, nous appellerons, d’ ure pat, g, le petit
deplacemenl horizontal, accroissement de la distance & que, d’autre
part, ¢/, le petltdeplacemer;t vertical (accroissement de I'ordonnée z),
déplacements se produisant tous les deux dans le plan méridien
primitif.

Les (rois petites dilatations éprouvées par la matiere d’un anneau
quelconque, suivant la verticale o=, suivant le prolongement dr du
rayon 7 et suivant un élément rdo dc longueur de I'anneau, seront
respectivement

quaura subi ce rayon, C’est I'expression des parcours, vus en

do’ o ( 0
— —_ e -
ds dr r

cette derniére s'obtenant par la comparaison de la longueur actuelle
27(r—+ 0 ) de 'anneau d sa lonoueur primitive 2%r

Les deux inconnues ¢ et &’ se détermineront : en premier lieu, par
les deux conditions définies, I'une, déjh obtenue ci-dessus, autre,
évidente,

a '\ URO

(136) (pour r=R,) o= =7’ (poursz=o0) d' =o;

en deuxiéme lieu, par I'équation indéfinie (r21) et parle systeme de
proportions (129).
Formons celui-ci, pour le point (7, z), en imaginant, par exemple,
un axe des x parallele & I'arc élémentaire rdw, qui pourra dés lors
s'appeler dr, et un axe des y paralléle au prolonwemen( dr durayonr,
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prolongement s’y confondant avec dy; et observons d’ailleurs que,
pour toules les fibres matérielles émanées d'un méme point, leurs
petites vitesses simultanées de dilatation et de glissementmutuel sont,
4 chaque instant, proportionnelles aux minimes dilatations et glisse-
ments totaux depuis le début : ce qui permet de remplacer, dans toutes
ces équations qui sont homogénes, les vitesses de déformation par les
déformations mémes. En raison de la parité des phénoménes tout
autour de I'axe des =z, les relations indiquées (121) et (129) se rédui-
ront, en (7, z), aux trois suivantes, seules distinctes :

dd' _dd ¢ 1drd

T ds T dr T T  dr
(137) Ydo dd' dd 6 ds Y
| &~ @ _ & _#=ar
N—N., N.=N, o '’

ott le dénominateur zéro du dernier membre tient a4 'hypotheése T,= o
qu’on a faite, c’est-a-dire &-la qualité de pression principale attr lbuee
ici 4 N, et, par suite, & N, (*).

67. Cette hypothese simplificatrice, <ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>