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MÉMOIRE
SUR LA

TOTALISATION DES NOMBRES DÉRIVÉS
NON SOMMABLES;

PAR M. A R N A U D DENJOY.

Le présent exposé doit être regardé comme constituant la troisième
et dernière Partie d'un même travail dont l'objet serait assez exacte-
ment défini par ce titre d'ensemble : Mémoire sur la dérivation et Èon
calcul inverse. De cet Ouvrage trop étendu pour trouver place dans un
recueil unique, les divisions antérieures ont paru, l'une au Journal
de Mathématiques pures et appliquées (igi5), l'autre au Bulletin de la
Société mathématique de France (2° et 3e fasc.» 1915). Dans la
première, intitulée : Mémoire sur les nombres dérivés des fonctions con-
tinues, j'ai répondu à un certain nombre de questions dont l'éclair-
cissement préliminaire m'a paru indispensable à la solution des pro-
blèmes étudiés ci-après et constituant l'objet essentiel de toutes ces
recherches. Les résultats de ce premier travail se déduisent de deux
énoncés d 'une application constante dans les théories descriptive et
métrique de la difTérentiation^) et se résument en la proposition sui-
vante. Appelant (pour un même point) associés deux dérivés extrêmes
relatifs à un même côté, opposés deux dérivés extrêmes de côtés et

(1) Je désigne ces propositions sous les noms de Premier et de Second Théorèmes
des nombres dérivés.
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de rangs différents, on peut affirmer que, sur une épaisseur pleine ( ( ) :

Deuoc dérivés associés sont égaux s ils sont finis, inégaux si F un au
moins est infini; deux dérivés opposés sont simultanément finis et égaux,
ou infinis et inégaux.

Utilisons les notations adoptées dans ce premier Mémoire. Les
associations des quatre nombres dérivés extrêmes d'une fonction
continue en un même point se répartissent en quatre types seulement,
toujours en négligeant les ensembles minces : i° A^ == A^. = +oc,
ç^ = Sy = — GO ; 2° A^ = — cL == -4- co ; §^ == A^, l'un et l'autre étant
finis ; 3° A^ == o^ = A^. = cL, tous les quatre étant finis (dérivée bila-
térale f in ie) ; 4° A^ = o^, l'un et l'autre finis, — ^ = A^ = •+- oo. Nous
désignons ces cas par les notations respectives (AA'), [BD'j, [CC/j, [DB^].

( 1 ) J'appelle ensemble épais tout ensemble possédant une mesure positive, ensemble
mince tout ensemble de mesure nulle, ensemble épais en un point M un ensemble épais
dans tout intervalle contenant M, ensemble épais en lui-même tout ensemble épais
dans chaque intervalle contenant un quelconque des points de l'ensemble, épaisseur
(moyenne, pour préciser) d'un ensemble sur un intervalle ou un segment ( * ) ab le
quotient par b— a, de la mesure de la portion de l'ensemble, comprise entre a et b. L'épais-
se ur de VensQmb\Q en un point agrégé ou étranger à lui est par définition la limite, si elle
est unique, de l'épaisseur de l'ensemble sur un intervalle quelconque contenant ce même
point et tendant indifféremment vers zéro en longueur. J'appelle épaisseur pleine (ou :
pleine épaisseur du cont inu) un ensemble dont le complémentaire est mince ou encore
dont l'épaisseur est un sur tout intervalle, pleine épaisseur d'un ensemble E tout
ensemble agrégé à E et ayant même mesure que E. L'expression « sur une épaisseur
pleine » a donc pour nous le même sens que la locution « presque partout » créée par
M. Lebesgue et très généralement usitée, mais qui me paraît présenter certains inconvé-
nients, d'abord de ne justifier son acception que du point de vue métrique (au point de
vue descriptif, le rôle des épaisseurs pleines est joué par les résiduels) et en second lieu
de faire considérer, à tort ©n général, comme prépondérantes les propriétés réalisées
« presque partout ». Les caractères essentiels d'une fonction peuvent aussi bien (et c'est
même là le cas le plus fréquent) se manifester exclusivement sur des ensembles de mesure
nulle. C'est ainsi, par exemple, que la fonction continue la plus générale possédant la
dérivée zéro « presque partout » admet toute l'indétermination de la fonction la plus
générale continue et à nombres dérivés finis (voir i16 Partie, p. 2Q4"-'209).

Beaucoup d'auteurs donnent aujourd'hui au mot densité le sens que j'attribue au
terme épaisseur dans les locutions « épaisseur d'un ensemble dans un intervalle »,
« épaisseur d'un ensemble en un point ». Avec cette acception du mot densité, il est

(*) Je conserve la distinction — dont l'usage m'a montré la commodité — entre l'intervalle ab
(ensemble a < œ < b ) et le segment ab (ensemble a^x^bY En principe, les extrémités d'un
intervalle ou d'un segment sont toujours supposées énoncées dans l'ordre croissant.
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Ou encore, en u t i l i san t la représentation géométrique destonctions,
appelons angles dérivés de la courbey ==:f{sc) en un de ses points M,
les deux angles A^ et A^ formés par toutes les positions l imites
possibles des demi-droi tes MM^ joignant M à un point M^ tendant vers M
quand n croit. La parallèle ascendante à Oy menée par M, soit z'Mz,
laisse l'intérieur de A^rà sa droite, l ' intérieur de A^.à sa gauche. Alors,
en négligeant sur la courbe un ensemble de projection mince sur Qx,
ou bien A^ et A<. valent l'un et l'autre deux droits et sont biadjacents
suivant Mz et M^ (i^ cas), ou bien A^ et A^, non nuls , sont supplé-
mentaires et adjacents suivant M-s ou suivant Ms' (2^ et 4e cas), ou
bien A^ et A^ sont nuls et portés par une même droite inclinée sur Ox
et sur Oy (3e cas, tangente à pente finie) ( 4 ) .

C'est à ce Mémoire du Journal de M. Jordan que je désirerai adresser
le lecteur par la simple mention : « première Partie ». ,

La seconde Partie de mon travail, intitulée : Mémoire sur les fonctions
dérivées sommables et parue au Buflelin delà Société mathématique, se
compose d'abord d'une étude succincte des deux opérations inverses

exact de dire : Ua ensemble partout dense (celui des nombres rationnels, par exemple)
peut avoir une densité mille dans tout intervalle; un ensemble partout non dense peut
avoir la densité un (maximum) en chacun de ses points. L'inconvénient vi&ibie de tels
énoncé;?, résultant de cet emploi du mot densité, me semble cependant moindre que celui
d'établir une communauté apparente et inexistante entre deux ordres d'idées totalement
distincts, régnant respectivement dans les théories descriptive et métrique des fonctions
(et des ensembles) (i1'6 Partie, n° 16, et Comptes rendus, 3i mai, i4 juin KJIÔ). La
première a pour objet F étude des propriétés conservées dans toute transformation continue
et croissante de la variable indépendante. (Les travaux de M. Baire se rapportent à cette
théorie et y tiennent une place essentielle.) Or une substitution de celte nature peut
échanger les épaisseurs pleines et les ensembles milices. Aussi la théorie desmptive
îgnore-t-eÏïe entièrement la notion de mesure des ensembles. Par contre, la propriété
d'un ensemble d'être dense ou non dense sur le continu, ou sur un autre ensemble, est
vraisemblablement le caractère fondamental dans la théorie descriptive; aussi ai-je cru
utile, pour éviter des confusions possibles, de n'appliquer en aucun cas à une notion
métrique l'expression densité, et de la remplacer dans les conditions définies plus haut
par le terme épaisseur,

(i) Le même énoncé peut revêtir une troisième forme (^ Partie, p. «N) sons laquelle
il est appliqué •ci-après (^89 bis),tes mêmes cas fbndaffîentaax des nombres dérivés ^e
présentèBt, comme Ta montré M^ Or-' ee Chisholm Young ( Com/^^ rendus, 13 mars 1916)
pW ?0 fbtïCÉîoïï mesufâNô quèleoîïque, fmie sur m. enStîmNe dense. (Consulter egale-
mentvtemé.iïie-^ûtedT, ua Méœwe'teî Àftcsmyïthemûtir^^. S^cwti-iîant certaîrfô 'fé>^
tats préliminaires de la première Partie, entre autres le théerèrBe eu n^ Î7.) L'îffîpOt»sîNMté

Ànn.Éc.Norm^ (3) , XXXUL - MAI 1916. ^
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de la dérivation constituées par l'intégration de Riemann et par celle
de M. Lebesgue, puis de recherches sur les fonctions dérivées à zéros
partout denses. Je donne à la fin de ce même article un moyen de
transformer une fonction dérivée à zéros partout denses, en une autre
partout nulle en dehors d'un ensemble parfait discontinu^ et variante
sur toute portion de ce dernier. Cette construction sera utilisée à la fin
du présent Mémoire dans la détermination de fonctions dérivéesdont
la totalisation exige des opérations d'un ordre transfini de plus en plus
élevé. La simple référence « Deuxième Partie » désignera ce Mémoire
du Bulletin de la Société mathématique ( {).

Dans le travail que je soumets aujourd'hui à l'indulgence du
public mathématique, je résous le problème de déterminer la
fonction primitive d'une fonction o dont on sait qu'elle est une
dérivée (2). Il est connu que la fonction dérivée la plus générale
n'est intégrable ni par le procédé de Riemann, ni par celui de
M. Lebesgue. L'opération permettant de remonter de o à sa primitive y
ne s'applique pas nécessairement à toute fonction finie ^? mais elle
fournit un moyen de savoir si ^ est une dérivée. Pour qu'il en
soit ainsi, il faut d'abord que l 'opération précédente, que j'ai désignée
sous le nom de totalisation, puisse être poursuivie sans impossibilité
jusqu'au calcul de la totale de '̂  entre deux points quelconques du
champ de définition de ^. Ceci vérifié, il faut encore (et cette condition

d'une dérivée bilatérale infinie existant sur un ensemble épais (d'aprèsl'énoncé du texte,
le même résultat est vrai pour une dérivée unilatérale inunie) avait déjà élé signalée par
M. Lusin, dont les recherches dans le même ordre d'idées sont des plus importantes. On
trouvera dans son Ouvrage Intégrale et séries trigonométriques (Thèse russe, Moscou,
1915; Linnera et Sob ko/éditeurs) une bibliographie très complète de ces questions, aux-
quelles Fauteur apporte dans ce même travail une contribution essentielle. Enfin, les
diverses méthodes d'intégration décrites à ce jour sont l'objet d'une excellente étude
dans la thèse de M"16 Pia Nalli (Païenne, 1915).

(1) Le renvoi à un numéro, sans aucune mention particulière, désignera un paragraphe
du présent article, constituant la troisième Partie de ce Mémoire.

(2) Comptes rendus^ t, 154, 1912, p 869-862 et 1075-1078.
Les règles opératoires et les conditions de leur application adoptées dans ce Mémoire sont

moins restrictives que celles des deux Communications précédentes-Je visais, dans ces
Notes, à déterminer un calcul de primitives convenant très strictement aux fonctions
dérivées. Celui du Mémoire s'applique à des nombres dérivés beaucoup plus généraux.
trappelie désormais le premier toicdîseition complète.
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suffit évidemment) que la totale de ^ entre a et x ait en tout point
une dérivée coïncidant avec ̂  ( ^ ) .

J'établis d'abord un théorème d'application fréquente auquel je
donne le nom de « principe de la gradation des fonctions continues
sur les ensembles parfaits ». J'étudie ensuite diverses façons d'envi-
sager la « variation » des fonctions continues sur les ensembles
parfaits. La principale, du moins dans la théorie différentielle, réside
dans Ridée de la « variation simple ». Celle-ci est considérée comme
définie pour/"sur l'ensemble parfait P, moyennant que les variations
absolues de y dans les contigus à P forment une série convergente.
Fenvisage aussi une « variation totale » de f sur P, une « variation
de y autour de P ». La variation de f sur? ̂ v^.à\^ réductible, si P con-
tient une portion où la variation simple de / est définie. Ces consi-
dérations mettent en lumière une classe de fonctions'extrêmement im-
portantespour notre objet, lesfonctionscc résolubles» (ou plutôt: à varia-
tion résoluble), c'est-à-dire dont la variation sur tout ensemble parfait
mince est « réductible à zéro ». Il se trouve que cette condition entraîne
la conséquence suivante. Appelons dérivée approximative d'une fonc-
tion en un point, une dérivée (s'il en existe une), spéciale à un
ensemble d'épaisseur un en ce point. Alors : i° toute fonction résoluble
a u n e dérivée approximative (ou générale) sur une épaisseur pleine;
2° tout ensemble parfait P contient une portion rs où la fonction réso-
luble considérée a une variation définie, où sa dérivée approximative
est sommable et où la variation de la fonction sur CT est égale à la
somme besgienne (sur ^) de sa dérivée approximative (2).

L'importance capitale de la classe des fonctions résolubles vient des
propriétés suivantes. Sont résolubles : £° toute fonction admettant en

(1) M. Lusin a montré (Intégrale et série trigonoméiriques, p. 96-139) l'existence,
quel que soit ip? d'"n6 fonction commue admettant ^ pour dérivée sur une épaisseur
pleine. Cette fonction continue n'est déterminée qu'à l'addition près d'une fonction ayant
une dérivée nulle sur une épaisseur pleine, donc au moins aussi indéterminée que la fonc-
tion la plus générale à nombres dérivés finis ("voir note, page 128).

( 2 ) Au cours de l'impression île cette troisième Partie, a paru aux Comptes rendus
(•2i février 1916) une très intéressante Note due à M. Khintehine et où fauteur envisage
cette même sorte de dérivée qu'il qualifie ^cisymptotique. Consulter également une Note
du î3 mars 1^16 (Comptesrendus) contenant une analyse succincte du présent travail»
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tout point une dérivée f inie ; 2° toute fonction admettant en tout point
au moins un de ses quatre dérivés extrêmes finis; 3° toute fonction
admettant en tout point une dérivée approximative finie ; 4° toute
fonction admettant en tout point un ensemble dérivé fini, pour
un côté au moins, sur une épaisseur surpassant ^- Et alors une
fonction de chacune de ces catégories est parfaitement déterminée,
à une constante additive près, par la connaissance, sur une épaisseur
pleine, respectivement : i° de sa dérivée; 2° de son nombre dérivé
extrême fini (de rang et de côté inconnus et variables); 3° de sa dérivée
approximative; 4° d'un de ses dérivés médians ou extrêmes d'épais-
seur. Et il se trouve que, dans le deuxième et le quatrième cas, le
nombre donné est encore sur une épaisseur pleine la dérivée approxi-
mative ou générale de la fonction inconnue.

Nous sommes alors conduits à nous poser le problème suivant :
Comment calcule-t-on une fonction résoluble f connaissant sa dénçee
approximative ou générale y sur une épaisseur pleine? La question ainsi
posée détermine entièrement une suite de calculs à effectuer sur y,
ordonnés selon le mode transfini et se te rminant , pour toute dérivée y
donnée, au bout d'une infinité dénombrable d'opérations. C'est ce
calcul de la variation de /entre deux points que j'appelle totalisa-
tion de ̂  entre ces deux mêmes points. Apri's une application du calcul
totalisant aux séries de Fourier, je consacre la fin de mon Mémoire
à établir des fonctions dérivées nécessitant, pour l'évaluation de leur
primitive, l 'emploi d 'une su i t e d'opérations du même calcul jusqu'à
tels rangs transfînis li-brement choisis d'avance.

Aucune des trois Parties de ce Mémoire n'aurait pu être conçue
sans les travaux antérieurs de M, Lebesgue sur l'intégration. Les
résultats fondamentaux obtenus par cet auteur dans ce domaine
doiventêtre parfaitement familiers au lecteur de mon Ouvrage. Néan-
moins, bien convaincu que Fon encourt difficilement en ces matières
le reproche de prolixité, j'ai tenu à donner des démonstrations et
de^ explications se suffisant le plus souvent à alte^mêmas. Ceci yiê
m'empêche pas d'adresser très fréquemment le lecteur aux leçons sur
l'intégration dç M- Lebesgue^ monographie que je désiçaç^ ooffwe
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dans les deux premières Parties, par les seules lettres L.L ( i). J'ajou-
terai enfin que, n'ayant poin t en vue un but didactique, je ne me suis
nullement occupé de fournir des démonstrations courtes et saisis-
santes des divers théorèmes rencontrés. J'ai voulu surtout marquer
l 'enchaînement des idées et je ne me suis nullement privé de m'ai-
tarder à préciser chacune d'elles au moment me paraissant le plus
opportun, sans m'inquiéter de ralentir ainsi la course vers le terme
d'une démonstration. Les lecteurs qui en auraient le désir, réuniront
facilement pour les propositions dont l'intérêt leur paraîtrait justifier
ce soin, les éléments dispersés dans ce travail, de démontrations plus
promptes.

CHAPITRE I.
LA VARIATION DES FONCTIONS CONTINUES RELATIVEMENT AUX ENSEMBLES

PARFAITS.

Principe de la gradation des fonctions continues
sur les ensembles parfaits.

1. VB-C/, ), VRCA). • • - » VR(/7î) désignant les variations relatives (2)
des fonctions continues f^y f^y..., fn sur un même intervalle indéterminé"y.
et L, M, .,. étant, par rapport aux nombres VR(^), ..., des expressions

( A ) On consultera également avec grand profit le Cours d'Analyse infinitésimale
de M. de la Vallée Poussin, particulièrement les chapitres de cet Ouvrage consacrés aux
variables réelles, et aussi les Leçons sur les fonctions discontinues de M. Baire
(collection de monographies dirigée par M. Borel), Depuis la rédaction de ce Mémoire,
M. de la Vallée Poussin a publié les Leçons d'un grand intérêt, relatives à des ^ujets
connexes à celui de ce Mémoire, et que réminent professeur de .Louvaîn avait développées
dans son cours en Amérique pendant l'hiver 1914-1915- ^

(2) J'appelle Mnatioâ, wriatio/î absolue, variation relative de/entre a et b (a < ̂ ),.

pu^r l'interv^te.^^es.noffî^^ ]f^f(a)[, ̂ ^^^(^partîe^p. if^^,
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linéaires et homogènes à coefficients constants [soient donc
L=).iVR(/0+...4-^VR(/,), M=^VR(/0+...],

si une ou plusieurs relations de F un des types
L-^ou^ou^cc, 'M'=ou^ou^^, ...,

a, 3 étant des constantes, sont vérifiées simultanément par une familles
d'intervalles situés entre a et b et admettant pour points limites tous les
poin/s de ab, sans que les mêmes relations soient salis/ailes par le
couple (a, &), il existe alors un ensemble parfait discontinu? satisfaisant
aux conditions suivantes :

i° Sur chaque intervalle continu à P, toutes les relations énoncées sont
satisfaites.

2° P présente une propriété de minimum^ à savoir quù est impossible
de déplacer d'une quantité infiniment petite aucun des intervalles contigus
à P, en accroissant la longueur de cet intervalle et en conservant entre ses
extrémités l'exactitude des relations exigées.

Enfin les mêmes conclusions subsistent si la famille y est constituée
par les ml ermites contigus à un ensemble fermé discontinu E contenant
aetb. Aîors^ P est déplus agrégé à E.

Nous disons, selon une définition antérieurement posée^ qu'une suite
d'intervalles <p^ cpa, ..., ç^ ... tend vers un intervalle Ço? si les extré-
mités gauche et droite de cp^ tendent respectivement vers les extrémités
gauche et droite de <po. Nous disons que la famille ç admet x^ pour
point limite, s'il y a une suite d'intervalles o dont les deux extrémités
tendent simultanément vers XQ. Si tous les points de ab sont points
limites des intervalles ç, c'est, en toute équivalence, que chaque inter-
valle intérieur à ab contient entièrement un intervalle 9 et par suite
une infinité d'intervalles ç.

Développons les relations auxquelles sont assujetties les variations
relatives sur un intervalle ;z'o/(1) de la famille ç. Elles deviennent:

LWi (^) -fi(^) ] + ̂  LA(^) —M^ ] + •. • ̂  MM^') -fnW
/ 1 \ ^ =OUÏOU^C(.{SC1-—£C),

p.i[Mxf)-f^}^+...^ouÏou^ ...,

( î) Çonune toujours aa cour§ de ce Mémoire, des deux extrémités d'un même inter-
y^lle la prennère énoi^e e^ Ye^rêwté çauche^ la seconde TçxtrN»N cÊrpiteT
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Si l'on posait X^y^ 4- . - , -h ̂ nfn === F i? • • . , les premiers membres des
relations données deviendraient YR(F<), VIHFa), ..., les F^F^, . .•
pouvant être indépendants ou liés linéairement. Cette question de
forme est d 'ai l leurs sans importance. Car, nous n'aurons plus recours
à l'expression des relations (i) quand nous aurons fait sur elles les
deux remarques essentielles suivantes : ï° à cause de la continuité
des fonctions f^, ..., f^ et des signes == adjoints aux condit ions
éventuelles d'inégalité, et rendant accessible toute égalité qui n'est
pas obligatoire (nous dirons que les relations d'inégalité sont
fermées), si les relations (i) sont vérifiées simultanément sur une
suite d'intervalles r^, ^2? • • • y ^>ni - • 1 tendant vers un intervalle limite
non nul ^05 ces mêmes relations sont vérifiées sur ^Q (il n'est nulle-
ment nécessaire de supposer pour cela que les ^z soient parmi les
intervalles 9 donnés) ; 2° les relations (i) étant l inéaires et homogènesy
aux premiers membres par rapport aux variations des /,-, aux seconds
membres par rapport à la variation de x, si ces relations sont vérifiées
sur deux intervalles adjacents x x ' , x' x\ elles sont vérifiées sur l'inter-
valle constitué par la réunion des deux précédents^ Nous conviendrons
de dire que les deux points x, x ' sont associés [sous-entendu : selon
les relations (i)]. Notre première remarque nous donne en par-
ticulier cette conséquence que l'ensemble des associés d'un même
point est fermé (en considérant chaque point comme associé à lui-
même). La seconde remarque exprime que si x et x ' d 'une part, x '
eta/' d'autre part, sont associés, il en est ainsi de x et de x\

Au cas ou les intervalles 9 sont les contigus d'un ensemble fermé E,
nous n'envisagerons de points associés que sur E. Mais nous repren-
drons ce cas, une fois le premier traité.

Soit b^ le point du segment ab le plus éloigné de a et associé à a.
Si aucun point intérieur à ab n'est associé à a, &o devra être consi-
déré comme coïncidant avec a. Sinon, l'ensemble des associés de a
étant fermé, l'un d'eux (sur ab) est à la droite de tous les autres, et
c'est^o. a et b par hypothèse n'étant pas associés, bo n'est pas en b.
De plus (sur le segment ab) nul point b' à droite de by ne peut être
associé à &o, sans quoi a et b' seraient associés, et oserait plus éloigné
de a que 60, cequi est impossible. Sur le segment b^by soit ̂  l'associé
de b le plus éloigné de lui. Ce point pourra être b lui-même, si b n'a.
pas dissocié entre b^ et b. Ge point ne pourra pas, coiïîme nous Tenons
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de le voir, coïncider avec by. b^ et a^ soront les poin ts extrêmes de
l'ensemble parfait à construire P. Entre &o e^ ^o il existe des inter-
valles y. Leurs extrémités sont associées. Donc, la distance inté-
rieure des couples de po in t s associés compris simultanément entre bo
et a.Qpossède un maximum positif. Ce maximum est a t te int
(i^ reiliarque) par l'un au moins de ces couples. S'il est atteint par
plusieurs, ceux-ci forment un ensemble f ini ou infini, en tout cas
fermé, possédant un élément le plus à gauche et un élément le plus à
drôEite. Désignons par exemple le premier par a^ &,,, et soit u^ l'inter-
valle limité par ce couple de points. Si donc.ret^/, situés entre &o etOo,
sort associés l'un à l'autre, on a, ou bien ,r'—-^<^, ou bien
x ' — *y== u^ avec ̂ > a^ a, n'est pas en b^^ sinon &o admettrait b^ pour
associé. De même b^ n'est pas en a^. Le segment a^b^ est donc
intérieur à b^a^. Toujours pour des raisons analogues, Œ, n'a pas
d'associé situé à là t@is à sa gauche et à la droite de bo (il pourrait en
avoir entre a et &„, mais ces points-ci ne seront plus considérés et
peuvent être regardés comme supprimés de ab). De même, ni b^
ni dy n'oat d'associé situé entre eux. Sur b^a^ et sur b^a^ respecti-
vôïï»ejït, nous répétons l'opération faite sur 6^0-

Sitpposons définis les segmentsa < ̂  eu u^ a^b^ ou u^, ..., a^^ b^^
ou 1^-,, intérieurs à b^a^y deux à deux sans points communs. Les
(n—ïJiyKtermMesUtSépîïrwt, sur^o^o, nsegments ç^ p^, ..., p»,savoir
b^^ b^a^ ..., ^ao. Nous supposons a^ et bm associés (m^rij- i)
et présentant une certaine propriété de maximum de distance. En
parfiottlier, ^ n'a pas d'associé sur le segment pr donÉ it est l'extré-
mité droite, ni b^ gur le segiïïent p^^, dont il e^t l'extrémité gauche.
Sur chaque segment p ^ Ç h ^ n ) i! e^iaté ^r hypothèse des inter-
valles y intérieurs à lai. Il y a donc des âelhpiês associés, agrégés

^ . ! 1 ! . ! ! • 1 Ki^. i. 1 1 1 ,

. —^ a!^..... ^ __ ^.^^ .-̂  .̂ ^
1 1 ,1 1 : . ! ^ t ^o ' ô/ " , <3-71"^1 r a^-a^ J!'1":; • _ ^." fj • „ ," ' •

à/i^B'àillc^s' .imià 'ma 'couplés1 'teïit rAféryctiris à1 ^p^. ' Èif,' Tïi • "
l'lKlit \ll•lœil•l':l^'âul^^.,Agl '^xteéœités' de' f^'^^.'wy ' ' l e ^segwêill'1 û^, ' • '
d^^caé- 1 â'̂ lte-AMê^ ,'îittê .Ns1 ^u|ile^.-teÊériêii':të '"aux" 1"1

Aî^if^^-^,;1;:.-^^^ ëçaîe;;1:,:»?!!.''!1.̂  : , înténêlirtc'- ïlËàÉto'ttitt11'1^^ : " *
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nulle/et atteinte par l'un au moins d'entre eux, d'après notre
première remarque. Enfin, d'après cette naême remarque, si elle est
atteinte par plusieurs couples,l 'un de ceux-ci possède une extrémité
à gauche de toutes les autres. C'est le seul couple remplissant toutes
ces conditions que je désigne par a^, è,/. Il est complètement intérieur,
comme nous venons de l 'expliquer, à un certain segment p, ou bp€iq.
L'intervalle a^bn ou Un sépare dans p, deux segments bpa^ b^a^ et
a^ n'a aucun associé sur le premier ni b^ sur le second. Il est même
visible qu'aucun des quatre points bpy a^ h^ a.q n'a d'associé sur l'un
ni l'autre des deux segments. Pourè.,, ciy c'est notre hypothèse. Pour
^9 bn, c'est la conséquence de la propriété de longueur maximum
de u^ L'opérationy commencée pour la valeur i de n, se continue
indéfiniment sans arrêt possible et nous conduit toujours à des inter-
valles a^bn satisfaisant aux conditions posées. Ce serait, notons-le,
une erreur de penser que a^est nécessairement un intervalle y. Nous
faisons simplement appel à l'existence de cette famille ç pour nous
assurer de la validité, sur tout segment p, d'un maximum positif pour
la distance des couples associés intérieurs au segment. Observons de
plus que l'intervalle u^ à chaque suppression nouvelle dans b^âo d^un
intervalle u^Çm<^n), u^est à chacun décès moments compris dans un
segment p conservé. Donc, d'après la règle présidant au choix des u^
tous les u^ sont au moins égaux à ̂ . Les ̂  ne vont jamais en croissant
avec leur indice. Leur longueur tend évidemment vers zéro.

Je dis que les intervalles a^h^ ou u^sont contigus à un ensemble
parfait discontinu. En effet, ils sont deux à deux sans points intér ieurs
ni extrêmes communs- Donc les points q u i ne sont intérieurs à aucun
d'eux forment un ensemble parfait P. Je dis que P est discontinu.
Sinon, P contiendrait un segment a(3. Ce dernier ferait partie,
quel que fût n, de l'un des segments p^ conservés après suppression
de a^^,..., Uri-\ dans èo ao. Mais ai3 contient un certain intervalle y.
Ce dernier, toujours intérieur à p/,, serait au moins égalé par u^ quel
que fût n, ce qui est absurde.

La première conclusion de l'énoncé du théorème est l'exactitude des
relations (ï) entre les extrémités de chaque Un. En effet, a^ et ^ sont
associés par hypothèse. Noils verrons un peu plus bas que, gi ôes
rêlatiotis ̂ ôât toutes dès inégalités (fçrroées)y FuMe an moiasde œa dpr-i.

Ànn. Éc. Norm., (3), XXXIII. — MAI 1916. ïS
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nières fait place sur u^ à l'égalité. La seconde conclusion est qu^aucun
des intervalles ^ne peut être déplacé d'une quantité infiniment petite
et en même temps augmenté de longueur, ses extrémités restant asso-
ciées. En effet, iin possède la longueur maximum des intervalles
agrégés à p;, soit bpdy et où les relations (i) sont vérifiées. Si donc Sn
est la plus petite des distances ûy — b^ et a^ — b^ il est impossible,
sans déplacer d'au moins S^ l 'une ou l'autre des extrémités de l'inter-
valle, d'augmenter sa longueur, ses extrémités restant associées.
Remarquons cette propriété, un peu moins précise que la précédente :
chaque point de première espèce de P est dépourvu d'associés
infiniment voisins de lui et situés par rapport à lui du même côté
que l'ensemble P. A cause de la propriété de maximum présentée
par chacun des u^ on peut considérer P comme un ensemble mini-
mum. Ceci ne veut pas dire qu'il n'existe pas d'ensemble parfait
jouissant de propriétés analogues à P, ni de mesure moindre que lui.
C'est d 'une sorte de minimum relatif (et descriptif) qu'il s'agit.

1 bis. Supposons maintenant que les <p soient les contigus à un
ensemble fermé E d'extrémités a et by et montrons la possibilité, si
toutes nos hypothèses sont exactes, de placer P dans E. Nous ne consi<
dérons de points associés (^appartenant simultanément à E. La pre-
mière remarque peut se préciser ainsi : si une suite d'intervalles ̂ , où
les relations (i) sont vérifiées, tt dont les extrémités font partie de E,
tend vers un intervalle limite ^o? ^es extrémités de ^o sont agrégées
à E (supposé fermé), et sont associées selon les relations (ï). Il en
résulte que les associés (sur E) d'un même point M (de E) forment un
ensemble fermé (en y comprenant M)» donc que les couples de points
associés agrégés à un même segment (et à E), ont une distance inté-
rieure maximum atteinte par au moins l'un d'eux, et que, parmi tous
les couples possédant un même éloignement mutuel donné, l'un a
l'extrémité le plus à gauche, un autre a l'extrémité le plus à droite.
La seconde remarque garde aussi sa validité^ si on l'applique à deux
couples de points associés x, x' et x^ a/', agrégés à E. Le couple Xy x"
est encore associé et agrégé à E.

Soit donc &o le point (dé E), distinct de d ou confondu avec
lui^assoeîé à a et le plu$ éloigné possible de a. b^ est distinct
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de b, a et b étant non associés. Il est essentiel d'observer que h^
n'est pas extrémité gauche d'un intervalle i contigu à E; sinon,
chacun de ces contigus étant un intervalle ç, l'extrémité droite de i
serait à la fois associée à a selon les relations (i) et agrégée à E. Donc,
&y aurait été obtenu par erreur. Donc, b^ est limite de points de E situes
à sa droite. Nous définissons a^ comme étant (sur E), entre &o ^t h,
Fassocié de b le plus éloigné de b, si b admet au moins un associé,
sinon nous prenons a^ = b. Dans tous les cas, OQ est limite de points
de E situés à sa gauche. De là résulte le fait essentiel qu'il y a une infi-
nité d'intervalles ç intérieurs à éçOo. Nous définissons u^ comme étant
l'intervalle le plus long et, en cas d'ambiguïté, le plus à gauche, joignant
deux points (de E) associés et compris entre &o et a^. a^ b^ extré-
mités de ^i, sont intérieurs au segment b^ci^. L'opération se continue
comme dans le premier cas. Ayant défini et retranché de b^a^ les
intervalles a^b^ ou u^ .... a^\b^^ ou Uyi-^ nous avons laissé
sur ^o^o» ^segments p ^ , ..., p^ ou h^a^ bja/^ ..., b^ao, limités par des
points de E dont aucun n'a d'associé sur le segment p qu'il borne. A
cause de ceci, chaque segment p contient une infinité de points de E
admettant les deux extrémités de p pour points limites, p contient donc
une infinité d'intervalles i, donc une infinité de couples associés, a^, b^
sont le couple associé, intérieur à un même segment p, présentant le
plus grand éloignement mutuel possible, et en cas d'indétermination,
placé le plus à gauche. Si a^ b^ est contenu dans p^- ou bpCtq, a^ n'ayant
pas dissocié entre bp et lui-même, est limite de points de E situés à
sa gauche. De même, ^est limite dépeints de E situés à sa droite.

Ceci justifie cette observation, dont l'exactitude est vraie a fortiori
dans le premier cas où il existe des <p à l'intérieur de tout intervalle par-
tiel de ab, que si les relations (i) sont toutes des inégalités fermées,
sur Un l'une au moins de celles-ci fait place à l'égalité. Si ces relations
sontpar exemple VR(Fi)^ai , 'VR(¥^)Ï^ • - • ? il est impossible que,
sur un intervalle maximum u^ nous ayons les inégalités VR(F<)<^ o^,
VB(Fâ)>a2, ...,sans un seul signe d'égalité. Car, à cause de la conti-
nuité des F/, il existerait un segment ^ d'extrémité droite a^ et un
segment ^d'extrémité gauche b^ tels que tout point de ^ serait
associé à tout point de s^, selon les inégalités précédentes. Donc,
ïnénie dans le cas restrictif où les associés eont obligatoirement
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sur E, comme a^ est limite de points de E situés à sa gauche et que b^
l'est pareillement pour le côté droit, il y aurait des points 4e E dans s^
d'autres dans s^ et u^ pourrait être étendu jusqu'à eux de part et
d'autre, contrairement à sa propriété de minimum.

Les u^, qui ne croissent jamais en longueur, sont contigus à un
ensemble parfait P, situé sur le segment b^âo. Je dis que P est agrégé
à E. Car, si un point a étranger à E appartenait à P, d'une part a serait
intérieur à un contigu i de E, d^autre part, à chaque suppression
d^n u^ a serait agrégé à un segment p^ conservé. Les extrémités
de P/, appartenant à E, i serait intérieur à p^. Donc, i étant un inter-
valle cp, u^ surpasserait toujours î, ce qui est absurde. Donc, P est
agrégé à E. La propriété de minimum de P se précise comme ci-
dessuSy avec cette réserve qu'elle est uniquement relative aux dépla-
cements sur E des extrémités des u^ De même l'absence d'associés
à a^ et b^ infiniment voisins d'eux et situés du côté où se trouve P,
s'entend pour des associés agrégés à E.

Observons immédiatement que nos hypothèses se montrent incom-
pcïtiblessinous supposons l 'ensembleEdénombrable. Delà résultera la
première application de ce théorème dont nous rappellerons l'énoncé
au cours de ce Mémoire, en le désignant sous le nom de « principe de
la gradation des fonctions continues sur les ensembles par faits ».

Applications du principe.

2. APPLICATION I. •— Une fonction continue^ constante dans chaque
intervalle contigu à un ensemble fermé dénombrable {ou réductible) D,
est constante sur tout le segment limité par les points extrêmes de D.

Ce théorème bien connu a déjà été démontré au début de la première
Partie (9). Établissons-le comme application du principe de gradation,

Soit/ la fonction. Sur chaque intervalle contigu a D, la variation
de / e s t nulle. Ces intervalles constituent donc pour la relation
VR(/) ==o une famille y du second type considéré ci-dessus. Si la
relation YR(/) == o n'est pas exacte entre deux points a et b de D,
nous avons montré qu'il existe un ensemble parfait P agrégé à D
e| jouissant de certaines propriétés. L'existence de P est iïBjpos-
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sible si D est dénombrable. Donc /(&)==/*(û). /prend une-valeur
unique sur D./étant supposé continu et constant dans chaque inter-
valle contigu à D, est constant sur le segment limité par les points
extrêmes de D.

Un énoncé plus général que le précédent et s'établissant de là même
manière est le suivant :

Si un système légalités ou d'inégalités fermées^ linéaires par rapport
aux variations relatives d^un certain nombre de fonctions^ est vérifié sur
chaque intervalle contigu à un ensemble fermé dénombrable^ il est exact
pour tout intervalle ayant ses deux extrémités sur l^ ensemble. En parti-
culier :

Deux fonctions qui ont leurs variations (relatives ou simples) égales
sur chacun des intervalles conîigus à un ensemble fermé dénornbrable^
ont leurs variations égales entre deux points quelconques de cet ensemble.

3. APPLICATION II. — Reprenons l'étude de la condition VR (/)=== o,
supposée vérifiée pour une famille y admettant tous les points de ab pour
noints limites. Supposons donc qu'une fonction y, dont les valeurs en
a et b sont inégales, soit multioscillante dans tout intervalle, j'en-
tends par là qu'elle ne soit douée d'un sens de variation constant dans
aucun. Dans un intervalle quelconque a?, il y a nécessairement des
couples de points où /* prend la même valeur, sinon/, étant continue,
serait unioscillante (monotone) sur a?. Il y a donc des intervalles Œ> infi-
niment petits au voisinage de tout point de ab. Supposons, pour fixer
les idées, A==,/(a) inférieur à 'Q=f(b\ et construisons, selon la
relation VK.(/)==o, l'ensemble P comme il a été expliqué aux
pages i35-i37. Les couples de points associés sont ceux où la
fonction prend la même valeur, b^ étant le point de ab le plus
éloigné de a et où/" est égal à f(a), on a y(&o)=A, et f(3s)^.A.
si bQ<^x<^b, Mais, / étant continu et /(&)== B surpassant A, il
est impossible que f\x) soit inférieur à A en un point x compris
entre &o ^ ^? sinon, entre x et é, / prendrait la valeur A. Donc
y(^)>A dans l'intervalle bob. De même, a^ étant, dans rintervalle
b^b^ le point le plus éloigné de b oùf(x) ' = B, entre b^ et a^ f(^)
est inférieur à B- Doac entre bç et a^ A=/(^o)</<B?=/(^<|)^
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On a/(a^) ==/(^) =='Ci. a^ etb^ étant intérieurs à &o^o» ^ est com-
pris entre A et B. Le raisonnement fait à l'instant montre que, sur
l'intervalle b^a^ f est compris entre A e tC , , et que, sur &^o,yest
compris entre Ci et B. Soit C^ la valeur commune prise par yaux
extrémités a^ e t & ^ d e u^ u^ u^ ,.., u^^ séparent sur ab les segments
énoncés dans leur ordre de rencontre p^ pa, ..., pn? ou h^a^ bja^ ...,
6^0. Supposons établi, comme cela est fait pour n = 2, que : i° y est
compris; entre A et Cy sur l'intervalle p ^ , [entre Cj et ÇA sur l'inter-
valle pa, ..., entre C^ et B sur l'intervalle p^; 2° la suite A, Cy,
C^, . . . » Cy, B des valeurs de / : en b^ puis aux extrémités des
u^Çm^n — i) dans l'ordre géométrique où on les rencontre, et enfin
en Oç, est croissante. Je dis que les mêmes règles s'étendent à la
valeur suivante de n. En effet, si u^ est dans ci ou bpa^ f en On et b^
est compris entre C^ et Cy ( i^ hypothèse). On a donc C^<C^<Cy
(2e conclusion). D'ailleurs, entre bp et a^ /qui surpasse C^, ne peut
être ni égal ni supérieur a C^, sinon b^ aurait un associé entre bp et a^.
Donc entre bp et <^, /est compris entre C^ et C^ et de même entre b^
et a^ f est compris entre C^ et (^(i11® conclusion). La règle posée
est donc générale. Nous voyons en particulier que les C^ sont distri-
bués sur l'intervalle AB dans le même ordre mutuel que Igs u^
entre &o et Œ().

P, avons-nous vu, est discontinu, parce que les intervalles <p,
où VR(/) == o, admettent tout point de ab pour point limite. Je dis
que les C^ sont partout denses surAB. En effet, la variation de /
est Cj—A sur p,, C /c—C/ sur p^, ..., B — Cs sur p^. La plus grande
de ces variations tend vers zéro pour n infini, puisqu'il en est ainsi
de la longueur des segments p conservés à la n1^ opération (à cause
de la non-densité de P) et que la continuité d'une fonction est uni-
forme sur un segment borné. La suite A, Cy, C^, ..., Csy B des
nombres A, B, Ci, ..., C,/», rangés selon Fordre de leurs grandeurs
croissantes fonïie donc une chaîne dont le pas tend vers zéro avec -•• , • • . ! ̂  !, ! , „ . . . ! •L ^ 1 , . 1 ! ^ , , • 1 ! ! ^ 1 • 1 1 n ;
Les C^ sont donc partout denses entreA et B. A cause de la continuité
de^ il suit de là que sur l'ensemble parfait P, / prendra au moins
une fois toute valeur C comprise entreA et B. En effet, C est toujours
Uïïlite de points C^ Eo tout point limite des extrémités des u^ corîieg-,
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pondants, point limite forcément agrégé à P, on a / = = C . Soient x
et ^f (;r<^) deux points de P non simultanément extrémités d'un
même intervalle contigu à P. Il y a entre eux une infinité de points
de P, et par suite une infinité de segments u^ auxquels x et x ' sont
étrangers. Soit m l'indice de l'un d'eux. La suite u ^ , u^ ..., u^i
sépare sur by a^, m 4- r segments p;, et x et x' sont intérieurs à deux
segments différents p^ et p^. entre lesquels se trouve l'intervalle u^.
Donc,/(.r) <; (^^/(o/). Si A était supérieur à B, le sens de toutes
les inégalités serait renversé. En résumé :

Si la fonction continue fÇx) est multioscillanle dans tout intervalle
compris entre a et b, et prend en a et b deux valeurs différentes A et B,
il existe un ensemble parfait discontinu P situé sur ah, et tel que f prend
sur cet ensemble en général une seule fois, et exceptionnellement deux
fois (aux extrémités d'un même intervalle contigu à P), les valeurs
comprises enire A et B, le sens de variation de f sur P étant constant.

4. Notons que nos raisonnements ne subiraient pas de grande
modification, si nous supposions simplement la relation VR/^o
vérifiée sur une famille d'intervalles admettant pour limites tous les
points de ab, en supposant toujours /(&)>/(^)- Nous n'excluons
donc pas le cas où, dans toutun intervalle,/* est constamment décrois-
sant pourvu que, globalement, il y ait croissance dey quand on passe
de a à b. D'après une observation faite plus haut (p. 139-140), sur
chacun des u^ correspondant à la relation VR/^o, la variation de /
est non pas négative, mais nulle. On voit immédiatement que, entre by
et by f ne saurait prendre de valeurs inférieures à A, ni entre &o et a^
de valeurs supérieures à B, et, de proche en proche, que les règles
des valeurs prises par/sur p < , ps,..., pnsont? pourla relation VR/$o,
les mêmes que pour la relation VR/== o dans le dernier paragraphe.
Les valeurs de / sur P possèdent donc, dans les deux cas, les mêmes
propriétés.

5. En l'absence de toute hypothèse sur le sens de variation
de/, examinons ce qu'il reste de l'énoncé précédent. Observons
d'abord que notre définition des points b^ a^ résulte simplement
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de l'inégalité A^B, que celle des points a,, b^ exige seulement
l'existence entre b^ e tây d'un interval le où la variation de/est nulle,
que^i, . . . , Un-.\ étant placés, pourque^/exis te , il faut et il suffît qu'il y
ait à l'intérieur de l'un au moins des p n ..., p^ un intervalle oùV/== o.

Si, pour une valeur finie de n^ nous nous trouvons arrêtés dans le
choix de u^ c'est que / varie dans un sens constant sur chacun des
segments p,, .... p^ et (en supposant A <^B), comme la variation de/*
entre les extrémités de chacun des p^ est positive, / croît sur chacun
des PA. Ceux-ci forment un ensemble parfait P constitué par n seg-
ments./* prend bien une fois et une seule sur P toute valeur G comprise
entre A et B, sauf les Çn — î) valeurs C,, . . . , C^iy prises chacune deux
fois. Il y a de plus croissance de/sur P, sauf d'une extrémité à l'autre
d'un même contigu. L'énoncé est à peine modifié.

Sî,quel que soit/i, parmi les p séparés sur b^a^ par u^ .... u^^ il y
en a au moins un où le sens de variation de /n'est pas constant [sur les
autres segments p./est croissant, V(/, p) étant positif], alors la règle
définissant ̂  comme le plus grand ou, parmi les plus grands, le plus à
gauche des intervalles agrégés à un même segment p et où la variation
de/est nulle, cette règle supplique sans arrêt. Les points jamais exclus
forment un ensemble parfait qui ne peut pas contenir un segment a(3
où le sens de variation serait non croissant. Car a(3 enfermerait un inter-
valle ^ où VR/serait négatif ou nul. '^ devrait être au plus égal à u^
quel que fût 72, ce qui est absurde. D'ailleurs, la règle suivante étant
vraie pour les valeurs prises par/sur les segments p à tout moment
de l'opération, les valeurs de/sur la partie de P comprise entre u^
et Uy. sont comprises entre G^ et C^. Donc, que^eta/(;r<W), agrégés
à P sans être les extrémités d'un même contigu, soient ou non séparés
par des intervalles^, on a dans tous les cas/(^) </(*^). En résumé:

Quelle que soit la fonction continue /, prenant en a et b les valeurs
dùtincles A et B y il existe sur ab un ensemble parfait P, partiellement
ou totalement continu ou discontinu^ et tel que f prend sur cet
ensemble en général une seule fois et exceptionnellement deux fois les
valeurs comprises entre A et B, le sens de variation de f sur Pétant
comtwitet dirigé de A versTiÇ^).

: '(!1.) ®ËI ^éddirait 4e ^ là- qp© 1̂  ,wiâlN»n totaîé 4e' -la- -fonelion1 G (u) -entre ,A 'et- •fi1 --esl;
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6. APPLICATION III. — Supposons qu'une fonction f admette une
dérivée nulle sur une pleine épaisseur H du segment ab et que f(b) dif-
fère de fÇa). Soit co la variation relative de /*entre a et b. Donnons-
nous un nombre positif quelconque £ inférieur à | coj . Selon que <o est
positif ou négatif, l'une au moins des relations VB/'$£ ou VR/Ï— e
n'est pas vérifiée entre a et &. Or, l 'ensemble des points où f = o est
partout dense sur ab. Chaque point x de H est extrémité, gauche ou
droite à volonté, d'un intervalle dont tous les points sont associés a .r
selon l'une et l'autre des relations énoncées. Donc ces dernières
sont vérifiées simultanément sur un ensemble d'intervalles ç admet-
tant tout point de ab pour po in t limite. D'après cela, il existe un
ensemble parfait P, sur les intervalles contigus duquel la variation
relative de / est dans le premier cas (œ^>o) égale à -4- £, dans le
second cas (œ << o) égale à — s, ces intervalles présentant chacun une
propriété de maximum. En particulier, les points de première espèce
de P n 'ont pas d'associés inf iniment voisins du côté de P. Il résulte
de là que P n'a aucun de ses points de première espèce sur H.

Je dis que les points de seconde espèce de P n'appartiennent pas
non plus à H. Supposons, en effet, qu'un point ^ de H soit agrégé à P.
Considérons l'intervalle y (e, ^) de centre ^ en tous les points x duquel
on a |./(^)--/(0|<^|^—^|» et l'ensemble des segments p,, pa , . . . , pu
conservés sur b^a^ après extraction de u^ u^y ..., ^-i. $, agrégé
à P, est dans un segment p/, compris entre deux intervalles u^ et Ur'
L'extrémité droite de u,n (elle est à gauche de ^) n'appartient pas au
segment y (s, ^), sinon b,^ serait associé à ^ (quel que fût le signe de œ),
et u^ pourrait, sans atteindre aucun des intervalles d'indices infé-
rieurs à n, être prolongé jusqu'en Ç à droite, ce qui est contraire à la
définition de u^' Donc, les segments u^ et y (£y ^) sont sans points
communs. Il en est de même de ^.et y(£, ^). Donc, quel que soitn,
le segment ç> (s, ^) est intér ieur à un segment conservé p^, ce qui est
absurde, P étant discontinu. Donc, tous les points de P sont étrangers
à H. Donc, P a une mesure nulle.

Soit a un nombre compris entre o et 00, donc du signe de œ* Formons

égale à la variation totale de G [F(.r)] sur l'ensemble parfait P, et par suite au plias.
égale à la variation totale de G [F(^)] sur a^, ce dont la preuve directe est imiïïédîate.^

Ann, Éc. Norm., (3), XXXIII. — MAI 1916. K)
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la différence/, ==/— a;r et, pour fixer les idées, supposons co positif,
j^ a pour dérivée — a sur une pleine épaisseur de ab. Les rela-
tions VR/^a et VR/^o sont vérifiées ou non simultanément. En
particulier, elles sont par hypothèse inexactes pour le couple (a, b).
D'après les résultats de notre seconde application, nous pouvons
énoncer le théorème suivant :

Si une fonction /*, dont la variation relative entre a et b eu un
nombre <o diffèrent de zéro^ possède une dérivée nulle sur une pleine
épaisseur de aby quel que so.it le nombre a compris entre o et co, il existe
sur ab un ensemble parfait mince P tel que la fonction f^=f— a.x
prend les mêmes valeurs aux extrémités de tout intervalle contigu a P,
et prend une seule fois toute autre valeur comprise entre f^ (a) et f^ (&),
le sens de variation de f^ sur P étant constant (1 ).

7. Il n'est point inutile de préciser ici le sens du principe de gra-
dation. Désignons sous le nom d'intervalles ^, tous ceux dont les
extrémités sont deux points associés. Les intervalles ç sont des inter-
valles ^ particuliers, donnés pour fonder les raisonnements du prin-
cipe de gradation. Ce serait une erreur de croire que l'ensemble P est
constitué dans le premier cas (les intervalles <p admettant tous les
points de ab pour limites) uniquement de points étrangers à tous les
intervalles ^, c'est-à-dire intérieurs à nul d'entre eux. Ce serait même
une erreur de penser que les points de ab intérieurs à une infinité
d'intervalles ^ i n f i n i m e n t petits sont nécessairement exclus de P.
L'application IV concerne, en effet, un cas où tout point de ab est
placé dans les conditions précédentes, c^est-à-dire est intérieur à une
infinité d'intervalles ^ infiniment petits. Et cependant, dans ce cas-là,
P existe, car l'intervalle ab n'est point lui-même un intervalle ^. Pour
que l'idée critiquée devînt exacte, il suffirait que, si deux intervalles^
empiètent l'un sur l'autre, l'intervalle formé de leur réunion fût lui-
même un intervalle^. Il n'en est rien en général, ni même dans l'appli-
cation III. Mais dans ce dernier cas, il est possible de choisir les y
[nous prendrons pour cet emploi les ç(ï, €) de la page i45j, de façon

( i) Qn irouvera dans le Traité d^ Analyse ( t . I) de M. de la Vallée Poiassiii dê| âôû|i-
dérations présentant des analogies avec cerie^ci»
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que la réunion de deux intervalles ® soit toujours un intervalle ^? ^t
l'on peut alors obtenir un ensemble P remplissant les conditions du
principe de gradation et inclus dans l'ensemble fermé E des points
étrangers à tous les ç.

Soient <p< et y^ ou x^x\,x^x^ deux intervalles y(^, e) sur lesquels
on a respectivement

i/(^)-/(êi)i^£i^~£ii, !/(^)~/a.)i^i^-^i.
Si x\ est extérieur à <p2 et à sa gauche, si x^ est extérieur à ç< et à sa
droite, le milieu ^ de (pi est à gauche du milieu de x^ x^ qui est à
gauche du milieu ^ d<ï ?2- Donc ^ est a gauche de ^. Si y, et 92 se
recouvrent partiellement, il y a un point Ç intermédiaire à Ç, et ^ et
intérieur s imul tanément à épi et à cpa. La variation relative de/est
alors comprise entre —s et -h e sur chacun des intervalles x^ î;,, ^ *(»
î^a, ^^a- Donc x^ Ç < , ^2, ̂  forment une chaîne de points associés.
On étend immédiatement ceci à une suite d'un nombre quelconque
d'intervalles <p dont chacun empiète sur le suivant. On en déduit que
les contigus y' à E on t pour extrémités des couples associés. En appli-
quant aux ©/ la seconde forme du principe de gradation, on aboutit a
un ensemble P parfait mince étranger à tous les y (Ç, &). Dans l'appli-
cation IV, rien d'analogue ne subsiste, en l'absence d'une famille
apparente d'intervalles y ne pouvant empiéter l'un sur l'autre sans
que leur réunion forme un intervalle '^.

8. APPLICATION I V . — Soit une fonction f variante et possédant en
tout pointa pour un côté au. moins, un dérivé médian ou extrême nul.
Nous avons construit dans la première Partie (p. 209) une fonction
satisfaisant à ces conditions et variant dans tout intervalle. Notons,
d'après les résultats de la première Partie (n° 32), que l'ensemble des
points où le dérivé (médian ou extrême) zéro existe de chaque côté,
est un résiduel, le complémentaire, où ce dérivé n'existe que d'un
seul côté,étant par suite gerbe. Mais la mesure de ce dernier peut
être non nulle. Il peut même a priori constituer une épaisseur pleine.

Selon que zéro est en x^ un dérivé (médian ou extrême) droit ou
gauche dey, il existe, pour toute valeur positive de £y un intervalle
gdmtttant.rô pour extrémité gauche ou droite, et sur lequel la variation
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relative dey est comprise entre — £ et, + £. A cause de la continuité
de/*, les extrémités de cet intervalle peuvent être déplacées légèrement
l'une et l'autre, et alors il est évident que tout point x^ est intérieur à
un intervalle de dimension aussi réduite que l'on veut et dans lequel
— £<VR/< 4- £. D'après un théorème de MM. Borel et Lebesgue,
on pourrait choisir une suite dénombrable de ces intervalles, tendant
vers zéro en longueur, et telle que tout point fût intérieur à une infi-
nité d'éléments de la suite. Mais ces intervalles, dont on peut faire la
famille y considérée dans l'étude générale, ne nous sont d'aucun
secours pour caractériser P, comme nous l'avons dit au paragraphe
précédent.

/"n'étant pas constante, il existe un couple de points a et b où elle
ne prend pas la même valeur. Supposons /(^)<^/(^) 6t soit œ la
variation relative de/entre a et &. £ étant un nombre positif quel-
conque inférieur à co, il existe sur ab, d'après le principe de
gradation, un ensemble parfait discontinu P dont les intervalles
contigus donnent à / la variation relative £ et présentent une pro-
priété de maximum. En particulier, les extrémités d'un intervalle
contigu à P n'ayant pas d'associés infiniment voisins, et inférieurs
pour l'extrémité gauche, supérieurs pour l'extrémité droite, nous
sommes certains qu'il y a un dérivé nul, au premier point seulement
à droite, au second point seulement à gauche. Cependant rien ne
prouve que la construction générale suivie pas à pas ne nous four-
nirait point'un ensemble P épais. Mais par une autre voie, nous abou-

tirons à un ensemble parfait mince, remplissant les conditions du
principe de gradation.

9. Supposons simplement que le dérivé médian ou extrême zéro
existe, pour un côté au moins, sur une épaisseur pleine et non pas
nécessairement en tout point. Soient E l'ensemble des points compris
entre a et b où un dérivé médian ou extrême droit est nul, E' Feu-
semble des points où un dérivé gauche est nul. E et E', s'ils sont
partout denses, sont des résiduels (i116 Partie, n° 32), et alors, ils ont en
commun un résiduel dont la mesure peut être positive (ce résiduel
peut même constituer une épaisseur pleine, comme dans l'exemple
de la page 209, i^ Partie), Dans tous les cas, la réunion de E et dé Sr est
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une épaisseur pleine. Nous substituons d'abord à a et à b les points ̂
et. OQ, associés respectivement à a et à b selon la relation VB/== e et
extrêmes, le premier vers la droite entre a et 6, le second vers la gauche
entre &o et &. &o n'appartient pas à E, ni a^ à E'. L'un au moins des
deux ensembles E etE' a sur^Oo une épaisseur moyenne au moins égale
à ^' Supposons que ce soit E. L'opération que nous effectuerions à

partir de E', si l'épaisseur de E était inférieure à Jl-, serait la même en
échangeant simplement entre eux les côtés droits et gauches des
points, et entre elles, les extrémités des intervalles. Prenons dans E
un ensemble parfait E, ne contenant pas ^ (ni certainement &o) et
d'épaisseur sur b,a, au moins égale à - (i^ Partie, n° 18). Soit 7,
l'extrémité gauche de E,. En y ^ , un dérivé médian droit étant nul, il
existe, à droite de Y< et à fauche de € I Q , un nombre x^ tel que

/(^)—/(yi)<£(^i—7i).

Nous désignons par p < la borne à droite des points de b^a^ tels
que^ i . [3, n'est pas en a^ qui n'a pas d'associé à sa gauche selon la
relation VR/5e. ?, étant intérieur à b^a^ on a

/(Pi)~/(7i)=£(Pi-yi).
^ n'appartient pas à E ni a fortiori àE,, sinon /aurait en ^ un dérivé
droit nul , et ^ ne serait pas la borne à droite des x^ (3, est dans
un intervalle contigu ou semi-contigu à E.. Plaçons-nous dans le, pre-
mier cas. Soit "Ya l'extrémité droite de cet intervalle. En y^ il y a lin
dérivé droit nul, donc des nombres x^, compris entre y^ et a^ et tels
que

/ (^a)—/(ya) <e (^2---72).

Soit ps leur borne à droite. On à

/(P2)-/(^)=e((3,-y,).

Pa est dans un intervalle contigu à Ei, etc. On continue ainsi. Il est
impossible, comme nous l'avons montré dans le Second Théorème
(impartie, p. 178), qu'il y ait une infinité de points Y( ni (étendant vers
un point étranger à E,, ni.vers un point de E< situé en deçà de la borne
à droite imposée aux associés ̂  des points -y^. Cette dernière borne
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étant ^o, point étranger à E, par hypothèse, l 'indice i ne surpasse pas
une certaine valeur m pour laquelle (^ est compris entre l'extrémité
droite d e E ^ et a^

^ ^LyJ^^,^ "̂ .J.̂ . ^ \ '^'H-t Oi-m ^m |3/,|
f7' ' " "'t'V" ' / , ^ "" r^ " ' ^ o-̂  •̂'̂ ^^^ o^, ;

6^_i ne possède pas, selon la relation VR/$£, d'associé à sa droite
sur &o^o- (Nous considérons po comme confondu avec &(,.) On a
donc VR/> £ sur l'intervalle jri/^ y, agrégé à un inlervalle contigu de E
avec communauté de l'extrémité droite. Mais rien ne prouve que dans
ce même intervalle j^-iY/, Y( n'ait pas d'associé selon la relation
VR/^£. Y^, tout en appartenant a E, peut avoir un dérivé gauche nul
et par suite des associés inf iniment voisins de lui à sa gauche. Mais,
même en l'absence d'un dérivé gauche (médian ou extrême) nul , rien
n'empêche-^-d'avoir, entre (3^ et lui-même, un associé à distance finie.
S'il n'en existe pas, nous ne modifierons pas y^. S'il y en a un seul,
soit a, celui-là, et s'il y en a plus d'un, soita^ le plus à gauche de tous,
bien entendu sur le segment (^-,iY^ a^ est intérieur à ce segment s'il
n'est pas en Y(, car y; et (^•_i ne sont pas associés. On a

Ê=:VR(a,, y/)=VR(^(^).

Nous substituons a^ à "•̂  dans tous les cas, pour 1=1, ..., w.
Nous avons alors des segments b^x^ (^a^, ..., Pm^o» 01-1 ^ î 0 ^ - - - ?

^w-M? que nous conserverons, et séparés par des intervalles à sup-
primer o^ p ^ , o^ ̂ , ..., oc^p^ ou œ,, . . . , Ct)^, auxquels tous les points
de E, sont intérieurs ou (quand a; coïncide avec Y() extrémités
gauches. De plus, sur chacun de ces intervalles o^p;, la relation VR/==£
est vérifiée. Sur chacun des segments (^a^, ... ou cr/.n, ..., il n'y
a pas d'associés à ^ (ni à a^) suivant la relation VR/$£. Posons
y— ex ==/^ Les deux relations VR/$ £ et YR/^o sont équivalentes.
Sïf^bQ)==A/,f^aQ)='Bf, on a A'<B'. Nous avons VR/<==o sur œ,.
Sur l'intervalle or^ ou P^<a^ nous avons y,(^-<xyi <;y<(a,).
Donc? C^ étant la valeur de / aux deux extrémités a, et ?, de a>^ on a
., :,,1 /^ ^ ^ . A^'C^C,...,' <C^^<B / , l l t ' \

et, sur o^» C^^<^^ <^Ç^. Enfîo, les c^ renfermant 35^ leui; épai^tôlîc
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totale sur &o^o surpasse j ' Les segments conservés a/ont donc sur&o^o

une épaisseur totale inférieure à y--
Sur chacun des segments o^, à l ' intérieur duquel ses extrémités

sont dépourvues d'associés selon la relation VR/5 s, nous opérerons
comme sur 60^0» en appliquant au plus épais des ensembles E et E'
la construction précédente, mot pour mot avec E, en changeant
avec E' le mouvement des opérations, les sens où elles progressent
et régressent. Après avoir traité tous les 07, il restera des seg-
ments conservés dont l'épaisseur totale sur b^a^ sera inférieure

( î \ < )

à 7 ) - En cont inuant indéfiniment, on aboutit à un résidu de seg-
4/

ments conservés, agrégat parfait de mesure nulle, et pour lequel V énoncé
de l'application III reste exacte quand on y remplace l'hypothèse :
« sur une épaisseur pleine, /possède une dérivée nulle », par celle-ci :
« sur une épaisseur pleine^ /possède un dérivé médian ou extrême nul y
ï> d'un côté variant indifféremment ».

La variation simple d'une fonction continue sur un ensemble parfait (1) '

10. Nous allons adopter pour le présent Chapitre un mode d'expo-
sit ion synthétique. La clarté, nous semble-t-il, y gagnera. Seule-
ment l'intérêt des développements qui vont suivre n'apparaîtr-a qu'ulté-
rieurement, avec leur application aux nombres dérivés, application
qui, en fait, a guidé le progrès de ces recherches. Une notion essen-
tielle pour la suite de cette étude est celle de « variationd'une fonction
continue / ( x ) sur un ensemble parfait P » intérieur à l ' intervalle
d'existence de/. Nous définirons ensuite les termes de « variation de/
autour de P », de « variation totale de/sur P ». Ce sont deux expres-
sions qu'il faudra soigneusement distinguer delà première. En cas de
confusion à craindre, la première sorte de variation sera qualifiée de
simple.

(i) Nous ne considérons la variation simple des fonctions que sur les segments linéaires
et sur les ensembles parfaits totalement discontinus.. A partir de ces deux cas extrême^.
il serait facile de résoudre toutes les questions analogues relatives aux ensembles parÊait^
p^rtieîlêiîîetE discontiilus.
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Soient a et h les points extrêmes de P. Donnons un indice entier
propre à chaque intervalle u contigu à P. Calculons la variation V^ de/"
entre les deux extrémités a^ et h^ de ̂ . Rappelons les notations

\{/\a,b) ̂  {a Vb)f^/(b) -/(a).

(Nous supprimons/près de V, quand il n'y a pas de confusion possible ;
sauf expresse indication contraire, nous supposons toujours a inférieur
à b). Retranchons du segment ab, m intervalles contigus à P quel-
conques. La somme des variations de / sur les m -+-1 segments p
restants est égale à/(6) —/(^) diminué de la somme des \n relatifs
aux m contigus extraits. Pour que cette somme tende vers une limite
unique, quand m croît, sous la seule condition que la longueur du plus
grand contigu non supprimé tende vers zéro, il faut et il suffît que la
série V^ soit absolument convergente. D'après ceci, nous dirons que la
fonction f a sur P une variation définie ou non définie, selon que la
série V^ est ou non absolument convergente. Si la variation de/ sur P est
définie, nous lui a t t r ibuons pour valeur la différence V(a, è)—SV^.

Nous désignerons ce nombre par l'expression V(/, P) où nous sup-
primons l'une ou l'autre des lettres / ou P quand il n'y aura pas de
confusion possible. La l imite de la somme des variations de /sur les p
estunique et f inie [et vaut V(/ P)] ou non, selon que V(/, P) est ou
non définie. En particulier, s i /est croissante (ou décroissante), sa
variation sur un ensemble parfait est définie et non négative (non
positive).

Considérons un ensemble parfait P quelconque. Si la variation de/
sur P est définie, elle l'est sur toute portion © de P, car les intervalles
contigus à rs sont contigus à P; la série des variations de /dans les
contigus à rs est donc consti tuée avec une partie des termes de la
sériç des variations de /dans les contigus à P, et celle-là est abso-
lument convergente si cette dernière l'est.

Nous dirons que la variation de/est constamment nulle sur P, si
elle est définie et nulle sur toute portion de P.

1 1 . L a condition nécessaire et suffisante pour que f ait une variation
constamment nulle sur unéniemble parfaitP, estque, sim croit\ lasOmme
tende ùers sérô^ des variationsî absolues de j/ sur les m d- i segrwwts p
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demeurante quand on a extrait, du segment joignant les extrémités de P,
/72 contigus quelconques^ le plus grand eontigu non extrait étant infi-
niment petit. Moyennant cette dernière précaution, il est évident que,
les contigus étant numérotés dans un ordre quelconque indépendant
de m, le rang (A du premier eontigu non extrait croît avec m.

( » „ étant un nombre défini pour chacun des u,^ nous désignons
comme antérieurement (i110 Partie, 10 bu) par (.^S^)ïp^ (à énoncer :
somme entre x et x ' de w^ la somme des nombres w^ affectant les
intervalles u^ entièrement compris entre les points ;z*et o s ' . La
condition énoncée est évidemment suffisante. Montrons qu'elle est
nécessaire. En effet, si V(/ vs) existe et est nul sur toute portion ^
de P, la variation de / entre deux points ^, ^ de P est (^S^)V/,.
Elle est moindre en valeur absolue que (^S^^jV^I . Donc, si nous
supprimons m intervalles contigus à P, sur les segments restants
entre les extrémités de P, les variations absolues de/ont une somme
inférieure à ce qui reste de la série |VJ quand on en retranche les
u. premiers termes- ^ étant infini avec rn, cette somme tend bien vers

zéro avec — -m

11 bis. Je dis que, si la variation clé/sur P est constamment nulle, la
variation de f sur tout ensemble parfait H agrégé à P est définie et nulle.
En effet, soient ^ et ^ les extrémités de II, ̂ rn^m ou ^m ̂  eontigu à II,
(!>„, la variation de /sur co^ et toujours V,, la variation de / sur u^
Tw et S^ étant agrégés à P, et la variation de/ sur toute portion de P
étant nulle, on a

/(o\)—/(7^):=(7^:sô-)v^

Donc, les variations <1>^ de/sur les œ^ contigus à II sont, ou bien des
termes de la série V/, quand OD^ coïncide avec un eontigu u^ de P, ou
bien des groupements infinis de ces termes quand o^ contient une
portion de P. Comme chaque u^ compris entre S et ^appar t ient à
un o^ et à un seul, tous les termes V/, correspondant à ces ̂  figurent
une fois et une seule dans l'un des termes €>^. Donc, la série $/„ est
absolumeni convergente et a même somme que la série des termes V^

Ann. Éc. Norw^ (3), XXXIII. —• MAI 1 9 1 6 . 20
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considérés, /a donc une variation définie sur II et Fon a

(P^)V,=(^)<^,

Or, le premier membre de cette relation est f(^)—./(O- Donc, la
variation de / sur II est nulle.

12. Si deux ou plusieurs ^fonctions /, /a? • • • • ? fp ont une variation
définie sur un ensemble parfaite il en est de même de toute fonction
linéaire formée avec elles a^ 4-...-+- v.pfp =f et la variation V(/)
de cette dernière est ^V(/i)+...4"aV^//,). Car cette dernière
relation est vraie pour tout intervalle, ce qui entraîne la convergence
absolue de la série V(/, ^), et l'expression de V(/). Si F est une
fonction composée de f^ /, ..., yÇ, possédant des dérivées partielles du,
premier ordre continues, d'après la formule des accroissements finis,
V(F, u) est une somme de produits A^V(/, u), les Aj dépendant
des fi et de l'intervalle u, mais étant bornés si P l'est. De là résulte
que F a une variation définie sur P.

12 bis. Si les / ont chacun une variation constamment nulle sur P,
il en est de même de F. On appliquera pour le voir, la formule rappelée
à l'instant en y remplaçant u par les segments séparés par les n
premiers contigus et faisant croître n indéfiniment. Le résultat décou-
lera de la condition montrée p lus haut (11) des fonctions à variation
constamment nulle sur P. En particulier, fg, f — g remplissent cette
condition s'il en est ainsi de/et de g.

13. Soient toujours P l'ensemble parfait, a et b ses extrémités. Les
intervalles contigus à Pétant rangés dans une suite unique, soit
V^ la variation de / sur le n1^, savoir u^ d'extrémités a^ et &„. La
série V^ est supposée absolument convergente. Posons

g{x) =f(a) +(a2^)V,+ ̂ [/( .r)—/(^)],

(o étant nul si x est sur P et égal à un pour ^<^<6^. La fonc-
tion g{x) est continue (^Partie, 11). Sur tout intervalle contiguàP,
g a la même variation que/ Donc la variation de g sur P est définie.
D'ailleurs l'expression de g-montre que sa variation entre deux points
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quelconques de P égale la somme des variations de g sur les contigus à P
situés entre ces deux points. Donc, g- a une variation nulle sur toute
portion de P. Posons/ = g-{- h. h est continu et constant sur chaque
contigu à P. Une telle fonction a pour variation zéro sur tout contigu
et semi-contigu à P. Donc, sa variation sur P entre deux points
quelconques ^et^ du segment ab est définie et égale à sa variation
linéaire entre x et x\ soit À(^) - À(^). La variation de/sur P entre
deux points quelconques^? et x ' du segment ab, étant égale à la somme
des variations de g et de À, est donc h{x') — À(^). / est décomposée
en la somme de deux/onctions, F une g ayant sa variation constamment
nulle sur P, F autre h constante sur chaque contigu à P.

Il en résulte que sur tout ensemble parfait II agrégé à P, la varia-
tion de f est définie en même temps que celle de h, et, quand l'une et
l'autre sont définies^ elles sont égales. Car la variation de g sur II est
définie et nulle (li bu). Nous verrons que la variation de / peut être ]
non définie sur certains ensembles parfaits n agrégés a P, bien i
que V(/, P) soit définie.

13 bis. On a

h(a)=o, h(b) =f{b}— /(a)- (a2ô)V^=Â,

X étant la variation de / sur P. Notre hypothèse est que X n'est pas nul.
Appliquons le principe de gradation (application II) à la fonction con-
tinue A, constante (VBA=o) sur chaque contigu à P. Il existe un
ensemble parfait II^ agrégé à P, tel que : i° aux extrémités a, ? de II<,
les valeurs de h sont respectivement les mêmes qu'en a et h, ce sont
donc o et X; 2° aux extrémités d'un même intervalle contigu à IIi,
À prend la même valeur; 3° À e s t croissant sur H^ si X est positif,
décroissant dans le cas opposé.

La variation de h sur un contiga OD à 11̂  étant nulle, la variation de h
sur îl^ est définie. De plus, toujours d'après V(/^ co) == o, la variation
de h sur 11̂  entre deux points ^ ^ de II/ est égale à la différence
h(^' ) --A(^), (sans que /À soit en général constant à l'intérieur des con-
tigus de IIi quand ceux-ci renferment une portion de P).Donc, entre Ç
et ^ la variation de/sur 1̂  est A(^) — Â(Ç). Comme ce nombre est
Bon nul et a le signe de X, sur toute portion de II, la variation de test
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définie, et clouée du signe de (a variation d e / s u r P. Cette détermination
de Pen semble II i aura une grande importance pour le cas des
ensembles P minces.

14* II pourrait se faire que la variation de f, sans être définie pour
la totalité de P, le fût pour certaines portions de P, de même qu'en
choisissant convenablement une infinité d'éléments d'une série diver-
gente à termes tendant vers zéro, on peut former une série absolument
convergente. Nous verrons plus loin (n° 36) les conséquences à
tirer, pour les dérivés de /, de l'hypothèse que la variation de /
n'existe ni sur l'ensemble P globalement, ni sur aucune de ses
portions.

Entendons par cette phrase : Ici variation de f sur P est définie au
voisinage d'un de ses points M, qu'il existe une portion ar(M) de P,
contenant M entre ses points extrêmes, et où la variation de / est
définie. Alors, cette variation sera définie pour toute portion de P
agrégée à 0(M). Au contraire, nous dirons que la variation dey sur P
n'est pas définie au voisinage de M, si la condition précédente n'est
pas vérifiée; alors, sur toute portion contenant M, la variation de f
est non définie. Il faut et il suffît pour cela qu'il existe une infinité
de portions ^(M) inf in iment petites avec"1-? contenant M et où/n'a
pas de variation définie.

D'autre part, convenons de dire que, un nombre ̂ positif ou négatif
étant fixé pour chaque intervalle Un contigu à P, la série s^ est absolu-
ment convergente au voisinage d'un point M de P, s'il existe une por-
tion trr(M) de P contenant M entre ses points extrêmes (nous dirons
aussi : intérieurement) et telle que la série des ̂  relative aux contigus
à ^(M), lesquels sont parmi les contigus de P, soit absolument con-
vergente.

Il y a évidemment identité entre les points de P au voisinage des-
quels/* possède une variation déterminée sur P et ceux au voisinage
desquels la âérieV^ est absolument convergente*

^Ms. 'Ncms diroM que la variation de/sur un ensemble parfait
eat réductible si cet MBemMû parfait confcien^^^ où la varia-

'^Q^^/./^ïié&niê.^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^ - , 1 - '. : 1 . „ 1 1 , , ^!1 : •;'! ..
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Supposons qu'une fonction /ait une variation réductible sur tout
ensemble parfait. Quel que soit l'ensemble parfait P, je dis que
l'ensemble H des points de P au voisinage desquels la variation de f
sur P n'est pas définie, H est non dense sur P. Sinon H contiendrait
une portion II, de P. II. serait un ensemble parfait dont aucune
portion c^ ne donnera i t une variation définie à /"(s inon H ne con-
tiendrait aucun point intérieur d e ^ i ) . / ne serait pas réductible
sur Hi .

Si p fonctions /, ..., fp ont une variation réductible sur tout ensemble
parfaite il en est de même'de toule fonction F composée des précédentes
et pourvue de dérivées partielles du premier ordre continues. En effet,
soit P un ensemble parfait quelconque. P contient une portion m^ où/
a une variation définie, dans l'ensemble parfait ^ il y a une por-
tion co'2 où V(/a) est définie, etc., dans CT^_^ il y a une portion CT«
où V(/p) est définie. CT^ est une portion de P. Sur c ,̂, compris dans
toutes les portions ^-d'indice inférieur à/?, / , — • ? / » ont chacune
une variation définie. D'après un résultat acquis précédemment (n° 12),
il en est de même de F. Donc F a une variation réductible sur P.

Si P est un ensemble particulier tel que, pour chacune des fonc-
tions f^ sur toute portion CT de P il en existe une autre, où f} a une
variation constamment nulle, on montre tout pareillement l'existence
sur CT d'une portion ^f où les p fonctions / ont simultanément
leurs variations constamment nulles. Nous avons vu (n° 12 bis)
qu'il en est alors de même de F sur ts^. f satisfait à la même condition
que les /".

15. Nous envisagerons également l'existence d'une variation de f
autour d'un ensemble par fait P. Nous dirons que la variation de f autour
d'un ensemble parfait P est finie, si la série des oscillations de/sur les
intervalles contigus à P est convergente.

Si la variation de /autour de P est finie, la variation simple de/
sur P est définie a fortiori^ mais la réciproque n^est pas nécessairement
vraie. En effet, reprenons l'exemple III du n° â9 (Première Partie),
donnant une fonction/ : i° nulle sur un ensemble parfait P épais ou
non; 2° positive ou nulle, continue et dérivable hors de P; S^possé-
(laût aurP en tout point, de chaque côté, le 'd'érjvé • fêx^WO;l^TO.l\.tt;
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les dérivés + oo à gauche, -- x> à droite, le maximum de/sur le con-
tig'ii u^ étant un certain nombre v^-/^ évidemment une variation
définie et nul le sur toute portion de P. Or, si la série \/p^ est con-
vergente en certains points de P, on peut dilater sur chaque u^ les
ordonnées de /de manière que la série des maximums de/sur les u^
(maximums égaux à l'oscillation de/sur u,i) soit divergente sur toute
portion de P, ces maximums tendant néanmoins vers zéro avec la
longueur de u^ ce qui assure la cont inui té de/, dont les propriétés
différentielles énumérées sont d'ailleurs conservées.

Le lecteur montrera sans peine que, si une fonction possède une
variation finie autour de P, la variation simple de / sur P est égale à la
limite, quand n croît, des sommes des variations de/sur n segments
quelconques deux à deux distincts et contenant la totalité de P,
la distance maximum à P des extrémités de ces segments tendant
vers zéro.

Nous allons maintenant étudier les conséquences remarquablement
nettes que l'on peut tirer de l'hypothèse que la variation d'une fonc-
tion / sur tout ensemble parfait est réductible. Nous observerons en
particulier que si la réductibilité clé V(/) est supposée seulement pour
les ensembles minces, elle est forcément réalisée aussi pour les
ensembles épais, et que l'on peut par conséquent se borner à la
seconde hypothèse, plus restrictive au premier abord. Il nous sera
indispensable d'introduire une nouvelle notion, celle de la variation
totale de/sur un ensemble parfait.

La variation totale d'une fonction continue sur un ensemble parfait.

16. Occupons-nous d'abord des ensembles parfaits continus. On
sait que ̂ variation totale d'une fonction continue fdans un segment ah
est par définition la borne supérieure stricte de la somme des variations
absolues de/sur un nombre fini de segments agrégés à ab et deux à
deux juxtaposés, quels que soient leur nombre et leur situation respec-
tive. Si cette borne stricte est -+-oo, la fonction est dite à variation
totalenon bornée. Une des propriétés essentielles d'une fonction à
variation bamée est d'égaler la somme de deux fonctions unioscil-
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lantes(ou monotones). Nous voulons étudier ^les rapports des carac-
tères de variation totale non bornée sur ab et de variation définie ou
non sur les ensembles parfaits agrégés à ab, pour une même fonction
continue/. Nous établirons d'abord la proposition auxiliaire suivante :

Siune fonction /a, sur un segment ab, une variation totale non bornée^
il est possible de déterminer des segments intérieurs à ab, deux à deux
sans points communs^ de manière que la somme des variations absolues
de/sur ces segments surpasse un nombre donné d'avance A.

17. En effet, soit v la variation (simple) de/sur le segment ab, c^est-
à-direla différence/(&)"- /(a). La varialion totale de /n'étant pas bor-
née, nous pouvons placer un certain nombre de points a^ a^,..., a^
intermédiaires à a et b, de manière que la somme cr des nombres
\f{aù "-~/(^"-i)l P0"1* ̂  T ? -",n(a^=a,an==b) surpasse 2A+|p|.
Dans le cas ouf (a,) est compris entre/(a^) et/(a^ ) inclusivement,
la valeur absolue de V(a,._,, a^^ est égale à la somme des valeurs
absolues de V(a^, ̂ ) e tdeV(a^ a^). La suppression de a^ ne change
donc pas la somme ar. Supposons cette réduction faite dès le début.
Alors les difîérencesV(a^,, <^) sont alternativement positives et néga-
tives. Celles de rang pair ayant pour somme s^ et celles de rang impair
pour somme ^» l ^ i — ^ l est égal à cr, donc surpasse 2Â •+ \v\. D'ail-
leurs s ^ - J r s ^ = v . Donc, ^ et ^ surpassent l'un et l 'autre en valeur
absolue A. Si le nombre n des segments subdivisionnaires est impair
et égal à 2^+1, les n' segments de rang pair satisfont aux conditions
posées. Ils sont intérieurs à ab et la somme des variations de /sur eux,
toutes de même signe, surpasse A en valeur absolue. Si n est pair
et égal à SA/, nous prendrons pour les segments de l'énoncé les
(ri — i) premiers segments pairs et ce qui reste du^)'^ et dernier
segment pair a^^b, quand on en retranche, avec le point &, un inter-
valled'extrémité droite &, aussi petit que l'on voudra, et en tout cas
suffisamment restreint pour que la somme des variations de/sur les
segments pairs restants surpasse toujours A en valeur absolue.

ffïï existe sur ab un ensemble parfait P où la variation de / n'est
pas définie, c'est que, les contigus de P étant désignés dans un
certain ordre, la somme des variations absolues de / sur les n pre-
miers contigus croît indéfiniment avec n. La variation totale de/
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sur ab n'est évidemment pas bornée. Je dis qu'inversement, si la
variation totale de f sur ab n est pas bornée^ il est possible de construire
un ensemble parfait sur lequel la variation de/est non définie.

En effet, convenons de dire que la variation totale de / est non
bornée en x^ d'un certain côté, gauche ou droit, si elle est non bornée
dans tout intervalle ayant XQ pour extrémité du côté opposé au
premier, donc droit ou gauche, selon les cas. Si la variation totale de/
est non bornée en x^, c'est-à-dire dans tout intervalle contenant ^o?
elle est non bornée de l 'un au moins des côtés de XQ. Si la variation
totale de/est non bornée sur ab, elle l'est en au moins un point x^
de ab et d'un côté au moins de ce point .

Soit .2*1 un point de ab situé de ce même côté de x^, par exemple à
sa gauche. Sur l 'intervalle X\XQ ou la variation de / n'est pas bornée,
nous déterminons un certain nombre de segments x ^ x ^ , ..., X^+^XQ,
séparés par desintervalles x^x^, ...,^^^2/24-1» sur lesquels les variations
absolues de/ ont une somme supérieure à i. Sur le segment ^-n^o?
où la variation totale de / est non bornée, je construis des seg-
ments x^+\ ^in-^-i^ • • - ? ^^-M^o disposés selon la même règle et séparés
par des intervalles où la somme des variations absolues de / su r -
passe i. Je continue ainsi indéfiniment. J'obtiens entre x^ et x^
une suite d'intervalles x^x^ ..., x^x^,, ..., tendant vers x^ et sur
lesquels/possède des variations absolues formant une série divergente.
Si je construis sur chacun des segments x ^ x ^ y ..., x^^x^,..-, un
ensemble parfait admettant mêmes points extrêmes que le segment
base, la réunion de tous ces ensembles, augmentée de^, constitue un
ensemble parfait P auquel tous les intervalles x^x^^ seront contigus.
/ n'a donc pas de variation définie sur P.

Donc, la condition nécessaire et suffisante pour qu'une fonction soit à
vanation totale bornée sur ab est quelle soit à Dariation définie sur tout
ensemble parfait agrégé à ab.

18. Voici un énoncé un peu nicinsirnmédiat que le précédent:

&„ au voisinage de tout point de a6, la variation totale de f est non
bowée^ il ett possible de déterminer un ensemble parfaitmince' Qy où
fo^'^^n,^1/1^,^^^^ ' , ^ ! ' 1 1 •1 • 1 1 - , - 1 " 1 '
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II est équivalent de dire que la variation totale de / est non bornée
en tout point de aby ou dans tout intervalle partiel de ab.

S\ir ab, constituons à notre gré un certain nombre de segments 4^
deux à deux distincts, ci étant agrégé à l'un d'eux et b à un autre. Le
complémentaire des^i est formé d'intervalles u^. Sur chacun de ces seg-
ments ^i, nous déterminons des segments intérieurs à'^i, deux à deux
sans points communs et tels que, pour chacun des ̂ , la somme des
variations absolues deysur ces segments surpasse i, ce dont nous avons
montré la possibilité, la variation totale dey étant infinie sur chaque ^i -
Les points intérieurs à ces derniers segments forment des inter-
valles ^3 (fig- 3). Les u^ retranchés des ̂  nous laissent des segments
conservés ^2 sur lesquels nous répétons la double opération faite :
i° Réduction de chaque 4^2 à plusieurs segments ^3 choisis sur ^2 à
volonté, chaque extrémité de ^2 appartenant toutefois à un segmenta.
Cette opération est destinée à nous permettre de restreindre à notre
gré la longueur totale de l'ensemble final; elle extrait des 4^2 d^s
intervalles ^3 d'extrémités intérieures aux ^2* ^° Sur chaque 'sp^,
extraction d'intervalles //.^ les segments ̂  étant intérieurs à 4^» deux
à deux sans points communs, et la somme des variations absolues
deVsur les u^ dépassant i pour chacun des 4 '3 -On cont inue ainsi
indéfiniment. L'ensemble Q commun aux ^ ^st parfait. On peut le
rendre discontinu en dispersant convenablement, dans les opérations
de rang impair, les intervalles I^-M extraits à volonté de chacun
des 4^" De même, en donnant, sur chaque 4^? aux u^n^^une lon-
gueur totale supérieure à une fraction fixe du même 4'2n» on rendra
nulle la mesure de Q.

Fig. 3.
. ! ! . ! ,.--- -K ---.^

,.5 4\ u-1 î ^-/ ipi ^ ^/ us t^g ''\ </̂-^————wm——————m———r^ -4^——w—,—^—— r̂
+3 4s 4-3

Sur toute portion de Q, la variation simple deyest non définie. Car
cette portion, soit ^, étant limitée à ses deux points extrêmes r, r\ il
existe dans rr un segment ^an-i conservé à une certaine opération de
rang impair. A l'opération suivante, on retranche de ce segment ^ara-i
un certain nombre k d^intervalles u^, tous contigus àQ et sur lesquels

Ann. Éc. Norm., (3), XXXIIÏ. — MAI 1916, 21
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les variations absolues de /ont une somme supérieure à un. Des seg-
ments ̂  en nombre k+1 séparent les intervalles précédents. Et dans
chacun de ces ̂  on supprime indifféremment des intervalles ^-n-
Restent alors sur ^2^1 des segments 4^71-4-1 en nombre au moins égal
à 2(Â'-h i). A l'opération suivante, décès segments 4^-n on retranche
des intervalles ^4.2 sur lesquels, pour chacun des ̂ ^.ies variations
absolues d e / o n t une somme supérieure à un . Ces intervalles ^2/1+2
étant chacun contigu à Q, les variations absolues de/sur les inter-
valles contigus à la portion OT" ont déjà une somme au moins égale
à 1-4-2(^+1).

En cont inuant indéfiniment, aux opérations de rang pair on accroît
cette somme chaque fois d'au moins un nombre entier. Elle ne peut
donc pas être bornée pour l'ensemble des intervalles contigus à ex.

19. Donc, si une fonction possède une variation réductible sur tout
ensemble parfaite l } ensemble H des points de aby au voisinage desquels
la variation totale de f est non bornée, est non dense sur ab. Car cet
ensemble H est fermé et ne peut contenir aucun segment continu^
sinon (18) sur celui-ci existerait un ensemble parfait Q où la variation
de / serait non réductible. Mais, Q pouvant être construit sans épais-
seur, même avec la simple hypothèse que la variation de f est réductible
sur tout ensemble parfait MINCE, la conclusion de renoncé précédent
garde sa validité : f est à variation non bornée uniquement au voisinage
d'un ensemble H non dense. On prévoit r intérêtdu théorème précédent
si Fon observe que, sur tout segment sans points communs avec H,
/possède sur une épaisseur pleine une dérivée sommable (L. 7-, p. i23,
et 2e Partie, n° 22). Nous verrons un peu plus loin (29) que la somme
besgienne de cette dérivée sur un segment sans point commun avec H,
est la variation de/entre les extrémités du segment, moyennant une
hypothèse supplémentaire concernant le mode de réductibilité des
variations de/sur les ensembles parfaits minces.

20. Envisageons pareillement unevariation totale sur un ensemble
parfait étësûontinu P de points extrêmes a et b. La variation létale de f
sur' ]?̂  sera considérée comme définie ou non^ en même temps que ta vcirïa-
tiwsimple die fsur P. Supposons que la variation simple de/sur P soit
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définie. Nous appellerons variation totale de f sur P la borne supérieure
stricte de la somme des valeurs absolues des variations de/sur les
n portions de P nulles ou existantes, déterminées par n—i points
intermédiaires à a et &, quels que soient n et les positions de ces points.
Si cette borne est infinie, nous dirons que f a une variation totale
définie non bornée sur P ( { ) .

Chaque contigu à P ayant reçu un indice entier propre, etV^ étant
la variation de / sur le ^ième, par hypothèse (existence des variations

(1) M. Lusin {Comptes rendus, '2.3 décembre 1912, et Thèse, p. 6îi) fixe à la variation
totale de/sur l'ensemble parfait (discontinu) P une condition d'existence plus restrictive
que celle du texte, et faisant iniervenir les valeurs de/ hors de P. Le nombre considéré
par M. Lusin — appelons-le (VT)L — est par définition la limite unique de la somme des
oscillations de/sur des segments variables son nombre fini, dont Fensemble conlientP,
et dont la longueur totale tend vers la mesure de P. Soit VT la variation totale définie
dans le texte. Il est aisé de voir que (VT)L ne peut être finie si la variation de / autour
de P (n° 15), soit Va (/, P), ne l'est pas elle-même.

En effet, si Va ®st infini, Un étant un contigu à P, et iùn l'oscillation de/ sur Un^ on peut
p

trouver p dépendant de TI, tel que •^ a)/i > n. Alors, le système s constitué par les seg-
»4-1

ments r^-n, . . . , iip et par les ( p -1-1) segments p séparés par ui, u^ ..., Up^ donne
une somme d'oscillations supérieure à n. Or, quand n croît, la longueur totale des s tend

00

vers la mesure de P puisqu'elle l'excède seulement de V Un. Donc (VT)L n'est pas fini.
p+i

Au contraire, VT a un sens et peut être fini dès que la variation simple V(/ P) de/
sur P est définie, ce qui a toujours lieu si Va est uni, sans réciproque. Mais, si Va est
finie, (VT)L et VT sont bornés ou non en même temps, et dans le premier cas ils coïncident.

Convenons dédire que/a une variation réductible AUTOUR cVun ensemble parfait P, si
ce dernier contient une portion autour de laquelle la variation de/est finie. Cette hypo-
thèse entraîne la réductibilité de la variation simple V(/, P) (n° 14bis). On voit comme
aux n08 2â et 23, que si la variation de f autour de P est non réductible, il sera possible
de déterminer dans P un ensemble parfait mince où/présentera le même caractère.
Convenons de dire que/satisfait à la condition (?) si sa variation AUTOUR de fout ensemble
parfait MINCE H est réductible. Alors, d'après le raisonnement fait à l'instant, quel que
soit P, P contient une portion w où Va ôst unie. D'ailleurs, Va(/ n) étant réductible
quel que soit II, il en est de même de V(/, H). Donc (n° 23), vj contient une portion
où VT est borné. Sur cette portion, VT et Va étant fîmes, (VT)L est fini. M. Lusin dit
que/possède une variation totale généralisée bornée sur P, si P contient une portion
où (YT)L est fini. II montre que cette propriété, si elle est vérifiée pour tout ensemble
parfait P, entraîne l'existence pour /d 'une dérivée générale sur une épaisseur pleine-
Oa voit doue que cette dernière conséquence est vraie de toute fonction remplissant la
çoncUtion (j3), équivai-tente à celle de M. Lusin çt moins restrictive au premier abôixl, /
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simple et totale définies) la série V^ est absolument convergente.
Posons, selon les notations du n° 13,

^)=^(a)+(^2^)V^+co[/(^)~/(^)] et /^)==/-^

A(a?), fonction constante dans tout contigu à P, est la variation dey*sur
la portion de P comprise entre a et x. Donc, la variation de /sur une
portion de P déterminée par deux points a^ a^ intermédiaires à a
et b, est égale à la variation de h entre ces deux points. Donc, Ici varia-
tion totale de h entre a et b coïncide avec la variation totale de f sur P,
que celle-ci soit ou non bornée (1).

2 1 . La condition nécessaire et suffisante^ pour que la variation totale
de f sur P soit définie et bornée^ est quey a^, a^, ..., ^n-\ étant des points
quelconques de P en nombre arbitraire, la somme cr des vacations absolues
de f sur les segments a^a,, ..., a,^a^, soit bornée (a o == a^ a^ == &). On a

a=l/(a0-/(ao)l-l-..,+|/(a^0-/(a,)|-|-...+|/(a,)—/(a^)|.

i° La condition est nécessaire : Si f a sur P une variation totale
a) définie, &) bornée, o- est bornée.

Car la série V^ étant absolument convergente (a), nous pouvons
définir les fonctions g et h exprimées ci-dessus. D'après l'hypothèse &),
hÇoc) a sa variation totale bornée. Les oc^ étant surP, nous avons

Donc
^(a/+i)—^(a,)=(a/2a^i)V^.

l/(^+i)~/(^)l<l^(^^)—^(^)l+(a,2^^)|V^|.

(1 ) Une fonction peat avoir une variation définie sur P et une variation totale non bornée
sur toute portion de P. Soit en effet T(^) une fonction à variation totale non bornée dans
tout intervalle du segment o — i (£. Z., p. 57), par exemple une fonction sans dérivée en
aucun point. Soit 6(.î:) une fonction continue constante dans les contigus à P, croissant
sur P de o ena à i en b. f===T[ QÇx)} coïncide avec sa propre fonction /^(.r). La varia-
tion totale de/est infinie sur toute portion de P et cependant définie sur P. Observons
de plus que, quel que soit rintervalle i formé de points u, T(M) étant multioscillante
dans i réalise, sans être constante, la relation V(T) == o entre des points de i. Donc, toute
portion de P en contient une autre ou la variation (simple) de f est définie et nulle^ sans
'que la variation de f soit constamment nulle (10) sur P. Ces deux propriétés seraient
incompatibles si la première appartenait également à tout ensemble parfait inclus
dans? (17).
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Soient.? la somme de la série |VJ et S'la variation totale de À. On
a évidemment cr <^ S'-^ s. Œ est bornée-

2° La condition est suffisante : Si a est bornée, / a une variation
totale a) définie, b) bornée.

a. Prenons pour les a^ les extrémités des n premiers intervalles
contigus. Nous avons entre a et &, 2.n points de subdivision, auxquels

n

correspond une somme a supérieure a Y^VJ- Si donc or est bornée,
i

la série [V^| est convergente. Les variations simple et totale de/sont
définies.

6. Nous pouvons donc exprimer comme plus haut les fonctions g
et k relatives à/. Nous voulons prouver que la variation totale de h est
bornée. Intercalons entre a et & un nombre quelconque de points ^j.
La variation totale de h entre a et b est la borne supérieure des sommes

c^ /=2|^((3^0-À((3/)l ((3o==ûS {3m==^

En insérant entre les py de nouveaux points, à la somme o-' nous en
substituons une nouvelle qui ne lui est pas inférieure. Ajoutons donc
à la suite ̂  toutes les extrémités d'intervalles contigus à P contenant
des points ?y. Dans la nouvelle suite, soit ^ un point étranger à P.
^ est Fun des anciens [3y. Les extrémités ducontigu contenante sont
agrégées à la nouvelle suite. Soient (^, (^ ces points. On ajo<^<y.
Mais, h étant constant sur le segment (3 ,̂ les différences A(^) - /<[3^)
et Â(P^i) — ^(P/c) sont nulles. Nous pouvons donc, sans changer k
somme ^ relative à la suite ?', supprimer dans celle-ci tout point j^
étranger à P. Cela fait, il nous reste une suite a, agrégée a P et donnant
une somme

o-^ 2|A(a,+i) — À(a,) |

au moins (et d'ailleurs exactement) égale à la somme analogue relative
aux 3,. Donc, la variation totale de h entre a et b est la borne supérieure
des Œ'/Or, d'après A==/- g, (r '<o-+^, s étant la somme de la
série |V^ I. o- étant bornée, a' l'est aussi. Donc, h a une variation totale
cornée et il en est de même de/sur P,

Notre énoncé est donc établi» , ,
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22. Montrons maintenant que si la variation totale clé/sur P est
définie, mais sur toute portion de P, non bornée, il est possible de déter-
miner dans P un ensemble parfait mince Q où la variation simple de f
est non réductible.

P est un ensemble parfait indifféremment épais ou mince.
La démonstration présente de grandes analogies avec celle du cas où

l'ensemble parfait P est le continu. Soit toujours g'(^) la série [accrue
de/(a)] des variations de y sur les contigus et semi-contigu à P compris
entre a et x (si x est sur P, il n'y a pas de semi-contigu, si x est hors
de P, sur l'intervalle u^ ou a^b^, nous avons le semi-contigu a^x).
Nousposons/= g -^r h. Sur tout ensemble parfait Q agrégé à P: i° g(x)
a une variation définie et nulle (11- bis); 2° la variation simple dey est
définie ou non en même temps que la variation simple de h (et si elles
sont définies, elles sont égales) (n° 13).

Soient v la valeur absolue de hÇb) — Â(a), et A un nombre positif
quelconque. À ayant une variation totale non bornée, nous pouvons
intercaler (n° 16) des points entre a et b, de manière que la somme
des variations absolues de h sur les intervalles successifs limités par ces
points surpasse 2Â+^. Nous avons va (21) qu'il est possible, sans
changer ces variations, de modifier la position de ces points de ma-
nière qu'ils soient tous sur P. Comme dans le cas du continu, nous
supprimons l'un de ces points a; si À(a^) est compris entre Â(a^)
et A(a;_n) inclusivement, et ce faisant, nous ne diminuons pas la
somme cr' correspondant à la subdivision a. En particulier, là subdi-
vision a n'aura jamais deux points consécutifs aux extrémités d'un
mêïïtô contigu, et la différence À(a^) — À ( o ^ ) sera alternativement
positive et négative. Enfin, quitte à toettre en défaut cette alternance
pour les deux derniers termes, si le nombre des points intermédiaires,
n— i, est impair, donc si le nombre des intervalles séparés par eux
est pair, nous créons an intervalle a^6, prélevé sur a^^6, de manière
que les sommes des variations absolues sur les segments pairs .et
amssi sur les segments impairs (le premier de ceux-ci contenant a "= oco,
et le dernier b == a^ ) surpassent A, toutes ces variations absolues
de A étant de plus positives, comme dâfis le cas où n — i est pair (de
sorte que chaque segment ^0 ,̂1 contient toujours une portion de P),
Le choix de a^ est toujours possible, parce que b, point extrême 4e ï^
est limite de points de P situés à aa gauche.
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Or, si a, est une extrémité d'un continu à P? nous pouvons, sans
changer o"', placer a; en l'autre extrémité du même contigu, point dis-
tinct de a,_i et de a^. Nous pouvons donc supposer que jamais a^, n'est
l'extrémité gauche, ni oc^-n n'est l 'extrémité droite d'un contigu à P.
Alors le segment a^a^^., est l imi té aux extrémités de la portion de P
qu'il contient. Nous conserverons les segments impairs a^oc^.^, et
nous pourrons répéter notre construction sur l 'un quelconque d'entre
eux, parce que les deux extrémités d'un tel segment sont limites de
points de P intérieurs à lui.

Noua avons donc abouti au résultat suivant. Nous avons placé sur ab
un certain nombre de segments linéaires y^ deux à deux sans points
communs, le premier commençant à a, le dernier finissant à b;
chacun de ces segments linéaires y^ contient une portion de P de
mêmes extrémités que lui, et enfin les variations absolues de h sur
les intervalles séparant ces segments ont une somme supérieure à A,
nombre positif quelconque donné d'avance. On déduit de la comme
dans le cas du continu, cette première conséquence :

Si la variation totale de f sur P est définie^ mais non bornée^ il est
possible de déterminer sur P un ensemble parfaite où la variation de f est
non définie. En sorte que la condition nécessaire et suffisante pour qi^une
fonction ait sa variation définie sur tous les ensembles parfaits agrégés à
un ensemble par fait donné P, est que la variation totale de f sur P soit
définie et bornée.

Et en opérant sur les segments y comme nous l'avons fait avec les^
quand l'ensemble P était continu, on construit dans P un ensemble
parfait mince Q, où la variation de yest non réductible, ce qui établit
le théorème à démontrer.

Fonctions à variation réductible sur tout ensemble parfait.
Fonctions à variation résoluble.

23. Observons enfin que si la variation de y" est non réductible
sur P, supposé épais, les segments linéaires y^ décrits quelques
lignes plus haut, peuvent encore être construits, quel que soit te
nombre A préalablement donné, car leur détermination est simple-
ment fondée sur la croissance illimitée, dans toute portion de P, dea
sommes de termes analogues à |/(a^) —/'(o^)t. Cette dliTergtew
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ayant lieu aussi bien ( n ^ â l ) quand la variation de/est non définie
sur touteportion de P, que lorsqu'elle y est définie avec une varia-
tion totale de / non bornée, on peut alors, en opérant sur les seg-
ments y^ comme précédemment sur les segments ^ aboutir à un
ensemble parfait mince Q agrégé à P, et où la variation de f est non
réductible. De là cette conséquence fondamentale :

Si la variation de f est réductible sur tout ensemble parfait MINCE, r en-
semble K des points d'un ensemble parfait quelconque P au voisinage
desquels la variation totale de f sur P est soit non définie, sou défime et
non bornée^ K est non dense sur P.

24. Soit CT' un segment de P sans points communs avec K. Sur CT la
variation totale de/est définie et bornée, a et (3 étant les extrémités
de CT', et x un point du segment a(3, soitÀ(^) la variation de /sur T^
entre a et,r, ety(a?) l'excès de/sur A. h est à variation bornée. Donc,
d'après un théorème connu de M. Lebesgue {voir aussi 2e Partie, n°22),
sur une pleine épaisseur de a? et, en particulier, de xs, h a u n e dérivée
finie et sommable 4'. En second lieu, "y(^) étant, pour x agrégé à cî,
la somme des variations de/dans les contigus à 0 entre a et x^ et ces
variations formant pour la totalité de m une série absolument conver-
gente, d'après un théorème établi au début de la première Partie (n°23),
les points Ç de or tels que la variation relative de -y entre S et.Ç' tend
vers zéro, ^ tendant indifféremment vers ^ sans quitter cr, ces points Ç
forment une pleine épaisseur de rs (1). Mais alors, pour des points S;

( r) La série Vn étant supposée absolument convergente, si J^n(^), définie sur Un.
ou an^n contigu à P, vaut oen a.a et V^ en bn., soit j ==/(û0 -^(a^.v) Vn 4-wj^(.y),
iiA étant o ou i selon que .r appartient à P ou est intérieur à Uw. On montre (i^ Partie,
n° 23), sans aucune aide d'intégration, que si la série des oscillations desy/i est con-
vergente, y(^) possède sur une pleine épaisseur de P une dérivée nulle. Siy/i était linéaire
sur u,^ SOTI oscillation se confondant avec [V/J, la conclusion précédente serait donc
valable. Mais la dérivée dey spéciale à P étant indépendante des valeurs de.r/» à l'intérieur
de Un, cette dérivée particulière donne toujours lieu à ce même énoncé.

Si/admet une variation finie autour de P (n° 15), c/est-à-dire si les oscillations de/
(fêoïncidant avec celles de ^) sur les Un forment une série convergente, Y(.f) qui est de la
forme donnée àj, avec ymW ^JW —/(^w), a == a, possède une dérivée générale nulle
sur une pleine épaisseur de P. Donc, /et h ont une dérivée (générale) commune sur une
pleine épaisseur de P.

On déduit de là, comme au n° 2;6, que si fa une variation réductible AUTOUB de tout
ensemble parfait MINCE, f ad/net une dérivée GÉNÉRALE sur une épaisseur pleine (résultat
équivalent à celui de M. Lusin, vûir la note de^ la page i63).
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formant une pleine épaisseur de CT' (ces points S; existent donc si ̂  est
épais, et en particulier si P est épais en lui-même), simultanément
la variation relative de y entre ç et ^ tend vers zéro et h a une dérivée
sommable ^ aux mêmes points. Donc, la variation relative de/entre ^
et S;' tend aussi vers '^. Nous dirons que ^ est en ^ la dérivée de f spéciale
à P. Ce nombre, s il existe, est la limite unique du quotient j f i ,

quand î,' tend indifféremment vers ^ sans quitter P. 'sp défini uniquement
sur une certaine pleine épaisseur de rs, est sommable sur cet en-
semble CT. Si/dans chacun des avarie suffisamment, /'peut n'avoir
de dérivée en aucun point de P^ Partie, ex. III et IV, n08 59 et 60),
et alors ^(^) est seulement envers la totalité du continu, un dérivé
médian ou extrême de / en ^, de chaque côté si i; est de seconde
espèce sur P. Mais un grand intérêt présenté par cette dérivée de/'
spéciale à P, réside en ce que deux fonctions possédant la même
dérivée spéciale à P en S, ont pour différence une fonction possédant
en ce point le dérivé bilatéral zéro. C'est là une observation essentielle,
comme nous le verrons.

Enfin il est important de noter que la dérivée de/spéciale à rs esty sur
une pleine épaisseur de CET, la dérivée ordinaire de la variation h de f
sur xs entre a et oc.

Le théorème du n° 23 se précise donc ainsi :

Si la variation de f est réductible sur tout ensemble parfait mince, quel
que soit l'ensemble parfait P, sur toute portion rar de P sans point commun
avec un certain ensemble fermé K, non dense sur P, ou inexistant : i° la
variation de f est définie sur rs ; 2° sur une pleine épaisseur de rSy f pos-
sède une dérivée spéciale à P» finie et sommable sur GT.

Pour sommer cette dérivée spéciale, finie sur rs^ on suppose
comme toujours que, préalablement à cette opération, on lui attribue,
aux points où elle n'existe pas, des valeurs finies quelconques, ce qui
est sans influence sur le résultat de la sommation.

Nous donnerons à la dérivée ordinaire, commune à tous les en-
sembles admettant ̂  pour point limite, le nom de dérivée générale.

Sa/Convenons de dire qu'une fonction continue / possède eïi un
Ann, Éc, yorm., (3), XXXIÎL — Jïiw 1916- 231
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point XQ une dérivée approximative (1) finie et égale à y^o), si l'en-
semble des points x où l'on a

/ ( . ) - /W_, .^^0

^0

a pour épaisseur un en ^o, quel que soit £. La dérivée générale, quand
elle existe, satisfait évidemment aux conditions de la dérivée approxi-
mative.

Je renvoie au début de la seconde Partie, à Fétude des conditions
de continuité approximative (n° 2) pour y voir expliquer comment
la définition précédente équivaut à celle-ci : /a une dérivée approxi-
mative en o?o, si / a au point x^ une dérivée spéciale à un ensemble
d'épaisseur un en XQ.

Si deux ou plusieurs fonctions en nombre finij^, ...,y^ ont chacune
en un même point x^ une dérivée approximative, savoir cp; pour/},
c'est qu'il existe pour ?== i, ..., jo, un ensemble R, d'épaisseur un
en XQ, spécialement auquel f, admet la dérivée ç^. Autrement dit,
VR(/^ XQ, x) tend vers ̂  si oc tend vers x^ sans quitter E^. Le complé-
mentaire E^ de E, a une épaisseur nulle en x^. Il en est de même de la
réanion IV des E^. qui sont en nombre uni/Le complémentaire R de IV
a donc l'épaisseur un en XQ. Or, R est rensemble commun auxE,.
Pour toutes les valeurs de z,/^ possède spécialement à R une dérivée,
qui est ©^.

II suit de là qu'en XQ, toate fonction F composée des/,, et à dérivées
partielles du premier ordre continues, possède relativement à x une
dérivée approximative, donnée par les formules élémentaires du calcul
différentiel. Car ces dernières s'établissent en exprimant linéairement
la variation relative de F entre o?o et x au moyen de celles des f^ puis
en remplaçant à la fois celles-ci par leurs limites 9^, et les coefficients,
qui sont des fonctions continues des/, et de x, par leurs valeurs en x^.
Les mêmes formules valent donc, tant que les variationsrelatives desy}

(1) CeUe dénomination rappelle une analogie de définition entre cette sorte de dérivée
et les IbtACtiùns approxirïlativeiïient continues, qui jouent un grand rôle dans la seconde
Partie de ce Mémoire. Je rappelle {voir note 2, p. T3i )que tout récemment M. Khintchine
a considéré la dérivée approximative d'une fonction sous le nom de dérivée asfmptotique
( Comptes renàwsf^ 21 février 1916)^
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ont simultanément les limites ®^, donc, dans le cas présent, tant que oc
tend vers x^ sans quitter B. L'épaisseur de R en x^ étant un, l'expres-
sion limite de VR(F, oc^ x) est pour F une dérivée approximative
en XQ. Ainsi f^ "-h/2-r-..--+-/p admet en XQ la dérivée approximative
^ -p. ..4- y^ /^a a pour dérivée approximative en o?o, ̂  opa +./2?o ̂ ^

Une fonction / peut avoir en chaque point une dérivée approxi-
mative (ou générale) finie, et avoir cependant des dérivés extrêmes
infinis sur un ensemble épais, et plus précisément parfait, P. En effet,
selon l'exemple III du n° 59, impartie, imposant à/d'être nul surP,
et, intérieurement à u^ 1° pourvud'une dérivée continue, 2° oscillant

de o à y^(*3?) = 4 V 9 p { x ' ^ ' a n ' ) { n~x), nous plaçons sur ^une famille
un

de segments z^^, deux à deux sans points communs, se déplaçant de
gauche à droite quand m croit, ayant pour points limites dn pour
772 == — oo et b^ pour m= 4- oo, l'agrégat des i^n ayant de plus en a^ et bn
du côté intérieur à u^ l'épaisseur un, et en outre sur a^x et sur xb^
des épaisseurs moyennes supérieures à i — u^ quel que soit oc dans u^
Soit i'^^ le segment compris entre les-intervalles ijn-i.n ^t 1^,71' Sup-
posons que i[ ^ ait même milieu que ̂ . Alors, sur chacun des i^n nous
faisons y==o. Sur i^^ nous prenons/continu, admettant une dérivée
continue nulle aux deux extrémités de i'^^ f ayant pour maximum
sur^^ la valeur de yn au milieu de i^. Alors, il est visible que/,
partout définie, possède hors de P une dérivée générale continue, et
sur P la dérivée approximative o avec les dérivés extrêmes zéro et
-+-oo à droite, —co et zéro à gauche. Il serait de même facile de
transformer l'exemple IV de manière que, dans ce dernier énoncé, les
dérivés extrêmes zéro réalisés sur P, y soient remplacés par —-oo.à
droite et + oo à gauche ( ^ ).

( A ) Soit à un nombre nul si x est sur P, égal à—^—1——n-——-9 si x est intérieur
Un, •

à Un. ̂  est dans un rapport compris entre ï et 2 avec la distance de x à Fensemble parfait P
(i1'® Partie, p. 201). p p étant la longueur du segment d'où est extrait Un. après suppression

' ï
de iii, u^ .-., M/i-iï posons 7\ === —— et soit /== i!<— sin— , où i est •+" ï où — ï .

9p \/f\ ^
/ admet une dérivée cp générale et continue hors de P, approumalive et nulle sur P, et
ï° les dérivés extrêmes droits o et -h oo, et extrêmes gauches o et — oc, — cas [BD^] —
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26. Je dis que si la variation de/est réductible sur tout ensemble para-
fait , / possède sur une épaisseur pleine une dériyée approximative. S'il
en était autrement, i l existerait un ensemble épais et dans celui-ci un
ensemble parfait P épais en lui-même (i116 Partie, p. i3i), en tout
point duquel/ serait dépourvu d'une dérivée approximative. Mais ceci
est absurde. Car il existe une portion rs de P où / admet, sur une
pleine épaisseur de m, une dérivée y spéciale à P. Or, l'ensemble des
points de CT où P a l'épaisseur un, constitue une pleine épaisseur
de CT. cor n'étant pas métriquement nul, puisque P est épais en lui-
même, il y a des points formant une pleine épaisseur de rsoù, à la fois,
P a l'épaisseur un et f admet spécialement à P une dérivée. Cette
dernière est donc une dérivée approximative pour y, malgré notre
hypothèse contraire dont l'impossibilité est établie. Nous pouvons
résumer ainsi l'étude précédente :

Si la variation de f est réductible sur tout ensemble parfait mince,
f possède sur une épaisseur pleine une dérivée approximative y, et, dans
tout ensemble par fait P, l'ensemble des points au voisinage desquels ou
bien la variation de f est non définie sur P, ou bien ç est non sommable
sur P, cet ensemble est non dense sur P.

Observons, en choisissant pour P le continu, que / possède une
dérivée générale sur une pleine épaisseur d'un ensemble d'intervalles,
complémentaire d'un ensemble fermé non dense.

Quelle relation y a-t-il^ pour une portion OT de P où / a une
variation définie et où CD est sommable, entre la variation de y sur m et

(ou les mêmes échangés, cas [DB']) si i vaut -+-ï (ou si i vaut —i) , '2° les dérivés
extrêmes bilatéraux "+-0= et—oo, si i sin — ne prend pas les deux signes, e» n^est pag
sorïïixïable quand P eet épais, sinon / aurait une dérivée exacte sur une épaisseur pleine,
ce qui est impossible, /ayant des dérivés infinis en tout point de P, supposé épais.

Avec les mêmes notations, les exemples ÎÏÏ et IV de la première Partie sont équivalents à

ceux-ci : /i== l / '^—sin 2^ === — sin2^» ,/s== -=sm^. L'exemple classique donné par
^ V Un 6 ^ o /iq 0

M.Yolterra {voir 2e Parti©y p. 187) d'une fonction à dérivée partout finie et miûtégrable
au cens de Rietnann, est analogue àceiuî de la fonction : ^sin ^? P étant supposé êpais^
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la somme besgienne de ç sur ce même ensemble? Cette relation obli-
gatoire existera dans le cas où y est une fonction résoluble.

27. Nous dirons que la variation de / est réductible à zéro surtout
ensemble par'fait mincey si chaque ensemble de cette sorte contient une
portion où la variation de / est définie et nulle. Une fonction /jouis-
sant de la propriété précédente sera dite résoluble (en abréviation de :
à variation résoluble).

Il suit de la définition posée que, si la variation de f est définie sur
un ensemble parfait mince cr, cette variation est nulle sur m. Sinon il y
aurait (n° 13 bis) un ensemble parfait CT, agrégé à CT', donc mince, sur
toute portion duquel la variation de y serait définie et douée d'un signe
constant, y ne serait pas résoluble.

On déduit de la que, si f est une fonction résoluble^ il existe dans tout
ensemble parfait mince II, un certain ensemble fermé H non dense sur II,
ou inexistante tel que, dans toute portion de n sans point commun avec H,
la variation de f sur II est définie et CONSTAMMENT nulle.

La réciproque de cette propriété est évidente. Donc (n0 14 bis) une
fonction F composée de plusieurs fonctions résolubles y et douée de dérivées
partielles du premier ordre continues, est résoluble. Ainsi une somme
algébrique, un produit de fonctions résolubles sont résolubles.

Une fonction résoluble, ayant sur tout ensemble parfait mince une
variation réductible, possède sur une épaisseur pleine une dérivée
approximative dont les points de non-sommabilité sur un ensemble
parfait quelconque P forment un ensemble non dense sur P.

Les propositions suivantes vont montrer le grand intérêt des fonc-
tions résolubles.

28. Une fonction f résoluble^ admettant sur une épaisseur pleine zéro
pour dérivé médian ou extrême d'un côté variable ou fixe, est une
constante.

En effet, si y n'était pas constante, si, entre deux points particuliers
a et b, la variation relative de/était non nulle et égale à û), il existerait
d'après l'application IV du principe de gradation (n0 9), pour toute
raiew de e comprise jeutre .0 et. m, m. ensemble parfait npnçe P È@I^|UB
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la fonction /— ex ==/i présenterait entre deux points quelconques c
et d de P une variation/, (rf) ~/(c) nulle ou ayant le signe de G),
selon que c et d seraient ou non les extrémités d'un même contigu.
Dans le second cas, sur la portion de P située sur le segment cd, la
variation de /, égale à celle de /,, donc a / (û?) — / (<?), serait définie
et douée du signe de co. Donc /ne serait pas résoluble.

29. Une fonction résoluble /(^?) admettant sur ab un nombre dérivé
(médian ou extrême) sommable cp est, à une constante addùive près, la
somme besgienne de <p entre a et x.

Posons

/i=/(^)-+-f 9^,
J a

l'intégrale du second membre étant prise au sens de M. Lebesgue.
Une somme besgienne indéfinie a sur tout ensemble parfait P une
variation déterminée, égale à la somme du coefficient différentiel
sur P, donc'nulle si P est mince. Donc, / est résoluble et par suite
aussi / —- y. D'ailleurs, on sait, d'après M. Lebesgue Çvoir^ Partie,
n°21), que, sur une épaisseur pleine,^ a pour dérivée cp. Donc/'< — f
admet sur une épaisseur pleine le dérivé zéro au moins d'un côté.

D'après le théorème précédent, f^ — f est constant. Comme il est
nul pour oc == a, il est identique à zéro. C . Q . F . D .

30. Nous tirerons de ce dernier théorème une conséquence essen-
tielle. Soi t /une fonction résoluble admettant sur un ensemble par-
fait TD, d'extrémités a, (3, une variation totale définie et bornée. La
variation de/ sur rs entre a et OD est une fonction h{x) constante
dans lescontigus à rs.

Montrons d^abord que h est résoluble, c'est-à-dire que tout en-
semble parfait mince contient une portion où la variation de h est
définie et nulle. En effet, cela est évident si Q admet des points, donc
une portion, dans un intervalle contigu à vs. Sur cette dernière, où À
est constant, V(Â) existe et est nul. Si maintenant Q est entièrement
agrégé à CT, /étant, 1° à variation totale bornée sur car, 2° résoluble,
V(/; Q) est 1° défînie (n0 22), 20 nulle (n0 27), II en est de même
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de V(À, Q), puisque, sur tout ensemble parfait agrégé à CT, Y (À) et
V(/) sont (n° 13) simultanément définies ou non, ety dans le premier
cas, égales. Donc h est résoluble.

Or, la variation totale de h (égale par définition à la variation totale
de / su r^ ) étant bornée, A admet sur une épaisseur pleine une
dérivée ^ sommable (n° 24). Mais comme À est résoluble, h est la
somme besgienne de ^dx entre a et x (n° 29). Or ^ coïncide (n° 24)
sur une pleine épaisseur de CD avec la dérivée approximative (et spé-
ciale à ^) de/, soit y. Hors de CT-, ^ est nul. Donc, l'intégrale de y
sur ns entre a et x est la variation l inéaire de A, donc la variation de/
sur rs entre ces deux points. Nous avons donc ce théorème capital résu-
mant toute la précédente analyse :

Si f est une fonction RÉSOLUBLE, f possède^ sauf éventuellement en un
ensemble mince, une dérivée approximative o, et, quel que soit V ensemble
parfait P, sur toute portion CT de P sans point commun avec un ensemble
fermé K existant ou non, mais en tout cas NON DENSE sur P : i° la varia-
tion de f est définie; 2° ç est sommable; 3° la variation de f sur ^ est
l'intégrale besgienne de o surGT.

Je rappelle que / a une dérivée approximative sur une épaisseur
pleine dès que/a une variation réductible (et pas nécessairement à
zéro) sur tout ensemble parfait mince. Enfin, en disant d'une dérivée
qu'elle est approximative, nous n'excluons pas le cas où elle serait
générale (n° 25).

L'intérêt du théorème précédent résulte de ce que la classe des fonc-
tions résolubles va se révéler comme comprenant les fonctions déri-
vables, les fonctions possédant en tout point un dérivé extrême fini,
les fonctions douées en tout point d'une dérivée approximative, etc.

Application aux nombres dérivés.

Une fonction est-elle déterminée (à une constante additive près)
par la connaissance en tout point de l'un de ses dérivés? Quel lien
numérique existe-t-il entre la fonction et ce dernier nombreî Telles
sont les deux questions que nous éluciderons, dans des cas asse^
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.généraux, au cours des pages suivantes. Rappelons d'abord deux pro-
positions bien simples :

31. Si en un point et pour un certain côléy le segment dérivé ( ^ ) de^
est fini et agrégé au segment dérivé de f^, la différence f^—f^ admet le
dérivé médian ou extrême zéro, en ce même point et pour le même côté,

Soient Ç le point considéré, Di et d^ les dérivés extrêmes dej^, Dg
et û?2 ceux de/a, en S, pour le côté considéré. D, et d^ sont finis,
Da et d^ peuvent être infinis, mais on a toujours D^^D^rf^^- ïl
est visible que la fonction /a—/< admet un dérivé au moins égal
à D S — D I . Car si x tend discontinûment vers Ç de manière que
la variation relative de/a entre S; et x tende vers Da, il est évident
que celle ̂  f^— f\ entre les mêmes points, aura toutes ses limites
au moins égales à D a — D,. Donc, le dérivé supérieur droit de/a —/<
est positif ou nul . On voit pareillement que le dérivé inférieur
droit de cette fonction est négatif ou nul. Donc, zéro est un dérivé
droit médian ou extrême pour /s—./r Vn raisonnement analogue
montre {L. /., p. 74) que si en un point deux fonctions ont, pour
un certain côté et pour un certain rang, un même dérivé extrême fini\ la
différence de ces deux fonctions possède en ce point le dérivé médian ou
extrême zéro pour ce côté-là.

Si donc deux fonctions ont en tout point de ab^ pour un même côté
invariable^ l'une un segment dérivé fini agrégé au segment dérivé
de l'autre, ou le même dérivé extrême fini pour un même rang, fixe
ou variable, la différence de ces deux fonctions possède un dérivé
médian ou extrême nul pour un côté invariable. Ces deux fonctions
ne diffèrent donc que par une constante. Ainsi un dérivé extrême fini,
de côté et de rang& donnés en chaque point, détermine sa primitive.

32. Ce sera une conclusion importante de cette analyse qu'un
dérivé extrême fini connu en tout point, mais de côté et de rang

( l) Noua appelons se^/netit dérive € me fonctioa ea un point/ et pour un côté donnés,
le segment fini ou infini, Itffîité par les dérivés extrêmes delà fonction en ce point et pour
ceG^tè^Viïtter^alîe dérivé est pay défi ilîtion i^nitérieiir du segment dérivé. C'est yen-

1 senAie- dé^ âérifês ïttédian^ -'.^1,1. :, . — , 1 . . . 1 1 , '1 1. , ! 1-
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inconnus, indifféremment variables, détermine également sa primi-
tive. A priori^ si une fonction / possède en tout point le dérivé
extrême fini ç, en aucun point elle ne réalise le cas (AA')des nombres
dérivés. Mais, l'exemple III du n° 59 (ï^ Partie) nous montre que les
trois autres cas fondamentaux fBD'J, [DB'j, [CC'j (voir Introduction,
3e Partie, et n° 57, i110 Partie) peuvent/en des points divers, être pré-
sentés par une fonction partout douée d'un dérivé extrême fini. Tou-
jours est-il que, sur une épaisseur pleine, seuls ces trois derniers cas se
vérifient. Donc, sur ce même ensemble, ç est un dérivé bilatéral de /'et
d'ailleurs le seul (n° 57, i1'0 Partie, et p . 164, 2e Partie).

Considérons deux fonctions / et f\ admettant partout un même
dérivé extrême y. Sur une épaisseur pleines, ç est, comme nous venons
de le dire, un dérivé bilatéral extrême pour / et pour /a. Aux points
de e où l'une des deux fonctions/ et/a réalise le cas [CC] (dérivée
bilatérale finie), /a—/ admet le dérivé bilatéral extrême zéro. Aux
points de e où chacune des fonctions réalise l'un des cas [BD'j et [DB'J
(un dérivé fini bilatéralement extrême, les deux autres dérivés
extrêmes infinis et de signes contraires), si le cas offert est le même,
/ <ît /a ayant de chaque côté même dérivé extrême fini pour un même
rang, ont le dérivé bilatéral médian ou extrême zéro (31). Enfin si,
en certains points de e, / réalise le cas [BD'j pendant que / pré-
sente [DB'| (ou inversement), tous les dérivés droits de/:;—/ sont
non positifs, tous ses dérivés gauches étant non négatifs (ou l'inverse).
.A—/ ne saurait donc avoir en ces points d'autre dérivé bilatéral
que zéro. Or, l'ensemble des points où /^ —/ n'a pas de dérivé
bilatéral est dénombrable (i^ Partie, n0 27, et M1110 Young, Acia ma-
thematica, t. 37). En résumé, /a — / possède le dérivé bilatéral zéro
en tous les points de <?, sauf éventuellement en ceux d 'un ensemble
dénombrable, donc finalement sur une épaisseur pleine.

Cette conclusion découle des seuls résultats de la première Partie.
Nous y sommes donc parvenus sans faire appel à la notion d'intégrale.
Nous établirons la constance de la fonction /^ — / en montrant que
celle-ci est résoluble.

33. M. Lebesgue fait observer (/-.. /., p. 75) que l'on ignore si une
fonction/est déterminée par sa dérivée ç supposée existante en tous ,

Ânn. Éc. Norm., (3) , XXXUÎ. — JUIN 1916. 23



î 7<S A ï î N A U l ) DE'NJOY.

points, mais pouvant être in f in i e . La réponse est aisée. Nous avons vu
(i110 Partie, n° 33) que, ou bien l'ensemble |"çj==oo est clairsemé
(impartie. Note 3,etp. ï56 en note) et par suite dénombrabte, oubien
l'un au moins des ensembles (D = -+- ooeto == — oo contient un ensemble
parfait. D'ailleurs, celui-ci est forcément sans épaisseur (1). Dans le
second cas, /n'est pas déterminé. Car, si en tous les points de l'en-
semble parfait P, / 'admet la dérivée -h ce, si t est une fonction continue
constante dans les contigus à P et croissante entre deux points
quelconques de P, f-^t admet sur P la dérivée 4-00 comme /, et
hors de P la même dérivée que J\ Donc,/'n'est pas déterminé par y.
Si au contraire l'ensemble H défini par la relation <p==±:oo est dé-
nombrable et par suite clairsemé, on sait (A. /., p. 75-76) que y est
déterminé. Nous le démontrons ainsi. Si deux fonctions j\ et /^
admettaient y pour dérivée,/^ — j\ aurait la dérivée zéro en tout point
où y est-fini, donc partout sauf sur H. Si la différenceTs -—/i n'était
pas constante, sur un segment ab aux extrémités duquel elle prendrait
deux valeurs distinctes, il existerait, d'après la troisième application
du principe de gradation, un ensemble parfait entièrement agrégé
à H, ce qui est absurde, H étant dénombrable. Donc, f^—J\ est
constante- La primitive de ® est déterminée.

33 bis. Supposons que <p soit simplement un dérivé extrême de /.
Si l 'un des deux ensembles H< et Ha déterminés par y == + xs et y == — co
contient un ensemble parfait, le raisonnement employé pour le cas
oùo est une dérivée bilatérale, montre la possibilité, sans changer
nulle partie dérivé extrême y, d'ajouter à y une fonction constante
dans totis les contigus à cet ensemble parfait, et croissante ou décrois-
sante sur l'ensemble selon que y est infini positif ou négatif. La primi-
tive de y n'est pas déterminée. Il s'agira donc essentiellement dans
tout c^ qui saivra de nombres dérivésy?^.

34. Demandons-nous enfin si une fonction est déterminée par la
connaissance en chaque point d'un dérivé fini , pouvant être aussi bien

(1) Ce théorème, démontré par M. Lusin, a été établi au n° 50 (i^ Partie) pour une
dérirée11 umiatérale'f.! 1 1 l l i, 1 ' . 1 , 1 ' . , '
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médian qu'extrême. Si l'on ne connaît pas en chaque point le .coté où
vaut ce dérivé, la fonction n'est certainement pas déterminée, puisque
nous avons trouvé (n°65, i^ Partie) une fonction possédant en tous
points le dérivé zéro pour un côté au moins et cependant variante
dans tout intervalle. Si l'on sait à quel côté se rapporte ce dérivé, si
même ce dérivé est supposé bilatéral, l 'indétermination existe encore.
En effet, la fonction / de l'exemple IV du n° 60 (i1'0 Partie) possède
sur un certain ensemble parfait épais P, pour dérivés bilatéraux -4-co
et — QO, et par suite aussi tous les nombres finis. Hors de P,/a une
dérivée continue. Donc en tout point, /possède un nombre dérivé bila-
téral fini. Soit C une constante quelconque. Ajoutons à /une fonction
continue t égale à Cl, l étant la longueur de P entre son extrémité
gauche et x. t est constante hors de P, et sur P a ses nombres dérivés
compris entre o et C. Il est visible que, soit sur P, soit hors de P, en
tout point, /et/+ t admettent les mêmes nombres dérivés. Un dérivé
fini, donné en tout point , unilatéjral p o u r un côté connu ou bilatéral,
mais avec une situation ignorée médiane ou extrême, ne saurait donc
déterminer une fonction continue (1).

Passons maintenant à la recherche des rapports entre les fonctions
primitives et les fonctions résolubles.

35. La considération de la variation des fonctions autour des
ensembles parfaits donne le théorème suivante intéressant le cas où
la fonction possède en tout point, au moins pour un côté, une dérivée
(ou même seulement deux dérivés extrêmes finis) : Si la variation de f
AUTOUR d'une portion quelconque de P est infinie^ ^ensemble des points où
DE CHAQUE CÔTÉ fpossède des nombres dériçés in/infs, est partout dense
sur P.

Notre hypothèse est la suivante : Les oscillations 0 (/, r^) de/sur
les contigus u^ à une portion quelconque m de P forment une série
divergente. D<inc, l'oscillation relative OR (/,i^) de/sur u^ est non

( 1 ) iïJia nombre dérivé fini sommaùle 'de côté invaricMe détermine-t-il sa primIti'veT La
réponse à cette question paraît dépendre de l'existence, encore problématique, de fonc-
tions ne possédant en aucun point, d'aucu/i câté\ de dérivée finie ni infime. La fonction de
Weierstrass présente bilatéralement en certains points des dérivées infinies (M^Young);
celle du n° 65, i^ Partie, ne peut en posséder qu'umiafeérabement.
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bornée. Car si e l le ,é ta i t , pour tous les ^, inférieure à un même
nombre A, la série 0(/, u^) aurait ses termes inférieurs à ceux de la
série A^, donc serait convergente. Mais OR(/, u^) n'étant bornée
sur aucune portion de P, en un résiduel de P on a, pour chaque
côté, au moins un dérivé infini (i1'0 Partie, n°40).

Donc, en utilisant une définition déjà donnée (p. i63 et 168, en
notes), si, en tout point et au moins d'un côté, f^ ci ses dérivés extrêmes
finis, la variation de f\ AUTOUR de tout ensemble parfait P est réductible.
Donc, les points deî au voisinage desquels la variation de f^ AUTOUH de P
n7 est pas finie, forment' un ensemble non dense sur P. Mais de Phypo-
thèse que la variation de / autour de toute portion de P est infinie,
nous ne pouvons pas déduire la conclusion qu'en certains points
de P les quatre dérivés extrêmes de f sont infinis (voir l'exemple
du n° 15, 3e Partie). Au contraire :

36. Si la variation (simple) de la fonction continue f sur toute portion
de l'ensemble par fait P y est non définie^ f possède en un résiduel de P, de
chaque côté les dérivés -+" oo et — oo.

En effet, soit ^ une portion quelconque de P, a et p les points
extrêmes de CT, et OD, , ox>, ..., co^, ..., ses intervalles contigus, qui le
sont en même temps a P. Les n premiers a ^ p , , ..., o^(3^, séparent
sur a?, n + i segments p,, ..., p^+,. La somme des variations absolues
VA(/, œ,) de f sur les o^(?== ï , ..., n) croît indéfiniment avec n.
/(P)—/(a) est la somme des variations de /' sur les divers œ/ et
les py( j==i , ..., n -4- i). Celles de ces variations V(/, co^), V(/, p y )
qui sont positives ont une somme .?„, les autres ont une somme — ^.
On a

n

,<«-^-=/(P)—/(oi) el .s',,-1- 4 >^VA(/,M,-).
^ - , ! l

Donc, s^ et s^ croissent indéfiniment avec n. Est-il possible que les
nombres VR(/, o^) et VR(/, pj) soient bornés supérieurement ou
intérieurement? Non, car si tous ces nombres étaient inférieurs au
nombre positif A, la somme oserait moindre que

r n

<2A Va; 4-2 p,. =A((3-a),
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ce qui est absurde, s,, croissant indéfiniment avec n. Pareillement si
les mêmes variations relatives surpassaient toutes — A, ^ surpas-
serait — A(p — a), ce qui est impossible. Or, chacun des co, et des pj
a ses deux extrémités sur ©. Donc, sur toute portion de P, il existe
des couples de points e, d ou c\ df, entre lesquels la variation relative
de /pour les uns Cy d surpasse A, pour les autres </, d' est inférieure
à — A . D'après le Premier Théorème des nombres dérivés (i110 Partie,
n08 28 et 31, App. I), sur un résiduel de P, les deux dérivés supé-
rieurs sont 4-00, les deux dérivés inférieurs sont — ce. De là une consé-
quence essentielle.

37. Si une fonction continue/possède en chaque point au moins un
nombre dérivé extrême fini^ la variation de f est réductible sur tout
ensemble par fait.

En effet, si la conclusion de l'énoncé était inexacte, i l existerait un
ensemble parfait P tel que la variation de /"ne serait déf in ie sur aucune
portion de P. Mais alors, d'après le théorème du n° 36, i l y aurait
des points de P où f aurait ses quatre dérivés extrêmes in f in i s , ce qui
est contraire à l'hypothèse.

y, avant sa variation réductible s u r t o u t ensemble par fa i t , possède
sur une épaisseur p le ine une dérivée approximative ^. Or <p, étant en
tout point dérivé extrême f i n i de /, est, sur une épaisseur pleine
l 'unique dérivé bilatéral de / ( ï^ Partie, n° 57; 2e Partie, p. ï64)-
Donc, sur une épaisseur pleine ç == ^. D'ailleurs ^ est soinmable sur
tout ensemble parfait P, sauf au voisinage d ' u n ensemble non dense
sur P. Donc :

Si la fonction finie (D est. en tout point un nombre démé extrême d^une
fonction continue ./', ç est sur une épaisseur pleine la démée approxima-
tive de f^ et V ensemble H des points (F un ensemble parfait quelconque P
au voisinage desquels 9 n'est pas sommable sur P, H est non dense
surî>(1).

(1 ) Si / possède un dérivé extrême uni <p en tout point de E, les raisonnements des
n08 36 et 37 montrent que, si E est parfait et épais en luî-rnême, /admet en certains
points de E une dérivée approximative égale à y. La même conclusion vaut donô si E est
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38.. Le théorème suivant va nous montrer que /* est résoluble :

Si une fonction f a sur un ensemble parfait mince une î^ariation
de/mie non nulle^ en certains points de cet ensemble^ f ci ses quatre
dérivés extrêmes infinis.

Nous avons vu (n° 13) la possibilité de déterminer sur tout
ensemble parfait P, où la variation de /' est définie et non nulle,
un ensemble parfait II sur lequel /a une variation définie, la même
que sur P, soit X, et sur toute portion duquel la variation de / est
différente de zéro et douée du signe de À. Si P est mince, II l'est aussi.
Il nous suffira donc de démontrer le théorème pour tout ensemble
parfait mince P satisfaisant à cette condit ion que, sur chacune de ses
portions, /"a une variation définie, non nul le et de signe invariable.

38 bis. On peut d'abord montrer très s implement Vexislence en un
résiduel de P d'un dérivé bilatéral infini du signe de X. Supposons, pour
fixer les idées, quel ce si^ne soit 4-. Soit m un segment de P, $ et ^ / ses
points extrêmes, 'X^ la variation de / ' sur ïzr. À, est posi t i f .

Rangeons en une suite unique les intervalles co// ou ^n^n continus
à 0. Par hypothèse, la. série des variations de /' sur les n premiers
intervalles oj,, ne tend pas vers f(^) —./"(^) quand, n croît indéfinie
ment, mais vers une l imi te , inférieure de \^ h ce dernier nombre. Or,
l'excès de /'(^) — /(^) sur cette somme, c'est la somme des variations
de^/sur les n-^ri segments p/ séparés sur Ç^parco^ ..., co/,. Est-il
possible que la variation relative de /' sur chaque pj soit inférieure à
un nombre positif fixe A? Non, car alors la somme des variations de /'
sur les pj serait inférieure à ASpy. Or, cette somme tend vers li,
quand n croît, et Spj tend vers la mesure de CT, c^est-à-dire zéro.
Il y a donc contradiction. Donc, si grand que s^it le nombre

un ensemble épais quelconque, puisque E contient alors un ensemble parfàît épais en
Im-mêïne* Donc, l'ensemble des points où f possède un nombre dérivé extrême fini (p,
sans admettre 9 pour dérivée approximative^ est de mesure nulle.
II en résulte, en usant de nos notations habituelles, que rensemble des points où /n'a

pas de'dérirvée approximative (ou générale ) est conteBu, à une é|iaisseur nulle près, dans
-oAçi.oti /réaysele cas (AÀ') (-î-oo^t —oo dérivés bilatéraux).. 1 ^ ^ ,

-Ot tNwàïïie1 précis-e lesrésultets du. n0 ââ et sera lai-même co-mpl?été -plus loin,, -



TOTALISATION DES NOMBRES DÉRIVÉS NON SOMMABLES. ï 83

positif A, ily a des segments p limités à deux intervalles continus a rr?,
et sur lesquels . l a variation relative de f surpasse A. Ceci avant l ieu
quel que soit îir, serment de P, les ensembles A^==-4-^c et Ay== +cc
sont des résiduels de P (i^ Partie, n° 31, App. I).

De là résulte que, si une fonction f possède en tout point une dérivée
finie bilatérale ou simplement unilatérales, f est résoluble. *Gar, sa varia-
tion, réductible autour de (et a fortiori : sur) tout ensemble-par-
fait II (n0 Bu), ne saurait, si II est mince, être définie sur une por-
t ion iïi de II sans être constamment nulle sur II,. Donc, P étant un
ensemble parfait quelconque, si/ 'admet en tout po in te? pour dérivée
uni" ou bilatérale, sur toute portion rs de P sans points communs
avec un certain ensemble K, agrégé à P et non dense sur lui, ou
inexistant : i° la variation de /' est définie; 2° ç est sommable;
3° la variation de y sur ro est égale à la somme besgienne de y sur ÎD'.

En particulier, supposons que cette dérivée soit sommable mrah.
Etant établi que f\x) est résoluble, cette fonction coïncide nécessai-
rement (n° 29) avec la somme algébrique de fÇa) et de l'intégrale
besgienne de y entre a et b. Etendons le théorème sur la résolubilité,
aux fonctions possédant seulement un nombre dérivé extrême f in i , et
pour cela démontrons le théorème du n° 38.

39. lixaminons un premier cas très simple. Nous a l lons prouver,
par une application du théorème fondamental sur l'épaisseur des
ensembles à mesure positive, ([u'une fonction À(.T) constante sur
chaque intervalle contigu à un ensemble parfait mince P, et croissante
sur P (* ) , a une dérivée infinie positive en tous les points d'un ensemble
partout dense sur P.

Substituons à x la variable y continue et croissante en x (qui par
suite est continue et croissante en j), égale à x -+- A(^). Aux points ^
de P décrit par x\ correspondent en y les points y] d'un ensemble
parfait Q.

Les intervalles contigus à P et à Q ont même longueur. Car sur
'l 'un des premiers, soit u, h{x} est constarri.Dwc, la variation àe ^

( 1 ) Nous disons que f est croissant sur l'ensemble parfait P, si /(.^) —f('v) a le âigtô
de j!'— .r, quand x et ^ sont abrégés à P sans être les extrémités d'un même contigu.
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et celle de y sur u sont les mêmes, savoir ^. Or, la seconde est, la
longueur de (% homologue de u,

Q est. épais en lui-même. Car la mesure d'une portion de Q limitée
par Y], Y/, est l'excès de la distance YJY]' sur la longueur totale des
contigus à Q situés entre Y] et Y]\ Or, cette dernière est égale à la
longueur totale des contigus à P compris entre ^ et E', homologues
de Y] et Y]'. C'est donc ^ — ^ puisque P a une mesure nulle. Donc la
mesure de Q entre Y) et Y]' est

ri'—'n^^^-c)=^al)-h(c),

nombre positif, puisque h croît entre deux points de P non extrémités
d'un même intervalle contigu.

Q étant épais en lui-même, l'ensemble q des points de Q, où l'épais-
seur de ce dernier ensemble est égale à un, est partout dense sur Q
(il est gerbe sur Q, mais a même mesure que Q; voir [w Partie, n08 20
et 21, p. 137; et n° 15, p. i25). Soit Y] un point de y. Si y tend vers Y],
l'épaisseur moyenne de Q sur Y] y tend vers i. Cette épaisseur est tou-

k ( x ) —h Ci) . . « .jours ————^—-3 que y soit in tér ieur ou supérieur à Y]. Soit doncjo
l 'ensemble-(agrégé à P) homologue de y. Pour tout point ^ de p ,
^ _ g _^ / ; /^ l l ^ / g ) tend v<^ i? quolle que soit la manière dont x

tend vers ^. Donc-^^^—^, qui est positif, tend en même temps
vers +3o. h a donc une dérivée infinie positive en tout point de /? ,
ensemble partout dense sur P.

A priori^ l'ensemble des points où il y a une dérivée inf in ie sur P
est gerbe, puisque l'ensemble des points où le dérivé médian ou
extrême zéro existe, est un résiduel de P, à cause de la variation nulle
de À (a?) sur tout contigu de P ( ï^ Partie, n° 31, App. I).

39 bis. Passons maintenant au cas général. Nous allons montrer
que, sif a sur toute portion de l'ensemble par fait mince P une variation
définie etpositwe^ l'ensemble des points de P, où les quatre dérivés sont
in/mù, est partout dense sur P.

Efïectuofïs la décomposition habituelle /== ̂ + h, A étant la varia-
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tion de / sur P entre a. et a?, puis, comme ci-dessus, la transfor-
mation j= x •+-//.. Soit Q l'ensemble des y homologues des x agrégés
à P. Q est épais en lui-même (39). Posons /(^) = F (y). Chacune des
propriétés suivantes est séparément vérifiée sur une pleine épaisseur
propre de l'ensemble Q; toutes le sont donc simultanément sur une
pleine épaisseur commune q^ de Q. En tout point de ç, : i° h, consi-
dérée comme fonction dey, étant la mesure de Q entre a =y(a) et y,,
a la dérivée i; 2° F (y) ayant, sur la portion de Q comprise entre a
et y , une variation h définie et croissante, donc une variation totale
sur Q définie et bornée, a une dérivée spéciale à Q égale à -7- = i
(3e Partie, n° 24); 3° l'un des quatre cas fondamentaux des nombres
dérivés est vérifié par F(y). Soitj^ l'homologue de y^ Je dis qu'en
tout point ^ de p^ les quatre dérivés extrêmes de/(.r) sont infinis.
En effet, donnons à x un accroissement Asc à partir de i; et désignons
par l'affixe A les accroissements correspondants des fonctions. On a

A/"(» __ AF(y) Ay âh
A,a? Ay A/À AA*

Quand àa! tend vers zéro, il en est de même de Ay, donc le second
facteur tend vers i ; le dernier, nous l'avons vu ci-dessus, tend
vers + ce, d'après A,r == Ay — AÀ. Donc ,/ne peut avoir en ^ un dérivé
extrême fini que si F (y) a en ï), homologue de ^ un dérivé extrême
nul. Mais ceci est impossible, puisqu'on Y] F(^y) a le dérivé bilatéral i
(spécial à Q) et que nous sommes dans l'un des quatre cas fonda-
mentaux des nombres dérivés (i^ Partie, n° 57, et 2e Partie, p. 164).
Donc^a ses quatre dérivés extrêmes infinis en ^. c. Q. F. D.

Observons qu'en T] nous avons pour F(y) soit le cas (AA'), soifc
le cas [BD'] avec A^== — o^== + =o, â^==A^.=i , soit le cas [DB'j
avec A^==A^.=i, ^==~A^,= — oo, soit le cas [CC] avec la dérivée
ordinaire i. En S? nous aurons les cas correspondants : ̂ A^Ao-^-h^,
^=^=—30 ; 20A^==^=A^==4-oc,•â^=—Go ; 3°A^===A^=§^=4-co,
Oj== — <=o; 4° la dérivée + oo. Notons encore, et cette remarque nous
sera utile, que q ^ y étant une pleine épaisseur de Q, contient des en-
sembles parfaits, et cela, dans toute portion de Q. La correspondance
de Q et de P étant continue, p^ contient aussi un ensemble parfait dans
toute portion de P\

Ànn. Éc. Norm^ (3), XXXÏÏÏ. — JUIN 1916. 24
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4(5. ai l'on veut" appliquer ce tHébrême à" la rëcherclië'des dériva
infinis d'une fonction /sur un ensemble1 parfait mince R, où elle a
une variation définie et non nulle enire ses extréiriifés a et B, on dési-
gnera par ^(^) la variation de / sur la portion deK, comprise entre
l'extrémité gauche a de R etA-. Alors p.(^) est une fonction constante
dans chaque intervalle contigu à R. Nous pouvons sUppririiteï dans R
lespoirits en lesquels ^{x) est constant, c'est-à-dire les points de R
intérieurs à: un intervalle où ^ est constant. R est remplacé par un
ensemble parfait R^ non nul, sinon a;, constant en tout point, soit
SUT R, soit Horsfde Il/serait constant sur ûb, ce qui est fauï, d'après
nOêi hypothfesiÊS ^(a) = o, y ( h ) ^= o. Je dis que Uensemhte 1 des points
où tes- qtacfftre^ dérivéy ê^trêr^ey de f s^nt inftms est pûrtôîxt dense sur R ^ .
Éïî effet, sur toute pOrtibli de R, , ^{x} est non constant. Je peux
prêndye ^ilr iirie telle portion deux points particuliers ^ ç où ^ a
des valeurs différentes ̂  p/. Alors il existe un ensemble parfait p(^)
agrégé à la portion de B, limitée par ^ ^, et tel que, sur toute portion
de p(S, y), la variation de / est définie et douée du signe de la
variation ^- ^ de / sur R (et sur R,) entre Ç et ^. Sur p(^ ^)
nous aurons, eïl un résiduel, un dérivé bilatéral in f in i du signe
de > '—^ et en tous lés points d'un ensemble derise sur p^E,!'),
qûiatre dérivés eïtrêmfes ihfînis. Donb 1 est partout dense surR^. En
tehâtttcoifapte d'une observation faite quelques lignes plus bàilt^ nùus
^lôWdHs^értohcer ce tliébtëïïiie:

Si une/onction corvtinue f et m ensemble parfait mince P sur lequel
la variation de f est défrrvie, sont tels que, dam toute portion de P en
existe iffne autre, où la variation de/est non nulle, alors il exMe un
comble H agrégé à P, partoW dense sur lui, et en tout pomî duquel les
flaire dérivés extrêmes de f sont infinis. De plus, H contient sur toute
portion de P un ensemble parfait.

Ot ^lît-éVidemtïAferi'l dbnïrôr à'Ténoirtîé-to iî0 ̂  ta forme sMfâîlfe :

St une fonction / a, en tout point, au moins un dérivé egôtrême fini
poïêcrun côté et un ran^ inconnus et variables, il n'y a pas d'ensemble
far fcât ruinée où la variation de f est définie et non nulle.

Nous gavons d'ailleurs1 (n0 30) que, /satisfais^
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thèse, dans tout en se aib le parfait P existe une portion sur laquelle
la variation de / est définie. Donc, si, P est mince, cet ensemble con-
tient une portion où la variation de /est simultanément définie et
nulle, /est donc résoluble et l'on peut énoncer le théorème suivant :

41. P étant un ensemble parfait quelconque, si f admet en tout point
la fonction finie cp pour dérivé extrême^ de côté et de rang inconnus,
indifféremment variables^ sur toute portion m de P sans points communs
avec un ensemble fermé K, agrégé à P et NON DENSE sur lui : i° [a varia-
tion de f est définie; 2° ç est sommable; 3° la variation de f sur rs est
égale à la somme besgienne de ç sur CT.

^{bis. Montrons enfin que / est complètement déterminée (à une
constante additive près)j9âsr le dérivé extrême fini ç de côté et de rang
inconnus et variables. Soient f\ et/a deux fonctions admettant en tout
point y popr dérivé extrême. Nous avons montré (n° 32 et aussi
n° 37, si l'on ignore les cas fondamentaux des nombres dérivés) que
y est sur une épaisseur pleine une dérivée approximative pour cha-
cune de ses primitives. Donc f^ — f^ admet sur une épaisseur pleine
la dérivée approximative zéro, donc le dérivé bilatéral médian ou
extrême zéro. D'ailleurs f, et f\, et par suite f\ — f\, sont résolubles.
Donc /s — f^ est constant.

L'aisance avec laquelle la notion |de fonction résoluble permet de
répondre à des questions assez délicates concernant les relations entre
une primitive et l'un de ses nombres dérivés, rendra sans doute
le lecteur indulgent à l'analyse un peu longue et abstraite dont le
terme a été de caractériser cette nouvelle classe de fonctions, et nous
justifiera de rétudier davantage et de chercher de nouvelles catégories
agrégées à cette même classe. Nous allons d'abord présenter quelques
observations sur la nature de la variation des fonctions sur les
ensembles parfaits.

E^lle ^nrgl^iïlaûtai.re dfi la vanatiçn sur Içs eiisemMes parfaits-

42. Si la variation de/sur V ensemble parfait P e^t -iglç<fejM?^ iftW.
nulle, l9 ensemble des valeurs prises par f sur P est épais.
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En effet, déterminons d'abord sur P un ensemble parfait où la
variation de f a un signe constant sur une quelconque de ses por-
tions (13). La propriété énoncée., si elle est établie pour le nouvel
ensemble, sera vraie a fortiori pour le premier. Supposons donc P
satisfaisant à cette condition préalable. Soit h(x} la variation de /"
entre a et x sur P. En changeant f en — /, s'il est nécessaire, nous
pouvons supposer h (x)positif. Supposons f mince ( < ) . La transfor-
mation habituelle y •==- x-^r h (x) change P en un ensemble Q épais
en lui-même et dont la mesure entre deux points y et y est la variation
de h entre les deux points x et x ' homologues des premiers. Posons

^=/~À et G(^)=/(a)+(a2^)|V,l4-o)|/(^)-/(^,)|,

a) étant o ou i, suivant que x est sur P ou intérieur au contigu a^b^.
Considérons h et G comme des fonctions de y. Nous savons que, sur
une pleine épaisseur Q^ de Q, simultanément l'épaisseur de Q est ï
et G a spécialement à Q une dérivée nulle (p. 168, note). Soit Y] un
point quelconque de Qi . Nous pouvons prendre a positif et suffisam-
ment petit pour que, quel que soit Y]' agrégé à Q entre Y] — a et Y] 4- a
(Yp comme tout point de Q^, est de seconde espèce sur Q), î; et ^ étant
les homologues de Y; et r( : i° l'épaisseur de Q entre Y) et Y]' (variation

3
relative de À) soit supérieure à y ; 2° la variation relative de G entre Y]
et y/, savoir

G(0^&(^

soit inférieure a y Supposons, par exemple, Y]' supérieur à Y].
Entre ^ et ^\ la fonct ion cont inue /prend toutes les valeurs de

( î) Si P est épais, ou bien on s'abstiendra de transformer x et l'on placera è, en l'un des
points où h a une dérivée positive et où G a une dérivée nulle spéciale à P, ces points Ç
formant une pleine épaisseur de P; on bien on transformera x par la formule commune
à tous les cas : j===^"+. (^V.r) (/—^, P) ==.r-4-Â(.r)— Z(^), l ( x } é t a n t la longueur
de P entre a et v (*). Les raisonnements du n° 4â s'appliquent alors indifféremment à
tons les ensembles P-

(*) (aV^) (/, P) désigne la variation de / sur la portion de P située sur le segment ab.
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l'intervalle/(^),/(^). Or, la différence

/(£' )-/•(£) = A ( £ ' ) - A ( £ ) + 5- (r ')-^(e)

'?

surpasse ^(Y)' — Y]), puisque À(^) — / ? (H) surpasse les 7 de yf-- T] et
que | ^(^) — ^(S) 1 est inférieur à G(^')--G(S), moindre que le
quart de Y]'—Y]. L'intervalle des valeurs prises par y entre ^ et $' est
donc supérieur à •î- (T] '— Y]). Retranchons de ^ ^ intervalles ainsi
énoncés dans leur ordre géométrique, o )< , ... 5 co^ ou a^,, ..., a,/^,
contigus à P, intérieurs à S^, et séparant sur '^ les segments linéaires
p < , pa, . .., pn-^i (S et ^ étant de seconde espèce sur P, aucun co^ n'a
pour extrémité ^ ni Ç'). /'prend sur P( toutes les valeurs comprises
entre/(P^,) et /(oc,) (ï== î, ..., ^-+-1), en posant po== E, a^, === ^.

Considérons, dans l'échelle des nombres, les intervalles/Ça,) à/(^)
ou^, elles segments /(^/-i) à /(a/) ou r/- N011^ pouvons aller du
point i n i t i a l /($)===/(Pô) au point ûnal /(p)==/(oc^^) en parcoo-
rant successivement de l 'origine à l'extrémité de chacun d'eux, les
intervalles et les segments r^ ^, /'a, ̂  • • • ? (;//? rn+^ ^nt ^ réunion
contient donc certainement le segment G" limité par /(?;) et /(^/).
Certains de ces intervalles et segments peuvent d'ailleurs, intégrale-
ment ou en partie, sortir de o- et aussi se recouvrir l'un l'autre.
Mais si un point 9 de G- n'est intérieur à aucun des intervalles ^, i l est
certainement agrégé à l 'un des segments rj. Et, comme /prend sur pj
toutes les valeurs du segmentr^ l'égal i te/==== 6 est vérifiée sur l'un au
moins des p,. Donc, si l'on retranche de a toutes ses parties communes
avec l'un au moins des p^les segments restants font entièrement partie
de l'ensemble des valeurs prises par / sur un au moins des py . Ce
dernier a donc une longueur totale au moins égale à cr •—S^. a, c'est
le nombre positif f(^) -/^). ^ longueur de l ' intervalle limité
par /(a,) et /(^), vaut |/(^)-/(a,)J. Mais /(?/) -/(a,), c-est,
h étant constant sur (o« g(^) - g-(^), dont la valeur absolue est infé-
rieure à G({3/ ) -G(aJ . Donc, quel que soit le nombre d'inter-
valles û), ou a, p, considérés, les ^ ont une somme inférieure
à G(^) - G(Q < ̂ ^. Donc, f^} ~/(0 surpassant ^,1-en-
semble des valeurs prises par/sur la totalité des segments conservés
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sur ^ / quand on en exclut un nombre, quelconque d'intervalles co,

contigus à P, possède une mesure supérieure à ^—î.

Supposons rangés en une suite, les intervalles contigus à P com-
pris entre ^ et^'. Considérons les ensembles \ des valeurs prises par/
sur les./?,+ï segments restant de ^'quand on exclut de ce dernier
les n premiers intervalles de la suite. Chaque ^contient tous les sui-

vants et a une mesure supérieure à ̂ .̂ Les valeurs prises par /

sur P sont contenues dans tous les \,, et inversement une valeur
appartenant à tous les !„, donc prise, quel que soit n, sur l'un -au
moins de.s segments demeurant sur ^' après extraction des n pre-
miers ̂ , cette valeur.est prise,par/sur P, en raison de la continuité
de /e t de ce que P.est.fenmé. Donc, l'ensemble A des valeurs prises

par / sur P entre S et Ç' a une mesure au moins égale à ^—°.

L'ensemble des valeurs prises par/sur P est donc un ensemble fermé
épais.

Observons encore que, T)' - Y] étant inférieur a 2J/(^)-/(^)j,

l'ensemble \ a une mesure supérieure à - }/(^) -/(0[. D'ailleurs

un instant d'examen suffît à reconnaître que le coefficient- pourrait

être wmpiacé partout autre inférieur a.un,àJa condition de resserrer
suffîsiaminent l'intervalle Y] - a à Y) 4-;%. Nous pouvons donc.rôiinme.r
ainsi l'analyse précédente.

4^ kù. Sif.a,wr l:msewhleftarfml^Gft O.P,̂  variation définie
et.arotsswte, il .existe.un ensemblede points ^partout denses sur P (et
même ayantpour homologues ï] les.ppmts d'une pleine épaisseur de
l'«W»ible.Q) tçls que : i° en Ç,/0) a la dérivée; bilatérale -+-^ spé-
c^lwent à P (parce qpe,F(j) =/^) A la dérivée un spécialeAQ);
2° estant .un.nQmbre.positi^ndépendant, il est possible de, définir un
intewye ̂  -$.a S -hp tel que, pour toute valeur ^ agrégée à P et
inNTOuye.à cet ,înterTOne,J'ensemNe des .valeurs prises Rar / sur *P

OSiPesrépaisen Im-même, le même énoncé est encore valable, sauf à modifier
aw t̂ewW^MC^^A:€:.«t/̂ 8rô4ften ,̂une.|4)^^e.pfisi
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entre $ et ^ ait, sur le segment limité par f(Ï) et/(^)> une épais-
seur supérieure à i — c [d'après la condition i°, d'une part $ est de
seconde espèce sur P, donc il y a des ^ de chaque côté de ^; d'autre
part/^) -/(Ç) a le signe de ̂ - E | .

Nous utiliserons un peu plus loin ce résultât (n° 48, 2°, p. 2bî).

43. En nous fondant encore sur cette idée que la mesure de l'en-
semble des Valeurs de/sur un ensemble parfait '^ est la borne infé-
rieure stricte de la mesure de l'ensemble des valeurs prises par /'sur
run au moins des n -4- i segments restants entre les extrémités des ̂
quand on supprime n intervalles contigus à CT, choisis à volonté et
en nombre quelconque, nous al lons prouver que, si une fonction a une
variation clé finie et nulle sur un ensemble parfait P, l'ensemble de ses
valeurs sur P est mince.

En effet, en conservant toutes les notations précédentes, la série V»
élant supposée absolument convergente, on a, quel que soit*r sur P,

/(^)=:(^&)V^ ,

Remplaçons /par une fonction / linéaire (ou simplement umoscil"
lante) sur chaque intervalle contigu à P, et coïncidant avec f s u r P ,
L'ensemble de valeufô considéré da'ns l'énoncé est donc11 le m.èîne
pour / et pour /. ç étant un point quelconque de P, posons

ù(^==(a^)\V^. ! • ' !

Soient ^ et ^ (^ << ^/) deux points quelconques de P. On a

lyl(r)-^a)l<^^£ /) l^l :=G(£ /)-G(^).
Cela étant, considérons, sur^rfs nqtrëlteonqiies dfes intervaH^ contî^us
à P, soit cb^ ..., œ^ ou 00, p i , . . , , séparant lies seg"meïitspo ..., p^.n.
.Eê^valëur^ prises1 par / sWp^ d^ïtréîfiiWés'^.i, a^'fbï^iîî^îit lie seg-
menta limité par le maximum et le minimum de / sur p^ /^ydàtis
tout contigu a Prêtant unioscillante ou constante, les miniïmrm et
.maximum de /i siir p/ sont pris en deux points de Py soient y^ <S^
agrégés au segment p/. Donc,; 1 ' ! :1 1 , 1 i 1 ^ -

1 1 : 1 1 1 / 1 / - 1 1 : 1 / 1 1 " . 1 1 1 1 1 ^^)-/C7/)=^ . 1 1 ! 1 1 1 1 : : ' 1 1 ^ 1 .
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est en valeur absolue inférieur à
1 G(o/-) ~ G-(y,) [ < G (a/) - Gr(l3, -i ) == (^-i:Sa,) | V,, |.

L'ensemble X^ des valeurs prises par/ sur l 'un au moins des seg-
ments pi est constitué par la réunion des r^ et a une mesure au plus
égale à la somme de ceux-ci. Donc À,/ est in fé r i eur en mesure à

(P^a,)|\-,|+...+(p,^a, ,)|V,[:-=^|V,|-|YCi)[—|V^^|-...~|Yt^|,
i

en désignant par V^ la variation de / ' sur co^. La série [ V ^ | étant
convergente, nous avons là ce qui subsiste de sa somme quand on
en retranche n termes quelconques. La borne inférieure du reste
est zéro. C'est la mesure de l 'ensemble des valeurs sur P, de f\ et
de/.

Donc, la condition nécessaire et suffisante pour qu'une fonction f
admettant une variation définie sur un ensemble parfait P, ait de plus
une variation non nulle sur au moins une portion de P, est que l'ensemble
des valeurs prises par f sur P soit épais.

[1 résulterait de là une nouvelle définition d 'une variat ion nu l le
de / sur un ensemble parfait P, même quand la série des V^, n'est
absolument convergente pour aucune portion de P. Nous allons
former tout à l'heure un exemple où, dans ce dernier cas, Fensemble
des valeurs dey sur P est mince. Mais auparavant nous montrerons,
dans le cas de la convergence de | V^ |, que :

44. Si une fonction f a une variation définie sur un ensemble par-
fait V^ sa variation totale sur P coïncide avec la borne supérieure, et la
limite quand § tend vers zéro, de la somme Y] des mesures des ensembles
de valeurs prises par f sur un système de portions en nombre fini, deux
à deux distinctes ou juxtaposées, décomposant P et inférieures en dimen-
sion à §.

Comme plus haut, nous envisageons une fonction f^ coïncidant
avec/ sur P et unioscillantedans tout contigu à P. Soit h(x) la varia-
tion commune de/et de /i sur P entre a et x, a et b étant les extré-
mités de P. Soient TS^, m\^ ..., cn^ le système de portions de P, décrit
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dans l'énoncé, et ;JL,, v/ les extrémités de ^^ Ou bien p^'et v^, coïn-
cident entre elles et avec un point de seconde espèce de P; ou bien v/
est l'extrémité gauche d'un contigu à P, dont ^^ est l'extrémité
droite. Par déf ini t ion (n°20) la variation totale de /'sur P est la borne
supérieure de la somme CT'== S[À(v,-) — À(pi,) j pour toutes les décom-
positions possibles de P en portions c .̂. Si l'on partage une portion G
en deux ou plusieurs autres TS\ la somme des variations absolues de h
entre les extrémités des rs' vaut au moins la variation absolue de h
entre les extrémités de CT.

Tout pareillement, les ensembles ^(î^) de valeurs prises par /sur
les nouvelles portions n/, en se réunissant, redonnent l'ensemble des
valeurs prises sur ÎD\ Mais il est évident que, les premiers ensembles
pouvant se recouvrir partiellement, la mesure de X('în) est au plus
égale à la somme des mesures des X(c^). Un ra isonnement d 'un type
bien connu montre que, selon les notations de l'énoncé, les bornes
supérieures, finies ou infinies, de Y] et de o"', sont les limites respec-
tives de ces mêmes nombres, quand à tend vers zéro, ces limites étant
indépendantes du système ̂  correspondant à à.

e étant donné, soit N un entier tel que [V^i j •+- IV^s) + ... soit
inférieur à £, V,/ étant la variation commune de / et de f^ sur le
contigu Un à P.

Supposons o inférieur à la plus petite longueur §o des inter-
valles Um d'indice au plus égal à N. Alors, toutes les extrémités de
ces u^ sont parmi les extrémités des portions ^ et forment des
couples ^, p.^^ Soient y^, §, les points du segment ^v} où /^ prend
respectivement ses minimum et maximum, y^ et §1 peuvent toujours
être supposés sur ©z, /, étant unioscillante (ou constante) sur tout
contigu à P. L'ensemble des valeurs de f^ sur p^ est le seg-
ment/(y/•),/(§/). L'ensemble des valeurs prises par f^ dans les côn-
tigus à •^i a sa mesure au plus égale à (p.;Sv^)|VJ. Donc, la me-
sure r\i de l'ensemble des valeurs de /^ sur ^- est égale à

/(â/)~/(7/)—^(p.^^)|V«| avec o<^<i.

D'après
/=^Â et |^(â,)-^(7.)|<f(^I^)|YJ,

on a
' ' ^</<(5/)-À(y/)+.(^^^)lVJ;

Ànn. Éc. Norm^ (3), XXXIII. — Jum 1916 . , 1 25 ,
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et, en tenant compte de

/(^•)-/(7.)>l/(^)-/(^)h
il vient

[ À(^) - h(^) 1 - 2 (^/) i VJ < Y], < I A(ô,) ~ A(y,) 1 + 2 (^2^) | Vn 1.

Nous avons supposé S<^o- Comme /z dans ces formules est alors
supérieur à N, on a, quel que soit le système GT( correspondant à S,
( 1 ) f] > 1 1 h (V/) -- k (^) j — 2£ 3= O^— 2Ê

et

(2) Y ] < 2 [ / l ( â / ) — — / z ( y , ) ] 4 -2£==T-h 3£.

1° Si a' est non bornée, les relations (i) montrent qu'il en est de
même de T]; 2° si or' a pour borne supérieure (et pour limite, quand S
tend vers zéro) un nombre fini <3), d'après les relations (i), la borne
supérieure (et la limite) de Y], si elle est finie, vaut au inoins <1>. Con-
sidérons les relations (2). Quel que soit le système de portions vsi
décomposant P, l'intervalle linéaire ^1^1 étant toujours compris entre ^y
et v^, deux intervalles S^-sont sans points communs. Donc, ^ est infé-
rieur à <&. Donc la borne supérieure de Y) est finie et au plus égale
à <&. Donc, elle est exactement <D. Le théorème est entièrement établi.

Dans le cas où la série V^ est non absolument convergente, le
théorème précédent permettrait de définir une variation totale de/*
sur P.

45. Montrons, par un exemple, que la série V% peut être, pour toute
portion d^un ensemble parfait P, non absolument convergente, la me-
sure des valeurs de /sur P étant cependant nulle. Ces valeurs seront,
par construction, les points de l'ensemble parfait obtenu en retran-
chant du segment o—i sa moitié centrale (c'est-à-dire l'intervalle^-? 7)?0 \ , 4 4/
puis en répétant indéfiniment la même extraction sur les segments
conservés. L'ensemble restant sera bien sans épaisseur. P est donné,
mince ou épais, d'extrémités a, &. Sur chaque contigu à P, / sera
choisi linéaire et déterminé par ses valeurs aux extrémités. Soit u^
ou a^ le plus grand (ou l'an des plus grands) des contigusàP. Je



pose
TOTALISATION DES INOMBRES DÉRIVÉS NON SOMMÂBLES. iq5

f(a,)=f(a)=o, / (^)=/(ô)=ï .

Sur le segment aa, , /sera compris entre o et -» sur b, &, entre 3 et i.
Sur chacun de ces segments aa^, &, &, je choisis quatre intervalles con-
tigus à P, non surpassés en grandeur parles autres. Sur les intervalles

Fig. 4.

de rang impair compris dans aa^je prends/allant du minimum o au
maximum j ' Sur les intervalles de rang pair, c'est l'inverse,/va

T *?

de / à o. De même sur ̂  b, nous prenons / allant de i à j pour les
0

intervalles impairs et de j à i sur les intervalles pairs. Aux extrémités
des deux segments ̂  conservés à la première opération,/est nul pour
le segment gauche, égal à un pour le segment droit. Après la seconde,
aux deux extrémités de chaque segment pa conservé, /prend la même

r 3

valeur, o, 7 » , ou r. Aux opérations suivantes, sur chacun des seg-

ments pa, /prendra des valeurs comprises entre o e t — p o u r l e s pre-

miers, y — , et / p o u r les seconds, j et j -+- — pour les troisièmes
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i — -^ et i pour les quatrièmes. Nous choisirons sur chacun des seg-
ments p^, 16 intervalles contigus à P, non surpassés de longueur par
les autres, et sur ces intervalles, selon la parité du rang, nous faisons
m o n t e r / d u min imum an maximum accessible sur le segment pa d^où
sont tirés les intervalles, ou au contraire descendre f du maximum
au même minimum. De telle façon qu^après l'opération, il nous
reste 2 x 5 x 17 segments p3, et qu'aux deux extrémités de l'un quel-
conque d'entre eux^a la même valeur, qui est l'une des huit énumê-
rées. D'ailleurs les variations absolues |V%| sur les intervalles placés
à chaque opération ont une somme égale à un pour chaque segment
traité. La construction progressive de / est évidente. Les valeurs
prises par / sur P seront celles de Q, ensemble mince, et la varia-
tion de/sur P n'est cependant définie dans aucun intervalle.

Autres classes remarquables de fonctions résolubles.

46. Nous allons voir que la classe des fonctions résolubles com-
prend celle des fonctions clouées en tout point d'âne dérivée approxi-
mative finie. A priori, une dérivée approximative connue en tout point
détermine sa primitive. Car, si deux fonct ions admettent partout la
même dérivée approximative finie, zéro est en tout point la dérivée
approximative de leur différence (n° 25), donc c'est un dérivé bilatéral,
médian ou extrême de cette dernière. Cette différence est donc cons-
tante (impartie, n° 48). Un raisonnement analogue serait légitime si
l'on savait seulement que la dérivée donnée vaut en tout point sur
une épaisseur surpassant -• Définissons cette dernière expression,

ç(;2^) étant un dérivé uni- ou bilatéral de /' en ^y, formons
l'ensemble E(<?, &) des points oc satisfaisant a la relation

/(^)-/(^)
X ~ XQ

"9(^0) <s ou |VR( / ,^o î^ )—9(^o) l<^

En o^, E(cp, £);a les épaisseurs supérieure droite ^(e), inférieure
droite ^(s)? supérieure gauche ^.(e), inférieuref gauche <Ç(£)/qui
sont respeclivement les rïoïïibrçs dérivés de même noia au point ^,
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de la mesure de l'ensemble E(o, &) entre un point fixe a à gauche
de ̂  et un point variable -rC). Quand s tend vers zéro en décrois-
sant, chacun des ensembles E(cp, &) contient les suivants.^ Donc»
aucune de leurs quatre épaisseurs extrêmes ne va en croissant. Elles
tendent vers des limites e^ e^ e^ é^ Nous dirons que/admet en x^
la dérivée droite 9(^0) sur une épaisseur supérieure ̂ , sur une épaisseur
inférieure e^ et la dérivée gauche ç(.To) sur une épaisseur supérieure e^
sur une épaisseur inférieure €„.

On montre comme au n° 2 de la deuxième Partie qu'il existe alors un
ensemble E possédant en XQ les épaisseurs supérieure droite e^ infé-
rieure droite e'^ etc., et spécialement auquel ^Çxo) est en oc^ la
dérivée de /; en d'autres termes VR(/, a?o, x) tend vers 9(^0)
quand x tend vers x^ sans quit ter E. Réciproquement, si E existe
remplissant ces conditions,/admet, en ^o? 9(^0) pour dérivée droite
et pour dérivée gauche, sur des épaisseurs respectives supérieure et
inférieure au moins égales aux quatre nombres précédents. Quand
le côté où vaut la dérivée y n'est point spécifié, on sous-entend que
y est une dérivée bilatérale, et les épaisseurs maximum et minimum
où elle est donnée comme valable sont respectivement le plus grand
de e,i, e.g et le plus petit de ̂ , é^. Quand nous dirons que / admet la
dérivée gauche ou bilatérale y sur une épaisseur surpassant a, cette
épaisseur est entendue inférieure ou minimum. Alors, il existe a for-
tiori un ensemble E, d'épaisseur définie (unique) gauche ou bilatérale
surpassant a, et spécialement auquel/a pour dérivée y.

Enfin la phrase «/admet en^'o un ensemble dérivé droit (ou gauche)
f in i ' sur une épaisseur surpassant a » s'explique d'elle-même. I l
existe alors un ensemble E', ayant en x^ une épaisseur inférieure
droite (ou gauche) surpassant a, et spécialeïnent auquel tous les
nombres dérivés de / forment un ensemble (fermé) d'extrémités
finies.

47. Montrons d'abord qu'une àérwée bilatérale'y, valant en tout point

(1) J'appelle épaisseur maximum de E en XQ !a plus grande des deux épaisseurs supé-
rieures, droite et. gauche, de E au ïïîeiïie poini; épaisseur minimum^ la plus p^tHe <le$
deux épaisseurs inférieures, ; ? „,
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sur une épaisseur surpassant. î-^ détermine sa primitive (1). En effet, soient
2

Vi ^t fi deux primitives de ç. Alors, relativement à tout point x^
existent deux ensembles E^ et E^ d'épaisseur min imum en «r. •1- -4- ̂

pour le premier, -1- 4- Pa pour le second ( R i et ^ s011* l'1111 et

(1) Convenons de dire que 'p(^o) ©s1 un dérivé prépondérant droit de / en a-o si,
s étant un nombre positif indépendant, les deux ensembles Ei(.ro, s) et Ea(^o3 £) îûsi
définis,

VR(/, .2?o, ̂ )> ? (.^o) —e et VR (f^o, ̂ ) < <p(.ro)+ ̂

ont chacun leur épaisseur moyenne surpassant 1 : 2 , dans Fintervalle x^ à .̂ o-i- h (^ >o)î
pour ^OM^ valeur de h inférieure à un certain nombre positif^ (ïi dépend de x^ et de s).

Ceci n'exclut pas l'hypothèse que, en XQ, les épaisseurs inférieures droites de l'un et
l'autre ensemble soient égales à i : 2. Elles ne peuvent évidemment être moindres. On
montre comme dans un cas analogue (2e Partie, n° 2), que la condition ci-dessus équi-
vaut à la suivante (*') :
II existe à droite de XQ deux ensembles Ei(^o) et EsC^o)? ayant dans l'intervalle

^o, •yo-+' h (^ > o) une épaisseur moyenne surpassant i : -2 pour toute valeur de h infé-
rieure à 730, et tels que tous les nombres dérivés de /respectivement spéciaux à Ei(.co)
et à Eg^ro) valent, les premiers au moins <p(-co)î lôs seconds au plus y(.^o)-

II est évident que deux nombres satisfaisant aux conditions de cp(.ro) coïncident néces-
sairement et que, l'ensemble | VB.(/,.ro, .2?)— (p(.x'o) 1 < e étant en XQ épais à droite,
(p(.ro) est un dérivé droit, médian ou extrême, de / en XQ.

On déûnit pareillement le dérivé prépondérant gauche de jfen ^o, quand ce nombre
existe.

Une dérivée générale, ou approximative, ou valant sur une épaisseur inférieure (ou mini-
mum) surpassant i : 2, unilatérale (ou bilatérale), est un dérivé prépondérant, pour le même
côté (ou bilatéral). Ces trois catégories de fonctions possèdent donc les trois propriétés
suivantes appartenant à un nombre dérivé îp(.a?) d'une fonction continue f(x\ si ^(x) est
prépondérant bilatérale ou unilatéral-COUT tin côté invariable : 1° <p(^) est limite de
fonctions continues; 2° ^{x) prend, entre a et b, toute valeur comprise entre <f>(a)

(*) II suffit de montrer que la première définition implique la seconde. Supposant l'existence
des Ei(.y,,, e), construisons E^.zîg). Soit £„ une suite décroissante tendant vers zéro et v^ le
nombre TI correspondant à s^. Nous pouvons supposer les T\^ décroissants. Nous déterminons une
suite h^ décroissant à zéro, par la condition que l'épaisseur moyenne deEi(a?o' ^î entre .27g-+-À .̂. et
x surpasse -? quel que soit œ entre *a7g-h 'r\n+i e^ ^o^^n' ^«4.1 existe parce que Fépaisseur moyenne
d^un ensemble entre deux points dont la distance est bornée inférieu rement est une fonction uniforraé-"
ment continue de ces points. Soit E» la partie de Ki(*z?o, £„) comprise entre *z'o-+-^n-n et ̂ o-^»'
et Ei(.2^) la réunion de tous les E". Il est évident que répaisseur moyenne de Ei(a?o) surpasse i : 2

- danss tWt intervalle ,̂ œ^^s-h^ si o< h <^i, et que toutes les limites de VR(/, oc^ x) quand oc
t^end Y^*%si^s quitter Ei^y) valeat au moins y(*a?o). Où construirait d'une façon analogue Eg (x^)
ftu moyen des Eg (a^, £„).
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l'autre positifs et inférieurs à J t - ) et sur lesquels respectivement
f\ e^ /s o^t en XQ pour dérivée spéciale 9(^*0)- Les complémen-
taires de EI et de Ea ont en sco des épaisseurs maximums ~ — (3,

2

et- — pa, donc leur réunion a une épaisseur maximum inférieure
à i — p, — pa, donc E^ et Ea ont en commun un ensemble E non nul,
dont l'épaisseur minimum en ^o est supérieure à Ri - t -p^* Sur cet
ensemble, la fonction

^R(/2~/i, ̂  ̂ )=VR(/,, ̂  ̂ )-VR(/i,^ ^)

tend vers zéro, que a? tende vers ^o d'un côté ou de l'autre sans quit-
ter E. E ayant des points des deux côtés de ^"o, puisque son épaisseur
minimum est positive en x^, zéro est en tout point un dérivé bilatéral
pour/a —/i? qui est donc une constante.

et <p(^); 3° l'ensemble A < ̂ (.r) < B, s'il existe, est épais (et par suite, épais en lui-
même).

Les mêmes propriétés appartiennent à ^(^)-s si ^("r;) est efl tout point un dérivé bila-
téral unique d'une fonction continue. La troisième propriété ci-dessus appartient encore :
a) à tout nombre dérivé bilatéral, limite de fonctions continuef; h) à tout nombre dérivé
unilatéral de côté invariable possédant les deux premières propriétés.

Ces résultats ont été signalés aux Comptes rendus de l'Académie des Sciences (5 juin
1916) et démontrés dans une Note parue en septembre 1916 dans V .Enseignement mathé-
matique. Ils sont à rapprocher de ceux que j'ai donnés au sujet des fonctions à continuité
approximative ou prépondérante (2e Partie, n08 10 à 13, en particulier la note des
pages i83-i85).

Dans ces divers exemples, la première propriété est établie grâce à la partie réciproque
du théorème de M. Baire : « Une fonction ponctuellement discontinue sur tout ensemble
parfait est limite de fonctions continues. » Les fonctions signalées dans cette Note sont, à
ma connaissance, les seules avec les fonctions semi-continues, dont l'inclusion dans la
classe i ait été démontrée par application du théorème précédent, sans que la définition
de ces fonctions 9(<^) rende évidente une suite de fonctions continues ^n(^) tendant
vers y(.y). Il y aurait intérêt à déterminer ces fonctions y,, pour les types ci-dessus.

Je signale enfin la forme sous laquelle j'utilise cette partie réciproque du théorème de
Baire : Pour que y soit limite de/onctions continues, il suffit que, quels que soient \ et ^,
le premier inférieur au, seconde les deux ensembles y < X, y > y. ne .fuient pas partout
denses mr un même ensemble parfait. Je tire également parti de renoncé suivant : Si Wn,
est un intervalle dont la longueur tend vers zéro, si le point c^ est intérieur à o)», si
r ensemble des Cn, est partout dense sur l'ensemble parfait P, les points de P intérieurs
à. une infinité d'intervalles eu,» forment un résiduel de P {voir ci-après, au n° AS, plu-^
sjeurs applications de ce théorème). •
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48. Nous allons montrer que sî\ en tout point x^ et d'un côté an
moins, f admet un ensemble dérivé fini sur une épaisseur inférieure a
surpassant ~ légalité exclue)^ f est résoluble. L'épaisseur dont il

s'agit clans l'énoncé dépend du point x. Mais si elle est - -4- p(^)r
notre hypothèse est que P(^*), dont la borne inférieure peut être zéro,
n'est jamais nul ( i) . Notre démonstration contiendra trois parties :
i° moyennant la simple hypothèse : a > o en tout point, l'ensemble
des points du continu au voisinage desquels/a sa variation totale non
bornée, est non dense; 2° avec cette même seule hypothèse, sur un
ensemble parfait mince,/ne peut pas avoir une variation définie non
nulle; 3° si a surpasse en tout p o i n t - ? / a une variat ion réductible•• ' • î
sur tout ensemble parfait discont inu. Les deux dernières proposi-
tions, à elles seules, justifient que, si a surpasse -3 / est résoluble.
Démontrons la première.

i° Je dis que si une/onction fa, dans tout intervalle intérieur à un
segment ab, une variation totale non bornée, il est impossible quelle ait,
en tout point et pour au moins un coté, un ensemble dérivé fini sur une
épaisseur inférieure positive.

En effet, donnons-nous un ent ier posi t i f très grand N. La variation
totale de / étant infinie dans tout intervalle, également dans tout
intervalle il existe des points c, d, entre lesquels la variation relative
de/est supérieure à -+•• N3, et des points c\ d\ entre lesquels elle est
inférieure à — N 3 . Considérons un des premiers couples (c<^rf).
Posons d — c = u. On a

f^cT) ~/(c)> N^.

Soient k le point r/4- Nz// et C, D les points figuratifs de / correspon-
dant à e et à d dans une représentation géométrique de /en coor-
données rectangulaires. Les parallèles à Ose menées par C et D (nous

^ ( i ) OIT verrait sans peine, par un raisonnement cTuti type fréquemment utilisé •ci-après
et revenant à dénaeiitrer, dans m cds particulier, le dernier énoncé delà note de la
page préeMente; qWî P étant lia ensemble parfait quelconque, contitiu ou non, l'en-
semble B des points de P où le minimum de P(^) SUF P est nui, Ï^ est non den^sen*^
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les considérons comme horizontales) déterminent, avec les droites
d'abscisses d et k, un rectangle MIHD ou R, de base N8^ et de hauteur
supérieure à N3^ {fig- 5)- Divisons le rectangle B en N bandes p
horizontales d'égale largeur, cette dernière surpassant donc Wu.
Notons que, si x varie entre d et k, le point figuratif de / n'est pas
nécessairement dans le rectangle R. A chaque bande (3 faisons cor-
respondre sur l'intervalle dk l'ensemble E ((3), pouvant d'ailleurs être
inexistant, des valeurs de a; pour lesquelles le point figuratif de f est
intérieur à cette bande. Les E ((3) sont deux à deux distincts. Donc,
la somme des épaisseurs des E (?) sur le segment dk est au plus égale

Fig. 7.
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à i. Les bandes ^ sont au nombre de N. Donc, pour l'une d'elles au
moins, l'ensemble E( (3) a, surrf^, une épaisseur au plus égale à ^•3 ce qui
donne, sur le segment dk == N^, une mesure au plus égale à ^pour cet
ensemble. Soient (3, cette bande et A, la droite équidistante des côtés
de pi, prolongée vers la gauche au moins jusqu'à l'abscisse c. En vertu
de la continuité dey, la courbe (.r, y), passant par G etD, coupe Ai en
au moins un point S, d'abscisse ^comprise entre c et (^.Joignons S aux
deux sommets droits de la bande j^. Nous obtenons un angle 9 ouvert
à droite, bissecté parA,, la tangente de la moitié de & étantsupérieure

' N2
W demi-côté de la bande divisé par k—c,donc supérieure à •-715-33^==^

Aim. Ec.Norrn., (3) , XXXIII. — JUILLET 1916. 26
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Évaluons la mesure de l'ensemble e défini par les conditions :

^</i^zZ^<,, ,<.<^.
£C—S

A un points de cet ensemble correspond un point figuratif de/situé
dans le triangle obtenu en coupant Q par la droite x = k. Or, tous les
points de 6 d'abscisses comprises entre d et k sont dans j3<. Les points
de e situés entre d et k sont donc agrégés à E((^), et leur mesure totale
est au plus égale à u.

Entrer et d la mesure de e est inférieure à d—s<^d—c==u. Donc la
mesure de e est inférieure à lu. Son épaisseur moyenne sur^.qm sur-
passe Nu, est donc inférieure à - == Y], œ croît indéfiniment avec N et
Y]O) est inférieur à un. Enfin, N étantdonné, crfa pu être pris intérieur
à un intervalle quelconque; donc sa longueur et celle de ck peuvent
être supposées inférieures à telle fonction de N que l'on veut, préci-
sément à i : œ.-Nous aboutissons donc à la conclusion suivante :

Si grand que soit le nombre positif co, il existe un ensemble partout
dense de points s, dont chacun est l'extrémité gauche d'un intervalle sk,
de longueur inférieure à 1^ et sur lequel l'ensemble e(œ^) des x
où VR(/, s, x) est compris entre — o et 4- CD, a une épaisseur moyenne
inférieure à —•co

Les raisonnements développés pour démontrerle Premier Théorème
^ des nombres dérivés (impartie, n° 28 ; voir aussi le dernier énoncé dans

""h note de la page 199) vont nous permettre d'établir que, en un rési-
duel de points y, rensemblee(L, y), défini par—L<VR(/,-y, a?) <L,
a une épaisseur inférieure droite nulle en y? quel que soit le nombre
positif L.

Reprenant en effet le cours de notre analyse, nous voyons que,
d'après la continuité de /, s peut être entouré d'un intervalle s's^
situé entre c et d, et tel que/ si ^ est intérieur à ss\ le point ^
figuratif de /, correspondant à ^ soit dans la bande ^ et suffi-
samment près de S pour que les pentes des droites joignant ^ aux
sommets âroiN dfê la bande, comprennent entre elles les nombres
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— ^ et ^< Alors, si î, est intérieur à ̂ /, l'ensemble défini par les iné-
2 2

galités simultanées

-^<VR(/,^)<^ ^<^<A-,
jUl •Cl

a (on le verrait comme plus haut) une mesure inférieure à iu\ donc
sur ÇA, supérieur à NM, une épaisseur moyenne inférieure à —•

Soit alors un ensemble de points a^, dénombrable et partout dense
sur ab. Dans l'intervalle o^— ^ à a^+ -1-? nous pouvons trouver un
système de points ^, s"^ k^, rangés numériquement dans ce même
ordre, et tels que, pour toute valeur de Ç intérieure à s'^, l'épaisseur
moyenne sur Ç^de l'ensemble

^<VR(/,^)<^

soit inférieure à •x-- Soit u^ l'intervalle ̂ s^ Les u^ sont partout denses
Tti

sarab. Les points étrangers à u^ u^,... forment un ensemble fermé
non dense IIp. La réunion des ï\p étant un ensemble gerbéy son com-
plémentaire K, partout dense, est par définition un résiduel de ab.
Soit y un point de R. y est étranger à tous les H^,, donc, quel que
soit p , intérieur à l'un au moins des intervalles d'indice au moins
égal à p. Donc, il existe une infinité d'indices m tels que y soit inté-
rieur à s'^s"^. Pour ces valeurs de m, l'ensemble eÇ^y y j défini par

-^<VR(/,^)<^

a sur l'intervalle y^ une épaisseur moyenne inférieure a ~ Donc,
quel que soit le nombre positif L, l'épaisseur inférieure droite de
e(L, -y) en y est zéro. Donc, en aucun point de R,/ne possède, sur
une épaisseur inférieure droite positive, un ensemble dérivé fini.

Le côté gauche comporte un résultat analogue vérifié sur un rési-
duel B'. R etR' ont en commun un résiduel (impartie, p. irî3-i24/et
2e Partie, p. i63 en note) en tout point duquel/ne possède d'aucun
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côté an ensemble dérivé fini sur une épaisseur positive. Si donc f pos-
sède en tout point, 'et pour au moins un côté, un ensemble dérivé fini sur
une épaisseur inférieure positive, la variation totale de f sur le continu
n'est infinie quau voisinage d^un ensemble non dense.

^° Supposons 0^1 une fonction f ait sur un ensemble parfait mince
une variation définie non nulle. Nous pouvons réduire cet ensemble à
un autre P, sur toute portion duquel / ait une variation définie, uni-
oscillante, par exemple croissante (n° 13). Nous allons montrer qu'en
tout point d'un certain résiduel de P, f n admet d'aucun côté un en-
semble dérivé fini sur une épaisseur inférieure positive.

Nous avons établi (n°42 bu) qu'il existe un ensemble de points c
(désignés par ^ au n° 42 bis) partout denses sur P, tels que, pour toute
valeur de s inférieure à i (en particulier pour e = - ) : i° spécialement
àP,/(a?) a la dérivée bilatérale 4-=o au point c, lequel est donc
toujours de seconde espèce; 2° il existe un nombre positif h tel que,
pour toute valeur de d agrégée à P et comprise entre c — h et c + h,
l'épaisseur moyenne, sur le segment /(c) à f(d), de l'ensemble des
valeurs prises par/sur P entre c et d, surpasse i—e == ï— -•

Cela étant, donnons-nous un entier N. D'après la première propriété
de c, prenons d entre c et c-hh de manière que la pente de CD
surpasse N\ C et D étant les points figuratifs de / en c et rf.
Nous reprenons les premières notations du paragraphe précédent.
Posant d — c = u et k= d+ N^, nous formons Çfig. 6) le rectangle R
ou MIHD dont les côtés horizontaux, prolongés s'il le faut, passent
en C et D, et les côtés verticaux, en d et k sur Oo?. Nous divisons R
en aN bandes égales ? par des parallèles à O.r. Soit toujours E([3)
l'ensemble des x intérieurs à dk et auxquels correspond un point
figuratif de / situé dans la bande p. Celles des bandes ? pour les-
quelles répaisseur moyenne de E (?) sur dk est au moins égale à -p
sont en nombre inférieur à N. Il y a donc au moins la moitié des
bandeâ?p@urtesquel^ -.
Jedémgneiîâr|oFtinô ces dernières* Entre les bases
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horizontales de ?o, menons deux parallèles à ces dernières au tiers et
aux deux tiers de leur distance mutuelle. La zone comprise entre ces
deux nouvelles parallèles détermine avec les verticales de cet dun
rectangle ^. Examinons s'il y a des points x^ agrégés à P entre c et d,
et pour lesquels le point figuratif de / est intérieur à l'un des rec-
tangles RQ. La somme des hauteurs des py étant le tiers de la somme
des hauteurs des ?o, lesquelles comprennent au moins la moitié
des P, la somme des hauteurs des ^ est supérieure au sixième
de MD ==y(rf) —y(c). Or soit p l'ensemble, évidemment fermé (et
parfait), des points figuratifs de y correspondant à des valeurs de a?
agrégées à P, e tp(^) la partie de p se projetant horizontalement sur u.
L'ensemble \ des valeurs prises par / sur P entre c et d a, sur le seg-
ment f^c^fÇd), une épaisseur au moins égale a i — - - Cette pro-
priété signifie encore que la projection orthogonale de p(^) sur la
droite x==.d, forme sur le segment MD un ensemble d'épaisseur
moyenne supérieure a i — - * Donc certaines de ces projections sont
intérieures au côté droit de l'un des rectangles R^, et le point de p cor-
respondant est dans ce même rectangle po , puisqu'il est à la fois entre
leg côtés horizontaux et les côtés verticaux de celui-ci. Soient donc S
un point de p situé dans un rectangle p^, S^ sa projection orthogonale
sur IH. l étant la hauteur de (3^ et le tiers de celle de (3o» soient sur IH,
T et T'7 les points situés de part et d'autre de S^ et à la distance /de
ce dernier. T et T sont sur le côté droit de Ro- L'angle TST, dont la
bissectrice est horizontale, a la tangente de sa demi-ouverture supé-

• - / ^neure a -,——. Or,k — c '

/ c _ c = = ( N + i ) ^ , 6N^=/(^)—/(c)>N 3 ^.

N2
Donc la tangente considérée surpasse .-„——-.===(13^. D'ailleurs l'en-
semble ï) des oc pour lesquels le point figuratif de y est situé dans le
triangle TST'7, est inclus dans l'ensemble réunissant E(po) et l'inter-
valle cd. Or l'épaisseur de E(?o) sur ^ ^t inférieure à-^î donc la
mesure de E(po) est inférieure à u. Donc la mesure dey} est inféiiéuït
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à su. La distancer (s étant l'abscisse de S) est supérieure à N^. Donc,
l'épaisseur moyenne de Y) sur sk est inférieure à ̂  <^ -'-•

En résumé, c peut être choisi indifféremment dans un ensemble
partout dense sur P, et d est un nombre quelconque surpassant c
de moins de h (page 204); s agrégé à P est compris entre c et d;
k surpasse c de moins de (N+i ) Çd—c). Donc, quels que soient
les nombres positifs o^ (exactement lié à N) et h^ il existe dans
toute portion vs de P un nombre Sy auquel correspond un nombre k
vérifiant les inégalités s <^ k <^ s -h h^ de manière que l'ensemble
. ~coo<VR(/, s, ^)<&)o

ait sur le segmenta une épaisseur moyenne inférieure à ^-
On montre comme plus haut l'existence d'un intervalle s' s'\ de

longueur inférieure à — » contenant s, mais non pas k, et pour tout
; . - . ^o '

point ^ duquel l'ensemble

. ^<VR(/,^)<^ '

a sur ÇA une épaisseur moyenne inférieure à -q-. Donnons à 0)0 la suite
des valeurs entières. Soitj^ la suite correspondante des valeurs de ^,
choisie de façon que l'ensemble ^ soit partout dense sur P. Alors, les
points y de P, intérieurs a u n e infinité d'intervalles s^s"^ forment un
résiduel de P (note de la page 199, à la fin), et l'ensemble e (A, 7)
défini par

~A<VR(/,y,^)<A

possède en y une épaisseur inférieure droite nulle» quel que soit A.
Les mêmes raisonnements appliqués au couple c, d, mais à une

bande verticale de largeur N^ et dont la bordure droite passe par C,
nous fourniraient un résiduel analogue pour le côté gauche. Donc, en
tout point d'un certain résiduel de P, y n'a ni d^un côté ni de l'autre
un ensemble dérivé fini sur une épaisseur inférieure positive. Si donc
la propriété opposée a celle-ci appartient par hypothèse à /, c'est
que f a, sur tout ensemble parfait mince, une variation ou bien non
défiçie^ôiibieiidéfini^^
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3° Montrons enfin que si la variation de f sur F ensemble parfait ]?
est irréductible^ F ensemble des points où f n admet d'aucun côté un
ensemble dérivé fini sur une épaisseur surpassant -? contient un résiduel
de P.

En effet, nous savons (n° 36) que si la variation de/sur? est irré-
ductible, c'est-à-dire si elle n'est définie sur aucune portion CT de P,
il existe dans us des couples de points c, d et c^ d ' agrégés à P, tels
que, entre c et d, la variation relative de y est supérieure à N2 et,
entre c' et d\ elle est inférieure à — N2. Considérons le premier
couple. Posant encore

À- = d -+- N ( d — c ) = d -4- N u,

menons {fig- 7) la perpendiculaire à Qoc d'abscisse k, et rhorizontaie
équidistante de C et de D, coupant la droite précédente en T.
Joignons CT, DT et formons les angles 6(C), 6(D) ayant pour sommets
respectifs C et D où leurs côtés sont limités, ouverts à droite avec des
bissectrices horizontales, le premier admettant pour côté CT, le
second DT. Le plus petit de ces angles est 9 (C) dont la demi-ouverture

N2
a pour tangente —^——- == co. Les points x compris entre d et k, et

2( iN ~r" ï )

donnant à y un point figuratif dans Ô(C) ou dans 9(D), ont respecti-
vement sur dk des épaisseurs moyennes <?i, e^ dont la somme est au
plus égale à un. L'un de ces deux nombres est donc au plus égal
à — Plaçons S au point C ou D correspondant. Alors l'ensemble2 ''

—ût)<VR(/,.ç,-.y)<û)

a sur sk === sd+dkï^u une mesure inférieure à—+sd, et une

épaisseur moyenne inférieure à .h '2^ ? dont la plus grande valeur
est pour^ == c, soit ,

N 4- 2 1 1 I I
__________, --.—.. _ »„ ______, .Ç-'" _ J ___ , !

2 ( N --\- l ) 2 2 ( M -h 1 ) 2 4 ̂

En résumé, N ou co étant donnés, on peut choisir u assez petit pour
que (N -h ï) u soit inférieur à un nombre quelconque h fixé
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d'avance, par exemple -1-- ̂  sera dès lors inférieur à ce même nombre,
s appartenant de plus à telle portion î^dePque l'on aura voulu choisir.
Donc, quels que soit les nombres positifs a» grand et h petit, il existe
un ensemble partout dense sur P de nombres ̂  auxquels correspondent
des nombres k vérifiant les inégalités s <^k <; s + h, de manière que
l'ensemble

—ût)<VR(/,^,.r)<œ

ait sur le segment sk une épaisseur moyenne inférieure à - + —'
On déduit de là qu'en tout point d'un résiduel de P, /ne possède

d'ensemble dérivé droit fini sur aucune épaisseur (inférieure) sur-
passant i : 2. En appliquant les raisonnements précédents au même
couple c, d et à une bande verticale à côté droit passant par c, on
démontre la même proposition pour le côté gauche. Et par suite,
l'absence sur toute portion de P d 'une variation définie entraîne pour
la fonction f, quelque soit S; sur un certain résiduel de P, l'existence
au point I; de dérivés infinis, spécialement à tout ensemble dont
l'épaisseur inférieure en ^ surpasse i : 2 au moins d'un côté. Donc in-
versement, une fonction possédant en tout point, pour au moins un
côté, un ensemble dérivé fini sur une épaisseur inférieure surpas-
sant -? a, d'après le troisième paragraphe, sa variation réductible sur
tout ensemble parfait discontinu, puis est résoluble d'après le second.
En particulier, elle a une dérivée approximative sur une épaisseur
pleine ( < ) .

(1) Soient E un ensemble quelconque, Eo l'ensemble fermé obtenu en ajoutant à E ses
points limites. Les dérivés d'une fonction continue/, spéciaux à E ou spéciaux à Eo, sont
les mêmes. Soit (/, E) la fonction coïncidant avec / sur Eo et linéaire sur chaque ferment
contigu à E. (/, E) est continue. En tout point de E, sauf éventuellement aux points de
première espèce de Eo(où les dérivés spéciaux de /sont définis d'un seul côté), les
dérivés généraux (ou relatifs au continu) de (/, E) coïncident avec les dérivés de/spé-
ciaux à E. Les points où les premiers ne réalisent pas Tun des quatre cas fondamentaux
formant un ensemble mince, sur une pleine épaisseur de E, les quatre dérivés extrêmes
de f spéciaux à E ne peuvent .y<? grouper que suivant Vun des quatre modes désignés
par (AA^ [BD'), [CC'J, [DB'J dans la i^ Partie (tf '57 ' \ voir aussi les Introductions
des ̂  et 3e Parties).

Convenons êe (lire (|jue/réalise en un point le cas Q des nombres dérivés quand /pos-
sède en @e poilït w® 44Méff • ^p^m^iwt^yê ̂ nie, et le cas Q' quand elle admet de çhcfqw



TOTALISATION DES NOMBRES DÉRIVÉS NON SOMMACLES. 200

49. Convenons de dire que ç est au point x^ un dérivé droit

côté chacun des- dérivés extrêmes •+• w es — co sur Vépaisseur supérieure un (et par
suite sur l'épaisseur inférieure zéro).

Je dis qu''une fonction continue quelconque ne saurait réaliser^ sauf en un ensemble
mince, d'autre cas que Q et Q\

En effet, soient E un ensemble épais quelconque et H l'ensemble des points de E où,
spécialement à E, /admet au moins un dérivé extrême fmL(/ Ë} admet sur H le même
nombre comme dérivé extrême général. Donc (note de la page 181), (/ E) présente
sur une pleine épaisseur de H le cas Q, et il en est de même de / parce que l'en-
semble/^ (/, E), inclus dans le complémentaire de E, a l'épaisseur zéro sur une pleine
épaisseur de II.

Donc, si en aucun point de l'ensemble épais E, /ne réalise le casû,H est mince. Donc,
sur une pleine épaisseur e de E, / présente spécialement à E le cas (AA') ( dérivés
extrêmes -4- so et — oc ).

Supposons supprimé dans e l'ensemble mince où E n'aurait pas l'épaisseur un. Suppo-
sons E parfait et épais en lui-même (e est donc partout dense surE). Soient c un point
de e, et d un point à droite de c (et dont la distance à c peut être indifféremment réduite) tel
que, moyennant c < x < d, l'épaisseur de E entre c et se surpasse i — s. Quel que soit G,
la fonction /i==/—C.^ admet en c, spécialement à E, le dérivé droit 4-co. Donc, le
maximum de/i sur E dans le segment cdy n'est pas atteint en c, mais en un autre point,?
de E. On a/i (s)—fi (.z')^ o, et par suite VR (/, ^, s)^G pour tous les points ^ de E
intérieurs à <^, donc sur une épaisseur moyenne dans es supérieure à i — e. Les couples c, s
existant dans toute portion de E quels que soient C et s, on en déduit par le raisonnement
du Premier Théorème des nombres dérivés ( i^ Partie, n"8 28, et suivants) que/possède
en tout point d'un résiduel de E, le dérivé gauche •+- co sur l'épaisseur supérieure un. En
échangeant les côtés gauche et droit, et les sens d'inégalité, on voit que, sur un résiduel
de E,/réalise le cas û', sous la seule hypothèse qu'en aucun point de E, /ne réalise Q.

Tout ensemble épais contenant un ensemble parfait épais en lui-même, il est donc
impossible qu'en tout point d'un ensemble épais,/ne réalise ni Q ni û'. C.Q.F.D.

En particulier, l'ensemble des points où, d'un côté au moins, f possède^ spécialement
à une épaisseur inférieure positive, un dérivé extrême fini^ se réduite à un ensemble
mince près y a l'ensemble des points où f possède une dérivée approximative bilatérale
finie,

Et encore, r ensemble des points ou f possède, au moins d'un coté, sur une épaisseur
inférieure positive^ une dérivée infinie^ est de mesure nulle.

Étant donné un ensemble parfait épais P, on pourrait, par une construction analogue à
celle du n° 48 (en choisissant Q épais en lui-même), obtenir une fonction continue pos-
sédant une dérivée continue hors de P et réalisant le cas 0' sur une pleine épaisseur
de P.

E7 et W étant deux ensembles complémentaires quelconques, on construira ensuite, par
une méthode analogue à celle du n° 6â (i1^ Partie), une fonction/réalisant respectivement
les cas Q et Q! sur de pleines épaisseurs de E' et de E^, ei l'on pourra même (note au
début du Chapitre II) se donner la dérivée approximative de f sur une pleine épaisseur
deE\

Âtw, Éc, TVorw., (3) , XKXHL •— JUILLKT 1 9 1 6 . 27
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d^épaisseur y si les deux ensembles

VR(/,^o,^)>9-£ et VR^^.^X?^5

ont l'un et l'autre en x^ une épaisseur supérieure droite positive,
donc s'ils n'ont ni l 'un ni l'autre en XQ une épaisseur droite exacte
et nulle. En particulier, 9 sera un dérivé d'épaisseur droit , si l'en-
semble

|VR(/,^o^)-~9l<£

a au pointa, pour toute valeur positive de £ ,une épaisseur supérieure
droite positive. Si pour une valeur a de s, le précédent ensemble a
l'épaisseur droite zéro en x^, 9 est dérivé d'épaisseur moyennant que
les deux ensembles

VR>9 et VR<9

soient l'un et l'autre doués en a?o d'une épaisseur supérieure droite posi-
tive. On définit de même les dérivés gauches d'épaisseur.

Je dis que si Von sait de la fonction f quelle possède : i° en tout point
pour au moins un côté, un ensemble dérivé fini sur une épaisseur

surpassant-, 2° sur une épaisseur pleine, le dérivé d^ épaisseur ^, pour

un côté inconnu^ indifféremment variable^ alors/est complètement déter-
minée.

Car /, étant réductible d'après la première hypothèse, possède, sur
une épaisseur pleine e^ une dérivée approximative ^ et, sur une
épaisseur pleine e'\ le dérivé d'épaisseur y. Donc, sur e commun à e'
et à e\ f possède simultanément la dérivée approximative ^ et le
dérivé d'épaisseur 9. Mais ^ étant sur <°, les ensembles

VR(/,à:,^)>d;(£)+£ et VR (/,!;, x) <d;(c) - s,

constitués de points x supérieurs ou intérieurs à ^, ont pour toute
valeur positive de £ une épaisseur nulle en i;, parce que ^ est dérivée
approximative de / en ^. Donc 9, dérivé d'épaisseur, ne saurait sur-
passer ^ -4- s ni être inférieur à ̂  —- s, quel que soit le côté où est sup-
posé valoir 9. Donc / admet 9 pour dérivée approximative sur une
épaisseur pleine. Donc/, étant résoluble d'après sa première condi tion,
est parfaitement déterminée par 9.
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50. Montrons par un exemple que / n est pas nécessairement réso-
luble, si elle est simplement assujettie à awir en chaque poinï^ pour au moins
u7i côté', un ensemble dérivé fini sur mie épaisseur inférieure AU MOINS

ÉGALE à - et non pas comme ci-dessus supérieure à -^"
Nous allons donner un exemple de fonction dont la variation n'est

définie sur aucune portion d'un certain ensemble parfait P, d'ailleurs
mince, cette fonction possédant hors de P une dérivée ordinaire continue
et y en tout point de P, une dérivée bilatérale nulle sur l'épaisseur -•

Notre construction rappellera pcir certains aspects celle de la fonction
du n° 45. Elle sera progressive et consistera en une suite d'opéra-
tions dont chacune aura pour donnée le résultat des précédentes.

Nous voulons définir y sur le segment o — i, coïncidant avec x en
zéro et un, donc admettant les po in t s figuratifs 0 (0,0) et A (i, T).
Formons le carré de diagonale OA. Nous ferons en sorte que la courbe
représentative de/soi t contenue dans ce carré et admette le même
centre de symétrie que lui. Donc o ̂ /$ i et/(^) = i—/(i — ^.Plaçons
sur le côté supérieur et sur le côté inférieur, des points de subdivision
décomposant ces côtés en 2.71 parties égales. Attribuons, en une
première approximation, à la courbe représentative d'une fonction f^
les parties de rang impair sur le côté inférieur et celles de rang pair
sur le côté supérieur. Ainsi, fo serait zéro sur les intervalles

/ T \ / à 3 \ / 2 P 2 p 4- I \ / 2 /Z — 2 2 n — I\o , — , — ? — , • • • « , -L,-J———, ..., ————,————
\ 2/Z/ \2/l 2 /À / \2 /Z 2/î / \ 2/1 2/Z ]

et/o vaudrait i sur les intervalles

/ ï 2 \ ( ï n — 1 2 / 1 \— , — , ..., ( — — — — , — = : ï .
\ 2 n 2 n ) \ 2 n 2 n )

Mais f^ serait discontinue aux points-^-- Pour éviter ceci, autour de

chacun des points -^-» sauf pour p =o etjD = 271, détachons un inter-

valle ayant pour mil ieu ce point et pour longueur—p donc rintervalle

'p- — — à -p- 4- —• Désignons par a,, le serment -p- + — à2n 2/^ ^n 2^2 0 r / ^ 2n 2/î2
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^o et o"27î-i étant toutefois

2/1

/ 271 — iet P s •2H2 /?.2 2/^

On a sur o-^, y^ == o si. p est pair., fo == i si /? est impair. Entre -p- — -ï-,

et ̂  -+- ^-^ nous prenons pour/o une fonction uniosci l lante , ayant
une dérivée continue, celle-ci étant nulle aux deux extrémités du
segment, du côté intérieur (fig. 8). Nous pouvons évidemment réa-

Fig. 8.

A (^j)

Jo

sh 2n.
J2T^.••l

liser ceci tout en satisfaisant à la condit ion / o (^ )+ /o ( 1 —œ)=ïy
vérifiée par les valeurs déjà choisies pour/o. Alors, quel que soit.r
compris entre o et i, /o est définie et continue ainsi que sa dérivée.

Posons 1——-^==cr. Œ est la longueur des segments o-̂  sauf les
deux extrêmes {p = o et_p == ^n — i). Cherchons sur ob l'épaisseur
moyenne de l'ensemble /o= o. Si b est sur o"^ cette épaisseur est i.
Quand b se déplace vers la droite dans un intervalle o-^, rensemble
et sa base s'accroissent de la même longueur, donc l'épaisseur
augmente. Entre deux intervalles <r^ consécutifs, l'ensemble ne
varie pas, son épaisseur sur ob d iminue donc. L'épaisseur prend donc
ses minimums relatifs aux extrémités gauches des intervalles o^»
pourjo == i, ..., n — î, et la plus petite de ses valeurs en ces n points
est son minimum absolu. Soit donc é^^-i-""—. La mesure de1

2 n2! 2 fï
l'ensemble/o = o sur 06 est

<jo-+- 0-2 4" . * .+ cr^p-.s^J00^' + 2/r
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L'épaisseur de cet ensemble sur o& vaut 2 n} p f7—j-- na étant inférieurr . 2 np -i- i
à i, cette expression surpasse toujours la valeur quelle a pourpinfmi,
soit n<j=^ — -1-- Donc l'épaisseur de l'ensemble y^==o entre o et b1 i

2 n

surpasse toujours ^ — - . L'épaisseur de l'ensemble /o==i entrer
et i surpasse le même nombre.

Si à deux points c et d correspondent des points représentatifs C
et D d'ordonnées p et q, nous effectuons sur x et sur /o, deux trans-
formations linéaires c ^ Ç d — c ^ x et /?-+- {q — p)}\j changeant le
carré de diagonale OA en le rectangle de diagonale CD et de côtés
parallèles aux axes. (Tous les rectangles dont il s'agira ci-après seront
ainsi orientés et désignés simplement par une de leurs diagonales.) La
transformée de/o que nous désignerons par /o(^, C, D) a dans sa
courbe représentative (symétrique par rapport au centre du rec-
tangle CD) 2/2 segments horizontaux égaux, sauf les deux extrêmes,
à (d — c)a, n d'entre eux, où/ vaut p^ situés sur la base contenante,
et alternant avec les n autres, où y vaut q, situés sur la base con-
tenant D. Quel que soit b entre c et d, l'épaisseur moyenne de l'en-
semble/o'^/^ ^ntre c et 6, celle de l'ensemble fo^ q entre b et d,
surpassent l 'une et l 'autre- — -•

Cela posé, désignons généralement par (S, 0, d) et par (S, 6, g)
deux angles ayant l'un et l'autre pour sommet le point S, où leurs côtés
sont limités, ayant leur bissectrice intérieure parallèle à Qx, leur
moitié égale à 9, et ouverts le premier vers la droite, le second vers la
gauche. Observons que, si un point M est dans un angle (S, 9, d\ ce
même angle contient toute la demi-droite indéf in ie menée parM paral-
lèlement à l'axe des oo et dirigée dans le sens positif. La propriété
analogue vaut pour l'angle ( S y 6', g) et la direction des x négatifs.

Donnons-nous une suite 6 ^ , Oa, . , . , 9,/, ..., positive, décroissant à
zéro. Soit c^ inférieurà^ ôi . Entre a^ e t y ^ = i — a ^ , nous choisissons/
égal à la fonction /\ ayant pour champ de définition a^, prenant
en o^ etyi respectivement les valeurs oet i, et correspondant à une fré-
quence n assez grande pour que l'épaisseur de l'ensemble/==o sur a^
et celle de /=i surp-y^ surpassent l 'une et l'autre T "~ S quel que
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soit p entre o^ et. y^ Ces valeurs de / satisfont, indépendamment des
suivantes, à la condition/(\r) -{-/(ï 4- ^) =ï . Considérons, quand ?
est entre y, et i, l 'épaisseur îï^enne sur a,^ (3 de l'ensemble <? où/==o.
La mesure de e entre a., et (3 surpasse la mesure de e entre a^ et y^
donc a fortiori

i(i-^(i—2a0>i(i~902.
2 -••'

D'après 8 — o^ <^i, ce même nombre borne intérieurement l'épais-
seur cherchée.

p, étant positif et inférieur à a < , je peux déterminer À, positif et
assez petit pour que : 1° quel que soit S dans le rectangle R^ de som-
mets opposés 0 et Ai (p i , À , ) , l'angle (S, 0^ d) contienne le pointa ,
et par suite tous les points de Qoc situés à droite de oc^ . (Il faut et il
suffit pour cela que la condition soit vérifiée quand S est en A^.) Alors,
si S' est dans le rectangle R'^ égal au précédent et de sommet supé-
rieur droit A, l'angle (S', 9 ^ , ^contient le point (70 i) et, à gauche
de ce point, tout le côté supérieur du carré OA. Par construction
ultérieure, entre o et p < , le point figuratif de /sera agrégé à Ri et,
entre i — pi et i, il le sera à R^. Les sommets inférieurs gauches et
supérieurs droits des rectangles R, et R^ appartiendront à la courbe.
Donc, /(o) = o, /(p^ ) = h,, et de même /(i - p, ) == i - h,, /(i)= i.
Une règle analogue rappliquera à chaque stade de la construction.

Soit E(S, 6, d) l'ensemble des x pour lesquels le point figuratif de/
est dans l'angle {S, 6, rf). Faisons correspondre de même à l'angle
(S, 6, g ) l'ensemble E(S, 6, g}. Si S est dans R^ , E(S, ô^ d) contient
tout l'ensemble des x définis par /==o, o^ <^. Donc, quel que
soit p entre o^ et i, E(S, 6 ^ , d) possède sur a^ une épaisseur
moyenne supérieure à "^(i — 6i)2 .

L'intervalle (pi , x — p,), soit ^, sera contigu à l'ensemble parfait P
où /, avec une variation irréductible, aura partout une dérivée bila-
térale finie (précisément nulle) valant sur une épaisseur au moins
égale à — Les segments (o, p i ) et ( ï — p o i) désignés par 2^ ont leurs
extrémités sur P et contiennent la totalité de P. /est actuellement
défini sur le champ X ^ , constitué par le segment a^i» et séparé des 2^
par deux intervâllesy'i, savoil* (p^ o^), (y^, ï — p^) .
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La première opération consiste dans le choix de Ai et de î\ (équi-
valent à celui des S^ et des j\), dans la construction du rectangle R,
et dans la définition de/sur A ^ . Passons à la seconde opération.

Soit p un entier impair supérieur à j— Nous divisons les deux
bases de R, en p parties équivalentes {fig- 9). Aux abscisses de rang

M / A

• p ^ correspondent des points M^ sur Op i . Le pre-

mier point M/ est en 0. Aux abscisses de rang impair — p i y "^-po • • " • ?
p- p ^ = p^ correspondent des points Aly sur le côté supérieur. Le der-
nier M.s est en A ^ . Les points M, et My appartiendront à la courbe
représentative de /". Deux de ces points correspondant à des abscisses
consécutives sont les sommets opposés d'un rectangle r,. Observons

pairo, ,p , , . . . „
/;

immédiatement que p est choisi supérieur à j- de façon que, la fonction
finale y possédant, sur chacun des conligus que nous allons déiinir
pour P dans la présente opération^ des variations absolues sensible-
ment égales à h^ nous ayons, pour la nouvelle contribution dans la
série des |V^|, un nombre voisin de i relativement à R< et à R\ sépa-
rément. A chaque opération ultérieure, nous nous arrangeons comme
au n° 45 pour apporter à la série, sur chaque segment traité, une con-
tribution supérieure à un nombre entier, ce qui assurera la divergence
de cette série dans toute portion de P.

Posons 0^=="^ pi (m^p\ et soit (^= pl la distance de deux points a^
de Qoc consécutifs- Soient, sur les bases de R^ A^, A^1 deux des
points M, l 'un supérieur, l'autre inférieur, correspondant à des
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abscisses consécutives a^a^. A^ est l'origine, Af est A, . Enfin,
nous désignons par Af^ le point (a,, o). Sur chacun des rec-
tangles A^A^*, y compris A^Af4 '1, nous opérerons comme précé-
déminent sur le carré OA, les valeurs notables de /étant cette fois o
et Ai au lieu de. o et i. Bien entendu on devrait procéder pour R^
comme nous le faisons pour R, , de manière à réaliser l'identité
/(i-^)==i-/(^).

Sur un même segmenta^a^ (o^m5p — i), convenons que/aura
une courbe représentative symétrique par rapport au centre du rec-
tangle A^A^, comme il a été entendu qu'elle l'aurait dans le carré OA
par rapport à son centre. On devra donc avoir, pour a^ ^ x ^ a ^ ' y

«+ ̂ +1 —x) +/(^) =fW +/«4-1 ).

De même, les deux arcs de celte courbe situés dans les deux rec-
tangles A^^^ etA^A^m^ i, ...,/?- î ) devront être symétriques
par rapport à la droite x = ^w ; donc, pour am~i < se < a^1,

/(.r)=/(-î<-^).

Ces conventions nous permettent de nous borner à tracer la courbe figu-
rative de /dans un seul des rectangles r, et dans le rectangle A^Af'1.

Soit £3 un nombre positif inférieur à ^ O a . De chaque côté des a'^
(pour a^ = o, d'un seul côté, le côté droit), retranchons de O.r un
intervalle égal à £2^-

Soient <==< + £30, Cm == o, i, ...,p), y7; == <4'1 - ̂ ô. (m==o,.,.,
p'_ i). Considérons l'ensemble Y] des segments conservés, et ? étant
compris entre o et a^ cherchons une limite inférieure de l'épaisseur
moyenne de T], entre < et ? si ^ surpasse a:J\ entre p et yr1 si P est
inférieur à y^"1- II est évident que ce m i n i m u m sera atteint quand
P sera en l 'un des points a^ dans le premier cas, ^ p ~ ' dans le
second cas, p étant positif. Ce minimum est donc i — 2£a> i — Oa.

Par déf ini t ion, en a^ /aura la même valeur qu'en a'^ et en ^ h
même valeur qu'en €^\ donc o en l'un des couples et /^ en l'autre.
Entre ̂  et y^, /sera une fonction /o définie par ses valeurs aux points
extrêmes {/ig. 10) et à fréquence n suffisante pour que, y étant quel-
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conque entre <' et y^, les épaisseurs des ensembles f^/Ça^)^/^1')
sur <Y, et/-^/^4-1) =/(^) sur yy^ surpassent ^(i — 6,). De là
résulte que, ? et ^/ étant quelconques, l'un entre o et Y^"\ l'autre

1 «- ffî - / / 1 I I 1 \

l.yJTÎ.A
A?'7

entre oC et oc^ l'ensemble /^-/(a^) a sur chacun des inter-
valles Py^ et a^jî' une épaisseur moyenne supérieure à "^-(i — ôa)2.

Soit maintenant pa ili1 nombre positif inférieur à £^. Nous déter-
minons h^ tel que, R^ étant l'un quelconque des 2.? rectangles
agrégés à un rectangle r^ ayant un sommet commun avec lui
en A^(m == o,...,/?), sa base horizontale égale à p^ et sa hauteur égale
à /^, quel que soit S dans un rectangle Ra ayant un sommet en A'",
les angles (S, 62, à?) et (S, O^^) contiennent respectivement les points
d'abscisses oÇ etv^"1 situés sur la base de R, possédant A^ (fig. n).
Pour m==o, il ne s'agit ni de (S, 9^ g ) ni de y^1. Alors, si par
exemple A^ est sur le côté supérieur de R^ (S, 62, cl) contient tout
le côté supérieur du rectangle de base o^oci et de hauteur h^ (Sy 63, g )
contient tout le côté supérieur du rectangle de base o y^""1 et de
même hauteur À ^ .

L'ensemble E(S, 0^ d) contient l'ensemble .z^oc^/^ /(a^).
Et de méine, l'ensemble E(S, Oa, g ) contient l'ensemble .y^^"1,
f=f^am}. Donc, quel que soit ? entre a^ et a^ l'épaisseur de
E(S, 62, d} sur a^p surpasse ^(i •— Qa) 2 . De même, quel que soit p
en ire o et j^\ l'épaisseur moyenne de E(S^ 9^ g ) , dans py^ "\ sur-
passe le même nombre.

Observons de plus que E(S, &, , d) contient E(S, 6^, d), puisque
l'angle (S, 0^ d) contient (S, 0^ rf). Donc l'épaisseur de E(S, 9^ d)

Awi. Éc. Norm^ (3) , XXXÏÏÏ . — JUILLET i ( ) i (» . 28
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surpasse : entre <'et p5û^, ^ ( i — ô ^ ) 2 ; puis, d'après un résultat établi,

entre a, e tp5 i , ^(i - 9,)2 ; donc, entre a^et ^ : ï°^(i - ÔQ2 ,quel

que soitp entre <'et i; ̂ (i — ô^)2 , quel que soit (î entre a^eto^.
Des conséquences analogues s'énonceraient pour E(S^ 0^ §-) et

pour E(S', 82, §*) si S^ est agrégé à Fun des rectangles symétriques
des Ba par rapport au centre du carré OA.

m prenant les valeurs o,... ,/? — i, les intervalles 0^4- pa, a^1— pa
(et leurs symétriques par rapport au point -1-» ainsi que ci-après^
seront contigus à P. Nous les désignons indifféremment par fg. Les

Fig. il.
-w./?,,+/ ..SPa*2

^I '^3 /

'̂
x^ "^

^ s

^R.
^ A——/

^ ^ !

h-pr4-T^

segments égaux «, <4" pa), «+l-~ p2. ̂ r1) désignés par S, et
projetant les R^ sur O^y ont leurs extrémités sur P et en contiennent
la totalité. Le champ Xa où nous venons de définir / est formé, dans
les i^ par les segments (oC, 7^) et, dans i,, par l'intervalle (a^, a^ )
accru de son extrémité gauche. Les intervalles j2, savoir (a^+pa, a^),
(T^^—pO dîune P^1 (o^w^- i), et d'autre part «, oc^),
inclus dans les ta ou (le dernier) dans ï',, séparent les Sa des Àa. Le
choix des i^ \ (ou des ̂ j\), des Ra, la définition de / sur les 7^
constituent la seconde opération. Passons à la troisième.

Le progrès de la construction s'aperçoit. Il faudra à la troisième
opération définir / sur certaines parties des intervalles 00^, ^a\,
a[cx.^ Y^, ..., ̂ a^ aP^ Aux extrémités de chacun d'eux, /est
connu. D'ailleurs, a cause des relations supposées entre les points
figuratifs de /dans la suite des rectangles r^ il suffit de s'occuper
d'un seul des 2jo premiers domaines et du .dernier. Auprès de a^,
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entre a^— pa (ou o, si m===o) e ta^+pa (oua^, s i m = = p ) , l e point
figuratif de/doit être dans l 'un ^MI l'autre (ou le seul) rectangle Ra
ayant le sommet A^. Chacun dj|̂ TL sera subdivisé en p^ rectangles r^

' - - < * • • ^ i t ' ' ' l
p^ étant un entier impair Nipeneur a-.--

Soit
h,

Nous désignons par a\ les points du segment (a^1 — pa, a^+pa )
distants de a^ d'un multiple entier de §2 0- Pour ces valeurs de ^, le
point A^, figuratif de /, sera alternativement sur la base supérieure
et sur la base inférieure d'un IL (A^) admettant le sommet A^.
A^, déjà placé, est l'un des A'7, savoir A7^4"1; il fixe tous les autres A^
parmi lesquels, p^ étant impair, est le sommet opposé à A^ dans l'un
et l'autre (ou le seul) rectangle Râ(Af). A^ et A^'ont respectivement
pour abscisses a7^ — pa et a^+ pa , et sont symétriques par rapport à la
droite x == a^, même pour m = p . Nous désignons par A^ et Ay34"2 les
points figuratifs déjà placés d'abscisses y^-1 =a°, et ̂ ==a^\ [Pour
m=o, il n'y a qu'un rectangle I^A?) et aucun point A^ d'indice
supérieur moindre que p ^ + ï ; pour m==p, il n'y a qu'un rec-
tangle Ra(A^) et aucun point a\ d'indice q =p2 + 2, ..., ip^ Mais on
a encore a,2^^ < + p^ et aj^2= <. ]

Sur une base a^a^Çq = o, ...,2p2 4-1),/aura son point figuratif
dans le rectangle A^AF1. La courbe (^/) sera, dans chaque rec-
tangle 7-2, symétrique par rapport à son centre et, dans deux rec~
tangles r^ contigus, elle sera symétrique par rapport au côté commun.
De plus, pour o < w<p, entre y^'1 = a^ et a^ == ^2+2, elle devra être
symétrique par rapport à la droite x === <^, d'après la condition déjà
posée que, dans deux rectangles r^ adjacents, elle soit symétrique par
rapport à leur côté commun.

£3 étant inférieur à ^Og , nous posons {î^m^p — i), quelquesoit q2
entre i et 2^2 + i inclusivement :

^=^+£3^ y! ̂ r1--^.

(1 ) Le lecteur est prié de faire des figures analogues à celles qui portent les n08 9 et 10.
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Nous adoptons les mêmes notations pour m == o, p.^ + i^ç^^pa-}- T ,
eipourm^p, î ^ y ^ p ^ » En outre, pour m==p^ nous considérons le
point a^^aC+^C

A la troisième opération, nous définissons /' sur les intervalles
Y^a^a^ diminués de tous les -{f'a^ a^a;(. Quelque soit p
entre y^ (== o, si m = o) et ̂ \ l'ensemble des segments conservés
possède, entre (3 et yj"1 si P^yiT1 ' G"^ a^ et (3 si a!̂  <; (3, une
épaisseur moyenne supérieure à i— 2.E^^>i -— O^. Nous posons

/(aî0=/(^), /(^)=/(ar1).

Ces deux nombres diffèrent de h^ leurs seules valeurs possibles,
quels que soient m et q, étant o, h^, A< — À^, /^.
/ entre al et y^ (sauf pour m=.p, q =/?a 4- i), entre a^1 et <a^7s"t"^

entre a2/^1 et a^2:^ a^, coincidera avec des fonctions /o correspon-
dant aux valeurs fixées aux poi nts extrêmes, et assez souvent oscillantes
pour que les épaisseurs des ensembles /'==/(a^) entre a^ et y,
/==y(Y^) entre y et ^ surpassent ^ (1—63) , quel que soit y entre
x^ et Y^ (avec une règle analogue pour les deux champs juxtaposés
entre a^ et a^). Alors, si Yt'i<^<Y!^l ou si a î<P< a ^
l'épaisseur de /*=/(^)? respectivement entre (3 et y^1 ou entre
a^ et P, surpasse - ( i — O ^ ) 2 .

On choisit p^ et hy assez petits pour que tout angle (S, ôg, d) et
(S, Ô3?^') ayant son sommet S in té r ieur à r^, avec des coordonnées
différant de celles de a\ d'au plus p3 et h^ (l 'ensemble des S ainsi
caractérisés forme deux rectangles Rg), contienne respectivement les
points

a|,/(aî)=/(al) et ^-\ /(yF1) =fW-

Alors, entre al et (3, si a^<;p<;a^, E(S, 6 3 , â f ) a une épaisseur
supérieure à ^(i — ôg)2. Il en est de même pour E(S, ô^ g) entre p
et y^ si Y^"' l<P<y^ l• Désignons par Ep^ et Ep^ les ensembles
E(S,6^)etE(S,6^).

S appartenant à l'un des rectangles Rg, écrivons sur une ligne le
nom de rensemble, le segment où nous considérons son épaisseur,
1̂  champ eu varie rune des extrémités j3 de ce segmenty et enfin une
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limite inférieure de l'épaisseur moyenne de rensemble sur ce segment.
s étant l'abscisse de S, nous désignons par a^\ a^ et par •Y^~\ Y1"1,
parmi les points antérieurement compris dans ces notations, les plus
voisins de s respectivement à sa droite et à sa gauche.

EI^ sur ai (3, si a^ < j 3 < î , a une épaisseur supérieure à ^ ( i — Q ^ ) 2 ,

E^ sur a^[3, . si a^< j3<a i , » ^ ( i — 0g)2,

Ear: sur a^ (3, si a;{ < (3 < a;", » -l(i — 0^,

E^ sur (3yrS si o <(3<y^1, » ^i-^)2,

Ë3^ sur (3 yFS si y^1 < P < 7F1. » ^(i—^)2 .

(Nous ne considérons pas les E,^ si S est dans le rectangle le plus
à gauche de sommet inférieur 0, non plus que les E^ relatifs au rec-
tangle le plus haut et le plus à droite de sommet supérieur A.)

La construction progresse sans difficulté suivant une règle évidente.
Nous formons une suite de systèmes de rectangles R,, R^, . . . . R^, ...,

à côtés parallèles aux axes, chacun des R^_, étant inclus dans l'un
des Rp. Les B^ d'un même indice se projettent sur Qx suivant des
segments S^(o^ e t i - p^ i pourjo = i ; a^- p^<et <\ 0^4- pa et
leurs analogues pour p = 2, etc.), tantôt juxtaposés, tantôt séparés
par des intervalles qui sont tous des contigus à P. Si l 'un de ces inter-
valles est limité à deux segments 2^ et non point à deux segments S»_.i,
nous le désignons par ip. A la ^îème opération, nous définissons /
comme coïncidant avec des fonctions du type /o dans un certain
champ \p constitué : i° par une portion centrale de chacun des ?„, et
valant une fraction de ce même ip égale à i — 2£^^> i — 6,,; 2° par des
portions bordant de part et d'autre les .̂̂  où /a été antérieurement
défini (et situés dans les î^-^). LesÂ^ sont séparés des £p par des inter-
valles/^, tous égaux entre eux, et valant sensiblement Epip. Tout point
du segment o y i appartient à un 2^, à unj^ à un 5^ ou à un À^.

P est l'ensemble parfait commun à tous les Sp. En toutpoint étranger
à P, une certaine opération définit /.

Les dimensions des IL, tous égaux entre eux, tendant très rapi-
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dément vers zéro quand p croît, ces domaines ont en commun un en-
semble parfait qui est la représentation de / sur P. La continuité de f
est évidente.

Dans chaque R^-i, les R^ sont ainsi disposés que la somme des
variations absolues de/dans les ip surpasse i pour chaque ^-<. La
variation de /*est donc irréductible sur P.

Grâce au choix des dimensions et à la situation des R^, quel que
soit S dans Rj,, si a^ a^ sont respectivement les extrémités gauches
du \ et du X^-i les plus voisins de s à sa droite, si "^~1, Yp-\ sont 1̂
extrémités droites du \ et du À^_, les plus voisins de s à sa gauche,
quel que soit [3, entre a^ et a^ dans le premier cas, entre y^ et y7'"1

dans le second cas, les ensembles E^(S) etE^.(S) ont leurs épais-
seurs moyennes supérieures à - ( i — O ^ ) 2 , respectivement entre a^
et P, entre [3 et ^~1.

Comme E^ et E^ contiennent E^^etE^y^, quels que soient/? et^,
/ prend sur P des valeurs telles que, pour tout point s de P, les en-
sembles E(S, 6, d) et E(S, 6, ^*) ont en s une épaisseur bilatérale au
moins égale à ̂  si petit que soit ô.

Nous avons donc bien, avec une dérivée finie et continue hors de P,
la dérivée bilatérale zéro sur l9 épaisseur - en tout point de P, où cepen-
dant la variation de f n^est définie sur aucune portion.

(A .suivre.)


