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MEMOIRE

SUR LA

TOTALISATION DES NOMBRES DERIVES
NON SOMMABLES;

Par M. Arnvauvp DENJOY.

Le présent exposé doit étre regardé comme constituant la troisiéme
et derniére Partie d’'un méme travail dont I'objet serait assez exacte-
ment défini par ce titre d’ensemble : Vémotre sur la dérivation et son
calcul inverse. De cet Ouvrage trop étendu pour trouver place dans un
recueil unique, les divisions antérieures ont paru, I'une au Journal
de Mathématiques pures et appliquées (1915), 'autre au Bulletin de la
Société mathématique de France (2° et 3° fasc., 1915). Dans la
premiére, intitulée : Mémoire sur les nombres dérivés des fonctions con-
tinues, j’ai répondu & un certain nombre de questions dont I'éclair-
cissement préliminaire m’a paru indispensable a la solution des pro-
blemes étudiés ci-apres et constituant I'objet essentiel de toutes ces
recherches. Les résultats de ce premier travail se déduisent de deux
énoncés d’une application constante dans les théories descriptive et
métrique de la différentiation (') et se résument en la proposition sui-
vante. Appelant (pour un méme point) associés deux dérivés extrémes
relatifs & un méme coté, opposes deux dérivés extrémes de cotés et

(1) Je désigne ces propositions sous les noms de Premier et de Second Théorémes
des nombres deérivés.
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de rangs différents, on peut affirmer que, sur une épaisseur pleine (') :

Deux dérivés associés sont égaux s'ils sont finis, inégaux st l'un au
moins est infini ; deux derivés opposés sont simultanément finis et égaux,
ou infinis et inégaux.

Utilisons les notations adoptées dans ce premier Mémoire. Les
associations des quatre nombres dérivés extrémes d’'une fonction
continue en un méme point se répartisqent en quatre types seulement,
toumurs en négligeant les ensembles minces : 1° A; = A, = + =,
Sy=108,= —o0; 2°A, = -—b‘, = +w; 6, =A,, I'un et I'autre étant
finis; 30 Ay=08,=4, =2, tous les quatre etant finis (dérivée bila-
térale tinie); 4° A, = &g, I'un et I'autre finis, — 6, = A, = + . Nous
désignons ces cas parles notations respectives (AA"), [BD'], [CC’], [DB].

(1) Yappelle ensemble éparis Lout ensemble possédant une mesure posilive, ensemble
mince tout ensemble de mesure nulle, ensemble épais en un point M un ensemble épais
dans tout intervalle contenant M, ensemble épais en lui-méme loul ensemble épais
dans chaque intervalle contenant un queleconque des points de I'ensemble, épaisseur
(moyenne, pour préeiser) d'un ensemble sur un intervalle ou un segment (*) ab leo
quotienl par b—a, de la mesure de la portion de I’ensemble, comprise entre a et b. L'épais-
seur de 'ensemble en un point agrégé ou étranger & lui est par définition la limite, si elle
est unique, de I'épaisseur de I'ensemble sur unintervalle quelconque contenant ce méme
point et tendant indifféremment vers zéro en longueur. J'appelle épaisseur pleine (ou:
pleine épaisseur du continu) un ensemble dont le complémentaire est miuce ou encore
dont I'épaisseur est un sur tout intervalle, pleine épaisseur d’un ensemble E tout
ensemble agrégé 4 E et ayant méme mesure que K. L'expression « sur une épaisseur
pleine » a donec pour nous le méme sens que la loculion « presque partout » créée par
M. Lebesgue et trés généralement usitée, mais qui me parait présenter certains inconvé-
nients, d’abord de ne justifier son acception que du point de vue métrique (au point de
vue descriptif, le réle des épaisseurs pleines est joué par les résiduels) et en second lieu
de faire considérer, & tort en général, comme prépondérantes les propriétés réalisées
« presque pariout ». Les caractéres essentiels d’une fonetion peuvent aussi bien (et c’est
méme la le cas le plus fréquent) se manifester exclusivement sur des ensembles de mesure
nulle. Cest ainsi, par exemple, que la fonclion continue la plus générale possédant la
dérivée zéro « presque parlout » admet toute l'indétermination de la fonclion la plus
générale coulinue et a nombres dérivés finis (voir 1™ Parlie, p. 204—209).

Beaucoup d’auteurs donnent aujourd’hui au mot densité le sens que jaliribue au
lterme épaisseur dans les loculions « épaisseur d'un ensemble dans un intervalle »,
« épaisseur d’un ensemble en un point ». Avec cette acception du mot densité, il est

(*) Je conserve la distinction — dont l'usage m’a montré la commodité — entre l'intervalle ab
(ensemble @ < & < b) ct le segment ab (ensemble =2 <b). En principe, les extrémités d'un
intervalle ou d'un segment sont toujours supposées énoncées dans l'ordre croissant.
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Ou encore, en utilisant la représentation géométrique desTonetions,
appelons angles dérivés de la courbe y = f(x) en un de ses points M,
les deux angles A, et A, formés par toutes les positions limites
possibles des demi-droites MM, joignant M 2 un point M, tendant vers M
quand n croit. La paralléle ascendante 2 Oy menée par M, soit z'Ms,
laisse 'intérieur de A, a sa droite, l'intérieur de A, 2 sa gauche. Alors,
en négligeant sur la courbe un ensemble de projection mince sur Oz,
ou bien A, et A, valent I'un et 'autre deux droits et sont biadjacents
suivant Mz et Ms" (1% cas ), ou bien A, et A,, non nuls, sont supple-
mentaires et adjacents suivant Ms ou suivant Mz’ (2° et 4° cas), ou
~bien A, et A, sont nuls et portés par une méme droite inclinée sur Oz
et sur Oy (3¢ cas, tangente & pente finie) (*).

C’est & ce Mémoire du Journal de M. Jordan que je désirerai adresser
le lecteur par la simple mention : « premiére Partie ».

La seconde Partie de mon travail, intitulée : Mémotre sur les fonctions
dérivées sommables et parue au Bulletin de la Société mathématique, se
compose d’abord d’une étude succincte des deux opérations inverses

exacl de dire : Un ensemble partout dense (celui des nombres rationnels, par exemple)
peat avoir une densité nulle dans tout intervalle; un ensemble partout non dense peut
avoir la densité un (maximum) en chacun de ses points. L’inconvénient visible de tels
énoncés, résultant de cet emploi du mot densité, me semble cependant moindre que celui
d’établir une communauté apparente et inexistante entre deux ordres d’idées totalement
distincts, régnant respectivement dans les théories descriptive et métrique des fonctions
(et des ensembles) (1*® Partie, n°® 16, et Comptes rerndus, 31 mai, 14 juin 1915). La
premidre a pour objet I'étude des propriétés conservées dans Loute transformation continue
et croissante de la variable indépendante. (Les Lravaux de M. Baire se rapportent a cetle
théorie et y tiennent une place essentielle.) Or une substilution de celle nalure peut
échanger les épaisseurs pleines et les ensembles minces. Aussi la théorie descriptive
ignore-t-elle entiérement la notion de mesure des ensembles. Par contre. la propriété
d’un ensemble d'étre dense ou non dense sur le continu, ou sur un aulre en:emble, est
vraisemblablement le caractére fondamental dans la théorie descriptive; aussi ai-je cru
utile, pour éviter des confusions possibles, de n’appliquer en aucun cas a une notion
métrique I'expression densité, et de la remplacer dans les conditions définies plus haut
par le terme épaisseur.

(*) Le méme énoncé peut revétir une troisidme forme (2° Partie. p. 164) sous laquelle
il est appliqué ci-aprés (n° 39 bis). Les mémes cas fondamentaux des nombres dérivés se
présentent, comme 'a montré M™ Gr..ce Chisholm Young ( Comyptes rendus, 13 mars 1916)
pour une fonction mesurable queleonque, finie sur un ensemble dense. (Consulter egale~
ment, du méme aalear, un Mémoire des A« ta mathematica, t. 37, conlvnant certains résul-
tats préliminaires de la premiére Parlie, entre antres le théoreme du n® 27.) L'impossibilité

Ann. Ee. Norm., (3), XXXIIL ~ Mar1 1916. 17
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de la dérivation constituées par U'intégration de Riemann et par celle
de M. Lebesgue, puis de recherches sur les fonctions dérivées a zéros
partout denses. Je donne 4 la fin de ce méme article un moyen de
transformer une fonction dérivée a zéros partout denses, en une autre
partout nulle en dehors d'un ensemble parfait discontinu, et variante
sur toute portion de ce dernier. Cette construction serautilisée a la fin
du présent Mémoire dans la détermination de fonctions dérivées dont
la totalisation exige des opérations d’un ordre transfini de plus en plus
élevé. La simple référence « Deuxiéme Partie » désignera ce Mémoire
du Bulletin de la Société mathématique (*). |

Dans le travail que je soumets aujourd’hui & lindulgence du
public mathématique, je résous le probléme de déterminer la
fonction primitive d’une fonction o dont on sait qu’elle est une
dérivée (*). 1l est connu que la fonction dérivée la plus générale
n’est intégrable ni par le procédé de Riemann, ni par celui de
M. Lebesgue. L'opération permettant de remonter de ¢ & sa primitive f
ne s’applique pas nécessairement a toute fonction finie ¢, mais elle
fournit un moyen de savoir si ¢ est une dérivée. Pour qu’il en
soit ainsi, il faut d’abord que Iopération précédente, que j’ai désignée
sous le nom de zotalisation, puisse étre poursuivie sans impossibilité
jusqu’au calcul de la zozale de { entre deux points quelconques du
champ de définition de . Ceci vérifié, il faut encore (et cette condition

d’une dérivée bilatérale infinie existant sur un ensemble épais (d’aprés I'énoncé du texte,
le méme résultat est vrai pour une dérivée unilatérale infinie) avait déja é1é signalée par
M. Lusin, donl les recherches dans le méme ordre d'idées sont des plus imporlantes. On
trouvera dans son Ouvrage /ntégrale et séries trigonométriques (These russe, Moscou,
1915; Linnera et Sobko,éditeurs) une bibliographie trés compléte de ces questions, aux-
quelles l'auteur apporte dans ce méme travail une contribution essentielle. Enfin, les
diverses méthodes d’intégration décrites a ce jour sont I'objet d’une excellenle étude
dans la these de M™ Pia Nalli (Palerme, 1915).

(1) Le renvoi a un numéro, sans aucune mention particuliére, désignera un paragraphe
du présenl article, constituant la troisiéme Partlie de ce Mémoire. '

(2) Comptes rendus, t. 184, 1912, p 859-862 et 1075-1078.

Les regles opératoires et les conditions de leur application adoptées dans ce Mémoire sont
moins restrictives .que celles des deux Communicalions précédentes. Je visais, dans ces
Notes, & déterminer un calcul de primitives convenant trés striclement aux fonctions
dérivées. Celui du Mémoire s’applique 8 des nombres dérivés beaucoup plus généraux.
Tappelle désormais le premier zotalisation compléte.
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suffit évidemment) que la totale de ¢ entre a et x ait en tout point
une dérivée coincidant avec ¢ (*).

J'établis d’abord un théoréme d’application fréquente auquel je
donne le nom de « principe de la gradation des fonctions continues
sur les ensembles parfaits ». J’étadie ensuite diverses facons d’envi-
sager la « variation » des fonctions continues sur les ensembles
parfaits. La principale, du moins dans la théorie dif?‘ér‘entiel]e, réside
dans I'idée de la « variation simple ». Celle-ci est considérée comme
définie pour fsur I'ensemble parfait P, moyennant que les variations
absolues de f dans les contigus a P forment une série convergente.
Jenvisage aussi une « variation totale » de f sur P, une « variation
de fautourde P ». Lavariation de f sur P sera dite réductible, si P con-
tient une portion ou la variation simple de f est définie. Ces consi-
dérations mettent en lumiére une classe de fonctions'extrémement im-
portantes pour notreobjet, lesfonctions «résolubles » (ouplutdt: a varia-
tion résoluble), ¢c’est-a-dire dont la variation sur tout ensemble parfait
mince est « réductible & zéro ». Il se trouve que cette condition entraine
la conséquence suivante. Appelons dérivée approximative d’une fonc-
tion en un point, une dérivée (s’il en existe une), spéciale a un
ensemble d’épaisseur un en ce point. Alors : 1° toute fonction résoluble
a une dérivée approximative (ou générale) sur une épaisseur pleine;
2° tout ensemble parfait P contient une portion @ ol la fonction réso-
luble considérée a une variation définie, ol sa dérivée approximative
est sommable et ol la variation de la fonction sur @ est égale a la
somme besgienne (sur @) de sa dérivée approximative ().

L’importance capitale de la classe des fonctions résolubles vient des
propriétés suivantes. Sont résolubles : 1° toute fonction admettant en

(1) M. Lusin a montré (Intégrale et série trigonométriques, p. 96-139) l'existence,
quel que soit ¢, d’'une fonction continue admettant ¢ pour dérivée sur une épaisseur
pleine. Cetle fonction continue n’est déterminée qu’a 'addition prés d’une fonclion ayant
une dérivée nulle sur une épaisseur pleine, donc au moins aussi indéterminée que la fonc-
tion la plus générale & nombres dérivés finis (woir note, page 128).

(?) Au cours de I'impression de cette troisieme Partie, a paru aux Comptes rendus
(21 février 1916) une trés intéressante Note due & M. Khintchine et ol ’auteur envisage
celte méme sorte de dérivée qu’il qualifie d'asymptotique. Consulter également une Note
du 13 mars 1916 (Comptes rendus) contenant une analyse succincte du présent travail,
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tout point une dérivée finie; 2° toute fonction admettant en tout point
au moins un de ses quatre dérivés extrémes finis; 3° toute fonction
admettant en tout point une dérivée approximative finie; 4° toute
fonction admettant en tout point un ensemble dérivé fini, pour

Agr . . . 1
un c6té au moins, sur une (paisseur surpassant -- Et alors une

fonction de chacune de ces catégories est parfaitement déterminée,
A une constante additive pres, par la connaissance, sur une épaisseur
pleine, respectivement : 1° de sa dérivée; 2° de son nombre dérivé
extréme fini (de rang et de coté inconnus et variables); 3° de sa dérivée
approximative; 4° d’'un de ses dérivés médians ou extrémes d’epais-
seur. Bt il se trouve que, dans le deuxieme et le quatrieme cas, le
nombre donné est encore sur une épaisseur pleine la dérivée approxi-
mative ou générale de la fonction inconnue.
~ Nous sommes alors conduits 3 nous poser le probléme suivant :
Comment calcule-t-on une fonction résoluble f connaissant sa derivce
approximative ou genérale @ sur une épaisseur plerne? La question ainsi
posée détermine entiérement une suite de calculs a effectuer sur o,
ordonnés selon le mode transfini et se terminant, pour toute dérivée ¢
donnée, au bout d’une infinité dénombrable d’opérations. C'est ce
calcul de la variation de f entre deux points que j'appelle totalisa-
tion de 7 entre ces deux mémes points. Aprés une application du calcul
totalisant aux séries de Fourier, je consacre la fin de mon Mémoire
4 établir des fonctions dérivées nécessitant, pour I’évaluation de leur
primitive, I'emploi d’une suite d’opérations du méme calcul jusqu'a
tels rangs transfinis librement choisis d’avance. ‘
Aucune des trois Parties de ce Mémoire n’aurait pu étre concue
sans les travaux antérieurs de M. Lebesgue sur I'intégration. Les
résultats fondamentaux obtenus par cet auteur dans ce domaine
doivent étre parfaitement familiers au lecteur de mon Ouvrage. Néan-
moins, bien convaincu que I’on encourt difficilement en ces matiéres
le reproche de prolixité, j’ai tenu & donner des démonstrations et
des explications se suffisant le plus souvent a elles-mémes. Ceci ne
m’empéche pas d’adresser trés fréquemment le lectcur aux Legons sur
Vintégration de M. Lebesgue, monographie que je désigne, comme
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dans les deux premiéres Parties, parles seules lettres L. 1. (*). J’ajou-
teral enfin que, n’ayant point en vue un but didactique, je ne me suis
nullement occupé de fournir des démonstrations courtes et saisis-
santes des divers théorémes rencontrés. J'ai voulu surtout marquer
'enchainement des idées et je ne me suis nullement privé de m’at-
tarder & préciser chacune d'elles au moment me paraissant le plus
opportun, sans m’inquiéter de ralentir ainsi la course vers le terme
d’une démonstration. Les lecteurs qui en auraient le désir, réuniront
facilement pour les propositions dont I'intérét leur paraitrait justifier
ce soin, les éléments dispersés dans ce travail, de démontrations plus.
promptes.

CHAPITRE I.

LA VARIATION DES FONCTIONS CONTINUES RELATIVEMENT AUX ENSEMBLES
PARFAITS.

_ Principe de la gradation des fonctions continues
sur les ensembles parfaits.

1. VR( /), VR(f2), ..., VR(f,) désignant lesvariations relatives (*)
des fonctions continues f,, [y, .., fnsur un méme intervalle indeterminé,
et L, M, ... éant, par rapport aux nombres VR( f,), ..., des expressions

(1) On consultera également avec grand profit le Cours d’Analyse in finitésimale
de M. de la Vallée Poussin, particulidrement les chapitres de cet Quvrage consacrés aux
variables réelles, et aussi les Legons sur les fonctions discontinues de M. Baire
(collection de monographies dirigée par M. Borel). Depuis la rédaction de ce Mémoire,
M. de la Vallée Poussin a publié les Legons d’un grand intérét, relatives 4 des sujets
connexes 4 celui de ce Mémoire, et que I'éminent professeur de Louvain avait développées
dans son cours en Amérique pendant I'biver 1914-1915.

(2) Yappelle wariatior, variation absolue, variation relative de f entre @ et b (a < b),.

ou sur lintervalle ad, les nombres f(b)—f(a) |f(b) f( a)l, f(b) f(a)(x"Parue P- 144)
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linéaires et homogénes a coefficients constants [soient donc

L:)\lvR(fl)++7‘nVR(fn)7 M:FXVR(fl)“"--]»
st une ou plusieurs relations de l'un des types

L=ouzouZla, M=ouzZouif3, ...,

«, B €étant des constantes, sont vérifiées simullanément par une famille o
d’intervalles situés entre a et b et admeltant pour points limiles tous les
poinis de ab, sans que les mémes relations soient satisfaites par le
couple (a, b), 1l existe alors un ensemble parfait discontinu P salisfaisant
aux condilions suivanies :

1° Sur chaque intervalle contigu a P, toutes les relations enoncées sont
satisfaites.

2° P présente une propriété de minimum, a sayoir qu’ic est impossible
de déplacer d'une quantité infiniment petite aucun des intervalles contigus
a P, en accroissant la longueur de cet intervalle et en conservant entre ses
extrémités l'exactitude des relations exigées.

Enfin les mémes conclusions subsistent sz la famulle ¢ est constituée
par les winiervalles contigus a un ensemble fermé discontinu E contenant
aetbh. Alors, P est de plus agrégé a E.

Nous disons, selon une définition antérieurement posée, qu’une suite
d’intervalles o,, @,, ..., 9,, ... tend vers un intervalle ¢,, si les extré-
mités gauche et droite de ¢, tendent respectivement vers les extrémités
gauche et droite de g,. Nous disons que la famille ¢ admet «, pour
point limite, s’il y a une suite d’intervalles ¢ dont les deux extrémités
tendent simultanément vers a,. Si tous les points de ab sont points
limites des intervalles o, c’est, en toute équivalence, que chaque inter-
valle intérieur 4 @b contient entiérement un intervalle ¢ et par suite
une infinité d’intervalles ¢.

Développons les relations auxquelles sont assujetties les variations
relatives sur un intervalle zx’' (') de la famille ¢. Elles deviennent :

MA(@) = fi(2) ]+ 2 Lfa(2) = fa(@) ]+ o+ W[ Sfn(2) — Sa(2) ]
(1) =ouZoula(x' — x),

ANACY) —ft(-x)]-f—... =ou2ouif (2 —x),

LY

(*) Comme toujours au cours de ce Mémoire, des deux extrémités d’'un méme inter~
valle la premi‘ere énoncée est 'extrémité gauche? la seconde I'extrémité droite,
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Sil'on posait A, f, + ... + A, f, =F,, ..., les premiers membres des
relations données deviendraient VR(F,), VR(F,), ..., les F,, F,, ...
pouvant étre indépendants ou liés linéairement. Cette question de
forme est d’ailleurs sans importance. Car, nous n’aurons plus recours
a 'expression des relations (1) quand nous aurons fait sur elles les
deux remarques essentielles suivantes : 1° & cause de la continuité
des fonctions f,, ..., f,, et des signes = adjoints aux conditions
éventuelles d’inégalité, et rendant accessible toute égalité qui n’est
pas obligatoire (nous dirons que les relations d’inégalité sont
Jermées), si les relations (1) sont wverifiées simultanément sur une
suite d’intervalles ,, Yy, ..., Yy, ... tendant vers un intervalle limite
non nul {,, ces mémes relations sont vérifies sur ¥, (il n’est nulle-
ment nécessaire de supposer pour cela que les ¢; soient parmi les
intervalleso donnés) ; 2° les relations (1) étant linéaires et homogénes,
aux premiers membres par rapport aux variations des f;, aux seconds
membres par rapport a la variation de x, st ces relations sont véri fies
sur deux intervalles adjacents xx', ' ", elles sont vérifiées sur l'inter-
valle constitué par la réunion des deux précédents. Nous conviendrons
de dire que les deux points z, «’ sont associés [ sous-entendu : selon
les relations (1)]. Notre premiére remarque nous donne en par-
ticulier cette conséquence que ’ensemble des associés d’'un méme
point est fermé (en considérant chaque point comme associé & lui-
méme). La seconde remarque exprime que si # et 2’ d’une part, &'
et 2" d’autre part, sont associés, il en est ainsi de x et de 2.

Au cas ot les intervalles @ sont les contigus d’un ensemble fermé E,
nous n’envisagerons de points associés que sur EE. Mais nous repren-
drons ce cas, une fois le premier traité.

Soit b, le point du segment ab le plus éloigné de a et associé a a.
Si aucun point intérieur & ab n’est associé & a, b, devra étre consi-
déré comme coincidant avec a. Sinon, ’ensemble des associés de a
étant fermé, I'un d’eux (sur ab) est a la droite de tous les autres, et
c’estd,. a et b par hypothése n’élant pas associés, b, n’est pas en b.
De plus (sur le segment ab) nulpoint b’ a droite de b, ne peut étre
associé 4 b,, sans quol a et b’ seraient associés, et & serait plus éloigné
de @ que b,, ce qui est impossible. Sur le segment b,, soit a, I'associé
de 0 le plus éloigné de lui. Ce point pourra étre b lui-méme, si & n’a.
pas d’associé entre &, et . Ce point ne pourra pas, comme NOUS Venons



136 ARNAUD DENIOY.

de le voir, coincider avec b,. b, et @, seront les points extrémes de
I'ensemble parfait & construire P. Entre b, et a, il existe des inter-
valles 0. Leurs extrémités sont associées. Donc, la distance inté-
rieure des couples de points associés compris simultanément entre b,
et a, posséde un maximum positif. Ce maximum est atteint
(17 remarque ) par 'un au moins de ces couples. S’il est atteint par
plusieurs, ceux-ci forment un ensemble fini ou infini, en tout cas
fermé, possédant un élément le plus & gauche et un élément le plus &
droite. Désignons par exemple le premier par a,, b,, et soit «, 'inter-
valle limité par ce couple de points. Si doncx et z*, situés entreb eta,,
sont associés I'un-a lautre, on a, ou bien o' —x <u,, ou bien
«’' — x=u, avec x > a,.a, n’est pas en b,, sinon b, admettrait b, pour
associé. De méme b, n'est pas en a,. Le segment a,b, est donc
intérieur 4 b,a,. Toujours pour des raisons analogues, a, n’a pas
d’associé situé a la fois & sa gauche et & la droite de &, (il pourrait en
avoir entre a et b,, mais ces points-ci ne seront plus considérés et
peuvent étre regardés comme supprimés de ab). De méme, ni b,
ni a, n’ont d’associé situé entre eux. Sur b,a, et sur b,a, respectl—
vement, nous répétons l’opération faite sur b,a,.

Supposons définis les segments a, b, ou u,, ayb, ou ts, ..., a,_, b,
ou ,_,, intéricurs & b,a,, deux a4 deux sans points communs. Les
(n— 1) tntervalles u; séparent, sur bya,, nsegments p,, ., ..., Pn, SAVOIr
beaj, bjay, ..., bia,. Nous supposons «,, et b, associés (m=n 1)
et présentant une certaine propriété de maximum de distance. En
particulier, @, n’a pas d’associé sur le segment p, dont il est 'extré-
mité droite, ni &, sur le segment p,,, dont il est 'extrémité gauche.
Sur chaque segment g, (£ < n) il existe par hypothése des inter-
valles ¢ intérieurs a lui. Il y a donc des couples associés, agrégés

I'ig. 1.

L2 L . by by bs 5
a 50 b./ a, Oy Ln ag R <} ]

4 ps- D'ailleurs tous ces couples sont intérieurs & p;. Car, ni
I'urie ni l'autre des extrémités de g, n’a, sur le segment p,,
d’associé distinct d’elle-méme. Tous les couples. mtérleurs aux
divers g, ont domc une distance intérieure maximum non
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nulle, et atteinte par 1'un au moins d’entre eux, d’apres notre
premiére remarque. Enfin, d’aprés cette méme remarque, si elle est
atteinte par plusicurs couples, 'un de ceux-ci posséde une extrémité
4 gauche de toutes les autres. C’est le seul couple remplissant toutes
ces conditions que je désigne par a,, b,. 11 est complétement intérieur,
comme nous venons de 'expliquer, & un certain segment g, ou b,a,.
L'intervalle a,b, ou u, sépare dans p, deux segments b,a,, b,a, et

a, n’a aucun associé sur le premier ni &, sur le second. 1l est méme

visible qu’aucun des quatre points 4, a,, b,, a, n’a d’associé sur I'un

ni Pautre des deux segments. Pour &, ,, ¢’est notre hypothese. Pour

a,, b,, c’est la conséquence de la propriété de longueur maximum

de u,. I’opération, commencée pour la valeur 1 de n, se continue

indéfiniment sans arrét possible et nous conduit toujours i des inter-

valles a,b, satisfaisant aux conditions posées. Ce serait, notons-le,

une erreur de penser que a, b, est nécessairement un intervalle ¢. Nous

faisons simplement appel 4 I'existence de cette famille ¢ pour nous

assurer de la validité, sur tout segment g, d'un maximum positif pour

la distance des couples associés intérieurs au segment. Observons de

plus que l'intervalle ,, 2 chaque suppression nouvelle dans b,a, d’'un

intervalle w,,(m<n), u, est & chacun de ces moments compris dans un

segment p conservé. Done, d’apres la régle présidant au choix des u,,

tous les u,, sont au moins égaux a u,. Les «, ne vontjamais en croissant

avec leur indice. Leur longueur tend évidemment vers zéro.

Je dis que les intervalles a,b, ou u, sont contigus 2 un ensemble
parfait discontinu. En effet, ils sont deux 4 deux sans points intérieurs
ni extrémes communs. Donc les points qui ne sont intérieurs a aucun
d’eux forment un ensemble parfait P. Je dis que P est discontinu.
Sinon, P contiendrait un segment of. Ce dernier ferait partie,
quel que fut n, de I'un des segments p, conservés aprés suppression
de u,, ty, ..., u,., dans b,a,. Mais «f3 contient un certain intervalle ¢.
Ce dernier, toujours intérieur a p,, serait au moins égalé par u,, quel
que fut n, ce qui est absurde.

La premiére conclusion de I’énoncé du théoréme est I’exactitude des:
relations (1) entre les extrémités de chaque «,. En effet, «, et b, sont
associés par hypothése. Nous verrons un peu plus bas que, si ces
relations sont toutes des inégalités (fermées), 'une au moins de ces der-..

Ann, Ec. Norm., (3), XXXIII. — Mar 1g16. 18
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niéres fait place sur u, a 'égalité. La seconde conclusion est qu’aucun
desintervalles u, ne peut étre déplacé d’'une quantité infiniment petite
et en méme temps augmenté de longueur, ses extrémités restant asso-
ciées. En effet, u, posséde la longueur maximum des intervalles
agrégés i o;, soit b,a,, et ou les relations (1) sont vérifiées. Si donc o,
est la plus petite des distances a, — b, et @, — b, il est impossible,
sans déplacer d’au moins &, I'une ou 'autre des extrémités de I'inter-
valle, d’augmenter sa longueur, ses extrémités restant associées.
Remarquons cette propriété, un peu moins précise que la précédente :
chaque point de premiére espéce de P est dépourvu d’associés
infiniment voisins de lui et situés par rapport 4 lui du méme coté
que I'ensemble P. A cause de la propriété de maximum présentée
par chacun des u,, on peut considérer P comme un ensemble mini-
mum. Ceci ne veut pas dire qu’il n'existe pas d’ensemble parfait
jouissant de propriétés analogues 4 P, ni de mesure moindre que lui.
C’est d’une sorte de minimum relatif (et descriptif) qu’il s’agit.

1 bis. Supposons maintenant que les o soient les contigus a un
ensemble fermé E d’extrémités a et b, et montrons la possibilité, si
toutes nos hypothéses sont exactes, de placer P dans E. Nous ne consi-
dérons de points associés qu’appartenant simultanément a E. La pre-
miere remarque peut se préciser ainsi : si une suite d’intervalles §,, ou
les relations (1) sont vérifiées, et dont les extrémités font partie de E,
tend vers un intervalle limite ¢,, les extrémités de ¢, sont agrégées
4 E (supposé fermé), et sont associées selon les relations (1). Il en
résulte que les associés (sur E) d’un méme point M (de E) forment un
ensemble fermé (en y comprenant M), donc que les couples de points
associés agrégés A un méme segment (et & E), ont une distance inté-
rieure maximum atteinte par au moins I'un d’eux, et que, parmi tous
les couples possédant un méme éloignement mutuel donné, I'un a
I’extrémité le plus & gauche, un autre a 'extrémité le plus a droite.
La seconde remarque garde aussi sa validité, si on I’applique & deux
couples de points associés @, o’ et o, a”, agrégés 4 E. Le couple x, x”
est encore associé et agrégé a E. '

Soit donc b, le point (dé E), distinct de @ ou confondu avec
lui, associé & a et le plus éloigné possible de a. b, est distinct
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de b, @ et b étant non associés. Il est essentiel d’observer que &,
n’est pas extrémité gauche d'un intervalle ¢ contigu 2 E; sinon,
chacun de ces contigus étant un intervalle o, extrémité droite de ¢
serait 3 la fois associée 2 a selon les relations (1) et agrégée 4 E. Done,
b, aurait été obtenu par erreur. Donc, b, est limite de points de E situés
a sa drotte. Nous définissons @, comme étant (sur E), entre b, et &,
I'associé de & le plus éloigné de b, si b admet au moins un associé,
sinon nous prenons a,= b. Dans tous les cas, a, est &imite de points
de E situés a sa gauche. De la résulte le fait essentiel qu’il y a une infi-
nité d’intervalles ¢ intérieurs i b,a,. Nous définissons «, comme étant
I'intervalle le plus long et, en cas d’ambiguité, le plus & gauche, joignant
deux points (de E)associés et compris entre b, et a,. a,, b,, extré-
mités de u,, sont intérieurs au segment b,a,. L’opération se continue
comme dans le premier cas. Ayant défini et retranché de b,a, les
intervalles «,6, ou u,, ..., a,_,b,_, ou u,_,, nous avons laissé
sur bya,, n segments p,, ..., p, ou b,a;, b;ay, ..., b,a,, limités par des
points de E dont aucun n’a d’associé sur le segment p qu’il borne. A
cause de ceci, chaque segment p contient une infinité de points de E
admettant les deux extrémités de p pour points limites. p contient donc
une infinité d’intervalles 7, donc une infinité de couples associés. a,, b,
sont le couple associé, intérieur & un méme segment p, présentant le
plus grand éloignement mutuel possible, et en cas d’indétermination,
placé le plus a gauche. Si a, b, est contenu dans p; ou b,a,, a,, n’ayant
pas d’associé entre b, et lui-méme, est limite de points de E situés a
sa gauche. De méme, b, est limite de points de E situés a sa droite.
Ceci justifie cette observation, dont I’exactitude est vraie a jfortiori
dans le premier cas ou il existe des ¢ 4 I'intérieur de tout intervalle par-
tiel de ab, que si les relations (1) sont toutes des inégalités fermées,
sur u, I'une au moins de celles-ci fait place a I’égalité. Si ces relations
sont par exemple VR(F,)Za,, VR(F,)Za,, ..., il est impossible que,
sur un intervalle maximum «,, nous ayons les inégalités VR (F,) < «,,
VR(F,) > a,, ..., sans un seul signe d’égalité. Car, a cause de la conti-
nuité des F;, il existerait un segment s, d’extrémité droite a, et un
segment s, d’extrémité gauche b&,, tels que tout point de s, serait
associé 4 tout point de s,, selon les inégalités précédentes. Donc,
méme dans le cas restrictif ou les assaciés sont obligatoirement -
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sur E, comme a, est limite de points de E situés 2 sa gauche et que b,
Iest pareillement pour le coté droit, il y aurait des points de E dans s,,
d’autres dans s,, et u, pourrait étre étendu jusqu’a eux de part et
d’autre, contrairement 4 sa propriété de minimum.

Les u,, qui ne croissent jamais en longueur, sont contigus & un
ensemble parfait P, situé sur le segment b,4,. Je dis que P est agrégé
a E. Car, si un point « étranger 4 Il appartenait 2 P, d’'une part « serait
intérieur 4 un contigu ¢ de E, d’autre part, & chaque suppression
d’un u,, o serait agrégé 4 un segment p, conservé. Les extrémités
de p, appartenant & E, ¢ serait intérieur & p,. Donc, 7 étant un inter-
valle ¢, u, surpasserait toujours 7, ce qui est absurde. Donc, P est
agrégé 4 E. La propriété de minimum de P se précise comme ci-
dessus, avec cette réserve qu’elle est uniquement relative aux dépla-
cements sur E des extrémités des u,. De méme 1'absence d’associés
A a, et b, infiniment voisins d’eux et situés du coté ou se trouve P,
s’entend pour des associés agrégés a E. _

Observons immédiatement que nos hypothéses se montrent incom-
patibles sinous supposons’ensemble E dénombrable. De la résulterala
premiére application de ce théoréme dont nous rappellerons I’énoncé
au cours de ce Mémoire, en le désignant sous le nom de « principe de
la gradation des fonctions continues sur les ensembles par fails ».

Applications du principe.

2. ArruicatioN I. — Une fonction continue, constante dans chaque
intervalle contigu a un ensemble fermé dénombrable (ou réductible) D,
est constante sur tout le segment limité par les points extrémes de D.

Ce théoréme bien connua déja été démontré au début de la premiére
Partie (9). Etablissons-le comme application du principe de gradation.

Soit f la fonction. Sur chaque intervalle contigu a D, la variation
de f est nulle. Ces intervalles constituent donc pour la relation
VR(f)=o0 une famille ¢ du second type considéré ci-dessus. Si la
relation VR(f) = o n’est pas exacte entre deux points a et b de D,
nous avons montré qu’il existe un ensemble parfait P agrégé 4 D
et jouissant de certaines propriétés. L’existence de P est impos-
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sible si D est dénombrable. Donc' £(b) = f(a). f prend une valeur
unique sur D. / étant supposé continu ct constant dans chaque inter-
valle contigu 4 D, est constant sur le segment hmlte par les points
extrémes de D.

Un énoncé plus général que le précédent et s’établissant de laméme
maniére est le suivant :

Si un systéme d’égalités ou d’inégalités fermées, linéaires par rapport
aux variations relatives d’un certain nombre de fonctions, est vérific sur
chagque intervalle contigu a un ensemble fermé dénombrable, il est exact
pour tout intervalle ayant ses deux extrémites sur I’ensemble. En parti-
culier :

Deuzx fonctions qui ont leurs variations (relatives ou simples) égales
sur chacun des intervalles contigus a un ensemble fermé dénombrable,
ont leurs variations égales entre deux pornts quelcongues de cet ensemble.

3. Avrruication II. — Reprenons 'étude de la condition VR(f)= o,
supposée vérifiée pour une famille ¢ admettant tous les points de ab pour
voints limites. Supposons donc qu'une fonction £, dont les valeurs en
a et b sont inégales, soit multmscxllant«, dans tout intervalle, j’en-
tends par la qu’elle ne soit douée d’un sens de variation constant dans
aucun. Dans un intervalle quelconque «f, il y a nécessairement des
couples de points ot f prend la méme valeur, sinon f, étant continue,
serait unioscillante (monotone) suraf3. Il ya donc desintervalles o infi-
niment petits au voisinage de tout point de ab. Supposons, pour fixer
les idées, A = f(a) inférieur 2 B = f(b), et construisons, selon la
relation VR(f)=o0, Uensemble P comme il a été expliqué aux
pages 135-137. Les couples de points associés sont ceux ou la
fonction prend la méme valeur. b, étant le point de @b le plus
éloigné de a et o f est égal & f(a), on a f(b,)=A, et f(x)£A
si by<x < b. Mais, f étant continu et f(b) =B surpassant A, il
est impossible que /(«) soit inférieur & A en un point 2 compris
entre b, et b, sinon, entre x et b, f prendrait la valeur A. Donc
f(x)> A dans I'intervalle 4,b. De méme, a, étant, dans I'intervalle
b,b, le point le plus éloigné de & ou f(x) =B, entre &, et a,, f(z)
est inférieur 2 B. Donc entre b, et a,, A= f(b,) <<f<B=f(a;)
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Ona f(a,)=f(b,)=0C,. a, et b, étant intérieurs a b, a,, C, est com-
pris entre A et B. Le raisonnement fait a I'instant montre que, sur
Vintervalle b,a,, f est compris entre A etC,, et que, sur b,a,, f est
compris entre C, et B. Soit C, la valeur commune prise par f aux
extrémités a, et b, de u,. u,, u,, ,.., u,_, séparent sur ab les segments
énoncés dans leur ordre de rencontre g,, p,, +-., pn, OU bya;, bjay, ...,
b,a,. Supposons établi, comme cela est fait pour » =2, que : 1° fest
compris entre A et C; sur 'intervalle p,, lentre C; et C; sur l'inter-
valle p,, ..., entre C, et B sur I'intervalle ¢ % 2° la suite A, C;,
Cis Cs, B des valeurs de f : en b,, puis aux extrémités des

,,,(m ‘n — 1) dans Pordre géométrique ou on les rencontre, et enfin
en a,, est croissante. Je dis que les mémes régles s ‘étendent & la
valeur suivante de n. En effet, si u, est dans p; ou b,a,, f en a, et b,
est compris entre C, et C, (1™ hypothése). On a done C, << C,<<C,
(2¢ conclusion). D’ailleurs, entre b, et a,, f qui surpasse C,, ne peut
étre ni égal ni supérieur a C,, sinon b, aurait un associé entre b, et a,.
Donc entre b, et a,, fest compris entre C, et C, et de méme entre b,
et a,, f est compris entre C, et C, (1™ conclusion). La régle posée
est donc générale. Nous voyons en particulier que les G, sont distri-
bués sur l'intervalle AB dans le méme ordre mutuel que lgs u,
entre b, et a,. :

P, avons-nous vu, est discontinu, parce que les intervalles o,
ot VR( f) = o, admettent tout point de ab pour point limite. Je dis
que les C, sont partout denses sur AB. En effet, la variation de f
est C;—A sur p,, Ct—C; sur p,, ..., B—C, sur gn- La plus grande
de ces variations tend vers zéro pour n infini, puisqu’il en est ainsi:
de la longueur des segments p conservés a la ni®™* opération (4 cause
de la non-densité de P) et que la continuité d’une fonction est uni-
forme sur un segment borné. La suite A, C;, Cx ..., C,, B des
nombres A, B, C,, ..., C,_, rangés selon 'ordre de leurs grandeurs

croissantes forme donc une chaine dont le pas tend vers zéro avec ?li
Les C, sont donc partout denses entre A et B. A cause de la continuité
de f, il suit de ]a que sur I'ensemble parfait P, / prendra au moins

une fois toute valeur C comprise entre A et B. En effet, C est toujours
limite de points C,. En tout point limite des extrémités des u, corres-,
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pondants, point limite forcément agrégé a P, on a /= C. Soient
et & (x < ') deux points de P non simultanément extrémités d’un
méme intervalle contigu & P. Il y a entre eux une infinité de points
de P, et par suite une infinité de segments u, auxquels x et 2’ sont
étrangers. Soit 7z I'indice de 'un d’eux. La suite u,, u,, ..., 4,
sépare sur b,a,, m -+ 1 segments p;, et x et 2’ sont intérieurs a deux
segments différents ¢, et g; entre lesquels se trouve l'intervalle u,,.
Done, f(x) < C,<< f(«'). Si A était supérieur 2 B, le sens de toutes
les inégalités serait renversé. En résumé :

Si la fonction continue f(x) est multioscillante dans tout intervalle
compris entre a et b, et prend en a et b deux valeurs différentes A et B,
il existe un ensemble parfait discontinu P situé sur ab, et tel que f prend
sur cet ensemble en genéral une seule fois, et exceptionnellement deux
JSois (aux extrémités d'un meéme intervalle contigu a P), les valeurs
comprises enire A et B, le sens de variation de f sur P élant constant.

4. Notons que nos raisonnements ne subiraient pas de grande
modification, si nous supposions simplement la relation VR /<o
vérifiée sur une famille d'intervalles admettant pour limites tous les
points de ab, en supposant toujours f(b) > f(a). Nous n’excluons
donc pas le cas ou, dans tout un intervalle, f est constamment décrois-
sant pourvu que, globalement, il y ait croissance de / quand on passe
de a & b. D’aprés une observation faite plus haut (p. 139-140), sur
chacun des «, correspondant a la relation VR f<o, la variation de f
estnon pas négative, mais nulle. On voit immédiatement que, entre b,
et b, f ne saurait prendre de valeurs inférieures a A, ni entre b, et q,
de valeurs supérieures a B, et, de proche en proche, que les régles
des valeurs prises par f sur p,, ps, -.-, pn SOnt, pour la relation VR <o,
les mémes que pour la relation VR f= o dans le dernier paragraphe.
Les valeurs de f sur P possédent donc, dans les deux cas, les mémes
propriétés.

5. En l'absence de toute hypothése sur le sens de variation
de f, examinons ce qu’il reste de I’énoncé précédent. Observons
d’abord que notre' définition des points &,, a, résulte simplement
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de linégalité A =B, que celle des points @,, b, exige seulement
I'existence entre &, et a, d’un intervalle olt la variation de fest nulle,
que,, ..., 4,_, étant placés, pour que u, existe, il faut et il suffit qu’il y
aita Pintérieur de 'un au moins des p,, ..., g, un intervalleou V /' =o.

Si, pour une valeur finie de 7, nous nous trouvens arrétés dans le
choix de u,, ¢’est que f varie dans un sens constant sur chacun des
segments o, ..., p, et (en supposant A < B), comme la variation de f
entre les extrémités de chacun des p, est positive, f croit.sur chacun
des p;. Ceux-ci forment un ensemble parfait P constitué par n seg-
ments. £ prend bien une fois et une seule sur P toute valeur C comprise
entre A et B, sauf les (r — 1) valeurs C,, ..., C,_,, prises chacune deux
fois. 11 y a de plus croissance de / sur P, sauf d’une extrémité a I'autre
d’un méme contigu. L'énoncé est a peine modifié.

Si, quel que soit n, parmi les p séparés sur b,a, par uy, ..., Uy, ily
en a au moins un ol le sens de variation de f n’est pas constant [sur les
autres segments p, / est croissant, V (f, p) étant positif], alors la régle
définissant u, comme le plus grand ou, parmi les plus grands, le plus &
gauche des intervalles agrégés 4 un méme segment p et ot la variation
de festnulle, cette régle s’applique sans arrét. Les points jamais exclus
forment un ensemble parfait qui ne peut pas contenir un segment o
ot le sens de variation serait non croissant. Car «f3 enfermerait un inter-
valle y ot VR f serait négatif ou nul. § devrait étre au plus égal a u,,
quel que fut n, ce qui est absurde. D’ailleurs, la régle suivante étant
vraie pour les valeurs prises par fsur les segments p & tout moment
de I'opération, les valeurs de / sur la partie de P comprise entre w,
et u, sont comprises entre C,, et C,. Donc, que z etx’ (z < «"), agrégés
a P sans étre les extrémilés d'un méme contigu, soient ou non séparés
par desintervallesu,, on a dans tousles cas f(x) < f(#'). Enrésumé:

Quelle que sott la fonction continue f, prenant en a et b les valeurs
distinctes A et B, il existe sur ab un ensemble parfait P, partiellement
ou totalement continu ou discontinu, et tel que f prend sur cet
ensemble en général une seule fois et exceptionnellement deux fois les
valeurs comprises entre A et B, le sens de variation de f sur P étant
constani et dirigé de A vers B (*).

(1) On déduirait de la que la variation totale de la fonction G ( u) entre A et B est
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6. Arrrication IlI. — Supposons qu’une fonction [ admette une
dérivée nulle sur une pleine épaisseur H du segment ab et que f(b) dif-
Jeére de f(a). Soit w la variation relative de fentre a et 6. Donnons-
nous un nombre positif quelconque e inférieur 3 |w|. Selon que w est
positif ou négatif, I'une au moins des relations VR /e ou VRfZ— ¢
n’est pas vérifiée entre a et . Or, 'ensemble des points ot /" = o est
partout dense sur ab. Chaque point x de H est extrémité, gauche ou
droite a volonté, d’un intervalle dont tous les points sont associés a
selon I'une et l'autre des relations énoncées. Donc ces derniéres
sont vérifiées simultanément sur un ensemble d’intervalles v admet-
tant tout point de ab pour point limite. D’aprés cela, il existe un
ensemble parfait P, sur les intervalles contigus duquel la variation
relative de /f est dans le premier cas (w>o0) égale & + ¢, dans le
second cas (w < 0) égale & — ¢, ces intervalles présentant chacun une
propriété de maximum. En particulier, les points de premiére espéce
de P n’ont pas d’associés infiniment voisins du coté de P. Il résulte
de la que P n’a aucun de ses points de premiere espéce sur H.

Je dis que les points de seconde espéce de P n’appartiennent pas
non plus a H. Supposons, en effet, qu'un point % de H soit agrégé a P.
Considérons I'intervalle ¢ (¢, £) de centre £ en tous les points  duquel
onalf(x)—f(&)|<e| cv——ﬁl et’ensemble des segments g, g4, .-+, Py
conservés sur bya, aprés extraction de u,, wy, ..., U,_,. :, agrégé
a P, est dans un segment p, compris entre deux intervalles u,, et «,.
L’extrémité droite de u,, (elle est a gauche de £) n’appartient pas au
segment 9 (¢, £), sinon b, serait associé d £ (quel que futle signe de w),
et u, pourrait, sans atteindre aucun des intervalles d’indices infé-
rieurs & 7, étre prolongé jusqu'en § & droite, ce qui est contraire & la
définition de u,. Donc, les segments u,, et (e, £) sont sans points
communs. Il en est de méme de u,.et (¢, £). Done, quel que soit ,
le segment ¢ (¢, &) est intérieur & un segment conservé g, ce qui est
absurde, P étant discontinu. Donc, tous les points de P sont étrangers
a H. Donc, P a une mesure nulle.

Smt o un nombre compris entre o et », done du signe dew Formons

égale & la variation totale de G [F(z)] sur 'ensemble parfait P, et par suite au plus
égale 4 la variation totale de G [F(x)] sur aé, ce dont la preuve directe est immédiate. /

dnn. Ec. Norm., (3), XXXII. — Mar 1916. 19
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la différence f, = f— ax et, pour fixer les idées, supposons w positif,
/1 a pour dérivée — o sur une pleine épaisseur de ab. Les rela-
tions VR /S« et VR/,Zo sont vérifices ou non simultanément. En
particulier, elles sont par hypothése inexactes pour le couple (a, &).
D’aprés les résultats de notre seconde application, nous pouvons
énoncer le théoréme suivant :

St une fonction f, dont la variation relativé enire a et b est un
nombre w dyferent de zéro, posséde une derivée nulle sur une pleine
épaisseur de ab, quel que soit le nombre o. compris entre o et w, il existe
sur ab un ensemble parfait mince P tel que la fonction f,= f— ax
prend les mémes valeurs aux exirémités de tout intervalle contigu a P,
et prend une seule fois toute autre valeur comprise entre f, (a) et f, (b),
le sens de variation de f, sur P étant constant (*).

7. Il n’est point inutile de préciser ici le sens du principe de gra-
dation. Désignons sous le nom d’intervalles ¢, tous ceux dont les
extrémités sont deux points associés. Les intervalles o sont des inter-
valles { particuliers, donnés pour fonder les raisonnements du prin-
cipe de gradation. Ce serait une erreur de croire que I’ensemble P est
constitué dans le premier cas (les intervalles ¢ admettant tous les
points de ab pour limites) uniquement de points étrangers a tous les
intervalles ¢, ¢’est-a-dire intérieurs & nul d’entre eux. Ce serait méme
une erreur de penser que les points de ab intérieurs 4 une infinité
d’intervalles ¢ infiniment petits sont nécessairement exclus de P.
L’application IV concerne, en effet, un cas ol tout point de ab est
placé dans les conditions précédentes, c’est-a-dire est intérieur a une
infinité d’intervalles ¢ infiniment petits. Et cependant, dans ce cas-la,
P existe, car I'intervalle ab n’est point lui-méme un intervalle ¢. Pour
que I'idée critiquée devint exacte, il suffirait que, si deux intervalles ¢
empiétent 'un sur 'autre, I'intervalle formé de leur réunion fut lui-
méme un intervalle ¢. Il n’en est rien en général, ni méme dans I'appli-
cation III. Mais dans ce dernier cas, il est possible de choisir les 2
[nous prendrons pour cet emploi les (&, ¢) de la page 145], de fagon

(*) On trouvera dans le Traité d’dnalyse (1.1) de M. de la Vallée Poussin des consi~
dérations présentant des analogies avec celles-ci,
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que la réunion de deux intervalles o soit toujours un intervalle ¢, et
I'on peut alors obtenir un ensemble P remplissant les conditions du
principe de gradation et inclus dans ’ensemble fermé E des points
étrangers & tous les o.

Soient ¢, et 9, ou @, x|, x,x,, deux intervalles o (&, ) sur lesquels
i . 1 1 2 1 f
on a respectivement

/() =fEDISclz—&),  |f(2)—=f(E)|Zele—El

S1 z, est extérieur & ¢, et 4 sa gauche, si z, est extérieur 4 g, et 4 sa
droite, le milieu &, de ¢, est a gauche du milieu de x, Z,, qui est a
gauche du milieu &, de ¢,. Donc &, est & gauche de £,. Si g, et 0, se
recouvrent partiellement, il y a un point { intermédiaire 2 £, et &, et
intérieur simultanément & ¢, et & ¢,. La variation relative de f est
alors comprise entre —e¢ et -+ ¢ sur chacun des intervalles z,%,, £,¢,
(&, Ey2,. Donce @, &, &,, #, forment une chaine de points associés.
On étend immédiatement ceci & une suite d’'un nombre quelconque
d’intervalles ¢ dont chacun empiéte sur le suivant. On en déduit que
les contigus ¢" & E ont pour extrémités des couples associés. En appli-
quant aux 9’ la seconde forme du principe de gradation, on aboutit &
un ensemble P parfait mince étranger 4 tous les ¢ (&, ). Dans I'appli-
cation IV, rien d’analogue ne subsiste, en ’absence d’une famille
apparente d’intervalles ¢ ne pouvant empiéter I'un sur I'autre sans
que leur réunion forme un intervalle .

8. Arprication IV. — Soit une fonction f variante el possédant en
tout point, pour un cété au moins, un deérivé median ou extréme nul.
Nous avons construit dans la premiere Partie (p. 209) une fonction
satisfaisant & ces conditions et variant dans tout intervalle. Notons,
d’aprés les résultats de la premiére Partie (n° 32), que I'ensemble des
points ou le dérivé (médian ou extréme) zéro existe de chaque coté,
est un résiduel, le complémentaire, out ce dérivé n’existe que d'un
seul coté, étant par suite gerbé. Mais la mesure de ce dernier peut
étre non nulle. Il peut méme a priori constituer une épaisseur pleine.

Selon que zéro est en z, un dérivé (médian ou extréme) droit ou
gauche de f, il existe, pour toute valeur positive de ¢, un intervalle
admettantx, pour extrémité gauche ou droite, et sur lequel la variation
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relative de f est comprise entre — ¢ et + . A cause de la continuité
de f, les extrémités de cetintervalle peuvent étre déplacées légerement
'une et I'autre, et alors il est évident que tout point z, est intérieur a
un intervalle de dimension aussi réduite que I’on veut et dans lequel
— e VRf << + ¢. D’aprés un théoréeme de MM. Borel et Lebesgue,
on pourrait choisir une suite dénombrable de ces intervalles, tendant
vers zéro en longueur, et telle que tout point fat intérieur & une infi-
nité d’éléments de la suite. Mais ces intervalles, dont on peut faire la
famille ¢ considérée dans 'étude générale, ne nous sont d’aucun
secours pour caractériser P, comme nous I’avons dit au paragraphe
précédent.

J n’étant pas constante, il existe un couple de points a et & ou elle
ne prend pas la méme valeur. Supposons f(a) < f(b) et soit w la
variation relative de / entre a et 4. ¢ étant un nombre positif quel-
conque inférieur & o, il existe sur ab, d’aprés le principe de
gradation, un ensemble parfait discontinu P dont les intervalles
contigus donnent & /f la variation relative ¢ et présentent une pro-
priété de maximum. En particulier, les extrémités d’un intervalle
contigu & P n’ayant pas d’associés infiniment voisins, et inférieurs
pour lextrémité gauche, supérieurs pour 'extrémité droite, nous
sommes certains qu’il y a un dérivé nul, au premier point seulement
a droite, au second point seulement & gauche. Cependant rien ne
prouve que la construction générale suivie pas & pas ne nous four-
nirait point un ensemble P épais. Mais par une autre voie, nous abou-
tirons & un ensemble parfait mince, remplissant les conditions du
principe de gradation.

9. Supposons simplement que le dérivé médian ou extréme zéro
existe, pour un cdté au moins, sur une épaisseur pleine et non pas
nécessairement en tout point. Soient E I'ensemble des points compris
entre « et & ou un dérivé médian ou extréme droit est nul, E' 1’en-
semble des points ot un dérivé gauche est nul. E et E', s’ils sont
partout denses, sont des résiduels (1™ Partie, n° 32), et alors, ils ont en
commun un résidvel dont la mesure peut &tre positive (ce résiduel
peut méme constituer une épaisseur pleine, comme dans I’exemple
de la page 209, 17 Partie). Dans tous les cas, la réunion de E et.de E est
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une épaisseur pleine. Nous substituons d’abord & @ et & b les points &,
et @,, associés respectivement 4 « et & b selon la relation VRf=¢ et
extrémes, le premier vers ladroite entre a et b, le second vers la gauche
entre b, et b. b, n’appartient pas &3 E, ni @, & E'. L’un au moins des
deux ensembles E et E a surb,a, une épaisseur moyenne au moins égale

1~

& —- Supposons que ce soit E. L’opération que nous effectuerions i

2
partir de E’, si I’épaisseur de E était inférieure i -;-, serait la méme en
échangeant simplement entre eux les cotés droits et gauches des
points, et entre elles, les extrémités des intervailes. Prenons dans E
un ensemble parfait E, ne contenant pas «, (ni certainement b,) et
d’épaisseur sur b,a, au moins égale a 21'- (1 Partie, n° 18). Soit v,
Iextrémité gauche de E,. En y,, un dérivé médian droit étant nul, il
existe, a droite de v, et & gauche de «,, un nombre z, tel que

f(xi)_f(}’1)<5(mt—")/1)-

Nous désignons par (3, la borne & droite des points de b,a,, tels
que x,. 3, n’est pas en «,, qui n’a pas d’associé a sa gauche selon la
relation VR fSe. B, étant intérieur a d,a,, on a

S(B)—f(y1) =e(Bi—y1)-

B, n’appartient pas 4 E ni a fortiori A E,, sinon fauraiten 3, un dérivé
droit nul, et (, ne serait pas la borne & droite des =,. B, est dans
un intervalle contigu ou semi-contigu 2 E,. Placons-nous dans le pre-
mier cas. Soit v, 'extrémité droite de cet intervalle. En v, il y a un
dérivé droit nul, donc des nombres x,, compris entre v, et «,, et tels

que
S(z2) — Jf(y2) <e(x2— 72).

Soit B, leur borne & droite. On a
f(ﬁz)_f(}’z)'—_—E(ﬁz—}’z)-

B, est dans un intervalle contigu & E,, etc. On continue ainsi. Il est
impossible, comme nous l'avons montré dans le Second Théoréme
(1™ Partie, p. 178), qu’il y ait une infinité de points y;ni B; tendant vers
un point étranger A E,, ni.vers un point de E, situé en deca de la borne
3 droite imposée aux associés z; des points v;..Cette derniére borne
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étant @,, point étranger & E, par hypothése, I'indice ¢ ne surpasse pas
une certaine valeur m pour laquelle B, est compris entre I'extrémité
droite de E, et «,.

Fig. 2.

Qg g 8, B o W [
it

= 2 o PP oz
g% g | acac g
‘ |} LT T T o Cinres a,

B:_, ne posséde pas, selon la relation VR /<S¢, d’associé a sa droite
sur bya,. (Nous considérons B, comme confondu avec 5,.) On a
done VR /> e surl'intervalle §,_, y; agrégé a un in(ervalle contigu de E
avec communauté de I'extrémité droite. Mais rien ne prouve que dans
ce méme intervalle B,,7v; 7y; n’ait pas d’associé selon la relation
VRfZe. v;, tout en appartenant & E, peut avoir un dérivé gauche nul
et par suite des associés infiniment voisins de lui 2 sa gauche. Mais,
méme en I’absence d’un dérivé gauche (médian ou extréme) nul, rien
n’empéchey;d’avoir, entre 3, et lui-méme, un associé a distance finie.
S’il n’en existe pas, nous ne modifierons pas y;. S'il y en a un seul,
soit «; celui-la, et s’il y en a plus d’un, soit a; le plus & gauche de tous,
bien entendu sur le segment B;_,v;. «; est intérieur a ce segment s’il
n’est pas eny;, car y; et B;_, ne sont pas associés. On a

£ = VR(O([, Yi) :VR(CZ,', ﬁ[)

Nous substituons «; & vy; dans tous les cas, pour i=1, ..., m.

Nous avons alors des segments by2,, B, ., ..., Bra,, ou o, 0., ...,
Om+i» (Ue nous conserverons, et séparés par des intervalles a sup-
primer &, 3,, &, Bs, ..., %, 8, 00 ©,, ..., ©,, auxquels tous les points
de E, sont intérieurs ou (quand «; coincide avec y;) extrémités
gauches. De plus, sur chacun de ces intervalles o,§3;, larelation VR f=¢
est vérifiée. Sur chacun des segments §; 0, ... ou oz, ..., il 0y
a pas d’associés & §; (ni & «;,,) suivant la relation VRfZe. Posons
Jf—ex = f,. Les deux relations VR /=< et VR f,Z o sont équivalentes.
Si fi(b,) =4, fi(a,)=B', on a A’<B’. Nous avons YRf, = o sur w;.
Sur lintervalle o; ou B, «;, nous avons f,(B—,)<</f, <fi(w).
Donc, C; étant la valeur de f aux deux extrémités «, et B, de w;, on a

A<C<C.ny <Ch,<B,

et, suro;, G, < f, < C;. Enfin, les o, renfermant E,, leur épaisseur
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I v
totale sur b,a, surpasse i Lessegments conservés s, ont donc sur b, 4,

. P .3
une épaisseur totale inférieure & >-

4

Sur chacun des segments o;, 4 'intérieur duquel ses extrémités
sont dépourvues d'associés selon la relation VR £<¢, nous opérerons
comme sur b,a,, en appliquant au plus épais des ensembles E et E’
la construction précédente, mot pour mot avec E, en changeant
avec E' le mouvement des opérations, les sens ou elles progressent
et régressent. Aprés avoir traité tous les oy, il restera des seg-
ments conservés dont I’épaisseur totale sur b,a, sera inférieure

as-

3\ . C oy N ,
(Z) - En continuant indéfiniment, on aboutit 4 un résidu de seg-

ments conservés, agrégat parfait de mesure nulle, et pourlequel I'énonce
de Uapplication I reste exact, quand on y remplace !’hypothése :
« sur une épatsseur pleine, [ posséde une dérivée nulle », par celle-ci :
« sur une épaisseur pleine, f posséde un dérivé médian ou extréme nul,
» d’un cété variant indifféremment ».

La variation simple d'une fonction continue sur un ensemble parfait (').

10. Nous allons adopter pour le présent Chapitre un mode d’expo-
sition synthétique. La clarté, nous semble-t-il, y gagnera. Seule-
ment I'intérét des développements qui vont suivre n’apparaitra qu'ulté-
rieurement, avec leur application -aux nombres dérivés, application
qui, en fait, a guidé le progrés de ces recherches. Une notion essen-
tielle pour la suite de celte étude est celle de « variation d’une fonction
continue f(z) sur un ensemble parfait P » intérieur a lintervalle
d’existence de f. Nous définirons ensuite les termes de « variationde f/
autour de P », de « variation totale de /'sur P ». Ce sont deux expres-
sions qu’il faudra soigneusement distinguer de la premiére. En cas de
confusion & craindre, la premiére sorte de variation sera qualifiée de
simple.

(1) Nous ne considérons la variation simple des fonctions que sur les segments linéaires
et sur les ensembles parfaits totalement discontinus. A partir de ces deux cas extrémes;- .
il serait facile de résoudre toutes les questions analogues relatives aux ensembles parfaits
partiellement discontinus. ’
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Soient « et b les points extrémes de P. Donnons un indice entier
propre & chaque intervalle z contigu i P. Calculons la variation V, de f
entre les deux extrémités «, et b, de u,. Rappelons les notations

V{/y @, ) = (aVb)f=/(b) — f(a).

(Nous supprimons /prés de V, quand il n’y a pas de confusion possible;
sauf expresse indication contraire, nous supposons toujours « inférieur
a b). Retranchons du segment ab, m intervalles contigus a4 P quel-
conques. La somme des variations de / sur les m + 1 segments p
restants est égale 4 /(6) — /(«) diminué de la somme des V, relatifs
aux m contigus extraits. Pour que cette somme tende vers une limite
unique, quand 7 croit, sous la seule condition que la longueur du plus
grand contigu non supprimé tende vers zéro, il faut et il suffit que la
série V, soit absolument convergente. D’aprés ceci, nous dirons que la
fonction f a sur P une vardation définie ou non définie, selon que la
série V, est ou non absolument convergente. Si la variation de f sur P est
définie, nous lui attribuons pour valeur la différence V(a, b) —EV,.

Nous désignerons ce nombre par 'expression V( f, P) ou nous sup-
primons I'une ou 'autre des lettres f ou P quand il n’y aura pas de
confusion possible. La limite de la somme des variations de f sur les p
est unique et finie [et vaut V( £, P)] ou non, selon que V( f, P) est ou
non définie. En particulier, si f est croissante (ou décroissante), sa
variation sur un enscmble parfait est définie et non négative (non
positive).

Considérons un ensemble parfait P quelconque. Si la variation de
sur P est définie, elle 'est sur toute portlon ® de P, car les intervalles
contigus & @ sont contigus a P; la série des variations de f dans les
contigus & @ est donc constituée avec une partie des termes de la
série des variations de f dans les contigus & P, et celle-la est abso—
lument convergente si cette derniére Iest.

Nous dirons que la variation de fest constamment nulle sur P, si
elle est définie et nulle sur toute portion de P.

11. La condition necessaire et suffisante pour que [ ait une variation
constamment nulle sur un ensemble parfaitP, est que, si m croit, la somme.
tende vers zéro, desvariations ‘absolues de ' f sur les m + 1 segments.o .
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demeurant, quand on a extrait, du segment joignant les extrémités de P,
m contigus quelconques, le plus grand contigu non extrait étant infi-
niment petit. Moyennant cette derniére précaution, il est évident que,
les contigus étant numérotés dans un ordre quelconque indépendant
de m, le rang p. du premier contigu non extrait croit avec m.

w, étant un nombre défini pour chacun des wu,, nous désignons
comme antérieurement (17 Partie, 10 &zs) par (xZ2") a2, (4 énoncer :
somme entre x et ' de w,) la somme des nombres o, affectant les
intervalles u, entierement compris entre les points x et «'. La
condition énoncée est évidemment suffisante. Montrons qu’elle est
nécessaire. En effet, si V(/, @) existe et est nul sur toute portion =
de P, la variation de / entre deux points & % de P est (§S2)V,.
Elle est moindre en valeur absolue que (EEE’)[V”I. Done, si nous
supprimons s intervalles. contigus & P, sur les segments restants
entre les extrémités de P, les variations absolues de /ont une somme
inférieure 2 ce qui reste de la série |V,| quand on en retranche les
u premiers termes. g étant infini avec m, cette somme tend bien vers

. 1
Zero avee —-
m

11 bis. Je dis que, st la variation de f sur P est constarmment nulle, la
variation de f sur tout ensemble parfart 11 agrégé a P est définie et nulle.
En effet, soient £ et & les extrémités de 11, v,,5,, ou ©,, un contigu a II,
®,, la variation de f sur w, et toujours V, la variation de f sur u,.
Y €t 0,, 6tant agrégés a P, et la variation de f sur toute portion de P
étant nulle, on a

f(am ) “"'f('/m) = ("//u‘\:'aln) Vn'

Donc, les variations @, de / sur les w,, contigus 4 II sont, ou bien des
termes de la série V,, quand w,, coincide avec un contigu u, de P, ou
bien des groupements infinis de ces termes quand w, contient une
portion de P. Comme chaque u, compris entre & et £ appartient &
un w,, et & un seul, tous les termes V, correspondant a ces u, figurent
une fois et une seule dans 'un des termes ®,,. Donc, la série ®,, est
absolument convergente et a méme somme que la série des termes V,

Ann. Ec. Norm., (3), XXXIII. —- Mar 19:16. 20
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considérés. fa donc une variation définie sur II et 'on a
(szgl)\rn: <£EE,)¢IH

Or, le premier membre de cette relation est f(£)— f(%). Donc, la
variation de f sur II est nulle.

12. Si deux ou plusieurs fonctions f,, fu, ..., f, ont une variation
définte sur un ensemble parfait, il en est de méme de toute fonction
linéaire formée avec elles o, f, + ...+ o, f, = f et la variation V(f)
de cette derniére est o, V(/f,)+...+aV,(/,). Car cette derniere
relation est vraie pour tout intervalle, ce qui entraine la convergence
absolue de la série V(f, u,), et I'expression de V(f). Si F est une
Jonction composée de f,, [, ..., fp possédant des dérivées partielles du
premier ordre continues, d’aprés la formule des accroissements finis,
V(F, u) est une somme de produits A;V(/f;, u), les A; dépendant
des f; et de I'intervalle », mais étant bornés si P I’est. De la résulte
que F « une variation définie sur P.

12 bis. Si les f; ont chacun une variation constamment nulle sur P,
il en est de méme de F. On appliquera pour le voir, la formule rappelée
a l'instant en y remplagant « par les segments séparés par les n
premiers contigus et faisant croitre » indéfiniment. Le résultat décou-
lera de la condition montrée plus haut (11) des fonctions & variation
constamment nulle sur P. En particulier, g, f/ — g remplissent cette
condition s’il en est ainsi de fet de g.

13. Soient toujours P I'ensemble parfait, @ et & ses extrémités. Les
intervalles contigus 4 P étant rangés dans une suite unique, soit
V., la variation de f sur le ni®™¢, savoir u,, d’extrémités a, et b,. La
série V, est supposée absolument convergente. Posons

g(x) =f(a) + (aZz) Va+ o[ f(2) — f(am)],

o étant nul si « est sur P et égal & un pour a,<<x <b,. La fonc-
tion g(z) est continue (I*Partie, 11). Sur tout intervalle contigua P,
g 2 la méme variation que /. Donc la variation de g sur P est définie.
D’ailleurs 'expression de g montre que sa variation entre deux points
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quelconques de P égale la somme des variations de g surles contigus 3 P
situés entre ces deux points. Donc, g a une variation nulle sur toute
portion de P. Posons /= g + A. A est continu et constant sur chaque
contigu a P. Une telle fonction a pour variation zéro sur tout contigu
et semi-contigu a4 P. Donc, sa variation sur P entre deux points
quelconques o et ' du segment ab est définie et égale a sa variation
linéaire entre « et ', soit A(2") — A(x). La variation de f sur P entre
deux points quelconques « et ' du segment ab, étant égale 4 la somme
des variations de g et de %, est donc A(x') — A(x). f est décomposée
en la somme de deux fonctions, l'une g ayant sa variation constamment
nulle sur P, I'autre h constante sur chaque contigu a P.

Il en résulte que sur tout ensemble parfait 11 agrégé a P, la varia-
tion de [ est définie en méme temps que celle de h, et, quand lune et
Uautre sont défintes, elles sont €gales. Car la variation de g sur Il est
définie et nulle (11 &is). Nous verrons que la variation de f peut étre |
non définie sur certains ensembles parfaits I agrégés a P, bien |
que V(f, P) soit définie.

13 bis. On a
h(a)y=o,  h(b)=J(b)—f(a)—(aZb)V, =)

A étant la variation de f sur P. Notre hypothése est que A n’est pas nul.
Appliquons le principe de gradation (application II') 4 la fonction con-
tinue 4, constante (VRA =o0) sur chaque contigu a P. Il existe un
ensemble parfaitIl, agrégé a P, tel que : 1° aux extrémités «, § de II,,
les valeurs de 4 sont respectivement les mémes qu’en @ et b, ce sont
donc o et A; 2° aux extrémités d’'un méme intervalle contigu i II,,
A prend la méme valeur; 3° 4 est croissant sur II, si A est positif,
décroissant dans le cas opposé.

La variation de 4 sur un contigu o a II, étant nulle, la variation de /4
sur II, est définie. De plus, toujours d’aprés V(4, o) = o, la variation
de A sur II,, entre deux points &, & de 1I, est égale & la différence
h(E')—h(E), (sans que 4 soit en général constant & I'intérieur des con-
tigus de II, quand ceux-ci renferment une portion de P). Donc, entre &
et £ la variation de f sur II, est A(5) — A(§). Comme ce nombre est
non nul et a le signe de A, sur toute portion de 11, la variation de f est
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définie, et douée du signe de la variation de f sur P. Cette détermination
de D’ensemble II, aura une grande importance pour le cas des
ensembles P minces.

14. 1l pourrait se faire que la variation de /, sans étre définie pour
la totalité de P, le fut pour certaines portions de P, de méme qu’en
choisissant convenablement une infinité d’éléments d’une série diver-
gente A termes tendant vers zéro, on peut former une série absolument
convergente. Nous verrons plus loin (n° 36) les conséquences &
tirer, pour les dérivés de f, de I'hypothése que la variation de f
n’existe ni sur 'ensemble P globalement, ni sur aucune de ses
portions.

Entendons par cette phrase : lz variation de f sur P est définie au
voisinage d'un de ses points M, qu'il existe une portion w(M) de P,
contenant M entre ses points extrémes, et ou la variation de /f est
définie. Alors, cette variation sera définie pour toute portion de P
agrégée 4 (M). Au contraire, nous dirons que la variation de / sur P
n’est pas définie au voisinage de M, si la condition précédentle n’est
pas vérifice; alors, sur toute portion contenant M, la variation de f
est non définie. Il faut et il suffit pour cela qu’il existe une infinité

de portions @, (M) infiniment petites avec ;’;, contenant M et ot f'n’a

pas de variation définie.

D’autre part, convenons de dire que, un nombre s, positif ou négatif
étant fixé pour chaque intervalle u, contigu a P, la série s, est absolu-
ment convergente au voisinage d’'un point M de P, s’il existe une por-
tion w(M) de P contenant M entre ses points extrémes (nous dirons
aussi : intérieurement) et telle que la série des s, relative aux contigus
a w(M), lesquels sont parmi les contigus de P, soit absolument con-
vergente. A

Il y a évidemment identité entre les points de P au voisinage des-
quels / posséde une variation déterminée sur P et .ceux au voisinage
desquels la série V, est absolument convergente.

14 bis. Nous dirons que la variation de / sur un ensemble parfait
est réductible si cet cnsemble parfait contient une portion ou la varia-
tion de f est définie.
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Supposons qu’une fonction f ait une variation réductible sur tout
ensemble parfait. Quel que soit I’ensemble parfait P, je dis que
Uensemble H des points de P au voisinage desquels la variation de f
sur P n’est pas définie, 1 est non dense sur P. Sinon H contiendrait
une portion II, de P. II, serait un ensemble parfait dont aucune
portion @, ne donnerait une variation définie & f (sinon H ne con-
tiendrait aucun point intérieur de @,). f ne serait pas réductible
sur II,.

Sip fonctions f,, ..., f, ont une variation réductible sur tout ensemble
parfait, il en est de méme de toule fonction ¥ composée des precédentes
et pourvue de déripées partielles du premier ordre continues. En effet,
soit Pun ensemble parfait quelconque. P contient une portion @, ol f,
a une variation définie, dans l’ensemble parfait =, il y a une por-
tion @, ot V(f,) est définie, etc., dans w,_, il y a une portion @,
ou V(f,) est définie. w, est une portion de P. Sur @,, compris dans
toutes les portions @; d’indice inférieur a p, f,, ..., f, ont chacune
une variation définie. D’aprés un résultat acquis précédemment (n° 12),
il en est de méme de F. Donc F a une variation réductible sur P.

Si P est un ensemble particulier tel que, pour chacune des fonc-
tions [;, sur toute portion & de P il en existe une aulre, ou f; a une
variation constamment nulle, on montre tout pareillement 'existence
sur @ d’une portion @’ ou les p fonctions f; ont simultanément
leurs variations constamment nulles. Nous avons vu (n° 12 bis)
qu’il en est alors de méme de F sur @'. F sazisfait a la méme condition

que les f;.

15. Nous envisagerons également I'existence d’une variation de f
autour d’un ensemble par fait P. Nous dirons que la variation de f autour
d’un ensemble parfait P est finte, si la série des oscillations de fsur les
intervalles contigus & P est convergente.

Si la variation de f autour de P est finie, la variation simple de f
sur P est définie a jfortiori, mais la réciproque n’est pas nécessairement
vraie. En effet, reprenons I'exemple IIT du n° 59 (Premiére Partie),
donnant une fonetion f : 1° nulle sur un ensemble parfait P épais ou
non; 2° positive ou nulle, continue et dérivable hors de P; 3° possé-
dant sur P en tout point, de chaque coté, le dérivé extréme zéro et
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les dérivés + o & gauche, — s i droite, le maximum de /sur le con-
tigu u, étant un certain nombre \p,. / a évidlemment une variation

définie et nulle sur toute portion de P. Or, si la série y/p, est con-
vergente en certains points de P, on peut dilater sur chaque u, les
ordonnées de / de maniére que la série des maximums de f'sur les u,
(maximums égaux a I'oscillation de f sur u,) soit divergente sur toute
portion de P, ces maximums tendant néanmoins vers zéro avec la
longueur de u,, ce qui assure la continuité de f, dont les propriétés
différenticlles énumeérées sont d’ailleurs conservées.

Le lecteur montrera sans peine que, si une fonction posséde une
variation finie autour de P, la variation simple de f sur P est égale a la
limite, quand » croit, des sommes des variations de f sur » segments
quelconques deux a deux distincts et contenant la totalité de P,
la distance maximum & P des extrémités de ces segments tendant
vers zéro.

Nous allons maintenant étudier les conséquences remarquablement
nettes que I'on peut tirer de I'hypothése que la variation d’une fone-
tion f sur tout ensemble parfait est réductible. Nous observerons en
particulier que si la réductibilité de V( /) estsupposée seulement pour
les ensembles minces, elle est forcément réalisée aussi pour les
ensembles épais, et que I'on peut par conséquent sc borner a la
seconde hypothése, plus restrictive au premier abord. Il nous sera
indispensable d'introduire une nouvelle notion, celle de la variation
totale de f'sur un ensemble parfait.

La variation totale d’une fonction continue sur un ensemble parfait.

16. Occupons-nous d’abord des ensembles parfaits continus. On
sait que la variation totale d’une fonction continue fdans un segment ab
est par définition laborne supérieure stricte de la somme des variations
absolues de / sur un nombre fini de segments agrégés a ab et deux
deux juxtaposés, quels que soient leur nombre et leur situation respec-
tive. Si cette borne stricte est + oo, la fonction est dite & variation
totale non bornée. Une des propriétés essentielles d’une fonction 2

variation bornée estvd’égaler la somme de deux fonctions unioscil-
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lantes (ou monotones). Nous voulons étudier les rapports des carac-
teres de variation totale non bornée sur ab et de variation définie ou
non sur les ensembles parfaits agrégés & ab, pour une méme fonction
continue f. Nous établirons d’abord la proposition auxiliaire suivante :

St une fonction f a, sur unsegment ab, unevariationtotale non bornéee,
il est possible de déterminer des segments intérieurs a ab, deux a deux
sans points communs, de maniére que la somme des variations absolues
de f sur ces segments surpasse un nombre donné d’avance A.

17. En effet, soit ¢ la variation (simple) de fsur le segment ab, c'est-
a-dire la différence f(b) — f(a). Lavariation totale de f n’étant pas bor-
née, nous pouvons placer un certain nombre de points a,, a,, ..., a,_,
intermédiaires & a et b, de maniére que la somme o des nombres
| f(a;) —f(a;-.)| pouri=r1,...,n(a,=a, a,=0b) surpasse 2A +|¢|.
Dans le cas ou f(a;) est compris entre f(a;_,) et f(a..,)inclusivement,
la valeur absolue de V(a;_,, a;,,) est égale & la somme des valeurs
absoluesde V(a;_,, a;) etde V(a;, a;,.,)- Lasuppression de a; ne change
donc pas la somme o. Supposons cette réduction faite dés le début.
Alors les différences V(a;_,, @;) sont alternativement positives et néga-
tives. Celles de rang pair ayant pour somme s, et celles de rang impair
pour somme $,, |, — s, | est égal a o, donc surpasse 2A + |¢|. D’ail-
leurs s, +s,=v¢. Donc, s, et s, surpassent I'un et 'autre en valeur
absolue A. Sile nombre » des segments subdivisionnaires est impair
et égal & 2n'+1, les n’ segments de rang pair satisfont aux conditions
posées. Ils sont intérieurs i ab et la somme des variations de f'sur eux,
toutes de méme signe, surpasse A en valeur absolue. Si n est pair
et égal 4 2n’, nous prendrons pour les segments de I’énoncé les
(n' — 1) premiers segments pairs et ce qui reste du (»’)¥™e et dernier
segment pair @,_,b, quand on en retranche, avec le point 4, un inter-
valle d’extrémité droite b, aussi petit que l’on voudra, et en tout cas
suffisamment restreint pour que la somme des variations de / sur les
segments pairs restants surpasse toujours A en valeur absolue.

S’il existe sur @b un ensemble parfait P ou la variation de f n’est
pas définie, c’est que, les contigus de P étant désignés dans un
certain ordre, la somme des variations absolues de / surles » pre-
miers contigus croit indéfiniment avec n. La variation totale de f
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sur ab n’est évidlemment pas bornée. Je dis qu’inversement, st la
variation totale de [ sur ab n’est pas bornée, il est possible de construire
un ensemble parfait sur lequel la variation de f est non définie.

En effet, convenons de dire que la variation totale de / est non
bornée en x, d’un ceriain cité, gauche ou droit, si elle est non bornée
dans tout intervalle ayant x, pour extrémité du coté opposé au
premier, donc droit ou gauche, selon les cas. Sila variation totale de f
est non bornée en x,, c’est-a-dire dans tout intervalle contenant x,,
elle est non bornée de I'un au moins des cotés de x,. Si la variation
totale de f est non bornée sur ab, elle I'est en au moins un point x,
de ab et d'un coté au moins de ce point.

Soit z, un point de ab situé de ce méme coté de x,, par exemple a
sa gauche. Sur l'intervalle xx,x, ol la variation de f n’est pas bornée,
nous déterminons un certain nombre de segments x,2,, ..., Zape Lo,
séparéspardesintervallesz,x,, ..., 2,,2,,.,, surlesquels les variations
absolues de / ont une somme supérieure & 1. Sur le segment x,,,,x,,
ou la variation totale de f est non bornée, je construis des seg-
MENLS Lypoy Lonpay «ovy Lapyy L, disposés selon la méme reégle et séparés
par des intervalles ol la somme des variations absolues de f sur-
passe 1. Je continue ainsi indéfiniment. J'obtiens entre x, et x,
une suite d’intervalles z,x,, ..., . Zsser - .-, tendant vers -, et sur
lesquels fposséde des variations absolues formant une série divergente.
Si je construis sur chacun des segments x,2,, ..., Lot Lz .., UN
ensemble parfait admettant mémes points extrémes que le segment
base, la réunion de tous ces ensembles, augmentée de x,, constitue un
ensemble parfait P auquel tous les intérvalles z,, 2,4, seront contigus.
J n’adone pas de variation définie sur P.

Donc, la condition nécessaire et suffisante pour qu'une fonction soit a
variation lotale bornée sur ab est qu’elle soit a variation définie sur tout
ensemble parfait agrégé a ab.

18. Voici un énoncé un peu moins immédiat que le précédent :

Si, au voisinage de tout point de ab, la variation totale de [ est non
bornée, il est possible de déterminer un ensemble par/ml mince Q, ou
la vartation de [ est non réductible.
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Il est équivalent de dire que la variation totale de / est non bornée
en tout point de ab, ou dans tout intervalle partiel de ab.

Sur ab, constituons & notre gré un certain nombre de segments ,
deux d deux distinets, « étant agrégé a I'un d’eux et b & un autre. Le
complémentaire des §, est formé d’intervalles «,. Sur chacun de ces seg-
ments {,, nous déterminons des segments intérieurs 4 ¢,, deux a deux
sans points communs et tels que, pour chacun des ¢,, la somme des
variations absolues de fsur ces segments surpasse 1, ce dont nous avons
montré la possibilité, la variation totale de # étant infinie sur chaque ¢,.
Les points intérieurs a4 ces derniers segments forment des inter-
vallesu, (fig. 3). Les u, retranchés des ¢, nous laissent des segments
conservés , sur lesquels nous répétons la double opération faite :
1° Réduction de chaque ¢, 2 plusieurs segments {, choisis sur {, a
volonté, chaque extrémité de ¢, appartenant toutefois 4 un segment ;.
Cette opération est destinée 2 nous permettre de restreindre & notre
gré la longueur totale de l'ensemble final; eclle extrait des ¢, des
intervalles u, d’extrémités intérieures aux ¢,. 2° Sur chaque {,,
extraction d’intervalles «,, les segments u, étant intérieurs a {,, deux
4 deux sans points communs, et la somme des variations absolues
de fsur les u, dépassant 1 pour chacun des ¢,. On continue ainsi
indéfiniment. L’ensemble Q commun aux ¢, est parfait. On peut le
rendre discontinu en dispersant convenablement, dans les opérations
de rang impair, les intervalles u,,,, extraits a volonté de chacun
des {,,. De méme, en donnant, sur chaque {.,, aux u,,,, une lon-
gueur totale supérieure a2 une fraction tixe du méme {,,, on rendra
nulle la mesure de Q.

Fig. 3.
- ‘Pi Te-al
/‘ \\\
P A LK + B +, 5 w©y,” we we \\'u,_,
Yzl i Vorh 454~ 3 4 3 Zn T -
2 z 2

Sur toute portion de Q, la variation simple de fest non définie. Car
cette portion, soit @, étant limitée & ses deux points extrémes r, r/, il
existe dans r»" un segment ¢$,,, conservé i une certaine opération de
rang impair. A I'opération suivante, on retranche de ce segment ¢, _,
un certain nombre & d’'intervalles u,,, tous contigus 4 Q et sur lesquels

Ann, Ec. Norm., (3), XXXIII. — Mar 1916. ' 21
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les variations absolues de / ont une somme supérieure & un. Des seg-
ments },, en nombre £ -+ 1 séparent les intervalles précédents. Kt dans
chacun de ces {$,, on supprime indifféremment des intervalles uy,y -
Restent alors sur ¢,, , des segments ,,,, en nombre au moins égal
a 2(k +1). A l'opération suivante, de ces segments $,,,, 00 retranche
des intervalles u,,.,, sur lesquels, pour chacun des {,,.,, les variations
absolues de 7 ont une somme supérieure » un. Ces intervalles uy,,.
étant chacun contigu & Q, les variations absolues de f sur les inter-
valles contigus a la portion @ ont déja une somme au moins égale
ar+2(k+1).

En continuant indéfiniment, aux opérations de rang pair on accroit
cette somme chaque fois d’au moins un nombre entier. Elle ne peut
donc pas étre bornée pour I'ensemble des intervalles contigus a @.

19. Done, st une fonction posséde une variation réductible sur tout
ensemble parfait, I'ensemble H des points de ab, auw voisinage desquels
la variation totale de [ est non bornée, est non dense sur ab. Car cet
ensemble H est fermé et ne peut contenir aucun segment continu,
sinon (18) sur celui-ci existerait un ensemble parfait Q ou la variation
de f serait non réductible. Mais, Q pouvant étre construit sans épais-
seur, méme avec la simple hypothése que la variation de j est réductible
sur lout ensemble parfait miNce, la conclusion de I’énoncé précédent
garde sa validité : / est a variation non bornée uniquement au voisinage
d’un ensemble H non dense. On prévoit I'intérét du théoreme précédent
si I'on observe que, sur tout segment sans points communs avec H,
S posséde sur une épaisseur pleine une dérivée sommable (L. I., p. 123,
et 2¢ Partie, n® 22). Nous verrons un peu plus loin (29) que la somme
besgienne de cette dérivée sur un segment sans point commun avec H,
est la variation de £ entre les extrémités du segment, moyennant une
hypothése supplémentaire concernant le mode de réductibilité des
variations de f'sur les ensembles parfaits minces.

20. Envisageons pareillement une variation totale sur un ensemble
parfait discontinu P de points extrémes a et b. La variation totale de f
sur P sera considérée comme définie ou non, en. méme temps que la varia-
tion simple de f sur P. Supposons que lavariation simple de fsur P soit
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définie. Nous appellerons variation totale de f sur P laborne supérieure
stricte de la somme des valeurs absolues des variations de / sur les
n portions de P nulles ou existantes, déterminées par n—1 points
intermédiaires & a et b, quels que soient n et les positions de ces points.
Si cette borne est infinie, nous dirons que f a une variation totale
définie non bornée sur P (*).

Chaque contigu & P ayant recu un indice entier propre, et V, étant
la variation de f sur le ni®™e, par hypothese (existence des variations

(1) M. Lusin (Comptes rendus, 23 décembre 1912, et Thése, p. 62) fixe & la variation
totale de f sur I'ensemble parfait (discontinu) P une condition d’existence plus restrictive
que celle du texte, et faisant intervenir les valeurs de f hors de P. Le nombre considéré
par M. Lusin — appelons-le (VT )L — est par définition la limite unique de la somme des
oscillations de f sur des segments variables s en nombre fini, dont I'ensemble contient P,
et dont la longueur totale tend vers la mesure de P. Soit VT la varialion totale définie
dans le texle. Il est aisé de voir que (VT)L ne peut étre finie si la variation de f autour
de P (n° 138), soit V4 (f, P), ne 'est pas elle-méme.

En effet, si V, est infini, », étant un contigu a P, et w, l'oscillation de f sur u., on peut

P
trouver p dépendant de n, tel que 2 wp > n. Alors, le systéme s constitué par les seg-
n-+1
ments up4q, ..., Up et par les (p —+1) segments p séparés par uy, us, ..., Up, donne
une somme d'oscillations supérieure a n. Or, quand = croit, la longueur totale des s tend

)

vers la mesure de P puisqu’elle I'excéde seulement de Z un. Done (VT)L n’est pas fini.
+1

Au contraire, VT a un sens et peut étre fini dés que fa variation simple V(f, P) de f
sur P est définie, ce qui a toujours lieu si Vg est fini, sans réciproque. Mais, si Vq est
finie, (VT ), et VI sont bornés ou non en méme temps, et dansle premier cas ils coincident.

Convenons de dire que f a une wariation réductible AuTour d’un ensemble parfait P, si
ee dernier contient une portion auwtour de laquelle la variation de f est finie. Cette hypo-
thése entraine la réductibilité de la variation simple V(f, P) (n° 14 bis). On voit comme
aux n° 22 et 23, que si la variation de f autour de P est non réductible, il sera possible
de délerminer dans P un ensemble parfail mince ol f présentera le méme caractére.
Convenons de dire que f satisfait 4 la condilion (B) si sa variation autour de tout ensemble
parfait MmiNce II est réductible. Alors, d'aprés le raisonnement fait & I'instant, quel que
soit P, P contient une portion @ ol Vg est finie. D'ailleurs, Vq(f, II) étant réductible
quel que soit I, il en est de méme de V(f, II). Donc (n° 23), w contient une portion
olt VT est borné. Sur cette portion, VT et V, étant finies, (VT)L est fini. M. Lusin dit
que f posséde une wariation totale généralisée bornée sur P, si P contient une portion
olt (VT)L est fini. Il montre que celte propriété, si elle est vérifiée pour tout ensemble
parfait P, entraine l'existence pour f d'une dérivée générale sur une épaisseur pleine.
On voit done que cette dernitre conséquence est vraie de toute fonction remplissant la
condition (B), équivalente & celle de M. Lusin et moins restrictive au premier abord,
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simple et totale définies) la série V, est absolument convergente.
Posons, selon les notations du n° 13,

g(@)=g(a) + (a3a) Vot o[ f(@)—Flan)] et h(z)=f—sg.

h(z), fonction constante dans tout contigu a P, est la variation de f sur
la portion de P comprise entre « et z. Donc, la variation de f sur une
portion de P déterminée par deux points a;, o;,, intermédiaires 2 a
et b, est égale 4 la variation de 4 entre ces deux points. Donc, la varia-
tion totale de h entre a et b coincide avec la vartation totale de f sur P,
que celle-ci soit ou non bornée (').

21. La condition nécessaire et suffisante, pour que la variation totale
de f sur P soit définte et bornée, est que, a,, ¢y, ..., %n_, élant des points
quelconques de P en nombre arbitraire, la somme o des variations absolues
de f sur les segments a0, ..., t,_, 0y, sottbornée (o, = a,a, =0). On a

o=/ () = fla)| +.. .+ [fter) = f(ar) | +. .+ |f (@) —F (1) |-

1° La condition est nécessaire : Si f a sur P une variation totale
a) définie, b) bornée, o est bornée.

Car la série V, étant absolument convergente (a), nous pouvons
définir les fonctions g et A exprimées ci-dessus. D’aprés 'hypothése b),
k() a sa variation totale bornée. Les o; étant sur P, nous avons

g (o) — g (o) = (o; Zotiyy) Va.
Donc
| f (i) — f(a) | <|h(otivy) — h(ei) | + (2iZetiq) | Val.

(1) Une fonclion peut avoir une variation définie sur P et une variation totale non bornée
sur toute portion de P. Soit en effet T () une fonction & variation totale non bornée dans
tout intervalle du segmento — 1 (Z. I., p. 57), par exemple une fonction sans dérivée en
aucun point. Soit 8(x) une fonction continue constante dans les contigus & P, croissant
sur Pdeoenad 1end. f=T[0(x)] coincide avec sa propre fonction % (x). La varia-
tion totale de f est infinie sur toute portion de P et cependant définie sur P. Observons
de plus que, quel que soit lintervalle i formé de points u, T(z) étant multioscillante
dans Z réalise, sans étre constante, la relation V(T) = o entre des points de . Done, toute
portion de P en contient une autre o la variation (simple) de f est définie et nulle, sans
que la variation de f soit constamment nulle (10) sur P. Ces deux propriétés seraient
incompatibles si la premidre appartenait également & tout ensemble parfait inclus
dans P (27).
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Soient s la somme de la série | V,| et S’ la variation totale de A. On
a évidemment ¢ << S’ + 5. o est bornée.

2° La condition est suffisante : Si ¢ est bornée, / a une variation
totale @) définie, &) bornée.

a. Prenons pour les «; les extrémités des n premiers intervalles
contigus. Nous avouns entre a et &, 22 points de subdivision, auxquels

n

correspond une somme ¢ supérieure i E[V,J. Si donc o est bornée,
1
la série | V,| est convergente. Les variations simple et totale de / sont

définies.

b. Nous pouvons donc exprimer comme plus haut les fonctions g
et / relatives 4 f. Nous voulons prouver que la variation totale de A est
bornée. Intercalons entre a et b un nombre quelconque de points §;.
La variation totale de 4 entre a et b est la borne supérieure des sommes

=2 n(Bjr)— A(B)] (Bo=a, Bn=2>).

En insérant entre les 8; de nouveaux points, & la somme ¢’ nous en
substituons une nouvelle qui ne lui est pas inférieure. Ajoutons donc
4 la suite B; toutes les extrémités d’intervalles contigus a P contenant
des points B;. Dans la nouvelle suite, soit 3, un point étranger a P.
(', est I'un des anciens B;. Les extrémités du contigu contenant 8/, sont
agrégées a la nouvelle suite. Soient §, 3, ces points. Onap <4 <gq.
Mais, A étant constant sur le segment 3,8, , les différences A(8),) — A(B;_,)
et A(P,.,) — A(B}) sont nulles. Nous pouvons donc, sans changer la
somme o relative 4 la suite B, supprimer dans celle-ci tout point 3
étranger 4 P. Cela fait, il nous reste une suite o;agrégée a P et donnant
une somme
o' = Z|h () — 2(a))

au moins (et d’ailleurs exactement) égale & la somme analogue relative
aux ;. Donc, la variation totale de 2 entre a et b est laborne supérieure
des o’. Or, d’aprés A= f— g, o’<o—+s, s étant la somme de la
série | V,|. o étant bornée, o’ I’est aussi. Done, % a une variation totale
bornée et il en est de méme de / sur P.

Notre énoncé est donc établi.
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22. Montrons maintenant que st la variation totale de f sur P est
définie, mais sur toute portion de P, non bornée, il est possible de deter-
miner dans P un ensemble parfait mince Q ou la variation simple de f
est non réductible.

P est un ensemble parfait indifféremment épais ou mince.

La démonstration présente de grandes analogies avec celle du cas ou
I’ensemble parfait P est le continu. Soit toujours g(x) la série [accrue
de f(a)] des variations de f'surles contigus et semi-contigua P compris
entre a et x (sia est sur P, il n’y a pas de semi-contigu, si « est hors
de P, sur l'intervalle u,, ou a,,4,,, nous avons le semi-contigu a,,x).
Nous posons f= g -+ A. Surtout ensemble parfait Q agrégé a P: 1° g(x)
a une variation définie et nulle (11 b7s); 2° la variation simple de f est
définie ou non en méme temps que la variation simple de 4 (et si elles
sont définies, elles sont égales) (n° 13).

Soient ¢ la valeur absolue de 2(b) — A{a), et A un nombre positif
quelconque. 4 ayant une variation totale non bornée, nous pouvons
intercaler (n° 16) des points entre a et b, de maniére que la somme
des variations absolues de A sur les intervalles successifs limités par ces
points surpasse 2A + ¢. Nous avons vu (21) qu’il est possible, sans
changer ces variations, de modifier la position de ces points de ma-
niére qu'ils soient tous sur P. Comme dans le cas du continu, nous
supprimons l'un de ces points a; si ~(a;) est compris entre A(o;_,)
et A(e;,) inclusivement, et ce faisant, nous ne diminuons pas la
somme o’ correspondant a la subdivision a. En particulier, la subdi-
vision « n'aura jamais deux points consécutifs aux extrémités d'un
méme contigu, et la différence A(a;,,) — A(a;) sera alternativement
positive et négative. Enfin, quitte 4 mettre en défaut cette alternance
pour les deux derniers termes, si le nombre des points intermédiaires,
n — 1, est impair, donc si le nombre des intervalles séparés par eux
est pair, nous créons un intervalle «,b, prélevé sur «,_, b, de maniére
que les sommes des variations absolues sur les segments pairs et
aussi sur les segments impairs (le premier de ceux-ci contenant @ = a,,
et le dernier b = a,,,) surpassent A, toutes ces variations absolues
de £ étant de plus positives, comme dans le cas ot n — 1 est pair (de
sorte que chaque segment o o, contient toujours une portion de P).
Le choix de «, est toujours possible, parce que b, point extréme de P,
est limite de points de P situés a sa gauche.
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Or, si a; est une extrémité d'un contigu & P, nous pouvons, sans
changer o', placer «, en 'autre extrémité du méme contigu, point dis-
tinctde «;_, et de z,,. Nous pouvons donc supposer que jamais a,,n’est
Iextrémité gauche, ni «,,,, n’est 'extrémité droite d’un contigu a P.
Alors le segment o, «,,,, est limité aux extrémités de la portion de P
qu’il contient. Nous conserverons les segments impairs o,%,,.,, et
nous pourrons répéter notre construction sur I'un quelconque d’entre
eux, parce que les deux extrémités d’un tel segment sont limites de
points de P intérieurs & lui.

Nous avons donc abouti au résultat suivant. Nous avons placé sur ab
un certain nombre de segments linéaires 7 deux a deux sans points
communs, le premier commencant 4 a, le dernier finissant & b;
chacun de ces segments linéaires 7 contient une portion de P de
mémes extrémités que lui, et enfin les variations absolues de 4 sur
les intervalles ‘séparant ces segments ont une somme supérieure a A,
nombre positif quelconque donné d’avance. On déduit de la comme
dans le cas du continu, cette premiére conséquence :

St la variation tolale de S sur P est définie, mais non bornée, il est
possible de déterminer sur P un ensemble par fait, oi la variation de f est
non définte. Fin sorte que la condition nécessaire et suffisante pour qu'une
JSonction ait savariation définie sur tous les ensembles parfaits agréges a
un ensemble parfuit donné P, est que la variation totale de fsur P soit
définie et bornée. '

Et en opérantsur les segments y comme nous I’avons fait avec les
quand l’ensemble P était continu, on construit dans P un ensemble
parfait mince Q, ou la variation de f est non réductible, ce qui établit
le théoréme & démontrer.

Fonctions a variation réductible sur tout ensemble parfait.

Fonctions a variation résoluble.

23. Observons enfin que si la variation de / est non réductible
sur P, supposé épais, les segments linéaires y, décrits quelques
lignes plus haut, peuvent encore étre construits, quel que soit Ie
nombre A préalablement donné, car leur détermination est simple-
ment fondée sur la croissance illimitée, dans toute portion de P, des
sommes de termes analogues & | /() — f(«:)|. Cette divergence
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ayant lieu aussi bien (n“21) quand la variation de / est non définie
sur toute portion de P, que lorsqu’elle y est définie avec une varia-
tion totale de / non bornée, on peut alors, en opérant sur les seg-
ments y comme précédemment sur les segments ¢, aboutir & un
ensemble parfait mince Q agrégé a P, et ol la variation de f est non
réductible. De la cette conséquence fondamentale :

Si la variation de f est réductrble sur tout ensemble parfait misce, U’en-
semble K des points d’un ensemble parfait quelconque P au voisinage
desquels la variation totale de f sur P est soit non définie, soit définie et
non bornée, K est non dense sur P.

24. Soit @ un segment de P sans points communs avec K. Sur @ la
variation totale de f est définie et bornée. o et B étant les extrémités
de @, et z un point du segment a3, soit 2(x) la variation de fsur
entrexetx, ety(a) I'excés de £ sur A. A est a variation bornée. Donc,
d’aprés un théoréme connu de M. Lebesgue (voir aussi 2¢ Partie, n° 22),
sur une pleine épaisseur de o3 et, en particulier, de @, 4 a une dérivée
finie et sommable ¢. En second lieu, y(z) étant, pour x agrégé a o,
la somme des variations de fdans les contigus & @ entre « et x, et ces
variations formant pour la totalité de o une série absolument conver-
gente, d’aprés un théoréme établiau début de la premiére Partie (n°23),
les points £ de @ tels que la variation relative de y entre & et &' tend
vers zéro, & tendant indifferemment vers % sans quitter , ces points &
forment une pleine épaisseur de @ ('). Mais alors, pour des points &

(1) La série Vn étant supposée absolument convergente, si yn(x), définie sur u,
ou @b, contigu & P, vaut oen a, et V, en &y, soit y = f(a)+(aZx) Vp + oy, (x),
w étant o ou 1 selon que x appartient & P ou est intérieur a u,,. On montre (1 Partie,
n° 23), sans aucune aide d’intégration, que si la série des oscillations des y, est con-
vergente, y (x) posséde sur une pleine eépaicseur de P une dérivée nulle. Si y,, était linéaire
sur u,, son oscillation se confondant avec | V,|, la conclusion précédente serait donc
valable. Mais la dérivée de y spéciale a P étant indépendante des valeurs de y, a 'intérieur
de u,, celte dérivée particulidre donne toujours lieu & ce méme énoneé.

S8i f admet une variation finie autour de P (n° 1B), ¢’est-d-dire si les oscillations de f
(coincidant avec celles de v) sur les u, forment une série convergente, y(«) qui est de la
forme donnée a y, avee y,,(x) = j(x) — f(@m), a = «, posséde une dérivée générale nulle
sur une pleine épaisseur de P. Donc, f et 2 ont une dérivée (générale) commune sur une
pleine épaisseur de P.

On déduit de 13, comme au ne 26, que si f @ une wariation réductible autouvr de tout
ensemble parfait MINCE, f admet une dérivée GENERALE sur une épaisseur pleine (résullat
équivalent & celui de M. Lusin, voir la note de la page 163).
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formant une pleine épaisseur de @ (ces points £ existent donc si o est
épais, et en particulier si P est épais en lui-méme), simultanément,
la variation relative de y entre & et £’ tend vers zéro et 2 a une dérivée
sommable  aux mémes points. Donc, lavariation relative de f entre %
et &' tend aussi vers . Nous dirons que  est en % la dérivée de f spéciale
SE) — 7(&)

EF—c 7’
quand &' tend indifféremment vers £ sans quitter P. '} défini uniquement
sur une certaine pleine épaisseur de o, est sommable sur cet en-
semble @. Si /'dans chacun des u, varie suffisamment, / peut n’avoir
de dérivée en aucun point de P (17 Partie, ex. III et IV, n°* 59 et 60),
et alors Y(&) est seulement envers la totalité du continu, un dérivé
médian ou extréme de f en &, de chaque coté si & est de seconde
espéce sur P. Mais un grand intérét présenté par celte dérivée de f
spéciale a P, réside en ce que deux fonctions possédant la méme
dérivée spéciale 2 P en &, ont pour différence une fonction possédant
en ce point le dérivé bilatéral zéro. C’est 1a une observation essentielle,
comme nous le verrons.

Enfin il estimportant de noter que la dérivée de f spéciale a & est, sur
une pleine épaisseur de &, la deérivée ordinaire de la variation h de f
sur @ entrea el x.

Le théoreme du n° 23 se précise donc ainsi :

a P. Ce nombre, s'il existe, est la limite unique du quotient

St la variation de f est réductible sur tout ensemble par fait mince, quel
que soit l’ensemble parfait P, sur toute portion & de P sans point commun
avec un certain ensemble ferme K, non dense sur P, ou inexistant : 1° la
variation de f est définie sur @ ; 2° sur une pleine épaisseur de w, f pos--
séde une dérivée spéciale a P, finie et sommable sur .

Pour sommer cette dérivée spéciale, finie sur @, on suppose
comme toujours que, préalablement a cette opération, on lui attribue,
aux po'ints ou elle n’existe pas, des valeurs finies quelconques, ce qui
est sans influence sur le résultat de la sommation.

Nous donnerons a la dérivée ordinaire, commune a tous les en-
sembles admettant -, pour point limite, le nom de deriwée générale.

25. Convenons de dire qu’une fonction continue f posséde en un
Ann. Ee, Norm., (3), XXXIII. — Juwy 1916. 22
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point @, une dérivée approximative (*) finie et égale 4 o(z,), si 'en-
semble deq points z ou I'on a

J(z) — f(xy)

7z — 2, —o(x) |<ce

a pour épaisseur un en x,, quel que soit e. La dérivée générale, quand
elle existe, satisfait évidemment aux condltlons de la dérivée approxi-
mative.

Je renvoie au début de la seconde Partie, & I’étude des conditions
de continuité approximative (n° 2) pour y voir expliquer comment
la définition précédente équivaut a celle-ci: fa une dérivée approxi-
mative en @,, si f a au point x, une dérivée spéciale & un ensemble
d’épaisseur un en x,.

Si deux ou plusieurs fonctions en nombre fini £, ..., f,ont chacune
en un méme point =, une dérivée approximative, savoir ¢; pour f;
c’est qu’il existe pour =1, ..., p, un ensemble E; d’épaisseur un
en x,, spécialement auquel f; admet la dérivée ;. Autrement dit,
VR( /i, z,, ) tend vers g; si = tend vers z, sans quitter E;. Le complé-
mentaire E; de E; a une épaisseur nulle en z,. Il en est de méme de la
réunion R’ des E; qui sont en nombre fini. Le complémentaire R de R’
a donc I'épaisseur un en z,. Or, R est I’ensemble commun aux E;.
Pour toutes les valeurs de 7, f; posséde spécialement a4 R une dérivée,
qui est o,

Il suitde laqu’en x,, toute fonction F composée des f;, et a dérivées
partielles du premier ordre continues, posséde relativement 4 = une
dérivée approximative, donnée par les formules élémentaires du calcul
difféerentiel. Car ces derniéres s’établissent en exprimant linéairement
la variation relative de F entre z, et  au moyen de celles des f;, puis
en remplacant a la fois celles-ci par leurs limites ¢;, etles coefficients,
qui sont des fonctions continues des f; et de «, par leurs valeurs en ,.
Les mémes formules valent done, tant que les variations relatives desf,

(1) Cette dénomination rappelle une analogie de définition entre cette sorte de dérivée
et les fonctions approximativement continues, qui jouent un grand réle dans la seconde
Partie de ce Mémoire. Je rappelle (voir note 2, p. 131) que tout récemment M. Khintchine
a considéré la dérivée approximative d'une fonction sous le nom de dérivée asjmptotzque
(Comptes rendus, 21 février 1916). !
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ont simultanément les limites o;, done, dans le cas présent, tant que =
tend vers x, sans quitter R. L’épaisseur de R en z, étant un, I'expres-
sion limite de VR(F, x,, ) est pour F une dérivée approximative
en x,. Ainsi f, + f,+...+ f, admet en x, la dérivée approximative
@y+...+9,. f, f2apourdérivée approximative en z,, f, 9.+ f.9,etc.

Une fonction f peut avoir en chaque point une dérivée approxi-
mative (ou générale) finie, et avoir cependant des dérivés extrémes
infinis sur un ensemble épais, et plus précisément parfait, P. En effet,
selon ’exemple III du n° 59, 1*® Partie, imposant & f d’étre nul sur P,
et, intérieurement & u,, 1° pourvad’une dérivée continue, 2° oscillant
4 Vop(Z—an) (bp—2)

{

in

deoa y,(x)= » nous placons sur «, une famille

de segments ,,,, deux a deux sans points communs, se déplacant de
gauche a droite quand m croit, ayant pour points limites a, pour
m=— o et b, pour m= -+, l'agrégat des ¢, , ayant de plus en @, et b,
du coté intérieur 4 u,, I’épaisseur un, et en outre sur a,x et sur xb,
des épaisseurs moyennes supérieures & 1 — u,, quel que soit x dans u,.
Soit 7,, , le segment compris entre les-intervalles z,_, , et Z,,,. Sup-
posons que Z, , ait méme milieu que u,. Alors, sur chacun des 7, , nous
faisons f=o. Sur Z,, , nous prenons f continu, admettant une dérivée
continue nulle aux deux extrémités de ¢, ,, f ayant pour maximum
sur z,, , la valeur de y, au milieu de ¢, ,. Alors, il est visible que f,
partout définie, posséde hors de P une dérivée générale continue, et
sur P la dérivée approximative o avec les dérivés extrémes zéro et
+ o & droite, — o et zéro a gauche. Il serait de méme facile de
transformer 'exemple IV de maniére que, dans ce dernier énoncé, les
dérivés extrémes zéro-réalisés sur P, y soient remplacés.-par. —.c0 .3
droite et + oo & gauche (*).

é(b,z—x) (ap—x)

(1) Soit & un nombre nul si z est sur P, égal » si « est intérieur

Un
4 up. 8 est dans un rapport compris entre 1 et 2 avec la distance de x 4 '’ensemble parfait P
(17 Partie, p. 201). pp 6tant la longueur du segment d’olt est extrait z, aprés suppression
. 1

und . . 8] . ..
de uy, us, ..., Up—1, POSONS 71 = —— et SOit f=i—=|sin—| , o Zest +1 ol —1.

Pp V1 n .
f admet une dérivée ¢ générale et continue hors de P, approsimative et nulle sur P, et
1° les dérivés extrémes droits o et -+ oo, et extrémes gauches o et — «, —cas [BD"] —

1M
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26. Je dis que si la variation de f est réductible sur tout ensemble par-
Jfait, f posséde sur une épaisseur pleine une dérivée approximative. S'l
en était autrement, il existerait un ensemble épais et dans celui-ci un
ensemble parfait P épais en lui-méme (1™ Partie, p. 131), en tout
point duquel £ serait dépourvud’une dérivée approximative. Mais cecl
est absurde. Car il existe une portion = de P ol f admet, sur une
pleine épaisseur de =, une dérivée ¢ spéciale 2 P. Or, 'ensemble des

“ points de @ ol P a I’épaisseur un, constitue une pleine épaisseur
de ©. & n’étant pas métriquement nul, puisque P est épais en lui-
méme, il y a des points formant une pleine épaisseur de @ ou, 4 la fois,
P a I’épaisseur un et f admet spécialement a P une dérivée. Cette
derniére est donc une dérivée approximative pour f, malgré notre
hypothése contraire dont I'impossibilité est établie. Nous pouvons
résumer ainsi I’étude précédente :

St la variation de f est réductible sur tout ensemble parfait mince,
J posséde sur une épaisseur pleine une derivée approximative ¢, et, dans
tout ensemble parfait P, I’ensemble des points au voisinage desquels ou
bien la variation de f est non définie sur P, ou bien ¢ est non sommable
sur P, cet ensemble est non dense sur P.

Observons, en choisissant pour P le continu, que f posséde une
dérivée génerale sur une pleine épaisseur d’un ensemble d’intervalles,
complémentaire d’'un ensemble fermé non dense.

Quelle relation y a-t-il, pour une portion = de P ol f a une
variation définie et ou ¢ est sommable, entre la variation de f'sur @ et

(ou les mémes échangés, cas [DB']) si ¢ vaut +1 (ou si i vaut —1), 2° les dérivés
extrémes bilatéraux + o el — oo, si ¢ sin P ne prend pas les deux signes. o n’est pas

sommable quand P est épais, sinon f aurait une dérivée exacte sur une épaisseur pleine,
ce qui est impossible, f ayant des dérivés infinis en tout point de P, supposé épais.
‘Avec les mémes notations, les exemples 1II et IV de la premiére Partie sont équivalents &

ceux-ci : fi= ‘ / %sinﬁ% = -2 gin? .;., fo= %sin%. L’exemple classique donné par

M. Volterra (woir 2¢ Partie, p. 187) d’une fonetion & dérivée partout finie et inintégrable

au sens de Riemann, est analogue & celui de la fonction : §2sin -é, P étant supposé épais,



TOTALISATION DES NOMBRES DERIVES NON SOMMABLES. 173

la somme besgienne de ¢ sur ce méme ensemble? Cette relation obli-
gatoire existera dans le cas ou f est une fonction résoluble.

27. Nous dirons que la variation de f est réductible & zéro sur tout
ensemble parfait mince, si chaque ensemble de cette sorte contient une
portion ou la variation de f est définie et nulle. Une fonction f jouis-
sant de la propriété précédente sera dite résoluble (en abréviation de :
avariation résoluble).

Il suit de la définition posée que, st la variation de [ est définie sur
un ensemble parjfait mince w, cette variation est nulle sur ©. Sinon il y
aurait (n°® 13 &is) un ensemble parfait &, agrégé a @, donc mince, sur
toute portion duquel la variation de / serait définie et douée d’un signe
constant. f ne serait pas résoluble.

On déduit de la que, st f est une fonction résoluble, il existe dans tout
ensemble parfait mince 11, un certain ensemble fermé H non dense sur I,
ou tnexistant, tel que, dans toute portion de Il sans point commun agec H,
la variation de f sur 11 est definie et cONSTAMMENT nulle.

La réciproque de cette propriété est évidente. Donc (n® 14 bis) une
JSonction F composée de plusieurs fonctions résolubles, et douée de derivées
partielles du premier ordre continues, est résoluble. Ainsi une somme
algébrique, un produit de fonctions résolubles sont résolubles.

Une fonction résoluble, ayant sur tout ensemble parfait mince une
variation réductible, posséde sur une épaisseur pleine une dérivée
approximative dont les points de non-sommabilité sur un ensemble
parfait quelconque P forment un ensemble non dense sur P.

Les propositions suivantes vont montrer le grand intérét des fonc-
tions résolubles.

28. Une fonction f résoluble, admettant sur une épaisseur pleine zéro
pour dérivé médian ou extréme d’un coté variable ou fixe, est une
constante.

En effet, si £ n’était pas constante, si, entre deux points particuliers
a et b,la variation relative de f était non nulle et égale & v, il existerait,
d’aprés 'application IV du principe de gradation (n° 9), pour toute
valeur de ¢ comprise entre o et ®, un.ensemble parfait mince P tel que
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la fonction f— ex = f, présenterait entre deux points quelconques ¢
et d de P une variation f,(d) — f,(c) nulle ou ayant le signe de o,
selon que ¢ et d seraient ou non les extrémités d’'un méme contigu.
Dans le second cas, sur la portion de P située surle segment cd, la
variation de £, égale & celle de f,, donca f,(d) — f,(c), serait définie
et douée du signe de w. Donc f ne serait pas résoluble.

29. Une fonction résoluble f(x) admettant sur ab un nombre derivé
(médian ou extréme) sommable ¢ est, a une constante additive pres, la
somme besgienne de ¢ entre a el x.

Posons

fi=f(a) +f' o da,

I'intégrale du second membre étant prise au sens de M. Lebesgue.
Une somme besgienne indéfinie a sur tout ensemble parfait P une
variation déterminée, égale & la somme du coefficient différentiel
sur P, donc-nulle si P est mince. Done, f, est résoluble et par suite
aussi f, — f. D’ailleurs, on sait, d’aprés M. Lebesgue (voir 2° Partie,
n°21), que, sur une épaisseur pleine, f,a pour dérivée ¢. Donc f, — f
admet sur une épaisseur pleine le dérivé zéro au moins d’un coté.

D’aprés le théoréme précédent, f, — f est constant. Comme il est
nul pour # = a, il est identique a zéro. C. Q. F. D.

30. Nous tirerons de ce dernier théoréme une conséquence essen-
tielle. Soit f une fonction résoluble admettant sur un ensemble par-
fait o, d’extrémités o, 3, une variation totale définie et bornée. La
variation de f sur @ entre a« et a est une fonction ~(x) constante
dans les contigus i .

Montrons d’abord que % est résoluble, c’est-a-dire que tout en-
semble parfait mince contient une portion ou la variation de % est
définie et nulle. En effet, cela est évident si Q admet des points, donc
une portion, dans un intervalle contigu & . Sur cette derniére, ou 2
est constant, V(£) existe et est nul. Si maintenant Q est entiérement
agrégé a m, f étant 1° 4 variation totale bornée sur @, 2° résoluble,
V(/f, Q) est 1° définie (n°22), 2° nulle (n°27). Il en est de méme
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de V(%, Q), puisque, sur tout ensemble parfait agrégé a =, V(4) et
V(f) sont (n° 13) simultanément définies ou non, et, dans le premier
cas, égales. Donc A est résoluble.

Or, la variation totale de % (égale par définition & la variation totale
de f/ sur @) étant bornée, 2 admet sur une épaisseur pleine une
dérivée ¢ sommable (n° 24). Mais comme 4 est résoluble, 2 est la
somme besgienne de {dx entre « et « (n°29). Or Y coincide (n° 24)
sur une pleine épaisseur de @ avec la dérivée approximative (et spé-
ciale 2 @) de f, soit 9. Hors de w, ¢ est nul. Done, l'intégrale de o
sur o entre « et o est la variation linéaire de 4, donc la variation de f
sur o entre ces deux points. Nous avons donc ce théoréme capital résu-
mant toute la précédente analyse :

Si f est une fonction RESOLUBLE, [ posséde, sauf eéventuellement en un
ensemble mince, une dérivée approximative ¢, et, quel que soit ’ensemble
parfait P, sur toute portion @ de P sans point commun avec un ensemble
Jermé K existant ou non, mais en tout cas NoN DENSE sur P : 1° la varia-
tion de f est définie; 2° ¢ est sommable ; 3° la variation de f sur @ est
l'tntégrale besgienne de ¢ sur .

Je rappelle que. f a une dérivée approximative sur une épaisseur
pleine dés que f a une variation réductible (et pas nécessairement a
zéro) sur tout ensemble parfait mince. Enfin, en disant d’une dérivée
qu’elle est approximative, nous n’excluons pas le cas on elle serait
générale (n° 25).

L’intérét du théoréme précédent résulte de ce que la classe des fonce-
tions résolubles va se révéler comme comprenant les fonctions déri-
vables, les fonctions possédant en tout point un dérivé extréme fini,
les fonctions douées en tout point d’une dérivée approximative, etc.

Application aux nombres dérivés.

Une fonction est-elle déterminée (2 une constante additive preés)
par la connaissance en tout point de I'un de ses dérivés? Quel lien
numérique existe-t-il entre la fonction et ce dernier nombre? Telles
sont les deux questions que nous éluciderons, dans des cas assez.
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‘généraux, au cours des pages suivantes. Rappelons d’abord deux pro-
positions bien simples :

31. Sien un point et pour un cerlain célé, le segment derivé () de f,

est fini et agregé au segment dérivé de f,, la différence f,— [, admet le
14 - ’ 14 g ! . A ’
dérivé médian ou extréme zero, en ce méme point et pour le méme cote.

Soient £ le point considéré, D, et d, les dérivés extrémes de f,, D,
et d, ceux de /,, en %, pour le coté considéré. D, et d, sont finis,
D, et d, peuvent étre infinis, mais on a toujours D,2D,2d,2d,. 1l
est visible que la fonction f, — f, admet un dérivé au moins égal
a D,—D,. Car si  tend discontiniment vers & de maniére que
la variation relative de f, entre & et = tende vers D,, il est évident
que celle de f, — f, entre les mémes points, aura toutes ses limites
au moins égales 4 D, — D,. Donc, le dérivé supérieur droit de /, — /,
est positif ou nul. On voit pareillement que le dérivé inférieur
droit de cette fonction est négatif ou nul. Donc, zéro est un dérivé
droit médian ou extréme pour f,— /f,. Un raisonnement analogue
montre (L. I., p. 74) que st en un point deux fonctions ont, pour
un certain coté et pour un certain rang, un méme dérivé extréme fini, la
différence de ces deux fonctions posséde en ce point le derivé médian ou
extréme zero pour ce coté-la.

Si donc deux fonctions ont en tout point de ab, pour un méme cété
invariable, 'une un segment dérivé fini agrégé au segment dérivé
de 'autre, ou le méme dérivé extréme fini pour un méme rang, fixe
ou variable, la différence de ces deux fonctions posséde un dérivé
médian ou extréme nul pour un coté invariable. Ces deux fonctions
ne différent done que par une constante. Ainsi un dérivé extréme fini,
de coté et de rangs donnés en chaque point, détermine sa primitive.

32. Ce sera une conclusion importante de cette analyse qu’un
dérivé extréme fini connu en tout point, mais de coté et de rang

(1) Nous appelons segment dérivé d'une fonction en un point et pour un coté donnés,
le' segment fini ou infini, limité par les dérivés extrémes de la fonction en ce point et pour
ce cOté. L'intervalle dérivé est par définition l'intérieur du segment dérivé. C’est 'en-
semble des dérivés médians. ’
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inconnus, indifféremment variables, détermine également sa primi-
tive. A priort, si une fonction f possede en toul point le dérivé
extréme fini g, en aucun pointelle ne réalise le cas (AA’) des nombres
dérivés. Mais, 'exemple III du n® 59 (1 Partie) nous montre que les
trois autres cas fondamentaux [BD], [DB’], [CC’] (vour Introduction,
3¢ Partie, et n® 57, 1" Partie) peuvent, en des points divers, étre pré-
sentés par une fonction partout douée d’un dérivé extréme fini. Tou-
jours est-il que, surune épaisseur pleine, seuls ces trois derniers cas se
vérifient. Donc, sur ce méme ensemble, © est un dérivé bilatéral de /et
d’ailleurs le seul (n® 57, 1™ Partie, et p. 164, 2¢ Partie).

Considérons deux fonctions /, et f, admettant partout un méme
dérivé extréme g. Surune épaisseur pleine e, g est, comme nous venons
de le dire, un dérivé bilatéral extréme pour /, et pour f,. Aux points
de e oul'une des deux fonctions f, et f, réalise le cas [CC'] (dérivée
bilatérale finie), f,— f, admet le dérivé bilatéral extréme zéro. Aux
points de e ot chacune des fonctions réalise I'un des cas [BD’] et [ DB']
(un dérivé [ini bilatéralement extréme, les deux autres dérivés
extrémes infinis et de signes contraires), si le cas offert est le méme,
Jiet f, ayant de chaque cOté méme dérivé extréme fini pour un méme
rang, ont le dérivé bilatéral médian ou extréme zéro (31). Enfin si,
en certains points de e, f, réalise le cas [BD’| pendant que /, pré-
sente [DB’] (ou inversement), tous les dérivés droits de f, — f, sont
non positifs, tous ses dérivés gauches étant non négatifs (oul'inverse).
J»— /1 ne saurait donc avoir en ces points d’autre dérivé bilatéral
que zéro. Or, I’ensemble des points ou f, — /, n’a pas de dérivé
bilatéral est dénombrable (1% Partie, n® 27, et M™ Young, Acta ma-
thematica, t. 37). En résumé, f, - /, posséde le dérivé bilatéral zéro
en tous les points de e, sauf éventuellement en ceux d’un ensemble
dénombrable, donc finalement sur une épaisseur pleine. ‘

Cette conclusion découle des seuls résultats de la premiére Partie.
Nous y sommes donc parvenus sans faire appel & la notion d’intégrale.
Nous établirons la constance de la fonction f, — f, en montrant que
celle-ci est résoluble.

33. M. Lebesgue fait observer (L. /., p. 75) que I'on ignore si une
fonction fest déterminée par sa dérivée o supposée existante en tous .
Ann. Ee. Norm., (3), XXXIl[. — JuN 1g16. 23
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points, mais pouvant étre infinie. La réponse est aisée. Nous avons vu
(17 Partie, n® 33) que, ou hien I'ensemble |5|=20 est clairsemé
(1 Partie, Note 3, et p. 156 en note) et parsuite dénombrable, ou bien
’'un au moins des ensembles ¢ = + » et g = — wcontient un ensemble
parfait. D’ailleurs, celui-ci est forcément sans épaisseur (*). Dans le
second cas, fn’est pas déterminé. Car, si en tous les points de I’en-
semble parfait P, fadmetla dérivée + =, siz est une fonction continue
constante dans les contigus & P et croissante entre deux points
quelconques de P, f—+¢ admet sur P la dérivée + o comme /, et
hors de P la méme dérivée que /. Done, fn’est pas déterminé par ¢.
Si au contraire I'ensemble H défini par la relation ¢ = == oo est dé-
nombrable et par suite clairsemé, on sait (L. /., p. 75-76) que f est
déterminé. Nous le démontrons ainsi. Si deux fonctions f, et [,
admettaient ¢ pour dérivée, /, — /, auraitla dérivée zéro en tout point
ou o estfini, donc partout sauf sur H. Sila différence /, — /, n’était
pas constante, sur un segment ab aux extrémités duquel elle prendrait
deux valeurs distinctes, il existerait, d’aprés la troisieme application
du principe de gradation, un ensemble parfait entierement agrégé
a H, ce qui est absurde, H étant dénombrable. Donc, /, - f, est
constante. La primitive de ¢ est déterminée.

33 bis. Supposons que ¢ soit simplement un dérivé extréme de /.
Sil'un des deux ensembles H, et H, déterminés parg =+ o eto=—om
contient un ensemble parfait, le raisonnement employé pour le cas
ol ¢ est une dérivée bilatérale, montre la possibilité, sans changer
nulle part le dérivé extréme o, d’ajouter 2 f une fonction constante
dans tous les contigus a cet ensemble parfait, et croissante ou décrois-
sante sur I’ensemble selon que ¢ est infini positif ou négatif. La primi-
tive de p n’est pas déterminée. Il s’agira donc essentiellement dans
tout ce qui suivra de nombres dérivés finis.

34. Demandons-nous enfin si une fonction est déterminée par la
connaissance en chaque point d’un dérivé fini, pouvant étre aussi bien

(1) Ce théoréme, démontré par M. Lusin, a été établi au n° 50 (1™ Partie) pour une
dérivée unilatérale o. '
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médian qu’extréme. Si l'on ne connait pas en chaque point le coté ou
vaut ce dérivé, la fonction n’est certainement pas déterminée, puisque
nous avons trouvé (n° 65, 1™ Partie) une fonction possédant en tous
points le dérivé zéro pour un coté au moins et cependant variante
dans tout intervalle. Si I'on sait & quel coté se rapporte ce dérivé, si
méme ce dérivé est supposé bilatéral, 'indétermination existe encore.
En effet, la fonction f de ’exemple IV du n°® 60 (1** Partie) posséde
sur un certain ensemble parfait épais P, pour dérivés bilatéraux + oo
et — oo, et par suite aussi tous les nombres finis. Hors de P, fa une
dérivée continue. Donc en tout point, f posséde un nombre dérivé bila-
téral fini. Soit C une constante quelconque. Ajoutons & fune fonction
continue ¢ égale & C/, [ étant la longueur de P entre son extrémité
gauche et . ¢ est constante hors de P, et sur P a ses nombres dérivés
compris entre o et C. Il est visible que, soit sur P, soit hors de P, en
tout point, /et /'+ ¢ admettent les mémes nombres dérivés. Un dérivé
fini, donné en tout point, unilatéral poar un ¢6té connu ou bilatéral,
mais avec une situation ignorée médiane ou extréme, ne saurait done
déterminer une fonction continue (*).

Passons maintenant 4 la recherche des rapports entre les fonctions
primitives et les fonctions résolubles.

35. La considération de la variation des fonctions awour des
ensembles parfaits donne le théoréme suivant, intéressant le cas oll
la fonction posséde en tout point, au moins pour un ¢oté, une dérivée
(ou méme seulement deux dérivés extrémes finis) : St la variation de f
AUTOUR d’une portion quelconque deP est infinie, ensemble des points ot
DE CHAQUE cOTi /f posséde des nombres dérivés infinis, est partout dense
sur P.

Notre hypothese est la suivante : Les oscillations O (/, u,) de /'sur
les contigus u, & une portion quelconque @ de P forment une série
divergente. Done, 'oscillation relative OR( /, u,) de /sur u, est non

(1) Un nombre dérivé fini sommable de cité invariable délermine-t-il sa primitive? La
réponse 4 cette question parait dépendre de l’existence, encore problématique, de fone-
lions ne possédant en aucun point, d’aucun cdété, de dérivée finie ni infinie. La fonction de
Weierstrass présente bilatéralement en certains points des dérivées infinies (M™ Young);
celle du n° 63, 1" Partie, ne peut en posséder qu’unilatéralement.
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bornée. Car si elle était, pour tous les «,, inférieure & un méme
nombre A, la série O(/, «,) aurait ses termes inférieurs a ceux de la
série Au,, donc serait convergente. Mais OR(/, u,) n’étant bornée
sur aucune portion de P, en un résiduel de P on a, pour chaque
cOté, au moins un dérivé infini (1 Partie, n° 40).

Done, en utilisant une définition déja donnée (p. 163 et 168, en
notes), sz, en tout point et au moins d’un cilé, [, a ses derivés extrémes
Jinis, la variation de f, AuTour de tout ensemble parfait P est réductible.
Donc, les points deP au voisinage desquels la variation de jf, surour de P
n’est pas finie, forment un ensemble non dense sur P. Mais de I'hypo-
thése que la variation de / autour de toute portion de P est infinie,
nous ne pouvons pas déduire la conclusion qu’en certains points
de P les quatre dérivés extrémes de / sont infinis (voir I'exemple
du n° 15, 3¢ Partie). Au contraire :

36. Silavariation (simple)de la fonction continue [ sur toute portion
del’ensemble parfait P, est non définie, [ posséde en unrésiduel de P, de
chaque coté les dérivés + » et — .

En effet, soit @ une portion quelconque de P, « et B les points
extrémes de @, et ®,, w,, ..., ®,, ..., ses intervalles contigus, qui le
sont en méme temps & P. Les n premiers o,83,, ..., «,B,, séparent
sur of, » + 1 segments g,, ..., g, - La somme des variations absolues
VA(f, w;) de f sur les w;(i=1, ..., ») croit indéfiniment avec .
JS(B)— /(=) est la somme des variations de / sur les divers w; et
les p;(j=1, ..., n+1). Celles de ces variations V(/, w;), V(/, ¢;)
qui sont positives ont une somme s,, les autres ont une somme — s,,.
On a

sn—sp=f(B)—S(2) el su-ms,> ¥ VA(S, o).

Done, s, et s, croissent indéfiniment avec . Est-il possible que les
nombres VR(f, »;) et VR(f, p;) soient bornés supérieurement ou
inférieurement? Non, car si tous ces nombres étaient inférieurs au
nombre positif A, la somme s, serait moindre que

A(Zm;—l— Zp,-):A(ﬁ——-oc),
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ce qui est absurde, s, croissant indéfiniment avec n. Pareillement si
les mémes variations relatives surpassaient toutes — A, s, surpas-
serait — A(f — a), ce qui est impossible. Or, chacun des ; et des ¢;
a ses deux extrémités sur @. Done, sur toute portion de P, il existe
des couples de points ¢, d ou ¢, ', entre lesquels la variation relative
de fpour les uns ¢, d surpasse A, pour les autres ¢/, & est inférieure
4 — A. D’apreés le Premier Théoréme des nombres dérivés (17 Partie,
ne 28 ct 31, App. I), sur un résiduel de P, les deux dérivés supé-
rieurs sont + oo, les deux dérivés inférieurs sont — . De 13 une consé-
quence essentielle.

37. St une fonction continue [ posséde en chaque point au moins un
nombre dérivé extréme fini, la variation de f est réductible sur tout
ensemble parfait.

En effet, si la conclusion de I’énoncé était inexacte, il existerait un
ensemble parfait P tel que la variation de fne seraif définie suraucune
portion de P. Mais alors, d’apres le théoreme du n° 36, il v aurait
des points de P ou / aurait ses quatre dérivés extrémes infinis, ce qui
est contraire & I'hypothése.

J> ayant sa variation réductible sur tout ensemble parfait, posscde
sur une épaisseur pleine une dérivée approximative 4. Or ¢, étant en
tout point dérive extréme fini de /, est, sur une épaisseur pleine
I'unique dérivé bilatéral de / (1 Partie, n® 57; 2° Partie, p. 164).
Donc, sur une épaisseur pleine o = . D’ailleurs { est sommable sur
tout ensemble parfait P, sauf au voisinage d’un ensemble non dense
sur P. Donc :

St la fonction finte o est en tout point un nombre dérivé extréme d’une
Jonction continue [, ¢ est sur une épaisseur pleine la dérivée approxima-
tive de [, et I'ensemble 11 des pornts d’un ensemble parjait quelconque P
au voisinage desquels o n’est pas sommable sur P, H est non dense

surP ().

(1) Si fpossede un dérivé extréme fini ¢ en tout point de E, les raisonnements des
n* 36 et 37 montrent que, si E est parfait et épais en lui-méme, fadmet en certains
points de E une dérivée approximative égale 4 ¢. La méme conclusion vaut done si E est
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38. Le théoréme suivant va nous montrer que / est résoluble :

St une fonction [ a sur un ensemble parfait mince une variation
definte non nulle, en certains points de cel ensemble, f « ses quatre
dérivés extrémes infinis.

Nous avons vu (n° 13) la possibilit¢ de déterminer sur tout
ensemble parfait P, ot la variation de f est définie et non nulle,
un ensemble parfait II sur lequel / a une variation définie, la méme
que sur P, soit A, et sur toute portion duquel la variation de / est
différente de zéro et douée du signe de A. Si P est mince, II I'est aussi.
Il nous suffira donc de démontrer le théoréme pour tout ensemble
parfait mince P satisfaisant & cette condition que, sur chacune de ses
portions, f a une variation définie, non nulle et de signe invariable.

38 bis. On peul d’abord montrer tres simplement Uexistence en un
résiduel de P d’un derivé bilatéral infini du signe de k. Supposons, pour
fixer les idées, que ce signe soit +. Soit & un segment de P, Z et &'
points extrémes, A, la variation de /' suar &. A, est positif.

Rangeons en une suite unique les intervalles w, ou «,f, contigus
4 w. Par hypothtse, la série des variations de / sur les n premiers
intervalles w, ne tend pas vers /(&) — /(%) quand n croit indéfimiy
ment, mais vers une limite, inférieure de A, i ce dernier nombre. Or,
Pexces de /() — f(E) sur cette somme, ¢’est la somme des variations
de /fsur les n + 1 segments p; séparés sur E£' par o, ..., ©,. Bst-il
possible que la variation relative de / sur chaque p; soit inférieure &
un nombre positif fixe A ? Non, car alors la somme des variations de /'
sur les p; serait inférieure & AXp;. Or, cette somme tend vers 7,
quand ~ croit, et Zp; tend vers la mesure de @, c’est-d-dire zéro.
Il y a donc contradiction. Donc, si grand que soit le nombre

508

un ensemble épais quelconque, puisque E contient alors un ensemble parfait épais en
lui-méme. Done, I'ensemble des points ot f posséde un nombre dérivé extréme fini o,
sans admettre ¢ pour dérivée approximative, est de mesure nulle.

11 en résulte, en usant de nos notations habituelles, que 'ensemble des points ol fn’a
pas de dérivée approximative (ou générale) est contenu, 4 une épaisseur nulle prés, dans
celui ot f réalise le cas (AA’) (4o et — = dérivés bilatéraux ).

Ce théordme précise les résultats du n° 32 et sera lui-méme complété plus loin.
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positif A, ily a des segments p limités & deux intervalles contigus i @,
et sur lesquels la variation relative de f surpasse A. Ceci ayant licu
quel que soit &, segment de P, les ensembles A,=+x et A, =+ =
sont des résiduels de P (1 Partie, n® 31, App. I).

De la résulte que, si une fonction f posséde en tout point une dérivée
finie bilatérale ou simplement unilatérale o, f est résoluble. Car, sa varia-
tion, réductible awtour de (et « fortior: : sur) tout ensemble-par-
fait 1II (n° 35), ne saurait, si Il est mince, étre définie sur une por-
tion II, de II sans étre constamment nulle sur II,. Donc, P étant un
ensemble parfait quelconque, si /admet en tout point o pour dérivée
uni- ou bilatérale, sur toute portion @ de P sans points communs
avec un certain ensemble K, agrégé a P et non dense sur lui, ou
inexistant : 1° la variation de f est définie; 2° o est sommable;
3° la variation de fsur @ est égale & la somme besgienne de o sur .

lin particulier, supposons que cette dérivée soit sommable sur ab.
Litant établi que f(x) est résoluble, cette fonction coincide nécessai-
rement (n° 29) avec la somme algébrique de /(@) et de lintégrale
besgienne de g entre @ et b. Etendons le théoreme sur la résolubilité,
aux fonctions possédant seulement un nombre dérivé extréme fini, et
pour cela démontrons le théoreme du n° 38.

39. Examinons un premier cas trés simple. Nous allons prouver,
par une application du théoreme fondamental sur I'¢paisseur des
ensembles & mesure positive, qu'une fonction h(x) constante sur
chaque intervalle contigu a un ensemble parfuit mince P, el croissante
sur P ('), a une dérivée infinie positive en tous les points d’un ensemble
partout dense sur P.

Substituons & x la variable y continue et croissante en & (qui par
suite est continue et croissante en y), égale & @ + £(«). Aux points &
de P décrit par x, correspondent en y les points n d’un ensemble
parfait Q.

Les intervalles contigus & P et & Q ont méme longueur. Car sur

I'un des premiers, soit u, A () est constant. Donc, la variation de =

(1) Nous disons que f est croissant sur I'ensemble parfait P, si f(2') — f () a le signe
de &' — x, quand x et z’ sont agrégés & P sans étre les extrémités d’un méme contigu.
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et celle de y sur w sont les mémes, savoir «. Or, la seconde est la
longueur de ¢, homologue de w.

Q est ¢épais en lui-méme. Car la mesure d’une portion de Q limitée
par 7, 7', est I'exeés de la distance nn’ sur la longueur totale des
contigus & Q situés entre v et n'. Or, cette derniére est égale a la
longueur totale des contigus & P compris entre £ et &, homologues
de n et 7. C'est done & — &, puisque P a une mesure nulle. Done la
‘mesure de Q entre v et v’ est

n'—n— (I =) =) —h(2),

nombre positif, puisque 4 croit entre deux points de P non extrémités
d’un méme intervalle contigu.

Q étant épais en lui-méme, 'ensemble ¢ des points de Q, ot I'épais-
scur de ce dernier ensemble est ¢gale 2 un, est partout dense sur Q
(il est gerbé sur Q, mais a méme mesure que Q; voir 1™ Partie, n 20
et 21, p. 1375 et n° 15, p. 125). Soit v un point de ¢. Si y tend vers v,
I'épaisscur moyenne de Q surv y tend vers 1. Cette ¢paisseur est tou-
jours h(z) —h(E) (L;:if )
I'ensemble- (agrégé & P) homologue de ¢. Pour tout point & de p,

h(awy—/Nh(E)
& — 4 h(x) — h(E)
h(x)—h(E)

tend vers £. Donc —— 7 qui est positif, tend en méme temps

vers + . A a donc une dérivée infinie positive en tout point de p,
ensemble partout dense sur P.

A priori, I’ensemble des points ot il y a une dérivée infinie sur P
est gerbé, puisque I’ensemble des points ot le dérivé médian ou
extréme zéro existe, est un résiduel de P, 2 cause de la variation nulle
de % (x) sur tout contigu de P (1™ Partie, n® 31, App. I). '

> que y soitinférieur ou supérieur 4 v. Soit donc p

tend vers 1, quelle que soit la maniere dont x

39 bis. Passons maintenant au cas général. Nous allons montrer
que, st f a sur toute portion de l’ensemble par fait mince P une variation
définie et positive, l’ensemble des points de P, oi les quaire dérivés sont
infinis, est partout dense sur P.

Effectuons la décomposition habituelle /= g+ %, A étant la varia-
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tion de f sur P entre a. et x, puis, comme ci-dessus, la transfor-
mation y = « + /. Soit Q 'ensemble des y homologues des = agrégés
a P. Q est épais en lui-méme (39). Posons f(x) = F(y). Chacune des
propriétés suivantes est séparément vérifiée sur une pleine épaisseur
propre de I'ensemble Q ; toutes le sont donc simultanément sur une
pleine épaisseur commune ¢, de Q. En tout point de ¢, : 1° &, consi-
dérée comme fonction de y, étantla mesure de Q entre a =y (a) et y,.
a la dérivée r; 2° F(y) ayant, sur la portion de Q comprise entre a
et y, une variation & définie et croissante, donc une variation totale

- . i . R . . dh
sur Q définie et bornée, a une dérivée spéciale & Q égale d 0— =1
3¢ Dnps , ay
(3¢ Partie, n® 24); 3° 'un des quatre cas fondamentaux des nombres
dérivés est vérifié par F(y). Soit p, 'homologue de ¢,. Je dis qu’en
tout point & de p,, les quatre dérivés extrémes de f(a) sont infinis.
En effet, donnons 4 2 un accroissement Ax & partir de £ et désignons
par l'affixe A les accroissements correspondants des fonctions. On a

Af(z) AF(y) Ay Ak

Az — Ay Ah Az

Quand Az tend vers zéro, il en est de méme de Ay, donc le second
facteur tend vers 1; le dernier, nous l'avons vu ci-dessus, tend
vers + o, d’aprés Aw = Ay -- AL. Donc f ne peut avoir en £ un dérivé
extréme fini que si F(y) a enn, homologue de %, un dérivé extréme
nul. Mais ceci est impossible, puisqu’en v F(y) a le dérivé bilatéral 1
(spécial 4 Q) et que nous sommes dans 'un des quatre cas fonda-
mentaux des nombres dérivés (17 Partie, n° 57, et 2¢ Partie, p. 164).
Donc, f a ses quatre dérivés extrémes infinis en %. C. Q. F. D.

Observons qu’en 7 nous avons pour F(y) soit le cas (AA"), soit
le cas [BD'] avec Ay;= — 8, =+, 0,=A,=1, soit le cas [DB']
avec Ay=A,=1, 4= -—4A,= — oo, soit le cas [CC'] avec la dérivée
ordinaire 1. En £, nous aurons les cas correspondants : 1° A=A, =+,
0a=0,=— % ; 2°A,= Sq=Ag=-+x,0,=—0; 3° Ay=A,=08,=+c,
6g= — ©; 4° la dérivée + «. Notons encore, et cette remarque nous
sera utile, que ¢,, étant une pleine épaisseur de Q, contient des en-
sembles parfaits, et cela, dans toute portion de Q. La correspondance
de Q et de P étant continue, p, contient aussi un ensemble parfait dans
toute portion de P.

Ann. Ec. Norm., (3), XXXIIl. — Jux IQIG. 24
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40. Sil'on veut appliquer ce théoréme 3 la récherche des dérivés
infinis d’une fonction f sur un ensemble parfait mince R, ou elle a
une variation définie et non nulle entre ses extrémités a et b, on dési-
gnera par w(x) la variation de f sur la portion de R, comprise entre
Pextrémité gauche a de R et 2. Alors u(«) est une fonction constante
dans chaque intervalle contigu 4 R. Nous pouvons supprimer dans R
‘les poirits en lesquels w(z) est constant, ¢’est-a-dire les points de R
intérieurs & un intervalle ol . est constant. R est remplacé par un
ensemble parfait R,, non nul, sinon w, constant en tout point, soit
sur R, soit hors de R, serait constant sur abd, ce qui est faux, d’aprés
nos hypotheses n(a) = o, w(b) 5~ o. Je dis que ’ensemble 1 des points
ou les quatre derivés extrémies de f sont infinis est partout dense sur R,.
En effet, sur toute portion de Ry, w(x) est non constant. Je peux
prendre sur une telle portion' deux points particuliers £, & ou w a
des valeurs différentesw, /. Alors il existe un ensemble parfait o(&,%")
agrégé a la portion de R, limitée par &, &', et tel que, sur toute portion
de o (%, &), la variation de / est définie et douée du signe de la
variation &' — u de f sur R (et sur R,) entre £ et &. Sur g (&, &)
nous aurons, en un résiduel, un dérivé bilatéral infini du signe
de p'— p, et en tous les points d’un ensemble dense sur p(&,8),
quatre dérivés extrémes infinis. Donc I est partout dense sur R,. En
tenait compte d’une observation faite quelques lignes plus haut, nous
pouvoils énohcer ce théoreme :

St une fonction continue f et un ensemble parfait mince P sur lequel
la variation de f est défimie, sont tels que, dans toute portion de P en
existe une aulre, ol la variation de f est non nulle, alors vl existe un
ensemble H agrége a P, partout dense sur lui, et en tout point duguel les
quatre dérives extrémes de f sont infinis. De plus, H contient sur toute
portior: de P un ensemble parfait.

Ot peéut évidémment donner & I’énon'cé du n° 38 la forme suivante :

St une fonction f a, en tout point, au moins un dérivé extréme fini
pour un coté et un rang inconnus et variables, il n’y a pas d’ensemble
parfait mince ot la variation de f est définie et non nulle.

Nous savons d’ailleurs (n° 30) que, / satisfaisant ¥ Ia' ménie Hypo-
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thése, dans tout ensemble parfait P existe une portion sur laquelle
la variation de f est définie. Donc, si P est mince, cet ensemble con-
tient une portion ou la variation de / est simultanément définie et
nulle. fest donc résoluble et I'on peut énoncer le théoréme suivant :

41. P étant un ensemble parfait quelconque, si f admet en tout point
la foncuion finie © pour dérivé extréme, de coté et de rang inconnus,
indifféremment variables, sur toute portion w de P sans points communs
avec un ensemble ferme K, agrége a P et NON DENSE sur lui : 1° la varia-
tion de f est définie; 2° o est sommable; 3° la variation de [ sur o est
égale a la somme besgienne de ¢ sur .

41 bis. Montrons enfin que [ est complétement déterminée (A une
constante additive prés) par le dérive extréme fini ¢ de cité et de rang
inconnus et variables. Soient f, et f, deux fonctions admettant en tout
point ¢ pour dérivé extréme. Nous avons montré (n° 32 et aussi
n® 37, si on ignore les cas fondamentaux des nombres dérivés) que
o est sur une épaisseur pleine une dérivée approximative pour cha-
cune de ses primitives. Done f, — f, admet sur une épaisseur pleine
la dérivée approximative zéro, donc le dérivé bilatéral médian ou
extréme zéro. D’ailleurs /) et f,, et par suite f, — f,, sont résolubles.
Done f, — [, est constant.

L’aisance avec laquelle ‘la notion de fonction résoluble permet de
répondre & des questions assez délicates concernant les relations entre
une primitive et I'un de ses nombres dérivés, rendra sans doute
le lecteur indulgent a lanalyse un peu longue et abstraite dont le
terme a été de caractériser cette nouvelle classe de fonctions, et nous
justifiera de I’étudier davantage et de chercher de nouvelles catégories
agrégées i cetle méme classe. Nous allons d’abord. présenter quelques
observations sur la nature de la variation des fonctions sur les
ensembles parfaits.

Etude complémentaire de la variation sur les ensembles parfaits.

42. Si la variation de f sur l’ensemble parfait P est définie.et .non
nulle, I’ensemble des valeurs prises par f sur P est epais.
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En effet, déterminons d’abord sur P un ensemble parfait ou la
variation de / a un signe constant sur une quelconque de ses por-
tions (13). La propriété énoncée, si clle est établie pour le nouvel
ensemble, sera vraie a fortior pour le premier. Supposons donc P
satisfaisant & cette condition préalable. Soit A (z) la variation de f
entre a et 2 sur P. En changeant f en — /,s’il est nécessaire, nous
pouvons supposer % (z) positif. Supposons P mince (*). La transfor-
mation habituelle y =« + A(x) change P en un ensemble Q épais
en lui-méme et dont lamesure entre deux points y ety est la variation
de % entre les deux points = et ' homologues des premiers. Posons

g=r—h et G(z)=[f(a)+ (aZz)|V,|+ |/ (z)—[(an)],

w étant o ou 1, suivant que x est sur P ou intérieur au contigu a,,0,,.
Considérons % et G comme des fonctions de y. Nous savons que, sur
une pleine épaisseur Q, de Q, simultanément I'épaisseur de Q est 1
et G a spécialement & Q une dérivée nulle (p. 168, note). Soit n un
point quelconque de Q,. Nous pouvons prendre « positif et suffisam-
ment petit pour que, quel que soit ' agrégé & Q entre n — o et n + «
(7, comme tout point de Q,, est de seconde espéce sur Q), & et & étant
les homologues de v et v’ : 1° I'épaisseur de Q entre 7 et 0’ (variation

relative de A) soit supérieure i i 2° lavariation relative de G entre

et n’, savoir

G (&) — G(E),
0 —n

v pg e L , , . .
soit inférieure & i Supposons, par exemple, ¥’ supérieur & 7.

Entre § et &', la fonction continue f prend toutes les valeurs de

(1) Si P est épais, ou bien on s’abstiendra de transformer x et I’on placera £ en 'un des
points ol % a une dérivée positive et olt G a une dérivée nulle spéciale a P, ces points &
formant une pleine épaisseur de P; ou bien on transformera z par la formule commune
dtousles cas : y =z + (aVa)(f—x, P)=a + A(x) — I(x), {(x) étant la longueur
de P entre @ et = (*). Les raisonnements du n° 42 s’appliquent alors indifféremment a
tous les ensembles P.

(*) (aVb) (f, P) désigne la variation de f sur la portion de P située sur le segment ab.



TOTALISATION DES NOMBRES DERIVES NON SOMMABLES. 189
I'intervalle 7(%), #(%). Or, la différence
SE) =/ =r(E)—h()+5(E)—g (&

L, , . , 3
surpasse ~ (0 — n), puisque h(%Z) — k(%) surpasse ]eszl de n'—n et

que | g(&) — g (&)]| est inférieur & G(&) — G(%), moindre que le
quart de n'— 7. L’intervalle des valeurs prises par fentre% et 2" est

cer

. N , o . .
donc supérieur & ~ (' — n). Retranchons de 2%’ ~ intervalles ainsi

énoncés dans leur ordre géométrique, ©»,, ..., ®, ou o, B, ..., ,3,,
contigus & P, intérieurs i %', et séparant sur 2%’ les segments linéaires
O1s Par - -5 Puae (5 et & étant de seconde espece sur P, aucun w; n’a
pour extrémité £ ni £'). / prend sur p; toutes les valeurs comprises
entre f(B; ) et f(o)(i=1,...,n+1), enposant B, =E, oy, = %"

Considérons, dans I’échelle des nombres, les intervalles /(e;)a /(B;)
oug;, et les segments f(B;.,) & /(2;) ou r;. Nous pouvons aller du
point initial /(%) = f/(B,) au point final /(%) = f(=,.,) en parcou-
rant successivement de 'origine & 'extrémité de chacun d’eux, les
intervalles et les segments 7,, ¢,, 7y, ¢4, ..., ¢, 75y dont la réunion
contient donc certainement le segment o limite par /(%) et /(&).
Certains de ces intervalles et segments peuvent d’ailleurs, intégrale-
ment ou en partie, sortir de & et aussi se recouvrir 'un l'autre.
Mais si un point O de o n’est intérieur a aucun des intervalles ¢;, il est
certainement agrégé a I'un des segments r;. Et, comme / prend sur p;
toutes les valeurs du segmentr;, I'égalité /= 6 estvérifiée sur I'un au
moins des p;. Done, si 'on retranche de o toutes ses parties communes
avec I'un au moins des ¢, les segments restants font entiérement partie
de I'’ensemble des valeurs prises par / sur un au moins des g;. Ce
dernier a donc une longueur totale au moins égale & 5 —X¢;. g, c’est
le nombre positif /(%) — f(%). ¢;, longueur de lintervalle limité
par f(oq) et /(Br), vaut | /(B)— /(2] Mais /(5) — /(o). est,
h étant constant sur w;, g(8;) — g (), dont la valeur absolue est infé-
rieure 2 G(B;) — G (a;). Donc, quel que soit- le nombre d’inter-
valles w; ou «;f; considérés, les ¢; ont une somme inférieure

' —

a G(E)— G(EHK T"Zﬂ- Done, f(&) — /() surpassant ——; I'en-

semble des valeurs prises par fsur la totalité des segments conservés.
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sur ££ quand on en exclut un nombre quelconque d’intervalles o,

/
N —1

contigus & P, posséde une mesure supérieure & —
~ 4

Supposons rangés en une suite, les intervalles contigus & P com-
pris entre £ et £'. Considérons les ensembles A, des valeurs prises par f
sur les.n + 1 segments restant de 2%’ quand on exclut de ce dernier
les n premiers intervalles de la suite. Chaque A, contient tous les sui-

n'—n
/7

ants ef a une mesure supérieure 4 - Les valeurs prises par /f

sur P sont contenues dans tous les A,, et inversement une -valeur
appartenant & tous les A,, donc prise, quel que soit n, sur I'un au
moins des segments demeurant sur Z5 apres extraction des n pre-
miers u,, cette valeur.est prise par /' sur P, en raison de la continunité
de f et de ce que P.est-fermé. Done, 'ensemble 2 des valeurs prises
7' —n

—
L’ensemble des valeurs prises par fsur P est donc un ensemble fermé
épais.

Observons encore que, n' — n étant inférieur & 2| £ (%) — £(%)|,

par f sur P entre £ et £ a une mesure au moins égale &

9 ;e I p . .
ensemble A a une mesure supérieure a 5[ () — /(§)|- D'ailleurs
. ) oo \ Ay e I .
un instant d’examen suffit & reconnaitre que le coefficient g pourrait

étre remplacé paritoutautre inférieur d.un, ala condition de resserrer
suffisamment U'intervalle  — o« & n + o. Nous pouvons donc résumer
ainsi I’analyse précédente.

42 bis. St f asur llensemble parfait mince (') P une variation, définie
et croissqnle, il existe un ensemble de points £ partout denses sur P (et
méme ayant pour homologues 7 les points d'une pleine épaisseur de
Pensemble Q) tels.que : 1° en £, /() a la dérivée bilatérale —+ so spé-
cialement a P (parce que F(y) = f(x) ala dérivée un spéciale 4. Q);
2° e.étant up nombre positif indépendant, il est possible de définir un
intervalle £ — 8 & £+ 2 tel que, pourtoute valeur & agrégée a,P et
intérieure A cet interyalle, 'ensemble des valeurs prises par f sur P

T TR =g

(*) Si P est épais en lui-méme, le méme énoncé est encore valable, sauf & modifier
ainsi le-premier caractére-de £ : .«;f.passdde, en:t une.dérivée positive. »
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entre § et £ ait, sur le segment limité par £ (&) et f(&), une épais-
" seur supérieure & 1 — ¢ [ d’apres la condition 1°, d’une part % est de
seconde espece sur P, donc il y a des & de chaque coté de £: d’autre
part /(&) — £ (&) ale signe de &' —%].

Nous utiliserons un peu plus loin ce résultat (n° 48, 2°, p. 201).

43. En nous fondant encore sur cette idée que la mesure de 'en-
semble des valeurs de f sur un ensemble parfait =, est la borne infé-
rieure stricte de la mesure de I'ensemble des valeurs prises par / sur
'un au moins des n + 1 segments restants entre les extrémités des @,
quand on supprime 2 intervalles contigus i @, choisis & volonté et
en nombre quelconque, nous allons prouver que, si une fonction a une
variation définie et nulle sur un ensemble parfait P, I'ensemble de ses
valeurs sur P est mince.

En effet, en conservant toutes les notations précédentes, la série V,
étant supposée absolument convergente, on a, quel que soit z sur P,

f(lz)=(aZx)V,.

lemplacons ar une fonction £, linéaire sim ) mioscil-
Remplacon ar une fonction f, linéaire (ou simplement unioscil
lante) sur chaque intervalle contigu & P, et coincidant avec f sur P.
ensemble de valeurs considéré dans I'énoncé est donc le méme
I

pour f et pour f,. % étant un point quelconque de P, posons

G(2) = (aXf)| V.|

Soient & et & (£ <C %) deux points quelconques de P. On a

|Fi(E) —Fi(E) < (EZEN| V] = G(E) — G(&).

Cela étant, considérons, sur ab, n quelconques des intervalles contigus
aP, soit @), ..., w, ou %, B,, ..., séparant les segments p,, ..., g, -
Les valeurs prises par f, sur g;, d’extrémités 3;_,, «;, forment le seg-
ment r; limité par le maximum et le minimum de f, sur g;. f,, dans
tout contigu 4 P, étant unioscillante ou constante, les minimum et
maximum de f, sur g sont pris en deux points de P, soient y;, &,
agrégés au segment p,. Donc,

Ji (ai) — /1 (7:‘) =r;
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est en valeur absolue inférieur i
! G(S,—) - G("/i) I < G(“/') - G(pi o) = (r@z‘--i-\:“i)l Va l

L’ensemble A, des valeurs prises par /, sur 'un au moins des seg-
ments p; est constitué par la réunion des 7/, et a une mesure au plus
égale & la somme de ceux-ci. Done A, est inférieur en mesure &

(50-'\:“1”\"', e .-l-—(fﬁ,,}.'aa,, 1)Ivnl T‘_E!‘r"l—‘ l‘r(i)l~|‘r(2)l T T I\vw)l’

en désignant par V@ la variation de / sur o, La série|V,]| étant
convergente, nous avons la ce qui subsiste de sa somme quand on
en retranche n termes quelconques. La horne inférieure du reste
est zéro. C'est la mesure de I'ensemble des valeurs sur P, de f, et
de f.

Done, la condition nécessaire et suffisante pour qu'une fonction [
admelttant une variation définie sur un ensemble parfait P, ait de plus
une variation non nulle sur au moins une portionde P, est que ’ensemble
des valeurs prises par [ sur P soit épars.

[l résulterait de la une nouvelle définition d’une variation nulle
de / sur un ensemble parfait P, méme quand la série des V, n’est
absolument convergente pour aucune portion de P. Nous allons
former tout & 'heure un exemple ou, dans ce dernier cas, ’ensemble
des valeurs de f sur P est mince. Mais auparavant nous montrerons,
dans le cas de la convergence de |V, |, que :

44. Siune fonction f a une variation définie sur un ensemble par-
Jfait P, sa variation totale sur P coincide avec la borne supérieure, et la
limite quand ¢ tend vers zéro, de la somme v des mesures des ensembles
de valeurs prises par f sur un systéme de portions en nombre fini, deux
@ deux distinctes ou juxtaposées, décomposant P et infeérieures en dimen-
sion a .

Comme plus haut, nous envisageons une fonction f, coincidant
avec f sur P et unioscillante dans tout contigu & P. Soit A() la varia-
tion commune de f et de f, sur P entre a et =, a et b étant les extré-
mités de P. Soient w,, m,, ..., @, le systéme de portions de P, décrit
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dans I’énoncé, et w;, v; les extrémités de ;. Ou bien u; et v;., coin-
cident entre clles et avec un point de seconde espéce de P; ou bien v;
est I'extrémité gauche d'un contigu a4 P, dont w., est I'extrémité
droite. Par définition (n°20) la variation totale de f sur P est la borne
supérieure de la somme o’ = XZ|A(v,) — A(w,)| pour toutes les décom-
positions possibles de P en portions @,. Si I'on partage une portion &
en deux ou plusieurs autres @, la somme des variations absolues de 4
entre les extrémités des @ vaut au moins la varlatlon absolue de A
entre les extrémités de .

Tout pareillement, les ensembles A(w’) de valeurs prises par fsur
les nouvelles portions @’, en se réunissant, redonnent ’ensemble des
valeurs prises sur @. Mais il est évident que, les premiers ensembles
pouvant se recouvrir partiellement, la mesure de A(w) est au plus
égale & la somme des mesures des A(w’). Un raisonnement d’un type
bien connu montre que, selon les notations de I’énoncé, les bornes
supérieures, finies ou infinies, de n et de &', sont les limites respec-
tives de ces mémes nombres, quand ¢ tend vers zéro, ces limites étant
indépendantes du systéme w; correspondant a .

e étant donné, soit N un entier tel que |Vy, |-+ |Vy, .|+ ... soit
inférieur a ¢, V, étant la variation commune de f et de f, sur le
contigu u, a P.

Supposons ¢ inférieur a la plus petite longueur ¢, des inter-
valles u,, d'indice au plus égal & N. Alors, toutes les extrémités de
ces u, sont parmi les extrémités des portions o; et forment des
couples v,, u..,. Soient y,, o; les points du segment u;v; ou f, prend
respectivement ses minimum et maximum. y; et S peuvent toujours
étre supposés sur @, f, étant unioscillante (ou constante) sur tout
contigu & P. L’ensemble des valeurs de f, sur w,v; est le seg-
ment f(y;), f(8;). L'ensemble des valeurs prises par f, dans les con-
tigus & ©; a sa mesure au plus égale & (@;2v,)|V,|. Donc, la me-
sure 7; de I'ensemble des valeurs de f, sur o; est égale a

S8 — () = 0 X)) [V avee o <Oi<li,
D’apres
f=g+h el 1&(0:) — g (7)) | << (e2v) [ Val,
on a
V ’7:</l(°z)—/l(//)+'((‘! vt)lV/zI;
Ann. Ec. Norm., (3), XXXIII. — Jun 1916. 25
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et, en tenant compte de
S(3) — f(7:) > 1/ 0:) — f(i) |s

il vient
lh(")i) _h(‘u‘l) ‘ - 2(Hi2ui) I an << [ h(az) - /l(}’l) I -+ 2(}.’.[21)5) ]Vn l'

Nous avons supposé ¢ < &,. Comme n dans ces formules est alors
.. N - \ NN
supérieur & N, on a, quel que soit le systéme @; correspondant a c,

(1) n>Z|h(v;)—h(pi)] —2e =0’ — 2¢
et |
(2) n<< 2| () —Nh(y:)]| +2e =1+ 26

1° Si ¢’ est non bornée, les relations (1) montrent qu’il en est de
méme de n; 2° si ¢’ a pour borne supérieure (et pour limite, quand &
tend vers zéro) un nombre fini ®, d’aprés les relations (1), la borne
supérieure (et la limite) de 7, si elle est finie, vaut au moins ®. Con-
sidérons les relations (2). Quel que soit le systétme de portions ;
décomposant P, I'intervalle linéaire &;v; étant toujours compris entre y.;
et v;, deux intervalles &;y;sont sans points communs. Donc, 7 est infé-
rieur & ®. Donc la borne supérieure de v est finie et au plus égale
a ®@. Donc, elle est exactement ®. Le théoréme est entiérement établi.
Dans le cas ou la série V, est non absolument convergente, le
théoréme précédent permettrait de définir une variation totale de /°
sur P.

45. Montrons, par un exemple, que la série V, peut étre, pour toute
portion d’un ensemble parfait P, non absolument convergente, la me-
sure des valeurs de f sur P étant cependant nulle. Ces valeurs seront,
par construction, les points de I'ensemble parfait obtenu en retran-

chant dusegment o— 1 samoitié centrale (c’est-h-dire I’intervalle %, ?—»

puis en répétant indéfiniment la méme extraction sur les segments
conservés. L’ensemble restant sera bien sans épaisseur. P est donné,
mince ou épais, d’extrémités a, b. Sur chaque contigu a P, f sera
choisi linéaire et déterminé par ses valeurs aux extrémités. Soit «,
ou a;b, le plus grand (ou I'un des plus grands) des contigus a P. Je
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pose
fla)=f(a)=o0,  f(b)=/[(b)=1.

I 3
5 sur b,b, entrez et 1.

Sur chacun de ces segments aa,, b, b, je choisis quatre intervalles con-
tigus & P, non surpassés en grandeur par les autres. Sur les intervalles

Sur le segment aa,, fsera compris entre o et

Fig. 4
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de rang impair compris dans aa,, je prends fallant du minimum o au
. T . . .

maximam z- Sur les intervalles de rang pair, c’est I'inverse, f va
I, N .3

de j2o De méme sur &,b, nous prenons f allant de 1 a 7 pour les

intervalles impairs et de parsur les intervalles pairs. Aux extrémités

des deux segments p, conservés a la premiere opération, f estnul pour

le segment gauche, égal & un pour le segment droit. Aprés la seconde,

aux deux extrémités de chaque segment p, conservé, f/prend la méme

1 3 o .
valeur, o, A ou 1. Aux opérations sulvantes, sur chacun des seg-

4

. ¥
ments p,, fprend'ra des valeurs comprises entre oet — pour les pre-
I

3 ey
; pour les seconds, -2 etz —+ {—6 pour les troisiémes.

miers, L et
’4 16
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I .y . .
I — —s et 1 pour les quatriémes. Nous choisirons sur chacun des seg-

ments ¢,, 16 intervalles contigus & P, non surpassés de longueur par
les autres, et sur ces intervalles, selon la parité du rang, nous faisons
monter /' du minimum au maximum accessible sur le segment p, d’ott
sont tirés les intervalles, ou au contraire descendre / du maximum
au méme minimum. De telle facon qu’aprés l'opération, il nous
reste 2 X 5 > 17 segments g;, et qu’aux deux extrémités de I'un quel-
conque d’entre eux fala méme valeur, qui est I’'une des huit énumé-
rées. D’ailleurs les variations absolues | V,| sur les intervalles placés
4 chaque opération ont une somme égale & un pour chaque segment
traité. La construction progressive de / est évidente. Les valeurs
prises par f sur P seront celles de Q, ensemble mince, et la varia-
tion de f/sur P n’est cependant définie dans aucun intervalle.

Autres classes remarquables de fonctions résolubles.

46. Nous allons voir que la classe des fonctions résolubles com-
prend celle des fonctions douées en tout point d’une dérivée approxi-
mative finie. 4 priors, une dérivée approximative connue en tout point
détermine sa primitive. Car, si deux fonctions admettent partout la
méme dérivée approximative finie, zéro est en tout point la dérivée
approximative de leur différence (n°25),donc ¢’est un dérivé bilatéral,
médian ou extréme de cette derniére. Cette différence est donc cons-
tante (1™ Partie, n° 48). Un raisonnement analogue serait légitime si
I'on savait seulement que la dérivée donnée vaut en tout point sur

. . 1 N . .y .
une épaisseur surpassant - Définissons cette derniére expression.

" o(w,) étant un dérivé uni- ou bilatéral de f en z,, formons
I'ensemble E(9, £) des points « satisfaisant a la relation

S(z)— [(z)

x — z,

—o(zy)|<e ou [ VR(f, 20, ) — 0 (2,) ] <.

En «,, E(9, ¢)-a les épaisseurs supérieure droite e,(¢), inférieure
droite e;(s)., supérieure gauche eg<s), inférieure gauqhe e.(e), qui
“sont respectivement les nombres dérivés de méme nom'au point z,,
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de la mesure de I’ensemble E(g, ) entre un point fixe @ 2 gauche
de x, et un point variable a (). Quand ¢ tend vers zéro en décrois-
sant, chacun des ensembles E(y, ¢) contient les suivants. Donc,
aucune de leurs quatre épaisseurs extrémes ne va en croissant. Elles
tendent vers des limites e, e,, e, €,. Nous dirons que fadmet en x,
la dérivee droite ¢ (x,) sur une épaisseur supérieure e,, sur une épaisseur
in fe’rieure e,, et la dérivée gauche ¢ (@, ) sur une épaisseur superieure e,,
sur une épaisseur inférieure e,

- On montre comme au n° 2 9 dela deuxieme Partie qu’il existe alors un
ensemble E possédant en x, les épaisseurs supérieure droite ey, infé-
rieure droite ey, etc., et spécialement auquel o(x,) est en x, la
dérivée de f; en d’autres termes VR(f, z,, ) tend vers ¢(z,)
quand « tend vers xz, sans quitter E. Réciproquement, si E existe
remplissant ces conditions, fadmet, en =, z(x,) pour dérivée droite
et pour dérivée gauche, sur des épaisseurs respectives supérieure et
inférieure au moins égales aux quatre nombres précédents. Quand
le coté ou vaut la dérivée ¢ n’est point spécifié, on sous-entend que
o est une dérivée bilatérale, et les épaisseurs maximum et minimum
ou elle est donnée comme valable sont respectivement le plus grand
de ey, €4 et le plus petit de e}, e,. Quand nous dirons que f admet la
dérivée gauche ou bilatérale ¢ sur une épaisseur surpassant «, cette
épaisseur est entendue inférieure ou minimum. Alors, il existe a _for-
tiord un ensemble E, d’¢paisseur définie (unique) gauche ou bilatérale
surpassant «, et spécialement auquel f'a pour dérivée ¢.

Enfinla phrase « fadmet en .z, un ensemble dérivé droit (ou gauche)
fini “sur une épaisseur surpassant « » s’explique d’elle-méme. 11
existe alors un ensemble E’, ayant en x, une épaisseur inférieure
droite (ou gauche) surpassant a, et spécialement auquel tous les
nombres dérivés de s forment un ensemble (fermé) d’extrémités
finies.

47. Montrons d’abord qu’une derivée bilatérale ¢, valant en tout point

(1) Yappelle épaisseur maximum de E en z,la.plus grande des deux épaisseurs supé-
rieures, droite et gauche, de E au méme poinl; épaisseur minimum, la plus peute des
deux épalsseurs inférieures,
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’ - I 7 - o e .
sur une epaisseur surpassant =, détermine sa primitive (*). En effet, soient
Ji et f, deux primitives de ¢. Alors, relativement & tout point z,,

. , . . . 1
existent deux ensembles E, et E, d’épaisseur minimum en «. - + §,

. T ’
pour le premier, -~ + B, pour le second <B. et B, sont I'un et

(1) Convenons de dire que @(x,) est un dérivé préponderant droit de f en xz, si,
¢ étant un nombre positif indépendant, les deux ensembles Es(xy, €) et Ea(z,, ) ainsi
définis

T OVR(fim, @) >e(x)—e et VR(fm,2) <g(m)+s,

ont chacun leur épaisseur moyenne surpassant 1.2, dans l'intervalle z, & o+ & (h >0),
pour toute valeur de % inférieure & un certain nombre positif n (n dépend de z, et de ¢).

Ceci n’exclut pas I’hypothése que, en x,, les épaisseurs inférieures droites de l'un et
l'autre ensemble soient égales a 1:2. Elles ne peuvent évidemment étre moindres. On
montre comme dans un cas analogue (2° Partie, n° 2), que la condition ci-dessus équi-
vaut & la suivante (*) :

1l existe @ droite de x, deux ensembles E;(x,) et E;(x,), ayant dans l'intervalle
Zg, &g+ h (2> 0) une épaisseur moyenne surpassant 1 ;2 pour toute valeur de /% infé-
rieure & 7, et tels que tous les nombres dérivés de frespeclivement spéciaux E,(xo)
et & Ey(x,) valent, les premiers au moins ¢(x,), les seconds au plus o (.x,).

Il est évident que deux nombres satisfaisant aux conditions de ¢(z,) coincident néces~
sairement et que, I'ensemble | VR (f, xo, x) — ¢(x,)| < & étant en x, épais a droite,
¢ (o) est un dérivé droit, médian ou extréme, de f en x,.

On définit pareillement le dérivé prepondérant gauclie de fen x,, quand ce nombre
existe.

Une dérivée générale,-ou approximative, ou valant sur une épaisseur inférieure (ou mini-
muum) surpassant 1: 2, unilatérale (ou bilatérale), est un dérivé prépondérant, pour le méme
cdté (ou bilatéral). Ces trois catégories de fonctions possédent donc les trois propriélés
suivantes apparienant 3 un nombre derivé o (x) d’une fonction continue f(z), si o (x) est

_ prépondérant bilatéral, ou unilatéral pour un c6té invariable : 1° ¢(x) est limite de
Jonctions continues; 2° o{x) prend, entre a et b, toute valeur comprise entre ¢(a)

(*) 1l suffit de montrer que la premiére définition implique la seconde. Supposant l’existence
des E(z,, ¢), conslruisons E,(2,). Soit e, une suite décroissante tendant vers zéro et m, le
nombre n correspondant 2 g,. Nous pouvons supposer les m, décroissants. Nous déterminons une
suite /&, décroissant a zéro, par la condition que I'épaisseur moyenne de E, ( z,, €,) entre 2,-+ h, 4, et

I . - .
Z surpasse - quel que soit & entre z, +m, ., et Z£,+ 1,. A, existe parce que I'épaisseur moyenne

d’'un ensemble entre deux points dont la distance est bornée inférieurement est une fonction uniformé-
ment. continue de ces points. Soit E* la partie de E;(z,, ¢,) comprise entre z,+ h,, et z,~+ -q".
et E,(2,) la réunion de tous les E". Il est évident que I’épaisseur moyenne de E, (,) surpasse 1 :
- dans tout intervalle z), £+ &, si o < A <y, et que toutes les limites de VR (f, x,, ) quand x
* tend vers =, saus quitter E, (2, ) valent au moins ¢ (2, ). On construirait d’'une fagoun analogue E,(zy)
au moyen des E,(z,, ,).
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'autre positifs et inférieurs a %) et sur lesquels respectivement
Ji et f, -ont en x, pour dérivée spéciale o(=,). Les complémen-

o A . - i1
taires de E, et de E, ont en x, des épaisseurs maximums 5= B,

1 , - , . . . , e
et; — B,, donc leur réunion a une épaisseur maximum inférieure

ar1r—f3,—B,, doncE, et E, ont en commun un ensemble E non nul,
dont I’épaisseur minimum en z, est supérieure a B, -+ 3,. Sur cet
ensemble, la fonction

VR(fz“fu Lo,y x):VR(fz: 2y, x) _VR(fu Zo, Z)

tend vers zéro, que x tende vers x, d'un coté ou de 'autre sans quit-
ter E. E ayant des points des deux cotés de «,, puisque son épaisseur
minimum est positive en ,, zéro est en tout point un dérivé bilatéral
pour f, — /,, qui est donc une constante.

et ¢(b); 3° Uensemble A < ¢(x) < B, §'il existe, est épais (et par suite, épais en lui-
méme).

Les mémes propriétés appartiennent a ¢ (), si U () est en tout point un dérivé bila-
téral unique d’une fonction continue. La troisiéme propriété ci-dessus appartient encore :
a) & tout nombre dérive bilatéral limite de fonctions continues; b) & rout nombre dérivé
unilatéral de coté invariable possédant les deux premiéres proprictes.

Ces résultats ont été signalés aux Comptes rendus de I’Académie des Sciences (5 juin
1916) et démonlrés dans une Nole parue en seplembre 1916 dans I'Enseignement mathé-
matigue. Ils sont a rapprocher de ceux que j’ai donnés au sujet des fonclions & contiruité
approzimative ou prépondérante (2° Parlie, n°® 10 4 13, en particulier la note des
pages 183-185).

Dans ces divers exemples, la premiére propriété est établie grace a la parlie réciproque
du théoréme de M. Baire : « Une fonction ponctuellement discontinue sur lout ensemble
parfait est limite de fonclions continues. » Les fonctions signalées dans cette Note sont, 2
ma connaissance, les seules avec les fonctions semi-continues, dont I'inclusion dans la
classe 1 ait été démontrée par application du théoréme précédent, sans que la définition
de ces fonctions ¢(x) rende évidente une suite de fonclions continues ¢,(x) tendant
vers (). Il y aurait intérét & déterminer ces fonctions ¢, pour les types ci-dessus.

Je signale enfin la forme sous laquelle j'utilise cette partie réciproque du Lhéoréme de
Baire : Pour que ¢ soit limite de fonctions continues, il suffit que, quels que soient \ et .,
le premier inferieur au second, les deux ensembles ¢ < X, ¢ > |» ne soient pas partout
denses sur un méme ensemble parfait. Je tire également parti de I'énoncé suivant : §7 wp,
est un intervalle dont la longueur tend wvers zéro, si le point cp est intérieur & v, st
Uensemble des ¢, est partout dense sur U'ensemble parfait P, les points de P intérieurs
a. une infinité d’'intervalles w, forment un résiduel de P (woir ci-aprés, au n° 48, plu-.
sieurs applications de ce théoréme). : -
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48. Nous allons montrer que s/, en tout point z, et d'un cété au
moins, f aa’met un ensemble dérivé fini sur une épaisseur inférieure o

surpassqnt = (égalité exclue), f est résoluble. L'épaisseur dont il
- , R , . . . 1 X
s'agit dans I'énoncé dépend du point w. Mais si elle est ~ + B(x),

notre hypothése est que B(x), dont la borne inférieure peut étre zéro,
n’est jamais nul ('). Notre démonstration contiendra trois parties :
1° moyennant la simple hypothése : & > o en tout point, I’ensemble
des points du continu au voisinage desquels /a sa variation totale non
bornée, est non dense; 2° avec cette méme scule hypothése, sur un
ensemble parfait mince, / ne peut pas avoir une variation définie non

) . . 1 .o , -
nulle; 3° si « surpasse en tout point ~» /"a une variation réductible
sur tout ensemble parfait discontinu. Les deux derniéres proposi-

tions, & elles seules, justifient que, si a surpasse é, J est résoluble.
Démontrons la premiére.

1° Je dis que si une fonction f a, dans tout intervalle intérieur & un
segment ab, une variation lolale non bornée, il est impossible qu’elle ait,
en tout point et pour au moins un coté, un ensemble derivé fini sur une
épaisseur inférieure posttive.

En effet, donnons-nous un entier positif trés grand N. La variation
totale de f étant infinic dans tout intervalle, également dans tout
intervalle il existe des points ¢, d, entre lesquels la variation relative
de / est supérieure & + N°, et des points ¢’, &', entre lesquels elle est
inférieure & — N°. Considérons un des premiers couples (e d).
Posons d — c=u. On a

f(d) —f(e)> Nsu.

Soient £ le point 4 + Nu et C, D les points figuratifs de f correspon-
dant 2 ¢ et & d dans une reprcsentatlon géométrique de fen coor-
données rectangulaires. Les paralléles & Ox menées par C et D (nous

‘(1) On-verrait sans peine, par un raisonnement d'un type fréquemment ulilisé ci-aprés
et revenant & démontrer, dans un cds particulier, le dernier énoncé dela note de la
page précédente, que, P étant un ensemble parfait quelconque, continu ou non, T'en—
semble R des points de P ot le minimum de B(2) sur P est nul, R est non dense sur P,
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les considérons comme horizontales) déterminent, avec les droites
d’abscisses o et £, un rectangle MIHD ou R, de base Nu et de hauteur
supérieure & N*u (fZg. 5). Divisons le rectangle R en N bandes §
horizontales d’égale largeur, cette derniére surpassant donc Nwu.
Notons que, si « varie entre d et £, le point figuratif de f n’est pas
nécessairement dans le rectangle R. A chaque bande B faisons cor-
respondre sur I'intervalle d% 1'ensemble E (8), pouvant d’ailleurs étre
inexistant, des valeurs de  pour lesquelles le point figuratif de f est
intérieur a cette bande. Les E () sont deux & deux distincts. Done,
la somme des épaisseurs des E () sur le segment d£ est au plus égale

Fig. 5. Fig. 6. Fig. 7.
£l \D H D B
¥ f |
1 H 1
L | H I
i i
B, f /B:‘_’/‘T':
s 5 | % |4 e =i o 6D
B ' _4__‘}? Il e ——
i | B S| > T :
| ¥ A 1 N3we !
| I i i !
1Ea\ah | | | .
’ I ; | T
1 \ i i E 2
] ] 1] H
1 ! H '
i ™~ : !
cli Im Vol I . e
-+ -3 c =t N ~ Cc 1 _..._:_ _____ —
| [ bt Nee-----~ H —===-Nu-~ ‘ 2
c s 4 k c & 4 & c d.\

a4 1. Les bandes § sont au nombre de N. Donc, pour l'une d’elles au
moins, ’ensemble E(f) a, surdk, une épaisseurau plus égale a —1%, cequi

donne, sur le segment dk = Nu, une mesure au plus égale & upour cet
ensemble. Soient 3, cette bande et A, la droite équidistante des cotés
de B,, prolongée vers la gauche au moins jusqu’a I'abscisse c. En vertu
de la continuité de £, la courbe (#, f), passant par C et D, coupe A, en
au moins un point S, d’abscisse s comprise entre ¢ et . Joignons S aux
deux sommets droits de la bande {3,. Nous obtenons un angle 8 ouvert
a droite, bissecté par A,, la tangente de la moitié de 0 étant supérieure

2
— =0,
2(N +1)

Ann. Ec. -Norm., (3), XXXIN. — JuiLLer 1g16. 26

audemi-coté delabande divisé par £—c,donc supérieure a
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Evaluons la mesure de I'ensemble ¢ défini par les conditions :

L@ =)

pomm— o, s< x<k.
A un point x de cet ensemble correspond un point figuratif de f/ situé
dans le triangle obtenu en coupant 0 par la droite = £. Or, tous les
points de 6 d’abscisses comprises entre & et £ sont dans §,. Les points
de e situés entre d et £ sont doncagrégés a E(B,), et leur mesure totale
est au plus égale a u.

Entres et d la mesure de e est 1nfer1eure A d—s<d—c=u.Donc la
mesure de e est inférieure 2 2u. Son épaisseur moyenne sur sk, qui sur-

PR .2 e Y s
passe Nu, est donc inférieure & § = 1- @ croit indéfiniment avec N et

no est inférieur & un. Enfin, N étant donné, cda pu étre pris intérieur
4 un intervalle quelconque; donc sa longueur et celle de ck peuvent
étre supposées inférieures a telle fonction de N que I'on veut, préci-
sément 2 1 : w.-Nous aboutissons donc & la conclusion suivante :

Si grand que soit [e nombre positif w, il existe un ensemble partout
dense de points s, dont chacun est I'extrémité gauche d’unintervalle sk,
de longueur inférieure a ;—, et sur lequel I'ensemble e(w,s) des «
ou VR(f, s, x) est compris entre — » et + w, a une épaisseur moyenne
inférieure & =

Les ralsonnements développés pour démontrerle Premier Théoréme
des nombres dérivés (17 Partie, n° 28 ; voir aussile dernier énoncé dans
"t note de la page 199) vont nous permettre d’établir que, en un rési-
duel de points vy, 'ensemble e (L, v), défini par — L < VR ( f,v,2) <L,
a une épaisseur inférieure droite nulle en y, quel que soit le nombre
positif L.

Reprenant en effet le cours de notre analyse, nous voyons que,
d’aprés la continuité de f, s peut étre entouré d’un intervalle s's”,
situé entre ¢ et d, et tel que, si & est intérieur a §'s”, le point
figuratif de f, correspondant a &, soit dans la bande B, et suffi-

samment prés de S pour que les pentes des droites joignant p. aux
sommets droits de la bande, comprennent entre elles les nombres
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1)

) . P X , ioo - .
— et =+ Alors, si ¢ est intérieur & 5's”, 'ensemble défini par les iné-

galités simultanées
—2<VR(fE2) <2 E<a<k

a (on le verrait comme plus haut) une mesure inférieure a4 2u; donc
, . \ y . - , . < I
sur &£, supérieur & Nu, une épaisseur moyenne inférieure a =
Soit alors un ensemble de points «,, dénombrable et partout dense

. I . T
sur ab. Dans Dintervalle o, — ~ & o, —> NoUs pouvons trouver un

"

systéme de points s, 5, £,, rangés numériquement dans ce méme
ordre, et tels que, pour toute valeur de £ intérieure 4 s, s,, I'épaisseur
moyenne sur &%, de I’ensemble

—Z<VR(f§2) <=

.. . N . .
soit inférieure & —- Soit u, I'intervalle s, s/,. Les u, sont partout denses

nvn*®

surab. Les points étrangers & w,, ,,,, ... forment un'ensemble fermé
non dense H,. La réunion des H, étant un ensemble gerbé, son com-
plémentaire R, partout dense, est par définition un résiduel de ab.
Soit v un point de R. vy est étranger & tous les H,, donc, quel que
soit p, intérieur 4 'un au moins des intervalles d’indice au moins
égal & p. Donc, il existe une irfinité d’indices m tels que y soit inté-

. N " m N .
rieur & s s, . Pour ces valeurs de m, ’ensemble e(;, «{) défini par

— Z<VR(/, 1 @) <

. , - . , . R
a sur l'intervalle y%, une épaisseur moyenne inférieure & —- Donc,

quel que soit le nombre positif L, I’épaisseur inférieure- droite de
e(L, y) en y est zéro. Donc, en aucun point de R, f ne posséde, sur
une épaisseur inférieure droite positive,un ensemble dérivé fini.

Le coté gauche comporte un résultat analogue vérifié sur un rési-
duel R". R et R’ ont en commun un résiduel (1*¢ Partie, p. 123-124, et
2¢ Partie, p. 163 en note) en tout point duquel fne posséde d’aucun
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cOté un ensemble dérivé fini sur une épaisseur positive. St donc f pos-
séde en tout point, et pour au moins un cété, un ensemble dérivé fint sur
une épaisseur inférieure posilive, la variation totale de [ sur le continu
n’est infinie qu’au voisinage d’un ensemble non dense.

2° Supposons qu'une fonction f ait sur un ensemble parfait mince
une vartation définie non nulle. Nous pouvons réduire cet ensemble &
un autre P, sur toute portion duquél £ ait une variation définie, uni-
oscillante, par exemple croissante (n° 13). Nous allons montrer qu’en
tout point d’un certain résiduel de P, f n’admet d’aucun cété un en-
semble dérivé fini sur une épaisseur inférieure positive.

Nous avons établi (n° 42 bis) qu’il existe un ensemble de points ¢
(désignés par & au n° 42 bis) partout denses sur P, tels que, pour toute
valeur de ¢ inférieure a1 (en particulier pour e = é—) : 1°spécialement
a P, f(x) ala dérivée bilatérale + o au point ¢, lequel est donc
toujours de seconde espéce; 2° il existe un nombre positif 4 tel que,
pour toute valeur de d agrégée 2 P et comprise entre ¢ — A et ¢+ 4,

I’épaisseur moyenne, sur le segment f(c)a f(d), de 'ensemble des

. I
valeurs prises par fsur P entre ¢ et d, surpasse 1—e=1—¢-

Cela étant, donnons-nous un entier N. D’aprés la premiére propriété
de ¢, prenons d entre ¢ et ¢+ A de maniére que la pente de CD
surpasse N*®, G et D étant les points figuratifs de f en c et d.
Nous reprenons les premiéres notations du paragraphe précédent.
Posant d — c =u etk = d + Nu, nous formons (/Zg. 6) le rectangle R
ou MIHD dont les cotés horizontaux, prolongés s’il le faut, passent
en C et D, etles cotés verticaux, en 4 et £ sur Ox. Nous divisons R
en 2N bandes égales $ par des paralléles 2 Ox. Soit toujours E(B)
I'ensemble des « intérieurs d dk et auxquels correspond un point
figuratif de f situé dansla bande (. Celles des bandes ( pour les-
quelles I'épaisseur moyenne de E (B) sur dk ‘est au moins égale & ﬁ'>
sont en nombre inférieur 4 N. Il y a donc au moins la moitié des
bandes 3 pour lesquelles I’épaisseur de E () sur d£ est inférieure a —1\%
Je désigne par 3, 'une quelconque de ces derniéres. Entre les bases
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horizontales de 3,, menons deux paralléles a ces dernieres au tiers et
aux deux tiers de leur distance mutuelle. La zone comprise entre ces
deux nouvelles paralléles détermine avec les verticales de c et 4 un
rectangle 3. Examinons s'il y a des points x, agrégés a P entre ¢ et d,
et pour lesquels le point figuratif de f est intérieur & I'un des rec-
tangles ;. La somme des hauteurs des §3, étant le tiers de la somme
des hauteurs des (3,, lesquelles comprennent au moins la moitié
des 8, la somme des hauteurs des 3, est supérieure au sixiéme
de MD = f(d) — f(c). Or soit p ’ensemble, évidemment fermé (et
parfait), des points figuratifs de f correspondant a des valeurs de =
agrégées a P, et p(u) la partie de p se projetant horizontalement sur u.
L’ensemble A des valeurs prises par fsur P entre c et 4 a, sur le seg-

. . . , 1
ment f(c¢), f(d), une épaisseur au moins égale a4 1 — 5- Cette pro-

priété signifie encore que la projection orthogonale de p(«) sur la
droite x ==d, forme sur le segment MD un ensemble d’épaisseur

P \ 1 . . .
moyenne supérieure & 1 — z- Donc certaines de ces projections sont

intérieures au coté droit de I'un des rectangles @3, et le point de ¢ cor-
respondant est dans ce méme rectangle @3, puisqu’il est a la fois entre
les cotés horizontaux et les cotés verticaux de celui-ci. Soient donc S
un point de p situé dans un rectangle 8, S, sa projection orthogonale
sur IH. / étant la hauteur de {3 et le tiers de celle de 3,, soient sur IH,
T’ et T” les points situés de part et d’autre de S, et a la distance / de
ce dernier. T" et T” sont sur le ¢oté droit de 3,. L'angle T’ST”, dont la
bissectrice est horizontale, a la tangente de sa demi-ouverture supé-

. R )
rieure a —- Or,
k—c=(N-+1)u, 6NI=f(d)—f(c)>N?u.
. N2 y . , .
Donc la tangente considérée surpasse ————— = w,. D’ailleurs I’en-

6(N +1)
semble n des « pour lesquels le point figuratif de f est situé dans le
triangle T'ST”, est inclus dans ’ensemble réunissant E(f,) et l'inter-

valle ¢d. Or I’épaisseur de E(f3,) sur dk est inférieure é-l%, denc la

mesure de E(f3,) est inférieure & . Donc la mesure dey est inférieure



206 ARNAUD DENJOY.
a 2u.' La distance sk (s étant’abscisse de S) est supérieure i Nu. Donc,
I’épaisseur moyenne de v sur s£ est inférieure & 8 < é‘—
2 0

En résumé, ¢ peut étre choisi indifféremment dans un ensemble
partout dense sur-P, et & est un nombre quelconque surpassant ¢
de moins de A (page 204); s agrégé a P est compris entre c et d;
% surpasse ¢ de moins de (N -+1) (d—¢). Donc, quels que soient
les nombres positifs », (exactement lié & N) et %,, il existe dans
toute portion w de P un nombre s, auquel correspond un nombre £
vérifiant les inégalités s <<k <s—+ h,, de maniére que ’ensemble

— 0, < VR(f, s, 2) <w,

. A
ait sur le segment sk une épaisseur moyenne inférieure wi
. . 0
On montre comme plus haut ’existence d’un intervalle s's”, de

'longueur inférieure a ——, contenant s, mais non pas £, et pour tout
point & duquel I’ ensemble

o ; ,
a sur ££ une épaisseur moyenne inférieure f Donnons i w, la suite
0

des valeurs entiéres. Soit 5, la suite correspondante des valeurs de s,
cchoisie de facon que I’ensemble s, soit partout dense sur P. Alors, les
points y de P, intérieurs & une infinité d’intervalles s, s;, forment un
résiduel de P (note de la page 199, a la fin), et 'ensemble e (A, y)

défini par
—A<VR(f,y, z)<A

possede eny une épaisseur inférieure droite nulle, quel que soit A.

Les mémes raisonnements appliqués au couple ¢, d, mais & une
bande verticale de largeur Nu et dont la bordure droite passe par C,
nous fourniraient un résiduel analogue pour le coté gauche. Donc, en
tout point d’un certain résiduel de P, f n’a ni d'un c6té ni de I'autre
un ensemble dérivé fini sur une épaisseur inférieure positive. Si donc
la propriété opposée a celle-ci appartient par hypothése a f, c’est
que f a, sur tout ensemble parfait mince, une variation ou bien non
définie, ou bien définie et nulle.
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3° Montrons enfin que si la variation de f sur [’ensemble parfait P
est_irréductible, I’ensemble des points ou f n’admet d’aucun cété un

s ey . y . I . 7 .
ensemble dérivé fini sur une épaisseur surpassant 5 conlient un résiduel

de P.

En effet, nous savons (n° 36) que si la variation de f sur P est irré-
ductible, ¢’est-a-dire si elle n’est définie sur aucune portion = de P,
il existe dans @ des couples de pointsc, d et ¢/, d’ agrégés a P, tels
que, entre c et d, la variation relative de f est supérieure a N* et,
entre ¢’ et d’, elle est inférieure 3 — N2. Considérons le premier
couple. Posant encore

k=d-+N(d—c)=d-+ Nu,

menons (/ig.7) la perpendiculaire & Ox d’abscisse £, et 'horizontale
équidistante de G et de D, coupant la droite précédente en T.
Joignons CT, DT et formons les angles 6(C), (D) ayant pour sommets
respectifs C et D ol leurs cotés sont limités, ouverts 4 droite avec des
bissectrices horizontales, le premier admettant pour céoté CT, le
second DT. Le plus petit de ces angles est 6(C) dont la demi-ouverture

a pour tangente = w. Les points « compris entre d et £, et

2z
2(N—+1)
donnant 2 f/ un point figuratif dans 6(C) ou dans (D), ont respecti-
vement sur dk des épaisseurs moyennes e,, e, dont la somme est au

plus égale 2 un. L'un de ces deux nombres est donc au plus égal

a % Placons S au point C ou D correspondant. Alors I'ensemble
— o< VR(f, s, z)<w

P . dk
a sur sk =sd + dk 2> Nu une mesure inférieure a-—;—.—f—sd, et une

dk+ 2sd

SGAT dF) dont la plus grande valeur

épaisseur moyenne inférieure a
est pour s = ¢, soit .

1 1

N+2
2(N+1)<;

I
AN+ 2"

1
+——-
4o

En résumé, N ou w étant donnés, on peut choisir u assez petit pour
que (N—+1)u soit inférieur 4 un nombre quelconque /% fixé
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.

I \ s peo» \ A
d’avance, par exemple ~- s£ sera dés lors inférieur d ce méme nombre,

s appartenant de plus a telle portion = de P que I’on aura voulu choisir.
Donc, quels que soit les nombres positifs o grand et % petit, il existe
un ensemble partout dense sur P de nombres s, auxquels correspondent
des nombres £ vérifiant les inégalités s << £ < s + A, de maniére que
I'ensemble

—o<VR(f, s, z)< o

. ) , . . p, - . 1
ait sur le segment s une épaisseur moyenne inférieure a — + —-
2 bo

On déduit de la qu’en tout point d’un résiduel de P, / ne posséde
d’ensemble dérivé droit fini sur aucune épaisseur (inférieure) sur-
passant 1 : 2. En appliquant les raisonnements précédents au méme
couple ¢, d et & une bande verticale 4 coté droit passant par ¢, on
démontre la méme proposition pour le coté gauche. Et par suite,
I’absence sur toute portion de P d’une variation définie entraine pour
la fonction f, quel que soit & sur un certain résiduel de P, I’existence
au point £ de dérivés infinis, spécialement & tout ensemble dont
I’épaisseur inférieure en & surpasse 1 : 2 au moins d’un coté. Donc in-
versement, une fonction possédant en tout point, pour au moins un
coté, un ensemble dérivé fini sur une épaisseur inférieure surpas-

I N . ey o e .
sant -, a, d'aprés le troisiéme paragraphe, sa variation réductible sur

tout ensemble parfait discontinu, puis est résoluble d’aprés le second.
En particulier, elle a une dérivée approximative sur une épaisseur
pleine (*).

(1) Soient E un ensemble quelconque, E, 'ensemble fermé obtenu en ajoutant & E ses
points limites. Les dérivés d’une fonction continue f, spéciaux & E ou spéciaux & E,, sont
les mémes. Soit (f, E) la fonclion coincidant avec f sur E, et linéaire sur chaque segment
contigu 4 E. (f, E) est continue. En tout point de E, sauf éventuellement aux points de
premiére espdce de Eo (ol les dérivés spéeiaux de f sont définis d'un seul coté), les
dérivés généraux (ou relatifs au continu) de (f, E) coincident avec les dérivés de f spé-
ciaux 4 E. Les points ol les premiers ne réalisent pas 1'un des quatre cas fondamentaux
formant un ensemble mince, sur une pleine épaisseur de E, les quatre dérivés extrémes
de f speciaur & E ne peuvent se grouper que suivant Uun des quatre modes désignés
par (AA"), [BD], [CCY], [DB'] dans la 17¢ Partie (n° B7; voir aussi les Introductions
des 2¢ et 3¢ Parties).

Convenons de dire que f réalise en un point le cas @ des nombres dérivés quand f pos-
séde en ce point une dérivée approaimative finie, et le cas Q' quand elle admet de chaque
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49. Convenons de dire que ¢ est au point x, un dérivé droit

coté chacun des dérivés extrémes -+ w et —w sur ['épaisseur supérieure un (et par
suite sur I'épaisseur inférieure zéro).

Je dis qu'une fonction continue quelconque ne saurait realiser, sauf en un ensemble
mince, d’autre cas que Q et Q'.

En effet, soient E un ensemble épais quelconque et H I'ensemble des points de E ot,
spécialement a E, f admet au moins an dérivé extréme fini. (f, E) admet sur H le méme
nombre comme dérivé extréme général. Done (note de la page 181), (f, E) présente
sur une pleine épaisseur de H le cas Q, et il en est de méme de f, parce que I'en—
semble £ (f, E), inclus dans le complémentaire de E, a P’épaisseur zéro sur une pleine
épaisseur de H. :

Donc, si en aucun point de I'ensemble épais E, fne réalise le cas @, H est mince. Donc,
sur une pleine épaisseur e de E, f présente spécialement & E le cas (AA') (dérivés
extrémes + = et — o« ).

Supposons supprimé dans e I'ensemble mince olt E n’aurait pas I'épaisseur un. Suppo-
sons B parfait et épais en lui-méme (e est done partout dense sur E). Soient ¢ un point
de e, et € un point & droite de ¢ (et dont la distance a ¢ peut étre indifféremment réduite) tel
que, moyennant ¢ < x < d, I'épaisseur de E entre ¢ et x surpasse 1 — =. Quel que soit (i,
la fonction f;=f— Cu admet en ¢, spécialement & E, le dérivé droit <. Done, le
maximum de f; sur E dans le segment ¢d, n’est pas atteint en ¢, mais en un autre point s
de E. On a f; (s) —f1 ()2 o, et par suite VR (f, &, s) 2 C pour tous les points 2 de E
intérieurs a cs, donc sur une épaisseur moyenne dans cs supérieure & 1 — e. Les couplesc, s
existant dans toute portion de E quels que soient G et €, on en déduit par le raisonnement
du Premier Théoréme des nombres dérivés (1™ Partie, n°s 28, et suivants) que f posséde
en tout point d'un résiduel de E, le dérivé gauche + = sur I'épaisseur supérieure un. En
échangeant les cdtés gauche et droit, et les sens d’inégalité, on voit ue, sur un résiduel
de E, f réalise le cas Q', sous la seule hypothése qu'en aucun point de E, fne réalise 2.

Tout ensemble épais contenant un ensemble parfait épais en lui-méme, il est donc
impossible qu'en tout point d’un ensemble épais, f ne réulise ni @ ni Q. C.Q.¥.D.

En particulier, {'ensemble des points o, d’un cété au moins, f posséde, specialement
& une épaisseur inférieure positive, un dérivé extréme fini, se réduit, & un ensemble
mince prés, a L'ensemble des points ot f posséde une dérivée approximative bilatérale
[finie.

Et encore, I’ensemble des points ok f posséde, aw moins d’un c¢oté, sur une épaisseur
inférieure positive, une dérivée infinie, est de mesure nulle.

Ltant donné un ensemble parfait épais P, on pourrait, par une construction analogue a
celle du n® 48 (en choisissant Q épais en lui-méme), obtenir une fonetion continue pos-
sédant une dérivée continue hors de P et réalisant le cas Q' sur une pleine épaisseur
de P.

E’ el E” étant deux ensembles complémenlaires quelconques, on construira ensuite, par
une méthode analogue a celle du n® 62 (1 Partic), une fonction fréalisant respectivement
les cas Q et Q' sur de pleines épaisseurs de E’ el de E’, et I'on pourra méme (note au
début du Chapitre 1I) se donner la dérivée approximative de [ sur une pleine épaisseur
de E'.

Ann. Ec, Norm., (3), XXXHL -~ JuiLer 1416, 27
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d’épaisseur , si les deux ensembles
VR(f, ®p, ) >0 —¢ et VR(f, z, z)<<o+¢

ont I'un et 'autre en x, une épaisseur supérieure droite posilwe,
donc s’ils n’ont ni 'an ni 'autre en x, une épaisseur droite exacte
et nulle. En particulier, ¢ sera un dérivé d’épaisseur droit, si I’en-
semble

[VR(f, 20, 2) — 0| <&

a au point x,, pour toute valeur positive de ¢, une épaisseur supérieure
droite positive. Si pour une valeur o de ¢, le précédent ensemble a
I'épaisseur droite zéro en x,, ¢ est dérivé d’épaisseur moyennant que
les deux ensembles

VR >0 et VR <o

soient I'un et 'autre doués en =, d’une épaisseursupérieure droite posi-
tive. On définit de méme les dérivés gauches d’épaisseur.

Je dis que si lon sait de la fonction f qu'elle posséde : 1° en tout point
pour au moins un coté, un ensemble dérivé fini sur une épaisseur

1 ’ . - 7 ey ' .
surpassant -; 2° sur une épaisseur pleine, le derivé d’épaisseur ¢, pour

un coté inconnu, indifféremment variable, alors [ est complétement déter-
minée.

Car f, étant réductible d’aprés la premiére hypothése, posseéde, sur
une épaisseur pleine e/, une dérivée approximative ¢ et, sur une
épaisseur pleine ¢, le dérivé d’épaisseur g. Donc, sur e commun a €’
et & ¢’, f posséde simultanément la dérivée approximative ¢ et le
dérivé d’épaisseur ¢. Mais £ étant sur e, les ensembles

VR(/, & 2) > (&) +e et VR(/f,§ z) <b(§)—e,

constitués de points x supérieurs ou inférieurs a &, ont pour toute
valeur positive de & une épaisseur nulle en &, parce que ¢ est dérivée
approximative de / en £. Donc o, dérivé d’épaisseur, ne saurait sur-
passer ¢ -+ ¢ ni étre inférieur 4 ¢ — ¢, quel que soit le ¢oté ou est sup-
posé valoir ¢. Done f admet ¢ pour dérivée approximative sur une
épaisseur pleine. Donc f, étant résoluble d’apres sa premiére condition,
est parfaitement déterminée par o.
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50. Montrons par un exemple que f n'est pas nécessairement reso-
luble, st elle est simplement assujettie a avoir en chagque point, pour awmoins
un coté, un ensemble dérivé fini sur une épaisseur infeérieure AU MOINS

. 1 . . T
EGALE @ 5 et non pas comme ci-dessus supérzeure as:

Nous allons donner un exemple de fonction dont la variation n’est
définie sur aucune portion d’un ceriain ensemble parfait P, d’ailleurs
mince, cette fonction possédant hors de P une dérivée ordinaire continue

. .-, . , . 1
et, en tout point de P, une dérivée bilatérale nulle sur Uépaisseur 5

Notre construction rappellera par certains aspects celle de la fonction
du n° 45. Elle sera progressive et consistera en une suite d’opéra-
tions dont chacune aura pour donnée le résultat des précédentes.

Nous voulons définir f sur le segment o — 1, coincidant avec x en
zéro et un, donc admettant les points figuratifs O (0,0) et A (z,71).
Formons le carré de diagonale OA. Nous ferons en sorte que la courbe
représentative de f soit contenue dans ce carré et admette le méme
centre desymétrie que lui. Donco S f<1 et /() =1— f(1— x). Placons
sur le coté supérieur et sur le coté inférieur, des points de subdivision
décomposant ces cotés en 2n parties égales. Attribuons, en une
premiére approximation, a la courbe représentative d'une fonction f,,
les parties de rang impair sur le coté inférieur et celles de rang pair
sur le coté supérieur. Ainsi, f, serait zéro sur les intervalles

( r> <'> 3> <2p 2p+1> <2n——2 2n——1>
O’— > ) " ) T AR ] et e ——
2n 2n 2n 2n 2n 2n 2n
et f, vaudrait 1 sur les intervalles

< 1 2‘) (’272—1 2n >

—y — |y ceey — —— =1 |

2n 2n 2n 2Nn

Mais f, serait discontinue aux points;%- Pour éviter ceci, autour de

. . P _ . , .
chacun des points 2. sauf pour p =o et p = 2n, détachons un inter-

valle ayant pour milieu ce point et pour longueur%, donc 'intervalle

Lo Loy L L Dési P
a7 3 & 35 + 5 Désignons par g, le segment -— +

.
2n?
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+1 I , .
%— — = 0 et oy, , étant toutefois
( I 1 > (2n~—1 1 )
0,_—‘—' > ———-——+—" 1.
an 2 n? . 2n an?
“ < donair £ o— 1 2l poact imNair o P !
Onasura,, f, =0 sip est pair, f, =131 p est impair. Entre -— — —

et £

[ > . - .
+- 53 nous prenons pour f, une fonction unioscillante, ayant

une dérivée continue, celle-ci étant nulle aux deux extrémités du
segment, du cdté intérieur (fig. 8). Nous pouvons évidemment réa-
Fig. 8.

1 ‘All,J)

So

1

o
i S,
| SR

Q. < a
] B 3

LX) S

I

a2 O2n-z

\,
e
~

liser ceci tout en satisfaisant & la condition f,(#) + fo(1—x) =1,
vérifiée par les valeurs déja choisies pour f,. Alors, quel que soitx
compris entre o et 1, f, est définie et continue ainsi que sa dérivée.

o,, sauf les

Posons 2—1,)- — #_—. o. o est la longueur des segments o,
deux extrémes (p = o et p=2n — 1). Cherchons sur ob I'épaisseur
moyenne de I'ensemble f,= 0. Si b est sur o,, cette ¢paisseur est .
Quand & se déplace vers la droite dans un intervalle oy, ’ensemble
et sa base s’accroissent de la méme longueur, donc I'épaisseur
augmente. Entre deux intervalles o,, consécutifs, I'ensemble ne
varie pas, son épaisseur sur 0b diminue done. L’épaisseur prend donc
ses minimums relatifs aux extrémités gauches des intervalles o,),,

pour p=1, ..., n —1, et la plus petite de ses valeurs en ces ~ points
. . . 2p 1
est son minimum absolu. Soit donc b= £ + .. La mesure de

2n an
I’ensemble f, = o sur ob est

1
v a'o—r—m_,-{—...—l—a'zp._,:pa—-}—;—,;—ﬂ--
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veo s anipo+1 , < pae
L’épaisseur de cet ensemble sur 0d vaut —mpi 0 étant inférieur

a 1, cette expression surpasse toujours la valeur qu’elle a pour pinfini,
. 1 1 . :
soit ng =~ — - Donc I'épaisseur de I'ensemble f,=o entre o et &

surpasse toujours 5‘ — % L’épaisseur de I'’ensemble f,=1 entre b
et 1 surpasse le méme nombre.

Si & deux points ¢ et d correspondent des points représentatifs C
et D d’ordonnées p et ¢, nous effectuons sur z et sur f,, deux trans-
formations linéaires ¢+ (d —c)x et p+ (¢ — p)f,, changeant le
carré de diagonale OA en le rectangle de diagonale CD et de cotés
paralléles aux axes. (Tous les rectangles dontil s’agira ci-aprés seront
ainsi orientés et désignés simplement par une deleurs diagonales.) La
transformée de f, que nous désignerons par f,(n, C, D) a dans sa
courbe représentative (symétrique par rapport au centre du rec-
tangle CD) 2n segments horizontaux égaux, sauf les deux extrémes,
4 (d — ¢)o, n d’entre eux, ou f vaut p, situés sur la base contenant C,
et alternant avec les n autres, ol f vaut ¢, situés sur la base con-
tenant D. Quel que soit b entre c et ¢, I'épaisseur moyenne de I'en-
semble f/,=p entre ¢ et b, celle de I'ensemble /=g entre b et d,
surpassent ['une et I'autre -2'— — ]Z

Cela posé, désignons généralement par (S, 0, d) et par (S, 0, g)
deux anglesayantlun et ’autre pour sommet le pointS, ou leurs cotés
sont limités, ayant leur bissectrice intérieure parallele & Oz, leur
moitié égale 4 0, et ouverts le premier vers la droite, le second vers la
gauche. Observons que, si un point M est dans un angle (S, 0, &), ce
méme angle contient toute la demi-droite indéfinie menée par M paral-
lelement 4 I'axe des « et dirigée dans le sens positif. La propriété
analogue vaut pour I'angle (S, §, g) et la direction des « négatifs.

Donnons-nous une suite 0,, 0,, ..., 0,, ..., positive, décroissant a
zéro. Soit oo, inférieur a é 0,.Entrea, et y,= 1—a,, nous choisissons /'
égal a la fonction f, ayant pour champ de définition «,vy,, prenant
en o, ety, respectivement les valeurs o et 1, et correspondant a une fré-
quence n assez grande pour que I'épaisseur de [’ensemble f=o sur «,(

et celle de /=1 sur fy, surpassent 'une et I'autre ‘:6‘, quel que
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soit 5 entre =, et v,. Ces valeurs de / satisfont, indépendamment des
suivantes, & la condition f(x) + f(1 + a) =1. Considérons, quand B
est entrevy, et 1, I’épaisscur moyenne sur «, 3 de I'ensemble e ol f =o.
La mesure de e entre o, et § surpasse la mesure de ¢ entre «, etvy,,
donc a fortiort

';‘(1"“ ;) (1— 2“1)>§(1—“ 9)2.

D’aprés § — «, <1, ce méme nombre borne inférieurement I’épais-
seur cherchée.

o, étant positif et inférieur a «,, je peux déterminer %, positif et
assez petit pour que : 1° quel que soit S dans le rectangle R, de som-
mets opposés O et A, (py, %,), I'angle (S, 0,, d) contienne le point «,
et par suite tous les points de O situés a droite de «,. (Il faut et il
suffit pour cela que la condition soit vérifiée quand S esten A,.) Alors,
si S est dans le rectangle R) égal au précédent et de sommet supé-
rieur droit A, I'angle (S, 0,, g) contient le point (v,, 1) et, & gauche
de ce point, tout le coté supérieur du carré OA. Par construction
ultérieure, entre o et p,, le point figuratif de / sera agrégé a R, et,
entre 1— p, et 1, il le sera & R|. Les sommets inférieurs gauches et
supérieurs droits des rectangles R, et R, appartiendront & la courbe.
Donce, /(o) =o0, f(p,) =h,, et de méme f(1—p,)=1— A, f(1)=1.
Une régle analogue s’appliquera & chaque stade de la construction.

Soit E(S, 0, d) 'ensemble des « pour lesquelsle point figuratif de /
est dans 'angle (S, 0, d). Faisons correspondre de méme a I'angle
(8,6, g)lensemble E(S, 0, g). Si S est dans R,, E(S, 0,, d) contient
tout I'ensemble des x définis par f=o, «, <. Donc, quel que
soit B entre «, et 1, E(S, 0,, d) posséde sur o, une épaisseur
moyenne supérieure —;—(I —0,)%

L’intervalle (p,, 1— p,), soit Z,, sera contigu 4 I'ensemble parfait P
ou f, avec une variation irréductible, aura partout une dérivée bila-
térale finie (précisément nulle) valant sur une épaisseur au moins
égale a -;— Les segments (o, p,) et (1—p,, 1) désignés par X, ontleurs
extrémités sur P et contiennent la totalité de P. f est actuellement
défini sur le champ A,, constitué par le segment a,v,, et séparé des Z,
par deux intervalles j,, savoir (p,, &), (Yi» T —p,).
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La premiére opération consiste dans le choix de %, et de 7, (équi-
valent & celui des X, et des j,), dansla construction du rectangle R,
et dans la définition de f'sur ,. Passons & la seconde opération.

. . . . .. .1 - ..
Soit p un entier impair supérieur & ;- Nous divisons les deux
: 1

bases de R, en p parties équivalentes ( fig. 9). Aux abscisses de rang

Fig. 9.
, F p-2
2 A, Al A ﬁk\
L10M M M . M. A )
S| _._\\s A ul A px/ 7
L. »
-~ _r’
sy ,.':'Rf:\ ]
2T Tres het A
M, A(x’ MiA7 M A, 01 A
ol a; af «f al? af7 al=p, oy e

. 2 ) — 1 .
pair 0, Spe - ! o P correspondent des points M; sur Op,. Le pre-

. . . . T 3 .
mier point M; est en O. Aux abscisses de rang impair it %pi, o,

;1391 = p,, correspondent des points M sur le coté supérieur. Le der-

nier M, est en A,. Les points M; et M, appartiendront & la courbe
représentative de /. Deux de ces points correspondant a des abscisses
consé¢cutives sont les sommets opposés d’un rectangle r,. Observons

. - .. , . N N . -
immédiatement que p est choisi supérieur & - de fagon que, la fonction
1

finale f possédant, sur chacun des contigus que nous allons définir
pour P dans la présente opération, des variations absolues sensible-
ment ¢gales & 4,, nous ayons, pour la nouvelle contribution dans la
série des |V,|, un nombre voisin de 1 relativement a4 R, et & R| sépa-
rément. A chaque opération ultérieure, nous nous arrangeons comme
au n° 45 pour apporter a la série, sur chaque segment traité, une con-
tribution supérieure 2 un nombre entier, ce qui assurera la divergence
de cette série dans toute portion de P.

Posonsa}' = % o, (mSp), et soit S, = % la distance de deux points a*

de Ox consécutifs. Soient, sur les bases de R,, A7, AT*' deux des
points M, l'un supérieur, l'autre inférieur, correspondant a des
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abscisses consécutives «*, a?*'. A est 'origine, A? est A,. Enfin,
nous désignons par A" le point («,, o). Sur chacun des rec-
tangles ATAT™, y compris APA?*', nous opérerons comme précé-
‘demment sur le carré OA, les valeurs notables de f étant cette fois o
et A, au lieu de o et 1. Bien entendu on devrait procéder pour R;
comme nous le faisons pour R,, de maniére i réaliser I'identité
fG—@)=1— f(a).

Sur un méme segmenta;" a;"' (0=m<p — 1), convenons que / aura
une courbe représentative symétrique par rapport au centre du rec-
tangle AT AT, comme il a été entendu qu’elle 'aurait dans le carré OA
par rapport a son centre. On devra donc avoir, pour a}" <z < a;"',

(@ + apt! — @) + f (@) = @}t + f(a@ ).

De méme, les deux arcs de cette courbe situés dans les deux rec-
tangles ATT'AT et ATAT (m =1, ..., p— 1) devront étre symétriques
par rapport & la droite x = «}'; donc, pour &' < @ < a]™*',

f(x)=[f(2a}— ).

Ces conventions nous permettent de nous borner i tracer la courbe figu-

rative de /' dans un seul des rectangles r, et dans le rectangle A7A™,

o . Cep e . - T ‘s
Soit €, un nombre positif inférieur i ;Oﬂ. De chaque coté des al'

(pour «| = o, d’'un seul coté, le coté droit), retranchons de Oz un
intervalle égal i ¢,3,.

Soienta)=a" +¢,0,(m=o0,1,...,p), Yr =a/""' — ¢,8, (m=o, ...,
p —1). Considérons 'ensemble n des segments conservés, et 3 étant
compris entre o et a, cherchons une limite inférieure de I’épaisseur
moyenne de 7, entre o et 3 si 3 surpasse o', entre B et y)'"' si  est
inférieur & y3 7', Il est évident que ce minimum sera atteint quand
B sera en 'un des points o)'*” dans le premier cas, y,?"' dans le
second cas, p étant positif. Ge minimum est donc 1—2¢,>1 — 0,.

m

Par définition, en a' f aura la méme valeur qu’en a}’, et en ¥}’ la
méme valeur qu'en «""', donc o en 'un des couples et /%, en I'autre.
Entre o) etvy’, f'seraunefonction f, définie par sesvaleurs aux points

extrémes ( fig. 10) et & fréquence ~ suffisante pour que, y étant quel-
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conque entre o’ et vy', les épaisseurs des ensembles f= f(a})= f(al)

1 N
sur ay'y, et /= f(a]"™") = f(yI") sur vy, surpassent ~(1—19,). De I

résulte que, B et B’ étant quelconques, I'un entre o et v*~', I'autre

[T 7 ﬂ ﬂ P (11
e o;,,u ] u 1l

entre o) et «,, I'ensemble f= f(a)) a sur chacun des inter-
m—1 mr A Teq 1 Apl y I 2
valles By, ™" et '’ une épaisseur moyenne supérieure i S(r—18,)%

Soit maintenant p, un nombre positif inférieur i ¢,8,. Nous déter-
minons /%, tel que, R, étant 'un quelconque des 2p rectangles
agrégés & un rectangle r,, ayant un sommet commun avec lui
en Af'(m =o,..., p),sa base horizontale égale a p, et sa hauteur égale
a Ay, quel que soit S dans un rectangle R, ayant un sommet en A”,
les angles (8, 8,, d) et (8, 0,, g) contiennent respectivement les points
& abscuses o)’ et vy~ ' situés sur la base de R, possedantA”‘ (fig. 11).
Pour m=o, il ne s’agit ni de (S, 6,, g) ni de y7*. Alors, si par
exemple AT est sur le coté supérieur de R,, (S, 0,, (Z) contient tout
le coté supérieur du rectangle de base a'«, et de hauteur 4,. (S,0.,9)
contient tout le coté supérieur du rectangle de base o y"! et de
méme hauteur 4,.
L’ensemble E(S, 0,, d) contient I'ensemble x> o2, f= f(a™).
Et de méme, I'’ensemble E(S, 0,, g b) contient I’ensemble o < y7,
S =r(ay). Done, quel que soit B entre a' et o,, Pépaisseur de

E(S, 0,, d) sur «'B surpasse 5(1 — 0,)*. De méme, quel que soit §

-

entre o et y;', I'épaisseur moyenne de E(S, 0,, g), dans By”"', sur-
passe le meme nombre.

Observons de plus que E(S, 6,, d) contient E(S, 6,, d), puisque
Iangle (S, 0,, d) contient (S, 0,, d). Donc I'épaisseur de E(S, 0,, d)

Ann. Ec. Norm., (3), XXXIII. — JuLLer 116, 28
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I . o . 1 ’ ’ :
surpasse : entre o’ et <o, ~(1—0,)*; puis, d’aprés un résultat établi,

entre o, et 81, %(1 — 8,)2; donc, entre al et f: 1°-;(1 — 0,)%, quel

m

que soit B entre o' et 1; 2° é(l — 0,)2, quel que soit 3 entre a]’ et «,.
Des conséquences analogues s’énonceraient pour E(S/, 0,, g) et
pour E(S’, 0,, g)si S’ est agrégé 4 'un des rectangles symétriques
des R, par rapport au centre du carré OA.
m prenant les valeurs o,...,p — 1, les intervalles a

m m+1

1 T P2 @ P2
. . 1 . . . N
(et leurs symétriques par rapport au point 5> alnsL que cl-apres

seront contigus & P. Nous les désignons indifféremment par #,. Les

Fig. 11.

2, 2
A5 NI e

¥
9, AN R, 6 e ‘
<Al 35 \ RPT v .

)
]
)
1
H
,I”' o Rl

m+-1

segments égaux (a), ay —+ p,), (a]*'— p,, ai*") désignés par I, et
projetant les R, sur Oz, ont leurs extrémités sur P et en contiennent
la totalité. Le champ A, olt nous venons de définir / est formé, dans
les 7,, par les segments (a)', v3') et, dans z,, par U'intervalle (a?, a,)
accrude son extrémité gauche. Les intervalles j,, savoir (a]" + p,, 3,
(v3, ai*'—p,) d’une part (oSmZp —1), et d’autre part (a?, af),
inclus dans les ¢, ou (le dernier) dans 7,, séparent les X, des A,. Le
choix des 7,, A, (ou des X,, j,), des R,, la définition de f sur les A,
constituent la seconde opération. Passons & la troisiéme.

“Le progrés de la construction s’apergoit. Il faudra 2 la troisiéme
opération définir f sur certaines parties des intervalles oa?, y,al,
ajay, yiai, ..., yP'al, a’ab. Aux extrémités de chacun d’eux, fest
connu. D’ailleurs, & cause des relations supposées entre les points
figuratifs de f/dans la suite des rectangles r,, il suffit de s’occuper
d’un seul des 2 p premiers domaines et du dernier. Auprés de a7,
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entre a;'— o, (ou o, si m=o0) et a~+p. (ouaf, si m=p),le point
ﬁguratlf defdmt étre dans I'un pu I'autre (ou Ie seul) rectangle R,
ayant le sommet A}". Chacun dps’”Bq sera subdivisé en p, rectancrles Tay

p. étant un entier impair s«tlpemeur Ao

Ay
SOIt
hy

a_
g = —
P2

Nous deSIgnons par a! les points du segment (a] — p,, af’ + p.)
distan(s de a7* d’un multlple entier de 8, (*). Pour ces valeurs de x, le
point A?, Ilguratlf de f, sera alternativement sur la base supérieure
et sur la base inférieure d’'un R, (A”) admettant le sommet A™.
AT, déja placé, est I'un des AZ, savoir AP'; il fixe tous les autres A7
parmi lesquels, p, étant impair, est le sommet opposé 2 A7 dans I'un
et I’autre (ou le seul) rectangle R,(A}"). A} et A¥*"'ont respectivement
pour abscisses ' — p, et @]+ p,, et sont symétriques par rapport a la
droite x = a,,, méme pour m = p. Nous désignons par A et A les
points figuratifs deja placés d’abscisses ;™' = aj et )" == a3"**. [Pour
m=o, 1l n’y a qu'un rectangle R,(A}) et aucun pomt A;{ d’indice
supérieur moindre que p,+1; pour m=p, il n’y a qu'un rec-
tangle R, (A”) et aucun point af d’indice ¢ = p, + 2, ..., 2p,. Mais on
aencore ;" '=al + p, et a7 = af. |

Sur une base alal**(q¢=o,...,2p, + 1), faura son point figuratif
dans le rectangle AZA?'. La courbe (x, f) sera, dans chaque rec-
tangle r,, symétrique par rapport & son centre et, dans deux rec-
tangles r, contigus, elle sera symétrique par rapport au c6té commun.
De plus, pouro << m<p, entre y;"' = aj et o' = a¥***, elle devra étre
symétrique par rapport & la droite @ = a7, d’aprés la condition déja
posée que, dans deux rectangles r, adjacents, elle soit symétrique par
rapport a leur c6té commun.

/ . s I .
e; étant inférieur 4 ~0,, nous posons (1=m<p — 1), quel que soit ¢
entre 1 et 2p, + 1 inclusivement :

o] = af + &;9,, 77 = af*! — ;0.

(1) Le lecteur est prié de faire des figures analogues a celles qui portent les n** 9 et 10..
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Nous adoptons les mémes notalions pour m=o, p, + 12¢<ap,+1,
et pour m =p, 1=2¢<p,. En outre, pour m = p, nous considérons le
point o= al + &,3,.

A la troisitme opération, nous délinissons f sur les intervalles
yitay, ayal diminués de tous les vyi'al, afal. Quel que soit {3
entre Y7 ' (=o, sim = o) et ', 'ensemble des segments conservés
posséde, entre B et Y™ si B<<y?", entre «f et § si al <(, une
épaisseur moyenne supérieure & 1— 2¢,>1— ;. Nous posons

Sef)=flal), S =/S(af™).

Ces deux nombres difféerent de %,, leurs seules valeurs possibles,
quels que soient m et ¢, étant o, Ay, hy — h,, A,

J entre af et y? (sauf pour m = p, ¢ = p,+ 1), entre o}y’ et a;r+,
entre @} et o}’ =af, coincidera avec des fonctions f, correspon-
dantaux valeurs fixées aux points extrémes, et assez souvent oscillantes
pour que les épaisseurs des ensembles f= f(af) entre af et v,

= f(y7) entre v et y? surpassent é(1~—03), quel que soit v entre

«! et v? (avec une régle analogue pour les deux champs juxtaposés

entre «? et o,). Alors, si ¥;'7'<B<yI™ ou si al <P <<al,
Iépaisseur de f= f(a?), respectivement entre § et y2™* ou entre
«! et B, surpasse 5(1 —0,)2.

On choisit p; et A, assez petits pour que tout angle (S, 0,, ) et
(S, 05, g) ayant son sommet S intérieur a r,, avec des coordonnées
différant de celles de af d’au plus p, et 2, (’ensemble des S ainsi

caractérisés forme deux rectangles R, ), contienne respectivement les
points

af, f(af) =f(af) et L =/(a)).
Alors, entre af et {3, si a?/<<f<<ay, E(S, 0,, d) a une épaisseur

2
supérieure %(1 — 6,)% 1l en est de méme pour E(S, 0,, g) entre 3
et v si v << B < y?7'. Désignons par E,; et E,, les ensembles
E(S, 6,, d) et E(S, 6,, g).
S appartenant a 'un des rectangles R,, écrivons sur une ligne le
nom de I'ensemble, le segment ol nous considérons son épaisseur,

le champ ot varie I'une des extrémités (3 de ce segment, et enfin une
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limite inféricure de I’épaisseur moyenne de I’ensemble sur ce segment.
s étant I'abscisse de S, nous désignons par ', a? et par y2'', v,
parmi les points antérieurement compris dans ces notations, les plus

voisins de s respectivement & sa droite et & sa gauche.

E,; sur o B, si o < B<r, a une épaisseur supérieure 2 %(1 —0,)2,
E.q sur af*f3, sl < B <oy, » ;—,(‘l— 6,)2,
E;; sur a1, si of <B<al, » -;-(x—— 65)2,
E;p sur Byy~', sio <p<yyi, » %(1 — 6,)2,
Ese sur 8 947, si yPl<B <yl » ';j(’_ f3)2.

(Nous ne considérons pas les E,,, si S est dans le rectangle le plus
a4 gauche de sommet inférieur O, non plus que les E,, relatifs au rec-
tangle le plus haut et le plus & droite de sommet supérieur A.)

La construction progresse sans difficalté suivant une régle évidente.

Nous formons une suite de systtmes de rectangles R,, Ry, ..., R, ...,
a cotés paralleles aux axes, chacun des R,,, étant inclus dans 'un
des R,. Les R, d’'un méme indice se projettent sur Oz suivant des
segments ,(0,p, et 1—p,, Tpour p=1; a;'— p,,a; et a;’, al' + p, et
leurs analogues pour p = 2, etc.), tantot juxtaposés, tantot séparés
par des intervalles qui sont tous des contigus a P. Si I'un de ces inter-
valles est limité & deux segments X, et non point 2 deux segments X,_,,
nous le désignons par z,. A la p™° opération, nous définissons [/
comme coincidant avec des fonctions du type f, dans un certain
champ A, constitué : 1° par une portion centrale de chacun des z,, et
valant une fraction de ce méme 7, égale & 1— 2¢,>1 — 6,3 2° par des
portions bordant de part et d’autre les %,., ot f'a été antérieurement
défini (et situés dans les 7, ). Les A, sont séparés des X, par des inter-
valles j, tous égaux entre eux, et valant sensiblement ¢,z,. Tout point
du segment 0,1 appartient & un X,, 4 un j,, 4 un A, ou & un A,,.

P est I’ensemble parfait commun & tous les X,. En tout point étranger
a P, une certaine opération définit f.

Les dimensions des R,, tous égaux entre eux, tendant trés rapi-
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dement vers zéro quand p croit, ces domaines ont en commun un en-
semble parfait qui est la représentation de / sur P. La continuité de f
est évidente.

Dans chaque R,_,, les R, sont ainsi disposés que la somme des
variations absolues de f dans les 7, surpasse 1 pour chaque =,,. La
variation de f est donc irréductible sur P.

Grace au choix des dimensions et & la situation des R,, quel que
soit S dans R, si &, o), sont respectivement les extrémités gauches
du 2, et du )\1,._., les plus voisins de s & sa droi"te., si yo ', Yo, sont les
extrémités droites du A, et du A, les plus voisins de s a sa gauche,
quel que soit 8, entre o et o, , dans le premier cas, entre v, et y,™
dans le second cas, les ensembles E,;(S) et E,.(S) ont leurs épais-

e o 1 2 . .
seurs moyennes supérieures & -(1—0,)%, respectivement entre a;
r—1
et B, entre B et y, ", '

CommeE,, etE,; contiennentE,,, et B, , quel.s que soient p etg,
S prend sur P des valeurs telles que, pour tout point s de P, les en-
sembles E(S, 6, d) et E(S, 0, g) ont en s une épaisseur bilatérale au

: : ] . - .
moins égale & -, si petit que soit 0.

Nous avons donc bien, avec une dérivée finie et continue hors de P,
la dérivéee bilateérale zéro sur | ’epaisseur% en tout point de P, ot cepen-
dant la variation de f n’est définie sur aucune portion.

(A suivre.)



