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SUR UNE

METHODE DE CALCUL APPROCHEE

DE

CERTAINES INTEGRALES, DITE METHODE DE COL,

Par M. Lion BRILLOUIN.

———~——

INTRODUCTION.

Je veux donner quelques applications d’une méthode d’approxi-
mation trés féconde, dite méthode de col; clle permet d’obtenir des
formules approchées pour des intégrales portant sur des fonctions
trigonométriques ou exponentielles; de telles intégrales se présentent
dans les théories ondulatoires et dans tous les problemes qui $e traitent
au moyen des intégrales de Fourier. J’étudierai les types suivants :

s
F(s) .—-._f ¥ dx (Intégrale de Fresnel),
0_+¢
A(v)= / e=en) 4y (Intégrale d’Airy),
A(e, r,s) :/ ex~—vx) dg
I'+w
(1) M(v) =f =) g
M(¢, r, s):f. eixi=vx dap

+ w ,
(I)( u, v) _—-_—-_f ellxAruxi—px) dx,
— 00

5
®(u, 0, r,s)= f gleruai—ox) oy
.

Ann, Ec. Norm. (3), XXXIII. — JAnvier 1916, 3
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Ces diverses intégrales se présentent dans la théorie de la diffraction
de la lumiére.

L’intégrale d’Airy donne les franges auprés d’une caustique : A(9)
correspond au cas d’une ouverture pratiquement illimitée; Ao, 7, s)
au.cas d'un diaphragme rectangulaire (*). Considérons en effet une
onde produite par un systéme optique affecté d’aberrations. Nous
supposons un diaphragme rectangulaire; on peut alors, décomposant
I'onde en fuseaux, remplacer 'onde par son équateur EE".

m

Soient C un point de la caustique CC’ et OC le rayon tangent & la
caustique en C.

La différence de marche d’un point M de I'onde au point G est de la
forme

Ayc=hOM = hy?.
En posant
OM =y,

par rapport & un point Q situé sur la normale & la caustique en C, la
différence de marche est facile a calculer, si 'on suppose Q voisin de
la caustique et I'ouverture petite (c’est-a-dire M voisin de 0). On
trouve '

. CQ
(2) Ayp=Ayc— Cg = y*—CQ Slnaz(—::/z‘)a——- 0(3 .
La différence de phase est
5 — 2mA
— —_X_’

—

(1) Cf- Mascart, Optique, t. 1, Chap. V, p. fo.
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et la vibration au point Q est donnée par I'intégrale
)
E:p.f sin(wt + d) dy,
P
o et o étant les valeurs de y qui correspondent aux bords du dia-

phragme.
On est ramené a calculer

fcosady et fsin&dy

qui sont la partie réelle et la partie imaginaire de

feia dy.
En posant
1

amh E amh 3 amh\?
xXx = 7\‘ >y, = T) P, s = T g,

OCh*

L’intégrale prend la forme

(I) A(V’ r, S) zf ellx*—vx) g,

L’intensité lumineuse au point Q est

I= <fsir16dy>2+ (fcosady)ﬂ-

Si les limites r, s sont symétriques, on aura

fsina dy = o.

Si le point C est un point de rebroussement de la caustique, ¢’est-i-
dire un foyer F, les calculs prennent une autre forme. Supposons tou-
jours un diaphragme rectangulaire; étudions ce qui se passe dans un
plan passant par F et perpendiculaire aux deux bords du diaphragme,
dont p et o sont les traces. Nous pouvons décomposer I'onde en fuseaux
et la remplacer par sa section EE’; la différence de marche d'un
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point M de EE’ par rapport au foyer F est maintenant de la forme
AMFZ /()”’.

Pour un point Q de la droite située dans le plan focal et perpendicu-

F

Fig. 2.
laire aux bords du diaphragme,

AMQZ /i‘}/"-—-FQ—()ZF.

Et pour un point P quelconque, voisin de F,

— ko — FO-L — 4
(3) Ayp=ky*— I OF PQ cos OF
l)
Ayp = ky*+ _2)”—5?(—)-—8_}’—1’0.
20F

La vibration en P est
3
g:Hf sin (wt-l- 3.;_‘5) dy;
p

on est donc ramené au calcul de

s
(1) ®(u, 0, r,s) == [ Qi UXI—0) ] g
r

o

En posant

2k ank
””=(T> 7 ":(T)

p
°— PQ <27r> )

2
=

OF

1
%

N
e Zl
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Sur une droite passant par le foyer et perpendiculaire aux bords du
diaphragme la quantité « est nulle, et @ se réduit a

®(o, v, rys)=M(v, r, s).
Ces fonctions donnent les franges d’interférence auprés d’un foyer
imparfait pour lequel I’aberration de sphéricité n’est pas corrigée.
Le cas d’un diaphragme circulaire centré se raméne aisément au
précédent (*); on est ramené au calcul de I'intégrale

s

bttt emir . d
f ellxirux—ox) g (o — la_;(I)(u’ ¢, 0, s).
0

Les formules approchées que nous obtiendrons pour ® et M four-
niront donc aussi la solution de ce probleme, le plusimportant dans la
pratique : interférences dans le plan focal et auprés du plan focal, pour
un foyer imparfait, et le diaphragme circulaire centré.

Les interférences auprés d’un foyer parfait sont connues depuis
longtemps (*).

I. — Méthode de col.

Je veux exposer le principe de la méthode de col, qui me servira &
effectuer les calculs des intégrales (1). Je rappelle que cette méthode
a été utilisée par P. Debye pour le calcul de développements asympto-
tiques des fonctions de Bessel (*). Je garderai ici des notations en
concordance avec celles de cet auteur.

Soit a étudier une intégrale de la forme

b
(4) f o(z)e”™ da,

ol 9(«)estune fonction lentement variable dans tout le pla.n complexe
des z, et développable en série de Taylor.

(*) Cf. Mascarr, Optique, t. 1, p. 413.
(2) Cf. par exemple Mascarr, Ibid., p. 308.
(3) Exposé. Fonctions de Bessel & indice et argument réels (Math. Ann., t. LXVII,

1909, p. 535); Fonctions de Bessel & indice et argument imaginaires (Sitzungsber. Bayr.
Adkad. Wiss., février 1910).
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Je pose _
r = E -+ 7,
w=X+ Y.

Pour 'étude de l'intégrale, le plus commode est de chercher les
régions du plan complexe, pourlesquelles X est négatif. On déforme le
chemin d’intégration pour le faire passer par ces régions. L’intégrale
est pratiquement nulle partout ot X est négatif, grand en valeur
absolue. Il suffit d’effectuer le calcul pour les portions du chemin
ou X n’est pas trés grand en valeur absolué.

On sait qu’en vertu des relations

5 X __ N oX_JY
() of — on’ on  0F’

la fonction X ne peut avoir en aucun point du plan complexe un
maximum ou un minimum fini. Elle peut seulement avoir un col, en

un point ol
X _oX _
08— odn

En un tel point, la fonction Y a aussi un col. Ce point est déterminé
par la condition

dw
(6) T =

Jemploierai souvent un langage figuré, considérant X comme une
altitude, et le plan complexe comme une carte géographique. Je parlerai
des courbes de niveau, et des lignes de plus grande pente de X, de ses
cols. Les lignes de plus grande pente de X sont lignes de niveau
pour Y. Elles ne peuvent aboutir qu'aux points ot X est infini, puis-
qu'il n’y a pas de maxima ou minima finis. Le col permet le passage
d’une vallée & une autre; c’est Pintégration auprés des cols qui nous
intéressera.

Quel sera le tracé le plus avantageux pour notre chemin d’inté-
gration? Il faudra qu'il nous fasse passer le plus vite possible des
régions o X est positif ou voisin de zéro, vers les régions o X est
négalif, grand en valeur absolue. Nous choisirons donc comme chemin
d’intégration les lignes de plus grande pente pour X.
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Outre les cols simples, on peut en rencontrer de multiples : un
point x,, ot I'on a

dw d2eyp am—1gp o dm ¢y
— =0 —s =0 —_— T —_
dx ’ da? ’ dam—1 ’ dxm ’

est un point multiple d'ordre 7 pour la fonction . C’est un col d’ordre
supérieur, ou aboutissent 7 vallées. Il y a m lignes de niveau et
m lignes de plus grande pente pour X aboutissant alternativement en
ce point et faisant entre elles des angles égaux.

La figure 7 correspond au cas 7 = 3. J'ai hachuré les vallées; sur
les lignes de plus grande pente les fleches marquent le sens ascendant.

Pour étudier I'intégrale

f o(z) eV dr

aupres de ce point z,, nous pouvons écrire
(7) w—wy=— (2 — 2)"[co+ C1 (& — &) + Co(X— 2y)2+...]
avec

C —1 dmn+rep
“p— (m + p)] dzm+r '

Nous développerons aussi
9 =0+ 0, (Z —xy) + 0y (X — 2)*+. ...
Faisons le changement de variable,
t = o — w.

Tant que nous restons sur le chemin d’intégration, ¢ reste réel positf.
En effet, si nous avons, au col,

Wy — Xo -+ iYo,

le chemin d’intégration étant une ligne de plus grande pente pour X
satisfait & la condition
Y=Y,

de sorte que w — w, est toujours réel.
Le chemin d'intégration que nous avons été amené a choisir nous
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ménera d’une région ot X = — o, par le point z,, a une autre région
ou X =—oo0.

La variable z variera donc de + 4 o, puis & -+oo. Et nous
pourrons écrire notre intégrale

©

0
fcg o dx::e“’of e—zqm-}-ew.,f et 0, dt,
® 0
(9) Joordr=en [T —0)ae
0

L . dzx . o
@ et @, désignent les expressions ¢(@) — prises sur les routes d’arrivée

et de départ.

Cette expression a en effet 7 déterminations qui correspondent aux
m lignes de plus grande pente de X qui aboutissent au point z,. ® est
la détermination correspondant au chemin d’arrivée au col z,; ®, au

chemin de départ du col.

Nous devons développer ® en série des puissances de ¢”. Pour y
arriver, posons
Tm=1¢, mTm=dT = d¢,
de 1 dz
de = mT»1 d1°

nous formerons le développement

dz  ~
¢ ar 22 a, T,
0
ce qui nous donnera
T -
(10) ¢ = -———-,-’mz a, .

mt m 0

1
® et @, correspondent 4 deux des racines /™.

Calculons donc les coefficients a,. Ils sont donnés d’aprés Cauchy
par Uintégrale
s [ A2 o
"Tani) T YA

intégrale prise, dans le plan T, sur un lacet autour de lorigine. Ceci
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s’écrit encore

n+1

1 —_—
(II) a,— 2—7::7‘/‘(“10_“)) " (P(.Z) dx)

intégrale prise sur un lacet autour du point «,.
Nous avons écrit plus haut le développement de sw,—ow; il est
facile de calculer le développement de

n-+1
(12) (two—w) ™

= (z— x))" " [do(n) + di () (& — 20) ...+ dp (n) (& — 20)? +...],
en effectuant I’élévation de w,— w a la puissance

n-+1
n

Les coefficients d sont des fonctions de n.
On calculera ensuite le développement de

n—+1

(13) (wo—w) ™ (=)
=(r —x) " [ay(n) + a,(n) (x — x,) ...~ ap(n) (£ — 2))P +...].

En effectuant I'intégrale (11), on trouvera de suite
(14) ap=ay(n).

Les formules suivantes donnent le résultat du calcul des coefficients &
et @ au moyen des c et ¢ :

! R n—41
[ do=1¢c} <u:-—— - >,

m
, v C
d,:c{,——ly
1! ¢
v e v(v—1) ¢?
dy,=c) -——-—2—}——————-—-—( )—; ’
1! ¢ 2! ct

! e 2! Cy 3! c?

v ¢, v(v—1)/ ce; ¢l
iTe, 2T'"<2"5§_+5§

+v(u——-l)(v—2) cics  v(v—i1)(v—2)(v—3) ct
| 31 P ' <k
{ co [l~ co

_12 _c_'i_l_v(v—l)zf?&_*_v(v—x)(v——z) EZ]

(15) da:‘»cz[
[

..........................................................

Ann. Ec. Norm., (3), XXXIIL. — JANvier 1g16. 4
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et
ag(n)=d,(n) %o,
‘ a,(n) =d,(n)o+ d;(n) e,
(16) 22 = dy 0y 4+ d; 91+ dy 9y,
as =do03+ dy 9s+ dy 9y + d3 00,
a, = o<P4+dt<Ps+d2<P2+d3<P1+da<Po-;

Ayant le développement de @ et @, sous la forme (10), le calcul de
Iintégrale (g) est tout i fait élémentaire. Chaque terme donne une
intégrale 3

f e~ttndt=T(n+1).
0

La série que 'on obtient ainsi pour I'intégrale (9) n’est pas en général
convergente, mais seulement semi-convergente.

Une telle série est néanmoins tout & fait pratique lorsque les premiers
termes décroissent trés rapidement. Les exemples que je donnerai ici
montreront suffisamment I'application de ces remarques générales;
j'indiquerai aussi comment on peut obtenir des développements
approchés dans les cas ou la méthode générale précédente tombe en
défaut.

II. — Comparaison avec la méthode de « phase stationnaire ».

La méthode de col est la généralisation naturelle d’une autre
méthode d’approximation, déja fort employée : la méthode de phase
stationnaire. Lamb a étudié par ce procédé les ondes produites par un
bateau. La dénomination est due 4 Lord Kelvin. Voici le principe :

Soit a étudier une intégrale de la forme

fgo(:c)cosde ou fcp(x)e”dx,

prise sur l'axe réel des . Je suppose que g soit partout une fonction
lentement variable.

La ou Y varie rapidement, cosY ou e sont trés rapidement
oscillants, et 'intégrale est pratiquement nulle. Les seules portions de
I'axe réel & étudier sont le voisinage des points ou la phase Y reste
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A |

stationnaire, ¢’est-a-dire les maxima et minima, ot I’on a

ady
az = °
sur I’axe réel.

Il est aisé d’obtenir une valeur approchée de l'intégrale prés de ce
point, pourvu que ¢ soit lentement variable; on est en effet obligé de
traiter o comme constant auprés du point de phase stationnaire.

On serait tenté d’appliquer cette méthode au cas ou, au lieu d’un
exposant purement imaginaire 7Y, on aurait un exposant de la
forme X + Y. Il semble que, si X est lentement variable, on puisse
traiter ge* comme un bloc, et se ramener au cas précédent.

Ceci cesse d’étre légitime si X et Y sont respectivement les parties
réelle et imaginaire d’'une méme fonction w. Ils sont alors reliés par les
relations (5).

Et si méme X est en général lentement variable le long de I'axe

7
T
Fig. 3.

réel, il devient rapidement variable la ou la partie imaginaire est

stationnaire. En effet, si Y st nul, c’est que dans le plan complexe

0

des X, une ligne de niveau de Y est tangente a I’axe réel. Cette ligne
étant une ligne de plus grande pente pour X, on voit qu’a cet endroit,

sur I'axe réel, %)-g— est grand.
Le calcul de I'intégrale en ce point deviendrait alors trés pénible.
Pour le premier cas, ot la méthode de phase stationnaire était légi-
time, on supposait que, sur I’axe réel, la partie réelle X de I'exposant

est nulle. On a donc, sur I’axe réel,
w=1Y.
Le point de phase stationnaire donné par la condition

av_,
dx' =~
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est un col; il satisfait bien & I'équation (6)

dW——o
B‘a;-—— .

Vérifions d'ailleurs, au moyen des relations (5), qu'en ce point il
existe deux directions rectangulaires le long desquelles la variation
de X est nulle.

On a, en effet, pour 'axe réel

ox
0k

puisque X y est nul partout et sur une direction perpendiculaire

=0,

X _ov
dn ~ 0dE

En ce point, deux lignes X = o se coupent comme par exemple sur la
figure 4, ou j’ai hachuré les régions X < o.

Fig. 4.

Lorsque X est nul sur 'axe réel, les points de phase stationnaire
sont des cols; les deux méthodes concordent.

Mais, lorsque X n’est pas nul sur I’axe réel, il n’y a pas en général de
col aux points de I'axe réel oula phase est stationnaire. En ces points,
une ligne de plus grande pente de X est tangente 4 I'axe réel, comme
sur la figure 3, ce qui n’offre aucun intérét particulier et les cols seront
autre part dans le plan complexe, en dehors de I’axe.réel.

ITI. — Intégrale de Fresnel.

L'exemple le plus simple d’application de la méthode de col est
donné par I'intégrale de Fresnel,
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F(s) :f e dz.
0

w—1rx?.

Il s’agit de calculer

L’exposant est

Il y a un col unique & I’origine

dw——m’x—o
oz -
Pour une valeur complexe de x
.'L':E—}—i*f),
on a
w=X+i[Y=—27%+ i{(B2—n?).

X est nul sur les deux axes &, 7. Les lignes de plus grande pente
pour X sont les hyperboles

£—m*=const.

Les deux lignes de plus grande pente passant par l'origine sont les
bissectrices des axes des coordonnées.

.

Fig. 5.

Sur la figure 5, j’ai hachuré les régions olt X est négatif. Les {léches
indiquent le sens de X croissant.

Comme chemin d’intégration nous prendrons de O i linfini le
chemin de plus grande pente passant par 'origine, puis de I'infini 4 s,
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I'hyperbole passant par s.

14+ie «® ;
f e o — (I + l)f e..gEi da — 1 —: z
0 []

H!:}

L’intégrale de (1 + ) & s se calcule facilement en faisant, comme au
paragraphe 1, le changement de variable
—t=i(z— ),

dt

dz

de 1 x+it -1
dt ~ as 52 ’

dz i [ 173 3 ¢ 5 i3

=—2ix=—2i\/s*+ L,

., 1.3.5.. . (2k—1) tF
+. . (=0 SR prr it

_— e | ] — e — —_——
dt 28 252 8 s‘+ 16 s°

On trouve alors

S @ d )
f e doe = — e"”f e~! —; dt
(14l 0 L

e""’[. 1 .3 5

28

. 105 Lo, 1.3.5.. . (2k—1) ]
k [
+11658+...+( 1)k ik+1 Py —i—J

Nous obtenons donc finalement les formules suivantes, en séparant
dans I'intégrale les parties réelle et imaginaire :

s al
1 3 C S .
f cosz?dw == —\ / = — —c0ss? + — sins?,
A 2 2 28 2§
S
. 1 ™ S C .
f sinz?dx — -\ / = — — coss*— —sins?.
A 2y a 28 28

En désignant par S et C les développements,

1 15 945 p1.3.5...(4p+1)+

C:w—mﬁ-ﬁ‘k...‘k(’“l) Il ghpa .y
3 105 3.5...(4p —
S — o 1 (4p r)+.

— —— b o .. _— l)
4s* +es T + (=1 22P ghP
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Nous trouvons ainsi les développements de Cauchy (*). Ils ne sont
pratiques que si s est assez grand.

Lorsque s est petit, on serend compte, surlafigure 5, qu’il cesse d’étre
raisonnable d’intégrer sur les lignes de plus grande pente. Le mieux
sera alors d’employer la méthode de Knochenhauer (*). En intégrant
par parties on trouve

S

S s
f e dx —= x e — 2i f x? e dx,
0 0

S s
. . .2 .
f e dr — e”’(.x —i3 x’) — {3‘- x e da,
0

..........................................

Pour des intégrales plus compliquées, nous aurons I'occasion de
nous servir de cette méthode, lorsqu’une des limites de l'intégrale
s’approchera d’un col.

Si j’ai rappelé ces formules approchées pour les intégrales de
Fresnel, c’est seulement & titre d’exemple tout a fait simple de ce
genre de calculs.

IV. — Intégrale d’Airy.

Etudions d’abord I'intégrale de — o0 4 + o

- @
A(v) = f e i,

L’exposant est
w—=i(x*—vzx).

Les cols sont donnés par la condition

dw
2—;:0, 3x?—vy =—o, a‘:i\/-_g-

Il y a donc deux cols situés, symétriquement par rapport i 'origine,
sur I'axe réel si ¢ est positif, sur I’axe imaginaire si ¢ est négatif.

En un point
x=E& -+ in,

(1) C. R. Acad. Sc., t. XV, p. 534.
(2) Die Undulationstheorie des Lichtes, p. 36. Berlin, 1839.
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la partie réelle de o est
X =mn(n*— 38+ v).

La ligne X = o se compose de 'axe récl, et de deux hyperboles dont
les asymptotes sont

I
E==% —n
V3
Si ¢ est positif, ces hyperboles coupent ’axe réel aux cols; si ¢ est
5N v .
/ ‘

négatif, elles coupent I’axe imaginaire aux points d’ordonnées == \/p.
L’aspect du plan imaginaire est donné par les figures ci-contre
(fig- 6,7, 8)-

Fig. 7. v=o0.

Lorsque ¢ est nul, les deux cols se trouvent confondus i Porigine.
L'origine est alors un point triple pour I'exposant w; en ce point,
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on a

dw 2w adw 6i
Tz =% amETO gm0

et le plan complexe prend l'aspect trés simple représenté sur la
figure 7.

Sur chacune des figures j’ai tracé en trait plus épais la ligne de plus

Fig. 8. 9> o.

grande pente choisie comme chemin d’intégration. Ce chemin d’inté-
gration part de (—- I+ 71§->oo pour aboutir & (1 -+ 7%—)00 . Il se com-
pléte par des portions du cercle de I'infini, rejoignant I’axe réel; mais
sur celles-ci 'intégrale est nulle, car X est infini négatif. Calculons
I'intégrale pour les différents cas.

1° Cas oy < o. — Posons v = — ¢' (¢ >0).
Les cols sont
. . ¢!
xo==1 3
Le chemin d’intégration passe par le col supérieur, et la valeur de
I'exposant a ce col est
o 3
Wo—_‘—-2<-§> .

t=w,— w = (& — 1‘0)’[\/3_7 —i(x — xo)].
Ann. Ec. Norm., (3). XXXIII. — Fyrier 1916. 5

Nous posons aupres du col
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D'aprés les formules générales, on trouve alors

_1 ; L
Gpy Rl ot f v gy b,
7 @ 2 1 3¢f % 3
t (3¢')¥ 8(3v')* (302
1155 l%—i—i L, 51031 t%+
3 ',. -_— _1_2_ PR
128(30’)1“— (3¢ 1024(3¢")*
L (p+n@+3y”wp—0}?+”..
(“")3,,"H e
o’

Les deux expressions ® et @, different par le signe choisi

1 - .
devant (3¢')*. On constate facilement, en cherchant la valeur prise par
ce développement tout au voisinage du col, que

1
® correspond & — (3¢')*,

1
D, » -+ (3¢')*.

L’intégrale est alors donnée par le développement

_—2(5) . )
(18) A(9) :\/ﬂe ;1 1= l% : 5 T 3“2');1 7 765 765 )
(3¢/) Oy PG giga(30E

1

ap (2[))128[;

LS
(30’)_“-

Jai tenu compte de ce que
T(é):\h—r, T(n+r1)=nl(n).
2° Cas oy > 0. — Les cols sont

x, ==X \/-g

Le chemin d’intégration traverse ces deux cols, comme le montre la
figure 8. En chaque col I'exposant est

3
. [v\?
wo=—12(z) -
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Calculons d’abord la valeur de I'intégrale aupres du col

(8]
are—_— —

3
Nous posons
= wo— v = (x——xo)‘-’[— V3o —i(x— xo)].

D’aprés les formules générales, on trouve

T ;IT
) I e'f -1 12 15 elT 3 4
() =3\ ' T Twm o2t v gt
' (30)* (3¢)° (3¢)*
(BT 5F
1155 & ¢ t%—l—i 21 t2_5105l e * t‘_;-k
128 3\ (30)* 1024 gy
i%p—&—iw p—1
L ) =
Lt (p+0(p+3)...8p—1) 5,
Sp+t 2t p!
(3p) *

1

Les deux expressions @, @, difféerent par le signe choisi devant (3¢)*.

On trouve facilement que ® correspond au signe — et ®, au signe +.
L’intégrale auprés de ce col est donc

T /% =
~;‘[2(57)~7] 5 3665 . 765765
(20) Li=yr——F—1|1 16 5 T 512(39)8 =12
(30)* 10 30yr P12039)° g 00 (30T
i 1.3.5...(6p—1)
+(3v)3—2"‘ (2p)ca% +]

On passe du col z,= + \/‘; au col symétrique x, = — \/g en chan-
1
s T

pare ‘. On voit que

z i X
geant le signe devant <é> et en remplacant e *

.

cela revient, dans le développement ci-contre, & changer le signe
devant i. L’intégrale correspondante I, est imaginaire conjuguée de I,.
En faisant la somme des deux développements, il vient

(320)%% ¢ COS[ <%>_}_ Zj] + S sin [2 (%>%_ '25] ;

(21) A(vy=
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avec _ “
N~ = 3465 (—1)” r.3.5...(12p——-1)J
(A—\/ﬂ[l—m+...+ 3 3 (4[))!2“") )
-5 1 765 765 (—1)? 1.3.5...(12p+35)
S:\/TE — E 2-+-...—i— N ([‘1)_‘_2)126”+3 vee |}
(30)  8192(3¢)* (3¢) 2 i

On peut vérifier facilement que les développements ainsi trouvés
pour l'intégrale d’Airy concordent exactement avec ceux que Stokes
avait obtenus par une méthode assez pénible ().

3° Cas ot v est voisin de zéro. — Nous ¢erirons alors 'intégrale sous

la forme
~ 00
A(v) :f e=1vx ¢l (o,

traitant e~** comme fonction ¢(«) lentement variable et posant
= {a*,

Le plan complexe prend alors I'aspect représenté sur la figure 7
(cosv =o0). Notre chemin d’intégration se composera de deux droites 1
et 2.

Posons
— =i (3= (t).
L’intégrale s’écrit
f (O, — D) et de
0
avec
_}_
(pngl_‘fe—lvx’ _[_l:?l_::_t_“_-
D, de dt 3 l{-

On vérifie facilement que :

1 L BT

. 3 { —

® correspond A B#==e¢ ©,
1=

P, » Pz Y

(1) Cf. Stoxes, Math. Phys. Papers, vol. 1, p. 332,



METHODE DE CALCUL APPROCHEE DE CERTAINES INTEGRALES. 37

ce qui donne les développements :

57T 2 5T 1 s \n 3R n—2
Ll et S aa (=) = 5
P~ t *—i—e [4 — .. € [4 — ..
=3¢ [ 1! nl ’
22
=) L P SEP (=i 157 55
=5 — i t *—. . — € —... ]
b=z ¢ 'T1¢ n!

Le terme général de @, — @ est

n—2

(— 1;:)n‘t 3 —ei%iﬂ_ei(n+1)(:ﬂ—§)].
n.

Sin + 1 est impair, le terme entre crochets donnera

n—+1
2 C0S ——1;

si n + 1 est pair, il donnera

n -1

27sin
6

Et I’on trouve finalement

(23) A(‘:):g[rG) oS & -+ 11‘<3> ing—ﬂ—gl‘(l) cos S

6 ! 3 6 6
2 (4N . Am N 2p
—-371‘(3-)51{1-6-—...—(—1)1’ -(Z_P——T)IT<T
. 2pT pep 2p 41 (2p+1)T
><sm-—6——+(—-1)P(2p)!I‘( 3 )cos 3 +]

Les fonctions I' se calculent par les formules bien connues :
T(n+1)=nT(n),
logf(%) = 0,427 962 749 3,

1ogr<§> — 0,131 656 41 6.

Dans cette série, un certain nombre de termes sont nuls, ceux qui
. . . . . b
correspondenta dessinus de multiplesdewou ades cosinus de (2p+ )5

On vérifiera facilement que ce sont tous les termes pour lesquels la
fonction T porte sur un nombre entier.
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La série ainsi trouvée est exactement celle donnée par Airy. Elle
est absolument convergente pour toute valeur de ¢, mais son emploi
n’est pratique que si ¢ est assez_petit.

V. — Intégrale d’Airy limitée.

Il m’était nécessaire de montrer comment ces développements déja
bien connus se retrouvent par la méthode de col pour pouvoir les uti-
liser dans I’étude de la fonction

$
A(e, 1, 8) ::f el —rr) g,
»

L’étude de cette fonction est, comme jeIai rappelé dans I'Introduction,
nécessaire pour la connaissance des interférences aupreés d'une caus-
tique, lorsque le diaphragme est une fente.

Il suffira d’étudier 'intégrale

s
Mo == [
— 00

car l’on a
A(e, —o0, 5) —A(v, —o0, r)==A(v, 1, 5).

Pourtant, comme nous ne calculons que des développements approchés,
il serait mauvais d’employer cette formule lorsque r et s sont voisins.
Etudions d’abord ce cas. On a

0A

or
2

%’% = el (3r2—y),

(24) %A

or

0*A

— = e =vI[60 —18r(3rt— ¢) —i(3rt— 9)°],

d,.b

— pl(r——prp
= it~

= ellr3—vr) [i6 r— (3ri—y¢ %21,

() G. Awry, Trans. Cambr. Phil. Soc., t. VIII, 1848, Parl V, p. 593.
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et I'on obtient I'intégrale développée en série de Taylor

1 J%A . 1 '0%A
5—!—5‘;‘—2—(5—/) +———(S—r)3+....

O0A
(24,) A(r,s):$(.?—r)+ 31 ors

Voyons maintenant comment on peut étudier 'intégrale
s
A(e, s) :f et —ex) do,

1° ¢ < 3s®. — Ce cas correspond aux figures g et 10 suivant que ¢
est positif ou négatif.

z z
%7
T /,:3 S
5 .. \S ¥
// \\\
g ® S~
- N
s \

Si s est positif on doit prendre, quel que soit le signe de v,

+ -+ oo
Ao, s)= f ellxs—vx) Jon f eix*=ox) o
—_— s

cette derniére intégrale étant prise sur la ligne de plus grande pente
passant par s. Pour la calculer, nous poserons

t=ws—w=(2—s)[—i(3s?—¢) —i3s(x—s) — i(x —s)].

L’intégrale s’écrira

o -+ oo
S= f eV dx = ells*=vs) f e—td d¢.
s 0

i“’f
dt

L’expression
¢ =
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se calcule facilement au moyen des formules générales et I'on a

— pils3—0s) ‘ 6s . 6 ( . 1852 >
(25) S=e Pyl v S RY o] Gl Fop
360s(6s2+¢) . 360 75 378 s* ’]_ }
— (32— ¢)7 l(gsz_p)—, [1 T3s_¢ -+ Be—o2 eeil

Et I’on a finalement
(25 bis) A(p, —o0, s) =A(v)—S (v < 352, s>0).

Si s est négatif on verra facilement qu’on doit prendre I'intégrale de —oc
a s sur la ligne de plus grande pente aboutissant en s; cette intégrale
sera égale & — Ssi S représente toujours le développement ci-dessus :

(25 ter) A(9, —o0,8)=—8 (¢ << 352, s<<oO).

2° ¢v>3s%. — La figure 11 correspond & ce cas. On voit que,

quel que soit le signe de s, le chemin d’intégration choisi ira de — o
4 — oo par le col négatif, puis de — oo a sparlaligne de plus grande
pente aboutissant en s.

La deuxiéme intégrale n’est autre que — S, et la premiére a déja été
calculée; c’est le développement I, imaginaire conjugué du dévelop-
pement I, donné par la formule {20),

(26) A(e,s)=1,—8 (v > 3s?).

3° Ces formules cessent d’étre pratiques dans deux cas seulement :
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a. Lorsque s est voisin d'un col, ¢ 3s*.
b. Lorsque ¢ étant voisin de zéro ou négatif, s est voisin de zéro.

a. ¢ 3s*. — Le point s est voisin d'un des deux cols; on fera alors
I'intégration jusqu’au col voisin de s, puis au moyen des formules (24)
on fera I'intégration le long de I’axe réel depuis le col jusqu’a s.

s négatif, voisin de — \/g — Il faut d’abord calculer I'intégrale

v

: ® dz
/ eVdr—=— / e~td dt (t = Weq—w, &= —-—> .
i A dt

Le developpement de @ se déduit de la formule (19) en changeant le

signe devant ¢ et en remplacant e * par — e “. L’intégration donne

en) A(n = —y/3)
k3 T
1 : v

k] T
Ol . 1(3) - g+ i)
? (3p)% \? (30)°
_m
bopay—toie *p(s) ;2
_,(M;r() = (3")_1‘&1‘(2) i (3)
19T
51051 ¢ ' _/n
to2d 3% (E>_
_l'ip-k-ln
ae (pE)(p+3)(Bp—1) [P+
(3¢) 7

I1 reste encore & faire I'intégration du col jusqu’en s au moyen des
formules (24).
On trouve ainsi
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On obtient done, pour le cas s <o, v R 35 :

(28 bis) A(y, — oo, s):A((‘, — 0, — \/—‘é) —|—A<V, — %) s>.
AN

Pour le cas s > 0, ¢ 2 3%, on trouve :

(28ter) A(v, —oo, s)=I,+A (w, — i, %) -+ A.<v, \/—‘;, s) .

I, est imaginaire conjugué du développement I, [éq. (20)].

=\
. [ Sy o ) R
A(v, — o, \/5) se déduit de (27) par le changement de e

3
%

-1

i

en e

Bk}

A (v, \/g, s) s¢ déduit de (28) par le changement de signe

devant \/ —g

b. v et swvoisins de zéro. — On fera U'intégration jusqu’a 'origine,
comme au cas ¢ voisin de zéro, ce qui donne, d’aprés (22), (23),

(29) A(v, —o0, 0)

BT 57T . .snT
LTI (2 (—ip)h i (n+ ) )
=—ze€ [F<3> ije F(%) dren — e I —3— “+.. |

il restera ensuite a faire A(v, o, s) d’aprés les formules (24) qui se
réduisent &

; kb 2 7 B 3
A(v, o, S):f‘-+i—<i-—-t’f—>—~—3£—,<%—-——-2v%+ ‘ﬂf—g->—....

Et 'on aura
(29 bis) A(v, —eo, s$)=A(¢, —c0, 0)+ A(v, 0, ).
Il faudra employer cette formule pour ¢ voisin de zéro, positif, et

pour ¢ négatif tant que ¢ ne sera pas trés grand en valeur absolue.
Pour ¢ négatif, grand en valeur absolue, on emploiera simplement

les formules (25) et (25 ter)

A(p, —c0,s)=—8 (s>oous<<o).
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La contribution de A(v) pour le cas ot s est positif [formule (25 bis)]
pouvant étre négligée complétement devant S.
Les développements ainsi trouvés permettent donc de calculer sans

difficultés les valeurs de l'intégrale

s
A(p, 1, s) :f el —ex) g,
-

Il n’existe, jusqu’a présent, qu'une table tout A fait restreinte de cette
intégrale, calculée par Lord Rayleigh (*).

VI. — Interférences dans le plan focal lorsque l'aberration
de sphéricité existe.

Nous avons vu, dans I'Introduction, que 'étude des interférences
dansle plan focal, lorsque I'aberration de sphéricité n’est pas corrigée,
se raméne 4 I'étude de l'intégrale

-+ o0
Mey= [ et
si I'ouverture peut étre considérée comme pratiquement infinie
5
M(y, 7, s) :‘f el\v—ex) do,
.

lorsque le diaphragme est une fente.

L’exposant est
w=1I(xt—ox).

Les cols sont donnés par la condition

dew
dx

=o, hax*—v=o,
o=(2)"
T \4

(1) Lord RayLEwGH, Phil. Mag., 5¢ série, t. VIII, 1879, p. 404.
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Si x, est la racine réelle, les autres cols sont

<)

;2T Fall
1 — 3

T . AT
z1=x,e * et Zy =&y €

En un point,
x=E+ in;

la partie réelle « de I'exposant w est
X =405 (n*—E) +vm.

L’axe réel (= o) est une des lignes sur lesquelles X est nul. Le reste
de la courbe X =0 se compose de trois branches, symétriques par
rapport & I’axe réel; une de ces branches coupe I'axe réel au col «,;
les asymptotes de la courbe sont les axes de coordonnées et leurs
bissectrices.
En vertu de la relation
M(—¢)=—M(v),

il nous suffira d’étudier le cas ou ¢ est positif.
Lorsque ¢ est nul, les trois cols sont confondus & I'origine, qui est

un point triple pour I'exposant ¢ en ce point.
ow Dw 0*w %t

— —o0 — =0 — 0 —_— 4]
ox ’ ox? ’ da’ ’ Jdat 1

L’aspect du plan complexe est représenté sur la figure 13.

Lorsque ¢ est positif, le plan complexe prend aspect de la figure 12.
On calcule facilement que les lignes de plus grande pente pour X
passant par le col z, sont inclinées & 45°. Elles font les angles {5)—

™ T ™ Y3 T
et - —+ S pour @, ; — - et — — + ~ pour le col ,.
En effet, soit 2, un col

izmr
Zp=2xg€ °* (n=o0,1,2);

un point au voisinage du col sera

) X =x,+ pe® (p petit);
on pourra écrire

1 /0w .
—_ 2 oI20) —— 7 2 A2 pl2Ww
w— = 2(0 2>np e =i6x}p? e?w,

fhnT ™
- 2 z(T+2w+—
w—w,=6x}p%¢ 2).
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¢ = 0.
13
ne

=—1i3x

Wy =

Fig. 13.

METHODE DE CALCUL APPROCHEE DE CERTAINES INTEGRALES.

Les lignes de plus grande pente pour la partie réelle X de ¢« sont celles

L -
\ /,ﬂ///%.... g . pan
-

On trouve ainsi les résultats annoncés.

La valeur de & en un col «, est
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Le chemin d’intégration, marqué en trait plein sur chaque figure, part
9T T

i Lo, iz e ) , ,
de e * o pour aboutirh e *«. Le raccord & I'infini, avec I'axe réel,
fournit une contribution nulle & I'intégrale, comme je Pai déja
remarqué a propos de l'intégrale d’Airy.

1° ¢ voistn de séro. — Lorsque ¢ est petit, nous pouvons consi-
dérer e=** comme lentement variable, et écrire I'intégrale

-+ o0 . +®
f eilri—vx) g :f o(z)e* do (¢ = e—iva),

L’exposant est w =iz", pour lequel le plan complexe a I'aspect de
la figure 13. Le chemin d’intégration étant la droite,

B
z=pe?®
Posons
{ =—ixh,
xt =1t
1
dx i+
4t

L’intégrale s’écrira

fei(.r‘—ta') dx :/ e"‘(d)l e (D) Clt,
0

avec
P
(I) dx e s '—i [e] —117-:» __l
30) t=o(@)r = |l Fp Ll T
(30) p (%) — 7l ¢
3T\ -
p2 —3% 1 <+ (’c—-iT> n—3
—l-'.._'e & t lpi s ¢ A i.
2 nl
en vérifiant que
1 LT
®, correspond & = ¢ 3,
1 T
(i1} » iz:——-ei—ﬂ

et en développant

3%
—_ —-ii'}vt"i’_. — ik p t’AL._ -1::’T J
9(2) = eiifviim gmifvd = gre Vod
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Et I'intégrale s’écrit

1

. e’ /1 ot i3 3
(30bl5) I\I("):—Z—[I(3>+5—!€ *r(z>

l_3n7r
3T — it
pr —i= (5 pre F 2n —+1
+ —e *2T(+)+... T R
i (7) ok = () ]

Cette série est absolument convergente, elle ne sera néanmoins pra-
tique que si ¢ est petit.

LT
8

2° ¢ > 0. — Dans ce cas (fig. 12), nous avons a calculer I'intégrale
aupres des deux cols z, et z,.

a. Intégrale 1, auprés de x,. — Suivant la méthode générale, nous
poserons
t=wy—w= (2 — 2,)}[—6z]—ihxo(x — 2,) — i(x — x,)*].

Notre intégrale s’écrira
f (@, — @) et dt

“0
avec
o o,
3 1§—l i S __(1:—&)_,_t2
SN ] ey o 9, " \/3xy 144
Vi _ 1+ 1755 3
* 78677 T 3oy 620208 ]

Et 'on obtient

. aas | 1HE 7 (1 — &) 1755 /3 (1 =+ i)
31 bis) Iy,=\me i3l —— — 2 — ..
(31bis) Lo=yme [2 V3z, 2883z} 248 832 2}

L’intégrale I, auprés du col 2, se déduit immeédiatement de I, par le
remplacement, dans le développement, de «, par

—ii®
Xo=xse P,
iz i —iZ
3 e 2 12 Lo 5y 2
R — —sxf(y3+i)| e Vi e 173D 3 e .
(Bt ter) "ly=Vme * =t = =7\ T — +-
V6., 144 V6 i 12441 2 @

Et I'on a finalement
M(¢) =1, + L.
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VII. — Méme intégrale. Limite finie.

Nous voulons étudier maintenant I'intégrale
) .
M(y, r,s) :f elxi=vr) da,
;

On peut se borner au cas v > o, car 'on a
M(¢, r,s)=—M(—v¢, —s, —r).
Lorsque r et s ne sont pas trop voisins, on utilise la relation
M(¢, r, s)=M(¢, —o0, s) — M (¢, — o, r).
Et il suffit d’étudier I'intégrale
M(¢, —o», s) ::fx etwi=vx) g,

Lorsque r et s sont voisins on utilise un développement de Taylor,

(s—r)?

(32) M(v, rys) :e"("““’")g (s—r)—+ : y (47— 0)

-+ (S ;—I]~)3 [l 127.2__(4,.3_ ‘,)2]

-+ (s -;!I‘)“ [—24 r2(4r3—o) +i2b4r—i(4ri—v)®]

=+ (—S'%‘TCX) [—48r(tort—y¢) +i24
—36r2(4r3— o)+ (43— ¢)*]

e T T T ‘

Etudions donc M(p, — =, 5).
1° s> ‘;’ s se trouve en position I (fig. 14). Nous prendrons
(33) M(O,—-m, S):M((’,—OO,—{v-o:))——S’

S désignant l'intégrale prise de s & + o sur la ligne de plus grande
pente passant par s. o
Calculons I'intégrale S surlaligne de plus grande pente passant en s.
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Nous poserons
t=ws—w=(2—3)[—i(is*—¢) —ibs*(x—s) —ibs(z —s)—i(z — 5)3]

et

dx i 122 125 s’
=" — — —1 — 2
dt 4sP— ¢ (483—V)3t L(453—V)‘<1 18 s >t

_ 4 1— 120583 10805t o
(4s3—v)5 b4s?—v + (4s*— ¢)2

iy 420 s? . 3os3 i 21656 P
fo—5 * ey | S

“as =y

D’ou la valeur de I'intégrale

(33 bis) S::e“"f e~ D (0) de
0
i 1252 . 24s s3
hi—v T Ge—)r ‘G — )t <‘_'84s3-—v>
24 1208° 1080 5°
- (433—-—0)5[1_433——()_*— (4s®*— v)’]
i 10080 s* [1—- 30s3 - 21658 ]+ f
(4s3— )7 4s*—¢ = (LsP—v)? J

— eli(si—vs) g

20 2, < s < (EY — Le point «,, est le point ou la ligne de plus

grande pente qui passe par les deux cols «,, «, coupe l’axe réel. La
Ann. Ee. Norm., (3), XXXIII. — FivRier 1916, 7
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valeur de x,, est facile a caleuler. La ligne x,@,,x, est une ligne de plus
grande pente pour la partie réelle X de exposant w; sur cette ligne Y
est constant, égal &

Sur I'axe réel,
. ., .
x,, est racine de I'équation
. 3 ., (¥
&Z,,— Oy, = ;xo avec Xy = Z

Par approximations successives, on trouve

&,,= 0,3704x,.

Lorsque s est en position II on trouve

(34) M(¢, —o0, s)=1,— 8.

3° s a,,. — Dans ce cas on a

(34") M(¢, =, §) =—8S.

Ces deux expressions (34) deviennent équivalentes si ¢ n’est pas petit.
En effet 1, disparait comme

et devient vite négligeable devant S.
Ces développements cessent d’étre pratiques pour les trois cas
suivants :
4
. . N3
a. svoisin de (-4- :
b. svoisin de x,,.
c. s et o petits.

Le cas b n’est pas & étudier particulierement, car, si ¢ est grand, il

suffira d’écrire
M(¢, — o, s)=—8,

en négligeant le terme I, dans les équations (34) en vertu de la remarque
ci-dessus; si ¢ est petit, on retombe sur le cas c.



METHODE DE CALCUL APPROCIHEE DE CERTAINES INTEGRALES. 51

1
.. AW . ..
a. svoisin de (7\) - — On fera 'intégration jusqu’au col z,, et de x,

\"l /

a s on intégrera sur/I’axe réel en se servant des formules (32). On
trouve ainsi, en utilisant le développement (31),

(35) M(¢, —o,s)

e 14 I (=97 /3
=L+ r< > - <-
’ 2 l:a fxo 2 9’-‘0 ro \/o @) 1[;/; ",)

7 (1) 1755 5.) <5>
+ s (2) — =)+
4862 (2) \/3 2362208 \2

§ — ¢ 3
-+ e"“‘ [(.s‘ — &) —*—L(—g,—"l 120,

5!

.

s — 2y §— 1)’ ; \ ’
—I—-L—(—-——-—/‘-—'——S)-L').ﬂ.’l,‘(,—i—- (————)—(m’lz——-zSSx‘j)—l-...l—i—....

(A

, . .o, . . i

b. vets petits. — On intégrera de — = & o sur la droite x=— pe *,
en utilisant le développement (30), puis de o & s sur I'axe réel au
moyen des formules (32),

(36) M(s, —oo, s)

+9 a3 %

.S 25 l'(’:’.
st s st
B B T

5 o7

5

s sTL L,
+ 57 (246 + ot) — -——(w’— 480) — (0T H+1720%) +..
71

Ce dernier développement cesserait d’étre pratique pour des valeurs

un peu grandes de ¢ et s.

Nous avons donc pu calculer des développements approchés valables
dans tous les cas possibles. Il n’existe, je crois, aucune table numé-
rique de I'intégrale que nous venons d’étudier.
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VIII. — Interférences auprés d'un foyer imparfait.

Lorsqu'on veut étudier les interférences tout autour d'un foyer,
imparfait, et non plus seulement dans le plan focal, il faut connaitre
I'intégrale

o
(1) D(u, 0) = f grrr—on .
si louverture peut étre considérée comme infinie, et

s
q)(u’ v, r, S) :f ellrstuxi—px) dx,
r

si 'ouverture est une fente.

Dans les paragraphes précédents nous avons étudié le cas u=o.
Les formules ainsi calculées peuvent étre utilisées lorsque u est pelit.
En effet, si 'on développe ¢“** en série, on voit que I'on peut mettre
®(u, 0, r, s)sous la forme

. u)n
D(u, v, r,s) =0, 0, r, )+ Wy(v, rys) +...+ (_I{I)_WM("’ rys).

En désignant par W I'intégrale,

(37) Wy, (0, 7y 8)= [ el g2 dg — il q)(doc;a;—*""’ 129,

Ce développement sera d’un usage peu pratique, méme pour le cas
ol u est petit.

A. u petit. — Nous écrirons dans ce cas I'intégrale sous la forme

ch (1.) eii.r’*—t'.r) dx
avec
@ (&) = e?,

L’exposant w est alors le méme qu’aux paragraphes VI et VII; le
chemin d’intégration est identique. Il faut remplacer les formules
obtenues par les suivantes, auxquelles jai gardé le méme numérotage :
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1° ¢ petit :

Et la valeur de I'intégrale est

ei;; 1 ot —ilE -7 3
(30a bis) D(u, v):-z—[_l‘<z)+<"2“e F—ue ‘)T<Z>

& 3T 9 2 LT 5
pto—in ue? Wt —ig
+(-——-e Y f— 4 —-¢ )T(—>+...].
24 2 2 4

2° ¢ >o0. — Auprés du col z, on développera © en série
O =g 0 (2 — 2y) + Qa(x — 2y )2+ ...

avec
9o == 1, 1= {2uxy0,, @y = ({u — 2ux})P,,

Y 4 P ut f o 173 3 2 b
Q== — 2x(,lt~—z§u,'xu Gy, = -——;—-—wu xo+§u Zy | Poe

On obtient alors

2\/3 z,
[(1—d2uwtrf—(+7)3u  (1+0)7 ][%
12y/3 23 146\/3 2}

[i(gu"xﬁ—f-zuxu—f'»u)-—uﬂxg+ 7 ]t

(I) )__e"’“"ﬁ " I——I—i —7} __l__ _fl_>
(3ua) 4’15“'7_——_—5 —<9m;§+3x0

H

54 @ 86z]

[fut 2 . . 3.2
(—w————guxo (t+&) —(1—i)2u3x]

2]

- 7o\/3 28

toutzl(x — i) —1butr,(14+1)
324 \/3 ¢

1ot utzi—1abu(1—i) 1755(1+1) | 2
2592\/3 ] " 62208y/329

I+
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et
(3rabis) I¢=\/meilsxi—uxi)
I+ ¢ (1—autxl—(1+)3u (r+14)7
=< -
2y/3 243 =3 2883z}
2
<£———z-u‘xg>(l—l—i)—zu“xg(r—i)
\/g 2 3
+ 28823
sr1oudzd(1— i) —1dulx, (14 1)
+V3 1296 2§
\/—gnozﬂ‘ug(r—l—-i)——lﬁu(r——i)__1755\/§(r+z)
+ 10368 z] 24883227
o e N
Aupreés du col z, on a
. ‘ .
— = [3af B i) nad(V5-0)]
(3rater) 1= ?
_iE L B _im
( e "  oulzxle " —3ue’ e "
X\ — 7= 4 -7 =
Vb, 12\/6 x} 1446 2}
; T i E

i —
f—ibutzge

3 1outzxde
-+ - : n
2 64828
57T

BT R .
—l— {— = Ll
1owrxte Y 4r125ue 3 1755 e
2 12/ 4162}

/2
2 5184 x]

=3

On trouve finalement
D(u, v) =124 12

Le terme I7 est en général trés petit devant If, par suite de I’exponen-

/

tielle en facteur.
B. Voyons maintenant comment étudier 'intégrale directement, au
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cas ot u et ¢ ne sont pas petits. L'exposant est
w=1I(x*+ux?—vax).

Les cols sont donnés par la condition

) o .
(38) T O fx3+2ux — v =o0.
Posons

) u e

P= 2’ q = 4 *

L’équation s’écrit
x*4pr —qg=o.

Si 'on désigne par oL et v les expressions

les trois solutions de I’équation sont

2y = Jo Mh,

3 —i2E
(38") zi=e *Jo+e I,
27 2T

-

— i =
Zo=—e 2do-+e b,

Plusicurs cas sont a distinguer :
g

r ) . )
1.2+ £ > 6. — Les quantités &, o sont réelles. Dans ce cas, ,
Y , : ’

est réel; x, et x, sont imaginaires conjugués, c’est-a-dire donnent

deux cols symétriques par rapport a 'axe réel.

( 2 3
I1. —2— -+ % == 0. — & == . Les deux cols «,, x, sont confondus en
un seul, situé sur 'axe réel. On a alors

Lo
Ly == Xy = ~— -2—'
q* p? . . ,
I11. Tt << 0. — L el oy sont imaginaires CONjugués; x,, &, &,
sont réels.
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Nous nous hornerons au cas ol ¢ est positif, en vertu de la relation
®(2p,4q, 1, 8) =+ ®(2p, —bgq, — 1, —5).

56

. // A i
,..;//////%/é,///. A
Ay/////f////////fdﬁﬁ

«A%«/}MI’A///"”’!
..%.o X / /

Fig. 16.

, R

/%///// | \\ /,/// /

f \

17.

- Fig.

Fig. 15

.
¥,

.
R
L

Nous remarquerons aussi que la courbe X = o est symétrique par
rapport 4 I'axe réel, et comprend cet axe. Les différents aspects du plan

complexe sont représentés par les figures 15, 16 et 17.
La courbe X =o0 a pour asymptotes les deux axes et leurs diago-
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nales. Les asymptotes de lignes de plus grande pente correspondent
T
8

Dans le cas I, le chemin d'intégration se compose de deux lignes de
plus grande pente passant par les cols z, et .z,.

Dans le cas II, le chemin d’intégration se compose de deux branches
aboutissant au col double, et d'une ligne de plus grande pente passant
par le dernier col.

Dans le cas III, le chemin d’intégration passe par les trois cols. On
voitfacilement, puisquel’axe réel fait toujours partie de la courhe X=o,
que ‘pour tous les cols situés sur 'axe réel les lignes de plus grande
pente sont & 45°. Dans le cas 4p* + 27¢* = o, les lignes de plus grande
pente aupres du col double sont inclinées & == 30° et go°.

Calculons la valeur de I'intégrale aupres du col x,. L’exposant a, en
ce col, la valeur

T
aux angles = + A —-
2

W= i(@{+2px;—hyx) = i(pxi—3q2,).

Nous poserons

’

t=wy— w= (2 —2) [— (62} +2p)—ifxy(x— 2y) —i(x — 20)*]-

L’intégrale auprés de a, s’écrira

Io= e”’af e~ (P, — D) de,
0

. dx
ot @, @, représentent —- On trouve

P, (L 1+ ¢ -1 iz,
— ———t — - -
@9 | 2{ Ve r-sra A e L
; 2 1
-+= §___.___._[—l =)<:.__.——-———-:_3xL.);c_;’_ >Lz
By +p): N * vr

@ 3 8l >
@i+ p) (4 3oy +p
N\ 3% 2 3k 3
4+ (x+1¢)35 g[_:__gjfi _‘_(3221‘) )2]52_'_.“(’
64(32% + p)? 4 AXy A+ p Zy +p

Ann. Ec. Norm., (3), XXX1II. — Fevrier 1916, 8
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ce qui donne pour I'intégrale le développement

. T ellpri—3g T . 3 1—1 1 522
3q bis ]":\/Fe___i.l____ I+ 1+ = <__ 0 )
(39 b5) 2\/3z2 +p 8 Bai+p)\2 3Szi+p

105(r+1¢&) [1 3z; | 33z >}
T 128@zl+p) 4 Balp T Gagrp? Y

Les intégrales I¢, I’ auprés des cols x,, , fournissent exactement le
méme développement. Et 'on trouve
3 2
I. <§) -+ (g—) >0, D(2p,bg)=1"+1%,

L (2Y 4 (2 <o,  ®(ap, hg) =1 + 10+ 1
N 3 2 7 [’ q)-—. 0+1 2°

(40)

Il faut se rappeler que dans 1’ ona3z* +p < oetdans I}, 327 +p > o,
car dans le cas III, p est négatif, compris entre — 3z} et — 3 ;.
Dans le cas 1, le terme I° devient rapidement plus important que 12,
3 2
lorsque —f—7 -+ 14- n’est pas petit. En effet, I, contient en facteur
ei(parg-—.‘sqw,);
or, on a
ZXo=—a— b (a>o0, b>o0),

ellpxi—3qxy) — g—2pab—3qb pilp (a*—%)+3qa)

3 2 .
Lorsque % + %— n’est pas petit, @, b sont grands, et I'on peut voir que
I'exposant — 2pab — 3¢b est négatif, grand en valeur absolue.

3 2
IT. Reste le cas ou % —+ 94— est voisin de zéro.
~ Posons
g=q'+Fk;
k est petit, positif ou négatif, 4" étant la valeur qui satisfait &

P,
o T =0

nous aurons pour I’exposant I’expression

w=Ii(zt+o2px?—hqz)=w —ifka.

fe~ikkx elw' dz

Et nous ferons I'intégrale
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sur le chemin d’intégration marqué (fig. 16) aupres du col =, z,. Mais
pour Uintégration aupres du col @,, nous garderons I'expression I}

[éq. (39 bis)].
Auprés du col x, z, nous poserons

t=wi—w= (2 +x)[lhz;— i(z + z,)], -

en appelant — , I'abscisse du col; je rappelle que I'on a dans ce

cas
2B+ pr—qg = (2 + x5)(x —22y) (p=—232%, ¢'=22%).

Nous aurons, conformément aux notations générales,

. . x -+ x (@ + x3)"
— =ik — plhkx . “3 A Sadiiiad N
o=e —e '<I + : -+ Py ... ).

On trouve alors

1 . 2 3
_ 0| (O R (=0 1)—% '—i>“r LN >
1_3[<4x3>t ”’(Z?) (“‘“Gaca‘ (7= <5+4w3+16x§

x(-—i 3 1 Vi 35
-+ —) I+ — + —t + ——— ¢t

zy 12z: 21623

@ g

Wi

1 [—1i 5 _5__+ 55 - 385 >t§+
YA L, l+3x3+3x§ 5423 ° 12962} Tl

@, » (— i)% = e °.
Et l'intégrale aupres de col — x, devient

T
2 COS =

() _(——f—)l‘(g) (+ )

(43’3)%

I
(4rbis) J;= ge‘("':‘x‘*'ﬂpa‘g-!-w/.r,)

i\/3 1 35 4
- #(1—!—;3-}- 12x§+216w§>r<§>

6 (.5 . 5 55 _ 38 \.5
- —:}<1'3x3+§_x—§+54x§ 129625 ) \3
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Les fonctions I'seront faciles 2 obtenir par les relations I(z-+1)=nI(n),

1

logT <§> =0,4279627493,

logl‘(%) =0,1316564916.

L'intégrale compléte sera

®(2p, bg)=Js+ 1.
I est facile de se rendre compte que ces développements sont pratiques
pour toute valeur non trop petite de « (c’est-a-dire de p). Si u est
petit, la formule (40) pour le cas TII cesse d’étre pratique, car les
cols =,, z,, z, sont trés voisins de I'origine ensemble, et dans I'ex-
pression
(40) UL =1+ 10+14,

les trois développements 12, 12, 1% sont trés grands avec des signes

0
différents.
De méme ici, J, etlﬁ sonttrés grands, de signes différents; 'approxi-
mation est tres mauvaise. C’est ce qui nous a forcé, au début de ce
paragraphe, 4 calculer pour ce cas des formules spéciales.

IX. — Méme intégrale. Limites finies.

Comme nous I’avons remarqué au paragraphe 8, nous pouvons nous
borner au cas ol ¢ est positif.
L'intégrale

s
[ S
‘D(u, g, r, S) :f ol (Xh-uix ‘~”dx,
r

dans laquelle nous continuerons & poser [éq. (37)]
w=2p, v =1gq,
pour la commodité de I'écriture, pourra étre décomposée en deux :
®(2p,bq, 1, 5) =@ (2p, §q, — 2, 5) —@(2p, g, — 0, 1),

sauf si 7 et s sont voisins. On utilisera dans ce cas un développement
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en série de Taylor
(42) (2p,h4q,71,5)
==l — s — p P2 (s — r)(r* 4 pr— q)

+ O i3 ) — 1654 pr— )]

+ o Liakir —3a(31% 4 p) (2 pr— g) — 664+ pr) —g)']

(s —r)
5!

+ [(2b4 —32(3r+p)—192r(rt+ pr—yq)
— 01923+ p) (r* + pr — q)*+ 236 (r° + pr — q)*]

e g

Etudions donc D(2p, 4q, — o, ).

Dans un certain nombre de cas, le chemin dintégration se compo-
sera de lignes de plus grande pente passant par des cols (calculs déja
faits) et d’une ligne de plus grande pente partant d’une région ou X
est infini négatif pour aboutir au point s sur I'axe réel. Soit — S la
valeur de I'intégrale sur ce chemin.

Différents cas seront alors i distinguer :

Cas A : u petit (p petit). — Les formules seront les suivantes (cf.
fig. 14) :

/

%_
S s> <§> , D(u, 0, —c0, $) =P (u, ¢) —S;

1

(43) N
x’”<S<<Z) ’ q’(”ﬁ "1"'0015):1'21"'8;

§< Loy, (D(u, V,—CO,S):—S;

D(u, v), 1%, I7 étant donnés parles formules du paragraphe VIII, cas A ;
formules (30 a bis), (31a bis), (31a ter).

S est donné par la formule (47).

En pratique, dés que le col z, estun peu elmgné de l'origine, I'inté-
grale I$ devient négligeable et les deux derniéres formules sont équi-
valentes, et 'on peut écrire :

(e}

1
(43 bis) S<(Z>3 (v grand),  ®(u, v, —, s)=—8.
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Ces dévcloppements cessent d’étre pratiques dans deux cas (cf.
§ VII) :
1
.. p\3
a. svoisin de (Z) ;
b. s ety petits.
L
2%

a. svoisin de <4> - — Il faut faire I'intégration jusqu’au col z,, et

de z, & s intégrer sur I’axe réel.
L’intégration jusqu’en «, donne, en utilisant la formule (31a),

(44) (I)(u, ¥y — 0, -To) :

iBx§—uxi) ; 3
=12+ & ITlI‘<i>——<-—l——§-—+-—u—->l‘(x)
2 23z, \2 925 3z

. [(,_i)zuz,p';;-—-(x+[)3u _ (1+1)7 ]r<§)

1232} 146 \/3 28 2

(2wl +2uzy— 3u) — udz) 7 \
”"[ 523 + 7867 | 1)
R

L’intégrale jusqu’en s sera
DQ(u, v, —, s) =D (u, v, —ow, 2) +¥(u, v, — 2y, s);
la derniére expression (intégrale de x, & s) se calculant par la for-

mule (42), puisque x, et s sont voisins, on fera r =2, et I'on se
rappellera que I'on a

xi’,:%:q.

b. setvpents. — Comme au paragraphe VIl on intégrerade —wa o

LT
sur la droite x = — pe * en utilisant le développement (30a); on aura
ainsi
D(u, v, — 0, 0)
et
®(u, v, —, s) =®(u, v, —o, 0) + @ (u, v, 0, s),

cette derniére intégrale étant & calculer par la formule (42), cars est
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voisin de zéro,

eig 1 ~iiE 1
(45) @ (u, v,—oo,o):--[‘—{f(-[-‘-)—l—ve 81’(;)
3T LT
-+ (%e—l—‘_—- u e_lz>l‘<z>
/\(,z iz 5T
—+ (Ee S —wuve 8)1‘(1)
(c* —i Tuer uw? —i;f) <5>
+ | —=e + + —e (>
: 2 2 2 4
PP ;
Cas B : u (et p) quelconques. — Les cas a distinguer sont les sui-
vants :
1° s >, :
(cf. fig. 18).

(®2p,4q, —0,5)=D(2p, bq)—S

/ e

-

N )
H
N\

3

Ny

NN
‘:\\\\‘\

s naAA AN

. Fig. 18.
¢ 3
2° 14— ~+ % <o:
( «.
b.

C.

z < s <y,
(46)

®(2p, bg, —o0,s) ==+ 12+14+S;
Ly << § < X4, D(2p, bg, —o0,s)=—+15—8;
s < 2, D(2p, 4g, —o0, s) =—3S.
30 q°

Pour 1,, I,, ®(2p, 49), c¢f. les formules (39 bis), (40) et (41 bis).
4

P L . ]
+.2 >o0. — Appelons z,, le point ou la ligne de plus grande

63
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pente qui passe par z, et z, coupe I'axe réel (cf. fig. 14).

J:m<S<.Z'0, ®(2p1ﬁq:—°°1 S)IIQ—S;
§S< &y, B(2p, bg, —o0, s)=—8.

Cf. (39 bis) et (40).
Dés que le col @, est assez éloigné de I'axe réel, ce qui a lieu
. pt q? . . SR TN R
Sl + 5o est grand, l’mtegral(? [, devient négligeable et I'on peut
admettre, pour toute valeur de s inférieure & z,, I'expression
(46 bis) O(2p, bg, — oo, s)=—8.
oL Py
- —_— ~v 0.
Yty

23§ < Xy, Q(2p, bg, —0,5)=J;—8;
s<z;, ®(2p, 49, —»,s5)=—38.

Pour J,, ¢f. (41 bis).
Calculons donc I'expression de S

=00

S:f e“’a’x:e“"f et dde,
xr=s 0

w=i(a+2pat—bga),

ou

avec
t=ws—w=(2—3)[—i4(s*+ ps—q)
—i2(38?+p)(x—s) —ihs(z— ) —i(x —s)?].

Le développement de @ en fonction de ¢ se calcule par les formules
générales (15), (16). Et, en se rappelant que

f e~ttrde=nl (n entier),
0

on trouve
st 2 psi—tgs ] 3s°+p 3¢ ) (3s*+p)?
- S_____ £ (s 2 psi—Las) L 8§ — P
(@ ) %4(-*“*-1)5—(/)+ B+ ps—g) (o ps—q) [Y 2(S”+ps—q)]
_ 3 1o $(3s*+p) +§ (3s2+p)?
128($% + ps —q)° S$+ps—qg 2 (S+ps—q)?
. 15 . _7s@8s*+p) 7 (384 p)
+L5m(s3+ ps—q) {3(73 +r) S8+ ps+q Tavr ps—q]

e .
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Plusieurs cas particuliers nous échappent encore; nos dévelop-
pements cessent d’étre valables lorsque s est voisin d’un col .. 1l
faudra alors faire Uintégration jusqu’au col z,, puis. de x. en s, utiliser
le développement de Taylor (42) qui se simplifie :

oo - 3
DO(2p, bq, 2. s)=etririr. g (s—a,) + (—'S—J—C)ii(gfi +p)

(s —x)*. ,
—'—4!——[2;_|Jc

(5_"2‘4'):S

+ 37 [i24—32(3z2+ p)]

e T T T s.

Pour intégrer de — =% & z, nous utiliserons les formules (39):
1° Sile point s est aupres du col 2, on a

e
D(2p, bg, —w, ) = (12 +12 ou 12 ou J;)— e“’"[ e td (., t)dt.

<0

Il faut, dans la parenthese, choisir

. 17 )3

15414 si 'on a —/,—+'L—<o,
4 27
a 3
- )

l‘;’ » L,— ’I_ > o,
4 27
q* 3

J, » T 2~
4 27

La valeur de la derniére intégrale s’obtient immédiatement :

+w
(48) —ewo / et d(xyt)de

“0

el P X3¢ xg) I =+ I3 10 [
- ) ..__._l‘<~) + s (1
2 2343 +p (325 +p)* ®

43 1=l i_~_§;‘;ii_>r<§>
8 (3.3 2\ 2 3xi+p 2

Z (E 8 73 >r(o)

T BE oy \E T 3+ p

(1035 [im 3xf 33z ]r(ﬁ)l.
64(3a2 + pyilh  3xi+p  Gzi+py 2/
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2° Si le point s est voisin du col x,,

@(2p, by — 0, @) = 11:—ewf o~ D (,0) de,
0
cette derniére intégrale désignant Pexpression (48) ou I'on rempla-
cera x, par x,.
3° Sile point s est voisin de x,,

b(2p, bq, — >, xy) =— e““"-'/ et d (x,, t)dt
o

[expression (48)].

Nous avons ainsi obtenu des développements valables pour tous les
cas. Les développements cessent d’étre pratiques lorsque p est petit.
On devra alors employer les formules du cas A.

Je terminerai en montrant comment se fait la liaison entre les
résultats que nous venons de calculer pour les interférences aupres
d’un foyer, et les résultats classiques sur les interférences aupros
d’une caustique (intégrale d’Airy).

Reportons-nous & la figure 2 (Introduction), nous constaterons faci-

lement que la courbe
hp*+27¢*=o0

est la caustique. Les franges aa voisinage de la caustique ont donc une
forme plus compliquée que celle quindique P'intégrale d’Airy, lorsqu’on
les étudie aupres d'un foyer.

Un point de la caustique éloigné du foyer correspondra & p et ¢ assez
grands. Dans ce cas, les cols «, d’'une part, , et x, d’autre part,
seront fort loin I'un de I'autre. Montrons que 'intégrale aupres des
cols «,, x, peut alors, en premiére approximation, se ramener & une
intégrale d’Airy.

On a, en effet, aupres de x,

w=i(xt+apr?—fqr)=— [{r;(x+ 23— Lk (x + x3)]
“+ (@) +apxl —Lq'ay),
ce quis’écrit, en posant x + z, = — y et utilisant les expressions de pg

en fonction de x,,
’ w=I(fa,y*—Gky)—ip.
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L’intégrale s’écrit alors, pour le voisinage des cols x,, x,,

-+ o + o
f eVdr = e‘-fl’”f gl by yi—iky) dy.
—w —w

Cette derniére intégrale est une intégrale d’Airy. Ce terme corres-
pondra, comme on s’en rendra facilement compte, a I'effet produit par
les points de 'onde lumineuse voisins du pied Q du rayon tangent 2 la
branche de la caustique voisine du point étudié P.

L’intégrale auprés du col x, correspond i I'éclairement di aux
points voisins de €', pied du rayon qui passe au point P étudié et est
tangent a la deuxieme branche de la caustique.

Nous retrouvons donc ce résultat classique : I’éclairement en un
point P est dii surtout aux points de 'onde voisins des pieds des rayons.
géométriques passant en P.

2 3 .. . ’ . [
Lorsque qz + 5—7 est positif, le point P est dans 'ombre géométrique,

et n’est éclairé que par un rayon PQ’ tangent i la deuxiéme branche
de la caustique ; c’est le cas I (§ VIII) dans lequel I'intégrale aupres du
col w, fournit le terme principal.

Lorsque%z- ~+ ;[3; est négatif, le point P se trouve a l'intérieur de la
caustique (cas Ilf, § VIII); trois rayons lumineux se croisent en P, cor-
respondant aux trois cols z,, x,, z..

Lorsque les cols sont assez éloignés 'un de 'autre, 'intégrale aupres

du col se réduit au premier terme

+ o
f eit(@—x.n)* dp,
—

c¢’est-a-dire 4 une intégrale de Fresnel, pour une ouverture illimitée,
résultat évident a priort.

Si un des bords, o par exemple ( fig. 2), de I’écran se trouve pres
du pied Q du rayon, la limite s de I'intégrale se trouve proche du col z.,
et I’on trouve, comme premiére approximation,

$
f eiM@E—Zea)* d,
—c0

une intégrale de Fresnel, a traiter comme nous I’avons fait au para-
graphe II.
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Le probléeme des interférences derriére une lentille aupres de la
caustique et auprés du foyer, se trouve donc en pratique complétement
résolu au moyen des formules approchées que j'ai calculées dans ces
derniers paragraphes. Les formules, comme je I'ai dit dans I'Intro-
duction, se rapportent au cas ou le diaphragme est une fente. Le cas,
plus important dans la pratique, d’un diaphragme circulaire s’en
déduit directement (voir fin de I'Introduction). Il suffit d’effectuer la
différentiation par rapport a ¢ des formules déja calculées.

Dans ces formules interviennent :

Soit ¢ directement;

Soit, dans les formules de la série A, la quantité

o= (3

dont la différentiation par rapport i ¢ est immédiate;
Soit, dans les formules de la série B, les racines z,, z,, x, de
I'équation aux cols
X2+ pa—qg=o.
La différentiation de ces quantités est aussi simple; x,, z,, x, se
calculent au moyen des quantités | ¢f. éq. (38)]
1

72 3\ 3
CL:,<Z+\/L//_+/L) ,
2) Nl 27

1

UL:(Z,. f_*_f_‘)J
2 4 27
Le calcul des dérivées donne

I 1 ob N

\ Jdv T 4 Jdgq “24\/@,
(49) L om — W o
On en déduit de suite :
dxy —Wh 4+
dv m

4 2y
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ct
—i3F 2%
().’E:l . _ “l)e "l’" ol\e 3
de

24 —— P

27
?. 27

l
().r2 — e P e 8

do o \/—

On formera donc trés facilement les développements relatifs au cas
du diaphragme circulaire centré.

Je n’al pas besoin d’insister sur les applications pratiques de ces
formules. Elles permettent d’étudier complétement la question du pou-
voir séparateur d’instruments d’optique pour lesquels I'aberration de
sphéricité existe. Lord Rayleigh avait d¢ja remarqué a ce sujet qu’il ne
suffit pas de connaitre les interférences seulement dans le plan focal
des rayons centraux. Par suite des interférences, ce n’est pas dans ce
plan que la tache lumineuse centrale est le plus resserrée, mais
dans un plan intermédiaire entre le foyer des rayons centraux et celui
des foyers marginaux. C’est sur ce plan qu’on met automatiquement
au point 1orsqu on regle I'instrument.

Dans certaines séries d’expériences sur la scintillation des étoiles,
on observe essentiellement le déplacement des franges d’interférence
aupres du foyer. Ayant mis I'étoile au point, on enfonce l'oculaire
légerement, de facon que 'image prenne I'aspect d'un cercle lumineux.
Par suite des scintillations, ce cercle s’élargit ou se resserre. La varia-
tion d’aspect de cette image donne quelques renseignements sur la
scintillation. Nos formules précises, permettant de calculer exactement
la position des franges d’interférence auprés du foyer, permettront de
tirer des renseignements précis de ces expériences.

On pourra, dans la grande majorité des cas, simplifier beaucoup
lemploi de ces formules; trés souvent il suffira de ne garder que le
premier terme du développement, quelquefois deux ou trois termes.
Ce ne serait que pour des expériences de trés haute précision qu’on
devrait utiliser les développements complets.




