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SUR UNE CLASSE DE GROUPES DISCONTINUS

DE

TRANSFORMATIONS BIRATIONNELLES QUADRATIQUES
ET SUR LES

FONCTIONS DE TROIS VARIABLES INDÉPENDANTES
RESTANT INVARIABLES PAR CES TRANSFORMATIONS;

PAR M. GEORGES GIKAUD.

INTRODUCTION.

Parmi les théories intéressantes qui ont eu leur origine dans la
théorie des fonctions elliptiques se trouve la théorie des fonctions
fuchsiennes : le premier exemple de ces fonctions fut en effet la
fonction modulaire , sur laquelle les mémorables travaux d'Hermite
attirèrent l 'attention. En de splendides Mémoires (^) , Poincaré établit
dans toute sa généralité la théorie de la formation des groupes fuch-
siens et celle des fonctions invariables par les substitutions de ces
groupes : il put exprimer par ces fonctions les coordonnées des points
d'une courbe algébrique quelconque et résoudre le problème de l'inté-
gration des équations différentielles linéaires algébriques à points
singuliers réguliers. Depuis cette époque, plusieurs classes de fonc-
tions jouissant de propriétés plus ou moins analogues ont été
rencontrées. Poincaré lui-même (2) a étudié les fonctions invariables

(1 ) H, POINGA.RÉ, Théorie des groupes fuchsiens (Âcta mathematica^ t. I); Mémoire
sur les fonctions fuchsie unes {Àcta mat/iematica, t. Ï) ; l'illustre géomètre a donné d'autres
Mémoires sur ces fonctions dans les Acta mathematica^ t. IV et Y, et dans le Journal de
Mathématiques pures et appliquées^ 4e série, 1.III, 1887.

(2) H. POINCARÉ, Mémoire sur ley groupes kleinéens (Àcta mathematicci^ t. Ï1I),
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par des groupes de substitutions linéaires d'une variable qui ne laissent
plus invariable un cercle fixe, comme le faisaient les groupes fuch-
siens. M. Picard ( ' ) a étudié, sous le nom de groupes hyper fuchsiens,
des groupes de substitutions linéaires portant sur deux variables, et
n 'al térant pas une certaine forme quadratique à indéterminées conju-
guées. Les groupes hyperahéliens, considérés aussi par M. Picard (2),
sont des groupes de subst i tut ions portant sur deux variables, de la
forme

ou de la forme

f^. _ a.x -+- b _ a1 y -h- b'\
A. — —————-.y i — —~————— j ?

^ c^-t-a c 1 y -h d ' j

/ Y ^ a y - ^ r - b __ a1oc -{- b'\
\ ~" cy+d c'x-+'d1 ) '

et qui transforment en lui-même le domaine formé de l'intérieur d'un
cercle du plan de la variable x et de l 'intérieur d'un cercle du plan de
la variable y; ces groupes hyperabéliens sont donc formés de substi-
tutions birationnelles quadratiques. 11 existe d'ailleurs aussi des fonc-
tions hyperfuchsicnnes et des fonctions hyperabéliennes, qui jouissent
de certaines propriétés analogues à celles des fonctions fuclisiennes.

Des catégories particulières de groupes hyperabéliens se rencontrent
dans la théorie de la t ransformation des fonctions abéliennes de genre
deux dont les périodes normales satisfont à la relation

/^~^=D,

D étant un entier positif (3). Il é ta i t naturel de se demander si le pro-
blème de la transformation des fonctions abéliennes non singulières
ne viendrait pas offrir d'autres groupes jouissant de propriétés ana-
logues. D'ailleurs, on connaît déjà des fonctions invariantes par un
groupe de cette sorte : ce sont précisément les quotients de deux

( 1 ) PICARD, Àcla mathematica^ t. I, p. -297; t. II, p. 1 1 4 ; t. V, p. 1 2 1 . M. Alezais a
étudié également ce sujet (Ânn aies scientifiques clé l'École Normale supérieure^ 1902,
p. "261).

(2) PICARD, Sur les fottctio/ts hyperabéllennes (four nul de Mathématiques pures et
appliquées, 4e série, t. I, i885).

(?) PICARD, Ibid. -— BOURGET, Sur une classe particulière de groupes 1iyperabéliens
(Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse^ 1898;.—COTTY, Les fonctions abé-
jiennes et la théorie des nombres (Annales de Ici Faculté des Sciences de Toulouse y 1 9 1 1 ) .
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fonctions thêta de la théorie des fonctions abéliennes, où l'on a annulé
les deux variables x et y , quand on considère ces quotients comme
fonctions des périodes normales g\ h, g\

Les transformations subies par les périodes normales, telles qu'elles
ont été données par Hermite dans son célèbre Mémoire Sur la théorie
de Ici transformation des fonctions cibéfiennes ( ^ ) , sont des transfor-
mations birationnelles quadratiques. En supprimant la condi t ion
imposée aux coefficients d'être entiers, et en prenant le nombre k
d'Hermite égal à un, on obtient des transformations (T) qui peuvent
constituer des groupes discontinus dans certaines régions de l'espace
à six dimensions; on peut alors former des fonctions invariables par
ces groupes de transformations : c'est à ces groupes de transfor-
mations (T) et à ces fonctions que ce travail est consacré (2).

Dans le Chapitre premier, je définis les substitution s (S), c'est-à-dire
les transformations linéaires qui, effectuées s imul tanément sur deux
systèmes de quatre variables

G)l, 0)2, 0)3, 0)4,

^lî ^25 ^âl 'J!^•^

correspondant aux périodes des fonctions abéliennes, conservent la
forme bilinéaire

C»)l 1)3 —— C*)^ L»i -h CO^ 1*4 — û)4 Uâi

et j'y rattache les transformations (T). En introduisant des variables
homogènes x^ x^, ^3, x^ x^ liées à g, A, g ' par les relations

— x^ x-ï , x^ œ^(0 s-=^ h--^' ë'-^ sg'-h-^^
de sorte que

W X^X^^r- X^Xi,-}- X^ -= 0,

les formules qui définissent une transformation (T) deviennent
linéaires et homogènes, et conservent la relation (2) ; même si ^,-^2»
oc^ x,, x, ne satisfaisaient pas à la relation (2), la valeur numérique

(1) OEuvres, t. ï, p. 444.
( 2 ) Une partie des résultats de ce travail a fait l'objet d'une Note aux Comptes rendus de

l'Académie des Sciences, t. CLVII, 29 décembre 1913.
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de son premier membre serait conservée. Ce point de vue m^a été
souvent ut i le ; il m'a amené à nom mer po in t de l'espace à six dimensions
un système de cinq nombres complexes non nuls ensemble, définis à
un facteur près, et liés par la relation (2); si x^ n'est pas nul , le point
est dit à distance finie, et ses coordonnées non homogènes g-, h, g ' sont
données parles formules (i). Je démontre encore dans ce Chapitre que
toutes les substi tutions (S), et, par suite de Pisomorphisme, toutes
les transformations {T) peuvent être regardées comme des produits de
cinq transformations très simples, dont trois cont iennent des para-
mètres. Une démonstration assez simple du fait que si, en nommant ç,
^c, ç' les parties imaginaires de g, h, g\ la forme

g^+a^y-r-yj2

est définie positive, il en est de même pour la forme qui résulte de
celle-ci par une t ransformat ion (ï), découle des considérations qui
précèdent. Ce résultat, joint à quelques autres analogues, permet de
décomposer l'espace à six dimensions en six domaines (dont trois à six
dimensions) invariants par toute transformation (T); on ne peut d'ail-
leurs pas fragmenter de nouveau ces domaines en domaines invariants
plus petits. Quelques résultats utiles dans la suite t e r m i n e n t ce
Chapitre : ce sont tout d'abord le calcul du déterminant fonctionnel
des transformations (T); puis des intégrales invariables par les trans-
formations (T), et dont l'analogie avec les groupes fuchsiens fait
pressentir l 'utilité : j'en donne deux, une triple et une sextuple;
enfin toute transformation en elle-même de la forme x^x^ -+- x^x,, -+- x\
qui a pour déterminant un et qui conserve les domaines invariants
déjà déterminés, est une transformation (T); de là une interprétation
géométrique des transformations (T) analogue à celle que fournit,
pour les groupes fuchsiens, la forme x^ x^ -\~ x\.

Dans un deuxième Chapitre, je recherche les poin ts doubles des
transformations (T); il y en a quatre, en général. On peut alors se
proposer de rechercher leurs positions dans les six domaines invariants :
ces positions dépendent de la nature des racines d 'une équation réci-
proque du quatrième degré. On est ainsi amené à une classification
des transformations (ï). Il est naturel, à cette occasion, de chercher à
réduire les transformations (T) à des formes canoniques, en les trans-
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formant: par des t ransformat ions (T) convenablement choisies : le
nombre de formes auxquelles on parvient est de vingt-deux, dont
quatre pour les cas les plus généraux, où l'on ne suppose aucune
relation d'égalité entre les coefficients de la transformation.

La formation du polyèdre fondamental d 'un groupe discontinu fait
la matière du troisième Chapitre. La méthode employée est fort ana-
logue à la méthode du rayonnement qui, pour les groupes fuchsiens,
permet d'obten ir un polygone fondamental présentant des particularités
utiles dans cer ta ines démonstrations. Ce qui joue ici le rôle des cercles
de la méthode du rayonnement , ce sont des variétés à cinq dimensions
qui ne changent pas par les transformations (T) ayant un point double
fixé à l'avance, et qu'on nomme le centre de la variété; l 'équation décès
variétés s 'obt ient en égalant à zéro une forme quadrat ique à indéter-
minées conjuguées en x^ x.^ ^3, x^ ^5, et qui dépend non plus
d'un paramètre, comme pour les groupes fuchsiens, mais de deux ; on
aurai t en outre d'autres variétés dont l 'équation serait plus compliquée.
Ce nombre de paramètres tient à ce que les transformations qui ont un
point double donné dépendent de quatre paramètres seulement: on a
donc des variétés à quatre dimensions qui peuvent s'associer de
diverses manières pour produire des variétés à cinq dimensions.
J 'obt iens une famille à un paramètre seulement en me restreignant
aux variétés dont l'équation s'obtient en égalant à zéro une forme
quadrat ique à indé terminées conjuguées et à coefficients réels : ce sont
ces variétés qui servent à construire le polyèdre fondamental. Elles
permettent en outre de démontrer que, si les transformés d'un point
donné P du domaine
(I) gg/«^>o, g + y > o

n'ont pas P pour point d'accumulation, le groupe est discontinu dans
ce domaine .

Dans le Chapitre IV, cette méthode de formation du polyèdre fonda-
mental est appliquée aux groupes formés des puissances d'une seule
transformation (T). Dans certains cas, les faces du polyèdre sont
indiquées; en général, j 'ai recherché les points qui ne se trouvent ni
dans le polyèdre fondamental , ni dans aucun de ses transformés;
ou encore les points qui se trouvent sur le contour d'une infinité

Ann. Éc. Norm., (3), XXXII. — SEPTEMBRE 1915. 31
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d'entre eux. Dans les groupes fuchsiens, les po in t s doubles des
substitutions hyperboliques offrent un exemple de la première circons-
tance, ceux des s u b s t i t u t i o n s paraboliques un exemple de la seconde.
Ici se produi t une circonstance part icul ière : les po in ts trouvés ne sont
pas toujours les mêmes quelle que soit la posit ion du centre du polyèdre
fondamental . Toutefois, ces p o i n t s sont toujours en dehors du do-
maine(I) , comme cela résul te de propos i t ions démont rées au Chapitre
précédent.

Nous arrivons m a i n t e n a n t (Chapitre V) à la format ion de fonc t ions
de g^ À, g ' i nva r i an te s par un groupe d i scon t inu donné de transforma-
tions (ï). Ces f o n c t i o n s sont n a t u r e l l e m e n t formées à l 'aide des séries
dont les séries thêtafuchsiennes de Poincaré sont le prototype; une
t rans format ion b i ra t ionnel le préalable a permis de remplacer le
domaine (I) par uu domaine situé e n t i è r e m e n t à distance f in ie , ce
qui est indispensable pour la convergence de ces séries. Ces séries
sont alors convergentes dans le domaine (1), où elles représentent des
fonctions holomorphes. On en dédu i t des fonct ions inva r i an te s par les
transformations du groupe, et qu i sont uni formes dans le domaine( I ) ,
où elles se comportent comme des f o n c t i o n s r a t ionne l l e s . De même
que le prolongement ana ly t ique des fondions fachsiennes traverse
parfois le cercle fondamen ta l , le pro longement ana ly t ique de ces
fonctions peut, pour certains groupes, sortir du domaine (I). Cela
arrive en particulier pour les groupes formés des puissances d'une
seule transformation (T); deux exemples étudiés rap idement mont rent
toutefois que, pour ces groupes, les singulari tés essentielles peuvent
pénétrer à l ' intérieur du polyèdre fondamenta l ; de plus, elles dé-
pendent dans une certaine mesure du choix de la fonction rat ionnelle
qui intervient dans les termes des séries.

Le Chapitre VI est consacré spéc ia lement au groupe ari thmétique et
aux fonctions correspondantes : le groupe ar i thmét ique est, par défi-
nition, le groupe de t ransformat ions (T) qui correspond aux transfor-
mat ions (S) à coefficients entiers . D'abord (§1), j 'établis que les sub-
stitutions de ce groupe peuvent toutes être considérées comme des
produits de quatre subst i tut ions fondamentales; ensuite, je démontre
que toutes les t r ans fo rmat ions (ï) à coefficients ent iers font partie du
groupe arithmétique. Le polyèdre fondamen ta l est formé (§ II) par une
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méthode légèrement: d i f férente de celle qu i est exposée au Chapitre 111.
Enf in , la méthode du Chapitre Ves t employée (§ III) pour la formation
de fonct ions invariantes par le groupe a r i thmét ique : le prolongement
analytique de ces fonct ions ne peu t pas sortir du domaine (I), de
sorte qu'elles sont u n i f o r m e s par tou t où elles existent. Le polyèdre
fondamental ayant des po in t s sur la frontière du domaine (I), les
singularités des fonct ions invariantes en ces points sont étudiées : on
trouve a ins i que quatre quelconques des fonctions invariantes que
nous avons formées sont liées par u n e relat ion algébrique. Le quotient
de deux fonctions @ ( x , y ' ) de la théorie des fonctions abéliennes,
pour x =y ===. o, prend un nombre f in i de valeurs quand on fait subir
aux périodes normales les t ransformat ions du groupe arithmétique
[il faut supposer que les fonctions ©(.x',y) dont il s'agit sont paires];
les fonctions symétriques de .ces valeurs présentent les mêmes singu-
larités que les fonct ions i nva r i an t e s que nous avons formées : elles en
sont donc aussi des fonctions algébriques.

Dans le Chapitre VU, j 'é tudie les groupes de transformations (T) qui
viennent des t ransformat ions en elles-mêmes à coefficients entiers de
formes quadrat iques à c inq varuiblçs du type .

U\ -+-,//J -h U.^ — U^ — «|,

u^ u^^ ^3, u^ u^ é tan t des formes linéaires à coefficients réels. La
méthode classique, in t rodui te par Hermite, qui permet de ramener la
réduction des formes quadratiques indéf inies à celle des formes
définies, permet, en s 'appuyant, d 'autre part sur le théoï'èiiie démontré
à ce sujet au Chapitre I I I , de démontrer que ces groupes sont discon-
tinus dans le domaine (I). Une étude sur l'existence, dans ces groupes,
de certaines subs t i tu t ions , permet de démontrer que les fonctions
invar iantes correspondantes ne peuven t pas se prolonger hors du
domaine (I) : elles sont donc uniformes partout où elles existent.
Quelques renseignements sur le polyèdre fondamental découlent .aussi
de cette étude. Il serait désirable d 'é tudier aussi les singularités
essentielles de ces fonctions sur le contour du polyèdre fondamental,
de manière à voir si les propriétés des fonctions invariantes par le
groupe arithmétique ne s'étendent pas à ce's nouvelles fonctions; cette
étude n'est pas faite dans ce travail.
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J'éprouve un vrai plaisir à pouvoir exprimer ici ma reconnaissance
profonde à M. Picard; ce sont ses travaux si lumineux qui m'ont inspiré
l'idée de ce travail , et c'est à la bonté avec laquelle il a bien voulu me
donner ses conseils que je dois d'avoir pu le poursuivre; en même
temps que mon admiration pour son œuvre, je le prie de vouloir bien
agréer l'expression de mon affectueux respect et de ma gratitude.
J'assure également M. Humbert de toute ma reconnaissance pour le
bienvei l lan t intérêt qu'il m'a con t inue l l emen t témoigné; l'exposition
qu'il a faite en 1911-1912 de la théorie des groupes fuchsiens dans son
Cours du Collège de France m'a été d'une très grande utilité.

CHAPITRE I.

DÉFINITION ET PREMIÈRES PROPRIÉTÉS DES TRANSFORMATIONS (ï).

I. — Les substitutions (S).

1. Considérons deux systèmes de quatre variables
MI, COg, 0)3, &)4,

"1, "2, "3. "4;

nous effectuons sur o^, (o^ (Ogy o),., une certaine subs t i tu t ion linéaire
et homogène

î2i =1 Oi c.:)i -4- a^ 0)2 4- a^ G);} 4- ai, 0)4,

^=: &iC«)i-+- 62024- ^3^3+ ^4^45

^3 := c\ ̂ l 4- Cg ûOg 4- Cy, &Ï3 -t- €4 0)4,

^/, ==: di G) ï -+- <^2 0)2 + d^ 0);( -h ^4 0)4,

et sur 1^5 u^ u;(, u/. la même substitution

ï*i=: (2iUi4- ^2U2-^- ^3y3•+ ^4^4?

ra==== ^iL»i -{- ^Ug-f- bsUs^ ^4^4,

Y3== 6*1 Ui 4- CgUs-i- CgUg-t- ^"4,

r4 =: ̂ i Ui •+• ^2 Ua -+" ^3 ^3 + <^4.
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Cette substitution est choisie de manière qu'on ait l ' i den t i t é

( l ) ^i Ts — ^3 Fi -4- ^2 Ï4 — ̂  Ta ~=- ^ i ^s — :̂i ^i 4- c^ L^ — co^ tJa.

Il est nécessaire et suffisant, pour cela, que les seize coefficients de la
substitution satisfassent aux six relations que voici :

(ac)i2+ (6^) ia==o,
(ac)i3+(^)i3= î ,
(^c)^4-(^)u=o,
(^0)33-+- (bd)^=o,
(ac)^-J^-{bd)^==: i,
(<^c)34-+- (bd)^=-o'

W

Nous avons posé pour abréger

( mn ) /y == 772 / HJ — mj m.

Nous appellerons cette subst i tut ion une substitution (S).
On peut conclure de là que le déterminant

A==

CZj (^2 ^3 (ïïj,,

bt b^ bz b^
6*1 Cg Cg €4

" <»

<^1 ^2 ^3 ^4

est égal à un ; en effet,

A=—(ac) i2(^)34+ (ac)^(bd)^— (ac^^bd)^
—(G fc)23(^)l i ,+ (ac')^.{bd)^-— Çac')^Çbd)^;

ou bien, en tenant compte des relations entre les coefficients,

A== ( 0 0 ) 1 2 ( ^ ) 3 4 — — (^C)i3(ac)u-t-(^)l3+(^)l4(^)23

-+- {bcl)^{bcl)^- {bd)^(bd),, + (^)i3+ Çbd)^(bd)^

mais, entre h u i t nombres m^ m^ m^ m^ n^ n^, n^ n,, existe
l'identité
(3) (mn)^Çmn)^-^(mn)^(mn)^,—(mn)^(mn')^=:o-,

nous voyons donc que
A^:{ac),,-^(bd) 1 3
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2. Cherchons les mineurs du premier ordre du déterminant A;
nous désignerons le mineur correspondant à un élément par la lettre
majuscule de même nom que cet élément, et affectée du même indice
que lui.

Les quatre équat ions en x^ oc.^ œ.^ oc,,

a^ .2:1 -4- ^i ̂ â + Ci .y 3 -4- c/i .^4 = Oi

rtg^'i +- ^2^2 + C2^'y4- (^3^4== 0,

a.^\ 4- ^3-^2+ Ç3'r3+ <^3^4== 1 ,

a^ 3L\ -h bi x^ -h €4 ̂ 3 + <r/4, .r4 == o

ont comme solution

x^ '==- — c'i, x^ == — ci\,

nous en tirons immédiatement

Ci=.—As, (^1=—B;},

^3=^1, •.r4-== b\i '

bi=Ï).:

en considérant trois autres systèmes analogues d'équations, nous
trouvons que les mineurs forment le tableau suivant :

C'a

^3

-^3

C-i.

^4

• C l ' .

• c., ',
â?i — d.u^

a^
2

a^

\ —b., —b, b, b^ !

La transformation inverse de la transformation donnée

est donc celle-ci :
c;i d^ — as — ^3 '
€,;. c/4 — a;, — ^4

— Ci —-^ ^i ôi

^ — Cg '-- ^4 <r/â ^2 ,

^i ^ a ;{ a^
bt b^ f^ b^

Ci €2 €3 €4

^ d^ d^ d^ ^4 ^

mais cette dernière est encore une transformation (S); donc les seize
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coefficients satisfont encore aux six relations suivantes :

W

( a & ) i 3 - { - (^)^=o,
(ac) i3+ (ac)^-= i.,
(0^)134- (<^)^=:o,
(^c) i . ,4-(Ac)^-=--o,
(bd),,+(bd)^ î .
(<^)i3-+- (cû?)^=:o.

Ces six relations sont donc une conséquence des relations (2); d'ail-
leurs, le système (2) est lui-même une conséquence du système (4) ;
ces deux systèmes sont équivalents .

3. Il est évident que les substitutions (S) forment un groupe. Il
peut être ut i le d'avoir quelques substitutions simples susceptibles de
donner par leurs produits n ' importe quelle subs t i tu t ion du groupe.
Voici un système de cinq substitutions qui joui t de cette propriété :

S,.=

' ri o o o }

0 /^ 0 0

0 0 /'y 0

^ 0 0 0 / 4 j

84 '=:=- ^

f 0 0 —— I 0

0 1 0 0

1 0 0 0

0 0 0 I

• ^ lÏïo ^

' ï 0 0 0

0 1 0 0

Ci 0 I 0

^ 0 0 0 1

• ; ' §0=.-

î

0

1

0

0

S3-=-

I 0 0

0 0 0

0 0 I

0 I 0

I 0 0 0 '

0 1 0 0

0 C^ I 0

Ça 0 0 I ^

.,

Dans S,, on a r^r^ -==..r^r^= ï; les paramètres c^ et ^ de S^ et 83 sont
arbitraires.

Si S et T sont deux subst i tu t ions (S), nous désignerons par ST le
résultat obtenu en effectuant la subst i tu t ion T surle résultat de la sub-
s t i t u t i on S.

Prenons une s u b s t i t u t i o n (S) quelconque

S-=

ai a^ as a^

Pi ^ ?3 (3.

7l /2 73 7'-

<îl QÎ Ss 0^ ]
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et cherchons à la met t re sous la forme d'un produit de substitutions
S^ Sa, Sy, 84, S,. Pour cela nous la multiplierons, à gauche pour fixer
les idées, par un produit de subs t i tu t ions S < , S^, 83, S,,, 85 choisi de
manière que le résultat final soit la substi tution uni té .

D'abord, en mul t ip l i an t S par un produit convenable, on peut la rem-
placer par une substi tut ion où 0^=0. En effet, si 0-3 est nul , il n'y a
rien à faire; si a^ n'est pas nul, nous mul t ip l ions à gauche S par S^,
ou nous avons pris c^ tel que a^ + 030,== o; multiplions encore à
gauche le résultat par S,,: le coefficient qui t ien t la place de a;, dans ce
résultat est nul. Nous désignerons encore ce résultat par la même
notation que S, mais en tenant compte de ce que a 3 == o.

Nous allons maintenant , sans que 0.3 cesse d'être nul, rendre a,, nul
à son tour. S'il l'est, il n'y a rien à faire pour cela. S'il ne l'est pas,
nou^ multiplions à gauche par

! i o o o \
e o <, o i o o fS. ̂ 85=: ),

après avoir choisi c< de façon que 0^4- a, ,Ci-== o ; p u i s nous mult ipl ions
à gauche le résultat par

by 0,̂  O^ ̂ ^

l 0 0

0 0 0

0 0 I

0 I 0

si nous cont inuons à désigner le résultat par la même notation que S,
003 et a^ sont tous deux nuls .

Nous pouvons maintenant annuler a^ ; si ce coefficient n'est pas nul
de lui-même, nous n'aurons pour cela qu'à mult ipl ier par

°i>°4 ^î1^1''^.» ''^

\ 0 0 0

— Ça i o o
o o i c^
o o o i

après avoir choisi c^ de façon que a^
résultat, toujours à gauche, par S^.

c^cx.^=o; puis à multiplier le
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La transformation obtenue est

ai o o o

(3i (3. (33 (3.

7i 72 73 74
^1 <^2 ^3 04

a, n'est sûrement pas nul puisque le déterminant est égal à un. Les
relations entre les coefficients donnent alors

(33=(Î3=o.

Notre transformation est donc de la forme

OCl 0 0 0

(3i P. o (3,

7i 79- 73 74
<\ <N t»

Oi Os ° °4

Si [BÎ n'est pas n u l , on l 'annulera en mul t ip l ian t par 858^85 où c^
est tel que p.j -+- c, p.^ ==== o, puis par 858,8,,. Alors ^n'est pas nul , sans
quoi le déterminant le serait; nous pourrons donc annuler p < en mul-
t ip l iant par 858^ 838,185, en prenant c^ tel que (3< — p^==o. Les
relations entre les coefficients nous mont ren t qu'alors -^ est nul aussi
et que a, y;^ == j^.i == I- M u l t i p l i o n s à gauche par 8,, en prenant
r^= Y ^ , 7^== §^ et par suite ^3 == a,, ̂  === ^ ; nous trouvons une trans-
formation telle que

f I 0 0 0

0 1 0 0 '

7i 72 ï o
, 72 02 0 I ,

Nous annulerons y^ en mul t ip l iant par 83, où l'on a pris c< == — y, ;
Ya en mult ipl iant par 83, où l'on a pris ^ = = — y ^ ; c^ en mul t ip l iant
par 858385, avec c , = = — < ^ . Ceci fa i t , nous avons, comme nous le
voulions, la transformation unité..Nos cinq substitutions ont bien la
propriété annoncée*

A/in. Éc. Norm., (3) , XXX1Ï . — SEPTEMBRE IQIO. 32
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II. — Les transformations (T).

i. Considérons deux groupes de quatre variables, co,, co^ ^a» OL>r,
et L^, u ^ , i»3, L » 4 5 liées par la relation

(5 ) (^U^- ((0^)24=0.

Il existe alors, si (coi»), 3 n'est pas nul, trois nombres g^ h, g ' tels que

^-ûJl-+- Aûi>2=CO;i, ^u^+ AU2==L»3 ,

À ^1 4-^^)2 =G)4, AUl+^^s^^^

en effet, les deux premières équations donnent

o. ̂  __ ((:>>u)23 ^ ̂  (C^)l3 .
& (^"îia7 "~ (^hs'

et les deux dernières donnent

A=:—^hi ^.;^ (ûû^)i4
(œu)^' & (ût)^) i25

de sorte que les deux valeurs trouvées pour h coïncident. Nous
pouvons remarquer qu'on a de plus

o-û) 4,/^co Aoi+^c^
^ 34= ° l , , Q ' ^(^--/^(C^)^

g^^h^ /zL4-+.^u2 -ô / v / 1 2 5

donc
^^^=(^li.

(^)l2

Appliquons à œ^ (o^, (03, (Q^ et à u^ i»2, 03, u,, une même substi-
tution (S); les variables transformées û , ,ûa , Up û,, Y ^ , ¥2, Y;,, .Y,,
satisfont à la même relation que les premières

(^r)i3+(ar)^=o.

Si donc (ÛY)^a n'est pas nul, nous pourrons introduire les nombres
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G, H, G' donnés par les relations

p_ (ûï),3G==— (^ï-),,'
w^ _TJ __ (Qr^

(îîr),,'(Î21-)« -~

(aï),4
(^T),,'(1'=

(QY)^
(ar),/GG'-H2 :

Soit
' ai

&i
Cl^

a:,

b,.
Cî

^

aï

b.
Cs

d,

ûi» '

^
c-,
d,

aSi

la substitution (S) employée; nous avons

(^Y')l2=: (^)l2(^)l2-•H^)î3(^u)l3•+- (^^)l4(^y)l^

-4- (^^)23(ûi)t»)23+ (û!^)2^(^^)2^+-(û;^)34(^y)3^

et des formules analogues pour (ÛY)^, (ÛY)^, (ÛY)23, (ÛY)a4,
(ÛY).^,,, obtenues en remplaçant dans la précédente (ab)^ successi-
vement par (<ac)^, (W)^, (&c),,^, (bd)^ (^)mn- Or de là on déduit
les valeurs de G, H, G', qui sont :

( ÎG'-

-(bc)^^(bc)^ff-[(bc)^(bc)^]h^(.bc),^f—{bc)^(^r•--hei)
(ab),,— {ab)^g + [(^^)i3— {cib)^]h 4- (a^)u^+ (^^)34(^ /- ^')>G:

/ - \ / - - i — , r / „ „ \ / - ^ \ ^^. i / ^ / * \ ^ . / . / ^ . ^ \ / ^ — / 7.o\( « c ) i 8 — ( a c ) 2 3 g - + [ ( a c ) i 3 — ( g c ) 2 j ^ + («c )i^'+ (^c ' ) v , ( g g ' — K'
~ {,ab]^—{ab'}.tsg+[{ab)u—(ab)^'\h^-{ab)^^g'^-(ab)^gg'—ht

V)
W
V}
Aï-)'
A!}.

(ad)^-(ad)ng-^[^ad•)^—(ad}^~}h+(ad)^gl+{ad\^{ggl—ht

1 ~ (ab)^- {ab)^g 4- [(ab},,- {ab),,]h + (a&),^'+ (aé),^^'—^ ;
(cd}^—(cd),,së'+[(cd)t,—(c(l}^~}fl+(cd)l,gl+(cd)^(,gg'-h•t)
(ab)„-{ab),sg+[{ab)„-{ab^]/t-^(ab)ngl-^-{ab),^{sgl—h^)'

C'est une transformation l inéaire portant sur g, h, g ' et g g ' — A2. On
peut aussi poser

(uu)i,=a;i, (c>»u)2,=a;î, (&)u),3==:—(&)u).4=a-3,

(Mu),4=:a;4, (uu)3t=;a;5,
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de sorte que ^,, x^ x^ x,, x, soient liées par la relation

^-1 X^ -}- ̂  ̂ k + ^3 = 0.

Si, des variables H-, Y,, on déduit de la même façon des variables
homogènes X, , X,, X,, X,, X,, on aura de même

X i X s + X 2 X 4 + X j = o .

On a alors les relations linéaires et homogènes

Xi = (^&)i2^i 4-(0^)23^2 4--à (0^)13^34-- (0^)1^4 4-(0^)34^,
X2=(^)i2^4-(^)23^4--2(6c)i3^3+(^)^,^44-(^).,,,^,

(7) - X3=:(ac)i^4-(ac)23^4- [2 (^ )13— i].̂  + {ac ),,x, 4- (00)3^5,
^ X4=(arf)i2^i4-(a^)23^4-2(^)i3^+(w/)u^4+(^)3^5,
1 X3= (C^)i2^i 4- ( ̂ )23^ 4- 2 ( C^)i3^34~ ( C^)^, 4- ( cd)^X^

qui ne sont autres que les relations (6) rendues homogènes.
Comme l'égalité

X,X,4-X,2X4+X^=o
résulte de

^i œ^ 4- ̂  ^4 4- ^j == o,

et que son premier membre est une forme quadratique en x,, x^ ̂
œ^ x^ on a l ' ident i té ' ?

XiX.54- X2X44-XJ==À(^i . rg4-^^+^)^

^ étant u n e certaine constante qu'on va voir être égale à un.
Nous dirons qu'un système de cinq nombres non tous nuls x,, x.,

^3, ̂  ̂  liés par la relation

•^1 -^S 4- ^2 ̂ 4 4~ X\ == 0,

représente, en coordonnées homogènes, un point de l'espace à six
dimensions; si x, n'est pas nul, nous dirons que le point est à dislance
finie et a pour coordonnées non homogènes les trois nombres com-
plexes

é———^ h^^ ^^.
^i î ô x,

Les transformations (6), ou (7), sont alors des transformations de
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l'espace à six dimensions, que nous nommerons, pour abréger, des
transformations (T). A moins d'avis contraire, toutes les transfor-
mations (T) que nous considérerons seront à coefficients réels.

2. Les transformations (T) forment évidemment un groupe iso-
morphe de celui des transformations (S). Cela nous permet d'affirmer
que toute transformation (T) est un produit des transformations qui
correspondent à S,, S^, 83, 84, 85. Or, si nous formons ces cinq trans-
formations, nous constatons qu'elles ont toutes un pour déterminant .
Il en est donc de même de toute transformation (T).

Or, par une t ransformation (T), x^x^ -4- x^x,, -+- x^ se multiplie par
une constante À, comme nous avons v u ; donc son discr iminant est
multiplié par "X5; mais, d'autre part, nous savons que ce discr iminant
n'a pas changé ; comme À est réel, c'est donc que À == i ; ainsi

XiX,+X2X4-4-X|==^i^+^2^+^|.

Ce résultat, obtenu pour les t ransformations à coefficients réels,
s'étend d'ailleurs immédia tement aux transformations à coefficients
complexes : car il est vrai pour les transformations correspondant
à S,, S^, 83, que les paramètres qui y figurent soient réels ou non.

3. Supposons que x^ x.^x^x^x, soient des nombres complexes,
et soient x^, ,r^, x^, x,^ x, Jeurs conjugués; soient de même X < o ,
X,o, X^o, X,,, X,o les conjugués de X . , X,, X,, X,.X,. Les transfor
mations étant réelles, on voit tout de suite qu'en désignant par À et ^
deux constantes quelconques, "ÂX^ + ^X,o, ^X^ -4- ^.X^, ̂ 3 -4- P-Xso,
T^X, 4 -^X40, et ^Xs-j-^X.o sont les transformés de T^-l-p^o,
^ 4- ̂ ^ A^ -+- ̂ x^, \x^ + a^,o, 7^5 -+- ^'5o ; donc

(ÀXi 4- /JLXio) OX,4- ^.X,o) -+- 0X2 4- ^.X2o)(^X.4+ p-X^o) +• 0X3-4- ^X3o)2

^ (^ X^y.X^) (À^s-l- ^^,o) +• (>^2+^^20)( }>^4-+ ^^o)•+-(?l^3+^^3o)2•

En égalant les coefficients de 7^, on trouve l'identité, importante
pour la suite,

XiXso4- XioX5-+- X2X40+ X^oX^-i- 2X3X30

=== x^ x^ -+- ^io ^s 4- .a"2 -^40 + -^'ao x^ -+• 2 x^ x^.
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Désignons, d'une façon générale, parWo le conjugué d'un nombre
quelconque m. En considérant la transformation (6), cette identité
devient

GG' - H2 -+- Go Go - RI - GGo - Go G' + 2 HHo
^ _________Sg' —— ^ -t- §Q ffp —— hl —— '̂Q ~ §Q g' + ̂  ̂ 0________

~ \(ab)^- (ab),:^ -+-2(ab)^/i ^-{ab}^g1 4- {ab),, { g g ' — h-2) ̂

En particulier, les inégalités et l'égalité

é^— hî + ^o ̂ o — /^ — 8ë\ — SQ S ' -i- 2 ̂ ^o > 0,

^— À2 -t- ^o^o - ^o2 — o '̂o — ^o ̂  + 2 hh^ < o,
^ /— ^2+ S^ê'Q — ̂  — é^o — o'O^-^- ̂ ^o=0

sont conservées par les relations (6). Posons

g-=: Cjo-h^h

/^==Xo+^^,

^= yo+^j",
f îo» ^o? f f o » ç? :?e? fê tan t réels; nous avons alors

^o - ̂ + Sg'— ̂ -^o - ̂ ^+ 2/^0=- 4(9^- ^2) ;

donc ççj' — JC2 conserve son signe par la transformation (6).
De plus, si QQ' — ^e^o, <j et Çj" sont de même signe; or les substi-

tut ions correspondant à S^ S^, 83, S,., 85 conservent alors toutes ce
signe; donc il en est de môme pour toute t ransformat ion (T). Ainsi,
les six domaines suivants sont changés en eux-mêmes par toutes ces
transformations :

(I)
(n(ii)
(ni)
(iir)
(IV)

qcy — x2 > o, g + (^ > o ;
gg^x^x), g+y<o;
gg^x^o,
gg'-je^o, î+^>o;
gg^x^o, g-i-y<o;

g^x^g^o.

Pour le domaine (IY), ou domaine réel, cette propriété est évidente.
Les points conjugués de ceux du domaine (I) sont dans le

domaine (I'), et réciproquement; la même chose a lieu pour les



TRANSFORMATIONS IHRATIOrSNELLES QUADRATIQUES. 25.^

domaines (III) et (Iir), qui servent de frontière commune entre le
domaine (II) d'une part, et les domaines (I) et (I') de l'autre.

4. Nous allons maintenant démontrer que tout point d 'un de ces
domaines peut être changé en un po in t quelconque du même domaine.
Pour cela, il nous suffît de démontrer qu 'un point fixe dans chaque
domaine peut être changé en n'importe quel autre poin t du même
domaine.

Tout d'abord la transformation
G = ^ + À ,
II = h + p.,

G/^-^,

correspondant à la substitution (S)
/ I 0 0 0 ^

\ 0 1 0 0 f

j À [J. 1 0 j7

( [J. V 0 1 )

permet de modifier comme on veut les parties réelles de g , h , g ' ; on
peut donc se borner à démontrer qu'on peut t ransformer dans chaque
domaine un certain point en un autre dont les coordonnées aient des
parties imaginaires assujetties aux seules conditions qui définissent le
domaine.

Pour le domaine (I), le point

S=^=1. k=zo

est changé dans le point
g^iq, k=i^ ^==^

du même domaine, par la transformation
i __ G _ ___H____

"^^^r-^—^-^^/^F^} wW^^v ^w1-^
(̂  . GG'—iï2

-x2 ^ / / ^^^ .^yg^-^
^ 2 À - ^ + ( ^ - A - ) — — — — ^ — — — —

(j^/f^—X2 V y
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qui correspond an tableau

0

0

-^
x

'' ^

—3e
\/(;(Ç,(j'-^)

./ (-
V (iÇi'-ae2

0

0

1^
0

0

0

0

0

0

M'-^
V ()

Cette même transformation change encore le point
g-=:^'^—i, h=o,

du domaine (F), dans le point
^=-<g, h=-c^ ^=-,y,

du même domaine.
Passons au domaine (II). Le point que nous t r ans fo rmons est ici

g-==.i, g^—i, h-==o;
soit encore

-=iÇ^ ^=^r, h=i^

le p o i n t à at teindre. Si d'abord <j est positif, la réponse est donnée par
la transformation correspondant au tableau

—^c
^(^--^n ^

0 \/3^^ 0

\/Tf 0 0

^e 4 /^-^V y
x2— gç^

c'est-à-dire
i G- H

X( --g__
Y i/X2 — c.c^W^-y^y \yx^="g(7^ ^se7"^^

G' G f ^ — H 2

X2 X,^ ^w-^,7^ ,^.-——^^ + , _ A - V———,l,>, ( /_ ̂  ) . V -" - W
q^-W <j (;
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Si ç est négatif , nous avons le résultat au moyen de la transforma-
tion correspondant au tableau

:̂=7;(X2'̂ "̂

./""^^y x2 __. (,(,.'

x /X2-- (.C,'•v—^-
qui est

G I I

/J^—yC^y W^—^y7/ \/X2 — Ç,^

G7 __________ W - H2

^ v^w — ^j'yx ~ ~ v / x 1 - - i ,^7"~ /^
- - 2 — — A + v —————————(^- - / t 2 }(^/je^-^

Si ma in tenan t ç, é t a i t n u l , (("ne l ' é t an t pas, nous pourrions, par une
de ces deux t rans format ions , obteni r le po in t g- = ùf, h = ?3C, g ' = o ;
en app l iquan t à ce po in t la t ransformation correspondant à Sg, on
arrive au résultat demandé. Si e n f i n (j et ^ é ta ien t nu l s tous deux, on
aurait la solution par la transformation

i G

X 4.X 2.ÏC /iX'^

H G^ GG^H2

^ — — T ^ — - x -4- 2 XÀ ~ x(^- /z2) - x^
^+^(^-A.)

qui correspond au tableau
1 0

0 ïïc T5c 0

0 0

^ X o o X

La propriété énoncée a donc lieu pour ce domaine.
Ann. Éc. Norm., (3), XXXII. — SEPï'EMimri 1 9 1 5 . 33
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Prenons maintenant le domaine (III), et, dans ce domaine, le
point g=i, ^ = À = = O . Si (j n'est pas nu l , on le change dans le
point g-=i(f, g ' == iQ\ h = i^i de ce domaine au moyen de la trans-
mation

G=^,\
H = g-^i + h,

G^^./^-^

qui correspond au tableau

q=\/y7 o o j

\/() 0 0 f0

0

t

7?
^

±^

où il faut prendre les signes supérieurs si X est posit if , les signes
inférieurs dans le cas contraire. Si Q est nul , îC l'est aussi ; comme on
n'a pas un point réel, (j" n'est pas n u l ; on arrive alors au résultat en
changeant d'abord le point g'==i, ^ = = Â = O dans le point g = = i ( / ,
^ = = Â = : O y au moyen de la subst i tut ion précédente, puis en appli-
q u a n t au résultat la transformation correspondant à S;,.

La démonstration faite pour le domaine (III) est bonne aussi pour
le domaine conjugué (IIP).

Enfin, pour le domaine réel, la transformation citée en commençant
suffit à faire voir c[ue la proposition est encore vérifiée dans ce cas.

5. Dans ce qu'on vient de dire, on a omis déparier des points à
l ' i n f in i ; cette expression a, bien entendu, ici le sens que nous lui avons
donné plus haut. Par une transformation convenable, un tel point
peut toujours être ramené à distance finie : il suffît pour cela de se
servir d'une des trois transformations correspondant aux tableaux

' 0 0 — 1 0 ^

0 1 0 0

1 0 0 0

, 0 0 0 I ,

'

^ 1 0 0 0 ^

0 0 0 — I

0 0 Ï 0

0 1 0 0 ^

• 7 /

0 0 0 — I

0 0 —— Ï 0

0 1 0 0

1 0 0 0
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en remarquant que ;z^, .T.̂  , .r,, et , x ^ ne sont cer tainement pas nuls
ensemble, sinon x^ le serait aussi .

Quand on le ramène ainsi à distance finie, un point à l ' infini
tel que

.^1^50-+- ^io^5 + ^2^40 -+- ^'20-^4-t- 2^3^30

soit nu l , vient dans l'un des domaines (III) ou (IIF), roais toujours
dans le même, quelle que soit la substitution employée : car autrement
un point d'un de ces domaines pourrai t être changé dans un point de
l'autre, ce q u i est absurde. Nous dirons alors, suivant le cas, que le
point à l ' inf ini appartient au domaine ( I I I ) ou au domaine (IIP). Nous
adopterons des définitions analogues pour les autres domaines.

La propriété qui fait l'objet du numéro précédent subsiste alors
quand on adjoint aux domaines considérés leurs points à l ' infini.

D'ailleurs, le domaine (I) n'a pas de point à l ' infini; car, s'il en avait
un, l 'une des trois substi tut ions précédentes le transformerait en un
poin t à distance f i n i e pour lequel g , g''ou g g ' — h 1 serait nul . Or, dans
ce domaine, ni g ni g ' ne peuvent être nuls ; et, pour g g ' — À 2 , nous
pouvons remarquer que, dans ce domaine, on a

^ — ^2 ̂  ̂  ̂  — Ay2 — ̂ ', — ^o ̂  -i- 2 h fi, < o ;

si gg'—À2 == o, cette inégalité devient

— Sê\ — ê'^8' -+- 2 ̂ o < ° î
or, on peut poser

^=a2, g'-=^\ h=^,

a et ? étant deux nombres complexes dont les conjugués sont aoCt po ;
l'inégalité devient alors

- (a(3o—aoP)^<o,
ce qui est absurde.

6. Nous voulons calculer ma in tenan t le déterminant fonctionnel
.D(G, H, G ' )
D(^ ^ § ' )

de la transformation (6).
Pour cela, considérons quatre variables x^ x^y x.^y x^ sur lesquelles

nous exécutons la transformation (S) à laquelle correspond la trans-
f o r m a t i o n (6). En remplaçant ^3 par gx^ + fix^ et x^ par hx^ 4- g 'oc^
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nous voyons que les variables .r, et x^ subissent la t ransformat ion
X i -==. ( ai 4- ^.•{^ 4- a^. îi ) ,?:'i 4- ( cfî -4- ^3 A 4- < ,̂ ̂ / ) ̂ 21

X^==: ( /^ i 4- b ^ S ' 4- b,,h):c^ 4- (<^2+ ̂  -1- ^é^)1^;

^•, À, g ' subissent eux-mêmes la transformation (6). Or, le déter-
, D ( X i , Xs) , i ., ,minant ————-, se r é d u i t aD(^i , ^2)

(ab)^—(a^)^ér^ 2(<-^)l; i^4-(a^)l4^ /4- (cib)^(^— A 2 ) ;

c'est le dénominateur commun des seconds membres des formules (6);
ce dénominateur jouit donc, relat ivement aux produits de transfor-
mations (T), de la même propriété que le dé te rminan t fonct ionnel
cherché.

Or, ce déterminant se calcule facilement pour les .transformations
particulières correspondant à S,, S^, S;i, S,,, S, : on trouve chaque fois
l'inverse du cube du dénomina teu r . Ce résultat est donc général; on a
toujours
D ( G , Eï^) i
B(^, h, g ' ) [{ab}^^ab),,ff-}- ^{ab^.h 4- (ab}^g' 4- ^b),,(^—h2)'^

7. On a déjà vu que, par les t ransformations (6), l 'expression
çg'— x2 se reproduit multipliée par l 'inverse du carré du module du
dénominateur . D'autre part, on vérif ie sans peine, à l'aide de S,, S^,
83, S,., S;,, que le dé t e rminan t fonct ionnel de la t ransformation subie
par Ço, ^€o, Çy, <j, JC, <j' est égal à l ' inverse de la sixième puissance de
ce module. Il en résulte i m m é d i a t e m e n t que l 'intégrale sextuple

////// c/Çf, r/Ç cl^ </JC dC^ cicy
( C ^ - X ^ ~

étendue à une certaine région, est égale à la même intégrale é t endue
à la région résul tant de la première par une transformation (T). Si g ' y
h, g ' sont trois fonctions c o n t i n u e s de trois variables réelles u, v, w
assujetties à certaines l imi ta t ions , l ' intégrale triple

^ S . l ^ g ' } ^^,,
.1) ( (/, c, w )/// (gg'-3^)'

ne change pas non plus par les transformations (T).
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8. Nous avons vu que les t ransformat ions homogènes (7) sont des
transformations en elle-même de la formequadratique;ri.r5+.r^+^:;.
Est-ce que toute t ransformation en elle-même de cel te forme quadra-
tique est une transformation (7)? Il est d'abord nécessaire pour cela
que son déterminant soit un; supposons qu^il en soit ainsi.

Soit
Xi:"- ai^i4- OC2^2-+- ̂ ^ + ^4^+ ^5^

X2==(3i^i+ t3^-+- (33^3+ iS4^4+ PS^S,

X3== yi.ri-4- 72^2+ 73-a"3-+- 7^4. + ys^s?
X4== Ôr^l-l- Oâ^2-+- <53-r3+ 04^4- 05^5,

X5= £i.ri •+- Sâ^a-t- ca^s-h- s-^-l- £3^5

une transformation en elle-même de notre forme quadratique, de déter-
minant un. On voit immédiatement que

ai£ i - t - (3 iô i -+ 71 =o.

On peut supposer que v^ n^est pas nul ; s^ i l Fêtait , on n'aurait qu'à
multiplier à droi te cette t ransformat ion par une transformation (7)
convenable pour le rendre non n u l . Prenons alors a^ a^, b^ b^ quel-
conques sous la cond i t i on

(<r^) i2=oci ;

puis choisissons c,, c^ d^ d^ de façon^que
ai ci=-—a^^ ^171, ai C 2 = — ^ P i + ^yi,
ai^/ i=== r / i y i 4-^lôn a iA== ^âYi + ^20 l•

Nous avons alors les relations

(ab)^-=a^ (^<- ' ) i2=Pi» (â^) i2=— (^)i2=7i.
(^)l2=Ûi, ( C ^ ) i 2 = = £ i .

Le raisonnement qui a servi à montrer que toute substitution (S) est
un produit de substi tutions S^ S^, 83, S/., Sy peut, en employant les
mul t ip l ica t ions à droite, montrer qu'il existe une substitution (S)
dont les deux premières colonnes du tableau des coefficients sont :

û?i a^
^i b^
Ci ^
di d^
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multiplions alors à droite la transformation donnée par la transfor-
mation inverse de la transformation (7) qui correspond à cette sub-
stitution (S); si l'on désigne la transformation produit par la même
notation que la transformation donnée, on voit qu'on a maintenant

GCi = I , Pi = ̂  = S, = £i = 0.

Égalons alors à zéro les coefficients de oc^x^ x ^ x ^ , x,x^ dans

XiX5-+-X,X,-+-Xr;,

et à un celui de x^ oc^^ nous trouvons

£2== £3== £4== 0, £5==l.

De plus, entre les autres coefficients, nous avons les relatioïis sui-
vantes :

(3,o,+7J=o, (3303-+-7J=i, (3,^+yî=-o,
^S^^^S^ 27^4=^1,
P2Ô3-Î-(33<Î2+ aysy^r^o,

P3 (54-^(34<Î3-+- 2ysy4 ï=o ;
enfin, le déterminant

est égal à un. Donc

Pa (33 (34

Ys 73 y^
52 ^3 <Î4

X2= (Sa^-l-Pa^s-l- P4^4î

X3= 72-^2 + 73 ̂ 3 + 74^4,

X4== ^2 •^2 -+- <Î3<^3-^• <Î4^4

est une transformation en elle-même de déterminant un de la forme
OC 3 JL 4 —j— ^t/ î» >

Donc, en désignant par a, 6, c, <a? quatre nombres réels convena-
blement choisis, tels que

ad — î)c==-1,

cette transformation, ̂ '^ est positif\ est de la forme
Xâ=: a2.^ -4- '2-ct-bx^ — ^.a^,
X3==:«c^'2-+- (<2<;/-i-" bc)x^ — ̂ ^4,
X^ =: — c2 ̂ "2 — ^ cdx-^ -4- ̂ .r/, ;
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c'est encore vrai si [̂  est nul , o, étant posit if . Mais, si l 'une ou l'autre
de ces quantités est négative, il f au tp rendre la subst i tu t ion précédente
suivie ou précédée de

Xa== — ̂
X3== 1^3,

X^=—Xf,.

Nous prendrons, pour fixer les idées, a, 6, c, d de telle façon que cette
substitution précède la première citée. Alors, nous multiplierons à
droite la substitution à laquelle nous sommes parvenus par l'inverse
de la transformation (7) correspondant au tableau

' d c o o

b a o o

o o a — b i5

o o — c d ]

puis, si ^s ou ô/. était négatif, nous faisons encore la substitution

(8) Xi=^ Xa=—^, X3=.r3, X4=—^,, X,=^;

cette dernière n'est pas une t ransformat ion (7), car, appliquée à un
système de nombres tels que x^x^^ x^ûc,,-^- x\ ==o, elle échange les
domaines (1) et (!'). La t ransformat ion à laquelle nous sommes par-
venus est de la forme

Xi== a\ 4- a^x^^r- 03 ̂ 3 4- 04^44- OL^X^^

A2== ̂ 2 — OC^'g,

X3=r\r,—-a,^,,

X4 == .z'4— aa^i,

Xs.rrr ^5 ;

or c'est la transformation (7) qui correspond au tableau

i

0

0

\ °

0

î

0

0

—OÎ2

J
- a,
2 3

r

0

î
~^3
2

0^

0

1 1
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Nous avons donc mis notre subs t i t u t ion sous la forme d'un produit de
substitutions (7) dans lequel est, dans certains cas, intercalée une
substitution (8), et une seule. Quand il n'y a pas de substitution (8),
nous avons bien une substitution (7 ) ; quand il y en a une, nous
n'avons pas une substitution (7), puisque les domaines (I) et (F) sont
échangés.

Ainsi, la condition nécessaire et suffisante pour que notre transfor-
mation soit de la forme (7) est qu'elle change le domaine (I) en lui-
même.

On peut aussi donner une interprétat ion géométrique des transfor-
mations (S) et(T), ainsi que des transformations analogues à (S) pour
lesquelles on a l'identité

(^Y)l3+ (^Y)24=- (û^)l3- (C.^)^,

auxquelles correspondent les transformations en elle-même de la
forme ̂ a^d- .r^4- oc^ qui ne sont pas de la forme (7) : les transfor-
mat ions (T), suivies ou non de la transformation (8), sont les trans-
formations subies par les points de la quadrique de l'espace à quatre
dimensions

X^ X^ -+- X^ X^ ~\- X^ -= 0 ;

les transformations (S) et leurs analogues qu'on vient de citer sont les
transformations subies par les génératrices de cette quadr ique dont
voici les équations :

^1 -+- (<?./-+- ^)^4 + f2^^ 0,

^2-+- ^^-t- ( e /—^)^5==0 ,

x^—ex,,—fx^-=. o;
il suffît de poser

__ ̂  „_____^ \ r r - — — — ^ 2 .

~ ̂ ) v ~ 0)^ SD ~~ û'>4

La condition
(^)l3-+- (0)^)24== 0

exprime que les deux génératrices de paramètres œ ^ , QJ^ ^s? ̂  et u!?
L^, î j^ , L^ se rencontrent; leur point d'intersection a pour coordonnées
homogènes

.ri=(rx»-j)i2, ^2= (r-.yj)23, ^^C^)^ ^4=: (oûu)i4, ^3== (&yj)34.
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A un point à coordonnées complexes de la quadrique, on peut faire
correspondre une variété réelle à deux dimensions, savoir l 'inter-
section du plaa tangent en ce point avec le plan tangent au point
conjugué. Les transformations (T) indiquent alors les t ransformations
de cette variété.

CHAPITRE II.

KECIIEHCHE DES POINTS DOUBLES. CLASSIFICATION DES TRANSFORMATIONS (T).

I. — Recherches des points doubles.

. Considérons le tableau des coefficients d 'une transformation (S) :

d, ^

a i — s a 2
b^ b^—s
C^ Cs

d, d^

r/i a^
1 b, b,

Cl Cï

û'3 CTt

&3 64

C3 c^

d, d,

a^ a;,
b-, b,

c^—s c:,
d.^ d:, — s

Formons l 'équat ion

(0

elle s'écrit encore

.<f4— (a^ + b^-+- €3-4- d,,)s3

+ [(^^)i2-l~ (^c)i3-i- (W)u-l- (^c)23+ (W)24+ (cd)^]s<i

— (A i-+- B2-+- Ça -h D/,) s -h 1=0 ;

mais, à cause des valeurs déjà trouvées pour les mineurs , nous voyons
tout de suite que

Ai 4- Ba-r- €3-4-1)4== ^1-4- b^-\- C^-i- d^

et que, par sui te , cette équation est réciproque. L'exemple de la transfor-
mat ion S, nous montre d^ailleurs que toute équation réciproque du

Âiin. Éc. N'orm., (3), XX-XIL — OCTOBRE 191,5 . 34
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quatrième degré pour laquelle les coefficients extrêmes sont égaux
à un, est une équation (i) si ses racines sont réelles; la transfor-
mation

' a o b o ^
o a ' o b'
c o d a 7

^ o c ' o ci' ^

où ad—bc = a ' ' d ' — b ' d ' = i, et celle-ci :

/' COS ÎO

— /• sin<p
0

0

/" sin<p
/• cos9

0

0

0

0

r^coscp
r' sinco

0

0

— /J s 1 1 1 9
/•' COS 03 y

\

où rr'=: i, nous montrent que c'est encore vrai même si les racines ne
sont pas réelles.

Nous appellerons toujours ces quatre rac ines /^ , r^ /';,, r^ et nous
aurons les relations

r\ /*3 -=. î\ /'4 == i.

2. Plaçons-nous dans le cas où ces quatre racines sont distinctes.
Soient r et r ' deux d'entre elles, non inverses l 'une de l'autre. Le
système d'équations en oj,, o^, 003, co,^

/• r,) i •==; a^ Gji 4- a.^ G) 2 -h ffy d) 3 4- ^/.G)/,,
r c.j2 == b^ oji --(- Àg r.,):; 4- ^3 a) 3 4- b., r,)^
/• 003 •==. Ci rj)i -h €2 (Oa -4- C;» fj,)3 4- c,, w^,
r o).', == (̂ i o) ^ 4- d^ r») 2 4- d.^ 0)3 4- <:̂  rx)^,

admet au moins une solution non nul le ; il en est de même du
système

/ • 'Ui-r a^j^ 4- ^^-l-- ^3 y;} 4- <VJ4,
r'-o^. ^i-ji4- ^2^24- ^3^34- ^4^4,

, ' r^J3== CiL>i4-C2'J24~ Ca-Ja-h C/,^,

r^ U/, = ̂ i -Ji 4- (4 ^3 + ^3 "^3 + ̂ , U,̂

où les inconnues sont L^, ij^, u ^ , L^. Pour les solutions décès systèmes,
on a

rrl[{^}r^{^')^'} == (^)u4- (0^)24;



TRANSFORMATIONS BIRATIONNELLES QUA?'»RATîQlîES. 267

par su i t e , comme rr' n'est pas égal à un,
(00^)134-(ûi)J)24=: 0.

Alors, par la transformation (T) correspondante, le point

^1= (cOJ)iî, X^-=- (C^)23, ^3-=:(fx>'J)i3, ^4.=: (GJJ)i^ .Z"3:=: (&TJ)3.i.

a ses coordonnées homogènes multipliées par rr' : il ne change pas;
c'est un point double de cette transformation (T).

Ce procédé ne fait correspondre à r et à r1 qu'un seul point double
de la transformation (Ï) : car, si l'un des systèmes qui donnent o^, co^,
0)3, (04 et L » i , Us, ^3, ^i admettai t deux solut ionsdis t inctes , c'est-à-dire
non composées de nombres proportionnels, j\, î\^ 7-3, r,, ne seraient
pas distincts. En prenant de toutes les façons possibles deux racines
non inverses, nous obtenons ainsi quatre points doubles distincts, caries
produits r,r^ r,r^ r^r;,, ^r,, 'sont distincts, du moins si aucun d'eux
n'égale moins un.

L'équation en s du c inqu ième degré :
' (ab)^-s (ab)rà 2 ( ^ 6 ) 1 3 (^)u (ab)-^

{ôc)^ (^0)23—.s- 2 ( ^ ) 1 3 {bc)^ (^^).n

(2) (^)i2 (^)23 9.(ac)^—i—s (<^c)i4, (^c)34 =o
(aci)^ (.ad)^ ^{ad)^ (ad),,—s (ad)^
{cd)^ Çcd)^ 2(^)13 (cd)^ (cd)^-s

admet donc les quatre racines dist inctes r^, r\r^ r^r^ r^. On
démontre d'ailleurs facilement, comme on l'a fait pour l'équation (i),
qu'elle est réciproque et admet encore la racine un. Nous avons ainsi
ses cinq racines quand r,, r^ r,, r, sont distincts, et que deux de ces
nombres ne sont pas opposés; mais alors, les coefficients de l'équa-
tion (2) sont égaux aux fonctions symétriques de ces cinq nombres
toutes les fois qu 'un certain polynôme en a,, &„ c,, di n'est pas nul;
l'égalité a donc toujours lieu, et les cinq racines ont toujours ces
valeurs.

Si aucun des nombres r,r^r,r^ r^r^ r^r, n'est égal à ±i, la trans-
formation (T) a donc au moins quatre, au plus cinq points doubles.
Mais, en général, à la racine un ne correspond aucun point double,
comme on le voit par la t ransformation S, : les valeurs trouvées ne
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satisfont pas à la condit ion a?^ •+ x^x,, 4- ^;==- o; donc, en général,
les transformations (T) ont quatre points doubles, et quatre seulement.

3. Si l'on a un point double de la transformation (T), on peut trouver
directement les racines de l 'équation (i) qui lui correspondent; si le
point est à distance finie, ce sont les racines de Inéquat ion

ai -4- g-a^ +- hdr, — s a^ + ha'^ -4- g- ' < ,̂
b^ 4-^3-4- hb^ b^ -+- hb^ -i- g " 1 ' b.,-

où g, /i, g ' sont les coordonnées du point double. En effet, soient r
et r les racines de cette équation ; prenons co^ et co^ non n u l s ensemble
et tels que

rûVi ;= ( û?i + gaz + ha^ ) ̂ i -+- ( a^ 4- ha-^ +- ^ a,, ) G).^
/•û)2 == ( 6,1 + gb'^ + kb,, ) G3i + ( bî + /̂ :i + ̂ r/ ^4 ) ù)^ ;

prenons de même u^ et u^ non nuls ensemble et tels que
r'v^^ (^4- ffa:^ /ia^u^ (^2+ /fa:^ g-'a^u^

^0.^-= (bi -+- ûrÀ;j+ hb^u^ + (&.2+ bb^-\- g-' /}.,)u.^

Posons ensui te
C,)3=: g-^^ + Aû,^, l»3= ,^'Ui-+- ÂU^

G),, ==: À &yi + ̂ ^^^î "4 =; /< Ui 4- ̂  Ug ;

alors, par la transformation (S), co^ o->a, ^^, ^.r, sont mu l t i p l i é s parr ,
et L^, Ug, u;,, u,. par /; r et ^ sont donc b ien les racines cbercbécs.

4. Il est facile de conclure de ce qui précède q u e la nature des p o i n t s
doubles doit dépendre de la na tu r e des racines /" , , /^ , /^ , /^. Nous sommes
amenés à classer les transformations (S) e t (T)en divers types, su ivan t
la nature de ces racines.

Ces types seront au nombre de dix :

Premier type. — r^ r^, r.^ r,, réels et distincts.

Deumème type. —r^ et r^ réels et distincts; r^ etr,, imaginaires con-
jugués-

Troisième type. — r^ et r^ imaginaires conjugués; ^ et ^ aussi, et
distincts de /\ et rg.
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Quatrième type. — f\ et r.^ imaginai res conjugués ; r^ et r-, aussi, et
distincts de r^ et r.^.

Cinquième type. — T\ et /^ égaux et réels, et dist incts de 7-3 et r,..

Sixième type. — j\ et r^ égaux et imaginaires.

Septième type. — r^ et 71;, égaux; r^ et /\. réels et distincts.

Huitième type. — r\ et /•;( égaux; r^ et r; imaginaires conjugués.

Neuvième type. — i\ et r;; égaux à un; r\ et r,., à moins un.

Dixième type. — r^ r^ , 1\^ r,, égaux.

On reconnaît immédia tement que toute substitution (S) appartient
à l'un de ces dix types, et à un seul.

L'objet de l'étude qu'on va faire va être d'étudier la nature despoints
doubles des subs t i tu t ions de chaque type, c'est-à-dire devoir auxquels
des six domaines (I), (I7), ( I I ) , (III) , (III') et (IV) ils appart iennent;
de voi r si le groupe des puissances de la transformation est discon-
t inu , et, s'il l'est, de voir l'effet des puissances de cette transformation
sur un po in t quelconque; en f in , de ramener les substi tut ions de
chaque type à une ou plusieurs formes simples, en les transformant
par des subs t i tu t ions convenab lement choisies. C'est d'ailleurs ce
dernier point que nous traiterons d'abord dans chaque type; il nous
permettra de répondre facilement aux autres questions; de plus, il
nous permettra d'achever la classification dont la dist inct ion en dix
types est le commencement.

5. Avant de commencer cette étude, remarquons qu^il existe une
subst i tu t ion (S) dont les é léments de la première ligne ont des valeurs
données : nous avons même vu une proposition plus étendue, rela-
tive à deux lignes ou à deux colonnes (Chap. I, § II, 8). Mais il nous
sera utile pour la sui te devoir une telle substitution ayant certains
éléments nuls; les tableaux suivants jou i ron t des propriétés qu i nous
serviront .

Soient^, a^, a:;, a,, les é léments de la première ligne ; si d'abord a i a^
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n'est pas nul, nous aurons le tableau :

a^ a^ as 04
i io — — o
04 Oi

ï

0 0 — 0ai
o a^ o a^

Si, au l ieu de a^ a^, on suppose non nulle l 'une des quantités a^ a^,
û^^:î» ^3^4» on se ramène au cas de a^ a,, ̂  o en mult ipl iant à gauche
la transformation cherchée par

S, 84
S,
84

si
si
si

^02^0;
a^ 03 ̂  o ;

0304^0.

Si ces quantités sont toutes nulles, mais si l'une au moins des quan-
tités a^ a^ ne l'est pas, la réponse est fournie par le tableau :

o a'i
0 0

Ci o c:,
o o o

^

avec la condition (ac)^ == ï ; si c^est l 'une au moins des quantités 03,
a^ qui n'est pas nul le , on se ramené au cas précédent en mul t ip l i an t à
gauche par Sy.

Si, au l ieu de se donner les éléments de la première ligne, on se
donna i t ceux de la deuxième, de la troisième, ou de la quatrième, on
se ramènerait au cas qui vient d'être traité en mul t ip l i an t à dro i te
la transformation cherchée par Sg, S,, ou S^S^ S^S^S;,, suivant le cas.

Tout ceci reste vrai même si l'on ne suppose pas avoir affaire à des
substi tutions réelles.

II. — Premier type.

1. r,, r^, r^r^ sont réels e td is t inc ts . Il existe alors des nombresw, ,
7^2, m.^ m^ réels et non tous nuls, tels que la transformation (S) consi-
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dérée donne lieu à l ' identi té
( 3 ) mi ̂ i 4- rn^ ̂  4- rrz^ ̂ 3 4- ̂  ̂ 4 = ̂ 'i ( ̂  i <*) i 4- /^a ̂ 2 4- ^3 0^3 4- m,', 0^).

Soit
' //^ //î 2 m^ r ï i ^ 1

^1 ^2 ^3 ^4

^1 ^2 PS ^4

, <7l <72 ^3 ^^ .

une substitution (S) de première ligne m, , m^, m^, m^ Posons

7:1 =-=: nii (t^ -f- m.^ u^ 4- ^3 ̂ 3 4- ni^ G)^,

7T2== niCx)i4- /^2ùi).^4- ^3 0034- /^->t,

7T3=: /Ji G)i4- ^2f-l)2-+• /)3 ^34- /^^47

7r^= ^1^14- <72û.)24- Ç3^3+ ç^0^;

faisons de la même façon correspondre aux variables Q ^ , ÛL, ûg, û.^ d^
nouvelles variables IIi, IT^, II;ç, 11,. Les variables 11̂  II,, H^ II, sont
alors des transformées de n:,, TC^, TC;^ -T^ par une subst i tut ion (S), qui
est la transformée de la subst i tu t ion donnée par la substitution (4). Or,
en tenant compte de l'identité (3) et des relations entre les coefficients,
on voit que cette substitution transformée est de la forme

(5)

f\ 0 0 0

Pi ?2 0 P4

7i 72 r, y,

<3i Oa ° ^4

Mais il existe aussi des nombres réels p\, p ^ p ^ p [ non tous nuls tels
que
(6) p\ïi, 4- /^ Ha 4- p, n., 4- R1, n,, == /^ ( p\ Tt, 4- //^ 7:2 4- 7/3 ̂  4- p\ ̂  ) ;

et même, p., n'esl pas nu l ; en effet//^ p^ p,^ p , sont donnés par les
équations

('•i— r-,) p\ 4- Pi ̂  4- 7i/?3 + ^1^4 == °^
( (32—— ^) ^2 -+- 72/>3+ ̂ ^ ̂  0»

(3^2 + 7^3 -4- (^ - ̂ ) /^ = ° '

si donc ( p a — ^ ) ( o , -- r,) — p^o , n'est pas nul, p\ ne sera sûrement
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pas nul non plus; si cette quanti té était nu l le , c'est que l 'une des
racines r^ et T\, serait égale àr;^ ce qui est contre l'hypothèse. Donc ^3
n'est pas nul.

Nous pouvons alors faire de p\, p\, p'.^ p[ la troisième ligne d'une
substitution (S); et, d'après ce que nous avons vu (I, 5), nous pouvons
faire en sorte que la première ligne de cette substi tution soit

0 0 0 .
P3

En transformant la substitution (5) par celte nouvelle subst i tu t ion,
nous la mettons sous la forme

7*1 0 0 0 ^

o p, o P,
o o r;j o

^ o Sa o ô/. ^

Les racines de l'équation

(i32-.î)(^~^)-^Ô,=:o

sont^ et /•,.. Il est donc évident qu'en transformant par une nouvelle
subst i tut ion de la forme

1 0 0 0 ^

o n"^ o n\
o o i o 7

. 0 P\ 0 /.: ^

on arrivera à la subst i tu t ion

(7)

Donc, en transformant convenab lemen t une s u b s t i t u t i o n (S) du
premier type, on peut la mettre sous la forme (7), que nous nomme-
rons/orme canonique des substitutions du premier type.
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2. Quels sont main tenan t les domaines auxquels appart iennent les
points doubles des transformations (ï) du premier type? La transfor-
mation (T) qui correspond à la transformation (7), et que nous nom-
merons aussi transformation de la forme canonique, est

Xi ==• /'l / '2J?i,

j\^ t> —— ^ 2 ^ 3 ' ^ ' e > 1

X3=^,

X,^== ^l^^4.

X5= A^r^r,;

les points doubles seront au nombre de quatre si tous les nombres i\ 7-2,
r^, ri7\., i\r^ sont dist incts, c'est-à-dire si aucun d'eux n'est égal à
moins un; ce sont les points

«3"4 ^— 1 ^ SC\ —— ^27g —— ,3"3 — «3"g —— 0 ^

.̂ 5 == ! , <TI === ^2 ==1 x.^ ̂  •r^ :-::-::: 0"

Ces points doubles sont tous réels. Supposons m a i n t e n a n t que ^ r., soit
égal à moins un; alors on a aussi

Aux racines r\ et r\ correspond encore le point double

X^ = 1 , ^2 = -^3 = ̂  = ^S == 0 ;

aux racines ̂  et r,, correspond le point double

.TS =: I , X^-=^ X^-==- Xy,-=- X^~= Q\

si ma in t enan t nous faisons

X,=:—^ 0'== ï , s, 3, 4, 5),
nous trouvons

^1=: ^3== X^-=. O,

.z-2 et .^4 restant arbitraires; mais comme

^1 X., -}- ^2 .^4 -+- ^J == 0,

^^/i. /?c. Nonn., ( 3 ) , X X X I Ï . — OCTOBRE iQi5. ^0
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nous voyons que l 'une ou l'autre des variables x^ ou se,, doit être nulle;
Pautre peu t être prise égale à un; nous retrouvons a ins i les quatre
mêmes points doubles que dans le premier cas.

Donc, toute subst i tu t ion (T) du premier type admet quatre points
doubles et quatre seulement ; ces points doubles sont réels.

Si r^ r^, 7-3, r,. étaient distincts mais non tous réels, on pourrait
refaire le même raisonnement , en transformant par des substi tut ions à
coefficients complexes : on mettrait encore la substi tution sous la
forme (7); on en conclurait, comme on v ien t de le faire, que, toutes les
fois que 1\, r^ 7^, r,, sont distincts ^ la substitution (ï) admet quatre points
doubles, et quatre seulement.

3. Considérons maintenant le groupe formé par une subst i tut ion du
premier type et ses puissances positives ou négat ives; é tud ions l'en-
semble formé par un point et ses transformés par les subs t i tu t ions du
groupe.

La puissance n de la t ransformat ion (7) est

X, X. X:, X, X,
/•^•Ï^i r ' î / ' ^ ï ^ x^~~ r^r^x,, r ' ^ r ^ x ^

Supposons \i\\ > \r^\ > i. Si n augmente indéf in iment par valeurs
positives, X, , X^, X;^, X,^ X^ tendent à devenir proportionnels à i, o,
o, o, o : le point tend vers le premier point double; cela suppose tou-
tefois que x^ ne soit pas nul. Si x^ == o, x^ n'étant pas nu l , le point X,,
X^>, Xg, X,., Xg tend au contraire vers le troisième point double x,, = ï ,
x^ = x^ == x^ = x^ = o. Si maintenant x^ et x^ sont tous deux nuls, la
relation

X^ X^ 4- X^Xi^ -h X^ •=. 0

montre que x^ Fest aussi; si x^ n'est pas nul aussi, le point l imite est
le second point double; si x^ est nul aussi, c'est que (^, x^.x^^x^x^
est le quatrième point double, qui ne change pas.

Si n augmente indéf in iment par valeurs négatives, le point l imite
est le quatrième point double si x^-=/=. o; le second si x^ = o, x^-=^ o ;
le troisième si ^5== x^ = x^ == o, x,,-=f^ o; enf in , le premier point double
est son propre point l imi t e ,
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Nous voyons donc que cette t ransformat ion (T) et ses puissances
forment un groupe discontinu pour tous les points de l'espace, sauf
pour les quatre poin ts doubles ; il en est ainsi pour toute transfor-
mation (T) du premier type dont les valeurs absolues des racines /^, r^
r3, r,, sont toutes distinctes.

Si maintenant ces valeurs absolues ne sont pas distinctes, soit

| r! | = 1 ^2 | > l ;

alors r , = — r ^ , puisque r^ et ^ sont différents. Alors la transfor-
ièmemation canonique a pour ^' puissance :

A»] .A. 2 A. 3 -.'V.;, __ -'^-5

{-^Yr^x, = (-1)^, = ̂  = (—1)^4 = (-i)"r|"^'

Si n augmente indé f in imen t par valeurs positives, etsi^ n'estpas nul,
le point l imi te est le premier point double; si x^ == o, x^_ et.^ n'étant
pas nuls ensemble, le point X, , X^ Xg, X^ X^ oscille vers deux points
UmiteSy situés tous deux sur la variété x^ = cc^-=~- o; ces deux points
limites se confondent si l 'un d'eux est double et dans ce cas seulement;
si enfin x^ = x^ -= x,, = ̂ 3= o, on est au dernier point double, qui
est son propre p o i n t l imi te . Pour les puissances négatives, on a un
résultat ana logue , mais les rôles du premier et du quatrième point
double sont in terver t i s .

Ainsi, dans ce cas, le groupe est discontinu pour tous les points de
l'espace, sauf les quatre points doubles et la variété x^ =^==o: cette
variété n'a d 'ai l leurs aucun point dans les domaines (I) et (F). Pour
les t ransformat ions (T) de cette sorte qui ne seraient pas sous la forme
canonique, la variété ̂  == ce, = o est remplacée par une autre, mais qui
n'a non plus a u c u n poin t dans les domaines (I) et (F).

De même, pour toutes les substitutions du premier type, on peut
remarquer que les variétés qui correspondent à x^ = o ou à ^5=0
n'ont aucun p o i n t dans les domaines ( I ) e t (F ) et que celles qui corres-
p o n d e n t à x^x^x,=o ou à ^==rr ,==^=o sont tout entières
si tuées dans les domaines (III) , (IIP) et (IV).
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III. — Deuxième type.

1. r^ et r^ sont réels et dis t incts ; /a et T\, sont imaginaires conjugués ;
comme r^ == i, ces deux dernières racines ont alors un pour valeur
absolue.

En transformant une substitution du deuxième type par u n e substi-
tut ion (S) convenable, on voit, comme pour le premier type, qu'on
peut la mettre sous la forme

[ /•! 0 0 0 \

o ^ o (3,(8) / > . ,. ^
1 0 0 /'3 °

f 0 ^2 0 <Î4

Les racines de l 'équation en s

(^-s)(ê^s)—^â^o

sont 7-2 et r,. Il existe deux nombres complexes a et b, non nuls
ensemble, tels que la transformation

^ X=(3,^+p,j,
( Y==o,.r+o\y(9) v - -( Y== o2^+ o^y

donne lieu à l ' ident i té

a X + & Y == r^{ax ~\- by ) ;

si alors ^o ^t ^o sont les conjugués de ^ et A, on a aussi

<^oX+ ^oY =r4(^o^+ ^oy)-

a et b ne sont déterminés qu'à un facteur près; si on les mul t ip l ie par
un même facteur, le nombre réel iÇab^—aQb) est multiplié par le
carré de la valeur absolue de ce fac teur ; nous pouvons supposer
que iÇab^— a^V) est positif ; si cela n^avai t pas l ieu, nous n'aurions
qu^à échanger les racines r^ et r/^ et il le deviendrait ; alors, en multi-
pl iant âî et b par un même facteur , nous pouvons le rendre égal à -•
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Posons alors

u-=. (04-00)^4- (^4-^o) j^ [J=: (a4- f fo )X4- (^4-^o) ̂
^-/(^_^)^ _^_^)^ V^^^_^ )X_^_^ )Y ;

la transformation (9) s'écrit alors

[J ==. u cos9 — v siny,

V == ^ sin 9 4- c cos cp,
en posant

r\= ces y -4- i'sin 9, r\z=z cosy — i'siii®;

alors, en transformant la substitution (8) par

ï 0

o a 4- OQ

0 0

^ i — i[a — <?o)

0

0

ï

0

0

^4-^o
0

-i{b—b,) .

qui est aussi une subst i tu t ion (S) à coefficients réels, on la met sous
la forme

[ r\ o o o j

o cosy o —sin<p f
o o /'3 o ?

o sincp o cos9

(10 )

que nous appel lerons forme canonique des substitutions du deuxième
type.

La démonstration met en évidence ce fait qu^on ne peut pas mettre
la transformation sous la forme analogue à (10), mais où o est remplacé
par — y, c'est-à-dire où r^ et r,, sont échangées.

2. Cherchons les points doubles; la transformation (T) s'écrit

X,-
X,=
Xa=

X4=

X,=

j\x^ COSQ — l\xk. sm^?
/•3 x^ cos cp 4- i\ x^ sin 9,
*Z'3,

r\x^ sin 9 4- r^Xi, cos 9,
— î\x^ 81119 4- r\x^ cos9.
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Nous trouvons immédiatement les quatre points doubles, qui sont :

J?l== I, J?2-=r0, ,a?3=0, .Z '4=—f, ^5== 0;

,2^=1, .2*2 :=:o, .^3=0, ^4== ;, x^=. o;

.ri=o, ^ 2 = = i » ^3==o, ^4= o, ^5= (;

^i=0, ^=:I, ^3=0, ^4= 0, ^5==— l -

Ils sont tous les quatre imaginaires, deux à deux conjugués; deux
sont dans le domaine (III), et les deux autres dans le domaine (IIF).
Il en est donc ainsi pour toutes les substitutions du second type.

3. Cherchons maintenant l'effet des puissances de la transformation
sur un point quelconque. La puissance ri de la transformation (ï) peut
s'écrire

_______^_______^_______X^_______^X^
r^icos/îcp—/•^.3?4 sin/îcp ^^2 cosnç? -+- r^x^ sinno x^

^_______X^_______^________X^________^
/'^i s i n ^ ® + /•^4 cos/^ îp — rf;^ sin n^ -h r'^x^ cos/zep*

Supposons
|^i|>i.

Si /î augmente indéf in iment par valeurs positives, les rapports de X^,
X.^ Xs à la plus grande en valeur absolue des variables X, et X,. t endent
vers zéro, à condi t ion que x^ efc.^ ne soient pas nuls ensemble . Quant
au rapport

X4 _ x^ sin/z © + x\ cos n <p
Xi x^ c o s / 2 ® — a " 4 s i n ^ < p î

si 9 est commensurable avec T:, i l ne prend qu 'un nombre fini de
valeurs, savoir q valeurs si

pTT:
^T'

p et q é tan t des entiers premiers entre eux; le point X,, X^, X3, X,.,X;,
tend donc alors vers q po in t s l imites, tous situés sur la variété

ces q points sont dist incts sauf si l'un d'eux est un point double : alors
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ils sont tous confondus. Si, au contraire , o est incommensurable
avec T:, le rapport précédent peut s'approcher autant qu'on vent d 'une
quelconque des valeurs du rapport

.3?i sin0 -4- ^4 cosÔ

.rz'i cos0 — x^ sin 0 5

6 p renan t toutes les valeurs de o a 27:; le po in t X, , X.j, X;^, X,., Xg se
rapproche donc indéf in iment de la variété oc^ •===- x^ =- x ^ ==- o, et i l peut
devenir aussi voisin qu'on veut de n ' importe quel point d 'une ce r ta ine
variété à une d imens ion , située sur la variété x^ = x^=x^-=— o; i l n'y a
exception que si l 'un de ces points l imi tes est un point double, alors
tous les autres sont aussi confondus avec ce p o i n t double.

Si ma in tenan t x^ et ocr^ et par suite ^'3, sont nuls , ̂  et x^ ne sont
pas nuls ensemble; alors, si o est commensurab le avec TT, le point X , ,
X^, X3, X/., X^ occupe le nombre fini q de posi t ions sur la variété

x\ ~==~ x'^ == .-y 4 ~=- o ;

si 9 est incommensurable avec -n, il occupe une inf in i té de positions,
qui forment un ensemble dense sur une certaine variété à une dimen-
sion située sur oc^ =— JT;{ == x,, ^== o ; dans les deux cas, il n'y a exception
que si le point .r^, ^^, .^3, ocr^ x^ est un poin t double : la position
occupée est alors un ique .

Pour les puissances négatives, on a un résultat semblable, mais les
rôles des deux variétés

Jt", == JC; •=- ÛL\ •=- 0

et
.ri=:^== ̂ 4= o

sont échangés.
Ainsi , le groupe est d i scon t inu sauf pour les points de ces deux

variétés, qu i sont en t i è r emen t situées dans les domaines (III), (IIP)
et ( I V ) , et n 'ont aucun p o i n t c o m m u n . Pour une transformation quel-
conque du second type, ces variétés ne sont plus les mêmes, mais
gardent cette disposition.

PV. — Troisième type.

1 . Dansée type, /^ et ^ sont imaginaires conjugués, et ̂  et r,, aussi;
de plus, r^ et r^ sont distincts de î\ et ry .
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Il résulte de là que tou tes les racines r^ , r^, 7*3, 7\, ont pour valeur
absolue Punité.

Nous avons déjà vu, à propos du premier type, qu'en transformant
la substitution donnée par la substitution (S)

Im^ /7Î2 m^ 77î 4 >

HI n^ Us 7^

\ Pï Pï Ps A
f Ci Ç2 qz ^ }

à coefficients complexes, nous pouvons la mettre sous la forme (7).
Alors il existe un nombre complexe X tel que

p^='km^o, p^-==.~km^ /?3==Â/?î3o, /?4==X 77140,

l'indice zéro ajouté à une lettre servant à désigner le nombre conjugué
de celui que représente cette lettre. À est d'ailleurs purement imagi-
naire, car

(77z/?),3+ {mp)^= r.

En transformant à nouveau par

itution sous la forme

r\ -+•" r\ „ ^i — ^3 ^———— o — —=:—— o .
2 A

0 î\ 0 0

À(r,-r,) ^-7-3
1 4 2 '

o o o r^

Ï 0 ^- 0
A

0 1 0 0

À 1
— — 0 — 0

2 2

0 0 0 T

mais la subs t i tu t ion par laquelle on a, à présent, transformé la substi-
t u t i o n donnée, a sa première et sa troisième ligne formées d'éléments
réels.



TRANSFORMATIONS l i îRATÎONINELLES Q U A D R A T I Q U E S . 28i

Opérons de même sur 71^ /^, n.^ 71,., y , , ç^, q,^ q., ; nous voyons que ,
en la transformant par une s u b s t i t u t i o n (S) à coefficients réels, nous
pouvons mettre la transformation proposée sous la forme

a.3 o

o (3,
73 o
o 84

en opérant m a i n t e n a n t sur la p remière et la t ro is ième l igne de ce
tableau, puis sur la deuxième et la qua t r ième, comme nous avons fait
sur la deuxième et la quat r ième à propos du deuxième type, nous
parvenons à mettre la subs t i tu t ion proposée sous la forme

(n)

cosco
0

sin<p

^ °

0

cos^p
0

s i ri '̂

— sincp
0

cos 9
0

0

— siniL'
0

cos^ ^

c'est la forme canonique des substitutions du troisième type. Les nombres

^'n r:̂  r'^ r^ on^- po^111 valeur

/•i -=- cos y 4- i sincp,
/•3 -=. cos cp — i si ri cp,

/•^ == (••os ̂  •4- / si ri ̂ ,

r^ -=- cos r^ — / si n 'sp.

La d é m o n s t r a t i o n employée montre qu'on peut échanger les angles
^ e t f ^ : on a encore une subst i tu t ion t ransformée de la substitution
donnée ; mais on ne peut changer y en —y, ni f^ en — f ^ .

2. Cherchons les poin ts doubles; le plus simple, pour les trouver,
est d 'a |)pliquer la méthode donnée au commencement de ce Chapitre.
On trouve a ins i les po in t s

.TI:
.z-i:

0.

0,

0,

0,

x^ ~=- —
^4=

X,, •=- -

SCt,-=-

- i,

^
- i,

^

.Ts
x^
x^

^5

•==- —— 1 ;

, -=• —— 1 ;

•===- l;

== I.

Ces points sont deux à deux imaginaires conjugués ; l 'un est dans
Ami. Ée. Norm., (3) , XXXIî. — OCTOBRE KJIÔ. ô^
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le domaine (I), son conjugué dans le domaine (I'), les deux derniers
dans le domaine (II).

Cette disposition des points doubles nous montre de nouveau qu'il
est impossible, pour arriver à la forme canonique, d'échanger r^ et 7-3,
ou T^ et r,.

3. Considérons le groupe des puissances de la t ransformat ion; la
puissance n de la transformation (11) s 'obtient en remplaçant y par
no et ^ par 71^. Si y ou ^ est incommensurable avec TT, aucune puis-
sance de la transformation ( r i ) ne se réduit à la transformation
uni té . Le groupe n'est alors discontinu pour aucun po in t de l'espace.
En effet, la transformation (T) a pour équations

Xi== a?i cosœ cos^ -4- ^2 sln<y cos^ — x^ coso sin^i 4- ^5 sin<p sinip,
X2=-=— X] siny cos^ -4- x^ cosy cos^ -4- ̂  sin<p sin^ 4- ^3 ces 9 siruls
X..7'

X3:::::: <^3i

•x,== ^•i cos® sin^ -+- x^ sincp sin^ 4- ^4 cosîp cos^ —^5 sin(p cos^,
Xg== ^i siny sin^ — x^ cosep sin^ 4- ^4 sin^ cos^ -h -£"5 cosy cos^-

Nous voyons qu'en prenant 9 et ^ suffisamment voisins de zéro, un
point x^ x.^ x ^ y x^, x^ quelconque est changé en un point aussi
vois in qu'on vent. Ici y et ^ nous sont donnés; mais, pour la puis-
sance /î10"18 de la transformation, ç et ^ sont remplacés par n^ et n'^,
qu'on peut naturellement augmenter d'un multiple quelconque de^-n:;
or, on peut trouver trois entiers n^ h, k tels que, £ étant un nombre
positif donné quelconque, on ait

| n(Ç> 4- 27T/? [ <; £,

| n^ 4- 27r/f | < s;

pour cette transformation, les angles qui remplacent y et '^ sont infé-
rieurs à £ en valeur absolue ; comme £ est arbitraire, notre proposition
est démontrée.

Si maintenant y et ^ sont commensurables avec TT, le groupe des
puissances de la transformation (n) est un groupe fini. Si Pon pose

P , P '9==7r—3 u;==:7r—7î
ï (! ,
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p, p\ y, q ' étant des entiers don t les deux dern ie rs sont pos i t i f s , et
p et q é tant premiers entre eux, ainsi que/ / et y', le nombre des trans-
formations du groupe sera le p lus pet i t commun mul t i p l e de q et de q '
ou le double de ce nombre suivant que pcf ^ p (l > où à est le plus
grand commun diviseur de q et de q 1 ' , est pair ou impair.

Ainsi, la condi t ion nécessaire et suffisante pour que le groupe des
puissances d'une transformation du troisième type soit d iscont inu
pour quelque po in t de l'espace est que y et 'sp soient commensurables
avec 'rc; ce groupe est alors fini.

V. — Quatrième type.

1. Dans ce type, /^ et r_, sont imaginaires conjugués; il en est de
même de /^ et de r^,, qui sont dist incts de ï\ et de r^. Il résulte de là
que la valeur absolue d 'aucun de ces nombres n'est égale à un.

Comme nous l 'avons vu à propos du premier type, i l y a une
subs t i tu t ion (S), à coefficients complexes,

wi
^i
Pi

9i

m 2

/Z2

P--
qi

m^

^

Pî

^3

m 4 ^

^4

p4

^ .
telle que, si l'on transforme la subs t i tu t ion donnée par celle-ci, la
transformée soit de la fo rme (7).

Les coefficients n^ n^, n.^ n^ sont égaux aux conjugués de
m^ m^ rn.^ m,, mul t ip l iés par un même nombre À; mais, en transfor-
mant de nouveau par

0 0

nous ne changeons pas la transformée; seulement n^ /u, n^ n,, sont
remplacés par les conjugués de m^ m^ m^, m^ : nous supposerons
donc que n^ n^, ^3, n^ sont les conjugués de m^ m^y m^y m^.
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Les coefficients y , , y.^ ^3, y,, sont égaux aux conjugués de
p^ p^ /?3, p., m u l t i p l i é s par un même nombre ^. Donc (ny)^ 4- (^y):^
est égal au conjugué de (w^)i3 4- (mp).^^ mul t ip l ié par LL; mais ces
deux nombres sont é^'aux à un; donc u, == i.

Posons
r.i =: /• (cosep 4- /s in cp),
/•^=: /• (coscp — /si 1 1 9 ) ,
/•3:= / ^ (cosy — zs ino) ,
r4= /^(coso? + ̂ SÎD< Ï ) ) ,

r et r' étant deux nombres positifs tels que rr soit égal à un.
Transformons de nouveau par

/ j

^
w

0

0

1

V/2

i

7^
0

0

0

0

I

î

^

\
0

0

J
——

/̂

~ft
la substi tution par laquel le nous avons transformé la subs t i tu t ion
donnée est main tenant réelle; la transformée est

( 1 2 )

/" coscp — / • s in y
r sin (p r cos o?

o o
o o

/<coscp —/• / si no
r' sincp /•/ cos y

c'est la forme canonicfue des substitutions du quatrième type.

2. En appl iquant la méthode donnée au commencement du Chapitre,
nous trouvons les quatre points doubles :

x^ X. X.. : 0:X•!,-=. l,

^4 ~=- — ^ x^o;
X, :1 ,

:^:
x^ ••y-x

•OC.

- ^4 — œ^ :

• o, .r.,
:o;
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Deux: d ' en t re eux sont réels; les deux autres sont imaginaires con-
jugués et situés dans le d o m a i n e ( I I ) .

3. La puissance n de la t ransformation (T) qui correspond à la
subst i tu t ion (12) est

Xi ^ ____________X,____________
/•^j"i j^ cos^cp -i- 2^3 sin/Kp cos 719 — -r;, shi2// œ

^_____________________________X3____________________________

— x ^ s in /; o cos/icp 4- ^3 cos 2 n cp—-a?;. sin n(o cos/zco

_ X, X,
— .z'â sin-/^ -4- 9. x^ sin ̂  a? cos n o -\- ^4 cos2 n (Q r 2/i ̂ 5

Supposons/•> ï . Si ^ augmente indéf iniment par valeurs positives,
et si x^ n'est pas nul , le point l imi te est le troisième point double. Si
x^ == o, et si .z^, Xy et oc^ ne sont pas nuls ensemble, les points X ^ , Xa?
X;(, X,,, X^ se rapprochent indéf iniment de la variété œ^ == x^ ==o, qui
porte les deux premiers points doubles. Pour savoir de quels points
de cette variété ils se rapprochent, remarquons que l'on a

^2^4 + ̂ ==.0;

par suite, i l y a des nombres z et t tels que

^•3-=:32, . ^3==——Zt^ ^4==——f 2 ;

si Z et Ï sont les t ransformés de z et ^, on aura

Z T
z cos A À Œ » — ^ sin ̂ o -s sin n a? 4- ^ cos ̂ 9

Si donc l'un des points l imites de X < , Xy, Xg, X^ Xg, pour un point
i n i t i a l donné, est un des deux premiers points doubles, il n'y a pas
d'autre po in t l i m i t e ; dans le cas contraire, il y a un nombre fini de
points limites si y est commensurableavec TC, et une infinité dépendant
d 'un paramètre si y est incommensurable avec TT.

Si enfin x^ ===. x^ ==. x^ = x^ == o, nous sommes au quatrième point
double.

Pour les puissances négatives, on a un résultat analogue, mais les
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rôles des deux points doubles réels sont échangés, et la variété x^ == o
est remplacée par la variété x^ == o.

Les variétés x^ == o et ^s = o sont situées dans les domaines (II),
(III), (IIF) et (IV); leur intersection x^ =x^= o est située dans les
domaines (II) et (IV).

Le groupe est donc discontinu, sauf pour les points de la va-
riété «TI = x^ == o et pour les points doubles.

VI. — Cinquième type.

1. Dans ce type, r^ e fcr^ sont égaux et réels ; r3 et 7*4, qui sont aussi
égaux et réels, sont distincts de ^. Il en résulte que la valeur absolue
d'aucun de ces nombres n'est égale à un.

Nous pouvons d'abord, comme pour le premier type, ramener toute
substitution de ce type à la forme

(i3)

/*! 0 0 0

Pi ^ o (34

7i 72 ^ 74
Ôi Ôg ô CÏ4

II existe quatre nombres réels m, n,p, q tels que cette substitution
(i3) donne l ieu à l'identité

m^ -(- /^^2-+-/?^3+ <7^4== /'3(mCt>i+ /Zû>)2-{-/?ûJ3-}- ^(^4).

On peut supposer que p ou q n'est pas nul ; car, s'ils étaient nuls
tous deux, n ne le serait pas, et, en transformant par

I 0 0

0 0 0

0 0 I

0 I 0

on aurait encore une transformée de la forme (i3), mais q ne serait
pas nul.

Supposons d'abord? =7^0; alors le raisonnement fait pour le pre-
mier type est de tout point applicable; nous pouvons mettre notre



TRANSFORMATIONS BÎRATÏONNELLES QUADRATÎQURS.

substitution sous la forme

( ï 4 )

-287

qui est ̂ première forme canonique des substitutions du cinquième type.
Si main tenan t nous supposons/?== o, y=^= o, nous pouvons trouver

une subst i tut ion (S) dont les coefficients de la quatr ième ligne sont
my n, p , y, ceux de la première é t an t - ? o, o, o; ce sera

0 0

( i5) 9
m q

o o

o q \

transformons la subst i tut ion ( î 3 ) p a r la subs t i tu t ion (i5); en tenant
compte des relations eutre les coefficients, nous trouvons pour trans-
formée une substitution de la forme

, î\ 0 0 0

) Pi r, o ^
7i û /-3 y,
0 0 0 A'3

Transformons encore par
' i

o ^ ^ ————
/•l —— ^'3

7i
r.-i— /•

0

0

0

/-I

1

0

(34

0

o o
r:i— r

nous parvenons à la forme
0 0 0

r\ o o

1 o o ^3 7^
\ O 0 0 / - 3
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où R i et Y^ sont liés par la relation
Pi^-^i^^o.

Si l'un des nombres (^ ou y.; est nul , l'autre l'est aussi, et nous
retrouvons la première forme canonique.

Si P( n'est pas nul , nous transformons de nouveau par
/ j3i o o o i
l o r\ o o j

o o pi
\ 0 0 0 /'3

et nous aboutissons à la forme

( 1 6 )

ri o
î\ ri

^3

qui es f i a deuxième forme canonique des substitutions du cinquième type.
Il est visible qu'une substi tution du cinquième type ne peut se

mettre que sous une seule des deux formes canon iques . Nous ( l i rons ,
par abréviation, s ubstùulion de la première (ou deuxième} forme cano-
nique, au lieu de substitution qui peut se mettre sous la première (ou
la deuxième) forme canonique. Il ne pourra pas en résulter de confu-
sion. Nous emploierons le même langage pour les types suivants.

2. La transformation (T) correspondant à la substitution (i4) est
A,2 3= ^Z'a, X3:^.2*3, X/,.~=.a?4, Xg ~=^ Ï'^ X^,X^-= r\x^

Comme points doubles, nous avons d'abord tous les points de la
variété à deux dimensions

x.-==. x^-=.o,

située dans les domaines (II) et ( IV); de plus nous avons les deux
points doubles isolés réels

y^ -= î , x^ = x., •=. ̂ 4 == x^ ~= o ;
x^ -"= x^ -= x^ -=- x,, =-0, x^ -^ i.
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3. La puissance n de la transformation est

_x_ ̂  x^ ̂  x^ ^_ x^ ̂  __x_
r^x, x^ œ^ ~ x, ~~ r^x^

Supposons |^| > î . Si n augmente i n d é f i n i m e n t par valeurs posi-
t ives, le po in t l imi te est le p remie r po in t double isolé, à m o i n s que le
point x^ x^^ x.^^ x,^ x^ ne soit sur la variété x^ == o, en t iè rement
située dans les domaines ( I I ) , (III), ( I IF ) et ( IV) . Si . r ,==o,^,
x^ et x., n 'étant pas nuls ensemble, on a comme poin t l i m i t e un point
de la variété double. Enf in , si x^ = x^ ==^3 == .r,. === o, c'est qu'on
est au deuxième point double isolé.

Pour les puissances négatives, le résultat est analogue.
Le groupe des puissances de la t ransformat ion est donc discont inu,

sauf pour les po in t s doub les .

4. Passons m a i n t e n a n t à la transforrnatiou (T) correspondant à la
s u b s t i t u t i o n (16); c'est

X.i -= r\ .r î , X.2 =~ .r.^ -4- 2 .ẑ  — .r,,, X^^^_.y^ ^4=:^, X5=:/-|3 "•-' 5 •

Comme premier point double, nous avons le point réel

^rm, X^ = X^ •==. '̂4 == ^5 =: 0,

qui correspond aux deux couples de racines confondus /^, /^ et r^ r^ ;
ensuite, nous avons les deux poin ts réels

,:TI •== I , <3"2 •==: .Z'3 ==: 3C^ •==1 JCy :"= 0 ;

.Tg==I, ^i=== ^.i-= X^-=- X^= 0;

en tout, trois poin ts doubles.

5. Le groupe des puissances de la t r ans fo rmat ion a pour transfor-
mation générale

X, ^ X, ^ ^^^L^ = x! = xs

r \n x î ^24-3 ri a; 3 — nî x 4 .z-g — /î x 4 x^ r ̂  " r̂̂

Supposons encore |rJ ^> î ; si n augmente indéf in iment par valeurs
positives, le p o i n t l i m i t e est le deuxième point double si x^ ^-o; le

Ann. Éc. A'op'm., (3) , XXXII. 4— OCTOBRE 1 9 1 5 . 3^
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premier, si x^ ==o, ^2, x^ et ^4 notant pas nuls ensemble; le troi-
sième point double, enfin, est son propre point limite. Pour les puis-
sances négatives, le résultat est analogue. Ce groupe est donc discon-
t inu, sauf pour les point doubles.

VII. — Sixième type.

1. Les nombres r^ et r^ sont ici égaux et imagina i res ; r\ et r^ sont
alors aussi égaux et imaginaires conjugués des précédents, et tous ces
nombres ont l 'unité pour valeur absolue.

Ce que nous avons vu pour le cinquième type nous prouve que,
par une transformation (S) imaginaire, nous pouvons mettre la
substitution donnée sous l 'une des formes

ri o o o
0 T\ 0 0

0 0 /'g 0

0 0 0 /'g y

(

FI 0 0 0 }

r\ r\ o o

o o r-3 —/'s

^ 0 0 0 ^3 ^\ O 0 0 /'g / ^ 0 0 0 ^3

Occupons-nous d'abord de la première. Soit

m^ m^ m 3 m^

/it n^ ns ^4

Pi Ih Pz Pk

q\ '72 Ç3 ^4

la substitution par laquelle nous avons transformé la substitution
donnée pour l'obtenir. Soient m^ et n^ les conjugués de m^ et n^ il
existe quatre nombres X, (JL^ À', ;j/ tels que Fon ait

pi-==.\ m,o4- p. n^, ^m,2,3^ ;
^=:A /m/o+ [ J - f ï i Q

le déterminant \^—X^ n'est d'ailleurs pas nul . Mais les relations
(/n^)i3-+- (m/j»)24== i.

( /^p)l3-Jr{ ^)24==0,

(m^)i3+ (m^)a4=:o,

( ^la-^- ( ^7)24= ï ,

nous prouvent immédiatement que À et ^/ sont purement imaginaires,
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Transformons de nouveau par

' a b o o }

c d o o
o o d — c

^ o o — b a ^

où a, 6, c, à? sont assujettis à la condi t ion
ad—— bc === i ;

la transformée n'est pas changée. Mais, si c et d sont pris tels que
[J.d—— |JL'C == 0,

le nombre pi est, dans la nouvelle substi tution de transformation,
remplacé par zéro. Alors, comme

(^)i3-+- (np)^^=o,
nous voyons que

^ 1 ^ 3 0 — — ^3 ̂ 10 4- ^ 2 ^ 4 0 — — ^ 4 ̂ 20= ^10^3—— /^O771!-^- ^20 ̂ 4 —— ^0 ̂ â -= 0 ;

alors

donc

^/
(m<y)i3+ (^<7)2t= y;

}/:=o.

Nous pouvons alors traiter cette substitution comme nous avons fait
pour le troisième type. Posons

ri= coscp •+- tsino, r's=: cosœ — i&in 9;

nous arrivons à l'une des deux formes

07)

( 1 8 )

COSCp 0 — SHÎCp 0

o coscp o —sincp
sinç o coscp o

o siny o coscp

cosy o — sincp o
o coso o siny

sincp o cosœ o
o — sin<p o coscp
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la forme (17) est la première forme canonique du sixième type^ la
forme (18) est la deuxième.
. Dans la forme (17), on ne peut pas changer y en —- ç : on n 'aurait

plus une transformée de la substitution donnée. Dans la forme (18),
ce changement est possible.

2. Cherchons les points doubles des transformations (T) corres-
pondantes. Pour la première forme, nous trouvons les points

^1==I, X^=. i, X^=0, .374==-— Z, ^ = = — — 1 ;

a;i-=ï, x^=—i, .r3==o, Xi,= i, x^-=—i;

ils sont imaginaires conjugués et situés l'un dans le domaine (I),
l'autre dans le domaine (I'); de plus, nous avons tous les points de la
variété à deux dimensions

ÛCy —— *Z'5, t2?3 ~ZZ. X\ ;

qui est tout entière dans le domaine (II).
Pour la deuxième forme, nous trouvons les points

A-1=:I, ^2== î , 0:3=0, Xi,= ^ JC"5==1,

et
^1=1, x^^—i, ^3=0, x^—i, .^5==!,

qui sont imaginaires conjugués et situés dans le domaine (II); et de
plus, les points de la variété à deux dimensions

^=——X^ ^2==——Xi, ,

située dans les domaines (I), (F) et (IV).

3. Les groupes formés par les puissances d'une de ces substitu-
tions sont formés d'un nombre fini de substitutions si ç est commen-
surable avec TC; dans le cas contraire, ils ne sont discontinus pour
aucun point de l'espace.

4. Supposons maintenant que, par une transformation imaginaire,
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on ait mis la t r ans format ion donnée sous la forme

2Ç)3

0

/'!

0

0

0

0

''3

0

-^3

^3

nous conserverons la même no ta t ion que tou t à Pheure pour la substi-
tu t ion de t r ans fo rma t ion . 11 existe deux nombres A et p. tels que

Or on a

donc

( 1 9 )

q,-=i Àm/o, /->/--=—A^/o-t- ^•^•0 (^"=1, 2, 3, 4).

(mq)^-{- {mq)^=:o;

m 1 / ^30 —— rît l o î î t 3 -+- m ï m .'* 0 —— m 2 0 m 4 :=: ° •

On a ensui te
Ç^p)^,^(mp)^=i ;

ceci nous donne , en tenant compte de l 'équation (19),
( 210 ) —— À ( m ï HSO —— m^ /?. 10 4- ^2 ^40 —— '^4 ^20 ) == ï •

De plus,

par suite
(^y)l3-i-(^y)24 : : : :=I ;

( - 2 l ) —— ^. (^10^3—— ^30^1 •+- mî0n^—— ^O7^) '= I -

Nous voyons donc que X est égal à son conjugué; donc X est réel.
Transformons de nouveau par

/ a o o o
l o a o o

o o o —
a

la transformée n'est pas changée; mais, dans la nouvelle substitution
de transformation, le coefficient qui remplace X est égal au quotient
d e A p a r a o c y ; nous pouvons donc faire en sorte que ^ soit remplacé
par ± ï . Supposons donc À= ± ï .
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Nous avons aussi la relation

„ ,, . ( /Y-?)i3-+-(/^)24==0;
elle peut s écrire

—— X (^ ^o—— ^3 n^ + ̂ 2 '40 —— /Î4 ^2o) —— ̂  (/HIO ^3 —— ^30 ^1 + W^o ^4 —— HZ^ ̂ 2) = 0 ;

et comme, d'après l 'équation (21), le coefficient de pi est réel, nous
voyons que ^ est purement imaginaire. Nous pouvons donc trouver
un nombre [3, dont le conjugué sera désigné par ?o, tel que

„ p , ^-Po)=^.iransrormons alors par
1 0 0 o
(3 i o o
o o i —- (3
o o o i

la forme transformée n'est encore pas changée; mais, dans la nouvelle
substitution de transformation que nous désignerons toujours par la
même notat ion, on a

Cji-=.

/?/=
^=

\ow

= À
= — À
=±I

yeau
i^ "
0

0

a
\/ï

772/0

^/O

par

n

z

^
— À
^
0

( t=

0

(À

1̂

0̂

=1 , 2, .

^
v^
0

0

y

W

la substitution de transformation est maintenant réelle, et la trans-
formée prend la forme

cos(? o o À s m q ?
— s i n y coscp À s i n ç Àcoscp(22)

— À ces 9 — À s i n c p cos(p — s i n y
— A s i n ç o ' o cosfy
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où l'on a posé
r\ =: cos cp 4- i si il co, '̂3 == cos o — / sin ^.

Pour ~k -== — i, ce sera la troisième forme canonique du sixième type,
sens direct; pour X = i, ce sera la troisième forme canonique^ sens indi-
rect. Les subs t i tu t ions représentées sont inverses l 'une de l'autre.
Une subs t i tu t ion de cette sorte ne peut pas prendre à volonté la forme
de sens direct ou la forme de sens Ind i rec t , car la démonstrat ion met
en évidence que le nombre ^ ne peut prendre qu 'une seule des valeurs
un et moins un.

f î . Les points doubles sont é v i d e m m e n t ici au nombre de trois,
comme pour les subs t i tu t ions analogues du c i n q u i è m e type.

Pour les trouver, on peut employer une méthode analogue à celle
qui a été i n d i q u é e au commencement du Chapitre. Int roduisons les
nombres o-^, co^, (0;$, co^, de t ransformés £^, û^, Q^ £1.^ tels que

•̂==: 7-1 o), { i - = i , 2, 3 ,4 ) ;

soient encore o^, co^ o^, w, des nombres de transformés û\, û^û^û^,
tels que

^-=r^+ Â-ÛJ / ,

k étant une constante. Nous aurons
(^^^^^(^^.^[(^^^^^(G)^')^]^;

comme r^ n'est pas égal à un, il en résul te que

(cx)fx/) i3-4- (0x^)24= o.

On constate alors que le point de coordonnées

X^-==. (Cx)GJ')i2, ^= (W,/).^, X.^ (ûW)^ ^4--= (^C,^)^, ^5= (COC./)34

est un point double de la t r ans fo rmat ion .
La racine r.^ fournira de même un second poin t double.
Enfin, pour le troisième point double, supposons que le point

u ^ , u^ ^ 3 » L^ ^i1 te^ q116 ^on al fc

T,==/-3u, (?== i, 2, 3, 4),
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Y,, Y;;, YS, Y 4 étant son transformé; on vérifie alors sur le c inquième
type, deuxième forme, auquel tout ceci s 'applique aussi, que

(^)l3+ {W)^=0',

cette relation a lieu aussi ici, puisque, si l 'on emploie des substi tu-
tions imaginaires, ce cas ne diffère pas de ce lu i du c inqu ième type,
deuxième forme ; alors le point x^ x^, 0*3, x^ correspondant est aussi
un p o i n t double.

Nous trouvons ainsi les trois points doubles

X^ == I , X\ -== ^3 •=. X,, == X^ == 0 ;

JC j —. I ^ i^Z*>ï — 0 y '̂ "3 """""• ^ < ^ 4 -—- 0 , 3C g —— 1 '

^•i=:i, ^=:o, ^3==— l , ^-==0, ,r;,-=:i.

Le premier est réel, les deux derniers sont imaginaires conjugués et
situés dans le domaine (II).

6. Considérons main tenan t le groupe des puissances de l 'une de
ces subst i tut ions. La puissance n de la t ransformation directe, ou la
puissance —n de la transformation indirecte, est

cos/iïp o o —s in /z (p ^
—/ is inncp cos/?<p —sirmcp —^cos / i<p \
fzcosn<f sin/iq? cos/xy —ns ' i nno ) ('

sin/ î îp o o cos^c? ]

La transformation (T) s'écrit
X.

x^ cos^ztp — 2^-3 sin/io ces n^-— nx^— x^ sin^c

^_______X,_______
— n *ri -4- ̂ 2 -+- AÀ2 .r/, -+- n x^

Xs

a''i s i n fi <û co s n cp 4- ̂  cos 2 n <p 4- .a?;, s i n n cp cos /// co
X. 1 X.
.r.', — x^ si n2 /z y — 2 x-^ sin ̂  9 cos n cp 4- ^ .r/,. 4- x^ cos3 ̂  2»

On voit que, si x,, et x^ — x^ ne sont pas nuls ensemble, le point
limite est le point double réel, que n croisse indéfiniment par valeurs
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positives ou par valeurs négatives. Si Von a s i m u l t a n é m e n t
^•4== o, .ri —=. x^

on a aussi X; == o et, X, == X;, : les po in t s t r an s fo rm es occupent un
nombre f in i de pos i t ions si o est c o m m e n s u r a b l e avec T., une i n f i n i t é
dense sur une va r i é t é à u n pa ramét re dans le cas c o n t r a i r e ; il n 'y a
except ion que pour les t ro is po in t s doubles, q u i sont tous sur la
variété

jr., —= o, ./'i "r .r;;.

Ce g r o u p e est donc d i s c o n t i n u sauf p o u r les points de la var ié té à
deux d i m e n s i o n s T., ̂  o, .ri =-=,'r^. Ces équat ions entramciU^+.x^^o;
donc ^3 •= ± i.ï^ A l ' e x c e p t i o n du po in t double réel , tous ces points
sont dans le d o m a i n e ( I I ) .

VIIÏ. — Septième type.

1. Ici , /•, et r^ sont é^aux ; r^ et i\ sont réels et d is t incts . Comme
/^r.ç == i ^ la va l eu r c o m m u n e de /', et de ^3 est un ou moins un.

En o p é r a n t comme pour le p remie r type, nous mettons notre sub-
s t i tu t ion sous la forme

' î\ 0 0 0 \

(3i P, o p, f

7i 7-2 /'' 7'» |
G I 03 0 O/,. }

11 ex is te t rois n o m b r e s m^, //z,;, //^ non t o u s n u l s , tels qu'on a i t
l ' i d e n t i t é

m.^l.^-^ mai^-h /y / ; f2 , -r- / t l ( /^3^)_,-^- ^3^)34- ^i',^h) -+- ^^i?

/r é tan t une c e r t a i n e c o n s t a n t e ; d ' a i l l eurs //2;î n'est pas n u l , car sans
cela r^ ou r,, serait égal à r , , ce qui est contre l 'hypothèse.

I l y a donc u n e s u b s t i t u t i o n Ç S ) dont les coeff ic ients de la troisième
l igne sont

o /n^ / / /a m',,

t and i s que ceux de la première sont
Ï

—— 0 0 0.
///,.,

Ann. Ec. Norrn., (3 ) , XXXII. — OLTUIÎKE i f) i5. 38
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En transformant par cette substitution, la transformée prend la
forme

T\ 0 0 0

o (32 o (3,
YI 0 /•! 0

0 02 0 (5/,

en opérant alors comme pour le premier type, on la met sous la forme
ri o o o
0 /'g 0 0

1 o r\ o

> o o /^

si Yi = o, on a la substitution

(23)

qui est loi première forme canonique du septième type.
Si y, n'est pas nul, en transformant par

X o o o \
0 I 0 0 I

0 0 ^

0 0 0

on constate qu'on a une transformée de même forme, mais où y, est
remplacé par son quotient par À2 . On peut donc choisir À de façon à
obtenir pour transformée l 'une des substitutions

W

(25)

r\

0

/'!

0

^1

0

—^"1

0

0

^2

0

0

0

^'2

0

0

0

0

f\
0

0

0

f\
0

0 ^

0

0

r* .
0 ^

0

0

^ .
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ces deux s u b s t i t u t i o n s sont inverses l 'une de l 'autre, à condition de
permuter dans la seconde î\ et 7-4, ce qui revient à la t ransformer par
858^5 (Chap. I, § I, 3). La première se nommera deuxième forme
canonique des substitutions du septième type, sens direct; la subst i tu t ion
(25) sera la deuxième forme canonique^ sens indirect.

2. Quels sont les points doubles de la subs t i tu t ion (23), première
forme canon ique? Ce sont tous les po in ts des deux variétés

X^X,,-=-X^-=lO,

3C^ '• — <3?2 —— *^*3 — ^ •

Ces variétés à deux d imens ions ne se rencontrent pas et sont toutes
deux situées dans les domaines (111), (IIF) et ( I V ) .

3. La puissance n de cette t ransformat ion est

Xi X, X. X, X,
,./< ,.// ,y. ,./i r.H ,y> /y> ,'ft y^l- /y. ^ 1 1 y.'l .y.r ^ / ^ x ^ f ̂ r ^2 x^ î ^ r ^ ^4 r ^ i ^ ̂ 5

Si n augmente i n d é f i n i m e n t par valeurs positives, et si |^|^> î, le
point l imi te est un p o i n t de la première variété de points doubles, à
moins que le po in t ini t ia l n 'appar t ienne à la deuxième variété. Sin
augmente i n d é f i n i m e n t par valeurs négatives, les rôles des deux
variétés sont échangés. Le groupe est encore discontinu, sauf pour
ces deux variétés.

4. Cherchons les points doubles de la deuxième forme canonique;
ce sont les deux points réels

3C^ •—— î ^ 3C\ —— «3?3 -—• 3C\ —— «3?^ —- 0 ^

X^ === J , X^ -=. X^ == X-^ •= X,, =: 0.

5. La puissance n de la t ransformation (T) correspondant à la sub-
s t i tu t ion (24) est

X, ______X,_____^ X:, ̂  X, ^ X,
~r'[r'^^ ~~ — nr'ir'ix^ r;/-?^ " ^3 ~ r^r^x^ '"" nf'^r^x^ r^r^^

Soit 1/^1 > î . Si n augmente indéf in iment par valeurs positives, le
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poin t l imi te est le premier p o i n t double, à moins que le point i n i t i a l
n 'appar t ienne à la variété x^ == ,y, == ̂  = o; les po in t s de cette
variété tendent vers le second po in t doub le . Pour les puissances néga-
tives, les rôles des points doubles sont échangés, et la var ié té excep-
t ionnel le dev ien t .z^ = .r,, -= x, = o; cette variété est, comme l 'au t re
s i tuée dans les domaines ( I I I ) , (IIP) et ( IV). Le groupe est discon-
t inu , sauf pour les points doub les .

Pour la subs t i t u t ion (25), les résu l ta t s sont na tu re l l ement sem-
blables.

IX. — Huitième type.

•l. Dans ce type, ^ et r^ sont égaux : leur valeur commune est
alors ± i ; î\ et r,, sont imaginaires conjugués ; leur valeur absolue
commune est un.

En opérant comme pour le type précédent pour les racines r^ et r^,
et comme dans le deuxième type pour r^ et /^ on voit tou t de sui te
qu'on parv ien t à l ' une des formes

(26)

( ^7 )

(.8)

T\

0

0

^ °

( "
) °

n
0

' r!

0

—r^

0

0

ces cp
0

SÎ 1 1 (D

0

COStP

0

s i n <?

0

cos<p
0

s i, ri ïp

0

0

n
0

0

0

/•I

0

0

0

f\
0

0 }

— s in y

" \ces 9 ]

0

— sin o
0

ces® ^

0 i— smy f
0

coscp

la forme (26) sera la première/orme canonique du huitième t y p e ; la
forme (27) sera la deuxième, sens direct, et la forme (28) la deuxième,
sens indirect. Ces deux dernières s u b s t i t u t i o n s (S), après changement
de y en — y dans l ' une d 'el les , sont inverses l ' une de l 'autre.

2. Pour la première forme canonique , les points doubles sont ceux
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des variétés a deux dimensions imaginaires conjuguées

.r,,— /.ri, ..r;,--—/.r^, .r.-s —- o

et
.r, -= — / .i i, .Ts r= /.r.^, ./•:$ =r= 0 ;

la p r e m i è r e var ié té est si tuée dans les doma ines ( I ) , ( I I ) et ( I I I ) , la
deux ième dans les d o m a i n e s (1 ' ) , ( I I ) et ( H L ) . Ces deux variétés ne
se r e n c o n t r e n t pas.

Le groupe des pu i s sances de la t r a n s f o r m a t i o n est f ini si ç es tcom-
mensurable avec-n: ; dans le cas contra i re , il est i u t i n i et d i scon t inu
pour tous les p o i n t s de l'espace.

3. La d e u x i è m e forme a comme po in t s doubles

x i == o, .r;; " î , •'^;$ == o, ^4 -= o, .r;,-=- — ^ ;

.TI=- o, ^ == i , ,.r3=:o, .^4=0, ^•;;==: z.

Le p r e m i e r est dans le d o m a i n e (111), le second dans le domaine (III').

4. La puissance n de la s u b s t i t u t i o n (27) s'écrit

Xi_______
r'[ .r-i cos n 9 — /•î .^, si n //. y

_ _ X , _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _
"" — ^/-^.z-i cosTry"^ /- // .rTc'os ̂  9 4- nr'[ x^ sin ̂  cp + /•ï ̂ s sin n 9

^^^_______X. .
,c^ /• /^ .2-1 s in/ / cp + /•ï .r/., cos // 9

___________X^,__________________.
r= fir^.r^ sin/^-p — /'Ï ^-'2 sin ̂ 9 4- fir'[x,, cos /zcp -4- r^^c08^?

Les t ransformés d 'un p o i n t quelconque peuven t tendre vers l'un.
des points doubles, ou en tout cas se rapprocher de la variété
x, •===- x., =-- x, == o : pour les p o i n t s qui ne tendent pas vers l 'un des
po in t s doubles , le nombre des po in t s l imi tes est f in i si ç est commen-
surable avec TI:; si ^ e s l i n c o m m e n s u r a b l e a v e c -71:, l e spo in t s l imites sont
tous les p o i n t s d ' u n e variété à un paramètre . Ce groupe est donc dis-
c o n t i n u , sauf p o u r les po in t s de la variété ^ ==^3 =^\ = 0? située
dans les domaines (111), ( I IP ) et (IV).
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X. — Neuvième type.

1. Ici r\ et ^3 sont égaux; r.^ et r,, le sont aussi, mais sont différents
de r^ e t r g . L'un de ces couples est composé de racines égales à un,
l'autre de racines égales à moins un. Nous désignerons par r la valeur
commune de r^ et de ^3 ; — r sera celle de ^ et de r,,.

En opérant comme pour les deux types précédents, on voit tout de
suite qu'on peut , en la transformant par une subs t i tu t ion (S) réelle,
mettre toute substitution de ce type sous l 'une des formes

(^9)

/• 0 0 0

0 —— 7 - 0 0

g/' o r o

0 — Y] /• 0 — /•

où £ et Y] peuvent prendre chacun l'une des trois valeurs zéroy un ou
moins un. D'ailleurs, si l'on transforme une de ces formes par la sub-
stitution 85 (Chap. I, §1, 3), et qu'on change ensui te r en —r, on
arrive à une forme ana logue à (29), mais ou £ et Y) sont échangés. On
peut donc réduire à six le nombre des formes obtenues :

£ == YJ = o^ première forme canonique ;
s == iy vj == o, deuxième forme canonique y sens direct ;
£===-- i, Y] == o, deuxième forme canoniqur^ sens indirect; cette

substitution est l'inverse de la précédente;
£ === Y] === i ^ troisième forme canonique^ sens direct;
£ ==T] = — i, troisième forme canonique, sens indirecte cette substi-

tution est l'inverse de la précédente;
£ == i y YJ == — i, quatrième forme canonique.

2. La transformation (T) correspondant à la première forme est
Xi==——X^ X 2 = = — — ^ a , X3==^3, X^——^^ X5==—^.

Les po in t s doubles sont ceux de la variété à quatre d imensions
^•3 ~ o ;

cette variété pénètre dans tous les domaines (1), ( F), ( I I ) , (in),flir)
et (IV).

Le carré de cette transformation est la transformation unité.
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3. Pour la deuriéme forme, les p o i n t s doubles sont ceux de la variété

x^ ==- oc-^ ~= x ' ^ == o,

située dans les domaines ( ' I I I ) , ( I IF) et ( IV) .
La puissance n de la s u b s t i t u t i o n de sens direct donne lieu à la

t rans format ion (T )

_X__^______X,______
^-^Yx, ,,(-i)-<-i^4-(—ir^

^ x! ̂  xlt- _ „___X,______ ^
.r, (-i)^r," /!(— i)^-^,-- i)"^.'

Si ^ a u g m e n t e i n d é f i n i m e n t , le p o i n t l i m i t e est un point double; le
groupe est d i scont inu , s a u f * pour les points doubles .

4. Pour la troisième forme, l 'un ique po in t double est

x^ =-. .^2 •-=: xy, -=- x^ =: o, œ^ -= ï ;

il est réel-
Là puissance n de la t ransformat ion Çf) de sens direct est

_X__ _ _______X,_______ ^ X3 ̂  ______X,_____
(—i)" . r i /^ (— i)71-4-1^-!-!- (— ï ) ' 1 ^ x ' ^ n{— i )"^iH- (— 1)^4

^_______________X,______________^
,̂  (—— ï )" .^ -^ /Z (—— Ï )"^-1 ̂ 2 + // (—— î )" ^'k 4- (— 1 )" ̂ 5 '

Les t ransformés de n ' i m p o r t e quel p o i n t t enden i vers le point double ;
il n'y a d 'except ion que pour les p o i n t s de la variété à deux dimensions

.T I—O, œ^-=x^
ce qui en t r a îne

.v; •==- ± ï jt-, ;

les poin ts de cette variété antres que le po in t double occupent seule-
ment deux positions, l 'une pour l aque l l e x^ -== ù^, l 'autre pour la-
quelle .^3 = — ix^.

Le groupe est donc d i s c o n t i n u , sauf pour les poin ts de la variété
x^ ====o, x^=-.x^. A l 'exception du p o i n t double, qui est réel, ces
points sont tous dans le domaine (II).
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5. La quatrième forme canonique a aussi l ' un ique p o i n t double

qui est réel.
La puissance n de la transformation (T) est

X, X, X. X,
(-i)^ri ,n—i)/^i^+(_^^ - ^ — ^_i^4-i^_^_,)/^

^__________x,__________
^2(__ l ) /< -4 - l^^_( -^ ( -_ . l )«^+ ^(._i)/^-+.(-_î)/^./

Les transformés de n ' impor te quel po in t l enden t vers le p o i n t
double. Il n'y a d'exception que pour les po in t s de la var ié té à deux
dimensions

iX' ^ —— 0 y * '̂'*2 ^•"-" "'—' ^C /,. ^

ce qui entraîne scy == ± oc^ : les transformés de ces points, au t res que
le point double, n'occupent que deux posi t ions dis t inctes , une pour
laquelle x.^ = x^, l 'autre pour laquelle x^ ==: — x^.

Le groupe est d i s c o n t i n u , sauf pour les points de la va r i é t é à deux
d imens ions x^ = o, x^ == ~- x,^ qui est située dans les domaines ( I I I ) ,
(IIP) et (IV).

XI. — Dixième type.

1. Dans ce type, r\, /^, /'g et /^ sont égaux; leur valeur commune
est ± i; nous la désignerons par r.

Nous pouvons d'abord met t re toute subst i tut ion de ce type sous la
forme

/' 0 0 0 1

Pi ?2 0 P, ((3o) ^i

7i 72 /• 7^
Ôi 02 0 Ô/,

] •

II existe alors trois nombres m^, m^y m^ non tous n u l s tels qu 'on ait
l ' i den t i t é

/7z^2+ ^3^3 4- m,,,^2t=; / ' ( / / ?2G)24- m^G)^-\- //^c»j,J -i- /'•c,ji,

k é tant une cer ta ine cons tan te . Comme pour le c i n q u i è m e type, on
peut supposer que m;, ou m,, n est pas nul.
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Si d'abord m^ n'est pas nul, on peut ra isonner comme pour le neu-
vième type, e-t arriver ai.nsi à l ' une des formes

( 3 Q

/' 0 0 0

0 / ' O ù

£.7' 0 /' 0

o TJ /• o r

où c et Y] peuvent prendre chacun l ' une de.s t rois valeurs zéro^ un et
moins im. Comme dans le. neuv ième type, on peut, en t ransformant
par S, (Chap. 1, § I, 3), échanger £ <et Y]. On ob t ien t do.nc a-insi six
formes canon.iqucs :

£ = YJ = o, première forme cari-onique ;
e = s. y T) -= o., deuxième forme canonique^ sens direct ;
£ === — i, yj === o, deuxième forme canonique^ sens indirect ; c-ette s'ub-

stitution est l'inverse de la précédente,
£ == T] == iy troisième forme canonique, sens direct;
£==="/ ]===—i, troisième forme canonique^ sen's indirect; cette s-ubsti-

tution est l'inverse de la précédente;
£ == ï ,"/]== — i, quatrième forme can^mque^
Supposons maintenant

m., m^-.o,

Nous pouvons transformer pa.r

'i 'o
<0 /?2

0 0

0 0

0 / / 4

I 0

o m,.

où 7^ ot 7z,, sont tels que (//z^)^ -= - i. La transformée est alors

avec la r e l a t i o n

r o -o o
Pi /•• o (3,
71 /a ^ y^
7â o o ^

^(y4-+-pi)-7,(34=o.
y//?//. Éc. I\'orm., ( 3 ) , XX XII. — OCTOBRE 1915. 39
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Supposons d'abord que l'on ait
^^y,-=^^,-= (3,=y,=:o;

alors on retrouve la première forme canonique.
Supposons maintenant que l'on ait

^=:yi=:^=o,

P( et Y,, n 'étant pas nuls ensemble : ils sont alors opposés. Transfor-
mons cette substitution par

o o o

0 1 0 0

o o êl o
/•

0 0 0 1
la transformée est

/' 0 0 0

r /' o o

o o /• —

o o o /•

en la transformant de nouveau par

/ T T
[ —— 0 0 —_

V^ V^

0 0

V/2 y^
1 1

V2

0

\/2 \/2l

nous retrouvons la quat r ième forme canonique .
Supposons ma in tenan t que ya sou nul, y^ ou ?.. ne l 'étant pas; on a

encore y,. =: — p^ En transformant par
a o o b

o a b o

o c d o

c o o d
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où al— bc == i , on ne changera pas c e t t e forme, mais on pourra
annuler (3^ si y, n'est pas n u l , on p rendra par exemple pour
cela a -== d==-1, c == o et 6 == — ^-; si 7, est nul , on prendra a = r f = = i ,

0 < 1

/</ == o, c= ^i. En t ransformant alors par

1 0 0 0

0 0 0 — 1

0 0 1 0

0 Î 0 0

pins en opérant comme pour le neuvième type, on re t rouvera les
formes déjà rencontrées.

Supposons enfin
7,^0.

En t ransformant alors par

1 0 0 0

o i o m

o o i o

o o o i

on conserve cette forme de t ransformée; mais si m
remplacé par zéro. A ins i , on est ramené au cas de

Pi==o.

En t ransformant main tenan t par

1 0 0 0

// 1 0 0

0 0 I — fl

0 0 0 I

on a une transformée de même forme; mais, si

72

g. P, e,l
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Y, est remplacé par zéro. Transformons alors par
1 0 0 0
0 /"^ 0 0

^ 0 0 1 0

r
0 0 0 —

/2

et nous obtenons comme transformée-

(32)

r o o o

o r o (3-4

o r /' (34
/' 0' 0 /'

Si alors P., = o, en transformant de nouveau par
i i
^
„

0̂

0

r

^
ï.
^
0.

0

0

0

r .

ï̂—
^

0

0

1
,

V/2

1
———

V'a

nous retrouvons la quatrième forme canonique.
Si j3^ ̂  o, une transform.ation

À 0 0 0

0 ^ - 0 0

0 0 - 0

0 0 0 À

ramène (^ à la valeur er, £ étant égala ±:-i. Pour e
tut ion

( /• o o o

r , on a la suhsti-

(33)
o /• o r
o r r r

//" 0 0 /;
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cinquième forme canonique du dixième type^ sens direct. Si £
nous t ransformons encore par

î o o o
o — i o — i
0 0 1 0

0 0 0 — :

cl nous t rouvons la s u b s t i t u t i o n

3 oc)
___ T

(34)

/• 0 0 0

/' / • 0 — /

0 — /• /• 0

— r o o /•

qui est l ' inverse (le la substitution (33); c'est la cinquième forme
canonique, sens indirect.

2. La t ransformat ion (T) correspondant à la première forme cano-
n i q u e estia s u b s t i t u t i o n u n i t é . Ce t te première forme n'est pas altérée
quand on la t r ans fo rme par une s u b s t i t u t i o n quelconque. Nous avons
a ins i deux substitutions (S) correspondant à Ici transformation (ï)
unité : ce r é s u l l a t é t a i t d ' a i l l eu r s fac i le à voir directement.

3. Pour la d e u x i è m e forme canonique , les poin ts doubles sont tous
les po in t s de la var ié té

s i tuée dans les domaines (III) , (IIF) et (IV).
Le groupe des puissances de la t ransformat ion fait tendre les trans-

formés de n ' importe quel point vers un point double; ce groupe est
d i s c o n t i n u , sauf pour les points doubles.

4. Dans la troisièm.e forme canonique, les points doubles sont tous
ceux de la vari.été

^i.=:o, x^=. x^\
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ces équations en t r a înen t ^3==^:^; ces points sont tous dans le
doma ine (II) , sauf le point

x^ = x.^ ~= Xs ~= x^ == o, Xy •== ï ,

qui est réel.
Les puissances de la t ransformation font tendre tou t point autre

qu 'un po in t double vers le point double réel. Ce groupe est discon-
t inu , sauf pour les po in t s doubles.

5. Les points doubles de la quatr ième forme canonique sont tous
les points de la variété

ces équations ent ra înent
^3 == ± X^ ;

ces poin ts sont situés dans les domaines (III), (III') et (IV).
Par les puissances de la t ransformat ion, les transformés de tout

poin t autre qu'un p o i n t double tendent vers le point double réel

X') -= .2̂  -=- OC^ ~= ^4 ̂  0^ ^ = T .

Ce groupe est discontinu, sauf pour les points doubles.

6. La cinquième forme canonique n'a qu'un po in t double

^•i=:o, ,2-2 = r r , a"3 =: .y/., -=-= x^ •==. o ;

il est réel.
La puissance n de la subst i tu t ion de sens direct est

/ r '1 o o o \
/? ( n — r )

2
(n -4- • ï ) // ( n — ï ) // ( n -+- ï )
——————————————/-^ i i j - n ^n —'.—————i ^n

b a

///• / î o o /'"
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la transformation (T) correspondante est

X, __ ___________________X,___________________
.r, -f- a JL-, fi{ n — î ) ( 2 il — ï ) , ( // — ï ) f i 1 { / ï — ï )———————————— ̂  ̂ -^^-^ /^ ( /^— ] ) ̂ •3-+- ——————--———— .r^ — /^ .r,",

^ ______X,______ ̂  X^
// ( /< -4- ï ) .r;.

ft.t\ -\- .r'3 + ———^——— ,/•„

_ _____ X,____________
/^ ( /Z -h 1 ) ( •,-' /^ -r- 1 )

— n- x ï — 2 /^z'., — ———————^————— jc\ -4- .r:;
0

Par les pu issances de la t r a n s f o r m a t i o n , les t ransfonnes de n ' im-
porte quel p o i n t t e n d e n t vers le p o i n t d o u b l e .

XII. — Conséquences.

1. Prenons deux des formes canoniques que nous avons énumérées :
nous constatons qu'elles ( l i f lerent soit par le nombre ou la nature des
points doubles, soit par les edets des puissances de la substi tut ion sur
un point quelconque. Il est donc certain qu'aucune substi tut ion (S)
ne permet de transformer ces formes l'une dans l'autre, même si r^
/*.>, /•:(, /',, sont les mêmes pour les deux transformations.

Nous avons ainsi vin^t-ff eux formes canoniques dist inctes, sans tenir
compte de la dis( inc( ion (lui se présente a huit endroits différents
entre les subst i tu t ions de sens direct et celles de sens indirect. Ces
huit endroits se t rouvent : un dans chacun des smèrne, septième et
huitième types, deux dans le neuvième type, trois dans le dixième

^P0-

2. Cons idé rons à part les s u b s t i t u t i o n s q u i ont au moins un po in t
doub le dans le d o m a i n e (I), et par su i te dans le d o m a i n e (F). De
l 'é tude que nous avons fa i te i l résul te qu ' i l est nécessaire pour cela
q u e F! et /^ so i en t imag ina i r e s con jugués , a i n s i que r^ et /'.i ; si deux
de ces qua t r e racines sont égales, l e u r v a l e u r c o m m u n e doit encore
a n n u l e r les m i n e u r s du d é t e r m i n a n t premier membre de l 'équation ( ï )
en s ; e n f i n , les qua t r e racines ne peuven t être égales que pour la sub-
s t i t u t i o n un i t é . Si toutes ces conditions sont remplies,, on a dans le
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domaine (I) un point double un ique (troisième type; sixième type,
première forme), ou une infini té , tous les poin ts d 'une variété algé-
b r ique pénétrant dans ce domaine, et dont les points dépendent d'un
paramètre complexe ( s ix ième type, deuxième forme; hu i t ième type,
première forme), ou même de deux (neuvième type, première forme).

Le groupe formé par les puissances d'une de ces transformations
n'est d i scon t inu que si les arguments de î\, r^ r^ r, sont commensu-
rables avec -n:; il est alors f ini .

Les autres sortes de groupes de puissances sont toujours discontinus
(sauf pour des points exceptionnels) et in f in i s .

CHAPITRIi; III.

FOHM.VTÏON DU POLYÈDRE FONDAMENTAL l^UN GIIÔUPE DISCONTINU.

Nous voulons donner une méthode de formation du polyèdre fonda-
m e n t a l d 'un groupe discont inu de t rans format ions (T). Dans cet te
méthode, les variétés à cinq d imens ions invar iantes par les t ransfor-
mat ions (T) qui ont un poin t double donné dans lo doma ine (I) joue-
ront un rôle fondamental. Cela nous ent ra îne à é tudier d'abord ces
transformations.

I. — Transformations de point double g-^-z g ' -=r. /, h =:o.

i. Quelles sont les t ransformations ayant pour point double le
po in t g = = ^ = = î , A = = o ? C'est un point du domaine (1); donc, en
dehors de la transformation unité, ces t ransformat ions appa r t i ennen t
toutes soit au troisième type, soit au sixième type, première ou
deuxième forme, soit au huit ième type, première forme, soit enfin au
neuvième type, première forme. Or, pour toutes ces sortes de trans-
format ions , on se rend compte, sur les formes canoniques , que tous
les points doubles peuvent être trouvés par la méthode qae nous
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exposions an commencemen t ( lu Chapi t re p r écèden t . La présence de
racines m u l t i p l e s pour l 'équat ion ( i ) en s (Chap. Il) appelle seulement
les observations suivantes :

Pour le sixième type, première ou deux ième forme, on associera ï\
à lui-même, puis r^ à lu i -même, enfin ?\ à r:;, en f a i s a n t a t t en t ion pour
ce dernier couple à la c o n d i t i o n

(c,)L»)i3-+- (^!J)2,= 0.

Pour le hui t ième type, première forme, on associera la racine double
à l 'une ou l ' au t re des au t res .

Pour le neuv ième type, p remière forme, on associera la racine un à
la racine moins un.

2. Considérons donc une transformation ayant le point double

g - = g ' — i , h-==o;

soient /' et r ' les racines de l 'équat ion en s auxquel les correspond ce
point double.

Si
' ^i ^ a., a; j

b, 6, b, b, \

\ Ci C^ €3 C,,

\ cl, ch d^ d,

est notre subs t i tu t ion^(S) , l 'équation en s

(i) (^1-4- ia'.i—s) (^a-t- ^4—5) — (^2-+- ^'J (^i-h ib^)^ o

admet les rac ines r et r ' . Nous supposerons d'abord que r n'est pas
égal à ^.c'est-à-dire que nous n'avons pas une s u b s t i t u t i o n du sixième
type, première forme. Nous voyons alors que l 'on a

(°-)

en posant

( (cib)^— (ab)^= cos(<p -^),

| (ab)^—(ab)^== sin(q) 4- +),

r •==- cos9 -h L smy,
r'' =. cos'.p -4- i sin <^.

Ann. Éc.Norm^ (3) , XXXU. —- NOVEMBRE i9i5. 4o
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Une solution quelconque des équations en coi et co^

\ ( a i4 -za3—. î )6 ) i4 - (^2+^4)^2^o ,
( 0 ) \

i (bi 4- ^)c0i4- (^4- ^/,—— 5)ût)2== 0,

qui se réduisent à une si s ég'ale r on r\ vérifie aussi les équations

J ̂  =2 ( Ci -4- ^3 ) Mi -4- ( Ça -t- ("€4 ) ^2,
| Ù Gt)^ —=: ( <:̂  -+- Z<4 ) ̂ 1 + ( ̂  + ̂ -4 ) ^2 •

Supposons cr abord a^-^r-ia,, diirérent de zéro; nous pouvons
prendre

c,̂  =r a^ -+- ^4, œa -== .s' — Oi — ^3 ;

donc, pour s égal à r ou à r ' ,

is(a^-{- ia^)-=- (.Ci-4- ^3) (aa+ ̂ ,) + (c^-+- ic^ (s — a^ — ^3);
donc

^2 ~1- ici, '— i{ a^ 4- icf;, ) ;
puis

c, -+- ic^ =. i{ a^ -h ia^ ) ;
ainsi

Ci===—03, C2==—^,^ c3==ai , C4==:a2;
mais

(^^)l:î-1- (^C)â , ,== : î ;

donc
a\ -i- aj 4- aJ; --1- a^ == i.

Mais alors, les équations (2), jo intes aux équa t ions

(<^)i3-+- (a&)^=:(^)i3-i- (bc)^=:o,

permettent de déterminer h^ b^, b^ et b,,; on t rouve ainsi

b^ == — «a ces ( 9 4- 4' ) — °k si n ( 9 -1-" ^ ),
b^~=. a^ cos(cp 4-^)4- a;, sin((p 4- ^),
^3== a/, cos(® 4- ^) — ^2 sm(û) 4- ^),

^4 -= — a:{ cos ( o 4- '̂  ) 4~ ai sin ( y 4- 4^) *

Nous remarquons alors que

<^4- ^3== (—024- ici!,) [cos(<p 4-^) + < s i n ( y 4- '.p)];
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d o n c & i 4 - ib.^ n'est pas n u i ; 1111 ca lcul parei l , h ce lu i qui noua a donné
°\9 ^2» ^3 °t c^ nous donne

d^ == —— ^3, C^ == —— À 4. ^3 -==. b i, <"/4 •= ^2 •

En posant o H- ^ == 0, nous parvenons à la subs t i tu t ion

[ <^t ^2 ^3 ^4

\ — o a c o s ô — ^ ^ s i t i Q ai cos0 4-^3 s i n O a.,cos0—a.^inO —a-^cosQ -h- a^ s in0
j — 03 —rt;.. r/i ^

^ — a^ cas 0 + a^ s i n 0 a'^ cos ^ — a^ si n Ç — a^ cas '9 — a ' , si n 0 a.i ces ̂ 4-^3 ski Q

qui est bien réel lement une subs t i t u t i on (S) répondant à la ques-
tion si

a\ + a; -\- a^ 4- ci\ -=- i.

Nous avons supposé a^-^ia^o ; supposons m a i n tenant a^ia,,-== o.
Les équat ions (4) sont alors vé r i f i ée s pour o), = o et pour 002== o, ce
qui d o n n e

c^ -^ ic,, •=: <f/i + id^ = o ;

alors les équa t ions
(ab)^-==(hc)i,=o, (^c) i3== i

m o n t r e n t que 6, == A;} == o. Les équat ions (4) donnent ensuite
Ci + i 0*3 == f' ( a\ -h '̂?3 ) ;
A 4- ^/4 = t ( ^-2 4- ^ .̂'., ) ;

enfin les équa t ions (2) d e v i e n n e n t
ai /^ — a:,, ^4 =: cos ( o -h '-L ),

^3 ^2 •+" ^l ^4 1-::-" sln ( ? + '̂  ) ?

on retrouve alors la subst i l .u t ion (5), ou l 'on a fait a^= a,. == o.
Quand on a la s u b s t i t u t i o n C:^), on peu î c a l cu l e r fac i l ement 9 et ^.

On a d'abord la re la t ion
<p 4- ^ -==. 0 ;

de p lus , r équa t i on (i) nous niontre < i i i e

r/i -t- ^2:==- cos ? -l~ cos ̂ i
a:>, + ^4 == si n o 4- s in 'ii ;



3l6 GEORGES GIKAUD.

ces deux dernièros conditions se réduisent à celle-ci :
/^ 0 . Q çp—d;(b) a^ cos - 4- as sm~ = cos-'——-L*

2 2 2

Nous avons donc cp e t f ^ , en grandeur et en signe.
Nous avons, dans le calcul précédent, supposé que nous n'avions

pas affaire à une subs t i tu t ion du sixième type, première forme, et que,
par suite, /• n'était pas égal à r\ Supposons main tenant que l'on ait

r == r ' .

On voit tout de suite sur la forme canonique du sixième type, pre-
mière forme, que les conditions

C03==ZO)i, &J4== ^COa,

le point double étant g=g -==i, À = = o , en t ra înen t les égalités

^1 ̂  ̂  ̂  ̂  __ ^4 __
0)! ^2 ûi)3 ûiJ/,

De là résultent ici les équations
ai+ z^3== cos 9 + ̂ s in® , a^ -h ia^=o,

bi-+- ib'^-zz o, b^-^ ib^= cos9 4- ^"sin^,
Ci + ic^-= <(cos9-t- /s iny) , ^4- ic,,=.o^

cl^ 4- z^ == o, (̂  + ̂  =: i ( cos <p 4- i sin 9 ) ;

on arrive ainsi à la substitution

cos y o sin cp o
o cos CD o sine?

—sincp o cosœ o
o — sin<p o cosy

Or si, dans la substitution (5), on veut avoir
9==^ ,

la condition (6) montre que

a^ cos9 4- <%3 si 119 = i.

Mais, comme a\ 4- d\ 4- a\ 4- d\ == i, on a aussi

(ai cos9 4-â f 3s in9) 2 -^ (~^ lS in94~a3COS9) 2 4- r t | 4- a^ == i ;
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donc
ci[ si il o — <^ ces 9 =- o, a.i ̂ = 04 •==- o ;

par suite
<7i=-coso, a3=-sincp.

Nous retrouvons ainsi notre subs t i tu t ion du sixième type, première
forme.

La subs t i tu t ion (5) peut donc, pour des valeurs convenables des
paramètres, représenter n'importe quelle subst i tut ion (S) de point
double

g-=^==.i, h=zo.

3. Le produit de deux subst i tut ions (5) est donc une substitu-
tion (5). Si, dans les deux facteurs , l 'angle 0 = o -+- ^ a les valeurs
respectives 0 et 0', sa valeur © dans le produit est

@ =.e-^-9'.

Ceci nous prouve que les subs t i tu t ions (5) du sixième type, deuxième
forme, et celles du neuvième type, première forme, forment aussi un
groupe.

Eu écrivant les valeurs de a,, a,, a^ a, dans le p rodu i t , on retrouve
l ' identi té d'Euler sur le produit de deux sommes de quatre carrés.

II ^ _ Variétés à cinq dimensions invariantes par les transformations
qui ont un point double donné dans le domaine (1).

1. Les t ransformations de point double

g^S —^ h-=o

dépendent, on v ien t de le voir, de quatre paramètres seulement. Donc,
par un point donné, passent une infinité de variétés à cinq dimensions
invariantes par toutes ces transformations. Nous n o u s proposons de
voir s'il en existe dont l ' équat ion s 'obt ienne en égalant à zéro une
forme quadrat ique à indéterminées conjuguées en x^x.^ x^.cc^ et ^5,
et de les découvrir.

Parmi les subst i tut ions qui ont le point double donné se trouvent
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(6)
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coscp o — sin® o

o cos^ o — sin^
sincp o cosco o

o sin^i o cos^

transformons par la subst i tut ion (S) imaginaire

(7)

i

^
0

.
i- , - ,
^
0

\

0

1
. ,

0̂

i

^

i

7i

0

r

v/i
0

0

^

0̂

1^
nos sabst i tut ions prennent la forme p l u s commode

(8)
0 f\
0 0

0 0

FS 0

o y\
où l'on a posé

f\=- coscp -4- ^ ' s iny , ï\^=. cos^ 4- ^'sin^.

Nos formes quadratiques à indéterminées conjuguées restent, par cette
transformation, des formes quadratiques à indéterminées conjuguées.
Or on constate immédiatement que, par suite de l ' invariance imposée,
ces formes quadratiques doivent être du type

(9) a^^^+ a.^x^x^~^ ^3.^3^30-4- v^x,,x^-^- (y.^x^x^\

en effet, la présence d'un autre terme appel lera i t celle du terme ima-
ginaire conjugué, et, par la t ransformation, ces deux termes seraient
mul t ip l iés par des facteurs différents.

De plus, ces formes doivent être invar iances par toutes les autres
transformations qui ont le point double donné; il suffit de considérer
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les suivantes :
r?i a.î as ('h \

—- a^ a^ a^ — a:ï ^

—as —a,, ^i a-i l5( 1 0 )

— ^ 4 ^3 ~~ aï a! !

319

c'est-à-dire celles da s ix iè î i i e type, deuxième lorrne; car, en les multi-
pl iant pa rce l l e s qu'on a déjà employées, on peut reproduire toutes
les s u b s t i t u t i o n s (5). Par la t r a n s f o r m a t i o n déjà i n d i q u é e , les transfor-
mat ions (T) correspondantes dev iennen t

X i = A ' i ,
X^ ==-(^1-1- ^Q'2 .^—— 9- (^1 + ^30 (^2 ^- a'. ̂ •ra--- (^-2 4- ^^')t'^>r^

(n) ^=-(a,-+-a,i)(a,-a,i).v^(a\-a^ -^ a^ a\)x,-^ {a,-a^ {a^ a,i)x,,

X^^_ (^^— ^^•)2.z^— 9 (a^— a^i) (^ — ̂ )^3+ (^'i — ^O'2^'^

X^^s.

Dans la forme (<)), cette t r a n s l o r r n a t i o n ne change pas le coefficient
de^ ,^ ,o , n i celui de.r,^o; celui de ̂ ^o devient

^(^î + ̂ )'+ ̂ (^ï + ̂ /D (^1 + ̂  ) -+- ^(^^ -1- ̂ ^

or il doit rester égal à o^, pourvu que
ci\ -{- al + a^ + a^ •=. i ;

posons

ce qu i e n t r a î n e
c^^-a^^x,

on doi t avoir, quel que soit x, la r e la t ion

<%2 ̂  -+- ̂  X ( 1 ~ X ) -f- CÎ4 ( ! —— x )2 ̂  ^-2 î

donc
(y.^— y.^-\- (/.;,= o,

a;i— 3^4-= o,

.̂ = «2 ;

ces trois cond i t ions r e v i e n n e n t à deux :

^2= -^3= CÎ4.
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On voit immédiatement que ces cond i t i ons sont suffisantes. Nos
variétés sont donc

a^i^io-l- 02(^2,^204- 2.r3.r3o-4- ^4^40) -+- ^•^îî-^o^ °-

Ces variétés dépendent de deux paramètres.
Il nous reste à les soumettre à la transformation inverse de celle

que nous avions faite; elles prennent alors la forme

(12) ?l(^^io+-^2^20+ 2^3^30 -4- ̂ ^..0+ ^i^o)

-+-^(•^1^20—— «^lO ̂ 2—^1 ̂ 40+^10^4+^2 ̂ 50——^O ̂ ~ ̂ 4 ̂ 0-t-^40 «^i)

+ ^ ( ̂ l ^30 -+- ^10-^5 + ^2 ̂ 40 + ^O ̂ 4 + 2 -^3 ̂ 30 ) == 0 ;

on a posé
À== ^i -+- a^+as,

v=r—ai-4-^5,

.̂ =.— ai -+- 203 — ay.

2. Nous pouvons facilement en déduire les variétés dont l 'équation
s'obtient en égalant à zéro une forme quadra t ique à indéterminées
conjuguées, et qu i sont invariantes par les transformations (T) qui
ont un poin t double donné dans le domaine (I). Si P est ce point
double, nous d i r o n s pour abréger que ces variétés ont comme centre le
point P. Il suffit d 'appliquer aux variétés (12) une transformation (T)
amenant en P le point g == g ' = i, h = o.

Or on démontre, comme au Chapitre I (§ II, 3), que, si x^ x^ x^
^,, .̂ 5 et S i » ^2» ^3? ^? ^5 sont deux groupes de variables subissant la
même transformation (T), la forme

( 1 3 ) a^i iti0•+-tr2 $40+^^3^30+^4 &20-+- «^ ^10 )

X (^lO £g -+- .r20 ^4 -1~ 2^"30?3 -4- ^'40 i.Ï 4- ^50 ^1 )

+P(^1 ^ -+-^ ^4 +a^3^ +.^4 $2 + ^ ^1 )

x (^lO ÇoO-1" ^20 $40 + 2 «^30^30 + ̂ 40 $20 •+ ^^0 $10 )

+7(^1 ^50+^10^5 -+- ^^O+^aO^ +2^3 ^30 )

X ( Si Çso -)~ ^ 1 0 ^ + Ça ^o-+- ^20 ^ + 3 ^3 ^3o)

ne change pas de valeur. Mais si l'on fait

Ç i = = i , '^—i, '^o, ^4=^ $ a = — l
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et si l 'on pose
/ ^ ). — ^ ^ À 4- ^ X -h- fj.
U4) ^==.———-, p = — — — — , y-=:————i-,

2 ' 2 ' 4

on retrouve le premier membre de l 'équation (1-2).
Donc, la forme (i3) égalée à zéro représente les variétés invariantes

de centre E , , ^, ^3, Ç,, ^.
Nous voyons immédia tement que, si une variété qui a pour centre le

po in t P ( ^ , , ̂  ^ 2 » ^ . î? ^) passe par le p o i n t M(;r,, ̂ , ^3, a;.,., ^-5),
celle qui a pour centre le po in t M et qui correspond aux mêmes
valeurs des paramètres A, p., v passe par le point P. L'équation

( î 5 ) a nonne (.ri^o 4- ̂ ^o4- ^s^o-^- ^4^20-1- ^.Sio)
4-|3 norme (^1^5 4-^Ç', 4-2.r;(Ï3 4-.r^c2 "1-^3^1 )

+ y(^'l-'^50-+- ^10 ̂ "5 4- ^'2-^40+ ^20^ -+- 2^3^30)

X ( ^ ^0 + ^10 £5 4- ^ C.l.O + ^-20 ^4 + 2 ^ ̂ o ) = 0,

qui représente la première variété si l'on y regarde x^ sc^, x^, x,^ x^
comme variables, ne cesse pas, en effet, d'être vérifiée si l'on échange
Xi avec '̂  (i = i, 2, 3, 4, 5).

3. Supposons que, dans l'équation ( î5 ) , on prenne la même valeur
pour a et pour p : les coefficients de cette équation en x^ ^, x\, x,^ x^
sont alors réels. Proposons-nous d 'é tudier la disposition des variétés
représentées par cette équation.

Nous nous conten terons de faire cette étude pour les variétés dont
le centre est le point g = g-' = i\ h = o ; les résultats s'étendent immé-
dia tement à toutes les autres variétés. Nous prendrons donc l'équa-
tion (12), où nous ferons

y=o ;
cette équation devient a ins i

( 16 ) À ( .ri x^ o 4- •3'â .2'2o 4- 2 ̂ 3 .x^o + x 4 .r,̂  4- ^3 .rgo )

4- p.(.ri.r5o4-^io.-r,4-^2^4o4- x^x^ 2^3^31)) = 0-
»

Nous voyons que deux variétés (16) ne se rencontrent pas : car leurs
points d'intersection devraient annule r

.371 3C j o ~\~ ^s "^20 ~1 2 <2?3 «^30 '~' ^'4 '^*40 ~ 1 ' *3?s '^SO î

^/^rt. £'<?. Norm., (3), XXXÏI. — NOVEMBRE igiô. 41
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ce qui est impossible. Donc, deux variétés de même centre et à' coef-
ficients réels ne se rencontrent pas.

En particulier, aucune de ces variétés ne rencontre la variété

X^X^-\- J?io^4- X^X^-^- ^20-^4-+- 2^3^30== 0,

qui est la variété qui correspond à À = o.
Écrivons maintenant l'équation (16) en coordonnées non homo-

gènes; elle prend ainsi la forme

('7) ^T +^0+2/^0 4- ̂ ^(gg'—h^ (^o- hÏ)}-WW-^=°'

Cette équation peut encore s'écrire ainsi :

( 18 ) ^gg'- h^ I) (^oô< -^4-l)4- (^—é^) (^o—^o)^ 4^o]

+ 0—^) [l +^o+ 2/2/Zo-^-^^o 4- (^ /—^2) (ô"oé< - /^)] = 0-

Faisons dans cette équation [j. •=- À : l'équation entraîne

A=o, ^=.ér^ ^ /—h î=—ï,

et par suite
^=^=:±:i.

La variété ne comprend donc alors aucun autre point que les deux
n m n f s no ni il em espoints conjugués

et
g=g'=-i,

^=^==—1, h-==.o.

Si [j.Çk — [J.) est positif, c'est-à-dire si .̂ est compris entre zéro et X,
l'équation (18)5 ou (17): est impossible.

L'équation (17) s'écrit aussi

(î9) ^[(ô^—— ̂ +0 (^0—— /^+I )+(^—— g') (^0-^0 ) + 4 À Â o ]

^/K^-^xg^-^2).
Donc, si }< est, par exemple, positif et si

^>?s

/<2 variété (17) e^ /o^ entière dans les domaines ( î ) et (F). Cette variété
existe dans ce cas, car le premier membre de l'équation (17) est alors
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posit if pour les poin ts réels, et négatif pour le po in t g== g==i, h=o :
donc il s 'annule quelque part. Comme les coefficients sont réels, cette
variété se compose donc de poin ts situés dans le domaine (I) et des
points conjugués des précédents, qui sont dans le domaine (F). Pour
les points d'une de ces variétés, QCf — x2 est borné. Si l'on a deux de
ces variétés telles que, pour la première, À et ;x aient les valeurs À,
et (JL) , et pour la seconde les valeurs A^ et p4» ej- si

?>?-2' ^>°'AI Àa

tous les points de la deuxième variété rendent négatif le premier
membre de l 'équation de la première : nous dirons que la deuxième
variété est à l'intérieur de la première. Si ^ î ' — ^f1 reste inférieur à M
sur la première variété, cette quantité est aussi infér ieure à M sur la
seconde. L'équation (19) montre alors que, si Ç est très peu supérieur
à un^ tous les points de la variété sont très voisins de l'un des
points g == g ' •==- i, h == o et g' == g ' ' ==• — iy h = o, qui sont les centres
de la variété.

4. La variété (17) partage, si [— est supérieur à un, le domaine (I)
en deux parties : celle pour laquelle son premier membre est positif,
et celle pour laquelle il est négatif; ces deux parties sont linéairement
connexes. Il suffit de le montrer dans le cas où \ est positif.

Prenons d'abord celle de ces parties pour laquelle le premier
membre de l 'équation (17) est posi t i f . Posons

^=pe^

p étant positif : le premier membre de l 'équation (17) est un trinôme
du second degré en p, dont le terme de plus haut degré est positif.
Pour certaines valeurs de g ' et de À, ce trinôme n'a pas de racines : car
il est certain que la valeur absolue de g\ par exemple, ne peut, sur la
variété, tomber au-dessous d 'une certaine l imi te . Or, le premier
membre de l 'équation (17) est alors positif quel que soit p ; dans les
autres cas, il est positif quand p est extérieur aux racines : la région
où il est positif est donc évidemment linéairement connexe.
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Prenons maintenant la région du domaine (I) où ce premier membre
est négatif. Nous allons montrer qu'on peut, sans sortir de la région,
faire décrire à u n point mobile un chemin cont inu , partant d 'un point
quelconque de la région, et aboutissant au point g = g ' ' = i, h=o.
Posons

, lUiS^k^^

g^k

h =k

t—u

t -+- u
t — u

k, t, u étant de nouvelles variables remplaçant g-, h, g<; elles s'ex-
priment au moyen des anciennes variables par les relations

/ / • 2 — — _ _ l ^ f r ' _ _ / ) Ï } f — — ^ , / / — — ^A - ^6 n ^ t-/,_/^ u- i,^f,

Le premier membre de l 'équation (17) devient, en appelant ^o, ty et u^
les conjugués de A, t, u,

(20) 1 J+/ f2/^ ^.————2__-^—————^[2^^^0-t-(^+^)(^0-i- ^û) +2l[
( (̂  —— ^M^O—— UQ) )

r ,, ,„ a^/ -4-2^^0- (^-+- ^ ) (^+^o) "
' P' \ — A"' — '^iï — 2 A Â o —————————————•—————-——————— -L ( < î — ^ ) ( ^ ~ ^ o )

Pour les valeurs initiales de k, t, u, cette expression est négative.
Sans changer /, n i u, ni la valeur absolue de ky rendons k réel : cela
peut se faire d'une façon continue sans que P 4- k^ décroisse jamais,
et sans que, par conséquent, l'expression (20) soit à aucun instant
positive. Le nombre k est donc maintenant réel; l'expression (20)
devient

(,i) xr^^4,,/^^^o^+(^^^+^)^^ ̂ ^^^•^
L { t ^ - u ) ( £ , — u , ) J 4r- ^-/,)(^-^)

Diminuons maintenant d'une façon cont inue les valeurs absolues des
parties réelles de t et de u, de manière que leur rapport reste cons-
tant , et, en même temps, diminuons, s'il y a l ieu, le nombre réel k
de manière que r-——r————- ne change pas; ne touchons pas aux^ i — a ) (^ ÎQ — HQ ) ^
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parties imaginaires de t et de u : dans cette opérat ion, l'expression (21)
d iminue cons tamment , e l l e reste donc néga t ive ; nous arrivons ainsi à
rendre t et u purement imagina i res . Posons

t r= i y,, II -==. — i (3,

et remplaçons t et ?/ par ces valeurs dans l'expression ( 2 1 ) ; nous trou-
vons l 'expression

, , - r / . / . ^a2^^- (a —Û)2-}-^ „ - a6
(..) X[x+/^^ (^p;7———^^(a-^-

Comme cette expression est négative, c'est que a et p ont le même
signe. Amenons - l e s d ' une façon c o n t i n u e à être égaux, sans
changer ocp; nous pouvons le faire sans que a2^- {ïl2 cesse de décroître;
d i m i n u o n s en même temps 7c, de façon que le coefficient de .̂ ne
change pas; alors l'expression (22) décroît et reste par suite néga-
tive.

Nous sommes m a i n t e n a n t en un poin t où g et g ' sont purement
imaginaires, et où h est n u l ; posons

cr —— , (^ f-yl —— j P/ .
fy —— C ̂  , é5 —— L J 5

le premier membre de l 'équat ion (17) devient

(23) ^I+^+^+ff2^)"^^;

on peut faire varier ç et ç ' d 'une façon continue de manière à les
rendre égaux, sans changer leur produit, et sans que l'expression (a3)
cesse de décroître; el le devient alors

( a 4 ) ^o+g2)2-^2.
Si nous égalons cette expression à zéro, nous avons une équation
bicarrée qu i a deux racines positives; la valeur considérée de ç et la
valeur ff == i sont toutes deux entre ces racines ; on peut donc aller de
l 'une à l'autre sans rencontrer les racines. Nous sommes ainsi par-
venus d 'une façon c o n t i n u e au centre g ==- g ' = i, h == o, de la variété.
Notre proposition est démontrée.

L'intérieur de la variété (17) se compose donc de deux régions, l'une
dans le domaine (I)y l'autre dans le domaine (I'); chacune de ces
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régions est l inéairement connexe. L'extérieur se compose d 'une seule
région l inéairement connexe.

5. Reprenons l 'étude de la variété (17), en prenant maintenant les
valeurs négatives de ^ •

A

L'équation (17) s'écrit encore sous les formes

(^>) ^[(^ - ̂ - Q (ô°o^o -^-i)-t-(^+^)(^o 4-^0)]
+ (X 4- p.) [i +• gg, -4- 2 hh, + ̂ o + (^/™ À2) (^o^-o — ̂  )] = o,

(26) À[(^-^-i)(^^-A5-î)+(^+^)(^o+À-o)]=4(^+^(S^

Donc, si p. est compris entre zéro et —X, l 'équation (17) est encore
impossible. Pour p. === — X, la variété se réduit à

ê'=-S\ Â2^-^2-],

elle a seulement deux d imens ions ; ses équations en coordonnées
homogènes sont

x^^zz. x^^ x^'^-x^\

elle est tout entière dans le domaine (II). Si ^ est inférieur à — i, la
variété existe et est tout entière dans le domaine (II).

III. — Application à une propriété des groupes
de transformations (T).

1. THÉORÈME. — Si les transformés d^ un point M du domaine (I) par
les transformations (T) d'un groupe n^oni pas ce point pour point d'ac-
cumulation, ils n'ont aucun point d'accumulation dans le domaine (I),
etle groupe est discontinu pour ce domaine,

Supposons, pour nous placer dans le cas le plus général, que le
point M soit transformé en lui-même par un certain nombre p de
transformations du groupe. Ce nombre^, qui est au moins égal à un,
est nécessairement fini, puisque M n'est pas un point d'accumulation
de ses transformés.

Nous pouvons prendre pour l— une valeur assez peu supérieure à un
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pour qu'à l ' intérieur de la variété correspondante de centre M il n'y ait
pas d'autre transformé de M que M lui-même (on fait toujours v = o).
Soit 2 cette variété. Prenons pour Ç une valeur p- plus voisine de un
que la précédente: les variétés 2, de paramètres À, et ^ qu i ont leurs
centres à l'extérieur de S ont toutes le point M à leur extérieur; on
peut donc trouver des valeurs À^> et a_, des paramètres telles que —
soit supérieur à un et que la variété de centre M correspondant à ces
valeurs soit tout entière extérieure à toutes les variétés 2^. Prenons
alors pour ^ la plus pe t i te des valeurs Ç1 et ^; les variétés qui ont
pour centres deux transformés distincts de M et qui correspondent à
ces valeurs de X et (x sont tout entières extérieures l 'une a l'autre.

Soit R u n e région du domaine (I), sans point commun avec la fron-
tière. Les variétés de paramètres \ et p. qui ont leur centre dans la
région R sont in té r ieures à une cer ta ine région IV du domaine (I),
obtenue en ajoutant à R tous les po in t s du domaine (I) in té r ieurs à
une variété quelconque de mêmes paramètres ayant son centre
dans R.

Or, l ' intégrale

„ _ r r r r r r^o^^o^^o^r
^ - J J J J J J (wr-^?

a la même valeur -<?o po"^ toutes les variétés de paramètres X et .̂.
Soit <•>, sa va leur pour la région R\ Le nombre des conjugués distincts

'ï')
de M in té r ieurs à R est au plus —; il est donc f in i : chacun de ces

' 0

con jugués compte d 'ai l leurs pour p , comme M lui-même; mais ces
conjugués n 'ont pas de point d'accumulation dans R, ce qui est con-
forme à l 'énoncé.

Soit m a i n t e n a n t N un po in t que lconque du domaine (I); nous vou-
lons démontrer que les transformés de N n ' on t pas non plus de point
d'accumulation dans le domaine (I). Donnons aux paramètres des
valeurs X', uJ telles que la variété de paramètres //, [sJ et de centre N
ait le point M à son intérieur. Si une transformation du groupe change
N en N, et M en iM,, M^ sera à l ' intérieur de la variété de centre N< et
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de paramètres A', pi'. Adjoignons à la région R tous les points intérieurs
aux variétés de paramètres \\ p/ et de centre intérieur à R; nous trou-
vons ainsi une région B/7, intérieure au domaine (I). A tout trans-
formé de N intérieur à R correspond un transformé de M intérieur
àR^; comme le nombre de ces transformés de M est fini, il en est de
même du nombre des transformés de N intérieurs à R. Le théorème est
complètement démontré.

2. Remarque. — Dans l 'énoncé du théorème, on aurait pu évidem-
ment remplacer le domaine (l) par le domaine (F).

On n'aurait pas pu le remplacer par un des domaines (II), (III), (IIP)
et (IV) : les groupes formés des puissances d'une substitution mon-
trent que le résultat ne serait pas vrai pour ces domaines.

IV. — Polyèdre fondamental d'un groupe discontinu.

1. Soient A, B, C trois points du domaine (I) : nous dirons que C
est plus près de A que de B si, À et ;j. étant choisis de façon que la
variété de centre G correspondante passe par A, le point B est extérieur
à cette variété. Si la variété qui passe par A passe aussi par B, C sera
dit équidistant de A et de B.

2. Soit Ao un point du domaine (I) qui ne soit pas un point double
d'une des transformations d'un groupe F d iscont inu dans le
domaine (I). S o i e n t A i , As, . . . ,A^, ... les transformés de AQ par les
substitutions du groupe : ces points sont tous distincts.

Soit maintenant M un point quelconque du domaine (I). Prenons
une variété de centre M, ayant à son intérieur le point Ao : cette variété
aura à son intérieur un nombre fini des points Ao, A^ As, ..., A^, ....
Il y a donc un nombre fini de ces points dont M est plus rapproché que
de tous les autres; si ces points sont Ao, Ai , A^, . . .» A/., nous dirons
que M fait partie des polyèdres fondamentaux qui ont pour centres Ao,
A i , A,,, ..., A,.. En général, M ne fait partie que d'un seul polyèdre;
s'il fait partie de plusieurs, c'est qu'il est sur leurs frontières à tous.

3. Si l'on considère le polyèdre fondamental de centre Ao, et qu'on
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lui applique la transformation qui amène Ao en A, , on obtient le
polyèdre fondamental de centre A ^ .

Tout point du domaine (I) fait donc part ie du polyèdre de centre Â^,
ou de l'un de ses transformés.

4. Supposons que les polyèdres de centres Ao et A, se touchent :
que l l e est leur surface de séparation ? Tous les po in ts de cette surface
sont équid is tan ts de A^ et de A , . Si le poin t Ay a pour coordonnées ^ , ,
^•2? ^3' S/,? ^5» et si, par la transformation qu i amène A^ en A, , ces
quant i t és deviennent S^, ^, ^, '̂  ^, les poin ts cherchés satisfont à
l 'équation

norme (.ri £50 4- ^2^0 4- 2^3030 4- .^^o 4- ^,i;io )
4~ norme (^iÇs 4- x^ 4- ̂ x^ -+- x^ -l- .'r^i )

= norme (^1^0 •+-^2^0 + 2^^o + ^^ao4- ^c'.o)
-+- norme (^'i^ -r-^^ +2^3^ 4-.-r^a -h^s^ ).

(27)

Pour les po in t s M plus voisins de Ao que d e A i , le premier membre
est plus petit que le second, comme le montre immédiatement la con-
sidération des valeurs de ^ pour les variétés de centres Ao et A, qui
passent par M.

Si l'on admet que ^, ^ 2 » ^'^ ^ 4 ? ^5 représentent successivement les
coordonnées des divers transformés de Ao, de sorte que

diÇso-i- ^ loÇs 4- <;2^o4- $20^4- 2^3^30

garde une valeur constante, le problème de trouver à quel polyèdre
appartient M revient donc à trouver le minimum de l'expression

(28) norme(^i^o4- .^2^o4- 2^3130+^204-^10)
4- norme (^1^3 4-^2^4 •^-'ï^^s 4- x^ 4-^5^1 ),

5. Ce que n o u s venons de f a i r e pour le domaine (I) peut se répéter
pour le domaine (F). D'ailleurs, on peut prendre le centre du polyèdre
indi f féremment dans (I) ou dans (F) : car une variété qui a pour
centre un point a aussi pour centre le point imaginaire conjugué.

6. Pour le domaine ( I I ) et pour les autres domaines, il n'est pas
évident que le groupe soit encore discontinu pour certains points.

Awt. Éc. Nonn., (3 ) , XX.XÎÏ. — NOVEMBRE 1915. 42
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Même s'il l'est, il n'est pas certain qu'un de ces points soit plus rap-
proché de l'un des points Ao, A^ Aa, .... A^, ... que des autres. Mais,
si cela arrive, notre procédé permet de prolonger le polyèdre fonda-
mental dans le domaine (II) et les autres domaines.

Pour les domaines (III), (IIP) et (IV), on dira qu'un point est plus
près de Ao que de A, si, pour ce point, le premier membre de l'équa-
tion (27) est plus petit que l'autre.

Un point d'un de ces domaines pourra ne faire partie d'aucun
polyèdre : cela arrivera si l'expression (28) n'a pas de minimum.

Un point peut aussi faire partie d 'une infinité de polyèdres si l'ex-
pression (28) atteint une infinité de fois son minimum.

7. Le polyèdre fondamental est limité par des faces dont l 'équation
est de la forme (27). Ce polyèdre est convexe, c'est-à-dire situé d'un
même côté d'une de ses faces prolongée indéfiniment.

Ces faces se coupent deux à deux suivant des arêtes^ qui sont des
variétés à quatre dimensions.

8. Supposons ces faces en nombre fini. On démontre, comme pour
les groupes fuchsiens et hyperabéliens, que ces faces se distribuent en
paires de faces transformées l'une de l'autre par une transformation
du groupe.

Considérons maintenant les arêtes du polyèdre fondamental; on
peut les répartir en cycles, comme pour les groupes cités. Pour cela,
on prend une face F^ et une arête A^ de cette face; en traversant cette
face, on entre dans un autre polyèdre : une transformation ï\ du
groupe ramène dans le polyèdre fondamental et transforme ï\ dans la
face conjuguée F^, et Ai dans A^; A^ sépare T\ d'une face Fa; on
recommence sur Fa et Aa ce qu'on a fait sur F^ et A ^ , ce qui introduit
une transformation 1\, et ainsi de suite. Le nombre d'arêtes qu'on
trouvera est fini, car il y en a un nombre fini dans le polyèdre. On
sera arrêté quand une opération de plus redonnerait l'arête initiale,
ou bien quand on sera arrivé à une arête adjacente à une région de la
surface

g^+ÏC^o

faisant partie de la frontière du polyèdre fondamental.
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Supposons qu'on retombe sur rareté initiale A, ; so i en fcT^T^ ..^ï/^
les transformations introduites; alors 1\, Ta, ..., T,, transforme cette
arête en elle-même. Supposons que A, ne soit pas tout entière sur la
surface

j^y—je-i^o;

alors une certaine puissance de ï\ Tl\ ... 1\ est la transformation unité.
En effet, soient Go le centre du polyèdre fondamental et C^ son
transformé par (T/L; . . . 1\)\ Soit P un po in t de A,, non situé
snp Qcf'—^^o; soit S la variété de centre P passant par Co; les
points C , , Ça, ..., C^ sont tous situés sur 2; leur nombre est donc f ini ,
ce qui démontre la proposit ion.

Le polyèdre dont on est parti étant fondamenta l , aucun des polyèdres
transformés par les subst i tu t ions (T/l\...T,,y T/.L...T,, i^n, ne
doit empiéter sur l u i ; c'est une condi t ion à laquelle satisfait le cycle.

Si cette condit ion est remplie pour tous les cycles, le polyèdre est
le polyèdre fondamenta l d 'un groupe d iscont inu . Les transformations
fondamentales du groupe sont T,, ï,, .... 1\ et les transformations
analogues des autres cycles.

CHAPITRE IV.

POLYÈDRE FONDAMENTAL DU GROUPE DES PUISSANCES

D'UNE TRANSFORMATION (T).

1. Nous nous proposons d 'appl iquer au groupe formé par les puis-
sances d'une transformation (T) la méthode exposée dans le Chapitre
précédent pour former le polyèdre fondamental . Nous pouvons au
préalable supposer que, par une transformation (T) convenable
appliquée à l'espace à six dimensions, on a mis la substitution géné-
ratrice du groupe sous une des formes canoniques. Les résultats diffé-
reront suivant la forme canonique que l'on considérera.

2. Premier type. — Ayant mis la transformation sous la forme cano"
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nique (7) (Chap. II), nous prendrons d'abord comme centre du pre-
mier polyèdre fondamental le point

g-==.^==i, h=o,

dont le transformé par la puissance — n de la transformation a pour
coordonnées homogènes
/ , \ î: ————,.- /Z y,——fl Ï ———— /,.-/Z,.-/i &• ————„. 'C _____,>.--« ,.-rt 'C ———— ,.——fî ,.-//•

{ï) C l — — / i i ^ l Ç 2 — — — l / 2 7 S •> ^ S — — ° î V*——z/! f ' t î ^ 5 — — — ' 3 ' 4 »

l'expression (28) (Chap. III) devient alors, en la divisant par deux,
/ 0 \ ,.'5.11 ,,'2,11 /y. /y. 1 ^ÎH » ' î ! l .y, /y, |_ ,.2A(,,2»/y. -y, 1 ,. 2 / / , . 2 / / / y . ,y,
\ 2 / ' 1 ' â ' - l — l O ' T - ' 7 ^ ' 3 W 2• - • ï ' 20"~^- / l / / ^ . ^ ' ^ . • : y 4 o ~ l / 3 ' 4 ^-'u'^SO

——^l^SO—^ÏO^S——•'3?2<3?40——•^'ao'^7»-'

Noas voulons que son minimum ait lieu pour n = o. Il est nécessaire
pour cela qu'on ait

[ (r? rj --ï)^i^io+(^ ^1—Q^2^2o-{ - ( r j rj -— i) ^4^4o+ (''J n —ï)œ^^o,

! (^T2 ^i2 —— l) ^1^1-) 4- (^2 r32 — l ) ^2^20 •+- (^'T2 'T2 —— I ) ^4^40 + (^'32 ^42 —— 1 )^5^50 ^ 0.

Ces conditions sont aussi suffisantes : elles définissent le polyèdre
fondamental, qui a ici deux faces. Pour le démontrer, il nous suffit
d'établir qu'on aura, quel que soit n, sous les conditions (3),

(4) (^ / //i'-~ï)^^lo+(/•j / //•| /^-I)^^o
^(^^^._^^^^(^,<,.^_^^^^^^

Or, posons ^r=y,
et

log^J _,. log^i _. Iog^_ .
log/'ï rj - a? logrî rj - IJ? k^TJ ~ y-

Le premier membre de l'inégalité (4) devient

(5) ( y — — ^ ^ l ^ l O + C ^ — — 1 ) ^ 2 ^ 2 0 - h (Y?--1)^4-^40 + (^——0^5^80-

Ceci suppose, ce qui est toujours permis, que ^r; n'est pas égal
à un. Supposons que les valeurs absolues de r^ r.^ 7-3, r,, soient toutes
distinctes et que

(6) • M>k2l>i>kj>[r4
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Ces inégalités ent ra înent celles-ci :

i> i3>o>a>y.

L'expression (5) présente donc deux variations, au sens qu'on donne
à ce mot dans le théorème de Descartes, qui, on le sait, s'applique
même si les exposants sont irrationnels. Si y est considéré comme une
variable cont inue, l'expression (5) admet donc zéro ou deux racines
positives. Or, elle admet la racine y == i. Donc elle admet une autre
racine positive. Le premier membre de l ' inégalité (4) est donc nul si
l'on y remplace n par zéro ou par une autre valeur, qui n'est pas for-
cément en t i è r e ; cette au t re valeur est nécessairement comprise entre
moins un et piffs un^ à cause des inégalités (3). Donc l'inégalité (4) est
remplie pour toute valeur entière de n.

On peut se demander si ce raisonnement ne tombe pas en défaut
pour x^ -==. x\ == o. ou pour x^= x^ == o : l 'expression (5) ne présente
alors qu 'une variation ; mais,-pour ces points, les inégali tés (3) sont
impossibles.

Supposons maintenant qu'on ait

(?) ^l~=——^2î ^ 3 = = — — ^ 4 , | ' ' l |>I-

Alors a et p sont nuls, y est négatif. L'expression (5) a encore deux
variations, et l'on peut reprendre le ra isonnement précédent: on arrive
à la même conclusion, sauf que, pour x^ •==- x^ = o, l'expression (2)
est constante.

3. Y a-t-il des points qui n'appartiennent à aucun polyèdre, ou qui
appart iennent à tous les polyèdres transformés du précédent, ou du
moins à une in f in i t é d'entre eux ? Ce que nous venons de voir prouve
qu'un po in t ne peut certainement pas appartenir à plus de deux
polyèdres, sauf dans le cas des relations (7).

Pour qu'un poin t n 'appartienne à aucun polyèdre, il faut et il suffit
que l'expression (2) n'ait pas de min imum. Or, cette expression tend
vers -h co quand n tend vers +co, à moins qu'on n'ait x^ = x,,= o
[en supposant remplies les condi t ions (6)] ; elle tend vers -4-co quand
n tend vers — c^, à moins qu'on n'ait oc^ === x^ = o. Donc, si l'on n'a
pas x^ = x^ == o ou a?3==;r5==o, elle présente un minimum, et le
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point correspondant appartient à un polyèdre. Mais si

^=^=0,

cette expression, qui est toujours positive, tend vers zéro quand n
tend vers -+-00 : elle n'a donc pas de minimum; ces points ne font
donc partie d'aucun polyèdre. De même les points de la variété

y^ •== x^ -==. 0

ne font partie d'aucun polyèdre. Ces deux variétés à deux dimensions
contiennent à elles deux les quatre points doubles, et sont situées
dans les domaines (ÎII), (IIP) et (IV).

Si l'on se place dans le cas où les conditions (7) sont remplies, les
points qui ne sont dans aucun polyèdre sont ceux des deux variétés à
quatre dimensions

a?i==o, ^==0,

situées dans les domaines (II), (III), (IIF) et (IV). Les points
^ == x^ == o font partie de tous les polyèdres.

4. Supposons qu'on prenne, comme centre du premier polyèdre,
un autre point que g = §''==: i, h = o. Nous ne pouvons plus affirmer
que le polyèdre fondamental a encore deux faces seulement, mais nous
pouvons démontrer que les points qui ne font partie d'aucun polyèdre
sont les mêmes que précédemment, sauf dans le cas des condi-
tions (7).

L'expression (28) (Chap. III) devient en effet ici

(8) norme(rfr^i^o+^r^^4o+^3^o4-/^^^4~^

+ norme(r?r^^ 4-r?r^, +2^3 +^^À 4-^r;^ ).

Plaçons-nous d'abord dans le cas des inégalités (6). Cette expression
tend vers -+- oo avec TI, sauf peut-être si

^==0;

même dans ce cas, on a la même conclusion, à moins que

^4== 0.
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De même, quand n tend vers —ce, cette expression tend vers -4-00
sauf si

x^-= .r.rro.

Il n'y a donc pas d'autres points en dehors de tous les polyèdres que
ceux que nous avons déjà trouvés; ceux-ci ne font d'ailleurs partie
d'aucun polyèdre, car, pour x\ = x,, -== o, ce qui entraîne ^3=0,
l'expression (8) tend vers zéro quand n tend vers 4-00; de même,
pour x^ == x^ = x.^ = o, elle tend vers zéro quand n tend vers — oo.

Dans le cas des condi t ions (7), les points qui ne font partie d'aucun
polyèdre, ou qui font partie d'une in f in i té de polyèdres, sont, comme
précédemment, parmi les points des variétés

Mais il peut y avoir de ces points pour lesquels Pexpression (8) ait
encore un min imum. Par exemple, si x^•==o, cette expression reste
finie quand n tend vers 4-00; mais l'expression (8) devient alors

2r^r^.r5,T5o^io
4- r^r^ [2(^3^504-^30^) ($ii;30 4-^10 £3)

4- (—i ) " (^2^50 4-^20-^5) (Si^o4-Çio^.)
+• (——l)" (^4^5o4-^40-^) (^2o4-Çl (»Ç2)J

-4- norme[(— i)"(^2^o4- ^4^20) 4- 2^3^30]
4-norme[(—i)"(^2^ 4-^2 ) 4-2.^3^3 ]-

Nous voyons que cette expression a une limite quand n tend vers -^oo
par valeurs paires et une autre l imi te quand n tend vers 4-00 par
valeurs impaires. Pour que les points appartiennent à une infinité de
polyèdres, il est nécessaire et suffisant que cette expression devienne
une inf in i té de fois égale à sa plus petite limite, et ne tombe pas au-
dessous : on retrouve ainsi les points x, == x^= o, comme pour le
centre ^ == frt == î, h == o. Les points qui n 'appar t iennent à aucun
polyèdre sont ceux pour lesquels cette expression reste toujours supé-
rieure à sa plus petite l imite. Si cette plus petite l imite est celle qui
correspond à n pair, il est nécessaire que, pour n pair, le terme
en r^r^ soit posi t i f ; de plus, pour n impair, l'expression ne doit
jamais tomber au-dessous de sa plus petite limite. Quoi qu'il en soity
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les points des deux variétés

ÛC^ -==: X^ •==. Xî^ == 0, X^= X^=X^=0

ne font, dans ce cas encore, partie d'aucun polyèdre, sauf si l'on a
aussi cc^=Xs= o. Les points x^ == x., == o font partie d 'une inf ini té de
polyèdres; mais, dans le cas général où les deux limites de l'expres-
sion (8) sont différentes, ils ne font partie que des polyèdres corres-
pondant à n pair, ou que des polyèdres correspondant à n impair.

5. Deuxième type. — Prenons d^abord comme centre du polyèdre le
point g = g ' = ;, À = = o , la transformation étant mise sous la forme
canonique. Pour la puissance — n de la transformation, l'expres-
sion (28) (Chap. III) devient

r57l^l^l(,-^-r^^2.r2o-+- r^x^x^-^- r^x^x^— x^x^— x^x^— x^x^— x^Xi,.

Nous voulons qu'elle soit min imum pour n==o; il est nécessaire et
suffisant pour cela que l'on ait

(r^ —— l)^i^io+(^1 ---1)^2 ̂ 20 + (^ ——l)^4^40+( r ! — — 1 ) ^ 5 ^ 5 0 ^ 0 ,

(r7 2 —— l)^^io+ ( r ^ 2 — — 1 ) ^ 2 ^ 2 0 •+• (ri'2--!)^^)"-^ ( ^ 3 2 — — î)^5^50^0;

cela se démontre comme pour le type précédent; ces inégalités défi-
nissent le polyèdre fondamental.

Les points qui ne sont intérieurs à aucun polyèdre sont les points
des deux variétés

X^ === X^ •==. X [ , == 0, X^ == ,̂ 3 == X^ '•= 0 ;

ces points ne font non plus partie du contour d'aucun polyèdre.
Si l'on prend comme centre du polyèdre fondamental un pointquel-

conque, l'expression (28) (Chap. III) contient l'angle y : le nombre
de faces du polyèdre fondamental n'est peut-être plus de deux. On
trouve que les points des deux variétés que nous venons de trouver ne
font encore partie d'aucun polyèdre; aucun autre point ne jou i t de la,
même propriété.

6- Troisième type, et autres transformations ayant un point double
clans le domaine (I). — Les groupes engendrés par ces transformations
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ne sont discontinus que s'ils sont f in is . Il y a donc, dans ce cas, un
nombre f in i de polyèdres fondamentaux qui remplissent tout l'espace.

7. Quatrième type, — Prenons encore comme centre le point
g ^ g ' ^ i , Â = = o ; p o u r la puissance —n de la transformation,
l'expression (28) (Chap. III) devient

^"x^x^-^- x^x^-{- x^x'^-^- r ' ^ ^ x ^ x ^ — x^c.^ — x^x^— ^2^0—^20^'

On voit, comme dans les cas précédents, que le polyèdre fondamental
est défini par les inégalités

(r4 —i)^i^io-+- (^ —i)^o^5oâ<^
(,.-4__ ,)^^y^_^ (,.^__ i)x-^X^O.

Les points des deux variétés
.^==0, x^~=o

ne font partie d 'aucun polyèdre : il y a exception pour l ' intersection
de ces variétés; aucun po in t ne fai t partie d ' une inf ini té de polyèdres,
en dehors de l ' intersection

^?i •=. x^ -==. o

des deux variétés précédentes, qui fait partie de tous les polyèdres.
Si le centre n'est pas g == g== i, h = o, on trouve que les points qui

ne font partie d'aucun polyèdre, ou qui font partie d'une infinité, sont
encore sur les deux variétés précédentes; mais il n'est pas sûr que
tous les points de ces deux variétés satisfassent à cette condition.

8. Cinquième type^ première forme. — Si l'on met le centre
en g = g= i, h = o, on trouve que l'expression (28) (Chap. III) est,
pour la puissance — n de la t ransformation,

r^oc^x^^ x^x^-^x^x^^r r^x.x^— x^v.o— x^x^ —x^x^—x^x^

Le polyèdre fondamental est donc déf in i par les inégalités

(r^ — i).^i<rio4-(^ •— î)^^^o,

( r ^—-1)^1^10-^ - ( ^3*— i)^s^5o=o-

Ann. Ee. Norm., (3), XXXII. — NOVEMBRE IQIO* 4°
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Les points qui ne font partie d'aucun polyèdre sont tous les points des
deux variétés

^i==o, œ^~=.o^

sauf ceux de leur intersection, qui font partie de tous les polyèdres.
Pour un centre quelconque, l'expression (28) (Chap. III) devient

norme(/^^à:3o4-^^o4- 2^^o+^^o+ '1"^io)
4- norme(/^;ri^ -4-^2^ -r 2^3^ 4-^2 -+- /T^sÇi ).

Les points qui ne font partie d'aucun polyèdre sont, d'une part, les
points satisfaisant aux conditions

^10(^20^4 -+-2^3o?3 4-^40^2 )+^5oSl (^2^40 4-2^3^^ 4-^4^20)

•+-^5^1 (^2oS4o+2^30^30+^40^o)+^îoSlo(^2^ + 2 ̂ 3 ̂  -1-^2 ) ^ 0 ;

d'autre part, les points satisfaisant aux conditions

.TS= o,

^1^0(^20^4 -l-2^3oE3 4-^40^2 ) -4- X^ ( ̂ 2 ^40 + 2 ̂ 3 ̂  + ̂  ̂ 0 )

+^iSs ( «^20 ^40 + 2,^30^304-^40^0)-}--0^1 oÇî;o (^'2 ^4 4-^3^3 4-^4^2 ) ^ 0 ;

il n'y a d'exception que pour les points de la variété

x^ ==: x^ == o,

qui font partie de tous les polyèdres.

9. Cinquième type^ deuxième forme. — Prenons un centre quel-
conque, et cherchons les points qui n'appartiennent à aucun polyèdre,
ou qui appartiennent à une infinité. La fonction qui ne doit pas avoir
de minimum est

normet/^"^^-)- (^4- 2/1^3— /^)^+ 2(^3- rzx,)^+ x^ 4- r^x^-\
•+"norme[/-^i^ -+- (^4-2/2^3— r^x^ + 2(^3— ny^ 4-^4^2 4-^/l^^ ].

On voit que, si | rJ>i, cette fonction tend vers •+" 03 quand n tend
vers 4- co, sauf si

x^ ==^4==^3==o;
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de même elle tend vers -h- ce quand n tend vers — oo, sauf si

^5== A^==: .2-3 -=-- 0.

Les points cherchés sont donc sur l'une ou sur l'autre de ces variétés.
On reconnaît que ce sont, d'une part, les points satisfaisant aux con-
ditions

J?l=:.y4=T^3==0, (^'2 ̂ 50-+--^20-^5) (ÇlC4o-+- ^10 £4)^°

et, d'autre part, les points satisfaisant aux conditions

X^-= .Z-4== X^-=l 0, {X^X^-\- ^10^2) (^50-+- ^40 $5 ) =0-

Parmi ces points, un seul fait partie d'une inf in i té de polyèdres : c'est
le point œ^ == x^ --= x^ = x^ = o, qui est un point double de la transfor-
mation, et qui fait part ie de tous les polyèdres.

10. Sixième type, troisième forme. — Cherchons encore les points
qui ne font partie d^aucun polyèdre, ou qui font partie d'une infinité.
L'expression (28) (Chap. III) est ici

norme [(^i cos2/^ — 2^3 s in /z(p 008/19 — nx^—x^ s in2^ 03)^50
4- (— nx^ -^ x^-\- n2^,,-^- n ̂ 5)440
4- (^•i s i n^y cosn^> -+- ^3 cos^^cp + ^5 s in / zy cos/z(p)c3o+ -^4^20

4- (—^ sin 2^^ — 2^3 s i n / z y cosny 4- ^^4-h ^5 cos2^ 9)^10]
4- norme [(^i cos2/^ — 2^3 s in^ îp cos^cp — n^— ^s sm2/^?)^

+ (—— /l^i4-^2+ ^2^4•+-^^3)^

-{- {x^ sin/îcp cosnœ -4- •2'3 cosa^cp 4- ^5 sinncp 008/29)^34- -^4^2
^_ (— ^^ si n2 7^9 — 2^3 s in / iœ cos^o 4-^^44- '̂s cos2^9)^l].

Si l'on n'a pas à la fois x,-==. o, x^ =x^ cette fonction de n tend
vers 4-co quand n augmente indé f in imen t .pa r valeurs positives ou
négatives; par suite, elle a alors un minimum a t te in t un nombre fini
de fois. Les points cherchés sont donc sur la variété

X!,~=-Q, X^-=-X^.

Pour ces points, l'expression précédente se réduit à un polynôme
en sin/ î® et cos/zs»; remplaçons-y n^ par 0 : on a une fonction qui est
minimum pour une certaine valeur ôo de 6; ou bien Oo est de la
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forme 7iîp+ 2À"rc, n et ^ étant entiers, ou bien QQ n^est pas de cette
forme. Dans le premier cas, si 9 est incommensurable avec TC, le point
n'appartient qu^à un polyèdre; si o est coinmensurable avec TT, le point
appartient à une infinité de polyèdres, correspondant à des valeurs
de n en progression arithmétique. Dans le deuxième cas, le point
n'appartient à aucun polyèdre si y est incommensurable avec 11:5 et à
une infini té si <p est commensurable avec -n:.

11. Septième type, première forme. — Nous pourrions donner,
comme nous l'avons fait pour le premier type, le polyèdre fondamenta l
correspondant au centre g = g ' = i ^ A = = o : le calcul et les résultats
sont les mêmes.

Cherchons les points qui n'appartiennent à aucun polyèdre, ou q u i
appartiennent à une inf in i té , le centre étant quelconque. L'expres-
sion (28) (Chap. III) devient, en faisant x^ == i,

iwme(r^^o-+- ^^?4o+ 2^3^30-+- ^^.^o-l- ^^Çio)
-+• nonne (r^i^ + rïx^ +2^3 4~ r^œ,^ -h/f^ci ).

Le coefficient de r^1 est

norme(^i^o-4- ^2?4o) + nornie(^i^-4- ^2^4),

et celui de r\11 est

norme (^4 ^20 + -^lo) -+- norme (^4^2 + -^i).

Pour les points cherchés, l'un ou l'autre de ces coefficients doit être
nul. Prenons celui de r^'\ nous trouvons

xt ^50 ~^~ ^2 ^40 ':::=:: Oi

•^'1^ -+- ^2^4 ^^ 0;

mais, le centre appartenant au domaine (I), ^^ "~ ^ 4 0 ^ 0 "e peut pas
être nul ; car la transformation

o o o — ]
0 0 — 1 0

0 1 0 0

1 0 0 0
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montrerai t que, dans le cas contraire , ^ ^'.o-" ^ 0 ^ 4 » c'est-à-dire la
partie imaginaire de ̂ , pourrait s 'annuler dans le domaine (I), ce
qui est absurde. Donc

y^x^—o,

et par suite .2*3 est nu l aussi. La nul l i té du coefficient de r^1 entraîne
de même

X^= ̂ 4= ^3== 0.

On voit immédiatement que tous ces points sont eirdehors de tous les
polyèdres. Ce sont les points doubles de la transformation.

12. Septième type, deuxième forme. — Cherchons encore les
poin ts qu i n 'appar t iennent à aucun polyèdre, ou qui appart iennent à
une inf in i té . L'expression (28) (Chap. I I I ) est ici, en faisant ^^ = i,

nonne [r^v^o-^ (— nr^i-^r r^x^^ 2 x^o-^ r^x^-^r (nr'^^-+- ^'4^5) Si o]
-4- norme [/^ x^ -^-{—nr^x^r^x^ 4-2.2^3 ^r^x^-^^nr^x^r^x^ ].

Cette fonction de n tend vers -h co avec n, à moins que l'on n'ait à
la fois

^i=a?2=:^3=0 (Si | / '2 |>l);

elle tend vers + co quand n tend vers — co, à moins que l'on n'ait
JC^ •=: X^ == X^ == 0.

On volt immédia tement que les points de ces deux variétés n'appar-
t iennent à aucun polyèdre.

13. Huitième type^ deuxième forme. — Posons-nous la même ques-
tion que pour la forme précédente. L'expression (28) (Chap- III) est
ici, en faisant encore î\ == i,
norme[(^ i cos/i® — ^4 sin/ i<p)^,o

4- (— nx^ cos n^ 4- A '^COS/ZQ 4- nx^ sinnq? + •^3 sin n^')c^o

4- 2^^30-4- (^i s in^y4-^cos^9)^o
•4~ {nx^ sinncp — ^\ si 1 1 / 2 9 4- rixi, cos n CD 4- x^ cos ̂ 9 ) ^10 ]

4- norme [(.z-i cos/iy — ^4 sinnç)^
4- (— nx^ cos/À y 4- a'2 cos no 4- ^-274 sin/^ç 4- ^5 sin ̂ 9)^4.

4- 2.^3^3 4- (^'i sinnœ + ̂ cos/îo)^
4~ (/z.z'1 sin ̂ 9 — ^2 sinnç 4- fïx^ cos^cp 4- .̂ 5 cos^<p)£ij.
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On reconnaît immédiatement que, si l'on n'a pas à la fois pour une
certaine valeur de 6

(—^i cosô 4-^4s in^)Ç4o4- (•a-i s inô 4-^cos0)^o= o,
(— î cos@4- x^ sin 0)1:4 4-(^i s i i i0 -+-^4Cos0)£ i ==o,

la fonction de /i précédente a un terme en n1 mult ipl ié par une fonc-
tion de n qui reste supérieure à un minimum positif; donc cette
fonction de n tend vers 4-00 quand n tend vers ± co , et par suite
elle a un min imum atteint un nombre fini de fois. Pour les points que
nous cherchons, les deux équations précédentes en 6 doivent donc être
compatibles; or, elles entraînent les équations

—^1 COS0 -h ^4 Shl0 == 0,

x^ sin Q 4- ̂  cos 0 =- o ;
par suite, on aura

^1=.^= .3:3=0.

Pour ces points notre fonction de n se réduit à

norme [(^2 cosncp + ^3sni^cp)^o-+- (—^2 sin / îcp 4-^5 cos^cp)^io]
4~ norme[(^2cos/zo? 4 - ^ s i n / À ( p ) ^ 4 4-(—x^ s in /zy 4- ^5 cos/zcp)^ ].

C'est un polynôme homogène et du second degré en cosny et sin^ç.
Si y est commensurable avecir, tous ces points appartiendront à une
infinité de polyèdres. Si y est incommensurable avec n:,deux cas pour-
ront se présenter; remplaçons n^ par 0 : on a une fonction de 6 qui
est minimum pour une certaine valeur 6^ de 6, définie à un multiple
près de 'ÎT; ou bien il y aura des entiers n et k tels que

OQ=Z 7l (? 4- A-7T,

ou bien il n'y en aura pas; dans le premier cas, le point appartiendra
à un polyèdre et à un seul; dans le second, il n'appartiendra à aucun.

14. Neuvième type. — On peut encore se poser la même question
pour ce type, et la résoudre par le même procédé.

Pour la deuxième forme de ce type, les points doubles font partie de
tous les polyèdres; aucun autre point n'est dans le même cas, ni ne
fait partie d'aucun polyèdre.



TRANSFORMATIONS RïRATÎONNELLES QUADRATIQUES. 3 \ 3

Pour la troisième for'me, on n'a pas d'autres points que ceux de la
variété

x^ -=. o, x.^ -=- x^ ;

ces points peuvent soit appartenir à tous les polyèdres (le point double
est toujours dans ce cas)y soit appartenir aux polyèdres correspondant
aux valeurs paires de n, ou à ceux qui correspondent aux valeurs
impaires de 71. Pourtant, si '̂  == o, tous ces points appar t i ennen t à
tous les polyèdres.

Pour la quatrième forme, on n'a pas d'autres points que ceux de la
variété

X\ ~=Z. 0 , X<^ ~=- — T^ ;

en particulier, le point double appartient à tous les polyèdres; les
autres points peuvent présenter les mêmes particularités que pour la
forme précédente.

15. Dixième type. — On peut résumerains i les résultats concernant
les formes de ce type autres que la première : aucun poin t ne fait
partie d'aucun polyèdre; les points doubles font par t ie de tous les
polyèdres; les autres points font partie d 'un nombre fini de polyèdres
(un, en général).

CHAPITRE V.
FONCTIONS DE g^ A, g ' INVARIANTES PAR UN GROUPE DISCONTINU

DE TRANSFORMATIONS (T).

1. Considérons la fonc t ion de g\ À, g '

(ï) a i—a2^+ ï^/î-^^^-^y.^^'— A2 ) ,

où ^, a^, a;,, a,,, ag sont des nombres complexes liés par la relation

aiag-4- 02^4 4- a|== ô,
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de sorte que ces cinq coefficients peuvent être considérés comme les
coordonnées homogènes d'un point de l'espace à six dimensions

Considérons d'autre part la substitution (S) dont les coefficients
sont

i <^l ^2 ^h ^4 \

(2) Ci Ça €3 C',

d^ d^ d^ d^

appliquons à^ ' ,Â,^Ia transformation inverse de la transformation (T)
qui correspond a cette substitution; que devient la fonction ( ï )? Elle
devient une fraction rationnelle, dont le dénominateur est

(3) (^),^(^^,),^+2(a^),3^-+-(a^)^^ /-Ka6)3,(^ /-~/^2),

et dont le numérateur est

(4) pi-(3^4-2p3A+P^^P,(^-À2),

j3,, pa? P a ? P.'.? ?$ étant les coordonnées homogènes du point transformé
de a,, (7.2, a..!, a,., ocg par la transformation (T) correspondant au tableau

(5)

a! ^\ Ci ^1

a^ b^ es d^
^3 ^3 ^3 3̂

ÛÎ4 ^4 ^4 4̂

2. Prenons en particulier la fonction

^•-^.
On a ici

a,=- (%3 == 04 == a, == o ;

ce sont les coordonnées d'un poin t du domaine (IIF). Alors p i , ^a» ps»
p.,, ^ seront ici les coordonnées d'un point du domaine (III '); ce point
pourra être quelconque si la transformation (2) est convenablement
choisie. Or, la fonction g-^ i ne peut devenir ni nul le ni infinie dans
le domaine (I); il en est de même de la fonction (4). Donc, si a^ a^,
ag, a.^ ag est un point du domaine (II F)» ta fonction (i) ne peut devenir
ni nulle ni infinie dans le domaine (I).
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3. Considérons la t r ans format ion b i ra t ionnel le

..?-1- l

w i^ï^-.'
g^, g' ̂ ^k^i

34'î

Supposons que (^, À, g ' ) soit un po in t du domaine (I) . Alors les coef-
ficients de i dans g , dans g ' et dans g 4-^-4- 2À sont positifs ou nuls .
Donc x, y et z sont inférieurs à un en valeur absolue. Si, dans un
espace à six dimensions, un point a pour coordonnées les nombres
complexes x, y et-s, un domaine (D) de cet espace ent ièrement s i t ué
à distance finie correspond au domaine (I).

4. Donnons-nous une transformation (T) q u e l c o n q u e ; soient X, Y, Z
les transformés de oc, y , z par cette transformation. Formons le déter-
minant fonctionnel

D(X, Y , Z )
D(^, y , z ) '

Si G, H, G'sont les transformés de g , h, g^ ce déterminant fonctionnel
a pour expression

D ( X , Y , Z ) _ D ( X , Y , Z ) D ( G . H, G1} D(^ h, g ' )
w} D(^ r, z ) ' D ( G , H , C / ) ' D(^, h, g1 ) ' J)( .r , y, z ' ) '

s\ / p TÎ r1 / \
Or, nous avons déjà calculé ^ / ' ^ ' \ (Chap. I, § II, 6) : c'est une

~ ^ ê^ï ? 8 )
fonction qui ne peut devenir m nulle ni infinie dans le domaine (I).

D ( x y s )Calculons main tenant ,-7——-^—/; nous trouvonsD ( ^ , A, g ' )

m ix^y> ^ ) ̂ ______n^______.
v / B(^ //,^) (^4-0 ^(^+Q2(^4-„>• /-^-2^4-Q2 Î

ce déterminant ne devient non plus ni nul ni infini dans le domaine (I).
Or ^4- (', g ' -{-i, g + g ' -^r- 2/z 4- î sont trois fonctions de la forme (i),

r\ f v 'y y \
(a,, c^, 0.3, a,, ag) étant un point du domaine (HF). Donc n / p \ s r ' \v ' i) {ir, n, u- )
ne devient non plus ni nul ni infini dans le domaine (I).

Ann. Ér. Norm.f (3) , XX.X.II. — NOVEMBRE 1910. 44
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r\ / -v -y ry s

Donc —L-J——ii 7^ devient m nul ni infini dans le domaine ( t).
|| / -r» TV /- l ' /

A7 ^ •z 1 } 5 'v /

Si l'on considère une région R intérieure au domaine (I), la fron-
tière de la région R étant aussi intérieure à ce domaine, la valeur
absolue du déterminant fonctionnel précédent restera, dans cette
région^ comprise entre deux nombres positifs fixes.

5. Démontrons maintenant que le rapport des valeurs absolues de ce
déterminant en deux points de la région R reste compris entre deux nom-
bres positif s indépendants des deux points choisis et de la substitution (S)
considérée.

La formule (7) met ce déterminant sous la forme d'un produit de
trois facteurs. 11 suffit de démontrer que le rapport des valeurs abso-
lues de chacun de ces facteurs en deux points de la région R reste
compris entre deux nombres positifs fixes.

Pour le troisième facteur, —-^—Ls-^^ il n'y a pas besoin de nou-ÎJ {^i y; z )
velle démonstration.

Prenons maintenant le second facteur
D(G. H, C/)___________________T__________________
B(^ h, ^)-[(aô)^-(^),3^+2(a/^^^+(^^)l,^+(a^3,(^ /-^)]^

Soient (^i, h^ g'^ et (^ "^27 g^) deux points de la région R. Posons
(ab)^=a^ {ab)^^^ (0^)13^03, (ab)i^=a^ (0^)34=--: a,,

nous aurons
ai ag-4- a2<%44- a|=: o.

Nous avons à considérer la fonct ion

y-i — y-2 ̂  4"2 ̂  ̂ i •4-a>'- 8'\ •+ ̂  ( ̂ 'i 8\ — k} ) ^
^ 1 — — ^2ÂV-+- 203^24- a4^2 + a;,(^^—— ÂJ) '

Or a^ , a^^ <y-/, et a;, ne peuvent être nu l s ensemble; nous dist ingue-
rons quatre cas, suivant que la plus grande des valeurs absolues de
cesquatre nombres sera | aj, [aj, | a...) ou j a s i . Supposons d'abord
que ce soit |aJ; nous avons alors une fonction cont inue de neuf
variables : g^ h^ g\, g^, h^, g'^ ^î 0^, as; ^peut en effet se tirer de
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la fo rmule
/ a3 \ ' 2 _ a;, a.^ a'»
\ a i / -"' ai ai ai

Ces neuf variables restent dans une région bornée, et la fonction ne
peut devenir ni nul le ni i n f i n i e : sa valeur absolue reste donccomprise
entre deux nombres positifs fixes. On peut répéter la même démon-
stration dans chacun des trois autres cas; a insi ce second facteur reste,
en valeur absolue, compris entre deux nombres pos i t i f s fixes.

On peut faire une démonstration analogue pour le rapport des
valeurs absolues de G 4-?', ou de G'-t-^ ou de G 4- C/-+- 2H 4- i en
deux points de la région R. Et comme

I ) ( X , Y, Z) _ __________^_2__________
B ) ( G , I I , { } ' ) " (G --h-O^G'+O^G -+- (7 4- ïR-^i)^

le rapport des valeurs absolues de ce facteur en deux points de la '
région R reste compris entre deux nombres positifs fixes.

I ) ( X Y / }La propriété énoncée pour le déterminant '————"• est donc1 ! i l)(.:r,r^)
exacte.

6. Considérons un groupe discont inu de transformations (1), c'est-
à-dire un groupe discont inu dans le domaine (I); soient Ï\, Ts, ...,
T,/, ... les transformations de ce groupe. Soit (^, y^ s^) ^ P0111!
transformé de (x , y, -s) par la t ransformat ion T^.

Considérons la série

. . yp^y^)^
(9) ^ U)(^ y. - )J ?

n-==l

où k est un entier au moins égal à deux. Cette série est absolument
convergente pour tout point du domaine (I); de plus, la convergence
est uniforme dans u n e région R intérieure à ce domaine.

Soit, en effet, A un po in t de ce domaine. Il peut y avoir/? trans-
formés de A qui soient confondus avec A; en général, p = i. Traçons
une variété invariante de centre A, à coeff icients réels (Chap. III), et
choisie de telle façon qu'elle soit tou t entière extérieure à toutes ses
variétés transformées par le groupe différentes d'elle-même; soient S
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cette variété, S// sa transformée par T». Posons
IX;

• IIy=:y-+-zy, y,, == y'n 4- ty^
-/ i ,• „// „ _ /,/ i_ / ^'i •-3 ==: Z -\- t „ , Z^ —— ^ f i - r - i ^ n y

considérons l'intégrale

(10) f f f f f (d x l d x l ! dyf ̂  dzl dz"
étendue à l ' intérieur de S,,, du moins à la porlion de cet in tér ieur qui
est dans le domaine (I). Cette intégrale est égale à

r r r r r r\ i)«. ̂ yn.r"^ ̂  o ^, ̂  „ ^ , ^ „ ̂  ̂
J J J J J J 11) (^ ' . ^ " ^ Y. y " . z . 5 " ) '

étendue à la portion de l ' intérieur de S qui est dans le domaine (I). Or

(^)
D(<,^,y; , ,y^^,<)
\){x\ x\ y ' , y \ z1, ^)

B(^,y7n ̂ )
D(^, j, s )

Mais, tant que le point (<r, y, ^) reste dans S, nous savons que

(^) P(^> y«. -g/0 |>
I)(^ y, ^ )

P(^^ y^. ^»)
D(.y, y, z ) I (A)

/^ étant un nombre positif indépendant de n. Or, la série des inté-
grales (10) étendues aux variétés S^ successives est convergente,
puisque la somme d'un nombre quelconque de termes est inférieure
au produit par p de la même intégrale étendue au domaine (D) qui
correspond au domaine (I) dans l'espace où les coordonnées sont x,
y et z. Donc, pour le point A, la série

2 D(^,yn,^)|2

1)(^, y, z )
est convergente.

D ( X , Y , Z )Le théorème sur le rapport des valeurs du déterminant ————
en deux points d'une région R intérieure au domaine 0) montre que
cette série est uniformément convergente dans toute région R inté-
rieure au domaine (I).

11 suit de là que la proposition énoncée sur la série (9) est exacte-
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7. Soit R(x, y, s) u n e fonct ion rationnelle n'ayant aucun point
singulier dans (D) ni sur sa frontière : la valeur absolue de cette
fonction est bornée dans (D), c'est-à-dire dans le domaine (I) quand
on revient à g-, À, g ' . La série

( -3) "f R(^ ,,„.„) [g^^:-^ (^)
7l==l

est uniformément convergente dans toute la région intérieure au
domaine (D); sa somme est donc une fonction holomorphe de x^ y , z
dans le domaine (D), ou de g-, A, g ' dans le domaine (I). Nous la dési-
gnerons par © {g , h, g ' ) :

n = -+- oo

f . / , \ (À( a- /) r r ' \ — — V R ( y 1- - \ 1 ^•rrt? •^ ^)| .
^) t > ( ô . ^ 5 )- ̂  K(^,J^J^^ ^ ^ J

7Î ==1

Soit (§•„, /^, ̂ ) le point transformé de (^', h, g ' ) par la transfor-
mation 1\. Nous aurons
/ , ^ \ © ( r / A o - ^ — Q f o - À ^ p)(^/^ Vn. ^rt)'\~k

\^} u^^ ^» 6 / J — ^ ^ > ^ ^ )^)^^ J, ^ )J

Des considérations toutes pareilles à celles que M. Picard a em-
ployées pour les fonctions hyperfuchsiennes et hyperabéliennes per-
mettent de voir que, si k est assez grand, la fonction © n'est pas iden-
t iquement nulle.

8. Le quotient de deux fonctions © correspondant au même entier k
fournira une fonction invariante par les transformations du groupe
discontinu considéré et se comportant dans le domaine (I) comme
une fonction rat ionnelle. Des considérations du même genre qu'il y a
un instant démontrent qu'on peut toujours s'arranger pour que cette
fonction ne soit pas constante.

9. Les termes de la série (i3) ne peuvent pas devenir infinis dans le
domaine (1), mais ils peuvent devenir infinis en dehors de ce domaine.

1 } ( •y "v r " \Le facteur y" '" ". > en particulier, a des singularités en dehors de
ce domaine.



35o GEORGES GIRAUD.

Soit P un point situé en dehors du domaine (I); nous supposerons
que le groupe est tel qu'on puisse enfermer P dans une région R assez
petite pour que les quantités --—Ç^-^-^ qui ont des singularités dans' DÎ^'^^T clm ont ^es ̂ g^ri^és dansS J \ X ) y-i z )
cette région soient en nombre fini. Nous allons voir que la série (q) est
absolument et uniformément convergente dans toute région intérieure
à la région R, abstraction faite des termes qui ont des singularités dans
cette région.

Tout d'abord, nous pouvons remarquer que les termes qui ont des
singularités dans la région R étant en nombre fini, leur somme est une
fonction rationnelle.

Passons aux autres termes. Soient X, Y, Z les transformés de ce, y, z
par une transformation (T) quelconque : je suppose les coefficients a^

D ( \ Y 7 \a^ ..., rf.4 choisis de manière que ' ' / ' n'ait pas de singularité à
l'intérieur de R, mais puisse en avoir sur la frontière : l'ensemble des
valeurs possibles de a^ a.^ ..'., rf; est un ensemble fermé. Soit alors A
un point quelconque du domaine (I) ; le rapport

^I ) (X,Y.Z)1
D(^, y. ^ ) J ( D

p(X,Y.Z)1
lB(^.r^)i
p)(X,Y,Z)1 '
LD(^J^)J,A,

qui ne peut devenir in f in i , reste inférieur à un nombre fixe M. On peut
même remplacer le point P par un point P" variable dans une région
intérieure à R : la conclusion subsiste. Donc, en particolier,

^(^. y^ -s/z)
^ { ^ ^ y ^ 2 ) \[v <M P(^.7^ 2n)

ÏK^ y, ^) ( A ) '

la série (9) est donc absolument et uni formément convergente pour
les points P'.

10. On peut alors choisir la fonction rationnelle R(;r,j,.s), de
manière que le nombre des valeurs de n pour lesquelles la fonc-
tion R(^y^^) a des singularités dans une région suffisamment
petite entourant le point P soit f i n i , et pour que, pour les autres
valeurs de n, cette fonction reste, en valeur absolue, inférieure à un
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nombre fixe. Alors la série (i3) est absolument et uniformément
convergente dans une région suff isamment petite en touran t le point P,
abstract ion faite des termes qui y dev iennen t inf inis : la somme de
cette série se comporte, dans cette région, comme une fonction ra t ion-
nelle.

11. Si la région qu'on vient de définir pénétre dans le domaine (I),
la fonc t ion ©(^,A,^) est prolongeable analy t iquement dans cette
région et est un i fo rme tant que le p o i n t a , A, g ' reste dans ce l te région
et dans le domaine (I). On peut en dire autant du quot ien t de deux
fonctions © de cette sorte, qui est une fonction invariante par les
substitutions du groupe : cette fonct ion inva r i an te se comporte comme
une fonction r a t ionne l l e dans tout le domaine a ins i défini.

Dans tous les cas les fonctions © et les fonctions invariantes que
nous en avons déduites sont toujours un i fo rmes dans le domaine (I) ,
où les fonctions ©(§', A, g ' ' ) sont holomorphes, et où les fonctions inva-
r iantes se comportent comme des fonctions rationnelles.

1.2. Dans tout ce que nous avons dit, nous n'avons pas parlé des
points à l ' infini. Soit f(g\ h, g " ) une fonction des trois variables g,
h, g ' ; quand dirons-nous qu 'el le est régulière en un point à l ' infini de
coordonnées homogènes o, ^2, -K';{, ^.i, ^3? SoitT une transformation (T)
amenant ce point à distance f in i e ; soient G, H, Gr les transformés
de g , A, g , la fonction f(g^ hy g ' ) devient une fonction I-^G^I.G');
nous dirons que la fonction/*est régulière au point à l ' infini considéré
si la f o n c t i o n F est régulière au point transformé de ce point à l ' infini .
De même, nous dirons que la fonction /'a une singularité essentielle
ou non essentielle en ce poin t à l ' i n f in i , su ivant que F aura elle-même
une s ingu la r i t é essentielle ou non essentielle au point correspondant.
I l est clair que cette définition n'est pas contradictoire avec elle-même;
l 'arbitraire laissé dans la transformation T n ' in f lue pas sur le com-
por tement de la fonct ion F au point transformé du point à l 'infini
donné .

Si le p o i n t a l ' i n f i n i est tel que, dans une région ayant ce po in t à son
intér ieur , il n'y ait q u ^ u n nombre fini de termes de la série (9) qui
présentent des singularités, on pourra construire des fonctions ©
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et des fonctions invariantes parle groupe qui se comportent dans cette
région comme des fonctions rationnelles.

13. Comme première application, considérons le groupe des puis-
sances d'une transformation du premier type. Nous pourrons supposer
que cette transformation est de la forme canonique; nous supposerons
encore qu'on a

[ r\ | > 1 ^2 | > i.

D(^,y^^) A n
,v / ,.. . v • ^-UCherchons la distribution des inf inis des expressions . . / n " n^1
if \a"» y'. ^ )

lieu de prendre pour x, y et z les valeurs données plus haut, nous
prendrons toutefois

^-c^r
_ i /

z— G 4-G'+211-4-^

G, H, G' sont les transformés de g, h, g ' par une transformation T telle
que les expressions de x, y , z en fonction de g, À, g ' aient toutes au
dénominateur un terme constant et un terme en g g ' — h2 non nuls.
Alors, on constate que les infinis s'accumulent seulement au voisinage
des variétés x^ •== o et ^==0, en employant les coordonnées homo-
gènes. On peut, en choisissant convenablement la fonction ration-
nelle B.(a?,y, z)., faire en sorte qu'il en soit de même pour ces inf inis ,
et que la condition relative à la valeur absolue de cette fonction soit
aussi remplie ; il suffit de prendre, par exemple,

{ { ( r y '} = p(^ y? ̂  [pl "•" p2Qy ̂  2M + ?4^+ (3,(^- A2)] ^
' y 7 1 / al-a,^-l-2oc3^-+-a4^ /-4-a5(^—Â2)

la fonction P étant un polynôme en o c ^ y , z et le dénominateur étant
une fonction de la forme (i), le point a^ , a^, ocg, a,, ocy appartenant au
domaine (III'), et a, et a;; étant tous deux différents de zéro; ^, ^3, pg,
P.,,, pg sont des nombres réels, satisfaisant à la condition

(Si (3s-+-(32(34-1-(3 J-=o



TRANSFORMATIONS BIRATIONNELLES QUADRATIQUES. 333

et tels que la fonction

P, - P,.̂  4- 2 P:, ^ + ̂ y/ -+- j3. (^/-- ̂ )

a i — a^ + 20(3/1 -i- a,^'-h ^(^ /— ^2)

estia transformée de -——; par une certaine transformation (T). On peut
'̂' "4~ i

d'ailleurs prendre B d'une façon di f férente . Les fonct ions Q Ç g ^ h . g ' )
ainsi obtenues n 'auront pas d'autres singularités essentiel les que les
variétés x^ = o et . r^=o; les fonctions invariantes non plus : ces
fonc t ions seront uniformes partout oii elles existent. Les variétés
précédentes seront bien effectivement des s ingular i tés essentiel les
pour ces fonct ions , par exemple si les fonc t ions R sont choisies de
manière que les points où les fonct ions © du numéra t eu r et du déno-
mina teur dev iennen t i n f i n i s ne soient pas les mêmes.

Il importe de remarquer que ces singulari tés essentielles dépendent
dans une certaine mesure de la façon d'opérer. Ains i , si l 'on avait pris
pour x, y et ^ les valeurs données par la formule (6), les points où
les déterminants .'f"'-^ ' " " deviennent infinis se seraient accumulés

DO-, 7, s)
au voisinage des variétés x^ •== o, x.^ =^ o et x,, = o. De même, le choix
de la fonc t ion R(.z',y, s) a une influence sur la position de ces singu-
larités.

On remarque aussi que les singularités essentielles pénètrent néces-
sairement dans le polyèdre fondamenta l , puisque les points qui ne
font partie d'aucun polyèdre sont les points de deux variétés à deux
d imens ions seulement.

14. Comme autre appl ica t ion, prenons le groupe des puissances
d'une t ransformat ion du quatrième type, que nous mettrons sous la
forme canonique. En prenante , y et z comme dans l'exemple précé-
dent, et en choisissant R(^,y, ^) convenablement, on constate que
les s ingular i tés essentielles des fonctions © et des fonctions invariantes
sont encore les points des deux variétés

.^==:o et .r;,^=o.

Si l'on a pris pour centre du premier polyèdre fondamental le point

^•--^^^ A=o ,
Ann. Éc. Norm., (3), XXXII. — NOVEMBKE 1915. 4^
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ces points ne font partie d'aucun polyèdre; il y a seulement exception
pour les points de la variété

^i==:.r5==o,

qui font partie du contour de tous les polyèdres.

15. Nous venons de voir que, pour le groupe formé des puissances
d'une transformation du premier type, les singularités essentielles ne
sont pas les mêmes pour toutes nos fonctions 0, ni par suite pour
toutes les fonctions invariantes que nous en déduisons. Supposons la
transformation du premier type mise sous forme canonique, et plaçons-
nous dans le cas où

I ^i | > | f\ I > ï •

Considérons une fonction fÇg^jg')^ obtenue par n'importe quel
moyen, et qui ne change pas quand on fait sur g, h, g ' la transfor-
mation donnée : nous supposerons cette fonction uniforme dans le
domaine (I), où elle se comporte de plus comme une fonction ration-
nelle. Nous allons voir qu'alors : ou bien tous les points de la variété

qui sont dans le domaine (III) sont des points singuliers de la fonction ;
ou bien tous les points de la variété

JC-2=^=:0

qui sont dans le domaine (III) sont des points singuliers de la fonc-
tion; ou bien la fonction prend la même valeur en tous les points de
ces deux variétés situés dans le domaine (lit) et où elle est holo-
morphe.

Supposons en effet qu' i l y ait à la fois, dans le domaine (III), un
point de chacune de ces variétés pour lequel la fonction soit holo-
morphe. Soient o, ^3, ^;,, ^5 ̂  les coordonnées de celui qui est sur la
variété ̂  = o; on peut supposer que ^ n'est pas nul, car, si en un
point la fonction esthomolorphe, elle est holomorphe en tous les points
voisins : nous prendrons donc^ === i; les coordonnés du point seront
donc (o, ^2, ^3, ï , ^). Pour le point de la variété oc^ = x^ = o, ni x^ y
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ni a-,ne sont n u l s ; nous appellerons (A, o, o, i, o) ses coordonnées.
Nous allons démontrer qu'en ces deux points la fonction prend la
même valeur.

Soit £ un nombre positif donné à l'avance; nous allons faire voir qu'il
existe un point de coordonnées (^,, ̂  xt^ ^ ^s) d11 domaine (I) et
un entier n tels qu'on ait les inégalités

(16) 1^ [<£ ,

et les inégalités

|^2--^|< £. l - ^ y—^ l <£. | ^ 5 — — ^ | <^

7.^3
( 1 7 ) |,.^—^|<£, <£) <^

^5
<

Tout d'abord, le point (o, ̂ , ^3, i, ^5) étant dans le domaine (111).
on a

£2+^0-+-2^3o=:0;

mais on a déjà
^^o;

donc
-(^-^o)2^;

donc ^ et ^3 sont réels. De plus, le coefficient de î d a n s ^5 est positif :
car, s'il était nul , le point serait réel; et s'il était négatif, on voit faci-
lement que le point serait dans le domaine (III7). Pour la même
raison, le coefficient de z d a n s X est négatif.

Or, si les inégalités (16) sont satisfaites, il existe un entier n^
déterminé quand on connaît £, et tel que si n est supérieur à n^ les
trois dernières inégalités (17) sont satisfaites. D'autre part, on peut
prendre n^ assez grand pour que l'inégalité n^n^ entraîne que -^ est,

en valeur absolue, inférieur au plus petit des nombres £ et r^-r Alors,
n étant un entier supérieur à n^ nous prendrons

^ï n >

puis

enfin
.273==^, ^s^^Sî

^-=-^-/—'
1 Ï
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On constate immédiatement que les inégalités (16) et (17) sont toutes
satisfaites. De plus, on a, comme il le faut,

1 5 "T" 2 ~1 l ""•"'~~ ^ ?

enfin, calculons ^^,o+^10 ̂ 5+^2+^20-+"^^3^30; ^ous trouvons

^ZL^/c ^ \~~^jrW~~wl^
' 2

qui est négatif. Le point (^,^,^3,i,^) appartient donc à l 'un des
domaines (I) et (F); comme, d'après les inégalités (16), il est très
voisin d'un point du domaine (III), il appartient au domaine ( I ) ; on
peut d'ailleurs le vérifier directement.

Or, la fonction/(^, À, g ' ) prend la même valeur aux points de coor-
données homogènes

(^i, œ^ x^ ï , ^5) et ?2^1, rp^x^ x^r^r^ r^^),

qui sont tous deux dans le domaine (l). Or, si £ est assez petit, cette
valeur commune est, d'après les inégalités (16), aussi voisine qu'on
veut de la valeur de la fonction au po in t (0 ,^ ,^3, i ,^); d'après les
inégalités (17), elle est aussi voisine qu'on veut de la valeur de la
fonction au point (X, 0 ,0 ,1 ,0) ; donc, en ces deux points, la fonction
prend la même valeur.

Comme ces deux points sont quelconques sur les variétés ^==o
et ̂ =^5=0, pourvu que la fonction y soit holomorphe, la propo-
sition énoncée en résulte immédiatement.
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CHAPITRE. VI.
LE G R O U P E ÀRmiNÉTÏQUE.

I. — Définition et premières propriétés.

L Le groupe arithmétique est le groupe des transformations (T)
pour lesquelles les éléments du tableau

Oi a^ 0.3 ci!, \

b^ b^ b.^ b,, \

Ci Cy. Cs c;, i

di d^ d^ d^ \

sont tous des nombres entiers.
11 est évident que l'ensemble de ces transformations est bien un

groupe.

2. Nous allons montrer que les substitutions fondamentales du
groupe, c'est-à-dire celles qui par leurs produits engendrent toutes
les autres, sont les quatre suivantes :

St==

I 0

0 1

1 0

0 0

0 0

0 I

I 0

0 0

^=1.

s.=

0 0 0
1 0 0
I I 0
0 0 I
1 0 0
0 0 0

0 0 0 1
0 0 1 0

Les substitutions S^ et 83 sont des cas particuliers de celles que nous
avons désignées sous ce nom (Chap. 1, § I, 3); les substitutions 84
et 85 sont les mêmes.

Pour la commodité de la démonstration, nous introduirons encore
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les substitutions suivantes :

SgS^Sg

: 053405 04 Sg

84 8384

SgSn 83

1

0

0

0

0

0

0

I

Ï

0

0

0

r
' °

0

0

0

0

0

I

0

0

* I

0

— I

I

0

0

0

I

0

0

0

0

I

0

0

— J

0

0

0

0

I

I

0

0

I

0

0

—I

0

0

—I

0

0

0

0

0

0

I

0

I

0

I

87 == Sg Sa 85:

89 == Sg S2, Sg:

e _ û--i c-i c -0^ — 0^ Dg 04 -

Û _ C-lC-lQOly —— O,, D, Da

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 I 0
0 1 0 1

I 0 0 0
0 — 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 — I

1 0 1 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

1 0 0 1
0 1 1 0
0 0 1 0
0 0 0 1

On peut remarquer encore la subst i tut ion

S 2 C Q2 Û __^ ug 0^ uy ——

.-„ i

0

0

0

0

— I

0

0

0

0

— I

0

0

0

0

— I

\

qui permet de changer à la fois les signes de tous les éléments a^ a^
03, ..., d^\ cette opération ne change d'ailleurs pas la transforma-
tion (T) correspondante.

Nous nous donnons une substitution (S) quelconque :

ci _

Ûîl d^ CL^ CL^

^1 ^2 ^3 ^4

Ci C^ 03 €4

d. do dy. di,

nous voulons montrer qu'elle peut être obtenue comme produit de
substitutions S^ 83, S,., 85. Pour cela, nous la multiplierons à droite
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par certaines de ces subst i tut ions; nous désignerons les résultats par
la même notation que la subs t i tu t ion S, mais en ind iquan t les parti-
culari tés que présentent alors les coefficients a^ a^, . . ^ d r , ; f inalement ,
nous obtiendrons la substi tut ion uni té .

Nous voulons d'abord annule r c^ ; si ce coefficient est nul de lui-
même, il n'y a r ien à faire; s'il n'est pas nul , nous pouvons supposer
qu'on a

l ^ l ^ j c j ;

car, dans le cas contraire , nous mul t ip l i e r ions à droite par S,, et nous
serions a ins i ramenés au cas de l'hypothèse. Si ^, est nu l , nous multi-
plions par S,,, ce qui ramène au cas où c^ est nu l . Si a, n'est pas nul,
nous mult ipl ions par S^, a étant un entier : cela revient à ajouter aux
éléments de la troisième ligne les produits par a des éléments corres-
pondants de la première; on choisira a de manière qu'on ai t

ki+^il^-1-^;

si <^ + oca, === o, le but est a t t e i n t ; s inon on multipliera par 84 et^ dans
la subst i tu t ion obtenue, on aura encore j^J < |cJ; nous avons rem-
placé ainsi a^ et c^ par des nombres plus petits en valeur absolue.
Alors, on recommence les mômes opérations : on voit que a^ et c^
subissent les opérations de la recherche du plus grand commun
diviseur; au bout d'un certain nombre d'opérations, l 'un d'eux divise
l'autre; alors, à l'opération suivante, ^ est annulé, et a^ est égal au
plus grand commun diviseur des éléments a, et c^ de la substitution
primit ive .

Ces opérations n ' eu t changé ni la seconde, ni la quatrième ligne.
Nous opérons m a i n t e n a n t sur celles-ci avec Sç et 87 comme tout à
l'heure sur les deux autres avec S,, et 8^; nous arrivons ainsi à rem-
placer &i par le plus grand commun, d iviseur de ^ et de d^ et d^ par
zéro. Mult ipl ions alors par Sg : nous avons une substi tution où ^ et c^
sont nuls; a^ et d^ ne sont pas nuls ensemble.

Nous opérons alors sur la première et la qua t r ième ligne avec les
substitutions Sg et 83, de façon à annuler d,\ cela change bien les
deuxième et troisième lignes, mais b^ et c, restent nuls. Quand d^ est
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nul, a, est égal à ± i, puisque le déterminant des coefficients est égal
à un; en changeant au besoin tous les signes, comme c'est permis,
nous arrivons à une substitution de la forme

i .a^ a^ ^4
o 6 2 b;} ^4
o Cg Cg €4
o d^ d'à, o?4

d'ailleurs, les relations entre ces éléments prouvent que
:Ci.=:0, €3 === i ;

la subst i tut ion s'écrit donc
i a^ a^ 04 '
o &2 &3 &4
o o r o
o d^ d^ di, ^

En nous servant de Sp et de 87, nous pouvons ma in tenan t annulera ;
alors on a

b^d^\ ;

en mu l t i p l i an t au besoin par Sy, on a donc

^==^=1;
de plas

(724- <^3== 0.

Multiplions alors par S^ ; nous annulons a^ et nous parvenons ainsi à
la forme

î o ^3 a>, \
o i a^ bs,
0 0 1 0
0 0 0 1

. Q,^, Û//i Q//A
- s 1 1 ° 1 2 ° 1 3 •

Notre proposition est donc démontrée; les quatre substitutions
indiquées sont bien fondamentales.

3. Toute transformation T du groupe arithmétique est une transfor-
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rnation à coefficients entiers de la forme quadrat ique

-t'I^-i- -y^...-^- .r^

en elle-même. Nous voulons nous demander si toute transformation à
coefficients entiers de cette forme quadrat ique en elle-même est une
transformation du groupe ar i thmétique. Avant de répondre a cette
question, nous établirons le lemme suivant :

Eteint donnés six nombres entiers premiers entre eux. A, 2. A,;^ A,..,
A^3? Aa/,, A3/., satisfaisant à la relation

Ai2A3,i,4- A^AH— A^Aa^^o,

il existe deux systèmes de quatre nombres entiers

m^ m^ m^ m,^

n^ n^ ^3, n^

tels quon ait les six relations

rn i f ï j — in^ni -= A/y (^ j ==. i, 2, 3, 4 ; ̂ ./).

Pour le démontrer , nous allons résoudre le problème de la recherche
de ces huit entiers. Supposons d'abord le problème résolu : nous
connaissons un système de h u i t entiers répondant à la question. Si a,
b, c, d sont quatre entiers tels que

ad— bc == i,

les huit entiers su ivants représentent une autre solution :

a/Hi-h ^//i, am^ -+- bn^ am^-\- bn^^ am',-+• ^4,
cm^ 4-^// j , crn^ -^-dn 2, cm-^^r-cîn^^ cm;,-\- dn,^.

Soit S le plus grand commun diviseur de m, et de n^ ; posons

m^=-m\^^ n^^=^n\o.

On peut prendre a et b tels que

am\ -+- bn\ == i ;
on posera alori>

c ±D — n\, d = m [ .
^re/t. Éc. Norm^ (3 ) , XXXII. — DECEMBRE 1910 . 46
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Alors
am^ bn^= ô, cm^ 4- dn^=. o.

Ainsi, pour avoir la solution générale du problème, on peut se borner
au cas particulier où TI, == o, m^ n'étant pas nul. Dans ceci, nous avons
supposé que /n i et n^ ne sont pas nuls ensemble; si cela arrivait, les
trois entiers donnés A^, A , y , A ^ , seraient nuls. Réciproquement, si
ces trois entiers sont nuls, comme l'un au moins des entiers A^? A^
Ag., n'est pas nal, m, et 7^^ sont forcément tous deux nuls. Nous revien-
drons plus loin sur ce cas.

Supposons donc A^, A^, A^, non nuls ensemble, et

Alors m^ est visiblement un diviseur commun des entiers A^, A< 3, A^;
c'est même leur plus grand commmun diviseur ,^car si ce plus grand
commun diviseur était ^1^5 l'entier^ serait un diviseur commun à n^
à 723 et à 7^, donc à A^, à A^, et à A.^ : les six entiers A^, A,;,, A^ , , ,
A^, A^,, A3i ne seraient pas premiers entre eux, sauf dans le cas
où p == i.

Donc 7/?i est le plus grand nombre commun diviseur de A^, de A, 3
et de A^i ; on a alors

__ A j 2 __ AI 3 . __ A 1,4.
2 m^ >( m.i î I+ /ni

Restent à déterminer m^ 7723, w/,; pour cela, nous avons les trois
équations :

n^rn^—n^m^ = Assî

ïi^m.^ — /îs ̂ 4 =:= As4i

n^ma— n^m^A^.

Ces trois équations reviennent à deux seulement; car, en multipliant
les deux membres de la première par A 1 4 , ceux de la seconde par—A^,
ceux de la troisième par A^, et en ajoutant,, on trouve une ident i té . Si
donc 7^5 par exemple, n'est pas n u l , on peut se borner à garder les
deux premières équations. On arrive ainsi à un problème connu
d'analyse diophantine. Les trois déterminants de ces deux équations
sont

~-ft^ii'^ n^ri^ /r^;
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leur plus grand commun diviseur est r^. Les déterminants caracté-
ristiques sont

fï :{A .2.', — îî ', A 2 3, — n à A i .i, n .2 Ao 3 î

les deux derniers sont divisibles par n^ le premier aussi, car il s'écrit
encore

— ( A u A a ^ — A^A^) = —A^A^ -= n.i À.^.
Ht-^ fît ^

Donc^ il existe trois entiers m.^ m^, m,, satisfaisant à ces équations.
Si l'on a une solut ion, la solution la plus générale est formée des
nombres

m^-+-\n.^ w;,-}-À^ m^-^r'kn^

\ étant un entier arbitraire.
Le système le p lu s général de huit entiers satisfaisant a la question

sera alors
€HH^ ain^ +- bn<^^ am^-^r bn^^ am^-\-bn;^

cm^ cm^ 4- dn.^ cni^ 4- dn^, cm^-}~- d/i,^

avec la condit ion ad—bc=î; on n'augmente pas la généralité en
introduisant l'entier À.

Si A^, A, ; t , A^ étaient tous les trois nuls, il faudrait, nous l'avons
vu, prendre

m i == //1 =: o.

Mais l'un des ent iers A^, A^,, Aa,, n'est pas nul; supposons que ce
soit A^.'t : alors m^ et n^ ne sont pas nuls ensemble; l'analyse précédente
s 'applique quand on a permuté les indices r et 2.

Notre lemme est donc démontré.
On trouverait de la même façon p systèmes de r entiers

m^- ( ( == i , 2, . .., p ; j =: i , 2, . .., r ; r > p ),

quand on donne les déterminants d'ordre/.» formés avec les éléments
où / a p valeurs dist inctes quelconques, les valeurs données des déter-
minan t s étant liées par les relations qui existent nécessairement entre
ces déterminants. "
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4. Soit donc
Xi = 2 ̂ xi
X,==2p,^

(i) < X3=2y^- (/=: i, ^3, / i ,5)
,X,==^ô,^,

X,=l£^

une transformation de déterminant un^ coefficients entiers de laforme
quadratique x^x^ -+- x^x,, +• ̂  en elle-même.

On a la relation
ai£i4-(3i < î i+^=o;

d'ailleurs o^, ̂ , y^ ^ £^ sont premiers entre eux. Il existe donc deux
systèmes de quatre entiers

a^ b^ Ci, û?i,

^3, 02, Cs, ^2,

tels que
(a6)i2=ai, (^)i2==(3i, (Œc)ia=— (^)i2=y,, (^)i2=:ôi, (cr/)i2=£i.

Il existe alors une substitution (S) lelle que les deux premières colonnes
du tableau des coefficients soient formées des nombres entiers ainsi
trouvés. Pour le démontrer, il n'y a qu'à remplacer les nombres des
deux autres colonnes par des indéterminées, et à procéder comme
quand on a démontré que toute substi tution (S) est un produit des
substitutions 82, 83, S/,, 85: quand on aura annulé b^ c^ d^ le
nombre a, sera nécessairement égal à ± i, car les quatre entiers dont
on est parti étaient premiers entre eux; on peut donc faire que ce soit
un; quand, ensuite, on aura annulé d^ on aura aussi 63 == ± i, puisque
les six déterminants formés avec les deux premières colonnes sont pre-
miers entre eux. Enfin, on annule a^. Nous avons donc ramené les deux
premières colonnes à être

I 0

0 J

0 Ô

0 0

nous prenons alors, pour les deux dernières, tous les éléments nuls,
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sauf que c^ == d,, = i (la solution la plus générale consisterait à prendre
c\ == ( l ^ == i, c,. == ̂  == o, a:î et è,, quelconques, et a., = 63 = un entier
quelconque); nous répétons alors les mêmes opérations en sens
inverse, et nous obtenons une substitution (S) ayant les deux pre-
mières colonnes indiquées. Soit T la transformation (T) correspon-
dante; mult ipl ions la transformation ( i ) par T"^; nous arrivons à
une transformation où

j3i =yi:=ôi =£1=0, a i = i .

Comme c'est toujours une transformation en elle-même de la
forme x^x^ 4- OD^X,, + .x^, on a aussi

£2 =£3 =£4=0, £5=1.

Considérons alors la subs t i t u t i on (S) correspondant au tableau

' i o 05 — y. '
o l - 7. - (3s
0 0 I 0 ?

^ 0 0 0 l j

et multiplions la transformation à laquelle nous sommes parvenus
par l'inverse de la transformation (ï) correspondante; nous arrivons à
une transformation (elle que

A! = -̂ ^

X2==Pa^2-4-(33^3+ jS.^

Xa= 7â^2-+- 73^3-+- y4^4î

X4=: Oa^-a-+- (Î3.Z'3+ 04 JC'4,

X,==^.

Ainsi ^2, ^3 et ^4 sont seuls changés; ils subissent une transformation
changeant en elle-même la forme x^x^-^-x'^. Donc, si ^ est positif^
cette transformation est de la forme

X^ = a2 ̂ 2 +• 2 a^ ^3 — b^- x,,,

X.3 •== ac^?2 -+- (<2(^ •+- bc)^',i — bdXt,^

X4==—c2.^— 2C^ ^'3-4- d'^iVi,^
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a, b, c, d étant des entiers tels que

ad — bc == i ;

ceci est la substitution (T) correspondant au tableau

, ci c o ô
j b a o o

j o o a — ^ ?

[ o o — c d

dans ce cas, la substitution (i) appartenait donc au groupe arithmé-
tique. Si pa est négatif^ on voit de même que la solution (i) est le
produit d'une transformation (T) du groupe arithmétique par la trans-
formation

(2) Xi==^i, X2==—^2, ' X;}=:^?3, X 4 = — — ^ 4 , Xa-==.y,,

qui n'est pas une transformation (T).
Ainsi, la transformation (i) appartient au groupe arithmétique si c'est

une transformation (T').

II. — Polyèdre fondamental.

Nous nous proposons de trouver le polyèdre fondamental du groupe
arithmétique; nous démontrerons en chemin que ce groupe est effec-
tivement discontinu dans le domaine (I).

Le polyèdre fondamental que nous trouverons n'est pas celui dont
l'existence a été démontrée (Chap. I II) ; nous l 'obtiendrons par une
méthode un peu différente.

1. LEMMIÎ. — Considérons la variété invariante de centre g == g ' ' = iy
h .=. o,

(3) 14-^o+ 2ÀA<,+ g'g',+ {gg1- A2 ) (^oÀ'o - ̂  ) — 4^.(Ç(r- ^e2) ==o,

où ^ est plus grand que un. Les points du domaine (I) pour lesquels
W— 5C2 est maximum ou minimum sur celle variété sont les deux points
pour lesquels h est nul, g et g' étant é^aux et purement imaginaires.
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Pour le voir, nous poserons

ïtu

367

(4)
o; ^=Â--^~,

^ t — U

l î t 4- //
^ ==: À' ————— ;

t— il'

k, t, u sont de nouvelles variables destinées à remplacer g ' , h, g ; elles
s 'expriment d'ailleurs au moyen de ces anciennes variables par les
relations

(5) ^=-(^'-/^ <=^, «=-^,.

L'équation de la variété dev ien t

2 /'/C
(6) i+Â-2^-!--————————ra uil,n,+(t+ u) ((;,+«„)-+- al

^ t ——— U ) (CD —— t t y )

^^^^-^-..^^^^"^-.^^^^^^Q.
. ( ^ - - ^ K ^ o — ^ o ) J

Noas savons déjà que cette variété est tout entière située dans le
domaine (I), et à distance finie : donc, sur cette variété, ̂ — ^c2 atteint
effectivement un maximum et un m i n i m u m .

Tout d'abord, pour ce maximum et ce m i n i m u m , À'est réel ; en effet,
supposons que, sans changer ni ^ n i u, ni \k\y on rende k réel;
^ — J€2 augmente; d'autre part, le p remier membre de l'équation de
la variété devient négatif, c'est-à-dire que nous sommes en un point
intérieur à la variété : si nous faisons alors croître le nombre réel k,
qu'on peut supposer positif, W — X2 croîtra encore, et le premier
membre de l 'équat ion f in i ra par s 'annuler : donc, si k est imaginaire,
nous savons trouver sur la variété un po in t où ̂ ' — ^c2 est plus grand;
donc nous ne sommes pas à l 'endroit du maximum.

Pour voir qu'il en est de même pour le m i n i m u m , i l suff i t , après
avoir rendu k positif, de le d i m i n u e r de manière à ramener çç' —^C2 à
sa valeur initiale; on constate encore qu 'on est à l ' intérieur de la
variété, et l'on achève comme pour le maximum.
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Supposons donc k réel; l'équation (6) devient
/ . ,,. ^tutoUQ-+-{t^u)(t^u,)-}-2 , ^^—QÇu—Uo)_
(7) 1 + A - + 2 / C - — — — — ( ^ « ) ( ^ ^ ^ ) ^ ^ _ ^ ) ( ^ ^ )

Je dis maintenant que, pour le maximum et le min imum, t et u sont
purement imaginaires. En effet, sans toucher à leurs parties imagi-
naires, supprimons leurs parties réelles, s'il y en a : (t — u)(to •— ^o)
d iminue ou reste constant; diminuons A2 de manière que ^j' — ̂  ne
change pas ; on constate que le premier membre de l'équation (7) devient
négatif (et non nul, car tut^f^ a diminué)', nous sommes donc entrés
à l'intérieur de la variété; on voit alors comme plus haut qu'il v a sur la
variété des points pour lesquels W— ^C2 est soit plus grand, soit plus
petit qu'au point de départ.

Supposons donc l et u purement imaginaires, et posons
t= i(X^ U ==— Z'p,

a et P étant réels. L'équation (7) devient

/ . -^^(a-^+s a(3
(8) z4-^^ (^p).———-^^^-ç^=o'

Je dis maintenant que a et ? doivent être égaux. En effet, l'équa-
tion (8) elle-même montre qu'ils sont de même signe : nous pouvons
les rendre égaux, s'ils ne l'étaient déjà, sans changer ap; cela
diminue a2 4- p2*, d iminuons P, pour ne pas changer (jy — ^c2: on voit
alors qu'on pénètre à l ' intérieur de la variété: il n'y a donc ni maxi-
mum ni min imum pour a ~=f=- p; donc a == p.

Les résultats obtenus jusqu'ici montrent que g et g ' doivent être
purement imaginaires, et que h doit être nul . L'équation de la variété
devient alors 1 + y + y -+- y v ' 2 — 4 p' w ̂  °-
Ceci peut s'écrire des deux façons suivantes :

(g + ({f )^- y (^4-2(^4-1)^-1,
(y«(,/)^--(p(,/^a(3^_ï)rjy^r.

Si l'on se donne ̂ \ on a ainsi ^4- ̂  et ^ — Ç', donc <? et ç'; pour que
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le problème soit possible, il est nécessaire et suffisant que la valeur
de {{f—y')2 soit positive; donc, la plus grande et, la plus petite valeur
de y^" sont les deux racines de l'équation

_(^g/2+2(^_ï )ç ,y_ i^o;

elles rendent ç et çr égaux ; c^est ce que nous voulions démontrer.

2. Il résulte de là que, pour que la variété (3) ait au moins un point
de sa surface ou de son intérieur sur la variété

q^l——^'i=k^

il est nécessaire et suffisant qu'on ait

xi ™-
Considérons maintenant la variété

(10) 1-^1^5 -+-.Z-2 ^4 4-2^3^ -4-^4 ^1 -+- «^S ^l |2

4- |^ i^îo4~^ ?4o4- ̂ 3 £30-4-^ ^2o4- - ^ s ^ i o l 2

— /J' , I (.37i^o+- ^10^5 -î- ^2-^40+^20^ -+-2^3^30)
4

X ( ̂  ^30 + ^10 ̂  + ^ Ï40 +- ^20 ,̂, + 2 ̂  ^o ) "= 0.

et supposons que pour le centre ( ^ , , ̂ , ^3? £,., ^5) on ait

^1^0 4- ^ioSs4- <;2ei0-+- ^20^4-+- 2^3^30^=:—— 4 $ l S l O -

Comment doit être choisi a pour que cette variété ait à son intérieur ou
sur son contour un po in t où

gg^^=^?

Remarquons que la transformation (T) correspondant au. tableau

1 d c o o \

(i.) ! , \ " ° ° (^-^==»i cl cf. -4- b y c a + a y a — b ^
\ dy 4-^(3 cy+o(3 — c ^ j

permet de transformer le point g = ^ g ' = i ^ h = o en un point quel-
4jm. Éc. Norm^ (3), XXXiï. — DECEMBRE 1915. ^7
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conque de Ç(T — je2 == i ; en effet, le transformé de ce point est
G == î'(a2 + <^2 ) -+- a,
H =— i {ac 4- M) 4- y,

, (7== î(c9- -(-^ )-h-(3.

De plus, cette transformation conserve ç^ — 5C2. Donc, la variété (10)
pouvant être changée par la transformation (n) dans la variété (3),
elle atteindra la variété f?y— x^^/r pour les mêmes valeurs de pi,
données par la relation (9).

Supposons maintenant que le centre de la variété (10) soit sur la
variété

Qg^^=a\
Par la transformation

— o o o
a
o i o o
o o a o
o j o o i

on ramené le centre sur QQ' — X2 === i ; d'ailleurs, pour tous les points,
ç^r—X 2 est divisé par a\ Donc, pour que la variété (10), de centre
sur QQ' — y^-=^ a2, atteigne la variété çç'— ̂ = À2, il est nécessaire
et suffisant qu'on ait

A-2 y
ZÀ
/c2

1-4- (q2^ 7,2)2
( 1 2 ) l^ ^a2

3. Cherchons les transformations les plus générales qui changent
identiquement l'expression ÇiÇ'—- X2 en elle-même. Il est nécessaire et
suffisant qu'on ait, en désignant toujours les coefficients par la même
notation,

(a^)i3=(a^)^=: (0^)23= {ab}^= (ab)^~==o'(^)l2==

Par suite
CT3== 04== ^3== ^===0.

Supposons d^abord qu'on ait
(ab),
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alors la transformation la plus générale est la transformation (n), c'est-
à-dire

( i3)

d c o o
b a o o

o o a — b

o o — c d

i l o o o
i o i o o f

X \ / .
a y i o [

y P o i )

Supposons maintenant qu'on ait

{ab }^=—ï ;
on posera alors

a^d, 02==c, b^-=-—b^ b^=—a,

avec la condi t ion
ad — bc == i ;

on trouvera alors comme transformation la plus générale jouissant de
la propriété demandée

( ï 4 )

ci c o o

b a o o

o o a — b

o o — c d

X

1 0 0 0

o — 1 0 o
0 0 1 0

0 0 0 — I

X

1 0 0 0

0 I 0 0

a y i o
y (3 o i

En résumé, la transformation la plus générale jouissant de la
propriété de conserver (j^'— 5C2 s 'obtient en prenant la transforma-
tion

ci c o o j

b ci o o

o o a — b

o o — c d

( i5) (au?— bc -= i ) ,

en la faisant ou non suivre de

(16)

1 0 0 0

0 — 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 — I
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ï 0 0 0
0 1 0 0

a y ï o
y [3 o ï

Ces transformations donnent respectivement pour G, H, G7 les valeurs
suivantes :

G= a^g— 'îabh -h^2^,
(i5Q

W

H ==— ac^-i- {ad -(- bc)h — bdg\
G1^ c 2 ^— ïcdh +^^;

G=^
H=-// ,
G - ^ î

G==^- +a,

^7f) H
Q':

=:h+y,

=^+P.

Pour que le produi tappar t ienneau groupe arithmétique, ilestnéces-
saire et suffisant que a^ b, c, d, a, (3, y soient entiers.

4. Quelle est la valeur de fîçf — 3FC2 pour le transformé du
point g==. g ' = i, h == o par une substitution (T)? On trouve que c'est

( 1 8 ) gg1-^^
[{ab)^{ab)^Y+[{ab)^-{ab)^

Posons

(19) (a6)i2==ai, (a^)23===a2, (0^)13=03, (0^)14=^4, ( a&)34==as ;

la valeur précédente devient

(20) Ç^-^^ ^^__^y,_^_^^__^^ = ̂ _^+^J^^^^-

Si la transformation (T) appartient au groupe arithmétique, la valeur
trouvée est l'inverse d'un nombre entier positif; elle a donc un rnaxi-
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mum, qui est un; la plus grande valeur au-dessous de celle-ci est-1-?
et ainsi de suite.

Pour que fiy — ^c2 soit égal à un, il est nécessaire et suffisant que
trois des nombres o^, a^, c^, a^ soient nuls, le dernier étant égal
à ± ï ; 003 doit aussi être nul. On trouve comme subst i tut ion correspon-
dante l'une des suivantes :

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

^ 0 0 0 I ^

' Ï 0 0 0

0 0 0 — I

0 0 1 0

^ 0 1 0 0

»

5 ^

^ 0 0 — I 0

0 1 0 0

1 0 0 0

^ 0 0 0 I

' 0 0 0 — I ^

0 0 — 1 0

0 1 0 0

, 1 0 0 0 ^

suivie de la transformation la plus générale qui conserve QQ' — ^e2. On
remarque tout de suite que le point g= ̂  ==. i, h=o est changé ainsi
en un p o i n t a coordonnées entières complexes, c'est-à-dire en un point
qui n'en est pas aussi voisin qu'on veut; d'autre part, les transfor-
mations qui l 'amènent en dehors de çg' — je2 =. ï ne le changent pas
non plus en un point aussi voisin qu'on veut; donc (Chap. III, § III),
le groupe arithmétique est discontinu dans le domaine (1).

Cherchons maintenant la transformation la plus générale pour
laquelle le transformé du pointa == g ' = i, h = o est sur la variété

W' ^r^-,
n

n étant entier . On doit avoir

( a ^ — a,)2 4- (a, -a,,)2 :< • 2 a. •a;. • a . -

ce qui donne un nombre limité de systèmes de valeurs de 0^5 a^, a^,
a/,, a.., (d 'ailleurs n doit être une somme de deux carrés); on trouve
alors un nombre limité de substitutions, qu'il faut faire suivre de la
t ransformat ion la plus générale conservant W— ^2.
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5. Nous allons voir main tenant que, pour les transformés par le
groupe arithmétique d'un point P quelconque du domaine (I), <?<?' — ÏC2

ne peut pas dépasser un certain maximum qu'il atteint effectivement.
En effet, considérons la variété V, de centre y •== ^ == i, h = o, qui

passe par P. Les transformés de P se trouvent sur les variétés trans-
formées de celle-ci. Mais, pour la variété V, <j^ — ̂  a un maximum
qae nous avons appris à calculer; pour les variétés transformées,
Ç(T— 3C2 reste inférieur ou égal à ce maximum; donc, nous voyons
déjà que, pour les transformés de P, (j^ — je2 est borné.

Supposons maintenant que, au point P, on ait

gy.—X2^:?.

Cherchons toutes les valeurs supérieures à P que peut prendre çff—^c2

pour les transformés de P. Soient i et y, les valeurs des paramètres À
et [x auxquelles correspond la variété V. Pour qu 'une transformation
amenant g = g ' = i, h = o sur la variété

/ '1/v_ ^çi _ ~__
— ^

permette à la variété transformée do V d 'a t te indre et de dépasser la
variété '.

gy-^^^

il est nécessaire et suffisant que l'on ait

(I+ I^nY^^k^n^

Cela fait un nombre limité de valeurs de n, par suite un nombre limité
de transformations à faire suivre de la transformation la plus générale
conservant identiquement (j^-^2; donc les transformés de P ne
donneront par ces transformations qu'un nombre limitée valeurs
à gc/— ̂ : celles qui seront supérieures à P seront elles-mêmes en
nombre limité. Donc, il y en a une qui est p lus grande que toutes les
autres. Notre assertion est ainsi démontrée.

Nous voyons de plus : 1° que la sui te des valeurs de W - ̂ e2 pour
les transformés de P est discontinue; 2° qu'en général, si ^-- x2 a
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pour le point P une va l eu r au moins aussi g r a n d e que pour ses trans-
formés, cet te va leur n'est conservée que par les subst i tut ions conser-
vant ident iquement ^i" — ^c2; i l n'y a exception que pour les points P
d'une inf in i té dénombrable de variétés.

6. Supposons que, pour le po in t P, ( i ^ — x 2 soit au moins aussi
grand que p o u r tous ses transformés. Cela veut dire que, quels que
soient les entiers a ^ , a^, a^, a.,, a^ premiers entre eux, et satisfaisant
a la relation

(21 ) ' y.i ot^-\~ a.̂ , 4- y.^-==: o,

on aura, en appelante À, g ' les coordonnées de P,

(22) |^i— ̂ g -h 2^3/1 -4-.a^+ a,(^— /î2 )^ ! ;

et, sauf pour des points P except ionnels , l 'égalité n'a lieu que pour
a i^ rh ï , ^-=03=: 0^=-: a;,-=o.

Ainsi , tout po in t a un transformé P satisfaisant à ces inégalités.
Nous pouvons imposer à ce transformé P les cond i t ions suivantes,

qui, dans la p l u p a r t des cas, le déterminent d'une manière unique :

(28) o52X5 f î<ç r , |<?o|5^ jÇol^ W^-

I5n eflet , on a en général tous les points tels que P en appliquant
successivement à l 'un d'eux les transformations (i5), (r6) ou la trans-
f o r m a t i o n uni té , et (17). Or, les transformations (i6) et (17) n'altèrent
pas (^ ni [ J C [ , ni ç\ Pour sa t i s fa i re aux inégalités (28), il est donc
nécessaire de choisir la t ransformation (i5) de façon à avoir

^m^y^
ce qui est possible d 'une façon et d ' une seule, sauf quand une des éga-
lités a lieu. S'il y a l i e u , on fera suivre cette transformation de la trans-
formation (16), de manière que X ne soit pas négatif; enfin, on choi-
sira la transformation (17) de manière à ramener ffo, ^o^ &0 dans ^es

limites imposées. On voit que l 'opération est possible, et ordinaire-
ment d 'une seule façon.
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Les inégalités (22) et (28) déterminent le polyèdre fondamental du
groupe arithmétique.

7. Les inégalités (22) sont en nombre inf ini ; mais on peut non
garder quun nombre limité, les autres étant des conséquences de
celles que l'on conserve et des inégalités (23).

En effet, supposons que, pour le point P satisfaisant à toutes ces
inégalités, on ait

qqt__^.^^,

On tire de là et des inégalités (23)

Mais on a, d'après les inégalités (22),

\S\Ï^ 1 ^ 1 ^ ;

en comparant avec les inégalités (23), on en tire

q>.^., q'^-v - 2 t ) ~ 2

Par suite, on aura

De plus
ys.8": 3\/3

^gr-^1^^
ou

-I-
Pour ff^—P, nous avons&ô

i^- A2!2- (goffo - ̂  - ey-^ ̂ 2)2+ (()(io+ w- ̂ ^r;
cela nous montre que

i^-^^^+iY+^^-A^Y
loft 1 -\ a/ \\/3 3\/3/



THANSKORMATIONS BIRATIONISELLES QUADRATIQUES. 377

ou bien
l^-^p.A-4-^+2^+1.

27 9 o 4

Le paramètre (J. de la variété V de centre g == g ' = i, h = o qui passe
par P a pour valeur

,, _ i -+- ^o-+- 2/z/io-t- .̂  -f- (^ - A2) (^,^ — A g )
1 -" U2————————————;

les inégalités écrites plus haut nous montrent que

i^+^3^^9

. ,< 27 9 3 4
1 == 4^2

Si nous transformons cette variété V par une transformation qui
amène son centre g =^==i, h ==o sur la variété (/(T— y^= ^, la variété
transformée n'a de point sur ̂  — je2 = P que si

i^+^A^^-^(i 4- ^nY ^ ^ 2 7 _ _ _ 9 ^ 4
4^/z = 4/c2 )

en mul t ip l ian t par4^ 2 ^ les deux membres, cette condition devient

(^4) 04-^0-f^^+^4-^^9^.\ 27 9 o 4 /
i^

Si, pour une certaine valeur de n, l'égalité contraire a lieu pour^ ̂
l ' inégalité (22) sera une conséquence des inégalités dont nous venons
de nous servir quand (a^—a, ) 2 -+- (a, — a,)2 sera égal à cette valeur
de n.

Or, l ' inégalité contraire à l ' inégalité (2^) s'écrit

(^) f^-^OZ,^)^-16^-l^-+-I-9^>o.
\ 27 ) 9 3 4

Si nous considérons le premier membre comme un polynôme en k, ce
polynôme admet une racine positive, et une seule, d'après le théorème
de Descartes, dès que n est un ent ie r au moins égal à quatre. Pour que

Aim. Kc. Norm., (3), XXXII. - DI.ŒMIÎHE 1 9 1 5 . 48
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l'inégalité ait lieu pour A r ~ î n étant au moins égal à quatre^ il est
0

nécessaire et suffisant qu'elle ait lieu pour k= 75 c'est-à-dire qu'on
ait

Si /À 2 — i425^ -+- 256 > o,
ou bien

1420 -+- \/îQ^^6Si
îl ^> — " - ^ - ~ '

162

ou bien, n devant être entier,
n^i8.

Par suite, il suffit d'écrire celles des inégalités (22) pour lesquelles
on a
(a6) (^ — a^-h (aa-- o^,)2 = a\ -+- a;; -+- aaJ + a| + a| ̂  17.

Toutes les autres inégalités (22) sont des conséquences des inégalités
conservées et des inégalités (28).

D'ailleurs, parmi les inégalités conservées, il y en a encore d'inu-
tiles. Ainsi, par exemple, on peut supprimer encore toutes celles de
ces inégalités où 005= o, à l'exception seulement de

1 <r 1 > r 1 ^ \ > î
I ̂  1 = 1 1 1 & t = A

et de
l ^ i - t - ^ — 2 A - + - ^ | = i (ai==o, ±:i, ±:2).

Cela résulte immédiatement des inégalités (28) et des inégalités

^ s-^,
que nous avons établies plus haut. Il n'est d'ailleurs pas certain qu'on
ne puisse supprimer encore d/autres inégalités.

ïîn résumé, le polyèdre fondamental est défini par /es inégalités
(22) |a l~-a2^+2a3A•4•a4^-4-a5(^ /—^2 ) |^ I ,

a^ , a^, ag, a/,, ag étant des nombres entiers premiers entre eux et tels
que

(21) ai 0(54- asc^-l-aj =o,
(26) a ^ + a l + 2a j + a ^ -+ -a l 5 i 7 ,
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jointes aux inégalités

(^3) K,o|S- Iffol^ l^o|^ o^X5C,5cJ.
.Z -.' Jl

Un certain nombre des inégalités (^2) peuvent être supprimées.

8. Quels sont les points de ce polyèdre qui sont sur la surface
Q^—je2^ o?I l n'y en a pas à distance finie, car il faudrait pour cela
que Q soit nu l , puisque, dans les domaines (I), ( III) et (IV), on a
pour les points du polyèdre l'inégalité

C^'—^^^^^o,

et que, d'autre part, f f 'est supérieur ou égalât; mais on sait que Q est
iTf

au moins égal à ^~ II faut donc chercher ces points à l ' inf ini ; il est
par conséquent nécessaire de faire croître (f indéfiniment. Supposons
d'abord que preste f i n i ; alors A reste aussi f ini ; des que ç' est assez
grand, ̂  ̂  h^ est aussi voisin qu'on veut de g ' ; pour que ce rapport
ait une limite, i l est nécessaire et suffisant que g en ait une; alors ce
rapport tend vers la l imite de g , l imite nécessairement imaginaire
puisque f.^-
Ainsi , nous trouvons certains points imaginaires de la variété

X^-==. X-^-===. .^3=0.

Si maintenant g et, par suite, Ci augmentent indéfiniment, nous pou-
vons écrire i^--/^ iç?o<ïo~^-gçr+^ii^1

ou, pour g' assez grand,
\w'—kï . qq'—^,\—r- =-LL7—(I+£)'
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£ étant un nombre aussi voisin de zéro qu'on veut; ceci s'écrit
encore

^ _ ^2 ] 3
^g(i+£);

g'

par suite, ce rapport augmente indéfiniment; on trouve le point réel

c'est te seul point réel du polyèdre.
On voit que les points do polyèdre qui sont sur la surface

gg' — X2 === o appartiennent tous à la variété

x^x^-==.x^-=^ o,

qui a seulement deux dimensions.

III. — Fonctions invariantes.

1, Nous savons former des fonctions invariantes par le groupe
arithmétique, et se comportant comme.des fonct ions rat ionnel les dans
le domaine (I). Ces fonctions n'auront pas de singulari tés essentielles
à Pintérieur du polyèdre fondamental qu'on vient de trouver, qui est
tout entier dans le domaine (I); mais elles peuvent en avoir aux points
du contour du polyèdre qui appart iennent à la surface

(^^=0,

savoir : des points imaginaires de la variété

et le point réel
^=:^2=:^3==o,

X^-==- X^-=^ ^3== .^4=0, X^

Nous allons voir d'abord que ces points sont bien des singularités
essentielles; ensuite nous étudierons la nature de ces singularités.

2. D'abord, tout point réel est une singalarité essentielle pour
toutes ces fonctions, sauf pour celles qui se réduisent ^à des con-
stantes. Il nous suffit pour le prouver de faire voir qu'un point réel
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quelconque peut être changé, par le groupe arithmétique, en un point
aussi voisin qu'on veut de tout po in t réel donné à l'avance.

Or, prenons par exemple l 'origine des coordonnées

.r- = o î

son transformé sera, en employant les no ta t ions du paragraphe 1 du
présent Chapi t re , le p o i n t

:r^-=z pi, .'r3=yi, ^i,

a ^ , p i , Y i , â ^ , £ , é tant des entiers quelconques premiers entre eux et
satisfaisant à la relation

ai£i-4- P iô i4 -y? = = = = 0 ;

cela donne comme coordonnées non homogènes

k^-. ^-.Ê2.
y.^Q —

en supposant a^ ̂  o. Or, soit n un entier donné ; un point réel g ' , h, g '
quelconque é t a n t donné , on peut choisir quatre ent iers a, ?, y, ^pre-
miers entre eux et tels que

a [ ~ n a

, - ï - <.—,
a ~ noL

r'-0 i-,a ~ nv.

o <; a^/z3 .

On approche a ins i de g , h, g au tan t qu'on veut; comme valeur appro-
3 ^~7 « On réduira la fraction l—chée de gg — A2 , on a — PQ "̂  y ' On réduira la fraction - Y 2 ,a sa
a2

plus simple expression; soit alors A son dénomina teur ; on pourra
prendre

a! — El — 11
a - p ~ y

£1
^+r

l 'origine des coordonnées est ainsi transformée en un point aussi
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voisin qu'on veut du point g, A, g^; cela suppose que ce point est à
distance finie, mais le résultat s'étend immédiatement aux points à
l'infini.

Donc, si une fonction invariante par le groupe arithmétique et uni-
forme dans le domaine (I) n'est pas une constante, tous les points
réels en sont des singularités essentielles.

Les autres points réels ont aussi comme transformés des points
aussi voisins qu'on veut de n ' importe quel point donné à l'avance.
Pour le démontrer, nous pouvons remarquer que la substitution

1 0 0 0
0 1 0 1

o i i i
i o o i

qui est la cinquième forme canonique du dixième type, est une sub-
stitution du groupe arithmétique; or, par les puissances de cette
transformation, n'importe quel point a des transformés qui tendent
vers le point

^i: : x - , :x,. : JL. •=•- 0, x.)

or, ce point est un des transformés de l 'origine des coordonnées ; notre
proposition en résulte immédiatement.

3. Prenons maintenant un point imaginaire de la variété

OC,'< "~._ OQt) — OC/•» —. 0.

Supposons que ce ne soit pas une singularité pour une certaine fonc-
tion invariante par le groupe arithmétique. Les points voisins ne sont
donc pas non plus des singularités pour cette fonction. Je remarque
alors que la substitution

1 0 0 0
0 1 0 0

0 0 1 0

0 I 0 I

du groupe arithmétique, répétée indéfiniment, fait tendre le point g ,



TRANSFORMATÎOINS BÏRATïONîS'ELLES QUADRATIQUES. 383

h, y vers le point
^•i -= .2-2 =: ̂ 3 == o, —^rr^;

il résulte alors de rhypothèse faite que, si g est dans une certaine
région du plan de la variable complexe, la fonct ion considérée ne
dépend que de g ; donc, quels que soient g, h, g ' , cette fonction ne
dépend que de g. Mais le groupe ar i thmét ique cont ien t aussi la substi-
tu t ion

1 0 1 0 0 j

\ 1 0 0 0 (
/ ( 5
\ 0 0 0 ï 1

[ 0 0 I 0 ]

qui échange g et g ' . Donc la fonction considérée ne dépend que de g\
Donc c'est u n e constante .

Ainsi , pour toute fonc t ion invar ian te par le groupe ari thmétique et
uniforme dans le domaine (I) qui n'est pas une constante, tous les
points de la variété

,^•1 -=. ,Z'2 ^= ^"3 r= 0

sont des points singuliers.

4. On peut déduire de là que, pour les mêmes fonctions, tout point
de la surface ç^ ~ X2 =^ o est une singularité essentielle. En effet, la
subs t i t u t i on

d e o o
h a o o

1 o o a — b

[ 0 0 — c d

où a, 65 c, d sont des ent iers tels que ad — bc = i , change le point

a?i === x^ —=. ,^= o, .z\ -= 04, .z's -==: ^5,
dans le point

..ri=o, .^^-—^ç^ x^-=i—bd'^ a.\-=z€l2^, ^5 =£3;

en choisissant convenablement ^ et ^5 et les ent iers b et d, qui sont
assujettis seulement à être premiers entre eux, on a ainsi un point
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aussi voisin qu'on veut de n'importe "quel point à l 'infini du do-
maine (III); donc, tous ces points à l ' infini sont des singularités des
fonctions considérées.

Mais, par une transformation quelconque du groupe ari thmétique,
la variété à l ' in f in i se change en la variété

a^i-}-o;2^2+ 2^3^34- a^r4-+- 05.2*5= o,

a^ a,, ocg, a,, y^ étant des entiers assujettis seulement à être premiers
entre eux et à vérifier la relation

ai a^ 4- agO^-l- a| -= o.

Or, cette variété passe aussi près que l'on veut de n' importe quel point
du domaine (III). Donc, pour toutes les fonctions considérées, les
points du domaine (III) sont des singularités^ nécessairement essen-
tielles; c'est ce que nous voulions démontrer.

Ces fonctions sont donc toutes uniformes partout où elles existent.

5. Étudions d'abord la nature de la singularité essentielle que pré-
sente lafonct ion sur la partie imaginaire de la variété ^=^2== ̂ 3 ==o.
Ce que nous allons dire peut se présenter d'une façon plus générale :
cela s'applique à toutes les fonctions invariantes par des groupes dis-
continus comprenant une transformation du dixième type, deuxième
forme. En transformant convenablement le groupe, et en prenant au
besoin l'inverse de la transformation considérée, on peut admettre que
cette transformation est de la forme canonique

S=

1 0 0 0

o r o o

ï o ï o

0 0 0 1

Cette transformation S fait en particulier partie du groupe arithmé-
tique. La transformation S ne change aucune des quantités e^18, À, g ' .

Nous pouvons choisir dans le groupe une suite de substitutions

l̂ • °"21 °";̂  - • • 5 a'n^ • ' ' ï

telle que toute substitution du groupe puisse être mise d'une façon et
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d'une seule sous la forme S^, p étant un entier quelconque, positif,
nul ou négatif.

Considérons une sér ie® correspondant au groupe; nous pouvons la
regarder comme une série double, le terme général dépendant des
entiers n et p .

Faisons d'abord varier p tout seul. Nous désignerons d'une façon
générale par RT ce que devient la fonction R sur les variables g-, A, g '
de laquelle on a effectué la subst i tu t ion T. Si k est l 'exposant du déter-
minan t fonctionnel qui figure dans le terme général de la série ©, en
faisant variera seul on a manifestement une série de la forme

r j) / o- /, (y' \ ~\ kv K^P J/^ /^ § >
—'nIlO^ —————————————— ?

L ^(^y^) J

R étant une certaine fonction rationnelle. La somme de cette série est
donc égale à p-^^^^^^^^ fc mul t ip l ié par u n e fonction rat ionnelle de
é^s, dont les coefficients sont des fonctions de h et de g . Celte fonc-
tion rat ionnelle tend vers zéro quand e^18 tend vers zéro ou vers
l ' infini .

Faisons main tenan t varier/z. En mettant [D (^ h' ̂  [^ en facteur,|_I) (^,y, s ) ]
les termes de la série sont des fonct ions de e2"^, /^ g\ nul les
pour e^^= o. Quels que soient h et g , pourvu que ÇF soit posi t i f , il
existe un membre positif X tel que ces fonc t ions soient holomorphes
en e2^, h et g-'pour

o ̂  [ e^'ff | 5 ). ;

enfin, la série est convergente pour \e27:lff\=\. La convergence est
même uniforme tant que g ' et h restent assez voisins d'un système
quelconque de valeurs données et que [e27"^) reste égal à X; car on
peut supposer, sans altérer la valeur du terme général, que ç » o reste
compris entre — ^ et + ^; le poin t g, h, g1 est donc dans une région
intérieure au domaine ( I) ; donc la convergence est aussi uniforme
pour

05| é?271^!^.

Donc, la somme de la série est une fonction de e2^, de h et de g\
Aim. Kc. Norm^ (3), XXXH. — DECEMBRE 1915. 49
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holomorphe pour eï'Kts=o, h et g ' ayant des valeurs finies quel-
conques; la fonction est, de plus, nulle pour e^^= o. Pour avoir la
fonction ©, il suffit de multiplier ce résultat par le facteur

"D< /^)V
LD(^y^)J

Les fonctions invariantes par le groupe arithmétique qu'on obtient
comme quotients de fonctions © se comportent donc comme des
fonctions rationnelles de e2^, h et g\ tant que h et gr restent finis et
qu'on est dans le domaine d'existence de ces fonctions.

Appliquons ceci au groupe arithmétique : nous connaissons la
nature de la singularité de la fonction aux points imaginaires de la
variété x^ = x^ ==^===o. En échangeant g et g\ comme c'est permis,
on passe à la variété ̂  = x^ == oc^ == o ; les fonctions © sont égales au
produit de -^—'JLl par une fonction de e2^', h et g^ holomorphe\_i) (.y, y, ^) j
pour À et g finis et e^18' assez petit, et nulle pour e2^ = o.

6. Étudions maintenant la singularité qui se présente au point réel
,̂ 1 == X^, === X^ == ;£', -==. 0, ^a -= 1 .

En divisant la fonction © par » . / ^ ^ ) ? lô quotient, que nousL^ ('^î y ^ z )J
appellerons^^, A, g ' ) , est invariant par toutes les substitutions de la
forme

d e o o
b a o o

o o a — b
o o — c d

?K

1 0 0 0

0 1 0 0

a y i o
y (3 o i

o
o (^— &<;•-= i ) .

— b

Donc /(g-, A, g-') est une fonction uniforme de e27^, e^'\ e27^. Cette
fonction est d'ailleurs holomorphe dans le domaine (I), et nulle
pour e27^^ o et pour e2'^7 == o. Or, la condition W — X^^o peut
s'écrire

-\^r<^<+\/ffy7
ou

^-2TCVW< ) e^ | < e^^\ '
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Donc, y et 7' étant deux nombres positifs quelconques, la fonction
f{g, h, g ) est liolomorphe en e2^, ̂ ' et e^ pour

j ç2T:tg- | <^ ̂ -2^

| e27^' 1 < e-2^',

e-^^r?< | e^^ | < eWï7.

Donc, on peut développer la fonction f(g, h^ g ) en série de Laurent
procédant suivant les puissances positives de e'2^1^ et de e^18' ^ et sui-
vant les puissances positives et négatives de e27^ :
(27) /(„-, A, g 1 ) = ̂ ^^e^^11^.

Cette fonction est nulle pour ^^= o : donc, a n'est jamais n u l ; de
même y n'est jamais nul. On a donc

a>o, y>o.

Or, y (g-, A, ^'') ne change pas par 1-a transformation
G ==a 2 ^— ïabh'^- b ^ g ' .
H = — ac^ 4- {ad -t- ^c) a — bdg'1

G'^c^^—^cdh +^2^.

Cette transformation échange donc entre eux les termes de
la série (27). Or, cette transformation change e2^'^'^'^ en
^(a^pÂ-K^) si Fon pose

(x1'== a2^^ — ac|3 -h c2^,
p/^;— a^ô a 4- (ad -{- 6c)(3 — ac^/y,
/== b^a.—bd^-^-d1^.

Or, si [32 — 4aY est positif ou nul, on peut choisir les entiers a et c de
manière qu'on ait

a^o;
donc,si

on a
(^--4^0,

Aa,p,Y== 0.

Pour tous les termes non nuls, on a donc

(^^ay^a-hy)2
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OU
1 (3 | < a -+- y.

Or, le terme général de la série peut s'écrire

Aa 8 ̂ ^^"^^^P^Ï^W'"-"^1.

Donc fÇg, A, g"') est dans tout le polyèdre fondamental, limites com-
prises, une fonction holomorphe de

^STCZ'(^-A) ç27U'A ^V.i^'—fl}^

La fonction invariante qu'on obtient comme quotient de deux fonc-
tions © se comporte, dans ce polyèdre, comme une fonction rationnelle
des mêmes variables.

7. Soient
X=Fi(^7^),
Y^F^,/^),
Z=F3(^ , / i ,^ )

trois de ces fonctions invariantes. Si l'on considère X, Y, Z comme
donnés, ces trois équations n 'ont qu'un nombre fini de solutions à
l'intérieur du polyèdre fondamenta l ; ce nombre ne dépend d'ailleurs
pas du système considéré de valeurs de X, Y, Z, car si, X, Y, Z variant,
un point (g*, À, g ' ) sort du polyèdre fondamental , un autre y rentre
par la face conjuguée.

Considérons maintenant une quatrième fonction invariante
T=F^,/^);

si l'on se donne les valeurs de X, Y, Z, on aura un nombre fini et fixe
de valeurs de T correspondantes. Les fonctions symétriques de ces
valeurs de T, exprimées au moyen de X, Y, Z, seront uniformes dans
tout l'espace, et s'y comporteront comme des fonctions rationnelles;
ce seront donc des fonctions rationnelles de X, Y, Z, comme cela
résulte des travaux de M. Cousin. Donc les fonctions X, Y, Z, T sont
liées par une relation algébrique.

Par suite, toutes les fonctions invariantes par les transformations du
groupe arithmétique et qui sont obtenues à l'aide des fonctions ©
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peuvent s 'exprimer rationnellement à l'aide de quatre d'entre elles.
Peut-être ce nombre de quatre peut-i l être réduit à trois; ce qui pré-
cède n ' indique rien a cet égard.

8. Les quotients de deux fonctions des ©^v,^(^?j) <pe l'on
rencontre dans la théorie des fonctions abéliennes fournissent un
exemple de fonctions invariantes pour le groupe arithmétique. En effet
ces quotients, quand on y fait x ==y -= o, ne prennent qu'un nombre
fini de valeurs quand on effectue sur g. À, g ' les substitutions du
groupe ar i thmét ique; les fonctions symétriques de ces valeurs sont
donc invar iantes par les subst i tu t ions du groupe a r i t h m é t i q u e .

D'autre part , en désignant par cp(;r,j) la fonction

?(-^ .y) ̂  ̂ •^12-L- rlhxy •+• s'y2^
on a

i TC ( 2 m 4- (J. ) ,r + ( 2 n •+- v ) y -+- - s? ( 2 m •+• V., 2 n -h v )
^ ( r V cr Jt o''\—S ( _ _ j \ m q + n p p L • ^ J-
'•'•'(iî /vA ' J 16 ? '~i ô ) — ^ m . , n \ 1 ) 0 »

on peut donc écrire aussi

©(^^(OyOî^A,^)

•^^[(2w+•[A)2(^-/,)+(27^-^.2y;-^-p.-^-v)a/t+(2/^4.v]s.(^'_Â)l
= ^m,n ( — l )mq 7 // €

On voit donc que les quotients de deux de ces fonctions, supposées
non iden t iquement nulles, sont aussi, dans le polyèdre fondamental,

12 _«/ iî h
des fonctions sans singularités essentielles de e 4 , de e^ et

? <^)de 6 4 " ' ; on constate aussi qu'il en est de même pour les différentes
valeurs que prennent ces quotients par les diverses substitutions du
groupe ar i thmét ique et par s u i t e de leurs fonctions symétriques; ces
fonctions symétriques seront alors, nécessairement, dans le même
polyèdre, des fonct ions sans singularités essentielles de e2"^""^
de e^1 et de e11^81^. Donc, une quelconque de ces fonctions symé-
triques est une fonction algébrique de trois de nos fonctions inva-
riantes.
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CHAPITRE VII.
GROUPES ANALOGUES AU GROUPE ARITHMÉTIQUE.

1. Considérons une forme quadratique à cinq variables, du type

( ï ) /(^i,^, .2-3, X^X^) =^-+- ^J-î- U^——U^— ^|,

u^ u^y ^3, ^4, ^5 étant cinq formes linéaires indépendantes à coeffi-
cients réels en x^, x^ x^^ x^ ^5. Nous supposerons que la forme f
soit à coefficients entiers : il existe alors des substitutions à coeffi-
cients entiers, de déterminant un^ qui changent cette forme en elle-
même.

Par une certaine substitution réelle, changeant œ^ x^ ^3, oc^ x^ en
z^ z^y ^3, z ^ , ^s, on peut mettre/* sous la forme z^s+z^z^+z^.
A toute transformation en elle-même à coefficients entiers de la
forme/*, ayant comme déterminante, correspond une transformation
en elle-même, de déterminant un, la forme z^ z^+ z^z^+ z^; si,
parmi ces transformations, nous ne retenons que les transforma-
tions (T), il est évident que nous obtenons un groupe de transfor-
mations (T). Nous allons voir que ce groupe est discontinu dans les
domaines (I) et (F).

2. Soient X < , X^, X3, X,., Xg ce que deviennent oc^ x^ x^ x^, x^
par une substitution de déterminant un changeant la forme/* en elle-
même; soient Ui , U^Us, U/,, Ug ce que deviennent u^ u^y ^3, u^ u^
quand on y remplace x^ x^, x^y x^ x^ par X^ Xa, Xa, X/,, Xg. Nous
avons alors
( 2 ) U,=L,ai4-M^2+N^3+ ï\u^Q,u^ (/= ï , 2, 3, 4, 5) ;

L/, M^, N/, Pif Q.i sont des coefficients qui satisfont à certaines relations,
parmi lesquelles celles-ci :

f H+M;-hN;-P^-Qï=-i ,
(3) i L|+M|-+N|-P|~Q|==-i,

L,L^M,M^^^,—l\V^q,Q,=:o.
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En même temps que/, je considère la forme définie

(4) c p ( ^ , ^ ^ , ^ , ^ ) = U ? 4 - U j + U ^ U l + U | = / + 2 ( U ^ U i ) .

qui dépend des dix paramètres L.,, M,,, N,., P.;, Q,,, Lg, -Ms, N^, Ps, Qs,
liés par les trois relations (3).

Nous dirons que la forme ® est réduite si elle est de la forme

( 5 ) ^i (^i -h £12^2 4- Si.3^3 -t- £ l 4 ̂ 4 -+- ̂ S ̂ g)2 -+- 1^2 ('^2 -+- ^23 ̂ '3 -+- S^^ -+- £25^5 )2

+ ^3(^3+ £3...̂ -1- £35^5)2 + ^,(^4-4- £.'..0^5)2-4- ^5^1,

les coefjRcients satisfaisant aux inégalités

3 3 3 3 i i
(6) ^/^n ^7^ ^4=^3, ^ ̂ , —-^<£,,^^

(quels que soient i ety) ( 4 ) .
Nous supposerons de plus que/est à coefficients entiers, ainsi que

la forme
(7) U.\-^r U\-^-U\-^- lti-{- U^

et qne cette dernière est réduite. Si d'ailleurs la forme (7) n'avait pas
ses coefficients entiers , on pourra i t en tout cas s'arranger pour qu'ils
soient ra t ionnels : en mul t ip l iant la forme /'par un entier, on peut
donc les rendre ent iers . Si ma in tenan t la forme (7) n'est pas réduite,
on peut la réduire a r i thmét iquement : la substitution de réduction
changera / en une autre forme par laquelle nous remplacerons la
forme /; cela ne change pas le groupe de transformations (T) que
nous considérerons.

Si L,., M^ N,, P,,, Q,, Ly, Ma, N5, PS, Qs correspondent à une trans-
formation à coefficients entiers de la forme/en elle-même, la forme!?
correspondante sera à coefficients ent iers .

Posons
L^ -4- ^L:, -= /., P-, "+- < P Î > === — 71,
M.^ 4- ^'M;, =- ^, Qi 4- ^Q.s == — •/- ;
N,-^"N3==^

(1) Définition due à MM. K O R K I N E et ZOLOTAREFF, Sur les former quadratiques {Math Q-
matische Ânnalen^ t* VÏ, 1878, p. 366).



3c)2 GEORGES GïRÀUt).

les paramètres X, a, v, TT, x sont assujettis aux conditions
. ^_^^2^^__^2__^^o^

(.°) • .,-.
ÀÂQ + ̂ JLo 4- WQ — Tî^o — ^O =• -— 2,

en désignant par Xo, (Xo, V o ? ^o» ^o l68 conjugués de À, ;x, v, TC, x. La
forme y peut maintenant s'écrire

<p =— - (^ÀO-I-^.O+'^O—^^o—^'^o)/'4" 2 norme (X^i-i-^.^2+^ ^3—^^4—^^s)*

Si la forme/éprouve une transformation en elle-même, on constate
que les nombres complexes X, p,, v, TT, x éprouvent la transformation
inverse de celle que subissent u^ u^, ^3, zz,,, Us; cette transformation
conserve la forme

X 2 ^-^ 2 ^^—^—^ 2 .

La forme o est réduite pour

Or le nombre des formes y réduites à coefficients entiers est fini,
pu i sque ces formes ont toutes le même discr iminant ; on peut même
en dire autant des formes cp qui peuvent se mettre sous la forme (5) où
les coefficients satisfont aux conditions

(9) ^2>^1, P3>^2, ^i^-1-^ ^>>-^
•" •& j2 j&t

-^4, — I < £ / J < I ,
'2i

qui ne renferment plus de signes d'égalité.
Donc, il n'y a qu 'un nombre fini de transformations en elle-même de

la formeYqui changent ç en une forme satisfaisant aux conditions (9);
le nombre des transformations en elle-même de la forme/, pour
lesquelles la forme ç qui correspond à À = = ^ = v = = o , T : = = - — Ï ,
x === — ;est aussi changée en elle-même, est en effet fini.

Mais les conditions (9), étant remplies pour À = = = p . = = v = = = o , ' n : = = — i ,
x == — ;, le sont encore pour tous les systèmes suffisamment voisins de
valeurs de ces paramètres. Donc, les systèmes de valeurs qu'on déduit
d e X = p i = = v = = = o , TC = — i, x == — ? par une transformation en elle-
même de la forme/ne sont pas aussi voisins qu'on veut de ce système
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initial de valeurs, à moins d'être confondus avec lui, ce qui ne peut se
produire qu'un nombre fini de fois.

Or ,s i nous posons

}. — TL == Zi, [J. 4- X == ^2, ^ = ̂ 3,

X 4- 7T =: Sg, p. — Z == ^41,

on a
^2 4- ^2 -4- ^——TT 2—-^ 2 :^^^-^ <^4-+- -^

de sorte que le groupe des transformations subies p a r ^ i , z ^ , ^3, z,,, z^
est précisément celui que nous avions en vue. D'autre part, pour
\ == ps. == v == o, TC == — i, x == — z, on a

5^==I, J32==——^, 5y=^:0, ^4==:Z:, ^ 5 = = : I ,

c'est-à-dire qu'on est au point g = g ' = i, h == o.
Donc, d'après ce qui précède, et d'après ce que nous avions déjà vu

(Chap. III, § III), le groupe considéré de transformations (T) est discon-
tinu dans les domaines (I) et (F), comme nous voulions le dé-
montrer.

3. Pour toute transformation d'un de ces groupes, l'équation (2)
en s (Chap. II) est à coefficients entiers; il en est par suite de même du
quotient de son premier membre par s — i. Il en résulte que les racines
de cette équation ne sont pas quelconques.

Cherchons quelles peuvent être ces racines pour les transforma-
tions (T) de ces groupes qui ont un point double au moins dans le
domaine (I). Nous savons déjà que la substitution (S) correspondante
peut se t ransformer algébriquement en la substi tution

(10)

cosy o — s m < p o
o cos^p o — sîn^»

sincp o costp o
o sîn'j^ o cosib

les angles y et ^ étant quelconques. Les racines de l'équation en $
considérée sont alors
(U) g±l(^-h^^ ç±î{ff-^}^

Ânn» Èc. Norm., (3), XXXII. — DÉCEMBRE 1910. 5o
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Or cette équation est de la forme
(12) s^ as3-^ bs^-^- as -+• î = 0,

a ci b étant des entiers. Pour que ces racines soient de la forme (n),
il est nécessaire et suffisant que l'on ait

-4. ̂ 4,
. , . . .r^+S2 ] a \ — 2 ̂  b ̂  —j— •

On trouve ainsi un nombre l imité de systèmes de valeurs pour les
entiers a et b. En remplaçant au besoin la subst i tut ion correspondante
par son inverse, et en observant qu'on peut échanger les angles y et ^,
on trouve ainsi les systèmes suivants de valeurs de ç et de ^ :

1° a=—4î ^ = 6 : c p = o , ^==0;

2° • < 2 = = — — 3 , & = = 4 : î p=- ^ = = = b - ,

3° a = = — 2 , ^==3 :(p=:-î ^==0;

/ i 7rl i -i- 7r
4° a==-~2, &==a : î p==^? qj==±^;

, 5'7T , . _ 7Î:5° a = = — r , b r= a : a? ==—? a'==:±:1—:
? ' 1 2 • 12

_ _ . — ? ^ E î _-+-Î-
î) î)

- 'ÏT , . 7T
'7° û î=—i , ^=.0 : © = = • . ? Lp:=±—,

., 'TT ,
8° a == o, b == 2 : 9 = —y 7 == o ;

- '3T • _, 'TT9° a===o, ô==i :îp=^., ^-=±^.;

» '7T î -î- 71:
1,0° a ==: o, b-zzo : © = = : — , ^::::::::::'::73

T ^ 1 1_ '7T

.11° a==o, ^ = = — i : c p = = - , ^==±:^;
2 0

y 7r , , TC12° a===o» & = = — 2 : 9 = = = — ? ^ = = ± — ;
2 3

ï3° a==T, ^=2 :©===^î d;-=±:-î-;) ï 2 " 12
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i40 a = i , & = = i : c p = ^ , ^=±?;
i3 0

l5° a r r i , ^-=o : 9 = ——y ^=±:-;

16° ^=2, 6 ==3 :(p=-^ ^=o;

n » 3 7T , , TT17 û :== 2, 6==2 :Cp==-—? ^=:±:-
4 * 4

180 a=3, ^=4 :^=^ ^^^^ î' ô 6

i9° a ==4^ Z?==6 :9==7T, 4;=:o.

Le même calcul s 'applique aussi aux transformations de ces groupes
qui seraient du sixième type, troisième forme, ou du huitième type,
deuxième forme. On trouve ains i que l 'argument des racines imagi-
naires de l 'équation en s (i) (Chap. II) sera, pour les premières, au

7 T 7 T T ! : 7T , i » ., 2 7 Ï ' ' 7 T TTsigne près, -i ^i j ou /r? et pour les deuxièmes -3-5 - ou ^ -

4. Nous allons montrer ma in tenan t que les transformés par un de
ces groupes d 'un point du domaine réel peuvent être aussi voisins
qu'on veut d'un point réel quelconque.

Soient^ , ^2, ^, ̂ , ^5 des nombres réels tels que

(i3) /(^^£3,E,,^)=:o.

Il nous suffit évidemment de prouver que, par une transformation en
elle-même de la forme/*, ayant le déterminant un, et correspondant à
une t ransformat ion (T), les transformés d'un système quelconque de
nombres réels x^ x^y x^y x,^ x^ tels que

( l4) f^X^X^X^X^X^)-==.Q

ont des rapports mutue ls aussi voisins qu'on veut de ceux de ^ ^ y ^2» ^3»
? '̂S /( ? "5 3 -

Nous parlerons encore dépeints ayant pour coordonnées x^ x^ x^
x/^ x.^ en en tendant par là un système de cinq nombres satisfaisant à
l'équation (14)-

II existe des points dont les coordonnées font partie d'un même
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corps quadratique et qui sont aussi voisins que l'on veut de

(Çlî Çâî ^i Ï41 Çs)-

II suffît pour le voir de remarquer que Fon peut trouver quatre entiers
naturels a^, ^3, x^ x^ dont les rapports mutuels soient aussi voisins
que l'on veut de ceux de $2» ̂  ^ 4 7 ^s ; alors l'équation en x^

/(^i, x^, x.^ x^ x^) •==. o

aura deux racines réelles : l 'une d'elles complétera avec ̂ , ^3, ̂ , 0-5
un système de cinq nombres, faisant partie d'un même corps quadra-
tique, et dont les rapports mutuels sont aussi voisins qu'on veut de
ceux de c^, ç^, < ^ g , ç^, Çg.

Nous pouvons donc nous borner à démontrer la proposition dans le
cas où ^, ^? ^3» ^ î ^t ^ font partie d'un même corps quadratique.

Nous désignerons par ^, ̂ , ^3, Ç,, ̂  les conjugués de ^ ,^2. ̂  S^ Sr>
dans ce corps quadratique. On aura aussi

/ai^^^)=o.
Nous pouvons trouver quinze entiers naturels a^ b^ c,(i= i, 2,3,4,5),

tels que
5 5 5

^ ̂  =^ ̂ /^=^ ̂ ^= 0,

et tels que les dix déterminants :

a, dj ak
bi bj bj, (i, j\ /c=i, 2, 3,4,5)
d Cj c/,

soient premiers entre eux.
On peut alors trouver dix autres entiers d^ e^ tels que le déter-

minant
a^ a^ a^ a,, 05
bi b^ bs &4 b^

^1 ^î ^3 ^4 ^*5

<a?i d^ d^ â?4 c/5
e\ Q% GÏ ^4 ^5
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soit égal à un. Posons alors
l,a^t-=z}'\,

^ibi^i-^y^

l,Ci^,==Y^

îidiXi=y^

2/^^-=j5;
on aura

/(^i, x^ x^ x^ x^) = F(yi, ya, js, j4, Vs),

F étant comme f une forme quadratique à coefficients entiers. La
forme F(o, o, o,y/,,ys) est d'ailleurs nulle pour5 ^

j4 == 2 diti, y, = l'e^

y^-=Idi'E^ y^=Ie^,
ainsi que pour

c^est donc une différence de deux carrés.
Nous voyons par là qu'il suffit de se borner au cas où

^=^=£3=0,

les nombres ^ et ^5 faisant partie d'un même corps quadratique, et la
forme quadratique /(o, o, o,^, x^) étant une différence de deux
carrés.

Or, dans ce cas, la forme admet une infinité de transformations
propres en elle-même, qui sont toutes des puissances de l'une d'entre
elles. Soit

X4==a^+P^s / ^ /a ^
Y . (a^—py=:i)
X5= 7^4-4- 0^5

cette transformation : par les puissances positives de cette transfor-
mation, le rapport transformé de œl tendra par exemple vers ^; parles

puissances négatives, il tendra vers^-
Ss

Or, nous pouvons écrire

( i 5 ) /(.^i, x^ x^, x^ x^} = cp(^*i, ^2» ^3) -+-A. (^i-h mx^-\- nx^-^-px^^qx^-
—B(^.ri-h n^ x^-\- /^/^3-i-/?/^+ ^^s)2;

nous désignons ici par y (.r^, x^ x^) une forme quadratique à coefficients
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rationnels, par A et B deux nombres rationnels positifs, par /, m, n, p^
cfy l ' y m\ n'\ p\ q ' des nombres entiers quelconques.

Il existe des nombres rationnels a', ?', y', ï' tels que

p X4-+-^ X^a^p^-^-q^) +(3/(J)^4+^/^5),
JO /X4+Ç /X5-=y /(p^4+<7^5)+Ô /(^^44-Ç /^5);

mais , / ?^—p 'q n'étant pas nul, il existe des nombres rationnels a, by
c, a' y b\ c ' y tels que, si l'on pose

X4=a.2?i 4- bx^ -i- cx^ -+• 0.^4 + (3^3,
Xg^a^i-h ^ /^2-^-e /^3+7^4-^• ^-^s)

on ait les identités

lx^ -\-mx^ 4-n^s +JoX4 -t-çXg == a^/A'i 4-^^2 +^.'273 -t-jo^ +^^5)

-+- P/(//.K•l4- /7^/^2+ ^^"y +/?/.^+ ^•^îi)?

^^•i4- w/^2+• /z'JK>34-7^/X/„4- ^Xg:^ y^/^i +m.y2+^•z'3 +7-?<a"4 -t-y^s)
-4- (^(/^i-j- m^a-i- /^/^3+/?/^4-l- q' ^s,).

Si l'on pose encore
Y/ _ .y Y / _ 'y Y / _ •rA ^ — 0.1, A. ̂  — ^2, A y — ^3,

on aura donc
/(X,,X,, X^ X^ X,) =/(^, a;,,̂ , ̂ ,^).

Si, en particulier, x^ et ^3 sont nuls, il en est de même deX^ etX^, et
l'on aura

/( Xi, o, o, X^, Xy ) =/(^i, o, o, ^4, ̂ g),

en admettant qu'on ait, dans X^ etX'g, remplacé x^ et ^3 par zéro. Mais
Hermite a démontré ( < ) qu'une certaine puissance de cette transfor-
mation, qui porte sur^, ̂ , ^55 est à coefficients entiers. De même,
en annulant oc^ et x\ ou x^ et x^y on obtient des transformations por-
tant sur ^2, x,,y x^ ou sur x^y x^y x^y dont certaines puissances sont à
coefficients entiers. De là, il résulte qu'une certaine puissance de la
transformation qui change x^ x^, oc^y x,,, x^ en X^, X^, X^, X^ X^ est
à coefficients entiers. Peut-être que cette transformation dey en elle-

0) HERMITE, OEuvres, t. 1, p. 193 et suiv.
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même, qui a pour déterminant un^ ne correspond pas à une transfor-
mation (T), mais alors son carré y correspond quand même.

Nous avons donc une t r ans fo rmat ion à coefficients entiers de la
forme en elle-même, qui correspond à une transformation (T), et qui
est de la forme

; y _ y
1 A i — ̂ n
I Y _ ,yi A a — ^.21

(i6) (X:^^
X4== ax^ 4- bœ^ 4- cx-^ -+- a^ 4- p.'.^,
X 3 == a' x i 4- // ̂  4- c' x.^ 4- a^ .r., 4- p' ̂ 3 ;

par les puissances positives de celte t ransformat ion , les transformés
de '—, —, -^, ^i tendent respectivement vers o, o, o, ^ : notre proposi-
tion est donc démontée.

A la vérité, la démonstration n'est pas bonne pour les points de la
variété

^4 /r,(^ A'2^ ^3î ^',1 '^â) -+- ̂  /î-.,(^U ^2^ ^3? ̂ ' ̂ a) ::::: Oi

ou, en revenant au cas général o ù ^ i , S^, ^3 ne sont pas forcément nuls,
pour les points de la variété

'<"f ./*' i "''•/ ./>/ i 'r" J'f ' r i f' , '•I fi
c l /.r, ̂  ^ 2 y.r, -+- ^ 3 y^;. 4- <; /, /.r, 4- C g /r, = 0 ;

mais il est év idemmen t très facile de trouver dans le groupe une. trans-
formation qui amène le po in t i n i t i a l en dehors de cette variété; il ne
reste plus alors qu'à lui appl iquer les puissances de la transfor-
mation (16), comme nous l'avons vu.

5. Nous voudrions maintenant montrer qu'il existe dans le groupe
une transformation correspondant à une transformation (T) du pre-
mier type, ayant comme poin t s doubles :

i° Un point réel quelconque, dont les coordonnées '^ i , ^? ^39 '^.s? ^5
font partie d'un même corps quadratique ;

2° Le point (^p^, S;g,^, Sg) dont les coordonnées sont les conjuguées
de celles du premier point;

3° Un autre point réel quelconque (r^, Y]^ 7)3, T]^ y^), dont les coor-
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données sont seulement assujetties à faire partie (Tun même corps
quadratique (non nécessairement le même que le précédent), et à
vérifier les deux conditions

(17)
i'i A. + ̂  A + ̂  A. + ̂  A. + ̂  A = o.
^/^+^A+^/n3+^,A+^A=o;

4° Le point (Y^, Y]^, Y^, Y]^, y]g), dont les coordonnées sont les con-
juguées de celles du précédent*

Nous pouvons, comme précédemment, supposer que Ç^ ^ et Çg
sont nuls. La transformation (16) a alors les points doubles indiqués,
mais elle est du cinquième type, première forme.

Les deux conditions (17) deviennent ici, en reprenant la notation
de la relation (i5),

(18) Ifît -+- /71YÏ2 -+- nri^ 4-pTU -i- qrîs ==o,

lf•^l-+- w /Yla+ ^^3-+-p^4-+- ^ia5==o;

comme, de plus, on doit avoir

/(^I; ^ 2 ? ^ 3 î ^^'Hs) ^Oî

on aura

(19) 9 (^1 ,^25^3) =0.

Il nous suffira donc de prendre pour y],, T]^ Yja des nombres faisant
partie d'un même corps quadratique et sat isfaisant à la relation (19);
les relations (18) serviront alors à calculer Y]/, et ^5.

D^une façon de procéder analogue à celle qui nous a servi
pour (^ ,^2? ^ 3 ? ^ » ^5)? on déduit qu'on peut, sans nuire à la géné-
ralité, se borner au cas où

Yîl== 0.

Il existe alors une transformation à coefficients entiers et de déter-
minant un de la forme

( Xi=^,
(20) . Xa= a^i 4-[3^2 +7^3»

( Xg =^4-^2-^/^3,
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et qui change les nombres

^==0, x^=r\^ .2?3==-yi3

en
Xi==;0, Xg^TQg, X3==T33,

à un facteur près. Posons alors

( X4=a / /^l4-P / /.2?2+/^3+^4»

( X5==aw^l+P///^24-///^3+^5,

a", ^//, Y", oc^, (S^ y étant des nombres que nous déterminons par les
relations

( /Xi 4-^X2 4-^X3 4-PX4 4- çXs ==^1 -h //2^2+ ^«^3 4-J0^4-+- ^^51
/ o<^ \ ^

( /'Xi+ m'X24- /^/X34-/?/X4-l-^/X5=^/^l+W/^2+^^3+/?/a:l4+9^/^5•

Les formules (2-0) et (2i)défînissent une transformation de la forme/*
en elle-même. Les coefficients o^, ^//, "f, O L " ' , (3^ y" sont rationnels,
mais pas forcément entiers; mais la considération de la forme adjointe
de/(o, ^27 '^3? x^ ^s) prouve que, pour une certaine puissance de la
transformation, {S", y", ^"t et y'" sont remplacés par des entiers; si
alors a" et v!" sont des fractions dont le plus petit commun multiple
des dénominateurs est (JL, la puissance ^ de cette nouvelle transfor-
mation sera à coefficients entiers.

Nous avons ainsi une transformation à coefficients entiers

(23)

Xi=^i,
X2==OC^-i 4-P^'2 4-7^3,

Xa== a'^i 4- P^2 4- y^s,

X4== a î 4- P^a 4-y7'^3 -t- ^4,

( Xg = a î -{- (3^^ -1- y777 ̂ 3 -1- ^55

quiacommepointsdoubles(o,o,o,Ç,,Ç5),(o,o,o,^^5),(o,7]2,y]3?y]4îy]5)
et (o, r\^ Y]^ Y]^ T]^), et qui donne lieu aux identités

, ^4 /X4+ Çfi /Xg ::= ^4 /^ +' ̂  /^î

$4/X4+ $5/X» == ̂ ./J^4"' ?5/.^»

( ) < ^/X,+^A+^4/X.+^/i= r(^A+Y)3A+^A+^A),

^iA+^A+^A+^A^r^^/.^^/.^^/.^^^^
^fn^. £c. ^<?rm., (3), XXXII. — DÉCEMBRE 1915. 5i
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r ' est l'inverse de r; ces deux nombres font partie da même corps
quadratique que r\^, r\^y T],,, ^5; en remplaçant au besoin la substi-
tution (^3) par son carré, on peut supposer qu'ils sont positifs. De
même, on peut supposer que la transformation (2.3) correspond à une
transformation (T).

La transformation (16), de son côté, donne lieu aux identités

(25)

^A-h ^A-=R ($4 A+ ̂ A).
^/x<+ ̂ A = R' O.A+ ?5/^

^f^+-n,f^r],f^ri,f^rï,f^+rï,f^ri,f!^ri,f^,

^/x.+^/x,+^A+^/x,=r)3A+^A+</^+^/^;

R et R' sont deux nombres, qu'on peut supposer positifs, et qui appar-
tiennent au même corps quadratique que ^4 et ^5; ils sont inverses l'un
de l'autre.

On peut toujours trouver deux nombres entiers a et ? tels que les
nombres

R°S R7^ rP, r'P

soient tous différents. Alors le produit de la puissance a de la transfor-
mation (16) par la puissance (3 de la transformation (23) correspond
à une transformation (T) du. premier type satisfaisant aux conditions
imposées. Les nombres r,, r^ ^3, /^, dans cette transformation, seront
égaux respectivement à R^ r?, R^, r'P.

6. Notre groupe de transformations (T) étant discontinu, il existe
des fonctions invariantes par les transformations du groupe, et se
comportant comme des fonctions rationnelles dans le domaine.(I) .

Or, d'après ce que nous venons de voir, les variétés qui correspondent
pour ce groupe à celles que nous avons considérées (Chap. V, 15)
passent aussi près qu'on veut de n'importe quel point du domaine (III);
il en est ainsi d'ailleurs, même si l'on se borne aux transformées d'une
des substitutions du premier type que nous venons de déterminer par
les autres substitutions du groupe. Il en résulte qu'en tout point du
domaine (III), qui ne serait pas un point singulier, une de nos fonc-
tions invariantes devrait prendre la même valeur, ce qui est absurde.

Donc, pour les fonctions invariantes par ce groupe, non constantes,
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et se comportant comme des fonctions rationnelles dans le domaine (I),
les points du domaine (III) sont des singularités essentielles.

Ces fonctions ne peuvent donc pas se prolonger hors du domaine (I).
Elles sont donc uniformes partout où elles existent.

7. Si nous formons le polyèdre fondamental d'après la méthode
générale que nous avons étudiée (Chap. III), il résulte de ce que nous
avons établi (Chap. IY) sur les transformations du premier type que
ce polyèdre n'aura pas dans le domaine (111) de variétés à plus de
quatre dimensions; dans le domaine réel, à cause des substitutions
du cinquième type que nous avons rencontrées, il ne pourra avoir
que des points isolés, c'est-à-dire des sommets.


