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SUR LE

MOUVEMENT A TROIS DIMENSIONS

DES

MILIEUX VISQUEUX INDEFINIS;

Par M. Lours ROY.

Introduction.

On sait (*) que les équations du mouvement infiniment petit d’un
milien homogene isotrope affecté de viscosité, qui n’est soumis 2
aucune force extérieure et dont la température est uniforme, sont les
suivantes :

90 020 0A: 0%
(7.+{J.)?);+(z\+M)d T + pAL +M == v p?,-t—i‘_._o,
00 020 dAn d%*n
(1) 0“"’*)()—"”(““'1\)0 0 +IJA0+M % PR T
. 00 ‘ d A 9*c
(M—y.)d +(&+M)) dt+ pAL+M —= o PR

&, 1, { désignant les composantes du déplacement & I'instant ¢ et au

point de coordonnées @, y, z, ¢ la densité dans I'état primitif, A et w.

les deux coefficients d’élasticité de Lamé, A et M les deux coefficients

de viscosité du milieu, © la denslte cubique et A le symbole opéra-
toire 2 + 0 -+ A
dx* ~ dy? 0z’

Ces équations sont du type auquel s’applique le théoreme de

(1) P. Dunewm, Recherches sur UElasticité ( Ann. Ec. Norm. sup., 3¢ série, t. XXI, XXII,
XXIII, deuxiéme Partie, Chap. I, § IV).
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Clebsch généralisé () : leur intégrale générale est de la forme

0@ 0Q R

5"‘55‘ ds  ay’

ob oJR P
ﬂ:()—y—l"‘a;-—-—d—g)
C:gg)— op Q_Q

i dy ~ oz ’
® étant une intégrale de I’équation aux dilatations

JdA @ 0’0

(2) (A+2oM)——

et P, Q, R trois intégrales de I'équation aux rotations

: JdAw e
(3) MT —I—IJ.Ao)——pdt =o,

liées entre elles par la relation
' oP _0Q IR __
dxz  Jdy  Js
Les équations (2) et (3) résultent d’ailleurs d’une combinaison
bien connue des équations (1).

Rappelons enfin que les conditions de stabilité du milieu dans Iétat
primitif sont exprimées par les inégalités

3h+2p>0, p>o0, d’ott ke op>o0,
tandis que les conditions de signe imposées a la fonction dissipative
exigent qu’on ait
3A+2M>o. M> o, dot "A+4+2M>o.
Ainsi les équations (2) et (3) rentrent dans le type général

) AJJ o J%0
at AP - —()—

= o,

(4) A

ou A et «* désignent deux constantes positives. Toutefois, dans le cas

(1) P. Dunem, Sur la généralisation d’un théoréme de Clebsch (Journ. de Math. pures
et appl., 5° série, t. VI, 1900, p. 213).
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d’un milieu fluide, on sait qu'on a w = o; l’équation (3) est donc
encore du type (4), mais ou 'on y fait @ = o.

Si 'on multiplie les deux membres de I’équation (4) par Z—‘ﬁdm et

qu’on intégre & lintérieur du volume = d’une sphére de rayon R
décrite de 'origine comme centre, des intégrations par parties per-
mettent de transformer I’égalité ainsi obtenue en la suivante :

L4 1) <[+ (9~ ()] o

do d d¢

d!(P 2 alcp 2 02 <P 2 o
+Af [(dx dt) - (dydt) - (dz d‘.z) ] 4w =o,
la deuxiéeme intégrale étant étendue & la surface S de la sphére consi-
dérée. Sil’on fait croitre R indéfiniment et si la fonction ¢ tend alors
vers zéro de maniere que l'intégrale de surface tende elle-méme vers

zéro, il viendra 4 la limite, puisque la troisiéme intégrale est positive
ou nulle,
wf1(G) ~ @)+ F) + (&) [femse

I'intégration s’étendant maintenant a I'espace entier. Cette inégalité
montre que I'intégrale tend constamment vers zéro & partir de I’instant
initial; elle permet de reconnaitre que I’équation (4) jointe aux condi-
tions initiales détermine entiérement la solution du probléme, si I'on
astreint celle-ci 4 s’annuler 4 I'infini de maniere que I'intégrale de sur-
face, qu’on vient de considérer, tende vers zéro.

Dans un Mémoire antérieur (*), nous avons formé et étudié I'inté-
grale de I’équation (4) dans le cas d’un milieu indéfini et d’une seule
coordonnée x. Afin de faciliter certaines intégrations, nous avons été
conduit & substituer, aux fonctions d’état initial arbitrairement

données, des fonctions aussi voisines qu’on voulait des précédentes,
mais analytiques. En conservant le méme degré de généralité pour ces

(1) L. Roy, Sur le mouvement des milieux visqueuz et les quasi-ondes (Recueil des
Savants étrangers de ' Académie des Sciences, t. XXXV, n° 2).

dnn, Ec. Norm., (3), XXXII. — SEPTEMBRE 1915. 28
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fonetions d’état initial, nous avons reconnu qu’une remarque récente
de M. Duhem (') permet d’étendre, au cas général du mouvement &
trois dimensions, les résultats que nous avons précédemment obtenus
dans le casd’une seule dimension; c’est cette extension que nous nous
proposons d’exposer. Enfin, comme les formules que nous obtiendrons
supposent que @ n’est pas nul, nous terminerons par I’étude directe
du cas particulier ol a=o0; ceci correspond, comme nous l'avons vu,
4 ’équation aux rotations dans le mouvement des fluides (*).

I. — Expression de l'intégrale.

Lorsque la fonction ¢ ne dépend que d’une seule coordonnée z,
nous avons intégré 'équation (4) en lui adjoignant des. conditions
initiales de la forme :

Pour¢=o,
J:—El’
o= v_f_mf<x+«M)rwalae————f Ao,
w— 8
% — ==/ a<x+a\f)e“°da—\—/-_— _wm)e T,

S () et g(x) désignant deux fonctions arbitraires et ¢ un paramétre
positif pouvant toujours étre choisi assez petit pour que les fonctions
d’état initial différent d’aussi peu qu’on veut des fonctions arbi-
traires f(«) et g(«). Dans le cas actuel de trois coordonnées =, y, z,
nous prendrons des conditions initiales de méme forme, de sorte que
les équations du probléme seront

JdAg 0%

(4) A"d—t"i—azA(p———-——(E'—O,

(1) P. Dunem, Remarque élémentaire sur le probléme des ondes sphériques (Comptes
rendus Acad. des Sc., t. 186, g juin 1913, p. 1727).

(2) Le présent Mémoire a été résumé en deux Notes insérées aux Comptes rendus des
séances de 1’Académie des Sciences :

Sur le mouvement a trois dimensions des milieux visqueux indéfinis, t. 188, 27 avril
1914, p. 1158;

Sur les quasi-ondes a trois dimensions, t. 138, 4 mai 1914, p. 1263.
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pour ¢ =o,

c,o:v;’@__fif_:f(g, n,i).e_%,didﬂd{-
%% = (_\/—%?_f;/_f_}@’ n,€) e E dEdndt,

r=y(z—E&)+ (y—n)*+ (s —§)?

o
?

avec

et f(x,y,3), g(x, y,s) désignant deux fonctions arbitrairement don-
nées. On reconnait dans les expressions (5) les formules du refroidis-
sement d’'un milieu athermane indéfini, ou ¢ désignerait le temps
et f(x,y,s)ou g(x,y, s)latempérature initiale. Donc, en donnant
au parametre positif € une valeur suffisamment petite, on peut toujours

faire en sorte que, pour Z=o0, 9 et %;—D different respectivement et

aussi peu qu'on veut des fonctions arbitraires f(z, y, z) et

8 (@, 5, %).
Si nous posons

dg=f(E n,{)dEdnd;, dg'=g(& n,)dEdndt,

nous sommes d’abord ramenés 4 chercher une fonction ¢, satisfaisant
aux équations

\ .
./\.—-—-—()ACP1 —+ aZAqn————-—d P o

ot o
pour =0,
o B4 % Oe_ _dg %
(Vme)' 7 a¢ — (Vme)'

Cette fonction obtenue, la fonction ¢ s’en déduira en intégrant la fonc-
tion infiniment petite o, dans tout I’espace et nous obtiendrons ainsi
I'intégrale du probléeme.

Or, les conditions initiales ne dépendant plus que de r,1afonction o,
sera elle-méme une certaine fonction de r et de ¢, soit ¢,(r, ¢); en
tenant compte de ce que :

1 d'ro
Ap=2
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I’équation indéfinie devient

#ro, R T T
A T gn —Tor —©

de sorte qu’en posant § =r¢,, on est ramené a intégrer les équations

o’y oYy Py .
Aot T om T =%
pour ¢=o,
dg_~% o _ _dg  -%
g = re &, T ’
(Vme)® %= (V)
qui ne dépendent plus que d’une seule variable géométrique r et aux-
quelles nous pouvons, par suite, appliquer immédiatement les résul-
tats obtenus dans notre précédent Mémoire.

Nous avons ainsi, en posant encore
A

= -— T=

il
2a®’ 2’

o 1 o _(‘1_{]_ shaf\/oc’—x T
(6) np(z,t)._——-——ﬂa(\/%)a[ [)\ <ac—-———-—\/&_2:_( —+ chaty/a |>

shar a?—1

ayat—1

~+dg’ ]F(oz) e~ do,

avec

w g
F(a) :f Ee Fcosa r;;\ng.

Cette intégrale est facile & calculer : une intégration par parties donne
tout d’abord

F(a)= eoc)\f Csina }\Edg.
£

Si maintenant on développe la quantité sine 2= et qu’on tienne
ak
compte de ce que

o - -
f e sm—-—dE__o, f e ecos, =yree *<V
— 00

1l vient immédiatement

Eat . r —-—f—a’
F(a)= Saryme sm%e hards
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Posons enfin
&
6= —
T+ Ll
et I'égalité (6) s’écrira

(7) 27r'-'a’7\&.})(r,t):-d—qf eI o awz—:-i—char\/oc’—l sin 2L da
rJ, Vai—1 i ak

-+ dg' ‘f —az Sh ar\/a-—x sin %da.

\/a’—-x

Ces deux derniéres intégrales se rattachent dune maniére tres
simple aux intégrales

Fd 2— .
5‘9(‘}’,?)-—)\/ —0“( Sho:/rg\{i, '—I—char\/a’—ﬂ)cosaydoc,

G(y, 7) -—-f ¢~ter SR \/“z DEVE T cosay da,

OCOC—I

(8)

que nous avons considérées dans notre précédent Mémoire (*); on
voit en effet qu’on a

|- gz :';Tfm e'“°°"oc< s_llL_. Vw'+ clxdr\/a2—1> sina y det,
(9) ' v

' _f 0a,sha7\/a~—— 1 sinay da,

de sorte que I'égalité (7) s’écrit

wr 0= s 5[ () -9 () o)

L’intégrale du probleme est donc en définitive

(10) <p<x,y,z,t)=~;7$;m~£[§(al 7) S0

—— 0

(2 £) ot m )] B

1) Sapants étrangers, t. XXXV, n° 2, p. 25.
(=}
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Son développement en série se déduit de ceux obtenus pour les fonc-
tions ¢ et g, soit

AN o _a\/‘rr (at)?” at 0%1, 1,

J( 2’ 1>_ 2 on! (—2n+1 dr2 +;X !
r \/7rt 6 (at)?r

g<a)\ )) Z(zn+1)l ”

en désignant par I; la fonction

dgn e@ - lsa:R’U
W= \ T )

On obtient ainsi le développement cherché

(r1) o(z,y, 5, L)

xﬁf [(“ﬁ%%*’ = d,)f(z,n 9)

d
R L

on—+1 ak dr r

II. — Expression asymptotique de l'intégrale lorsque la viscosité
est trés faible.

Pour obtenir 'expression asymptotique de 'intégrale (10) lorsque
la viscosité est trés faible, nous devons rechercher I’expression asymp-
totique des fonctions

(x2) oF oG

—'E);J _"07/)

: ¢ : ”
lorsque la variable 7= 5 a une valeur trés grande, la deuxiéme y con-

servant une valeur quelconque. Nous avons trouvé dans ces condi-
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tions (') .
1 = . .
s Fly, 1)~ Tf e~9% (a sinat + cosar) cosa y de,
0
(13)

Gy, T)~ f =Bz xaa cose y dot,
0

les signes ~ indiquant des égalités asymptotiques ou les termes

~ pour la pre-

négligés sont, quelle que soit y, au plus de 'ordre de T

miére et au plus de 'ordre de \/—Tﬁ pour la deuxiéme.

Nous allons montrer que I’on conserve un degré d’approximation suf-
fisant, en dérivant par rapport 2 y les deux membres des égalités (13),
‘bien que celles-ci ne soient qu'approchées, c¢’est-a-dire qu’on a aussi

— -z-f-; ~ {-f €% o (o sinat +cosar)sinay da,
(i4) .
_ 9% f e~ sinarsine y d
y L.
oy
0
Démontrons, par exemple, la seconde de ces égalités; nous allons
suivre une marche identique a celle qui nous a conduits antérieurement
a la deuxiéme égalité (13).
Récrivons la deuxiéme égalité (9)

d(, . o shoc'r\/o:

smocydoc

et soit n un nombre positif plus petit que l'unité : nous pouvons
décomposer 'intégrale précédente en trois autres et écrire

d(; n 1 @
[
@ " '
Quand « est compris entre n et 1, écrivons la fonction sous le

sxgnef:
o 00t sinat \/1— o
Vi—o?

sina y;

(1) L. Roy, loc. cit., p. 38 et 54, et aussi Comptes rendus Ac,des Sc., t. 136, 28 avril 1913,
p- 1309.
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on a manifestement

| e~ sinar /1 — & sinocy[< e—0n?,
donc
do

1 1
™ .
f < = f \-/——2- = -0 <; — arc Sln‘fl>,
7 n I—

quantité qui tend vers zéro quand © augmente indéfiniment. Quand
o est supérieur a 1, on a

T E
: - I —5——0
| e shor {/al—1 sinax y | < S 2 hal

. ——f
* e 2 ® e a2 )\t
< — —da,
1 2 Y

\/oc*—- I

quantité qui tend également vers zéro pour < infini, puisque ¢ a une
valeur positive. Nous sommes donc ramenés, en définitive, a recher-
cher la limite de I'intégrale

n i T— at
(15) . f e“a“’wsinayda.
. 0

o2

donc

\/1—-0:2
Or, nous avons antérieurement reconnu qu’on a (')

sinat\/1 — a?

Vi—o?

le| < o (et),

— sinat 4 gat,

avec

@ (o) étant une série entiére en «® 4 termes tous positifs; I'inté-
grale (15) a donc pour expression

n M
f e—9% sin or sin ayda +f 9% gt sin ay do.
-J, o

Nous allons montrer que la derniére intégrale est au plus de I'ordre
T ray
de z7; nous avons déja

7 ) 7
f e garsina y da| < %f e 5 (a) 6od dax,
0

0

de.sorte que tout revient a établir que la derniére intégrale est de

(1) Savants étrangers, t. XXXV, n° 2, p. 4o.



MOUVEMENT A TROIS DIMENSIONS DES MILIEUX VISQUEUX INDEFINIS. 225
] I . . Py ., . .,
Iordre de - Or cela résulte immédiatement de la double inégalité

j e w(a) 9a3a’zx<m(n)f e o3 dar < w(g) et udu,
0

0

puisque la derniere intégrale a une valeur finie.

Enfin, comme on a
© 1 ) . e___en,
< f e~ do < —f =% ot dor = 5
- nJ, 261,

il résulte de ce qui précéde qu’on a bien la deuxitme égalité (14), les
R T , T
termes négligés étant au plus de 'ordre de -
La premiere égalité (14) s’établirait en procédant d’'une maniére
analogue et l’on reconnaitrait que les termes négligés sont au plus de

Pordre de —= \/___

Les expressions asymptotiques (14) peuvent donc se calculer soit
en effectuant les intégrations des seconds membres, soit plus simple-
ment en dérivant par rapport a y les expressions asymptotiques que
nous avons précédemment obtenues pour les fonctions § et ¢. On

obtient ainsi
B ) [ (a T”)] o
04 1 R e
B P \/g+f_1r_;z>]e-‘"fev’ |
Vo 2(/8 )

(T—v) (T+ y)?
d(, \/ e ]
~G

. ,
Remplaqons maintenant dans ces formules y par — tenons compte

w
f =9 singr sin oy do
0

de ce que 2 — 9 et nous aurons, en revenant a la constante A,
ar ah dy

— 9 »r—at)?
_2_5:<L £)N Tf_\ﬁf____%,-__m_,_i\_ [:_g—_—_afz]%e—;—_m’,

?
or ak’ h (—WS—FQAL)“ a2 c+ oAl
(16) / ayr {4 1\[] (1‘+at)2]}e—%’
16 — el IS S M’
\/(e—l—'zAt)"z a | 2 e+ 2A¢
- . (r—ul)? (7 4-at)?
— -i)—(’ It ____\./f___  er2.Nl '“s-;-«zAzJ.
arI\awx) ™ Sixaai- ¢ 43
\ AR 2/e 4+ 2

Ann. Ee. Norm., (3), XXXII. — SpTEMBRE 1915. 29
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“la premiere de ces égalités est approchée aux termes preés de 'ordre de

1T 8A%¢e

ak g Vet 2ht)

la seconde, aux termes prés de I'ordre de
1z 4A2¢
a)X B a(e+2A0)
Cela posé, imaginons tout d’abord qu’on attribue au coefficient de
viscosité A une valeur fixe et qu'on fasse croitre ¢ indéfiniment;
7 croitra aussi indéfiniment et nous voyons alors, d’aprés les for-

mules (16), que les fonctlons(; 3 tendent vers zéro. On a donc
aussi, d’aprés I'égalité (10),

limg(z, y, 3 t)=o0
=

Supposons ensuite que, ¢ ayant une valeur positive quelconque, on
fasse tendre A vers zéro; 7 croitra encore indéfiniment et, pour A trés
petit, nous aurons les égalités (16). On en déduit, d’apres la for-
mule (10), I'expression asymptotique correspondante de 'intégrale,
que nous représenterons par ¢ (, y, 5, t, A),

(17) (.I' }’» 4,,2 A—)

A (r—at) ) (':"C’
~ [\/ﬂ €+‘A[ ff/ [ r—at -+ {_—E—l—z\t]} e+2t

al)

+§r+ac-%[l-i’—ﬂ“ _(w\r]f& 028 4t g d

2 e+ 2A¢

(I —at)? (r-+at)

+_._____ s+2Az_ e+zA1] (&, 0)
4(1\/71 e-+2A¢) f/[ ¢ ¢ r e dedn dy,

égalité asymptotique ou les termes négligés sont au plus de I'ordre
de A2

Cette formule va nous permettre d’établir Ja continuité de 'intégrale
par rapport a A pour A = o.

En effet, quand A est nul, I'équation (4) se réduit a I'équation
du son
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Cherchons I’expression de son intégrale, qui correspond aux mémes
conditions initiales (5) et que nous représenterons par o(x, y, 3,,0):
en suivant une marche identique a la prccedente, nous sommes
ramenés i intégrer I’équation

02&b (3”{_0
dl- T oe T 7
avec, poar . =o0:
dg -= oy dq' -z
! = —=re & —_— = —===Tre -
VR T ey

Nous obtenons ainsi, d’aprés une formule bien connue,

_ dq [ _ (/'—?dll" i _r +€nt)*]
= —_—2(\/;5)3 (r—at)e + (r+at)e

r+at g2

_dg" .
2a(\/1re) —at se tdis

d’ou, en effectuant la derniére quadrature et en revenant i la fonc-
tion g,

(18) <P(x7y: 3, l,O)
—_— T r—at® ' (r+al)?
e 2(\/:&)4/[»/‘ [(l'_a[)g_ € +(r+at)e— € ]L&;‘ﬁd&dnd:

iy RO

Dés lors, la comparaison des égalités (17) et (18) nous. montre
immédiatement qu’on a

Il&im o(z, ¥, 5, t, A)=0(z, ¥, 5, ¢ 0),
=0

ce qui établit la continuité aunoncée.
L’intégrale (18) de ’équation du son aurait egalement pu s’obtenir,
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mais d’'une maniére moins simple, par le procédé de Poisson ().

Il résulte de cette continuité que le phénoméne différe trés peu,
lorsque la viscosité est trés petite, de ce qu’il serait si la viscosité était
nulle, tant, du moins, que la variable ¢ conserve une valeur modérée;
il'y a-donc quasi-propagation et 1’égalité (17) représente, par exemple,
une quast-onde de dilatation.

Nous allons cherchera nousrendre compte de la forme de son profil
dans deux cas particuliers trés simples.

(*) En effet, nous avons o = ff/q;,, o7 étant U'intégrale des équations

02
ahoy — 77(?11 = 0;
pour t = o,
e . ’ e
dy  -% do, _ dg .

0= — ¢ ) —_ = =€
(V=e)? w  (Vre)
La formule connue de Poisson nous donne alors comme expression de o,

r?

dy (lx/‘.__l d{/][—
% frade = —t— — ~ 2 € do 4 —2L— — e
(«) | TaE Py (\/m:s)"f”l.(,b « (\/‘me)"t.,,

ri=(xr— £+ (r1— )2+ (51— ¢)*

s

NS

ol

do,

avec

et o désignanl la sphére de rayon ¢ déerite du point M (x,y, z) comme centre; x4, 1, 21
désignant les variables d'intégration.
"
Pour calculer I'intégrale /e ¢ dg, on peut prendre comme élément d’aire la zone
G

deo=oaoma?sinVdV

ayant pour axe la droile MyM et V désignant 'angle M (MM, (voir la figure). Comme

on'a d’autre part

r? =ri+ a2t?—aratcosv,
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v

2

3

=]

III. — Cas particulier.

I. Supposons qu’on ait f(x, y, z) = o et que la fonction g(x, y, =)
soit nulle en dehors d’une région infiniment petite comprenant 'ori-
gine des coordonnées. Si nous posons

a=[[[ st anazdna,

la formule (17) se réduira a
_r—aty® _r+ati®
A e t+2At__ o s+t

hayni(e+ 2At) r

CP(I', [, A) ~J )

r désignant maintenant la distance du point (=, y, z) & l'origine.
Aubout d’un certain temps et & une distance r suffisamment grande

de l'origine, la deuxiéme exponentielle deviendra neglwcable devant

la premiére et il viendra trés sensiblement

A .
CP("? ¢, A)N e E+2A1,

Lar\/m* (e +2Al)

(r—at)?

il viendra

_i _rats? T 2ratcosV
/c tdo=a2maile B f e ¢ sinVdV.
b 0

Cette derniére intégrale se calcule immédiatement et I'on obtient

. (r—ans (r—+an?
ri TT & T T e
1 -t e —e
- /c Edo=rmac )
t r
G
d’olt
(r—at? _rtan?
d 1 7 r—at)e ¢ 4+ (r+4at)e €
—_ = e Tdo=2 *:a‘2 ( ) ( )
it ¢ r
[
L'égalité («) devient done
' (rr=—al)? _ (r=+al)? _ (r—at* _ (r+at)
dqy (r—at)e € 4 (r-+at)e € N dg e ¢ —e €
0y == L
9.(\/1rs)’ r fay/mie r

et, par une derniére intégration A tout l'espace, on retrouve la formule (18).
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Si I'on suppose le paramétre ¢ assez petit pour que la quan-
e+2A¢

ag[" . . . .
que le maximum de la fonction ¢ a lieu & une distance de ’origine
égale a

tité 2 soit inférieure & l'unité, la formule précédente montre

e+2A¢  (e+2A¢)?

at— — —..
2at b a? t* ’

donc la viscosité a pour effet, non seulement d’éteindre graduellement
la quasi-onde et de l’étaler suivant les rayons vecteurs, mais aussi
d’augmenter légérement le décalage de son sommet vers 'intérieur de
la sphére de rayon r = az décrite de I'origine comme centre.

II. Supposons qu’on ait g (x, y,3) = o et que la fonction f(x,y, = ~)
soit nulle en dehors d’une région infiniment petite comprenant Vori-
gine des coordonnées. Sil’on pose

Bsz_fwf(z, n, £) di dn d¢

et qu’on se borne encore a4 ne considérer que ce qui se passe au bout
d’un certain temps et & une distance suffisante de I'erigine, on aura
de méme trés sensiblement, d’aprés la formule (17),

(r—at)?

Cé(r,tyA)N ___1_3__..___-3§r—~at+£|ti_§.{:_g_t_)j]$e—s+zAz.
or|Vr(e + 2A0)) al2  e+2At

Tout d’abord, si la viscosité est nulle, cette formule montre que le
profil de la quasi-onde est représenté par deux intumescences de
signes contraires qui se raccordent sur la sphere r = az, ou la fonc-
tion ¢ s’annule. Si maintenant la viscosité n’est pas nulle, on voit
qu'un des effets de celle-ci est encore de déterminer un décalage en
arriére des sommets de chaque intumescence ainsi que du point pour
lequel ¢ = o.

IV. — Equation aux rotations dans le cas des fluides.

Nous avons vu que I’équation aux rotations dans le mouvement des
fluides correspondait au cas ou @ = o; I’équation (4) se réduit alors &



MOUVEMENT A TROIS DIMENSIONS DES MILIEUX VISQUEUX INDEFINIS. 231

la suivante

(19) ASr—m =%

a laquelle nous adjoignons les conditions initiales :
Pour ¢ =o,

do .
o= f(=, y, 5), 72—:0'(:1:,)',;)’

S et g désignant deux fonctions arbitraires. L’équation (19) se raméne
a I’équation de la chaleur en posant

_. 99,
(20) Lp—m;
il vient, en effet,
oy .
W—AALP,
pour ¢ = o,
b=g(x, y, 5).

Nous retombons ainsi sur les équations du refroidissement d’un
milieu athermane, qui admettent I’intégrale bien connue '

= (—2\/_%—-/&_6)?[/_.[:6?(5’ n, C)e_ﬁ_'dgdndc.

La formule (20) nous donne ensuite, en tenant compte de la pre-
miére des conditions initiales données,

CP(JU,}’,Z,f)Zf(xa}’»S)-Ff _(2_\]%./(2—)5/‘/‘[ g(‘.c:a'f“:)e”mdzdndz

et finalement, en faisant le changement de variable

»
—_— = 0,
2 /At
(21) o(x, y,5,¢) .
= f(x, y,s)+ Ar\/_sf_/f ‘-’Md&dﬂdl/ e=% do.
2 s —r

N

Supposons, en particulier, que la fonction g (=, y, 5) soit nulle en
dehors d’une région infiniment petite comprenant 'origine des coor-
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données; en posant encore

L4

A= f f f g6 n, £ de dnd,

la formule (21) deviendra

r

A ®
o(z,y,5t)=flz,y,3) + ———= e~ du,
(505 0=]1 ) 2Ar\/7r3f

—
-

=

n

r désignant maintenant la distance du point (, y, z) & Uorigine.
S, de plus, la viscosité est trés petite, la limite inférieure de la
dernitre intégrale sera trés grande et, d'aprés I'égalité asymptotique

bien connue
-] . e__ai
'/ e~ do ~ ———
o , %20

valable pour « trés grand, on aura

' Iz

A Lt "G
oy - LA
9(1‘7)1"10’\’/‘(3:'7]7")_*" 21.2\/‘\7536 g



