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SUR

LA FONCTION DE GREEN
POUR UN CONTOUR ALGÉBRIQUE ( 1 ) ;

PAR M. GEORGES LEKY.

CHAPITRE I.
PROPRIÉTÉS DES IMAGES.

I. — Propriétés élémentaires.

1, Considérons une courbe algébrique C, dont l 'équation carté-
sienne, les axes étant rectangulaires, est

F(^j)=:o;

nous supposerons, dans tout ce qui suit, que les coefficients du poly-
nôme F sont réels ; pour abréger, la courbe C sera dite réelle.

Avec les coordonnées isotropes z = x -+- iy, z ' == x—iy, l'équation
devient

(„ ,(^,î^)_^,,)=o.

(1) Le Mémoire qu'on va lire m'avait été remis, il y a quelque temps, par M. Georges
Lery qui désirait le présenter comme Thèse pour le doctorat. Le distingué professeur du
Lycée Carnot, avant de faire une rédaction définitive, avait l'intention de compléter quel-
ques points de son travail. Mais, comme tant d'autres élèves de l'École Normale, il a été
enlevé aux siens et à la science dans la guerre actuelle ; il a trouvé une mort glorieuse le 10
septembre 1914 dans la bataille de la Marne. C'est pour moi un pieux devoir de publier dans
nos Ânnalesî le travail de ce jeune savant, quoiqu'il n'ait pu y mettre la dernière main.
M. Lery avait d'ailleurs présenté à l'Académie des Sciences plusieurs Notes d'une grande
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5û GEOUGES LERÏ.

Les coefficients du polynôme / sont en général complexes; je dési-
gnerai par/ ' le polynôme obtenu en changeant chaque coefficient en
son imaginaire conjugué.

Une valeur ^o de la coordonnée z définit un point M(), dont les coor-
données cartésiennes sont données par l'égalité

.r,--l- iy^z^
L'équation en ̂

/(^^•^o,

a un certain nombre de racines; à l 'une d'elles, ^, correspond un
point MA dont les coordonnées cartésiennes sont données par l'égalité

x/e— ^y/,.== z^

Les points M^ sont les images de Mo par rapport à C.
Si M! est image de Mo, inversement Mo est image de M < ; en ellet,

on a par hypothèse
t / „ ^ \ ̂  y / llZLI1, llZl̂ i \ — o./^oî ' l /-- i \ a ' 2i " r " 0 9

élégance, qui sont développées dans les premiers Chapîtres du Mémoire actuel; il avait
aussi fait paraître quelques articles dans les Nouvelles Annales de Mathématiquefî. On
trouvera ci-dessous la liste complète dû ces diverses publications.

Emile PICAKD,

T R A V A U X DE M. GEOÏUÏES LIÎHV
(Ancien élève de l'École Normale supérieure, professeur au Lycée Carnol)*

Nouvelles Annales de Mcithérnatùmes (4e sériô).

Tome II (1902).— Sur les mouvements pour lesquels il existe 'plusieurs centres des aires*
Tome IV (1904). — Sur les complexes en învolution et sur la surface de Knrnmer.
Tome V (1905). -- Sur les trajectoires orthogonales d'une file de cercles.
Tome V (igoS), — Nouvelle démonstration du théorème de d'AlemberL
Tome VIII (rgoS). •— Sur l'équilibre du corps solide.

Comptef} rendus de '//Académie des Sciences.

Tome 14-2 (i611 semestre 1906, p. 951-953). — Surl'équalion de Lapïace à deux variables.
Même Tome (p. 1406-1407). — Suite du même sujet.

Tome 152 (1er semestre K J I I , p. 843-844), —Sur la fonction de Green pour un contour
algébrique.
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changeons i en — z;/(^o? ^i) devient/'^, z , ) :

- f ! ( ^ i ,, \ —— TP / _^0_-__î.
/ ^0,^;====t< ^———^———,• ^ ^

^/(^i^o)^0-

Ainsi la relation entre Mo et Mi est symétrique, ce qui n'aurait pas
lieu si les coefficients de F n'étaient pas réels.

Pour qu'un point Mo coïncide avec l'une de ses images Mo il faut
qu'on ait

<5! '==1 -^O»

^ étant l'imaginaire conjuguée de Z Q ; donc

/(^o,^o)==o,

le point Mo est sur la courbe C.

2. Une droite isotrope issue de Mo rencontre la courbe C en des
points P^, .. .y PA., ... ; la seconde isotrope passant par chacun de ces
points contient un point réel, qui est une image de Mo. En s'aidant de
cette remarque, on démontre sans peine les propriétés suivantes :

i° Pour que deux images du point Mo soient confondues, il faut
que Mo soit foyer ou point multiple de la courbe C. Si Mo tourne autour
d'un foyer, deux des images s'échangent entre elles ; il en est de même
autour d'un point de rebroussement, mais dans ce cas les deux images
sont infiniment voisines du rebroussement en même temps que Mo.

2° Lorsque Mo est inf in iment voisin d'un point simple A de la
courbe C, une image est, au second ordre près, symétrique de Mo par
rapport à la tangente en A. Si A est un point double à tangentes réelles
et distinctes, deux des images de Mç sont symétriques de ce point par
rapport aux tangentes en A.

3° Si le polynôme f{z, z ' ) est du degré n par rapport aux deux
variables et possède les termes en z71 et ^\ le point à l'infini du plan
complexe a ses n images a l'infini; si le degré de / par rapport à z '
est n'^n, un point quelconque du plan a n' images; le point à Pinfim
a des images à distance finie, en nombre n — n' an plus; ce sont les
foyers singuliers de la courbe C, qui est alors circulaire.
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3. L'équation (i) définit z ' comme une fonction algébrique de ^,
^____ î - / / « \ .

•5 —— (» \•^) î

inversement, s est une fonction t^'), imaginaire conjuguée de la pré-
cédente.

Les pôles de ̂ {z} sont les points ayant une image à l 'infini, c'est-à-
dire les images du point à l ' infini. Les points critiques ont deux images
au moins qui s'échangent, ce senties foyers, les points de rebrousse"
ment, et plus généralement les points multiples dont les tangentes ne
sont pas toutes distinctes.

Supposons par exemple que G soit le cercle ayant pour équation

un points a une seule image, l'image du centre est à l ' inf ini ; les seuls
points confondus avec leur image sont les points de G. Si ^ décrit la
région A intérieure au cercle, z ' reste à l'extérieur, car s ' ne peut
pénétrer dans A qu'en traversant G, et alors z traverse G au même
point et sort de A.

II. — Images successives d'un point.

4. Soit M' l 'une des images de M; M' représente dans le plan com-
plexe une des déterminations de la fonction ^(s).

Donnons à M une position initiale Mo, et soit M^ la position de M';
on peut faire décrire à M un chemin Lo allant de Mo en M < , de manière
que M' ne revienne pas en Mo; M' décrira un chemin L^ allant de M.\
à un point M^, image de Mi . Si M décrit!^, W décrira un chemin Lg
allant de Ma à l'une de ses images M^ ; et ainsi de suite. On définit de
cette façon une suite de points, Mo, M., M,, ..., dont chacun est image
du suivant; cette suite est bien déterminée si aucun des chemins Lo,
LI, ... ne passe par un point critique de ^(-s).

5. Prenons comme exemple une ellipse E, rapportée à ses axes; les
coordonnées d'un de ses points s'écrivent

z =acost-+'ibsiût, ^== a cost — ibsint ;
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ces expressions satisfont, quel que soit î y à l'équation de la courbe.
Lorsque t est réel, z et z ' sont des imaginaires conjuguées, les points
correspondants sont confondus en un point de l'ellipse ; lorsque t. est
complexe, les points z et s ' sont images par rapport à E.

Posons pour abréger

a •==- c cosr'a, b == ic siîua,
de sorte que l'on a

z == c cos(^ 4- icc), ^= c cos(^— ta');

z étant donné, la première de ces équations fournit deux valeurs de £,
à des multiples près de 2-rc; en portant ces valeurs dans la seconde
équation, on a les deux points z ' images de z. Je mets en évidence les
parties réelle et imaginaire de t en posant

t === y, — i\ — ÏOL.

D'où le point z et ses images successives

z •== c cos(p^ — î^)
Ci =: c cos(p. -4- il -h 2 l'a), Ç_i == ccos(^. -+-1^ — 2/a),

Çg == c cos(^.—f'À — 4^)5 Ç-2 ̂  ccos(pL — i^ •4- 4 ^ o c ) î

^== ccos(iut.— eil — 2£/»'a), Ç^.,î=: ccos(p. —- e^À -f- 2£n<a),
s=(-i)^

Ainsi le points est l'origine de deux suites, ^, Ç^ • • • et Ç._i , €-23 • • —
Toutes ces images successives sont sur une même branche H d'hy-

perbole, homofocale à E et passant par s; la droite qui joint deux
images consécutives est parallèle à la tangente à l'hyperbole H en l'un
des points où elle rencontre E. Il suffît de faire la figure pour voir que,
si z est intérieur à E, toutes ses images sont extérieures et s'éloignent
à l ' infini; d'ailleurs, pour n très grand, ^ et L» sont comparables
àe2"10^.

6, Un calcul analogue montre que les images d'un point z par
rapport à une hyperbole sont distribuées sur l'ellipse homofocale qui
passe par z; elles sont en nombre fini si l'angle des asymptotes est



54 GEOKGES LEKY.

commensurable avec TC, sinon, il y en a une infinité, et Von en trouve
sur tout arc, si petit qu'il soit, de l'ellipse.

On voit par ces exemples que les images successives peuvent pré-
senter des dispositions diverses suivant la courbe G considérée. Cher-
chons si une suite d'images peut tendre vers un point A à dis tance
finie.

En prenant n suffisamment grand, les images M,/,,..!,, M,̂  M^^ sont
aussi voisines que l'on veut de A; M^ est aussi vois in que l'on veut de
deux de ses images. Donc A est p o i n t mult iple de la courbe C; suppo-
sons le point double. En transportant en A l 'origine des coordonnées
et en donnant aux axes une direction convenable, l 'équation de la
courbe devient

Z ^ — — ^ p Z Z ' - \ - Z ^ - ^ r . . .:= 0,

p étant réel et les termes non écrits étant du troisième degré au moins ;
partons d'un point z très voisin de A et voyons si ses images succes-
sives tendent vers A. On a

^=:(/^±\/^^7)^-h....

Premier cas. — Le point double est isolé : p 2 > ï ; je pose
p^±:Choc (oc>o) ,

de sorte que l'on a
•Ç\^e^z^...,

^ on Ç^^^-h....

La suite d'images correspondant au facteur e^ (^> o) s'éloigne de A,
celle qui correspond à e"^ tend vers A.

Deuxième cas. — Les tangentes en A sont réelles ; p2 < r ; je pose
j)==côsa,

d'où
Ç,=e^^+. . . ,

^ ou ^ ̂ ^^^ •+- .* . .

Ainsi ̂  ne tend pas vers A en général.

Troisième cas. — On a p1 = i, le point A est un rebroussemenL La
fonction ^ ( z ) n'est plus holomorphe; ce cas de l'itération rfâ pas été
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étudié comme les précédents et il est probable 'qu'on ne peut donner
de propriété générale. On trouve dans certains cas que les images
successives tendent vers A, mais arrivent en A suivant une direction
indépendante du point initial s.

En résumé, si l'on se borne aux cas précédents, on voit qu'un
point A vers lequel tend une suite d'images successives est un point
double isolé, ou un point de rebroussement, ou bien le point à l 'infini,
A ce point de vue, on peut considérer le point à l'infini dans le plan
d'une ellipse comme un point double isolé de la courbe, puisqu'il est
confondu avec ses deux images ; d'ailleurs la courbe transformée de
l'ellipse par inversion a un point double isolé vers lequel tendent les
images successives. De même, pour une hyperbole, le point à l'infini
est point double à tangentes réelles et n'est pas limite pour les images
successives.

III. — Régions successives.

7. Je considère une aire A simplement connexe, dont le contour C
appartient à une courbe algébrique et ne présente pas de point sin-
gulier; A peut contenir le point à l'infini. Un p o i n t s situé sur G est
confondu avec une de ses images, Ç'; lorsque ^qui t te Cet vient dans A,
^ va à l'extérieur de A, tout au moins quand z reste voisin de C.

S'il n'y a dans A aucun point crit ique de ^(s), le point ^ est bien
déterminé quel que soit z dans A; il parcourt une région A ^ , contiguè
a A le long de C, mais qui peut revenir sur A; nous verrons que A
et A, recouvrent le plan une ou plusieurs fois.

Par exemple, si A est la partie du plan extérieure à une ellipse; la
construction géométrique des images (n° 5) montre que A^ recouvre
deux fois l 'intérieur de l 'ellipse et une fois l'extérieur, de sorte que A
et Ai recouvrent deux fois le plan.

S'il y a dans A des points critiques de t ' ( ^ ) , je considère les diffé-
rentes déterminations de cette fonction qui s'échangent avec celle qui
prend sur G la valeur de ̂  ; elles définissent plusieurs images dez qui
parcourent une région A, lorsque z décrit A; A ^ est contiguè à A le
long de G, mais a un double bord Ci, qui est le lieu, lorsque z décritC,
des images considérées de z (sauf une, qui décrit C). Quand z tra-
verse C et entre dans A<, cette dernière image entre dans A; les autres
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franchissent C, et entrent dans une région Aa. On définit de même des
régions successives A;{ , A,,, ...

Supposons, par exemple, que A soit la partie du plan in té r ieure à
une ellipse E; z a deux images qui s'échangent, autour des foyers;
lorsque z est sur E, l 'une est con fondue avec -s, l 'autre est sur une
ellipse homofocale E, ; la région A^ est l 'anneau compris entre E et E^ .
Les régions Aa, A,.,, ... sont des anneaux analogues qui, s 'étendent à
l ' infini et recouvrent le plan une fois.

8. Lorsque le contour C est formé de plusieurs arcs d'une même
courbe algébrique, se rejoignant en des points singuliers, il faut consi-
dérer les différentes déterminations de *C(^) qui prennent sur C la
valeur ^, et les déterminations qui se déduisent des précédentes
lorsque z tourne autour des points critiques situés dans A. Toutes les
images correspondantes servent à définir A^ puis A^ ....

Ainsi, relativement à la lemniscate ayant pour équation

/(^ Y) E= (^- C2) (^- C2) - ̂ = 0,

un point z a deux images, ^ et ^, symétriques par rapport à l'origine,
Les s des foyers sont déterminés par le système

/=0, EL
as'

on trouve ainsi z ==== ±c. Soit A la partie du plan extérieure aux deux
boucles;, cherchons quelle est la région A,, Si. .z décrit la: bouderie
droite, ^ par exemple est confondu avec ^ ^ décrit la boucle de
gauche; on en conclut que Ai se compose de l ' intérieur des deux
boucles. Si z vient dans Ao par exemple entre dans la boucle de droite,
*C et ̂  viennent dans A. Ainsi A^ se confond avec A, il y a un nombre
limité de régions successives.
; II en est de même lorsque A est la région wmprise entre les deux
branches d'une hyperbole dont l'angle des asymptotes est commensu-
rabieavec^; si 'cette dernière condition n'est pas remplie, il y a une
mfînité de régions successives qui recouvrent le plan une infinité de
fois.
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9. Enfin, si l'aire A est multiplement connexe, il faudra considérer
toutes les déterminations CC-s) qui prennent la valeur ^'lorsque z vient
sur l'un des bords; elles serviront à définir A,, Aa, .... Ainsi, en
prenant pour A la région extérieure aux deux ovales d'une courbe de
Cassini

{zï—cï)(z'î—cî)—all•=o (a<c),

on voit que A.^ se compose de Pintérieur des ovales, queAa se confond
avec A.

On étend sans peine les considérations précédentes au cas où Paire A
est limitée par des courbes algébriques différentes.

CHAPITRE II.
PROLONGEMENT ANALYTIQUE DE LA FONCTION DE GREEN.

I. — La fonction ^(-s).

1. Étant donnée une aire A, limitée par un contour analytique C,
soit G la fonction de Green, nulle sur G, harmonique dans A, sauf en
un point mo(^o? ^0)9 où elle est infinie comme - log / „ _ ^ \ / „/ __ ^/ \
On peut poser

2G=^)4-^(^);

les fonctions ^'(-s) Q t g ' Ç z ' ) sont imaginaires conjuguées; elles sont
analytiques dans A, sauf en mo, où elles sont infinies respectivement
comme IOŒ —l— et los—,——r; leurs parties réelles sont nulles sur C.

Q Z — ZQ v Z — ZQ r

La fonction ^(^) est déterminée à une constante près ih, purement
imaginaire.

Si A est simplement connexe, e^est uniforme et analytique dans A,
sauf en Wo où elle est infinie comme •;;—" La formule

Z — SQ

, Z==<r-^
Ann, É€. Norm.y (3), XXXII. — FÉVRIER IQTÔ. 8
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établit la représentation conforme de A sur un cercle de rayon un,
dont le centre correspond à m^ La fonction ^ est uniforme et analy-

tiaue, sauf en m. où elle est infinie comme —z— ; elle n'a pas de zéro
J. • u ^/ ———— ^SQ

à l'intérieur de A, sinon €rL s'annulerait aussi. Elle a des zéros sur le
contour, aux points où se rejoignent deux courbes analytiques dis-
tinctes faisant partie de C.

Si A est multiplement connexe, g'(s) augmente de quantités cons-
tantes ?a^ îoca, ... quand z décrit chacun des bords; en choisissant
convenablement les sens de parcours, on a

^.4- ^2-4-.. .==: 27T.

On voit que les quantités a ne sont pas toutes nulles, e^ n'est pas uni-
forme dans A. Mais — est uniforme et analytique, avec le pôle ^o et
p zéros, si l'ordre de connexion de A estp.

Lorsque A contient le point à l'infini, on sait que G reste finie en
ce point; donc g(z) est de la forme

, , b c
^(^)=a+,^ +-^+...,

1-1 ^é

lorsque \z \ est infiniment grand, et ̂  est nulle comme '=—^
dZ Sf

II. — Prolongement analytique.

2. Considérons deux fonctions imaginaires conjuguées,
! 1 ! ^==/(Q, ^=//(Q, ^ ,

analytiques dans un cercle "y défini par l'inégalité
1 1 1 1 N1^.

Lorsque t varie en restant réel, s et s ' sont les deux coordonnées d'un
point qui décrit un arc d'une courbe analytique C. Lorsque / est com-
plexe, z et ^ ne sont plus imaginaires conjuguées, mais définissent
deux points m et m^ images l'un de l'autre par rapport à C. Si ^décrit
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la moitié supérieure de y, 772 décrit une région a et m^ une région a,,
séparées l'une de l'autre par un arc de C.

Ces propriétés bien connues étant rappelées, je considère une fonc-
tion

X'^Q^Z')

analytique dans a^ et sur G; si z ' décrit Co le point x ' , figuré dans le
plan complexe, parcourt une courbe analytique r; si z ' décrit a^
x' décrit une région attenante à F.

Soient *( l'image de ^ par rapport à G, ^ l'image de^parrapport à r;
^ est une fonction de Ç

^=^(^

analytique dans l'aire a ou dans une portion de cette aire; '^(0 est le
prolongement analytique de y'(s) au delà de C, car ces deux fonctions
prennent une même valeur en chaque point de C, ainsi que leurs
dérivées.

On peut écrire
^=^^[^(Ç)]j.

3. Il est possible d'étendre le domaine a où ç'(^) est prolongée,
pourvu que z ' reste fonction analytique de Ç et que ^ reste fonction
analytique des valeurs x' que prend 9 (s').

En particulier, si les courbes C et F sont algébriques, on n'est arrêté
dans Fextension de a que si a^ vient à contenir un foyer de C ou si
l'une des valeurs oc1 donne un foyer de F, en entendant ici par foyer
tout point critique des images.

4. Appliquons ces remarques à la fonction x -===. g (s), dont la partie
réelle est nulle sur G; la courbe r est l'axe imaginaire, qui a pour
équation

^ + ̂  == 0 ;

ainsi
^xl)=-~^.

Donc, au point Ç image de s par rapport à C, on a

H) ( ^(0 =-^[^(S)].
l ^(n=-M^)]-
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En dérivant les équations précédentes, on obtient

[^(0 _ d g ' { z ' ) d z '

(II)
dÇ ~~ ds1 dC;'

^(0^ dg{z)dz'
dz dt,dC1 ~~ dz dÇ

La fonction de Green, G(-s, s ' ) satisfait par suite à la condition

G(Ç^)= ^(O ^^W)]
j!t

=-^[^(^)+^(^)]
=:-G(,^^).

5. Au voisinage du point SQ où g ( s ) est in f în i , on a

^(^)^lo^-^—4-..., .

la partie non écrite étant une fonction analyfKjue; soit z^ une image
de Z Q ; l'équation

z^'Q^s^o

admet la racine ^==z^ que je suppose simple; au voisinage de z^
on a

ôW^-g'^')
i• log-

==-log,

ogai
d g ,

'W-^
i

— ^^r — - " • * •(y ——— ^1

Ainsi, ^ est aussi un infini logarithmique de la fonction ^•prolongée.
Pour e^, z^ est un zéro ; pour ^» un pôle simple.

Si le point z^ est à l'infini, on trouve de même les développements
^ ( ? ) = = — l o g S + . . . ,

^=^4".-,

^—-«.1 ^
^~-" Ç ' " " "
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Enfin, si le domaine A contient le point à l'infini et si g'(^) est ana-
lytique en ce point, on a, si (^) est infiniment grand,

, , b c
^(^)==a-i-^ .-4- ̂ +...;

en une image du point à l'infini, g(^) est analytique.

6. Soit l'aire A simplement connexe, dans laquelle on étudie ^(^);
nous ayons défini l'aire A,, image de A par rapport à son contour C; .
en un point m^ de Ai , image du point M de A, on peut calculer gÇ^)
par l'équation (I). Ainsi ^(-s) est définie dans A^ , en particulier uni-
forme si le point m^ est l'image d'un seul point m de A; ^(s) est
infinie aux images de Wo.

De Ai on passera à Aa, et ainsi de suite. Si le plan est recouvert une
seule fois par les régions successives, e^ et —r sont uniformes; on
connaît les pôles et les zéros de la première, les pôles de la seconde;
ces points sont les images successives de ^o. On saura donc former ces
fonctions. Si le plan est recouvert k fois, les fonctions e^ et —f ont

Cï-f

k déterminations-
Si l'aire A est multiplement connexe, g ( z ) présente des périodes

comme une intégrale abélienne; Qu'est plus uniforme dans le plan,
mais ̂  l'est encore si les régions successives couvrent le plan une
seule fois.

On sera donc renseigné sur la nature et les singularités clé ces fonc-
tions si l'on a étudié les régions successives.

7. Passons d'un point z de A à l'image i^, située dans A^ puis à
l'image ̂  dans A^ ; nous avons

^2)=^), e^=e^\
dg{^} ̂ d g ( z ) dz

d^ ds ^Çg'

On voit une analogie entre e^ et les fonctions fuchsiennes, entre d^
. . . ciz

et les fonctions 6 fuchsiennes de degré un. Effectivement, si le bord
de A est formé de cercles, la relation algébrique entre î^ et z devient
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une substitution linéaire, et si les régions successives couvrent le
plan, ou une partie du plan, une seule fois, les fonctions considérées
sont fuchsiennes ou kleinéennes.

Les fonctions g'(^) fournissent donc des exemples de fonctions qui
restent inaltérées quand s subit certaines transformations algébriques,
déterminées par la courbe qui limite A.

III. —- Les images sur une surface de Riemann.

8. Avant d'appliquer les résultats précédents a la recherche de ^(;?),
il est utile de transporter le problème sur la surface de Riemann S
attachée à la courbe C, en supposant le bord de A formé d'une seule
courbe algébrique.

Si à chaque valeur de z correspondent k valeurs de *C, S est com-
posée de/f feuillets; les points de ramification sont les foyers et les
points de rebroussement de C; les feuillets se raccordent le long de
lignes qui joignent deux à deux ces points de ramification- Un points
du plan est la projection de k points de la surface; soient m Fini d'eux
et ^ l'image correspondante; le point ^ est là projection de À points de
la surface; l'un d'eux, [̂  a pour image le point s; je dirai que m et [x
sont associés sur S; si m vient en [x, [M vient en m.

Lorsque m et p- sont confondus sur S, leurs projections sur le plan
sont confondues en un point situé sur la courbe G, Inversement, si un
point s est sur C, c'est-à-dire est confondu avec une image C'y les
points m et p. correspondants coïncident sur S; en effet, ils ont même
projection sur S; s'ils étaient sur deux feuillets différents, . l e points
aurait deux images confondues avec lui, suivant qu'on le regarde
comme projection de m ou de p-, et serait un point double de C. Donc,
tout point simple de C est la projection de deux points m et p- con-
fondus, ce qui s'étend par continuité aux points multiples à tangentes
réelles. On démontre facilement qu'un point double isolé est la projec-
tion de points m et p. situés sur des feuillets différents,

Tout arc de C est la projection d^nn arc de courbe tracé sur S; on
peut regarder la courbe C comme dessinée sur S; elle 'est formée
d'ovales, qui sont fermés et ne se coupent pas mutuellement, puis-
qu'il n'y a pas de point double sur une surface de Riemann.
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9. Supposons qu'il existe sur S une région B, d'un seul tenant, dont
le bord se compose d'un ou plusieurs des ovales qui forment C; je
considère une fonction gÇsy C), régulière en chaque point de B, sauf
au point analytique m^ == SQ/^=Z\\ où elle est infinie comme
^g——r» ^ do^t la partie réelle est nulle sur le bord de B; ^admets

S—SQ

pour le moment que cette fonction existe. On peut la prolonger au
delà du bord de B et déduire sa valeur au point pi de celle qu'elle prend
au point m.

Quand /^décrit B, ^ décritune région B^ ; p, ne peut entrer dans B
sans traverser le bord ; alors m sort de B au même point et entre dans B^.
Donc, B et B^ couvrent toute la surface une seule fois.

Par suite, la fonction g a une valeur en tout point de S, à des
périodes près ; elle possède deux infinis logarithmiques

JTifi ; Z ~zz. S^

^0

c'est une intégrale de troisième espèce, dont l'expression est

^'Q^)^

Ar - n^A^,Ç}^ ,

en représentant par
Z Z 1

A^^a ^o -o

^1

l'équation de la droite m^ u^, et par

Q(^^)=o

l'équation d'une courbe adjointe qui passe par les points communs à
la courbe G et à la droite A, à l'exception de m^ et [J.Q.
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CHAPITRE III.
APPLICATIONS.

I. — Cas élémentaires.

1. Cercle. —- A la région A intérieure au cercle correspond par
image la région extérieure A^ ; clone la fonction e^ est uniforme dans
le plan. Elle a un pôle z^ et un zéro z^ image de ^o ; elle est régulière
à l'infini comme elle l'est au centre du cercle ; c'est donc une fonction
rationnelle, connue à un facteur constant près :

^K^l^.
z — ZQ

On peut choisir arbitrairement un point du cercle où g s 'annule^
soit P(/s == a) ; on a

,_ -g — -gi et — ^o
0" .."„„„'„„ "———•-'——' ' ' ' - ' '"' -r--r-.™-»«ni.r- .

S — SQ Ct — -Si

Soient M, Mo et M< les points dont les premières coordonnées sont
z, ZQ et ̂  ; nous avons

G^^^+^C^)]

_ MMi^JPMo.,„, iog ̂ "^p^ "

En particulier, si le cercle a pour centre l'origine et pour rayon
l'unité, on peut prendre a == i et l'on a s ' ^ s ^ = i ; on en conclut

. : , .,^=^=±.

Demi-cercle. — Soit l'aire A limitée par un cercle C et un diamètre D
de ce cercle. 'Les régions successives^ obtenues par réflexion sur ' C
et D, couvrent le plan une seule fois; donc e^ est uniforme dans le
plan; cette fonction a un pôle Z Q , deux zéros qui sont les images z^
et z^ de SQ par rapport à C et D, et enfin un pôle ^3, image de s^ par

,
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rapport à D et de ̂  P^ l'apport à C, On a donc

e^K^-^-^
(z—So)(z—^3)

On détermine k pour que g s'annule en un point du contour.
La même méthode s'applique à un secteur circulaire dont l'angle

est sous-multiple de 271:.

2. Aire comprise entre deux droites parallèles. — L'aire A est com-
prise entre les droites D< et D:; représentées par les équations

Z-^Z'=0^ ^ .+-^rrr a/,

L'aire Ai est obtenue par réflexion su rD<, Paire A^ par réflexion surDa;
on peut passer de A, à A^ par la translation il. Donc e8^ est uniforme
dans le plan et admet la période 2.1; en outre, cette fonction tend vers
zéro lorsque z s'éloigne à l'infini dans A; c'est donc une fonction

rationnelle de e l :
Z'TC.S Z'TC^i

g t __ g i

e^=k6 e

e l — e

on désigne par ZQ et ̂  le pôle situé dans A et le zéro situé dans A, ; ils
sont images l'un de l'autre par rapport à Di :t-H/Alli IJLJ.J.CK—V^k? S. U.II IwIO A Cl.U.l/l <./ UCIt J. Cl U |J V A, L d SJ \ •

z\ -4- Zi = o ;

enfin k est âne constante que l'on détermine en écrivant que g s'an-
nule en un point du bord de A, par exemple à l^origine. On obtient
ainsi

JUSçi Z_7Cj_ f'T:Jo

i — e i e l — e l
e^=.

i ' K 2 ( } Z'TCg /TCJQ

i—e i e l —e l

Rectangle. — L'aire A est un rectangle, limité par les droites
Ai : z ^-^'^o; Ag : z ~{~ s'==. 2/;
^3 : z—^^zo; A4 : s—^z^^t'm.

On voit, comme dans l'exemple précédent, que e8 admet les périodes il
Ann. Éc.Norm., (3), XXXII. "- MARS 1915. 9
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e t2W2; il suffit de considérer cette fonction dans un rectangle dont
A est un quart et qui a pour centre l 'or igine ; e^ y est méromorphe ; e l le
admet un pôle ̂ , deux zéros ̂  et ̂  == — ̂  images de ^, par rapport
à A, et Aa, et enfin un pôle ^ = — ^ o , image de ̂  par rapport, à A;{ et
de ^, par rapport à A ^ . On a donc

,.=/.iPir:̂ j,,p^—.p5,

j) étant la fonction de Weierstrass construite sur les périodes 2/
et ïim, eU une constante, qu'on peut prendre égale à un , si l'on veut
que ^s'annule à l'origine. Comme ^ est image de ^, par rapport à A < ,
on a

s^—s^.

La représentation conforme de A sur un cercle est donnée par la
formule

Z = e'^^^

le centre du cercle correspondant au point ^,.

II. —" Aire dans laquelle Ç est uniforme.

3. Je suppose que le contour de l'aire A appartient à une seule
courbe algébrique G et ne présente pas de point singulior, et que Çf^)
est uniforme dans A. Alors A est la projection sur le plan d 'une aire B
située sur un seul feuillet de la surface de Biemann 2;. la fonct ion g
est la même pour A et B, c'est une intégrale abélienne.

Si F aire K est simplement connexe, elle a un seul bord, le long duquel
g acquiert la période 2 TU; e^ est uniforme dans B et par suite sur toute
la surface 2 ; elle n'a qu'un pôle s, et un zéro z, ; c'est une fonction
rationnelle; comme elle n'a qu'un pôle, lequel est arbitraire, la
courbe C est unicursale.

Soit t le paramètre dont z et ^ sont des fonctions rationnelles; on
peut supposer que t est réel sur la courbe, c'est-à-dire quand s et *€
sont des imaginaires conjuguées. Appelons /, et t, les valeurs de / qui
donnent les égalités

^0)=^ Ç^o)=^,
, - ' ^l)=^, , ,ç / (^)=^;
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t^ et ^ sont imaginaires conjuguées; et l'on a

e^ l̂,
è — ^

d'où la fonction de Green

G ̂ lo,^-^^b (^-^)(^-^)

On détermine la constante k en écrivant que G est nulle sur la courbe G,
c'est-à-dire lorsque t est réel :

/C^==I;

on peut prendre k === i.

4. Extérieur de l'ellipse. ~~ I^ellipse ayant pour équation
^2 -,2

^+-^-^0,

on a les expressions de z et ^

__ 2^-4- g ^ ( i — < 2 ) f _ 2 a t — i l } ( i — t 2 )z __ — — — — — - î ç -— —————————^
I + ^ ' I+^

on tire de ces égalités
; ^ • ^ ^_ ^(s+D

a (s—^-i-s^)3

^(^o+O ^ ^ ^(^-+.^) ^
0 (^—^+2^) ' I a ( ^ i — ^ o 4 - 2 r ô ) "

, _ ^^o '—^i^ /; _CQ——————/ , . .,^ ? ^ i—

La fonction e^ a pour valeur

^ + V) (^i - ̂ o + ̂ ^) - (^1 + ̂ ) (^ - ̂  + ïib)
(^ 4- Ç^ (^o - ̂ i 4- 2 ̂ ) — (^o-h ̂ ) (^ - ̂  4-2^)'

La formule
Z = e-^(s)

fait correspondre à Faire A un cercle, dont le centre est homologue
de -Sy. En particulier, si z^ est à l'infini, on a

z=
t -+- i
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cToù Fon tire . i + z
^==;(——~?

1 — /,

a -+- b ., , s ry^=~^-+^(a—^)Z;

remplaçons ;(a — b)Z par Z< ; nous retrouvons la formule connue
^

^=z,+—
/^l

5. Une cubique à point double isolée non circulaire, a deux foyers;
elle divise le plan en deux régions; si l 'une dalles contient les foyers,
on sait former ̂  pour l'autre. Il en est ainsi pour la cubique

y~=.ax^—3^ (a>o),

relativement à la région qui ne contient pas rorigine. De môme pour
rintérieur d^un limaçon de Pascal à point double isolé, parce que la
courbe a un seul foyer, qui est à Pextérieur.

Épicycloïdes. — Si un cercle y roule extérieurement sur un cercle
fixe Yi , un point entraîné par y décrit une épicycloïde G, qui est algé-
brique et unicursale, lorsque le rapport des rayons est un nombre
entier ou fractionnaire. Si le point mobile est intérieur à y^ les points
doubles de C sont isolés; démontrons que les foyers sont situés à
Pextérieur de G.

ÏÏn appelant R et B/ les rayons de yi et de y, a la distance du point
considéré au centre de y, les coordonnées de ce pointent pour expres-
sions ! ! ! ! ! " n•4'R/. û

z =(R-+-R / )^ < P4-a^ lv ,
. K4-B/

zî=^^r'W)e^^^ae l xv T.

Les foyers sont les points z qui satisfont à la condition
dz
d5^°

ou
R .-1- R / f R•l•n' m

( R 4 - R ' ) e « F + f f — — — — 6 K' =0.
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On trouve ainsi
R/ r IV "19==—^ log^^ (2 / i -h ï )7 rq ,

^Rf^^-^-,
\ a /

h étant un entier arbitraire. Or, sur Je rayon vecteur défini par
n/

Pangle y == (2/1 •+- 1)0"^, il y a un point de G

(2 A - M i — - T ^^i==(R -+- W—a^e n ;

on constate sans peine que l'inégalité a<^W entraine | ^ J < | 3 J ; le
foyer est bien extérieur à G et l'on peut écrire l'expression clé e^pour
la région intérieure à FépicycloÏde

t — t ' [ (û\^^.———<L (^r rLang- 1 - •
t - t o \ ^j

III. — Aire dans laquelle S n'est pas uniforme.

6. Intérieur de l'ellipse. — Soit A la région intérieure a une ellipse E,
dont l'équation est

x^ Y2
^ ^ —1=0.

a2 y

Les régions successives couvrent le plan une seule fois ; ̂  est uniforme,
a pour pôles simples ^o et 1e8 images ^±2^ et pour zéros les images
^±2^1 • ï^ produits inf inis

-). as "+-oon(-s> n'
72==— oo

sont convergents quel que soit ^ car ^| est de l'ordre de grandeur
de e1^ pour^ infini. On a donc

n(-esw = ULX-—s-l£±tL H(^) ;
TTt1--^IJLV S,n-Î2»/'
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tï(^) est une fonction entière, qu'il est ici facile de déterminer, parce
que nous avons une suite de contours E, E^ ... qui s'enveloppent
mutuellement et s'éloignent à l 'infini.

Soit x un point intérieur à l'ellipse; on a

__ çd^ dz _ /dg\ ^ i
' î ' K i J ^ d z z — œ \dz}^ x — ̂

i Ç dg dz _ T Çdg dz • i ; i
^^t Jvdz Z —— X 2 7T Ï J^ dz Z — Z .T — ̂  ^ — 5-»i

et une suite d'équations analogues en intégrant chaque fois entre un
contour et le suivant. Or, lorsque/? augmente indéfiniment,

,. r dg dzhm I -"- ——— == o,J ^ d z z - x

car —x— tend vers zéro et Pon a
z — x

fl^l=fl^h
^E,, ^E

qui est une quantité finie. On en conclut l'égalité

(^ ^-___ +(__+—__\_(-fL_+ I \^...,
\ d z j y . X——ZQ \^——^i ^——^i/ \ .^——^2 ^——'5~2/

ou, en intégrant de l'origine au point z,

^)=^^/i-^U2iog(x-—-y
ÀSS& \ . Z^j éuHà \ ^în^.î j

La fonction H(^) est égale à un.
La fonction de Green a pour valeur

H f, 2 \(, z! \^ V, ^
^2^+1 / \____^în+i / «1 i_ \ ^+l / \ ^^+l/,G——loê

Tl{-£){-2 " TT-BÎ / Z

on peut la mettre sous une forme semblable à celle que Von connaît
pour le cercle; soient 0, M, A(? A^ les points dont les premières coor"
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données sont o, z, z ^ , ^; on a
irrJWA^^

Gr^Ic^ OA2"4"1 '"rT MA^
il OA,,

7. Pour calculer effectivement ^(^), nous pouvons nous servir des
valeurs de z et ̂  déjà employées :

z == ccos(p. — î'À), ^== c COS(PL()— ei\Q— 26/?^a),
£=:(——I)^

on voit ainsi que e^ est une fonction uniforme de ;j. — IÀ, qui admet les
périodes

2 û)l == 2 7T, 2 COa === 4 a '̂'î

elle devient nulle ou infinie pour les valeurs
^ ._ zÀ==±: [pt.o-+- ÎÀQ-I- 2(2/1 +i)aî+ 2^]?

p. — / À =: dr ( pi-o — '̂ XQ -h 4 n a ? + 2 ̂ "/ ̂ ) ;

c'est une fonction elliptique dont on connaît l'expression au moyen
de p(a — z'À; 200^ 20)3) :

^=: P(^ t •~ ^ x ) ——<p(^0+^0+ c t ) 2) ,

p(^—0)—p(^o—^o)

La représentation conforme de Paire A sur un cercle est donnée par
la formule

• p^^^)-p(^)
Z == —————————-;——————î

p(p.-a)-p^-4-cx)2j
dans laquelle on a supposé

.. 7T û3i
^,=0, ^—^o=^=y>

pour que les centres des deux courbes se correspondent. On sait que
Schwarz a donné, pour la même représentation, la formule

aKZ==sn—arcs in -^ ;
7T

il est facile de passer d'une de ces deux formules à l'autre.
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Intérieur de la parabole. — On trouve par la même méthode la fonc-
tion g et la formule

Z=rtan^?i/^,
- ' H V P

dans laquelle? est le paramètre de la parabole; l'origine est foyer et
correspond au centre du cercle.

IV. — Contours présentant des points singuliers.

8. Hyperbole équilatère. — La courbe divise le plan en trois régions,
Ai et Aa, qui contiennent chacune un foyer, et A3, qui contient le
centre. L'équation de la courbe étant

- à . ^2— ^i^ —r" A/ —i c- -,

un point s a deux images

^ et ̂  ont les mêmes images, z et — z ; le nombre des images succes-
sives est donc limité. Si le point z est sur la branche Hi qui limite la
région A^ il coïncide avec ^ par exemple; les points ^ et — s sont
confondus sur l'autre branche Ha.

Région focale A,. — Lorsque z parcourt A^ *€, et '(2 parcourent la
région Aa et —z la région A3; un point de Aa ou de Ag est ainsi Pimage
d'un seul point z de A, ; donc, ̂  est uniforme dans le plan; cette fonc-
tion a un pôle ^o» deux zéros, ± \/c2 — z^ , et un pôle — z^ ; c^est. une
fraction rationnelle

e^:

On peut représenter l'aire A^ sur un cercle de manière que le foyer
corresponde au centre du cercle :

^o-=C,

^—c2

Z=

Région centrale Ag. — Si le points est dans Faire Ag, Tune de ses
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— z, s^y trouve également; on a donc pour g deux valeurs en
tout point de A;^ Au point ^ de l'aire Ai, image de z, on a aussi deux
valeurs, — ^(sQ et — g ' (— ^); la fonction e^ a deux valeurs en tout
point du plan; il est à prévoir qu'elle est uniforme sur la surface de
Riemann S.

images,

Celle-ci se compose de deux feuillets, raccordés le long des cou-
pures allant du foyer F, (^ == c> o) à -4-ûo et du foyer V^Çz=—c)
à —oo, sur l'axe réel. Regardons la branche de droite H< comme des-
sinée sur le feuil let supérieur; en partant d'un point z situé sur lî^ et
en lui faisant décrire une ellipse homofocale, on voit que ̂ , d'abord
confondu avec z, décrit l'ellipse en sens contraire; les deux points
passent l 'un après l'autre sur le feuillet inférieur et viennent coïncider
sur IL. La région Ag est donc la projection d'une aire B située sur S et
l imi tée d'une part par H,, d'autre part par une courbe Hîp qui est la
projection de EL sur le feuillet supérieur.

La fonction e^ est uniforme dans B; on peut la prolonger au delà des
deux bords; comme les images successives de la région B recouvrent
une seule fois 2, e^ est uniforme sur S. Elle a deux pôles, qui sont les
points analytiques (^, z\) et ( — - ^ o ? ~ ^i)? et deux zéros, (2-1, -s^)
et (— -s,, — ^ o ) ^ çtvQS^ une fonction rationnelle

deux bords; comme les images successives de la ré

<?A"==

-;

^l

—" "^1

S

SQ

Si

ç' i
^ i
„/ ,

—— -0 'v 1

"/
 î

"1 '^ 1

•^

ou
e^--

/,,2 ly'î t/^2f (^ ,—— ̂  V/ C "

, î //"»2 ." ,"» 2 f » î r ^ ' î ., \^ c — ^Q — -û y c

les deux radicaux ont la détermination qui prend la valeur c au centre
de l'hyperbole.

Représentons l'aire A^ sur un cercle, les deux centres se correspon-
dant :

SQ==O,
' y __ __

Ânn. Éc. INorm., (3), X.XX.II. — MARS igiS. 10



74 GEORGES LEBY.

On a pour ^ une forme plus commode dans les applications en
posant

.s == <? shu, zQ=csintoy

- . cos^+^o )^"•==
s i n ( Z - ^ o )

9. On trouve de la même façon la fonct ion g pour les régions du plan
limitées par une strophoïde ou une lemniscate ; d'ailleurs, ces courbes
sont des transformées par inversion d'une hyperbole équilatère.

Or une transformation par inversion est une réflexion sur un cercle;
plus généralement, prenons l'image d^une aire A par rapport à une
courbe algébrique n'ayant pas de foyer dans A; on a une aire A^ pour
laquelle on connaî t ra i cette fonction est connue pour A, car g{^} a
même valeur en deux points homologues. Ains i , l'image d'un cercle
par rapport à une ellipse est une courbe du huitième ordre com-
posée de deux ovales si les foyers de l'ellipse ne sont pas de part
et d^autre du cercle; g est connue pour l 'intérieur de chacun des
ovales.

V. — Aire à connexion multiple.

10. La fonction e8 n'est pas uniforme dans l 'aire; il vaut mieux
étudier — < Pour avoir un exemple simple, il est nature l de considérer
une courbe de genre un composée de deux ovales.

Courbe de Cassini. — La courbe C représentée par l'équation
f(z, z 1 ) - (^2-. c2) (^2- c2) - a^. o (a < c)

est composée de deux ovales C^ et Ça; soit A la région qui leur est
extérieure.

Un point z a, par rapport à G, deux images ^ et î^ == — ^ ; ces deux
points ont pour images s et — z; les régions successives sont donc en
nombre limité.

Comme pour la région centrale de l'hyperbole équilatère, on voit
que -^ a deux valeurs en tout point du plan; la surface de Riemânn S
est composée de deux feuillets qui se raccordent le long des segments
F^ et Fa F^, joignant les deux foyers situés dans chaque ovale. En
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suivant sur S le déplacement de l'image d 'un point, on trouve que —
est uniforme, a deux pôles simples, (^o? ^i) e! ( — - ^ o » — s^)» ayec

le résidu — i , et deux autres, (2^, z ' ^ ) et ( — s , , — ^o), avec le
résidu -h i ; -/- est une fonction rationnelle, qu'on saurait formerdz
comme quotient de deux polynômes adjoints; g est une intégrale de
troisième espèce.

Mais z et ^ sont fonctions elliptiques d'un paramètre u, qui est égal
à l'intégrale de première espèce

r^' ci.u =] -jr
àV

soient 20)^ et 200^ ses périodes. On voit que c— est une fonction ellip-
tique de u, inf inie pour les valeurs UQ, (\p M , , v^ qui correspondent aux
pôles trouvés. Lorsque le point analytique Çz, Ç') décrit un contour
fermé sur S, u augmente d'une période, e8 est multipliée par un fac-
teur constant; donc ^ est fonction périodique de seconde espèce. En
appelant k et /^ des constantes, et ^Çu; 20^, 2(02) la fonction de
"Weierstrass, on a

^^ ̂  - ̂ i) ̂  - ̂ i) ̂ -^
^ (^— Uo) ̂ (u •+- ^o)

On détermine facilement les foyers de la courbe G, et par suite les
périodes 20^, âc^a? et ensuite les quantités u^ ^o, î/o ^i , ^ et ^.

Si l^on prend pour région A l'intérieur de l'ovale C^ ses images suc-
cessives dans le plan sont en nombre limité; la fonction e^ est ration-
nelle dans le plan ; elle est infinie pour s = ± ^o» nulle pour

a4^z=±^=±^ c^ ^ _ ̂"o — c

on a donc
. z î "^
'̂ î -^î

H. Cycliques. — L'équation d'une cyclique est de la forme

/(^, ^)=s^2.3/2+ 26^^2^ /-+-2a /^^-4- bzï•+•ïiczz!+ b'z^^ 2ds•+•ï.d!sf-+-e=:o

sA^2-^ 2 B^^C^o.
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Les z des foyers sont les racines c\, c^ c^y c,, de l'équation
B^AC^o;

l'intégrale de première espèce est
1 r ch

V^ - c,) Çz — c,){z - €3) (^ - c,)

Un point ^ a deux images Ç, et '(s; cherchons les cycliques pour
lesquelles^ et î^ ont les mêmes images (dont l 'une est-s); un calcul
algébrique donne la condition

ï ^ d ^ r a ' b d ' — a a ' e — d d ' ) - ^ c (<?— bb')=o\

lorsqu'elle est remplie, les régions successives recouvrent une fois le
plan ou la surface de Biemann; on peut raisonner comme pour la
courbe de Cassini et former la fonction g .

Or on peut, par une inversion, transformer la cyclique en une
autre qui soit symétrique par rapport à chacun des axes de coordon-
nées; on a alors

a == a} =-= d == d' •= o ;
la condition devient

c^e — bb') ==o,
d'où les deux courbes

(^+bf)(zfî+b)+e— W==o,
^•^rb'^^^rî^+^azz'=o',

la première est une courbe de Cassini; la seconde a été étudiée par
M. Darboux (Sur une classe remarquable de courbes et de surfaces algé-
briques^ p. 66, 82); l'une et l'autre sont lieu d'un point M satisfai-
sant à une condition

MA. M B •
MC.MD ~ ?

A, B, C, D étant des points fixes. Par inversion, cette condition se
transforme en une autre de même forme; pour l'aire A limitée par une
courbure ainsi définie, on sait former la fonction g, qui est le loga-
rithme d'une fonction rationnelle ou une intégrale de troisième
espèce.
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Les cycliques les plus générales échappent à la méthode précédente,
parce que les régions successives ne sont pas en nombre limité et
que es ou -^ ne sont pas uniformes dans le plan ou sur la surface de
Riemann en général. Nous verrons qu'on peut trouver la fonction g
en utilisant les propriétés des familles isothermes; de même pour une
hyperbole non équilatère; de sorte que g sera comme pour toute aire
plane dont le bord appartient à une conique ou une cyclique.

Il est facile de trouver des courbes de genre supérieur à un aux-
quelles les raisonnements précédents s'appliquent; ainsi l'équation

(^— c2 ) (s^— c2) — ^===0 (a < c)

représente une courbe de genre trois composée de quatre ovales. On
peut montrer que la fonction -^ relative à la partie du plan extérieure
aux ovales est uniforme sur la surface de Riemann ; g est une intégrale
de troisième espèce.

CHAPITRE IV.
FAMILLES ISOTHERMES ALGÉBRIQUES (1).

I- — Les intégrales J et J7.

1. Je considère une famille de courbes algébriques G),, définie par
l'équation
(i) /(^,À)=o;

les coefficients du polynôme y sont des fonctions du paramètre X sur.
lesquels nous ferons les hypothèses suivantes : ils sont holomorphes
en \ pour |À — À^ [ <^r, et, quand on revient aux coordonnées carté-

(1 ) Quand M. Lery a rédigé ce Chapitre, il ne connaissait pas le Mémoire de M. Schwarz
sur les isothermes algébriques [ Ueber ebene algebraische Isothermen {Œuvres complètes',
t. II, p. 260)]. [Note de M. Emile Picard.}
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siennes, on trouve une équation algébrique en x et y dont les coeffi-
cients sont réels lorsque X est réel. En supposant À^ réel, l'équation

{ ^ 1 ) /(^ ̂  ^)==0

représente une courbe de la famille, C>^.
La famille est isotherme si la fonction X(:?,^) , déterminée par

l'équation ( i) , satisfait à la condition

(,) ^:^=0 OLl ^2:=07

en désignant respectivement par les indices i et 2 les opérations^

'et à - La condition (2) montre que X est la somme d'une fonction de z
et d'une fonction de ^; ces fonctions sont des intégrales abéiiennes
attachées à F une quelconque des courbes de la famille.

En effet, en posant f^ = y7? on a

^ _ /t(^, ?Q.
^- f^z^'^lY

le second membre devient une fonction de z seul lorsqu'on y rem-
place X par l'une de ses déterminations tirées de l 'équation ( i ) ; il
revient au même de dire que X disparaît lorsql^on substitue à ^ une
détermination de la fonction z ' === *C(^, X) définie par l'équation ( i ) ;
dans ce calcul, je puis donc donner à À une valeur particulière À().
J'ai alorâ l'équation ( i )^ qui détermine la fonc t ion algébrique
z ' == *C(^, Ào) ; d'où l'on tire

^^ /i(^,r,^) ^dS
as fs{s, Ç7, Xo) " ^;'

y _ /' ' ft (g? S7? ^o) j^J — — 1 ^^,
J /s^? ^ > ^-o;

J étant une intégrale abélienne attachée à C>^. On a de même

à^ __ M^^'^ \) __^
^~ /3(Ç,^ ,Ào) -^ / ?

•r.—-^-. Ç2'^ f^ z^ ̂  d^
J /a(Ç^Oo) î
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où ^Çz\\) est la fonction z définie par l'équation (1)'. On en
conclut

À(^ , S ' ) =J4- J^+COnSt . C . Q . F . D .

Il peut y avoir dans la famille des courbes exceptionnelles pour les-
quelles la propriété précédente n'est pas exacte ; ce sont celles qui sont
décomposées ou telles que/3 soit identique à zéro. Ainsi, pour une
famille d'ellipses homofocales, C^ peut être l 'une quelconque des
coniques, sauf celle qui est aplatie suivant Paxe focal.

2. Pour définir avec précision les deux intégrales, il faut introduire
la surface de Riemann S qui correspond à la courbe C^. L'intégrale J
est prise d'un point w-oC^o» Co) à un point m(z, 'C); je la désignerai
par J(m); on suppose que m^ est un point régulier pour J. On aura de
même le point m, dont la seconde coordonnée est ^', la première du
point image étante; l'intégrale VÇm'') est prise d'un point régulier m^ au
point m". Le point (JL, image de m sur S, a pour seconde coordonnée î?;
c'est le point analytique ÇC? ^); dans le cas particulier où *( et z ' sont
les imaginaires conjuguées de 'C et z, m' est confondu avec m sur S;
si ^ == î^ *( === z, m' coïncide avec [j..

Si m et m' décrivent un même chemin d^intégration, les valeurs que
prennent J et J' sont imaginaires conjuguées ; en effet, l'équation car-
tésienne de C^ étant

F(.r,y, ^ o ) = = o ,
on a

, 1 /<)¥ .à¥\ , i fàï .àV\
^^{'àœ^'Jyr ^-ï^^^'

donc les quantités^ et J- sont imaginaires conjuguées lorsque z et r/
J 3 J 3

sont imaginaires conjuguées et que À() est réel.
Si m et m' décrivent deux chemins associés, on a

j+,r=:o;
en effet, on a

z!=^, t=z,

/i(^^o)^ , M^^'^^^^df{z^^t,)_
/aC^^o) /3(^ ^, ̂ ) ~~ M^ ^, ^o) ""' î

dJ -+- dS'^ o. ?
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II. — Périodes de J et J'.

3. La courbe C^ est composée d'ovales C', G", ... tracés sur S.
Quandw décrit l 'un d'eux, J augmente d'une quantité a 4- i^y qui est
une période, à moins qu'elle ne soit nulle. Le long du même chemin,
on a à la fois

j/=:^_^
J ^ — J ^ — a — z p ;

donc a == o. Un ovale de C^ donne pour J et V une période z'P.
Le long d'un chemin D, allant d'un point de G' à un point de G",

J prend une valeur o^ -+- i^ ; le chemin associé D' a même origine et
même extrémité que D; le long de D', on a Y = — (oc^ 4- ï(^). Quand m
parcourt le circuit formé de D et de —D', J prend la valeur

(ai~+- î(3i) -+-(ai—^(3i) =: 2^1.

On a ainsi une période réelle.
Soit r un autre circuit qu'on ne puisse réduire par déformation à

un point ou à une combinaison des circuits précédents. Le long de 1\
J acquiert une période ff.^-+- z p a ; le long du circuit associé P, J7 prend
la valeur —cx.^—i^, donc J prendrait la valeur — o c a + î p s . Ainsi
J admet les périodes o^-hz^a et —^•+-^2, donc les périodes 2 a^
e tâ î^ .

En résumé, les périodes de J et F sont réelles ou purement imagi-
naires.

III. — Les courbes J 4- J^ const.

4. Supposons, pour simplifier, que les origines d'intégration m^
et m.^ soient confondues en un point de l'ovale G\ Si m et m' décrivent
en même temps cet ovale, on a

J(m) -hJ^w/):^: o, 2J(m)==^p,

p étant une variable réelle; si m et m' décrivent un chemin D, allant
de mo à l'ovale C% puis décrivent (7, on a

J{yn) -4-J7(m/) == aoci, 2J(w) == 2^1-+- ip.
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Faisons varier X à partir de la valeur À<) ; les ovales C et C" se défor-
ment dans le plan et deviennent des ovales de la courbe C/.; on peut
suivre leur déplacement sur S si \"k — '\o\ reste suffisamment petit, et
l'on a sur le premier de ces ovales

J(/n) -l- S'(m') =:À— Ào, 2 J(rn) :=À—Ào+îp,

sur le second
J(w) 4- î ' { m 1 ) = À —Ào+ 2 ai, 2 J(/n) == À — >.o4- 2ai-4- îp.

On voit qu'en appelant À et p des variables réelles, et en posant
2J( /n )==Â—Ào-h^ 'p ,

les courbes X == const. forment sur S une famille dont la projection
sur le plan est la famille C>,, si X est suffisamment voisin de À(, ou
de 'Xo+ 2a!- Les courbes p == const. forment la famille orthogonale.

Si m et m' sont confondus sur un ovale de la courbe C^, on a

2 J(/?î) == X — — ^ o + ^ p î

2 J / ( / 7 ^ A ) = = À — — ^ o — — ^ P ,

si les chemins d'intégration sont confondus et si le paramètre p est
réel; supposons que p varie et devienne complexe ; les points m et m'
dont on peut suivre le déplacement sur S, au moins pour une petite
variation de p, deviennent images par rapport à G},.

Les deux familles orthogonales ont les propriétés suivantes :

I. Par un point arbitraire a de la surface S passe une seule courbe
de chaque famille. — En effet, le point m(z, C) étantvoisin de a, z et C
sont des fonctions holomorphes d'une variable t voisine de zéro ;
si J Cm) est holomorphe en t, soit

J ( m ) = = A o - + " A i ^ + A 2 ^ 4 ~ . . .,

t est fonction holomorphe de 'X •+- i p , définie par l'équation
2(Ao-+-Ai<4-A2^4- . . .) ==)i4-^p;

d'où z analytique soit en 'X, soit en p. Il y a exception lorsque Ai est
nul ou que J(m) est infinie au point a.

Ann. Éc. Norm., (3), XXX.IL — MARS igiô. I T
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II. Si le point m décru une courbe C>., le point associé y. décrit la
courbe Ca> „>,. — En effet, on a

-2 J ( m ) == À — Ào -h îp?

J(^)4-J/(^)=0;

d'où l'on tire
2 j / ( ^ ) ^ _ _ ( X - À o ) - ^

2 J(^) = = — ( À — À o ) 4 - î p

== ( 2 Â o — ^) —?io+ ^'p;

le point p. décrit C^.^.

III. 5î m décrit une courbe Cp, p. décrit la même courbe. — En effety
on vient de voir que l'on a

2 J ( w ) = À — — À O + Ï P ,

2J(^.) = = À o ~ À -t-îp;

p, étant constant pour le point m, a la même valeur fixe pour pi.

IV. Le lieu des images d'un point fixe m par rapport à la courbe
variable C\ est une courbe Cp. — En effet, soit

a 3 {m) == Ai 4- i p i '

Si m' est image de m par rapport à la courbe C^ on a
3(m)-^JfÇmf)=.'k^\,

a J^/y^) == 2 À — 2 ^ 0 — A i — t p i ;

m' décrit la courbe Cp^, qui passe en m.

5. On peut remarquer que ces propriétés ne supposent pas les
courbes C^ algébriques, quoique l'étude des images soit alors moins
facile; considérons la famille définie par l'équation

ICw^+I^/n^^X,

dans laquelle î(rn) représente une intégrale abélienne attachée à une
courbe réelle donnée Cy, ayant pour équation

/(^,^)=o;
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écrivons cette intégrale et l'imaginaire conjuguée I ' ' (m ' ) sous la forme

^m\ r7i(^n^ v(m1^ r'^-^d-1'ïW=j R ( ^Ç / ) J l(^)-J îv^r-çy^

supposons que les fonctions rationnelles R et IV satisfassent à l'iden-
tité
(3) R(^)==IV(^);

on voit que l'on a
di+dÏ'=o

lorsque m et m! décrivent deux chemins associés- On en conclut que la
famille de courbes possède les propriétés précédentes, au moins quand
avarie dans un certain intervalle; en général, cette famille n'est pas
algébrique.

On forme les fonctions rationnelles R en prenantune fonction ration-
nelle Ri(^, y)? à coefficients réels, et en posant

R(.,^)=B,(^^),

si l'on veut que l'identité (3) soit satisfaite, quelles que soient les
variables z et ^ /; il peut y avoir d'autres solutions si l'identité doit
avoir lieu quelles que soient z et z ' reliées par l'équation fÇs^z) = o.

6. Revenons aux courbes C^ définies par l'équation algébrique
(i) /(^^,À)=:o;

la condition ~k^= o entraîne la suivante :
(2) /32/12-/2/3/13~/l/3/234-/l/2/33=^

qui doit être satisfaite lorsque z, z ' et X vérifient l'équation (i); le
premier membre de (2) est un polynôme en z et s qui est identique-
ment nul ou divisible par/(2, z\ À),

Le s d'un foyer d'une courbe Cx et le s' de son image double sont
solutions du système

/==0, /2=0;

la condition (2) devient pour ces points
/3(/3/n-/l/23)=0;
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dz et d^ vérifient l'équation
/i dz -h/s ̂ 4-/3 ̂  = o.

Si le facteur/3 est nul, on a dz = o; le foyer est fixe, quel que soit X.
Si le facteur/^ 2—f\f^ es^ nul, on a

dz^—^d-k',
Ji

d'autre part, dz' est donné par l'équation
/^ d3 -+-/22 ̂ /+/23 ̂  = 0,

^/= AAi_AA3 ̂  ̂  ̂ ^
/22

l'image double est fixe.
Ainsi, pour une famille isotherme, ou bien un foyer est fixe et son

image double décrit une courbe orthogonale, ou bien on a la propriété
contraire. On a un exemple de ces deux cas avec les courbes de Cas-
sini,

(^—c2)^2--"^)^^

Lorsque tous les points z qui sont critiques pour ^(^ X) sont fixes,
les surfaces de Riemann des courbes C^ ont mêmes points de ramifi-
cation; on peut dire que les courbes de la famille ont la même sur-
face S.

IV. — Nature de l'intégrale JL

7. L'intégrale J n'est pas quelconque, puisque Inéquation
J(^)4-J/(^)=?,_^

entraîne une relation algébrique entre z et z\
(i) /(^,50=o;

démontrons que J a au plus deux périodes; ce serait évident si les
coefficients du polynôme/ étaient des fonctions uniformes et méro-
morphes de X; supposons seulement qu'ils sont holomorphes au
voisinage de 'Xo» pâï* exemple lorsqu^on a

| À — À o | < r .
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LEMME. — Les coefficients du polynôme f sont uniformes et méro-
morphes, quel que soit \ fini.

Prenons en effet des nombres )^ et Xa satisfaisant aux conditions
Â2== 2^i— \

(|3) 1 ^ - ^ 1 < ^ \^—\\<r.
jet

Si un point (z^ z\) décrit C'̂ , son image (^2, z^) par rapport à C^
décrit la courbe (^(propriété II, n° 4); on a l'équation de C^, en éli-
minant s^ etz\ entre les équations

/(^i^i) ^o)==o, /(-^n ^2, ^)==o, /(^ 4^i) ==0;

on trouve ainsi une équation algébrique
F(^,^i)=o;

les coefficients du polynôme F sont holomorphes en X^ — \Q, donc
en X S — ' Â Q ^ tant que les inégalités ((3) sont satisfaites; F n'est pas
identique à fÇz^j ^y ^2), mais seulement divisible par ce dernier
polynôme, en général.

Nous pouvons refaire le même calcul en supposant
l^ i—^ol^^ l^î—^ol-^r;

les coefficients de Fsont encore holomorphes en ̂  — Xo, ou en \—"Âo-
La condition qui exprime que F est décomposable en plusieurs fac-
teurs dont Pun est du degré n (si n est le degré d'une courbe C^ arbi-
traire) est rationnelle par rapport aux coefficients, donc holomorphe
en Â a — À o ; elle est encore satisfaite. Nous aurons un facteur
/(^a, 5g, \) qui sera le prolongement analytique dey^a»-^^) dans
le domaine I X ^ — ^oK2 r-

Pour calculer les coefficients de ce facteur, nous avons à résoudre
des équations algébriques, à coefficients holomorphes en X; —' X^ ; les
coefficients cherchés pourraient être algébroÏdes en 5^—^o; il s'agit
de prouver qu'ils sont méromorphes. Je prends un point simple (ffo, ^o)
de la courbe G)^, et un point (^o z\') au voisinage :

Z^ = OQ -+• £, z[ -== do 4- £',

/(ûîo-+-s^o4-5i^e)=o-
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Cette dernière équation définit c' comme fonction holomorphe de £ au
voisinage de zéro, puisque (^, a^) est point simple de C^. Choisissons
pour z^ une solution de l'équation

/(^ a'Q+e^ À i ) = o ;

^2 est holomorphe en £', donc en £, ^ supposant que a^ ne soit pas
foyer de C>^; soit

^==(p(£, ^);

nous prendrons
4^^(^,\)=^(e,\);

les coefficients de ces différents développements en e et € sont holo-
morphes en \^ — Xo ou ^ a — ^ o - Ceci posé, dans l'équation de C>,.,
écrite avec des coefficients indéterminés

A^+B^ l^-+•...==o,

substituons les développements de ^ et < en fonction de £ et identi-
fions. On trouve des équations linéaires en A, B, ..., à coefficients
holomorphes en ̂ —\; donc A, B,... sont méromorphes en ^"-^o?
tant que l'on a j \ — \Q [ <; ir.

Les équations qui donnent ainsi A, B, ... ne peuvent dépendre
qu'en apparence du point (ao, a^) choisi; en déplaçant ce point, on ne
peut changer la relation algébrique entre ^ et ^. D'après cette
remarque, da^ est foyer de C^, nous le déplacerons pour appliquer le
mode de raisonnement précédent.

En résumé, les coefficients de /(^, ^, À) sont uniformes et méro-
morphes en X — \ dans le domaine \\ — \\ <2r, s'ils le sont dans
le domaine \\ — ^oK^; ils le sont donc, quel que soit X fini.

c. Q. F. D»

8. Quel que soit À, donc quels que soient les points m et m' sur la
surface S, nous avons

f[z, z', Ào+ J(m) +r(,^)] == o.

Donnons à m' une position fixe et faisons parcourir à m un circuit
fermé; J augmente d'une période. Si cette intégrale avait trois
périodes, on pourrait choisir le circuit pour avoir une période aussi
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petite que l'on voudrait, et les zéros de/, considérée comme fonction
de J, ne seraient pas isolés, ce qui est impossible puisque/est méro-
morphe enj . De même J ne peut avoir deux périodes, dont le rapport
soit réel.

V. — Sur un théorème de Weierstrass et sur la classification
des familles isothermes.

9. Weierstrass a donné dans son cours le théorème suivant :

Si une fonction y Çu) admet un théorème d} addition, elle est uniforme
ou racine d'une équation algébrique à coefficients uniformes et méro'
morphes.

Des démonstrations ont été publiées par M. Phragmen et M. Hancock.
On peut considérer ce théorème comme une conséquence de l'étude des
familles isothermes. Par hypothèse, o(^) satisfait à l'équation algé-
brique

/[y(^), <p((^ 9(^-1- ^)]==o.

Remarquons que le polynôme/doit être symétrique en cp(^) et ç(P).
Sur la fonction ç(^), on suppose seulement qu'elle est holomorphe
lorsqu'on a \u\ <^ r.

Posons
9(^)==5, 9(^)=^, a-+-^=À,

d'où Inéquation
/ [^,y,9(Â)]=o,

qui représente une famille de courbes G),. Or

À == u -\- v
== fonction de z -+- fonction de s';

la famille est isotherme. On a donc

À=J(^)4-J(^) ,

J(^) et J(^) étant deux intégrales abéliennes attachées àla courbe CÀo
qui correspond à la valeur Ào == y (o); ces intégrales sont les mêmes,
à cause de la symétrie de /en z et z ' ^ On démontrey comme nous
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l'avons vu, la propriété II et le lemme; il suffit de remplacer les ima-
ginaires conjuguées âo, OQ par deux quantités égales. On en conclut
que les coefficients A, B, ... du polynôme yen z et z ' y considérés
comme fonction de X, sont méromorphes. Ces coefficients sont
rat ionnels en ç» (X).

Si deux d'entre eux contiennent <p (X), on a deux équations :
A [ ( p ( Â ) ] == fonction méromorphe de À,
B[©(^) ] == fonction méromorphe de ?i,

d'où Pon tire en général y (X) uniforme et méromorphe en À. Si un
seul contient ç(X), y est racine d'une équation algébrique à coeffi-
cients uniformes et méromorphes, et qui est d'une forme particulière :

A [cp( À)] == fonction méromorphe de À.

10. L'intégrale J (m) a zéro, une ou deux périodes.

I. Pas de période. — J ne peut être de troisième espèce; elle est
uniforme sur S, n'a comme singularités que des pôles en nombre fini;
c'est une fonction rationnelle :

J=R(^,0.
27T/J

II. Une période œ .—La fonction e w est uniforme sur S; elle n'a
comme singularités que des pôles; en effet, si elle avait un point sin-
gulier essentiel s = a, on aurait au voisinage de ce point une infinité
de solutions de l'équation J (m) = k, où k est un nombre donné arbi-
traire. Ces solutions devraient satisfaire à l'équation

f[z,z„^-^k-+.Jl{z,)•]=o,'

dans laquelle on donne à z ' une valeur fixe; ce qui est impossible.
On a donc

2TCzJ

e w =R(z, Ç7).

III. Deux périodes c^, co^. — La fonction p (J; ù)<, 0)2) est uniforme
sur S; on voit comme précédemment qu'elle n'a comme singularités
que des pôles en nombre fini; c'est une fonction rationnelle

^=1^^).
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Dans ce troisième cas^ l'intégrale J est de première espèce; sinon
elle deviendrait infinie pour une certaine valeur ^ ; près de ^ pJ
pourrait prendre toute valeur donnée; or pj est une fonction ration-
nelle de z et ^ qui a un nombre fini de valeurs bien déterminées
pour z= z^

En raisonnant de la même façon que le théorème de Weierstrass, on
retrouve le résultat suivant, qui est bien connu :

Toute fonction ç (u) ayant un théorème d'addition est solution d'une
2 7T l i t

équation algébrique dont les coefficients sont rationnels en u, ou en e œ ,
ou en pu.

VI. — Sur les courbes algébriques dont une intégrale abélienne
a seulement deux périodes.

H. L'équation algébrique
(i) f(^,y)=o

définit y comme une fonction algébrique r\ Çx) et x comme une fonc-
tion S (y). En désignant par Q(.r,y) une fonction rationnelle, les
deux intégrales

,,(.)= r'̂ ,̂ w = r''^1 "/
J i^ J '̂

sont de même espèce et ont les mêmes périodes. En effet, prenons
y = r\ (*x?), ^ ==== x ;, nous avons

K(,)=/""0^^.^-/""^^^
J s^-^ J i^-^

==—J(a?)+cons t . ;

donc l'intégrale K(y) prise le long d'un chemin quelconque du plan y
n^est autre que l'intégrale J(^) prise le long d'un chemin corres-
pondant dans le plan ,r.

Supposons que J et K soient de première espèce et aient seulement
Ann. Éc. Norm., (3)/XXXII. •— MABÎ. igiS. l2
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deux périodes 200, 200'; établissons entre x ety Inéquation
( 2 ) J ( ^ ) + K ( y ) = À .

Soit p la fonction de Weierstrass aux périodes 200, 20^; l'équation pré-
cédente entraîne l'équation
(3) p ( J + K ) = p À ,

qu'on peut développer par la formule d'addition. Or pJ et pK sont
respectivement des fonctions rationnelles de ^, Y] et de y, ^ respecti-
vement; de même — et— • L'équation (3) s'écrit

R(^^y^)==p^
ou, par l'élimination algébrique de Y) et ^,
(4) F ( ^ y , À ) = = o ,

F étant un polynôme en x ety, à coefficients uniformes en À.
L'équation (2) entraîne encore une équation algébrique en x ety

lorsque J est une intégrale de troisième espèce ayant une seule
période ou une intégrale de deuxième espèce sans période.

i2. Réciproquement, je considère deux fonctions (fÇx) e f c y ^ (y),
analytiques au voisinage de certaines valeurs x^ etyo, et telles que
l'équation
(2 ) ? (^ )+x(y )=^
entraîne une relation algébrique entre oc et y
(4) F (^y ,À)=o .

Je puis supposer que les coefficients du polynôme F sont holo-
-am

morphes et que -ry n'est pas identique à o pour îa valeur Xo, ou méro-
morphes en X au voisinage de la valeur Ào = ç (^o) "+" 7, (yo)- Les
fonctions <p, y^ et F possèdent les propriétés suivantes :

i° Les fonctions cp et ^ sont des intégrales abé Hennés attachées à
une même courbe algébrique.

D'après l'équation (2), y- est fonction de x seulement; d'après
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l'équation (4) on a
à'X àf à¥ , , ^— ==— — : —— == / i [ x ^ y, À),
àx àx à\ ' J

h étant une fonction rationnelle de x ety; cette fonction ne doit plus
dépendre que de oc quand on y remplace X par la fonction \ {x-, y)
définie par l'équation (4); il revient au même de dire que h est indé-
pendant de \ quand on y remplace y par une fonction y (^r, X) définie
par (4); on peut donc donner à \ une valeur quelconque, Xç par
exemple, et l'on a

<3À y , * .—=A(.z-, Y), Ào) ,

Y] étant la fonction algébrique de x définie par l'équation
F(^, Yî, \)==0,

ou plutôt la branche de cette fonction qui, pour x=x^ prend la
valeury^.

On trouve de même
à7^ , .. -s .
^=k^y,\\

F(^y ^O^o?

d'où ron conclut pour À la valeur

À = Çh dx + Çk dy

=J(^)+K(y) .

û° Les coefficients du polynôme F sont uniformes et méromorphes
en X, quelque soit \fini.

Vérifions d'abord que si ces coefficients sont uniformes et méro-
morphes au voisinage d'une valeur X,, c'est-à-dire sous la condition
|^ ~ ^J <^ P? i^ 1^ sont encore dans un cercle de centre À^ et dont le
rayon r est indépendant de "X, ; de sorte qu'on pourra faire le prolon-
gement analytique de ces coefficients au moyen des cercles de rayon
invariable.

Soit n le degré du polynôme F; nous supposons donc que l'équation
J (^ )+K(y)= :À,
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où les déterminations des intégrales sont convenablement choisies,
entraîne une équation algébrique de degré n

9 (.-y, y ) =2 A^'^^B^'^^ •4-. . .4- G == o,

sous la condition j ^ — Â , (<^p . Pour calculer les coefficients A,
B, . . .y C, que je regarde comme indéterminés et dont le nombre est

( / l - l - l ) ( / 2 - + - 2 ) . , , . i , ,.^n = ^———/———^ j'écris que les équations

(E) ^^l——0

y(^,y)=:o,
dy
^=oî

sont satisfaites par des nombres x^ y^ —^î ..., vérifiant le système

J ( ^ ) + K ( y Q = ^
dî âK ,
T^^dy,^^^

Nous avons ainsi une infinité d^équations linéaires et homogènes
auxcpelles satisfont A, B, . . . Etudions les coefficients de ces équations
considérés comme fonctions de À.

Je choisis un point Çx^, y]o), satisfaisant à la condition

F(^o? rîQ, îio)=°,

au voisinage duquel l'intégrale J(^) soit holomorphe en x — XQ, et
sa dérivée -,- ̂ o^ nulle ; on adx •

J(^)=(%o4-ai(*r—.ro) 4-... (ai^o);

il existe un nombre r tel que ce développement converge et — reste
différente de 2éro lorsqu'on a | ^ — ^ o | < ^ r ; prenons pour x^ un
nombre satisfaisant à cette condition, et pour y ^ une solution de
l'équation en y

F(^(hyi,^)==o,
de sorte que l'on a

- I (^)+K(^)=^.
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Ceci posé, écrivons l'équation

J (^ )+K(y , )=À,
ou bien

00-4-^1(^1— ^o) -4-.. .-hK(yi) =:î.,
ai (^t —- ^o) + •. • = ̂  — ^i ;

résolue en ̂  — ̂ , elle donne un développement

.ri—^o=Pi(^—^i )-+-...,

âfo/^ le rayon de convergence est au moins égal à r. En portant ce déve-
loppement dans les équations (E), où l'on fait x=x^ y=y^ on
trouve des équations en A, B, ..., dont les coefficients sont holo-
morphes ou méromorphes en A tant que l'on a | X -- XJ << r.

Supposons p <^ r; ces équations ont des solutions lorsque | \ — XJ
est inférieur à p; elles se réduisent donc à m — i équations indépen-
dantes; les conditions pour qu'il en soit ainsi sont rationnelles par
rapport aux coefficients, donc méromorphes en ^ — À < dans le cercle y
de centre X^ et de rayon r; elles sont satisfaites dans ce cercle y puis-
qu'elles le sont dans le cercle concentrique de rayon p. Les rapports
des inconnues A, B, . . . , à l'une d'elles sont donc méromorphes en X
dans le cercle y. Ceci suppose que les m -— i équations restent indé-
pendantes; il peut y avoir des valeurs de 'X pour lesquelles elles sont
reliées linéairement, mais ces valeurs sont isolées et les rapports des
A, B, ... restent méromorphes pour ces valeurs.

Enf in , toute région finie du plan, comprenant le point X^, peut être
recouverte par un nombre fini de cercles de rayon r, dont les centres
sont les sommets de triangles équilatéraux juxtaposés dont le côté a
une longueur r^ <^ r, le centre de l'un d'eux étant \o; dans ce dernier
cercle, les coefficients de F sont méromorphes, puisqu'ils le sont par
hypothèse au voisinage de Àç ; ils le sont encore dans les cercles dont
les centres sont intérieurs au précédent; et ainsi de suite.

c. Q. F. i).

13. Des propriétés précédentes on déduit que les intégrales J et K
sont de même'espèce y ont les mêmes périodes^ qui sont au nombre de deux
au plus.
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En effet, donnons à \ la valeur ûxe ^o ; soient y = y](^)? ^ = ^(y)
les fonctions algébriques définies par l'équation

F(^,y, Âo) == o.

Si le point analytique (^, y]) décrit un chemin le long duquel J varie
d'une quantité a, le point (y =Y], ^ = ^ ) décrit un chemin corres-
pondant le long duquel K varie de — a, puisqu'on a

J+K.=^o .

Donc J et Ksont de même espèce et ont les mêmes périodes.
Si ces intégrales avaient trois périodes, on pourrait trouver des

circuits fermés le long desquels J + K varieraient d'une quantité £ aussi
petite qu'on veut, et l'on aurait

F(^y , î i ) =o,
F(^,y, ^ + £ ) = = o ,

ce qui est impossible, puisque F est uniforme et méromorphe en À et
que ses zéros sont isolés.

14. On a, quels que soient x etj,

F ( ^ , ^ , J + K ) = = o ;

donnons à y une valeur fixe ; l'équation précédente devient une relation
entre x et J (a?),

$(^J )==o ,

dont le premier membre est un polynôme en oc, à coefficients uniformes
en J. Si l'on donne à J une valeur finie, on a pour x un nombre fini de
solutions; les points où J est infinie sont parmi les pôles de ds. ils

UiOC
sont aussi en nombre fini.

Il y a trois types à distinguer :

i° J n'a pas de période; c'est une fonction rationnelle R {x, Y]), car
elle est uniforme en x et r\ et n'a comme singularités que des pôles
en nombre fini.

7C/J

2° J a u n e période 20; on voit de même que e û> est une fonction
rationnelle ; J est de troisième espèce.
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3° J a deux périodes 200, 2o/; p (J [201», W) est une fonction ration-
nelle et J est de première espèce.

VII. — Étude des familles isothermes.

15. Je considère par exemple une famille du troisième type; l'une
des courbes, Co, possède l'intégrale î{z) considérée précédemment;
posons

2 J (z) ='X -}- îp;

les courbes C\ et Cp sont représentées par les équations

R^^^p^+ip,
2

X — g'pï V ( Ç , ^ ) = p

Ce sont des transformées algébriques des courbes T^ Fp représentées
par les équations

z^^e,
z-=,,i-̂ ;

les formules de transformation sont

(T) Z^R^ ,^ ) , Z^R^Ç,^).

L'équation de la famille I\ est^ comme nous l'avons vu,

Z^—a/ZZ^Z+Z^) ^l2(Z+'ir)î•+•(l~g'^^lti\ZZf

-^-(^^^^)(Z+Z /)+^^+^^=o (i=P^

C'est une famille de cycliques dont les quatre foyers sont fixes; run
est à l'infini, les autres sont déterminés par l'équation
(i) W—g^-g,=o.

Pour / infinie on obtient une courbe double de la famille
(Z-Z^==oî
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il y en a d'autres : en écrivant que le premier membre de l'équation
est un carré, on trouve la condition

^--^s^—^^O;4^

ainsi quatre des cycliques sont aplaties suivant un cercle ou une
droite; ce sont les courbes exceptionnelles de la famille.

16. Comme les cycliques sont homofocales, elles ont la même
surface de Riemann S; elles peuventprésenter deux aspects différents.

Premier cas. — Les racines de Féquation (i), qui donne les foyers,
sont réelles, soit c^c^'^>c^; représentons par 200 et 2^oo / les périodes.
Lorsque X varie de o à 200, on a un ovale de la courbe C^, d'abord
aplati suivant la droite (—co, 0^)9 qui balaye le feuillet supérieur de S,
puis vient s'aplatir suivant le segment (c^, c^); de 200 à 4e0? l'ovale
balaye le feuillet inférieur. Pour À e tX4- 200, /===pX a la même valeur,
on a deux ovales de la même courbe algébrique. Enfin aux valeurs
À== oo et X •= 3 oo correspondent deux cercles dont les projections sur
le plan sont superposées et forment l'une des courbes exceptionnelles,
qui est un cercle de centre c^ par rapport auquel les foyers c^ et ^
sont conjugués.

Second cas. — Les racines c^ et 6*3 sont imaginaires conjuguées;
écrivons les périodes 200 ± 2z'ûy. Pour 'X === o, la courbe G), se réduit
au segment ( — co, c^) de l'axe réel ; lorsque À croît, on a un ovale qui
balaye le feuil let supérieur de S; pour À=OJ, il s'aplatit suivant un
arc de cercle de centre c^y joignant c^ et €3 et ne rencontrant pas le
segment (—a), c^)- I^e oo à 200, l'ovale balaye le feuillet inférieur.

En général, les coupures suivant lesquelles se raccordent les feuil-
lets d'une surface de Riemann sont arbitraires; ici nous avons des
coupures pour ainsi dire naturelles, ce sont les courbes aplaties de la
famille.

La transformation algébrique (T) fait correspondre à un point Z
k points analytiques \z, 'Q, à l'une des cycliques une courbe com-
posée de ik ovales dans le premier cas, de k ovales dans le second.
Si À varie, chacun des ovales balaye la surface de Riemann correspon-
dante en s'aplatissant 2^ fois; les ik courbes aplaties peuvent être
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regardées comme des coupures de la surface; d'ailleurs, l'une des
courbes de la fami l le peut avoir d'autres foyers que ceux qui l imi tent
les coupures précédentes,

17. Les courbes Fp, orthogonales aux cycliques, forment aussi une
famille de cycliques homofocales; on peut suivre la déformation d'un
de leurs ovales lorsque p varie; il balaye la surface S et s'aplatit deux
fois, suivant les segments (c;,, c^) et (<^, -+- co) dans le premier cas,
saivant le segment (c^ 4- 30 ) et l'arc qui complète le cercle (^, c,)
dans le second.

On voit sans peine que les images successives d'un point du plan
par rapport à l'une des cycliques sont sur âne même cyclique de la
famille orthogonale.

Par la transformation (T), on obtient la famille orthogonale Cp, qui
est algébrique. Une courbe C\et une courbe Cp aplaties s'associent pour
former des arcs d'une même courbe algébrique. Enfin un point du
plan donne naissance à plusieurs suites d'images situées sur des
courbes algébriques, qui sont les courbes Cp issues du point.

Une courbe C ne peut avoir deux intégrales de première espèce dis-
tinctes n'ayant chacune que deux périodes/ à moins que les images
successives d'un point ne soient en nombre limité; car une des suites
d'images successives doit se trouver sur deux courbes algébriques
distinctes.

18. On peut faire une étude analogue des familles isothermes du
premier et du deuxième type; ce sont des transformées algébriques de
la famille des droites parallèles

X+7/==À,

ou de celle des cercles concentriques
7I/J=e\ e

VIII. — Application des propriétés des familles isothermes
à la recherche de la fonction de Grreen.. Anneau.

19. L'équation/(^, z\ X) = o représentant une famille isotherme,
supposons qu'un ovale G' de la courbe G), balaye un anneau A, en

Aim, Éc, Norm,, (3) , XXXII. — A V R I L 1915. l3
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passant de C\ à C., lorsque À varie de )^ à ^3; A est la projection d'un
anneau B situé sur un feuil let de la surface S correspondant à l'une
des courbes de la famille; soit J ( z ) = i()\. 4- i p ) l'intégrale que nous
avons étudiée. Je suppposeque G'dans sa déformation reste sans point
singulier et que J(-s) soit une fonction analytique en tout point de A.

En un point ̂  de l'ovale Cp J (s) prend une valeur

J(^l )= ~ ( ^ l + ^ P l ) i

si z parcourt C[\ 'X reste fixe, p varie de pi à pa. Par ^ passe une trajec-
toire orthogonale de la famille, C^ ; considérons-la comme une coupure
qui rend l'anneclu simplement connexe; dans l'aire A coupée, À varie
de 7^ à X^, p de p i à p^ . La formule

u -+- ty ==J( / s ) — J ( ^ i )

donne la représentation conforme de cette aire sur un rectangle limité
par les droites

^^V
. " '' 2 '

p=0, ^P^P'.
2

Soit une seconde famille isotherme au moyen de laquelle on définit
une intégrale K(Z) et un anneau analogue à A; si %i est un point de
l'un des bords, la formule

U + ^ V = K ( Z ) — K ( Z i )

représente Panneau sur un rectangle limité par des droites

U = o:, U =

V==o, V=

4~^
2

^2——^1

Les deux rectangles sont semblables si Fon a

^——I^ __ P2"-"J^
4 _ _ ^ "~-^_^/
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on les représente l'un sur l'autre par l'équation

U +lV=lî~ll (u -4-^),
Àg —— AI

d'où, pour les deux anneaux,

K ( Z ) ^ K ( Z , ) ^ J ( ^ ) - J ( ^ Q
-2—— ' l ^2~~~ •^î

II est clair qu'on peut supprimer les coupures.
Supposons par exemple la seconde famille composée de cercles con-

centriques, dont l'équation est
ZZ^^;

on peut prendre
Z i = = R i , ^=o, /-i=:o, /^ =4^,

K(Z)=Iog-(|-

On détermine Ra par la condition

l ogRa—IogRi _ ^ 2 — ^ 1
27T """pa—pi

L'anneau A est représenté sur un anneau circulaire par l'équation
T / S v / \ 2 7 T . ZJ (^ )—J(^)=-———-lOg^-p a — p i Ki

Comme la fonction g est connue poar l'anneau circulaire (Chap. III,
n0 1), on sait la former pour A.

20. Pour appliquer ce qui précède, il faut connaître la fonc-
tion X(^,/s') qui satisfait à la condition À^==o. 11 peut arriver que
l'équation de la famille isotherme soit donnée sous la forme
OY F(^,Q=o,

le paramètre /é tant une fonction inconnue de À, qu'il s'agit de déter-
miner. Posons

F[^SZ(ÎO]=/(^^);

on sait que yl " , ' ) devient une fonction p ( z ) lorsqu'on y remplaceys^; z i Â) » \ / i ./ A
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z ' par, sa valeur tirée de l'équation fÇz, z^ À) = o. On a donc

à¥ àî . ,dl
àz:~à:};=^s)d):

lorsqu'on remplace dans le premier membre ^ par sa valeur tirée de
l'équation (i)'.

D'où la méthode suivante : on élimine z ' entre l'équation (i)' et
l'équation

^F àV_
' as'' a i 9

on trouve une équation en X dont une solution est le produit d'une
fonction de z par une fonction de /,

X = = p ( ^ ) Â ( / ) ,
et Fon a

Ê-^

•I(^——/p^)^. •

Partons par exemple des ellipses homofbcales dont l'équation est
a,-2 y2 _. •a^ri^'b^ri—1—0

ou bien
F(.s, 5',7)scs^2—2(û!2-^è2+2Qsa'+c2-; '2+4(a2-^-^(62+^)==o;

on trouve
^/(as^roT&^rzy

A — —————. ~———y
1 ̂ 3^ — C2

^^^'^T^y^frïTo J(^)=-/A—^==^rccos^.aA 2 J yz^— c2 c

L'anneau compris entre deux ellipses homofocales est représenté sûr
un anneau circulaire par la formule

z , Z •îarccos- =r lo^-?c ^ c
c2

25==Z+y
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21. Anneau compris entre deux cycliques homo focales. — Une
cyclique a quatre foyers, c ^ y c^y c ^ y c.̂  qui sont sur un même cercle ou
dont deux sont conjugués par rapport à un cercle passant par les deux
autres; si, par une inversion, l'un des foyers passe à l'infini, on se
trouve dans le cas étudié au n° 16.

L'intégrale de première espèce est

J(^) = r
\f{^ — Ci) (s — Ça) (s — €3) (^ — €4)

D'après ce qui précède, nous savons former la fonction g pour l'anneau
compris entre deux ovales de la famille. Dans la solution donnée au
Chapitre III, n° 11, il a fallu supposer que les deux ovales appartiennent
à la même courbe et que les images successives par rapport à cette
courbe sont en nombre fini ; la méthode actuelle est donc plus géné-
rale.

Comme cas particulier, on peiit réduire les deux ovales aux segments
de cercle ou de droite c^c^ et c ^ C r , qui appartiennent aux courbes excep-
tionnelles; g est donc connue pour le plan tout entier dans lequel sont
tracées ces deux coupures.

IX. — Intérieur d'un ovale.

22. Soient c, et c^ les foyers contenus à l ' intérieur de l'ovale C
d'une cyclique; en considérant comme une coupure l'arc de cercle ou
de droite suivant lequel C / peu t s'aplatir en balayant l'intérieur A de
l'ovale, on transforme A en un anneau. D'autre part, une ellipse et la
droite qui joint les foyers 4- c et —c limitent un anneau A'; les deux
anneaux sont représentés l'un sur l'autre par la formule

/^___________ds_________ ̂  f^—dz

J^ ^ - c,) {z - c^ (z - €3) (s-c,)~ J, ^/Z^~

pourvu que la constante réelle a satisfasse à la condition

r^ dz ^ ̂  r~0 dZ
j ̂  y/O — Ci) {z - c,) (z - €3) (5 - c,) "~ J^ V^"-^
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Les deux coupures se correspondent point par point ; en un point -r;
est le même des deux côtés de la coupure; on peut donc supprimer
celle-ci; l'ovale A est représenté sur l'intérieur d'une ellipse, la fonc-
tion g est connue pour A.

La même méthode s'applique à l'ovale C" d'une courbe appartenant
à une famille isotherme, si l'un des ovales de la famille, intérieur à G',
est aplati suivant une ligne c^c^ et si les deux déterminations de J(-s)
en un point de cette ligne ont une somme nulle. Ces conditions sont
réalisées pour les familles du troisième type.

X. — Rectangle curviligne.

23. Deux courbes C'̂ , G^ d'une famille isotherme et deux trajec-
toires orthogonales Cp^, C.y limitent un rectangle curviligne A dans
lequel je suppose qu'il n'y a aucun poin t singulier de la famille. On
représente A sur l'aire analogue, limitée parles courbes C/^, C^, C,.^, C^
d'une autre famille, au moyen de l'équation

J ( ^ ) - . J ( ^ ) ^ K ( Z ) - K ( Z i ) ,
À g — — AI / g—— /^

Zi et Z< sont des sommets tels que l'on ait

2 J(ci ) = ̂ 4- î'pi, 2 K(Zi) == /i+ ir^

et l'on suppose remplie la condition

P2 —— PA „„ ^2—— /'l ^

À2—— AI 4—— A

Prenons par exemple pour C^ et C^ deux cercles concentriques de
rayons R< et IL» pour Cp^ et Cp^ deux rayons faisant l'angle a; pour C^
et C/deux cercles concentriques de rayons B^ et R^, pour C^ et C/,
deux rayons dont l'angle est TC; on trouve la condition

et l'équation

, Ri 7T, Rilog— =-_.log—
1<.2 oc Ma

, z a, Zlog^^log^-
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ou bien
a

^ _ _ / _ z _ \ "RI-VR'J '
Si Ra et R^ sont inf in iment petits, on obtient à la limite un secteur
d'angle a représenté sur un demi-cercle par l'équation précédente, R^
et Rg étant déterminés par les conditions

TÇ TC

R^R", R^R^.

24. Régions limitées par une hyperbole, — Une hyperbole H l imite
dans le plan trois régions; Ï ' uneyA, contient le centre; les autres, A^
et A^, contiennent chacune un foyer, •+- c et — c. L'hyperbole équila-
tère homofocale H' limite de même des régions A', A\y A^.

Prenons la partie de A intérieure à une ellipse homofocale E et la
partie de A' intérieure à une ellipse analogue E'. On peut faire la
représentation conforme de ces régions l'une sur l'autre si E et E'sont
convenablement associées. On a

2 J(-s) == À -h- i p = arcsin21;

sur les deux branches de H, À prend des valeurs ±:X,, sur celles
de H' les valeurs ± ^; d'où la formule4

I . 5 2 . Z— arcsm- = -arc sm --
2Ài C 7T C

II est facile de calculer À^ en fonction de l'angle a que font les asymp-
totes de H; le sommet de la branche de droite a pour coordonnée z

az-==ic cos-?
2

on a donc
, _ TT a

1 2 2 '

. 2 ( 7 T — a ) . Z: ç gin -————- arc sm — •
7T C

Si l'ellipse E devient infiniment grande, il en est de même de E', et



îû4 GEORGES LERV.

l'équation précédente représente l 'une sur l'autre les régions A et A'.
Pour les régions focales A^ et ' A\, je les coupe par l'hyperbole

aplatie II" qui va du foyer c à l ' i n f in i , et je les l imite respectivement
par des ellipses homofocales E et P7. Sur H, IFet IF, À prend respecti-
vement les valeurs -'——a? ^ et -; d'où la formule2 4 2

i r • z ^1 i r - . x Tri—————— arc sin~- — — == ——— arc sm ~ — - ?
TT — a TT [_ c 2 J TT TT l c 2 J

2 2 4 2S

. 2a Z.3==cs in—arccos- -
TJ. C

II est évident qu'on peut supprimer les coupures et supposer E et E'
inf in iment éloignées.

Dans les deux exemples précédents, z est fonction algébrique de Z
si l'angle a des asymptotes est commensurable avec TT; or g^ que nous
avons formée pour les régions A" et A\, est fonction a lgébr ique d e Z ;
donc la fonction g, pour une aire l imitée par une hyperbole, est fonc-
tion algébrique ou transcendante de z suivant que le nombre a est
rationnel ou irrat ionnel . Cela concorde bien avec ce fait que, dans le
premier cas, les images successives sont en nombre limité, et qu'il y
en a une infinité dans le second.

Nous connaissons maintenant la fonction de Green pour toute aire
plane dont le bord appartient à une conique ou à une cyclique.

CHAPITRE V.
AIRES LIMITÉES PA.K DES CERCLES.

I. — Deux cercles extérieurs.

1. Soit A l'aire extérieure à deux cercles C, etC^, qui sont extérieurs
l'un à l'autre; il existe deux points, a^ intérieur à C< et a^ intérieur
à C^, qui sont images par rapport aux deux cercles. Appelons^, l'image



SUR LA FONCTION DE GREEN POUR UN CONTOUR ALGÉBRIQUE. lo5

d'un point z par rapport à G, et ^3 Pimage de ^ par rapport à Ça ; on
passe de s à ^2 par une substitution hyperbolique dont les points
doubles son ta^ etâ^. Les images successives du point z sont sur le
cercle za^ a^ et tendent vers les points doubles ; les régions successives
sont des anneaux limités par des cercles par rapport auxquels <2, et 03
sont conjugués; elles couvrent une seule fois le plan.

Les équations dés cercles C^ et Ça sont
s — di z^— a\ ^
_ _ _ _ _ - _ _ _ _ _ _ _ i „„„„„..„„. pr\\

s — a_ z'— a'^ '
Z——d^ Sr—Cl' ^

—————————————— — — — — — — — — — — — — — — ^ Q h_

z—a^ ^—a^

en désignant par )^ et 5^ des constantes réelles. Posons ^ = log"""^;
Z "~~" CLff

les équations précédentes s'écrivent

Ç + ^ = ^ , ' ^ -h^=À2.

Soient ̂ , ^2 les valeurs de Ç correspondant à ^ e t Ç i a ; on a

^ "î"" ^1 == ^lî Çl2~+~ '̂i :=: ̂ 2}

Çl2==^2——^l+^

On peut considérer g(z) comme une fonction y(^); elle possède les
propriétés suivantes :

i° Quand z décrit C < , g ( z ' ) augmente d'une certaine période 2Û; on
a donc

/(S+27r0=/(^)+2^;

'2° D'après les propriétés d'images, on a

/(S+^-^)=/a), ^ai-so^-^o;
3° e8 admet comme pôle simple le point donné ^o et comme zéro son

image ^ ; ef aura pour pôle et zéro les valeurs

So=Io^^=^ ^=^-^0;
ZQ——Osi

4° A l'aire A du plan z , coupée par le segmenta a^y correspond dans
le plan ^ un rectangle dans lequel e^ est uniforme et méromorphe.

Ànn. Éc. yorm., (3), XXXÏÎ. —AVRIL iQi5. i4
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Par suite, e^ est une fonction doublement période de seconde
espèce, qu'on peut exprimer au moyen de la fonction a1 deWeierstrass
admettant pour périodes 20^ ==À2 —X., , 2002 == 2iu; on a

'M>=^1^
a et (3 sont des constantes qu'on calcule en exprimant que les propriétés
d'images sont vérifiées ; en utilisant la formule

^ ( u — 2 coi ) = — e-^it ̂ >i) ̂  u,
on obtient

a=-^ao+^-^),&)i

p=-^
^-^(^•'-^•-^-^Q-^-

En particulier, si A est l 'anneau compris entre deux cercles concen-
triques de r<ïvons r ^ et î\, on posera

^ = = I o g ^ , À i== log^ , Â2=:logr|,
^ ^_f. -j -^o^Jog—^-

^(.)=10g————^L-^log^log^.
. A » U)l / < -Mj^!og-^

-^o

M. H. Villat a formé, par une méthode toute différente, l'expression
d'une fonction harmonique prenant des valeurs données sur les deux
cercles; on retrouve cette expression en appliquant la formule de
Green à la fonction harmonique cherchée et à la fonction g ( s ) dont
nous venons d'obtenir la valeur.

Considérons les courbes ayant pour équation

a { x ^ y ) •==- une constante k^

pour 7c infiniment grand positif, la courbe est analogue à un cercle
infiniment petit entourant le point ^o ; lorsque k décroît, la courbe
grandit en balayant A; elle se rejoint elle-même en acquérant un point
double et se divise en deux ovales qui, pour la valeur À = O , s'appli-
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quent sur C^ et Ça. La valeur de z qui correspond au point double est
celle des deux racines de Inéquat ion

^=Ç(^+^-^)-Ç(Ç"?o)- z ?-(^-^-£o-^)=o
ciz coi

donnant un point intérieur à A; tu désigne ici la fonction ,- logo^/.

II. — Deux cercles tangents.

2. S I C , et Ça sont tangents extérieurement, les points doubles a^
et a^ sont confondus avec le point de contacta; la substitution [^, ^2]
est parabolique et l'on doit s'attendre à trouver pour ^ u n e dégénéres-
cence des fonctions doublement périodiques.

Prenons comme origine des coordonnées le point <2, l'axe réel étant
dirigé vers le centre de C^; désignons par ^ et /'a ^es deux rayons ; les
équations des cercles sont

(CQ ' -^+^==-^=:Ài ou Ç+^=^
"<y -0 • l \

(C,) 1+1=-!- ==À, ou ^-Ç'=^,
2 Z / g

en posant
y_ i

-s?
On a la relation

^12== A S — — ^ l - + - $ î

^(5) est une fonction/(^) dont on forme l'expression comme dans le
cas précédent :

ï'Ki y 2 TU -> >;/• .
^——— ç r——r- ( Ai -~ Ço )

çh»,—AI —— ^/.2—AI

^(^)=log———^j-^———^r-——•
r——T- -, T Y '°

^Àil——AI ——— Q^i——AI

III. — Deux cercles sécants.

3. Si les cercles C^ et €2 se coupent aux points a, et 03 sous
rangleî, n étant entier, la substitution |>/Ci2J est elliptique. Les
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équations des cercles s'écrivent

S-^^i, ê-^^,,
en posant

.. , s — a^^log——^
M ——^â

et en désignant par \, et ^ des constantes réelles, qui satisfont à là
condition À^ — ^ == 7r. On a

, . , e^—e^
^=^'e^=r^

firL^Y^ (îiZL^ïY
= lO-^"^2^ ^ 1 — — ^ 2 / .

fc/^^y / ^ _ ^ \ ^ >

\ ^ — — ^ 2 / ^0—^2/

^i ^st Fimage de ^o par rapport au cercle C^ et ^ est la valeur corres-
pondante de Ç.

On peut former la fonction g pour l'aire A en utilisant les propriétés
des familles isothermes; il n'est pas indispensable que l'angle a des
deux cercles soit sous-multiple de -n:. La formule

Z=

7T

•a,Y

donne la représentation conforme de A sur un demi-plan, et Fon trouve
^ î

'in îY_ /^i—^iV
^ — a - j ) \z^—a2/^=log
lr îy_ /^-atV^-^y_ /f

\^-~^2/ \-2^z—^g/ \ ^ — a ^ j

IV. — Aire limitée par p +1 cercles.

4. Étant donnés des cercles C,, C,, C^ appelons ^ l'image d'un
point z par rapport à C,, C.7 l'image de î:, par rapport à G,, ̂  l'image
de t,j par rapport à C^.

Soit l'aire A, d'un seul tenant, limitée par des cercles C ^ , C,,. . . , C^,
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ou des arcs de ces cercles, et contenant le point à l 'infini. Je suppo-
serai que les substitutions [z^ t,j}, où i et j sont deux nombres dis-
tincts de la suite i, 2, . . . ,p-4-i , engendrent un groupe discontinu,
groupe fachsien si les cercles sont orthogonaux à un cercle r, sinon
groupe kleinéen. Le polygone générateur est formé de A et de Fune de
ses images par rapport aux cercles donnés ; il est symétrique. La
fonction —^ possède les propriétés d'images :

dg _ dg' dz' dg _ dg dz
"^^^"^'^ ^~^~dzd^}

d'après la seconde égalité, -^ est une fonction 9 de degré m === i ; ses
pôles sont les images successives de ^o?1! y en a deux dans le polygone
générateur; enfin elle admet comme points singuliers ceux au voisi-
nage desquels se trouvent des images d'un point quelconque z de A :
ce sent ies points doubles des subs t i tu t ions hyperboliques et parabo-
liques du groupe et les points limites de ces points doubles.

Il y a, comme on sait, deux cas importants à distinguer :
i° Les images successives du polygone A recouvrent tout le plan ; la

fonction d^ est alors définie et uniforme dans le plan ; il en est ainsi,
cïz

par exemple, si, le groupe étant fuchsien, A contient un arc non nul
du cercle orthogonal F.

2° Les régions successives ne recouvrent qu'une partie du plan; par
exemple, le polygone A est fuchsien et a au plus des sommets sur F.

Si A est un polygone fuchsien du premier cas, on sait, par les tra-
vaux de MM. Schottky, Burnside, Ritter, que les séries 9 du degré m = i
sont convergentes et peuvent servir à former une fonction 0-fuchsienne
dont on connaît les pôles, en particulier^- On peut le démontrer de

la façon suivante :

y. —. Polygone hichsien. Premier cas.

5. Un poinU ap + i images ^ par rapport aux cercles donnés; Je
dirai qu'elles forment un premier groupe, ou groupe de rang u n ;
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chacune d'elles a/? images ̂  différentes de z, formant un deuxième
groupe; et ainsi de suite. Cherchons à exprimer ̂  par une série ana-
logue aux séries 0 :

^)-ïi^)-2H/^ï h2I-I^)^'-2H/^ /)S4-••?

où H(^) désigne une fonction rationnelle et ̂  une somme étendue

aux images du n^ groupe; ainsi

2H'(n^=ir(çi)^+H/(ç.)^4-...+H'(ç,,,)^.

Il faudra d'abord démontrer que la série 0 est absolument convergente
et ensuite choisirH(^) en tenant compte de ce que d^ a un pôle simple
au point donné So de l'aire A et en toutes ses images.

La série 6 est absolument convergente si le point z et ses images sont
distincts du point à l'infini et des pôles de îï(s) et si aucun pôle
de H(^) n'est un point singulier du groupe. Il suffit, pour le démon-
trer, de vérifier que la série

0) 2 ^

dz 4-2fciz

est convergente, car les valeurs absolues des quantités îîÇQ et ir(^)
sont limitées supérieurement. I/une des démonstrations données par
M. Poincarépour le cas w = û s'applique presque sans modification.

LEMME. — // existe un nombre K, indépendant du rang' n, tel que
Von ait

M^
mn

maximum de

minimum de

d'^
da
<,
dz

<K,

C^ désignant pour abréger l'une clés images du n1^ groupe, et cela
lorsque z parcourt une petite aire c contenue à F intérieur de A.
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En effet, suivant que le rang n est pair ou impair, on a

^ ou •^=°^±^ (a/A-^==i),
Vît3 ~T- Ojî,

d'où l'on tire
d^n, _ ______1 ___ 1 1 .

dz ~~ |y,^4-<^|2 '""" |y«|2 \z—^'

\
le point \}.n == — JL est celui dont l'image ̂  est à l ' infini, il est extérieury/i
à A quel que soit n, de sorte que 1 z — p.̂  | a un minimum d et un maxi-
mum D lorsque z est danâ c. On voit que K a pour valeur -,j-

c. Q. F. D.
On peut compléter ce lemme. Si les p +1 cercles qui l imitent A

sont extérieurs, les points singuliers du groupe sont à une distance du
bord de A qui a un minimum d^ non nul; supprimons de A le voi-
sinage du point à l 'infini ; nous obtenons une aire B telle que/pour
chacun de ses points -z, \z — p.̂  | a un maximum D^ Dans PaireB, nous
avons

M^ B L '
m.^r/r

D2

on peut donc remplacer cpar B, K ayant pour valeur — lien est encore
ainsi lorsque deux ou plusieurs des cercles donnés sont sécants.

Si un sommet a du polygone A est point double parabolique, c^est
un point limite de points ^ ^ si l'on prenait s confondu avec a,
\z—;j^| n'aurait pas un min imum d^ -=^ o. Nous supprimerons alors
de A le voisinage de a pour obtenir la région B dans laquelle le lemme
est applicable.

Le lemme est exact, que A soit un polygone fuchsien ou kleinéen,
symétrique ou non.

6. Ceci posé, so i tLo la longueur totale des arcs du cercle F contenus
dans A; comme on peut supposer que F n'est pas une droite, ces arcs
sont aussi dans B. Soit L^ la longueur des arcs de T contenus dans les
images du rang n de A; ces arcs sont dans les images de rang n de B.
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^•^M,,,
A^o

â^ < M ^ Vjn—J— ^ IVJ/t ̂  S\'H',idr

^KL,
Lo '

la série (i) est convergente comme la série Lç -{- 1̂  -+"..., qui a pour
somme la longueur du cercle F..

La série 6 est donc absolument convergente dans l'aire B, donc
dans A, à l'exception du point à l ' i n f in i , des sommets paraboliques et
des pôles de II(^). Or elle possède la propriété d'images

w=-°'^
elle est donc absolument convergente dans tout le plan, à l'exception
du point à l ' inf ini , de ses images, des pôles de H(^), de leurs images,
des points singuliers du groupe et de leurs points limites.

En un pôle de H Çz) ou en l'une de ses images, un terme de la série 0
devient infini; les autres termes forment une série convergente, O(^) a
donc un pôle.

Voyons ce qui arrive au point à l ' infinL Supposons que ce soit un
point régulier pour H(^); en mettant à part le premier terme, on peut
considérer la série 6 comme somme d ^ p -{- i séries ayant comme point
initial, au lieu de z;y l'une de ses p+i premières images; on peut
appliquera ces séries les raisonnements précédents, elles sont abso-
lument convergentes, donc û(^) est une fonction régulière au point
à l'infini,

^)==A+B+^+...;
Àf S

je disque les images du point à l'infini sont des pôles; l 'une des images
de rang un, par exemple, est le centre co^ du cercle C^, dont je désigne le
rayon par R^ . On a

. Ri
?i=="i+—-—

S — &)<
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et
^)=-ô-^

_ ( B' C' \ ITi_ ̂ . 4- ?- + ̂  +.. .^^_^

__^R|_ __B__ .
—— TS——————— -+- ~—————— -+- ^j -+-...,

( Ç l — C O i ) 2 Ç l — C O a

coi est donc pôle double en général; pôle simple si A" est nul, c'est-
à-dire si le point à l ' infini est zéro de H(-s); point régulier s'il est zéro
double.

En supposant maintenant que iï(^) soit infinie au point à l ' infini ,
on voit que ses images sont des pôles de 0.

7. Nous allons vérifier qu'il existe une série 6(z) possédant les
propriétés qui définissent—1; l'existence de cette fonction sera dé-
montrée et nous en aurons une expression analyt ique valable dans tout
son domaine d'existence.

Je prends pour ï î ( z ) la fonction ———; la fonction
I. A. \ > Z —— ZQ

R,^- -I , v ' dv y ' ^ ,0 ( -' ) - T=-^ -^ ç7^ Tte" ~2^ ç-^ dz + • • •
l 2

est infinie comme €J^ en z^ et en chacune de ses images, mais elle est
uZ

nulle à l ' infini comme ï-, tandis que €-^- doit être nulle comme \' Soitz • -• cis •^
alors OD, le centre du cercle €,(?== i, 2, . . .,p + i); la fonction

fi ( -\ - î _^ v I x dv \ v I I— ^—
^ ^ " ^ z — ^ i ^2S /—c.);• dz ^^^—^idz ' "

1 2

est régulière en tout point de A, nulle à l'infini comme ^; elle n'est pas
identique à zéro. Désignons parA^A,,, ...,^-n, des constantes réelles;
la fonction

^(s)~=:e(z)-^h^9^s) +...+VM ôp^i^}

admet le point à l'infini comme zéro double si les constantes vérifient
Ann. Éc. Norm., (3), XXXII. — AVRIL 1915. 1^
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l'équation
(2 ) Âi+^2-4- - - .4-/^+..i= I .

Elle possède les propriétés d'images,

^(Ç.^+Q^^^O.;

donc la fonction ^(5)== ^ (p(j5)rfs satisfait sur les p-4-1 cercles
donnés à la condition

^(Ç,)+^(^)=const.,

c'est-à-dire que la partie réelle de ^(-s) est constante sur ces cercles;
il en est ainsi pour g, mais les constantes doivent avoir pour valeur o.
Écrivons donc les équations

partie réelle de f [ 0 ( s ) + /^ ^ i ( ^ ) -+-.. .4- h^ ^+i(^)] cls==o,

en prenant successivement l'intégrale d'un point du cercle C^n à un
point de chacun des cercles G ^ , C^, .. -, G^. On forme ainsi p équations
du premier degré à coefficients réels pour déterminer, avec l'équa-
tion (û), les paramètres A. Ces équations sont indépendantes des
chemins d ' intégrat ion parce que les périodes de la fonction ^(^) dans
l'aire A sont purement imaginaires.

Si le déterminant des p+ i équations linéaires était nul , il existerait
une fonction analytique

J" [h, Q^z) ̂ . . .+/^i Q^(z)]dz,

régulière dans A, dont la partie réelle serait nu l l e sur le bord de A et
dont la partie imaginaire ne serait pas constante dans A (car elle a des
périodes, 2'Tu/^ autour du cercle Q); ce qui est impossible. Donc le
déterminant n'est pas nul, on trouve pour les paramètres h un système
unique de valeurs, la fonction g a pour expression

^ = f [^)+Mi^)^...+A^^^)]^

'origine d'intégration étant un point du cercle C^. Si l'on remplace
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les fonctions 0 par leurs développements^ on voit que es est exprimée
par un produit enfin convergent»

M. Burnside a étudié les propriétés des fonctions j (6^-—-0^<^,
dont l'analogie avec les intégrales de première espèce est évidente
( Proceedings of thé London mathemalical Socîety^ vol. 23, 1892),

VI. — Polygone hieméen. Premier cas.

8. L'aire A est limitée par des cercles C^ Ça, ..., C^n, qui ne sont pas
orthogonaux à un même cercle F; je me bornerai pour abréger au cas
où ces cercles sont extérieurs deux à deux. Si Fon démontre que les
séries 9 du degré m = i sont absolument convergentes, on pourra
former—comme pour un polygone fuchsien.

Supposons cette convergence démontrée lorsque Faire est limitée
par/? cercles. Je trace un cercle entourant Cp_n et laissant'à son exté-
rieur les cercles Ci , ..., C^; par une inversion, je transforme ce cercle
en une droite A, qui sépare ainsi C^ des autres cercles donnés.
L'usage de A par rapport à C^n est un cercle A'.

Première remarque. — M'arquons sur A un segmentAB de longueur L,
ayant pour milieu le point 0, projection orthogonale sur A du centre
de G^; Fimage de AB par rapport à C^ est un arc du cercle A', dont
je désigne la longueur par L\

Si des arcs de courbes sont tracés à Fintérieur des cercles Cq, . . . , Cp,
et si leur longueur totale / est assez petite, la somme des longueurs de
leurs images par rapport à C .̂n est inférieure à L'; il suffit par exemple
que /soit inférieure à la longueur CD découpée sur A parle plus grand
cercle concentrique àG^-n laissant à son extérieur les cercles C^ . . .?C^
et que L soit supérieure à CD; car si Fon étale sur CD les arcs de
courbes, on les rapproche de C^,.i, on augmente la longueur de leurs
images, et celle-ci reste inférieure à L'.

Si la longueur tota le^ est égale à/L (/<i), la longueur des images
sera une fraction deL^/'L';/' est en général supérieur à/, mais j a,
quel que soit/entre o et i, une l imite supérieure a; de sorte que la
longueur des images par rapport à C^-i est inférieure à a/L'.
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Seconde remarque. — Prenons sur A' ou à l ' intérieur de ce cercle un
point z; soit ^ l'une quelconque de ses images successives par rapport
aux cercles C^ ..., C^; d'après l'hypothèse, la série V ^ est conver-

ĤHB CfcS

gente; sa somme a un maximum M dans A'; si ^ décrit dans A' des arcs
dont la longueur e s t / ^ , ses images *C décrivent des arcs dont la longueur
totale est inférieure à ^ M.

Ceci posé, partons d'une longueur A prise sur A au voisinage du
point 0; la somme A, des longueurs de ses images 'C est f in ie ; elle tend
vers zéro avec X; en prenant "X suffisamment petit, on aura

^ - + ? 4 < C D < L .

Les images de toutes ces longueurs relativement à C^ ont une lon-
gueur totale X^ qui, d'après la première remarque, satisfait à l'inégalité

. ^ < L7.

Les images *Cde ces longueurs ^2 ont une longueur totale À^^L'M;
nous prendrons'la longueur L, jusqu'à présent assujettie à être supé-
rieure à CD, telle que l'on a i t^L>aL'M; c'est possible parce que ^
augmente indéfiniment avec L. Nous avons donc

À3<^L<iL•

En diminuant au besoin À, on peut supposer en outre À3<CD. Les
images des longueurs \ par rapport à C^, ont une longueur À,

^•^at/.
2

En continuant le même raisonnement, on arrive aux longueurs

^27î4-2 < -̂  Ci I/,

^M-1<^L;

comme X^., tend vers zéro, il existe une valeur de n à partir de
laquelle il n'y a plus besoin de diminuer À pour avoir \n^^ < CD.
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Les séries
î îL-}- -L+ — L -4-.. .,
2 22

a L^ ~t- - ̂  L7 -}- — a L' 4-...
2 2-

sont convergentes; la série X-+- À\ +^2+... l'est donc aussi; or on a
obtenu par le procédé utilisé une image quelconque de la longueurX
par rapport aux^ + î cercles donnés; "donc la série V -c étendue à

• . ' ^aMs a^, . ' ,

toutes ces images est convergente en 0 et, d'après le lemme, en un
point quelconque de l'aire A.

VII. — Polygone fuchsien ou kleméen. Second cas.

9. L'aire A, d 'un seul tenant et simplement connexe, est limitée par
des arcs de cercles; les angles de ce polygone sont nuls ou ont pour
valeur — ? m étant entier; les régions successives couvrent une seule
fois une partie du plan ; A est la moitié d'un polygone fuchsien ou
kleinéen symétrique. Je me bornerai au cas où A est un triangle dont
aucun des angles n'est nul.

Si la fonction ff(s) est connue, l 'équation

Z == e"sw

établit la représentation conforme de A sur un cercle, le po in t .s^
où g (^) est infinie correspondant au centre du cercle ; la relation

,, . i—Z .e^—i
/ji — l ———-7 :=r: i ———•———i -hZ ^)-n

fait correspondre à A la partie du plan complexe Z< située au-dessus de
l'axe réel. On connaît la fonction ^(Zi) , dont on a différentes expres-
sions, soit comme quotient de deux intégrales d'une équation de
Gauss, soit comme intégrale d'une fonction algébrique (intégrale de
Schwartz et de Christoffel). I l peut être intéressant d'obtenir l'expres-
sion de Z^ en fonction de z; c'est une fonction fuclisienney(;s).

Le polygone générateur du groupe est de genre zéro; toutes les fonc-
tions fuchsiennes sont des fonctions rationnelles de/(s); on sait
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former la fonction g sur la surface de Riemann correspondante
(Chap. III, n° 3) :

, ,__/(.S)-/(^)

^^A^T^)'
^ étant l'image de -ŝ  qui se trouve dans la seconde moitié du polygone
générateur.

Désignons par a^ a^ a^ les sommets du triangle A, par —•> —? —
les angles. Je considère la série thêta-fuchsienne

./ , i î i fciÇY ^ i /'clÇY
^=(T=-a^+lT?7::^^ ^1T=^W +--

1 2

pi est un entier positif; les différentes sommes sont étendues aux
groupes d'images de rang i, 2, etc. La fonction 0(s) admet évidem-
ment a^ comme pôle d'ordre p ^ et n'a pas d'autre pôle que a, et ses
images; on sait qu'elle est nulle en a.^ et 03; soient p^ e t /? 3 les ordres
respectifs de ces zéros. En se reportant à une formule démontrée par
M. Poincaré ÇActa malh.y t. I, p. 219), on trouve que le nombre des
zéros de 9, intérieurs à A, est

_ i r>,^2 p,^'^ ^+31.
U Q ~— — | •———————— —r- ^S ———————— | «

2 L m! mï m^ J

prenons p^ = a ; f2-^-2 etJ03-^- sont des entiers positifs; p^ est positif
ou nu l ; on a donc

/>2-+-2 ̂  p^+- 2 ̂  ^

m^ m^ '

^o=0;

ô (^) n'a pas de zéro à l'intérieur de A.
Considérons de même la fonction

- . i ^ i /d^Y
• ^^^(T^^^Tçrr^^ - + - • • • ;

elle est infinie en a^ nulle en a^ et a^ avec les ordres m^ — 2
et m^ — 2 ; elle n'a pas de zéro dans A.
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La fonction fuchsienne
^-^)^^-"^iy

n'a ni pôle, ni zéro dans A; elle est nulle en a^ finie en a^, infinie
en a^ ; on vérifie sans peine que la formule

7.^i fW

donne la représentation conforme de A sur la partie du plan com-
plexe Z^ située au-dessus ou au-dessous de l'axe réel;/*(^) est la
fonction cherchée.

On formera de la même façon /(^), quel que soit le nombre des
sommets du polygone A; si certains clés angles sont nuls, il faut modi-
fier la formule qui donne p^ (loc. cit., p. 224); on trouve encore
p,=o.

CHAPITRE VI.
APPLICATION DES IMAGES A QUELQUES PROPRIÉTÉS

DES COURBES ALGÉBRIQUES.

I. — Sur les points imaginaires en géométrie plane,

1. La représentation géométrique des points imaginaires des
courbes a préoccupé plusieurs savants : il suffît de rappeler les tra-
vaux de Poncelefc et de von Staudt. Considérons une courbe algé-
brique C, ayant pour équation

F(^ j ) ^ / ( ^^ )=o ;

dire qu'un point imaginaire, x •= a -+• bi, y=c-+- di, appartient à la
courbe, c^est dire que l'on a

F(a-+- bi, c-i-^')==/[a—â?4-^(&+c), a-^-d-^- i{b— c)] ==o;

donc les deux points qui ont respectivement pour première et seconde
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coordonnées
z ==. a —cl -{- I Ç b 4- c) , t,1 = a •^- d -^- i{b — c)

sont images par rapport à C; on peut les figurer géométriquement.
Inversement, à un couple d'images, s === a -+- pz , Ç'^ -y -4- â^ corres-
pond un point imaginaire de la courbe

a -+• y .6+5 ' a — y (3 — ô^=:——— ' - -{- i1-——, y==——" z- i- r——•
2 3 2 1 '2

Au même couple pris dans l'ordre inverse, s == y — îâ , ^rrr a — ;?,
correspond le point imaginaire conjugué. Enfin, deux images confon-
dues donnent un point réel de C.

Deux courbes C et Ci , d'ordres respectifs m et m^ ont mm^ points
communs, c'est-à-dire qu'il y a mm^ couples de points (p, y) qui sont
associés à la fois par rapport à C et Ci . Si p et q coïncident, on a un
point réel d'intersection ; si p et y sont distincts, i ls représentent un
point imaginaire; comme les courbes G et C^ sont supposées réelles,
au point imaginaire représenté par Çp, q) répond le point imaginaire
conjugué (y, p}.

Cette représentation des points imaginaires des courbes est due à
M. Darboux (Sur une classe remarquable de courbes et de surfaces cdgè-
briques)', elle montre d'une façon lumineuse les relations qui existent
entre des propriétés, en apparence fort différentes, des cycliques et
des cyclides. Nous avons vu combien cette représentation est utile
pour l'étude de la fonction de Green; elle va nous permettre de démon-
trer simplement plusieurs propositions relatives aux courbes algé-
briques.

II. —Nombre des ovales d'une courbe de genre p .

2. La courbe algébrique C est tracée sur la surface de Riemann £
qui lui correspond; tout point ni de S a un associé ̂ ; m n'est confondu
avec |A que s'il est sur un arc de (L

Harnack a démontré qu'une courbe de genre p est composée de
p+i ovales au plus. Pour vérifier cette propriété, nous supposerons
que lés foyers de C sont distincts, que les points multiples sont des
points doubles à tangentes non confondues et qu'il n'y a pas de singu-
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larité à J ' i n f i n i ; si ces conditions ne sont pas réalisées, on fera une
transformation birationnelle convenablement choisie, ce qui ne modifie
ni le genre, ni le nombre des ovales. On peut ensuite transformer £ en
un disque plan hp trous.

Sur S, la courbe G n'a pas de points doubles et se compose donc
d'ovales qui ne se coupent pas mutuellement.

Si k de ces ovales isolent sur S une région S<, ils constituent toute
la courbe G; en effet, le point m ne peut sortir de S, sans que p. y entre,
en traversant le bord de S, au même point que m; l 'un des deux points
est donc dans I^, l'autre à l 'extérieur, et ils ne peuvent coïncider que
sur le bord de S^. Donc G n'a pas de point en dehors de ce bord.

Comme? -+- i contours fermés, tracés sur la surface et ne se coupant
pas mutuellement^ détruisent la connexité, C comprend/? 4- i ovales au
plus. c. Q. F .D.

3. La méthode suivie dans la démonstration précédente permet
d^obtenir b ien des renseignements sur la disposition des ovales; voici
un exemple : si un ovale de C divise le plan en deux régions dont l'une
ne contient pas de foyer, C se compose de ce seul ovale; car ce trait,
supposé tracé sur les feuillets de la surface de Riemann, est sur l'un
des feuillets qu'il divise en deux parties, dont l 'une, ne contenant pas
de point de ramification, ne touche pas aux autres feuillets; elle cons-
titues,, et S est bien divisée en deux. On peut ajouter que la courbe C
est unicursale ; car, si la surface £ avait un trou, on pourrait tracer un
contour non réductible à un point par déformation continue; le con-
tour associé serait situé sur 2^ et serait réductible à un point, ce qui
est impossible; donc p est nul. On en conclut que la fonction C(s)
ne peut être uniforme dans une aire A limitée par un ovale de G que
si cette courbe est unicursale {cf. Chap. TII, n° 3).

III. — Ovales virtuels.

4. Deux circonstances peuvent se présenter : S est divisée parles
ovales de la courbe G, ou ne l'est pas. Dans le second cas, considérons
un point a et son image a; je trace un chemin À, ayant pour extré-
mités a et a, ne rencontrant pas les ovales et ne se coupant pas lui"

Anit. Èc. Norm., (3), XXXH. - MAI 1915. I6
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même; le chemin associé À'a les mêmes propriétés; 'X et À" forment
un circuit tel que, si un point m le parcourt, l'associé p- le décrit aussi,
mais sans coïncider constamment avec m\ je dirai que ce circuit est
un ovale virtuel de C.

Par exemple, l'équation
Z Z ' ' -^r 1 =: 0

représente un cercle C n'ayant pas d'ovale réel ; je trace le cercle r qui
a pour centre l'origine et pour rayon l'unité ; si un point 772 le décrit,
son image y. par rapport à C le décrit également» dans le même sens;
F est un ovale virtuel de C. D'après sa défini t ion, un ovale virtuel est
déformable; dans cet exemple, tout cercle coupant diamétralement F
est un ovale virtuel de C.

De même l'équation

( ^ 2 — c 2 ) ( ^ 2 — c 2 ) — a 4 = = = o (a>c)

représente une courbe de Cassini, de genre un, qui a un seul ovale
ï-éel; la surface de Riemann se compose de deux feuillets sur l 'un des-
quels est tracé l'ovale; la projection de celui-ci sur l'autre feuillet est
un ovale virtuel de là courbe.

Revenons au cas général. On peut tracer le chemin X de manière que
l'ovale virtuel F ne se coupe pas lui-même ; car si À et V se rencontrent
en un point , il est visible que ce point coïncide avec son associé : or,
par hypothèse, ^ ne rencontre pas les ovales de C; si À et X' se rencon-
trent en un nombre impair de points, le point du milieu doit être aussi
sur C; si le nombre des points de rencontre est pair, on réduit À et V
aux segments du milieu.

Comme un ovale réel, F a. les propriétés suivantes : i° si m le décrit,
p. le parcourt également (mais sans rencontrer m) ; 2° si m le traverse,
^ le traverse aussi (mais en un point différent); 3° si m quitte T d'un
côté, yAe quitte du côté opposé, car la surface S est hilatère et la cor-
respondance entre m et ^ change le sens des angles. On en conclut
qu'un ovale virtuel n'est pas réductible à un point, sinon un point m
de la région balayée aurait son image [x en dehors de cette région,
S serait divisée en deux parties dont l'une, et par suite l'autre, apu-
rait pas de trou ; C serait de genre nul»
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5. Si S n'est pas divisée par les ovales réels et l'ovale virtuel F» on
tracera un nouvel ovale virtuel, et l'on continuera jusqu'à ce que S soit
divisée; on a alors sur S des ovales qui ne se coupent pas mutuelle-
ment, en nombre p -h i au plus.

On doit se demander si S ne peut être divisée parées ovales en plus
de deux régions. Soit l'une, S,, d'un seul tenant; lorsque m sort de S<,
^ y entre; donc la région associée S^ est contiguë à S^ le long du
bord de celle-ci et n^a pas d'autre bord; 2^ et ^2 couvrent toute la sur-
face S.

Je me propose d'étudier la disposition des ovales sur 5L

IV- — Les ovales réels et virtuels sont des circuits C//.

6. Sur la surface S, transformée en disque plan percé dep trous, on
a l'habitude de tracer deux sortes de circuits; les uns, C^, forment les
bords intérieurs (A === i, 2, ...,p) et le bord extérieur (/; =p +• i) du
disque; les autres, D/,, coupent chacun deux des circuits C/,. Tout
circuit tracé sur S peut être ramené par déformation continue à se
composer de circuits C^ et D^, qui se raccordent directement ou au
moyen de doubles traits; mais, si ce circuit est un ovale de G, nous
allons voir qu'en construisant convenablement la surface S, on le rend
réductible à des doubles traits et des circuits C^, sans circuits D^;
autrement dit, un ovale qui passe de la face supérieure du disque à la
face inférieure en coupant un circuit G/, revient en traversant le même
circuit.

La surface de Riemann, sous son premier aspect, est composée de k
feuillets, t\, F^ .... V/c; F, et F^ sont raccordés le long d'une coupure
qui joint deux foyers convenablement choisis; de même Fa etF3, ..,,
F/,_2 et F/^; les derniers feuillets, F^ et F^, se raccordent le long
dep+i coupures, quijoignent deux à deux 2(p+i) foyers; mais il
faut remarquer qu'on peut modiûer comme on veut ces coupures en
accouplant comme on veut les foyers qui les limitent. Ceci posé, un
ovale (7 de la courbe G n'est pas tracé tout entier sur F^, sinon il est
réductible à un point et p est nul; il passe donc de F, sur Fa en rencon-
trant la première ligne de croisement en un nombre pair de points;
une déformation continue (en passant au besoin par le point à l 'infini)
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amène C" à glisser de F^ surF^ ; et ainsi de suite, jusqu'au feuillet F/^-
On peut donc négliger ces feuillets et regarder (Y et les autres ovales
comme tracés sur F/<._^ et F^. Marquons par des chevilles les foyers qui
intéressent ces deux feuillets et tendons les ovales comme s'ils étaient
des fils, de manière à former des doubles traits et des boucles qui
entourent chacune deux chevilles. Il n'y a pas deux boucles qui a i en t
une seule cheville commune, sinon elles se rencontreraient sur la
surface de Riemann; ni de trait simple qui soit à l ' intér ieur d'un
double trait, sinon la surface S ne serait pas divisée par les ovales.
Nous pouvons donc prendre comme ligne de croisement le tracé de
chaque boucle; de sorte que les ovales se composent de circuits C/^ et
de doubles traits. • c. Q. F. D.

V. — Disposition des ovales.

7. Prenons d'abord une courbe de genre deux composée de trois
ovales; ils divisent S en deux régions S" et 2Y; aucun d'eux ne peut être
réduit par déformation à un point, s inon la région balayée serait 2Y par
exemple, et G ne peut avoir de traits en dehors du bord de 2'; il n'y a
pas non plus deux ovales entourant un même trou, sinon l 'anneau
compris entre eux serait 2V et le troisième ovale n'existerait pas; une
seule disposition est donc possible : les ovales forment les trois bords
du disque.

Il en est de même en général : la courbe G comprend p -}- i ovales,
qmsont les circuits C^. Démontrons-le.

8. Les contours C^ divisent le disque en deux parties, la face supé-
rieure Si et la face inférieure £2; soit C^ l'image de C/,; les circuits C^
forment les bords de deux régions 2^ et 2^, respectivement homéo-
morphes à S, et Sa.

On voit sans peine que, si un circuit C^ est un D^, tous le sont; or
prenons un ovale (7, qui est une combinaison de G/,; il est sa propre
image, donc est une combinaison de C^, qui par suite ne peuvent être
des DA.

La région 2^ est bordée par des C^, elle recouvre dans son ensemble
soit S^, soit Sa, les bords pouvant ne pas coïncider exactement.
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Choisissons sur les bords de S, un sens tel que l'aire S, soit à gauche ;
le sens correspondant sur les bords de 2^ sera tel que 2^ soit à droite.
Si S^ coïncide dans son ensemble tTvecSi, il est impossible qu'il existe
un ovale réel ou virtuel C/, puisqu'il est parcouru par 772 et [x dans le
même sens et est équivalent soit à des bords de S.,, parcourus dans un
certain sens, soit à des bords de 2^, parcourus dans le sens contraire.
Comme il existe des ovales C", S^ recouvre S:;.

Deux hypothèses sont alors possibles :
i° Un circuit C, et son associé C\ entourent le même trou; ils

forment les bords d 'une sorte d'anneau sur lequel se trouve un ovale
réel ou virtuel;

2° C\ entoure le même trou que C^; prenons C^ confondu avec C[,
Cl est confondu avec G ^ ; il ne peut exister un ovale C' entourant C^
sans entourer son image Ça, puisque C' est son propre associé; doncC,
et Ça ne sont pas séparés par un trait de C et l'on peut aller d 'un point
de G| à son ima^e sur C^ par un chemin X ne rencontrant pas la
courbe C; donc S n'est pas divisée, ce qui est contraire à ce que nous
avons supposé.

La seconde hypothèse doit être rejetée, un circuit C/, et son image C^
entourent le même trou, C comporte p + i ovales réels et virtuels qui
sont chacun un C/^.

9. En coordonnées cartésiennes ou isotropes, les équations de la
courbe C sont

F(^, y)^/(^+ iy, ̂ —iy)==o,

soit r{x,y) une fonction rationnelle à coefficients réels; je considère
l'intégrale

, ^ Ç^' r ( x , y ) d x
U F^y) '

Si nous passons aux coordonnées isotropes, nous avons

^,y)-<^^)=R(^
dx-=:1-{ds^•d^l•)=.——(f^—f^dz,

2 ^Jî

F; =((/!-/,);
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d'où finalement
^ r^R^,^)^- F" E î̂ ^
~j /U^).; /,(-^^)

II n'est pas nécessaire que z et s' soient imaginairement conjuguées;
on doit remplacera par la fonction ̂ (z) que définit l'équation/^ /C^^o;
mais si -set ^sont imaginaires conjuguées sur le chemin d'intégration,
la valeur de 1 est purement imaginaire. La fonction rationnelle R(-s,^)
vérifie l'identité
(i) R^^^R^^^o.

Si le chemin d'intégration est l'un des ovales de C réel ou virtuel, on
voit de suite que la valeur 1 est purement imaginaire, donc les pé-
riodes Cf, correspondantes sont purement imaginaires. Un circui t D/,
qui rencontre deux ovales réels donne une période réelle; un circuit D^
qui rencontre un ovale réel et un ovale virtuel, ou deux ovales virtuels,
donne une période imaginaire.

Intégrales de première espèce. — Un polynôme adjoint d^ordre m — 3
est de la forme

r {x , y} ssXiri(.y,j)4-. . .4- ̂  rp(œ, 7);

les coefficients des polynômes r/, sont réels; on en déduit
R(^ ^) = \ Ri (^) -+- . . . . -h ̂ ,R^,^);

les polynômes RA satisfont à l ' identité (i), et R également, si les para-
mètres \h sont réels. On a ainsi l'intégrale

I==^J.^-+-.. .-+-^Ip.

On peut choisir les polynômes r^ de façon que l'intégrale IA ait pour
période. 2îîz le long des contours C^ et C^+i, et zéro autour de chacun
des circuits analogues.

Intégrales de troisième espèce. — II y a une infinité d'intégrales de
troisième espèce, infîniesendeuxpoints associés z^ eU, comme log^-^—

et — log ——^-; si Fune d'elles est

K- r^ R^O^
^J A (^,0/^,0'
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où A représente le polynôme

A=r

S V 1

-^0 •s! ï y

5! ^0

les autres sont comprises dans la formule

J=K -+-ÀIÏI+. ..•+•^1^.

Les deux infinis logarithmiques étant des points associés, on peut
supposer que le polynôme adjoint R vérifie l'identité (i).

VI. — La fonction g\

10. Si les coefficients À qui figurent dans l'intégrale J sont réels, les
périodes c/, sont purement imaginaires; la partie réelle de J, soitU,
est uniforme sur chacune des faces du disque. Pour qu'elle soit uni-
forme sur le disque entier, il faut que les parties réelles des périodes d^
soient nulles; on a ainsi? équations linéaires à coefficients réels pour
déterminer les paramètres X; le déterminant du système n'est pas nul,
sinon il existerait une fonction harmonique uniforme sur 2, régulière
en tout point, ce qui n'est pas. II y a donc pour les X une solution
unique, ce qui démontre l'existence de la fonction de Green U et de la
fonction g , infinies aux points associés m^ et p.o-

Le long de deux chemins associés, les variations de U sont opposées ;
on peut choisir la constante d'intégration qui entre dans g de manière
qu'en deux points associés quelconques les valeurs de U soient oppo-
sées ; alors U est nulle sur tout ovale réel de G; en deux points associés
sur un ovale virtuel, U a des signes contraires.

Le lieu des points où U a une valeur constante X est une courbe
analytique I\, composée de un ou plusieurs ovales. La courbe 1̂  est
un ovale infiniment petit entourant le point mo; si X décroît, cet ovale
grandit en balayant S; il peut se rejoindre lui-même en entourant un .
trou; il acquiert alors un point double, puis se décompose en deux
ovales qui continuent à balayer S; le point double est un zéro de ̂ - Le
même fait se produit plusieurs fois, et, pour À = o, on a unecourbero,
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dont font partie les ovales réels ; soit S'la région balayée, dans laquelle U
est positive et qui est d'un seul tenant. Lorsque ~k décroît de o à — co,
la courbe r\ subit les déformations contraires et se réduit au point p.o?
en balayant une région S". .

La courbe To sépare ainsi S en deux régions images. Si elle ne
présente pas de points doubles, on peut reconstruire S, comme on l'a
vu au n° 6, de façon que les ovales de To soient réductibles à des
circuits G/,, et l'on voit sans peine que Ty se compose de? + i ovales,
qui-sont chacun un circuit C^ et forment des ovales réels ou virtuels
de G. Si TQ présentait des points doubles, on ra'rsonnerait de la même
façon sur la courbe Fg, infiniment voisine de F g ; comme le nombre des
points doubles est f in i , il y a une infini té de valeurs de £ tendant vers
zéro pour lesquelles Fg se/compose d'ovales distincts. On arriverait à la
même conclusion pour I^.

Les deux régions 2V etS^sont donc la face supérieure et la face infé-
rieure du disque. On peut fixer les ovales virtuels en convenant de les
confondre avec les ovales de 1^; ils sont déterminés sur S lorsqu'on a
choisi le point my.

VII. — Groupe de Poincaré correspondant à la surface 2.

H. On peut représenter la surface de Riemann correspondant à une
coarbe algébrique sur un polygone fuchsien ou kleinéen de la troisième
famille, limitée par ip cercles extérieurs deux à deux; H. Poincaré a
énoncé cette propriété [Sur les groupes des équations linéaires ÇAcla ma"
"ïhematica, t. IV, Conclusion)] ; M. Osgood et M. Kœbe ont représenté des
surfaces de Riemann à connexion multiple sur des aires de Schottky;
l'étude détaillée que nous avons faite de la surface S permet de
démontrer simplement la propriété en question, lorsque la courbe
algébrique G est réelle.

Surface de Riemann indéfiniment prolongée. •— Prenons dans un plan
un cercle c^ et des cercles c^ c^ .... c^ deux à deux extérieurs et
contenus dans c^^ ; ils limitent une aire a' qu'on peut faire corres-
pondre à 27 au point de vue de VAncdysis siius, de manière qu'à
l'ovale CÀ corresponde le cercle c/,. Si C< est un ovale réel, prenons
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l'image de CT' par rapport à <^ ; c'est une aire cr^ que nous pouvons faire
correspondre à une portion de surface 2^, recouvrant S" et raccordée
à S" le long de C, ; elle est limitée par des bords qui recouvrent Ça, ....
C^.i. Si C, est un ovale virtuel, nous prendrons l'image de cr' par rapport
à c ^ et la symétrique de cette image par rapport au centre de c^ pour
avoir o"^; grâce à cette précaution, on peut faire correspondre à deux
points associés sur S' et 2^ deux points associés de c/ et o^. On définit
ainsi .̂ et ^.(î ==1,2, ...,jy}, S;7eta-^.(y= 1,2, .. ̂ p , p + i;y^ i\ et
ainsi de suite; les portions de surface S, dont chacune est raccordée
à la précédente le long d'un ovale de G, forment une surface de
Riemann S', recouvrant indéfiniment S et qui a un bord C^n ; les
régions o" se correspondent les unes aux autres par les substitutions
d'un groupe fuchsien ou kleinéen symétrique, dont a-' est le demi-
polygone générateur ; elles finissent par atteindre tout point de l'aire s '
intérieure au cercle c^n, à l'exception des points singuliers du groupe;
S' est représentée sur s\

II s'agit de prouver qu'on peut choisir les cercles c^ ..., Cp de manière
que la correspondance entre S' et s ' soit une représentation conforme.

12. La fonction de Green pour S'. — Le domaine S' peut être
recouvert par une infinité dénombrable de cercles, tout point de S'étant
intérieur à l'un des cercles au moins; on sait faire le balayage d'un
cercle, même quand c'est un élément polaire ou algébrique de S'.

Partons d'une fonction égale à U sur S' à zéro sur le reste de S'; le
balayage donne une suite de fonction u^ u^, .. .,^, dont les propriétés
sont connues; si cette suite a une limite u en un point de S', elle en a
une en tout point.

La courbe C^, est analytique; on peut la faire correspondre point
par point à un cercle Do de manière qu'une région A, en forme d'anneau
sur S' et bordée par Cp.^, soit représentée conformément sur un
anneau analogue B ayant pour bord intérieur Do ; on peut supposer
que Do a pour rayon l'unité ; traçons dans B un cercle concentrique D^
de rayon ^ > i.

La fonction u^ .considérée sur B, est harmonique, sauf sur des
lignes qui sont lignes de discontinuité pour les dérivées; c'est un
potentiel, engendré par des masses affectées du signe moins, réparties

Ànn. Éc. Norm., (3), XXXII. — MAI 19x5. I?
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sur les lignes de discontinuité. Sur deux éléments correspondants de A
et de B, les masses sont égales; la somme de toutes ces masses est
inférieure à i.

Prenons dans l'anneau B des coordonnées polaires r et oo; soit

J ̂ : — ^ n^ ̂
27rJ

la valeur moyenne de u^ sur un cercle de rayon r(i<^r<^), concen-
trique a Do. On a

eu i r diij, ,,. — = = — 1 - ^ r d ^ ;
dr 27TJ dr

d'après la formule de Green, le second membre est la somme des masses
intérieures au cercle; donc

dî dS i
^<17 ^<7-

Intégrons de r == i à. r==r^ en appelant J, la valeur de î sur D< et en
remarquant que la valeur de J sur Do est nulle :

Ji<logri.

Il y a donc sur D^ un ensemble de points E^ pour lesquels on a
^/,<logri;

l'inégalité u^^ >^ montre que l'ensemble E/^^, qui ne se réduit pas
à r i e n y est contenu dans E/ç; il existe au moins un point commun à
tous ces ensembles; en ce point la suite des fonctions a^ a une limite.

13. Propriétés de la fonction clé Green. — La fonction M est harmo-
nique en chaque point intérieur à S', sauf en. m^ où elle est infinie
comme log^ et positive. Elle est nulle sûr le bord C^, car elle est
au plus égale dans l'anneau A à une fonction harmonique prenant la
valeur zéro sur C^ et les mêmes valeurs que u sur le second bord; la
dérivée normale -r- est limitée et continue sur Cn-n»

Soit X une constante arbitraire positive; les courbes I\, définies par
l'équation ^==À, sont analytiques sur S'; elles sont représentées sur s '
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par des courbes con t inues ; X variant de -h co à o, elles balaient s '
en partant du point m^, peuvent acquérir des points doubles et se
décomposer en plusieurs ovales; l'un d'eux v ien t s'appliquer s u r c ^ , ;
on ne sait pas comment ces courbes se comportent au voisinage des
points singuliers du groupe.

Si l'on démontre qu'elles n'acquièrent pas de point double, qu'il n'en
passe qu'une par chaque point l imite, que l'intégrale ^== j —^dsy
prise le long de chacune d'elles, a un sens même quand la courbe passe
par un point limite et a pour valeur 27^, on aura prouvé que l'équa-
tion Z== e"^1^ donne la représentation conforme de S" sur l'intérieur
d'un cercle.

Pour démontrer ce qui précède, on va étudier la fonction u sur le
domaine S ' rendu simplement connexe.

14. Surface de Riemann simplement connexe. — Pour fixer les idées,
on peut supposer que les cercles c^ ..., c^.i, qui bordent o"', sont
orthogonaux à un même cercle y; les points singuliers du groupe, qui
est alors fuchsien, sont alignés sur y ; les points de y qui ne sont pas
singuliers sont les points intér ieurs à une infinité dénombrâble d'arcs
de y; les'extrémités de ces arcs et leurs points limites sont les points
singuliers du groupe.

On rend le domaine s ' simplement connexe en le coupant par un arc
de y, depuis l'un des points de rencontre dec^^ et de y? soit a, jusqu'au
dernier point singulier que l'on trouve. La coupure contient, comme
nous avons vu, une inf ini té d'arcs réguliers; soit ap le premier de ces
arcs, et soit 61 le domaine s ' coupé.

Suivons <^,n dans un certain sens ; adjoignons à 9^ un domaine géomé-
triquement identique 62» raccordé à 0^ le long de l'arc a(3, puis à 62 un
domaine 63, raccordé à O^ le long de a{ï, et ainsi de suite; en tournant
dans l'autre sens, nous ajouterons de même ô,.,, 6_2, .... On forme
ainsi un domaine inf iniment prolongé ^, bordé d'une part par le
cercle c^^ répété une inf in i té de fois, d'autre part par des lignes
superposées à la coupure (mo ins l'arc oc(3). Prenons un arc régulier de
la coupure a'?', et ses homologues sur le bord de 82, Os, . . . y 9~o • • • ;
adjoignons à chacun de ces domaines un domaine identique à 64 et qui
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l u i soit raccordé le long de a'j^ ou de l'arc homologue; ces nouveaux
domaines forment un ensemble ^>. 11 y a une in f in i t é dénombrable
d'arcs réguliers sur les coupures qui bordent ^ et l^; on peut continuer
les opérations précédentes et définir un domaine T, contenant t^ t^ et
les domaines analogues, simplement connexe, régulièrement multiple
de s^ ou plutôt de S'.

La fonction u est définie en chaque point de T. La fonction de Green
existe pour le domaine T, car le balayage fournit une suite croissante
de fonctions, toutes inférieures à u. Le domaine T est représentable
sur un cercle il. Deux hypothèses sont possibles : en deux points de ^
et de ^? géométriquement superposés, la fonction de Green prend deux
valeurs égales, ainsi que la fonction conjuguée, ou non. Dans le
premier cas, on peut dire que T se réduit à ^, Û ^ et ô^ se raccordent
par tous les arcs réguliers de la coupure. Nous allons voir que c'est le
seul cas possible.

15. Examinons la seconde hypothèse. A l'arc C^, considéré comme
bord de 0 < , Oa, -.., correspondent des arcs a^ , a^, .... consécutifs sur
le cercle 0 et dont les extrémités ont pour limites deux points a et b
du cercle. Mais G^-n est bord d'autres domaines faisant partie de T,
^ par exemple; les arcs correspondants de û ont une longueur non
nulle, car on peut trouver une limite inférieure non nulle de la dérivée
normale de la fonction de Green, le long d'un arc f ini de C^n, consi-
déré comme appartenant à un domaine bien déterminé; ces arcs sont
répartis sur l'arc ab du cercle û qui ne cont ien t pas a,, a^ ....

A chaque point de 0 ^ correspond un point de 6^ qui lui est super-
posé; il existe donc une substitution linéaire [S] qui transforme la
représentation de 6, sur û en celle de 63 ; elle change de même 0^ en03,
Qi en 6^.1, a, en a^ : c'est une substitution hyperbolique ayant pour
points doubles a et 6. La fonction u, considérée sur le cercle Û, reste
inaltérée par [S]; le centre de û, qui correspond au point m^, est
transformé, par l 'application répétée de [S], en un ensemble de points
répartis sur un arc de cercle passant par a et b et qui tendent vers a
et b : ce sont des infinies de u.

On passe de l 'un des domaine Ô^" au domaine adjacent qui fait partie
de ^ par une substitution [SJ ; cette substitution transforme l'ensemble
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précédent en un autre dont les points sont encore congruents pour la
substitution [S]; ils sont distr ibués sur un arc de cercle ab. Les deux
arcs de cercle ab se correspondant par [S^], cette substitution est
elliptique, avec a et b comme points doubles. Or l'application répétée
de [S^ ] transforme les infinis déjà obtenus en d'autres infinis de U qui
représentent des points de T, donc doivent être intérieurs au cercle £^ :
ce qui est contraire aux propriétés des substitutions elliptiques; il faut
rejeter la seconde hypothèse.

16. Le domaine ^ est donc représenté sur û : les points de ^, par
exemple, sont représentés sur les po in t s correspondants de t^ Consi-
dérons encore les arcs a, et la subst i tut ion [Sj, don t les points doubles a
et b peuvent être maintenant confondus. L'aire ^ coupée est repré-
sentée sur une région du cercle attenante à l'arc a,; la substitution [S]
répétée la transforme en une sorte de croissant ayant pour pointes a
et &. Au lieu de a"', prenons l'aire cr^^i» obtenue par image de la
précédente, d'abord par rapport au cercle c, (qu'on suppose contenir
l'extrémité de la coupure), puis par rapport à l'image de 6^, par
rapport à C i . Il est clair qu'on pourrait par t i r du domaine S^^p comme
on est parti de S", pour reconstruire le domaine S"; on retrouverait un
domaine superposable à S'. On passe donc de la représentation de ^ à
celle de o^ ^ par une substitution [S/], qui transforme le premier
croissant en un autre ayant pour pointes a et 6. Donc [SJ est une
substitution elliptique, si a et b sont distincts; c'est impossible, parce
que l'application répétée de [S/| devrait transformer le premier crois-
sant en un domaine toujours intérieur à û. Par suite, a et & sont
confondus; [S] est une substi tut ion parabolique; les infinis de la
fonction u sont, dans û, le centre et les points congruents par [S].

17. Il est facile de déterminer une fonction M , , uniforme clans û,
inaltérée parla substitution [S], harmonique en tout point intérieur,
infinie comme log^, aux mêmes points que u, et nulle sur le bord, sauf
peut-être en a. En effet, une inversion transforme le cercle û en
droite, le centre en un point ^ do l'axe réel, la subs t i tu t ion [S] en
une translation 2.ui; u^ est la partie réelle de la fonction g { z ) définie
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par l'équation
e^ e3' —-1egw^—————.
e2'— e^

II n'y a pas de point de distance finie où —L est nul ; donc les

courbes ^ = À n'ont pas de point double; l'intégrale f —ds a un
sens sur chacune de ces courbes et ne dépend pas du chemin suivi
entre deux points donnés, à condition que ce chemin se déforme sans
passer par un infini.

La fonction^ est uniforme sur S', répond à toutes les conditions
demandées pour^; S' est représentable sur l'intérieur d'un cercle c^-n.

Toutes les opérations faites sur le domaine S', parcouru par un
point m, peuvent être effectuées sur le domaine S", parcouru par le
point associé (J-; nous partirons de la partie réelle de g{z), infinie
en [jt.o comme — log~- On obtient une fonction u^ prolongement ana-
lytique de la fonction u^ au delà de C^ ; ^, est définie dans un do-
maine S" analogue à S'; l 'ensemble de S' et S^ est représenté sur le
plan tout entier; m et p- correspondent à deux points images par
rapport à c^, considéré comme cercle réel ou virtuel suivant que, Cjp^.^
est ovale réel ou virtuel.

18. On pourrait remplacer le bord initial C^ par l'un des autres
ovales, Ci par exemple. On aurait une seconde représentation du
domaine total (S^ S'7) sur un plan; on passe d'une représentation à
l'autre par une substitution linéaire ; donc à l'ovale C, correspond dans
la première un cercle c^ ; l'aire S7 est représentée sur une aire plane
bordée par/? 4-i cercles, c'est-à-dire sur demi-polygone fuchsien ou
kleinéen, qui est de la troisième famille puisque les cercles ne sont
pas sécants.

Cette représentation est avantageuse pour deux raisons : i° on
n'introduit pas de coupures artificielles sur la surface de Riemann S;
2° comme les séries Odu degré m = 2 sont convergentes pour un poly-
gone de la troisième famil le , on peut représenter par des intégrales de
ces séries les intégrales abéliennes, ce qui donne une correspondance
parfaite entre les deux théories.
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On étend sans peine ce qui précède à une courbe algébrique non
réelle; la surface de Riemann est représenfcable sur un polygone de la
troisième famille non symétrique.

La même méthode permet de montrer qu'il est possible de repré-
senter une aire de Schottky, dont les bords sont des courbes analy-
tiques, sur un demi-polygone de la troisième famille. Il est facile de
résoudre pour ce polygone, au moyen des séries ô, différents problèmes
relatifs à la distribution de Félectricité; de trouver, par exemple, un
potentiel nul sur certain des bords et dont la dérivée normale soit nulle
sur les autres; les mêmes problèmes sont donc résolus pour une aire
de Schottky.
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