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SUR

LA FONCTION DE GREEN

POUR UN CONTOUR ALGEBRIQUE (V);

Par M. Georces LERY.

CHAPITRE I.

PROPRIETES DES IMAGES.

I. — Propriétés élémentaires.

L. Considérons une courbe algébrique C, dont I’équation carté-
sienne, les axes étant rectangulaires, est

F(x7.7) =03

nous supposerons, dans tout ce qui suit, que les coefficients du poly-
nome F sont réels; pour abréger, la courbe C sera dite reelle.

Avec les coordonnées isotropes s = a + iy, 5’ = x —1iy, I'¢quation
devient

: /5435 z—
F -
() ( LY

~!
Y

)Ef(:, s’y =o.

(1) Le Mémoire qu'on va lire m’avait été remis, il y a quelque temps, par M. Georges
Lery qui désirait le présenter comme Thése pour le doctorat. Le distingué professeur du
Lycée Carnot, avant de faire une rédaction définitive, avait I'intention de compléter quel-
ques points de son travail. Mais, comme tant d’aulres éléves de I'Ecole Normale, il a 6té
enlevé aux sienset 2 la science dans la guerre actuelle ; il a trouvé une mort glorieusele 10
septembre 1914 dansla bataille de la Marne. C’est pour moi un pieux devoir de publier dans
nos dnnales le travail de ce jeune savant, quoiqu'il n'ait pu y mettre la derniére main.
M. Lery avait d’ailleurs présenté & I’Académie des Sciences plusieurs Notes d’'une grande

Ann, Ee, Norm,, (3), XXXII, — FEVRIER 1915, 7
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Les coefficients du polynome / sont en général complexes; je dési-
anerai par £ le polynome obtenu en changeant chaque coefficient en
son imaginaire conjugué.

Une valeur =, de la coordonnée s définit un point M,, dont les coor-
données cartésiennes sont données par I'égalité

&y -+ LY== 5.
L’équation en =/,
S(5y,5")==0,

a un certain nombre de racines; & l'une d’elles, =5, correspond un
point M, dont les coordonnées cartésiennes sont données par 'égalité

P’
L= LY== S}

Les points M sont les images de M, par rapport a C.
Si M, est image de M,, inversement M, est image de M,; en elfet,
on a par hypothése

élégance, qui sont développées dans les premiers Chapitres du Mémoire actuel; il avail
aussi fait paraitre quelques articles dans les Noupelles dnnales de Mathématiques, On
trouvera ci-dessous la liste compléte de ces diverses publications.

Emile Picanp.

Travavx pi M. Georces Lery
(Ancien éleve de I'Ecole Normale supérieure, professeur au Lycée Carnot).

Nouyelles dnnales de Mathématiques (4¢ série ).

Tome Il (1902).— Sur les mouvements pour lesquels il existe plusieurs centres des aires.
Tome IV (1904). — Sur les complexes en involution et sur la surface de Kummer.
Tome V (1905). — Sur les trajectoires orthogonales d’une file de cercles.

Tome V (1905). -— Nouvelle démonstration du théoréme de d’Alembert.

Tome VIII (rgo8). — Sur I'équilibre du corps solide.

Comptes rendus de ' Académie des Sciences.
Tome 142 (1 semestre 1906, p. 951-953 ). ~ Sur Péqualion de Laplace & deux variables.
Méme Tome (p. 1406-1407). — Suite du méme sujet.

Tome 152 (1" semestre 19t1, p. 843-844), — Sur la fonction de Green pour un contour
algébrique.
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changeons 7 en — 7; f(3,, 5,) devient f'(5,,5,):
-t 4 = -~ =
| So T R1 S1TT =g
f("ov*’l)—-F<- 5 4 Y >

= f(51,5,)=o0.

Ainsi la relation entre M, et M, est symétrique, ce qui n’aurait pas
lieu si les coefficients de F n’étaient pas réels.

Pour qu’un point M, coincide avec 'une de ses images M,, il faut
qu’on ait

H, ~,
~1 ~0

, étant 'imaginaire conjuguée de z,; done

f(z(lv 5:)):07

le point M, est sur la courbe C.

2. Une droite isotrope issue de M, rencontre la courbe C en des
points Py, ..., P4, ...; la seconde isotrope passant par chacun de ces
points contient un point réel, qui est une image de M,. En s’aidant de
‘cette remarque, on démontre sans peine les propriétés suivantes :

1° Pour que deux images du point M, soient confondues, il faut
que M, soit foyer ou point multiple de la courbe C. Si M, tourne autour
d’un foyer, deux des images‘ s’échangent entre elles; il en est de méme
autour d’un point de rebroussement, mais dans ce cas les deux images
sont infiniment voisines du rebroussement en méme temps que M,.

2° Lorsque M, est infiniment voisin d’un point simple A de la
courbe C, une image est, au second ordre prés, symétrique de M, par
rapport 4 la tangente en A. Si A estun point double & tangentes réelles
et distinctes, deux des images de M, sont symétriques de ce point par
rapport aux tangentes en A.

3° Si le polynome f(z, z') est du degré » par rapport aux deux
variables et possede les termes en z” et 57, le point a I'infini du plan
complexe a ses » images a 'infini; sile degré de f par rapport & =’
est n’<n, un point quelconque du plan a »’ images; le point & I'infini
a des images a distance finie, en nombre » — »’ an plus; ce sont les
foyers singuliers de la courbe C, qui est alors circulaire.
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3. L’équation (1) définit s comme une fonction algébrique de =,
s'=8(3);

inversement, z est une fonction {(s’), imaginaire conjuguée de la pre-
cédente.

Les poles de U'(=) sont les points ayant une image a l'infini, c’est-a-
dire les images du point 2 I'infini. Les points critiques ont deux images
au moins qui s’échangent, ce sont les foyers, les points de rebrousse-
ment, et plus généralement les points multiples dont les tangentes ne
sont pas toutes distinctes.

Supposons par exemple que C soit le cercle ayant pour équation

53/ —R?*=o0;

un point = a une seule image, 'image du centre est a I'infini; les seuls
points confondus avec leur image sont les points de C. Si = déerit la
région A intérieure au cercle, 3" reste a4 I'extérieur, car 5" ne peut
pénétrer dans A qu’en traversant G, et alors 5 traverse G au méme

point et sort de A.

II. — Images successives d'un point.

4. Soit M' I'une des images de M; M’ représente dans le plan com-
plexe une des déterminations de la fonction ' (z).

Donnons 4 M une position initiale M,, et soit M, la position de M’;
on peut faire décrire # M un chemin L, allant de M, en M,, de manidre
que M’ ne revienne pas en My; M’ décrira un chemin L,, allant de M,
4 un point M,, image de M,. Si M décrit L,, M’ décrira un chemin L,
allant de M, & 'une de ses images M, ; et ainsi de suite. On définit de
cette facon une suite de points, My, M,, M,, ..., dont chacun est image
du suivant; cette suite est bien déterminée si aucun des chemins L,,
L,, ... ne passe par un point critique de {'(z).

5. Prenons comme exemple une ellipse E, rapportée i ses axes; les
coordonnées d’un de ses points s’écrivent :

z=acost+ibsint, d'=acost—ibsint;



SUR LA FONCTION DE GREEN POUR UN CONTOUR ALGEBRIQUE. 53
ces expressions satisfont, quel que soit ¢, & I’équation de la courbe.
Lorsque ¢ est réel, = et 5’ sont des imaginaires conjuguées, les points
correspondants sont confondus en un point de I'ellipse ; lorsque ¢ est
complexe, les points 5 et " sont images par rapport a E.

Posons pour abréger
a=ccosia, b=1Iicsinia,
de sorte que I'on a

z=ccos(t+ (a), s=ccos(t—ia);

s étant donné, la premiere de ces équations fournit deux valeurs de ¢,
a des multiples pres de 2w; en portant ces valeurs dans la seconde
équation, on a les deux points =’ images de 5. Je mets en évidence les
parties réelle et imaginaire de 7 en posant

t=p—ih—ia.
D’oui le point =z et ses images successives

z=ccos(p— IA)

¢y =ccos(p+ A+ 2ia), f_i=ccos(r+iA—2ia),

a=ccos(p— ik —4ia), {_s=ccos(p— ik +4ia),

....................... , PP

{p=ccos(p—eiA —2enia), {_p=ccos(p—elh+2¢enia),
e = (—1)".

Ainsi le point = est 'origine de deux suites, {,, {,, ... etl_,, Ty, ...

Toutes ces images successives sont sur une méme branche H d’hy-
perbole, homofocale & E et passant par z; la droite qui joint deux
images consécutives est parallele a la tangente & I'hyperbole H en I'un
des points o elle rencontre E. 1l suffit de faire lafigure pour voir que,
si z est intérieur & E, toutes ses images sont extérieures et s’éloignent
a linfini; d’ailleurs, pour n trés grand, {, et {_, sont comparables
a e‘zn]a]'

6, Un calcul analogue montre que les images d’un point =z par
rapport & une hyperbole sont distribuées sur I'ellipsec homofocale qui
passe par z; elles sont en nombre fini si I'angle des asymptotes est



54 GEORGES LERY.

commensurable avec =, sinon, il y en a une infinité, et 'on en trouve
sur tout are, si petit qu’il soit, de ellipse.

On voit par ces exemples que les images successives peuvent pré-
senter des dispositions diverses suivant la courbe G considérée. Cher-
chons si une suite d’images peut tendre vers un point A & distance
finie.

En prenant » suffisamment grand, les images M, ,, M,, M, sont
aussi voisines que I'on veut de A; M, est aussi voisin que 'on veut de
deux de ses images. Donc A est point multiple de la courbe C; suppo-
sons le point double. En transportant en A I'origine des coordonnées
et en donnant aux axes une direction convenable, I'équation de la

courbe devient
B2—opsz + 5t .=o,

p étant réel et les termes non écrits ¢tant du (roisieme degré au moins;
partons d’un point z trés voisin de A ¢t voyons si ses images succes-
sives tendent vers A. On a

;:(1)i\/p"——l): + ...
Premier cas. — Le point double est isolé : p* > 15 je pose

p=Cha (x>o0),
de sorte que I'on a

{\=e*%s ...,

Cn Ou g=etntg e,
La suite d’images correspondant au facteur " (n > 0) s’éloigne de A,
celle qui correspond & e tend vers A.
Deuxiéme cas. — Les tangentes en A sont réelles : p* <13 je pose
P =cCosa,

d’ou

L. V. A
Ci=metog ...,

¢, ou §,==etintz 4. .,
Ainsi {, ne tend pas vers A en général.

Troisieme cas. — On a p* =1, le point A est un rebroussement. La
fonetion §'(s) n’est plus holomorphe; ce cas de I'itération n’a pas été
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étudié comme les précédents et il est probable -qu’on ne peut donner
de propriété générale. On trouve dans certains cas que les images
successives tendent vers A, mais arrivent en A suivant une direction
indépendante du point initial s.

En résumé, si I'on se borne aux cas précédents, on voit qu’un
point A vers lequel tend une suite d’images successives est un point
double isolé, ou un point de rebroussement, ou bien le pointa I’infini,
A ce point de vue, on peut considérer le point a I'infini dans le plan
d’une ellipse comme un point double isolé de la courbe, puisqu’il est
confondu avec ses deux images; d’ailleurs la courbe transformée de
I’ellipse par inversion a un point double isolé vers lequel tendent les
images successives. De méme, pour une hyperbole, le point a 'infini
est point double & tangentes réelles et n’est pas limite pour les images
successives.

III. — Régions successives.

7. Je considére une aire A simplement connexe, dont le contour C
appartient & une courbe algébrique et ne présente pas de point sin-
gulier; A peut contenir le point & I'infini. Un point z situé sur G est
confondu avec une de ses images, {'; lorsque s quitte C et vient dans A,
C’ va a I'extérieur de A, tout au moins quand = reste voisin de C.

§’il n’y a dans A aucun point critique de {'(z), le point {’ est bien
déterminé quel que soit s dans A; il parcourt une région A,, contigué
a A le long de C, mais qui peut revenir sur A; nous verrons que A
et A, recouvrent le plan une ou plusieurs fois.

Par exemple, si A est la partie du plan extérieure & une ecllipse, la
construction géométrique des images (n® 5) montre que A, recouvre
deux fois I'intérieur de U'ellipse et une fois extérieur, de sorte que A
et A, recouvrent deux fois le plan.

S’il y a dans A des points critiques de {'(z), je considére les diffé-
rentes déterminations de cette fonction qui s’échangent avec celle qui
prend sur C la valeur de ='; elles définissent plusieurs images de = qui
parcourent une région A, lorsque s décrit A; A, est contigué a A le
long de C, mais a un double bord C,, qui estle lieu, lorsque s décrit C,
des images considérées de s (sauf une, qui décrit C). Quand 5 tra-
verse C et entre dans A,, cette derniére image entre dans A; les autres



56 GEORGES LERY.

franchissent G, et entrent dans une région A,. On définit de méme des
régions successives Ay, A, ...

Supposons, par exemple, que A soit la partie du plan intérieure a
une ellipse B; = a deux images qui s’échangent autour des foyers;
lorsque s est sur B, I'une est confondue avec =, l'autre est sur une
ellipse homofocale E, ; la région A, est 'anneau compris entre B et I5,.
Les régions A,, A,, ... sont des anneaux analogues qui s’étendent A
I'infini et recouvrent le plan une fois.

8. Lorsque le contour C est formé de plusieurs ares d’une méme
courbe algébrique, se rejoignant en des points singuliers, il faut consi-
dérer les différentes déterminations de {'(z) qui prennent sur C la
valeur z/, et les déterminations qui se déduisent des précédentes
Jorsque z tourne autour des points critiques situés dans A. Toutes les
images correspondantes servent & définir A, puis A,, . ...

Ainsi, relativement & la lemniscate ayant pour équation

AY

S(z,3) = (=) (s —c?) — =0,

un point s a deux images, {’ et ', symétriques par rapport a I'origine.
Les s des foyers sont déterminés par le systéme

=03

JS =0, ':)lf? =05

on trouve ainsi z = == ¢. Soit A la partie du plan extérieure aux deux
boucles; cherchons quelle est la région A,. Si = décrit la boucle de
droite, ¢’ par exemple est confondu avec z, ¢, décrit la boucle de
gauche; on en conclut que A, se compose de U'intérieur des deux
boucles. Si z vient dans A,, par exemple entre dans la boucle de droite,
¢ et T viennent dans A. Ainsi A, se confond avec A, il y a un nombre
limité de régions successives.

Il en est de méme lorsque A est la région comprise entre les deux
branches d’une hyperbole dont I'angle des asymptotes est commensu-
rable avec w; si cette derniére condition n’est pas remplie, il y a une
infinité de régions successives qui recouvrent le plan une infinité de
fois.
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9. Enfin, sil’aire A est multiplement connexe, il faudra considérer
toutes les déterminations {'(z) qui prennent la valeur 5" lorsque = vient
sur 'un des bords; elles serviront 4 définir A,, A,, .... Ainsi, en
prenant pour A la région extérieure aux deux ovales d’une courbe de

Cassinil
(32—c?) (5*—¢*) —at=o (a<c),

on voit que A, se compose de l'intérieur des ovales, que A, se confond
avec A.

On étend sans peine les considérations précédentes au cas ol I'aire A
est limitée par des courbes algébriques différentes.

CHAPITRE II.

PROLONGEMENT ANALYTIQUE DE LA FONCTION DE GREEN.

I. — La fonction g(s).

{. Etant donnée une aire A, limitée par un contour analytique C,
soit G la fonction de Green, nulle sur G, harmonique dans A, sauf en

. . . . I 1

un point m, (z,, 3,), ou elle est infinie comme Elog(, =
) Z—5) (5 — 5

On peut poser :

2G=g(3) + g'(5");

les fonctions g (z) et g'(s") sont imaginaires conjuguées; elles sont
analytiques dans A, sauf en m,, ou elles sont infinies respectivement
) ¢

comme log

5 — 1
~ <))

1 . ,
et log ——; leurs parties réelles sont nulles sur C.
La fonction g(z) est déterminée & une constante prés ¢k, purement
imaginaire.
SiAest simplement connexe, e est uniforme et analytique dans A,

sauf en m, ou elle est inflinie comme - La formule

~ z
< S0

1 = e—6(3)
Ann. Ec. Norm., (3), XXXIL — FivRier 1915. 8
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établit la représentation conforme de A sur un cercle de rayon un,
llf

. Q . X
dont le centre correspond & m,. La fonction —= est uniforme et analy-

I '
—; elle n’a pas de zéro
0

tique, sauf en m, ot elle est infinie comme —

~

i Pintérieur de A, sinon %; s’annulerait aussi. Elle a des zéros sur le

contour, aux points ol se rejoignent deux courbes analytiques dis-
tinctes faisant partie de C.

Si A est multiplement connexe, g (s) augmente de quantités cons-
tantes e, 1y, ... quand s décrit chacun des bords; en choisissant
convenablement les sens de parcours, on a

Gy Cly~+...== 2T,
On voit que les quantités o ne sont pas toutes nulles, e n’est pas uni-
. dg . . .
forme dans A. Mais 212- est uniforme et analytique, avec le pole z, et
p zéros, si lordre de connexion de A est p.
Lorsque A contient le point & I'infini, on sait que G reste finie en
ce point; donc g(z) est de la forme

. b ¢
5*(Z)—c¢+z+;;+...,

. . (l(r ___[
lorsque |z | est infiniment grand, et 7> est nulle comme e

IT. — Prolongement analytique.
2. Considérons deux fonctions imaginaires conjuguées,
s=/(0), &=[(0),
analytiques dans un cercle y défini par 'inégalité
| ¢] 21,

Lorsque ¢ varie en restant réel, s et s” sont les deux coordonnées d’un
point qui décrit un arc d’une courbe analytique C. Lorsque ¢ est com-
plexe, z et 2" ne sont plus imaginaires conjuguées, mais définissent
deux points m et m,, images I'un de I'autre par rapport 4 C. Si zdécrit
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la moitié supérieure de v, m décrit une région « et m, une région o,
séparées 'une de I'autre par un arc de C.
Ces propriétés bien connues étant rappelées, je considére une fone-
tion
' =¢(s")

analytique dans «, et sur C; si s’ déerit G, le point 2/, figuré dans le
plan complexe, parcourt une courbe analytique I'; si z” décrit a,,
a’ décrit une région attenante a I'.
Soient { I'image de =" parrapport & C, § I'image de 2’ parrapport & I';
£ est une fonction de ¢
E=14(0),

analytique dans I’aire o ou dans une portion de cette aire; ¢ ({) est le
prolongement analytique de ¢ (=) au dela de G, car ces deux fonctions
prennent une méme valeur en chaque point de C,. ainsi que leurs
dérivées.
On peut écrire
E=¢ |2 [3'(0])-

3. Il est possible d’étendre le domaine « ol ¢’(s) est prolongée,
pourvu que z' reste fonction analytique de { et que & reste fonction
analytique des valeurs 2’ que prend ¢ (z").

En particulier, si les courbes C et I" sont algébriques, on n’est arrété
dans 'extension de « que si o, vient & contenir un foyer de C ou si
I'une des valeurs ' donne un foyer de T', en entendant ici par foyer
tout point critique des images.

4. Appliquons ces remarques & la fonction « = g (z), dont la partie
réelle est nulle sur C; la courbe I' est I'axe imaginaire, qui a pour
équation

¢+ 2'=o;
ainsi

() =— 2.

Donc, au point { image de z par rapport 2 G, on a

(2(0) =— &'l (D],
1
th | ¢'(0) =— gL=()]-
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En dérivant les équations précédentes, on obtient

dg(t) __ dg'(s) s’
dc ds'  d¢
11
) dg' () __ dg(s) d
dc ds d

La fonction de Green, G(z, 5") satisfait par suite & la condition

G t)= =[g(5) +g(t)]

2
I
=—~[8'(s") + 5 (3)]
=—G(sz,2").
5. Au voisinage du point z, ot g (=) est infini, on a

I

g(3) = log——+...,

523,
la partie non écrite étant une fonction analytique; soit =, une image
de z,4; 'équation

3 () — z=0
admet la racine { = z,, que je suppose simple; au voisinage de z,,

on a
g(8) =—g'(s)

Ainsi, z, est aussi un infini logarithmique de la fonction g prolongée.

dg Ao ol
Pour ¢, z, est un zéro; pour 77’ un pole simple.

Sile point z, est 4 I'infini, on trouve de méme les développements
g(&)y=—1logl~+...,

et — .I..

T

dg 1

a T T

A,
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Enfin, si le domaine A contient le point & I'infini et si g (=) est ana-
Iytique en ce point, on a, si (5) est infiniment grand,

g(s):a—}—g-—l—%—l—...;
en une image du point & I'infini, g({) est analytique.

6. Soit I'aire A simplement connexe, dans laquelle on étudie g(z);
nous avons défini l'aire A,, image de A par rapport & son contour C;.
en un point m, de A,, image du point M de A, on peut calculer g(=)
par I'équation (I). Ainsi g(z) est définie dans A,, en particulier uni-
forme si le point m, est I'image d’un seul point m de A; g(s) est
infinie aux images de m,.

De A, on passera & A,, et ainside suite. Si le plan est recouvert une

- , . . dg .
seule fois par les régions successives, ef et - sont uniformes; on

connait les poles et les zéros de la premiére, les poles de la seconde;
ces points sont les images successives de 5,. On saura donc former ces

fonctions. Si le plan est recouvert % fois, les fonctions e4 et j——é’ ont

% déterminations.

Si I'aire A est multiplement connexe, g(s) présente des périodes
comme une intégrale abélienne; e n’est plus uniforme dans le plan,
mais j—f- I'est encore si les régions successives couvrent le plan une
seule fois.

On sera donc renseigné sur la nature et les singularités de ces fonc-
tions si I'on a étudié les régions successives.

7. Passons d’un oint 5 de A a I'image C N située dans A uis a
o] 1 X
l’1mage 42 dans .A.g; nous avons

gt =g(s), eCI=et,
dg (&) __dg(s) ds
dt, —  dz  dg,

: : . ) . d
On voit une analogie entre e5© et les fonctions fuchsiennes, entre ?ff

et les fonctions 6 fuchsiennes de degré un. Effectivement, sile bord
de A est formé de cercles, larelation algébrique entre {, et = devient
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une substitution linéaire, et si les régions successives couvrent le
plan, ou une partie du plan, une seule fois, les fonctions considérées
sont fuchsiennes ou kleinéennes.

Les fonctions g (=) fournissent donc des exemples de fonctions qui
restentinaltérées quand = subit certaines transformations algébriques,
déterminées par la courbe qui limite A.

III. — Les images sur une surface de Riemann.

8. Avant d’appliquer les résultats précédents a la recherche de g (=),
il est utile de transporter le probléme sur la surface de Riemann X
attachée & la courbe C, en supposant le bord de A formé d’une seuale
courbe algébrique.

Si 4 chaque valeur de z correspondent £ valeurs de Z', X est com-
posée de & feuillets ; les points de ramification sont les foyers et les
points de rebroussement de C; les feuillets se raccordent le long de
lignes qui joignent deux & deux ces points de ramification. Un point =
du plan est la projection de % points de la surface; soient m I'un d’eux
et {' 'image correspondante; le point T’ est la projection de 4 points de
la surface; 'un d’eux, ., a pour image le point =3 je dirai que m et
sont associés sur X; si m vient en ., (. vient en m.

Lorsque m et p. sont confondus sur X, leurs projections sur e plan
sont confondues en un point situé sur la courbe C. Inversement, si un
point z est sur C, c’est-a-dire est confondu avec une image (', les
points m et p. correspondants coincident sur X; en effet, ils ont méme
projection sur X; s’ils étaient sur deux feuillets différents, le point =
aurait deux images confondues avec lui, suivant qu'on le regarde
comme projection de 72 ou de ., et serait un point double de C. Donc,
tout point simple de C est la projection de deux points m et p con-
fondus, ce qui s’étend par continuité aux points multiples & tangentes
réelles. On démontre facilement qu'un point double isolé est la projec-
tion de points m et w situés sur des feuillets différents.

Tout arc de C est la projection d’un arc de courbe tracé sur £; on
peut regarder la courbe C comme dessinée sur X; elle est formée
d’ovales, qui sont fermés et ne se coupent pas mutuellement, puis-

~qu’il n’y a pas de point double sur une surface de Riemann.
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9. Supposons qu'il existe sur T une région B, d’un seul tenant, dont
le bord se compose d’un ou plusieurs des ovales qui forment C; je
considére une fonction g (s, ('), réguliére en chaque point de B, sauf
au point analytique m,(s =35,, {'=5), ol elle est infinie comme

", et dont la partie réelle est nulle sur le bord de B; j’admets

Iogs_s
pour le moment que cette fonction existe. On peut la prolonger au
deld du bord de B et déduire savaleur au point u de celle qu’elle prend
au point m.

Quand mdécrit B, . décritune région B,; p ne peut entrer dans B
sans traverser le bord; alorsmsortdeB au méme point et entre dans B, .
Donc, B et B, couvrent toute la surface une seule fois.

Par suite, la fonction g a une valeur en tout point de X, a des
périodes prés; elle posséde deux infinis logarithmiques
o =4,

o

{'=3);

2]
Il
2}

2}

my :

Po =

E3}
0

c’est une intégrale de troisiéme espéce, dont I’expression est

*YQ(s,t) ds

Az, 0)

o —
&=

en représentant par

>

—~

2

-

[2]

—

ll

H o

Q. n
o~ o~

-

1

(]

R
13

équation de la droite m, ., et par
Q(s,5") =0

I’équation d’une courbe adjointe qui passe par les points communs 2
la courbe G et la droite A, & 'exception de m, et w,.
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CHAPITRE III.

APPLICATIONS.
I. — Cas élémentaires.
1. Cercle. — A la région A intérieure au cercle correspond par

image la région extérieure A, ; donc la fonction ¢ est uniforme dans
le plan. Elle a un pole z, et un zéro z,, image de 5, ; elle est régulicre
3 I'infini comme elle est au centre du cercle; ¢’est done une fonction
rationnelle, connue & un facteur constant prés :

On peut choisir arbitrairement un point du cercle ot g s’annule,
soit P(s=a); on a
1 & —
0o a@a—

=

el —

l
Win

nln

-

win
I

Soient M, M, et M, les points dont les premiéres coordonnées sont
s, 5, et 5, ; nous avons

G== 2 [g(s) + 5'(5)]

En particulier, si le cercle a pour centre 'origine et pour rayon
I'unité, on peut prendre a =1 et I'on a 5, 5, = 1; on en conclut

~

3]
3]

—_1
e e,

— S

)

Demi-cercle. — Soit I'aire A limitée par un cercle C et un diamétre D
de ce cercle. Les régions successives, obtenues par réflexion sur C
et D, couvrent le plan une seule fois; donc e est uniforme dans le
plan; cette fonction a un pole 5,, deux zéros qui sont les images s,
et 5, de 5, par rapport 4 C et D, et enfin un péle z,, image de 5, par




SUR LA FONGTION DE GREEN POUR UN CONTOUR ALGEBRIQUE. 65

rapport D et de =, par rapport & C. On a done

ks (G—s),

Y FEr R T RN

On détermine & pour que g s’annule en un point du contour.
La méme méthode s’applique & un secteur circulaire dont I'angle
est sous-multiple de 27. -

2. Aire comprise entre deux droites paralleles. — L’aire A est com-
prise entre les droites D, et D, représentées par les équations

3+ s5'=o, s545'=al

L’aire A, estobtenue par réflexion surD,, 'aire A, parréflexion surD, ;
on peut passer de A, a A, par la translation 2/. Donc e est uniforme
dans le plan et admet la période 2/; en outre, cette fonction tend vers
zéro lorsque 5 s’éloigne & l'infini dans A; c’est donc une fonction

ITs

rationnelle de e * :

inTs ITsy
l {
e — e
F g
ef =k ins IS
el —e!

on désigne par z, et z, le pole situé dans A et le zéro situé dans A, ; ils
sont images I'un de I’autre par rapport a2 D, :

5, + 5= 0;
enfin £ est une constante que 'on détermine en écrivant que g s’an-

nule en un point du bord de A, par exemple & I'origine. On obtient
ainsi :

iM5 iTs _iTsh

pr— L€ £ el —e .
_imz§  im3 iT3q
1I—e ! el —e !

Ay 5 +5'=o0; Ay 545 =2al;

Onvoit, comme dans I’exemple précédent, que ef admet les périodes 27
Ann. Ec. Norm., (3), XXXI[. — Mags 1915, 9
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et 20m; il suffit de eonsidérer cette fonction dans un rectangle dont
A est un quart et qui a pour centre Uorigine ; e y est méromorphes; elle

admet un pole z,, deux zéros =, et z, = — =z, images de 5, parrapporl
aA, et Ay, et enfin un pole z, = — z,, image de z, par rapport & A, et
de =, par rapport & 4,. On a donce
)3 D=
el — /I 4" 4]___1’
Ps— Pz

p étant la fonction de Weierstrass construite sur les périodes 2/
et 27m, et £ une constante, qu’on peut prendre égale 4 un, si 'on veuat
que g s’annule a4 Porigine. Comme z, est image de z, par rapport a 4,,
on a

S == — 5.

La représentation conforme de A sur un cercle est donnée par la
formule
| 7= et

le centre du cercle correspondant au point z,.

II. — Aire dans laquelle { est uniforme.

3. Je suppose que le contour de I'aire A appartient & une seule
courbe algébrique G et ne présente pas de point singulier, et que {(5")
est uniforme dans A. Alors A est la projection sur le plan d"une aire B
située sur un seul feuillet de la surface de Riemann X; la fonction g
est la méme pour A et B, ¢’est une intégrale abélienne.

Si l'aire A est simplement connexe, elle a un seul bord, le long duqguel
g acquiert la période 2w i; ef est uniforme dans B et par suite sur toute
la surface Z; elle n’a qu'un pole z, et un zéro z,; c’est une fonction
rationnelle; comme eclle n’a qu'un pole, lequel est arbitraire, la
courbe C est unicursale.

Soit ¢ le paramétre dont = et ' sont des fonctions rationnelles; on
peut supposer que ¢ est réel sur la courbe, c’est-h-dire quand z et T
sont des imaginaires conjuguées. Appelons z, et ¢, les valeurs de 7 qui
donnent les égalités

5(Ly) = 3y, ¢ (L) = 5%,

5(ty) =5y, T(ty)=12543
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¢, et ¢, sont imaginaires conjuguées; et 'on a

d’ou la fonction de Green
(t—1¢,) (' —¢,)

— log kK’ .
G=loghk Gy =)

On détermine la constante Zen écrivant que G est nulle surla courbe C,
c’est-a-dire lorsque ¢ est réel :

kk'=1;
on peut prendre £ = 1.

4. Extérieur de Uellipse. — L'ellipse ayant pour équation

152

-l-%—,———l:o,

1
[

Ql&

on a les expressions de z et {'

__2at+ib(1—1¢?) :,__vzat—ib(x-——tz).
- 1+ 2 ’ - 1+ 22 ’

~
~

on tire de ces égalités
(54 1)
_—a(z——t’—l—zib)’
1b(50+ 5Y) b O(E+5)
' a(s— 5, + 21b)

b= :
7 a(zy— 5,4+ 2ib)’

La fonction e$ a pour valeur

e (5H ) (5= 5y 28b) — (5, 54) (5 — & +-2ib)
(G0 (50—, + 200) — (50 + ) (s — T + 210)

e

La formule
7. — e~¢(3)

fait correspondre & I'aire A un cercle, dont le centre est homologue
de z,. En particulier, si z, est & 'infini, on a
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d’ou 'on tire

t——'il+Z

—'1 =z’
a+b . .
5:—;2—-4—-1((1——1))[.;

remplagons ¢(@ — &)Z par Z, ; nous retrouvons la formule connue

gy . c
L= /4y ~+ -
Z,
5. Une cubique & point double isolé, non circulaire, a deux foyers;
elle divise le plan en deux régions; si 'une d’elles contient les foyers,
on sait former ¢* pour I'autre. Il en est ainsi pour la cubique

y:ax“—%—x“ (&> o),

relativement & la région qui ne contient pas l'origine. De méme pour
I'intérieur d’un limacon de Pascal 4 point double isol¢, parce que la
courbe a un seul foyer, qui est & 'extérieur.

Epicycloides. — Siun cercle y roule extéricurement sur un cercle
fixe v,, un point entrainé par y décrit une épicycloide C, qui est algé-
brique et unicursale, lorsque le rapport des rayons est un nombre
entier ou fractionnaire. Si le point mobile est intéricur & vy, les points
doubles de C sont isolés; démontrons que les foyers sont situés a
'extérieur de C.

Iin appelant R et R’ les rayons de v, et de y, a la distance du point
considéré au centre de v, les coordonnées de ce pointont pour expres-

sions
RV
z=(R+R)e®+ae ¥ 7,
R-AI

F=(R+R)eW4ae K °
Les foyers sont les points = qui satisfont & la condition

ds __
aw=°
ou '
: R--R/
R+ R’ R b
R/

(R+RYe¥+a =o.
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On trouve ainsi
R’ R’
q):—l'ﬁ- [lOgZ +(2/l+])71'i],

R*

R(_B;l_> K e(‘l/z-l-l)%,’lri
a ?

1

h étant un entier arbitraire. Or, sur le rayon vecteur défini par
!
Pangle ¢ = (24 + I)RFW, il y a un point de C

(‘l/w—hg'l:i
si=(R+R—a)e LU
on constate sans peine que l'inégalité a <R’ entraine |z, |<|z]; le
foyer est bien extérieur & C et 'on peut écrire 'expression de ef pour
la région intéricure a I'épicycloide

er= L= t = tang >
T t— ¢ =lang

III. — Aire dans laquelle ¢ n’est pas uniforme.

6. Intérieur de ['ellipse. — Soit A la région intérieure a une ellipseE,
dont I’équation est

2 y?
— s —I=0.
a’ ~+ b2
Les régions successives couvrent le planune seulefois ; ¢ est uniforme,
a pour poles simples z, et les images 5.,,, et pour zéros les images

Zianes- Les produits infinis

-+ @ + )
F ] o
I I 1— =) 5 — =
. San San-+1

n==-—— oo n==-—oo

sont convergents quel que soit sz, car |s,| est de Uordre de grandeur
de ¢?”* pour p infini. On a donc

H<I_“’::“‘)H<z>;
I(-=)

ee(z) —_
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H (=) est une fonction entiére, qu'il est ici facile de déterminer, parce
que nous avons une suite de contours E, E,, ... qui s’enveloppent
mutuellement et s’éloignent & I'infini.

Soit & un point intérieur a 'ellipse; on a

1 dg ds dg 1
— | = ——=(=2) + )
ami ), ds 5 —=x S ) X — 3,
1 dg ds 1 /‘(lg ds 1 1
—_ - —_ —= ]
27! E|d.. 5—x 27,/ ,

et une suite d’équations analogues en intégrant chaque fois entre un
contour et le suivant. Or, lorsque p augmente indéfiniment,

. d, dz
]lmf_d_ér ~ = o,
E,) ~ ~ — x
I
car tend vers zéro et I'on a

53—
ldgl=fldgl»
v E

Ep

qui est une quantité finie. On en conclut I’égalité
(dg> = +< — >——< e >—s—...,
x X — 5_4 X — 3, X —5_,

ds X — 3 x — 5,

ou, en intégrant de 'origine au point z,

-+ o -+ 0
z z
g(2) :——Elog (1 — Z;) +—210g (1 —_ -~ )

La fonction H(z) est égale & un.
La fonction de Green a pour valeur

. z z’
. I I 1— [— —
_ - Zan+1 Sons1/ .
G= 210g z = ?
I I [ — — 1 — =
52;; zzn.

on peut la mettre sous une forme semblable & celle que 'on connait
pour le cercle; soient O, M, A, A, les points dont les premiéres coor-
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données sont o, s, z,, Z,30na

]-VIAQM—H
| 0~'\2n+1
MA,
0A,

G=lo

=]

.

a:

7. Pour calculer effectivement g(z), nous pouvons nous servir des
valeurs de =z et z, déja employées : '

z=ccos(p— 1), Sp,=cCcos(py—elry—2epia),
e=(—1)";
on voit ainsi que € est une fonction uniforme de p. — A, qui admet les

périodes
20, = 2T, 2we=1fotl;

clle devient nulle ou infinie pour les valeurs
p—iA=== o+ i+ 2(2n +1) i+ 24kn],
p—iA==(p— A+ bnai+ 2k n);
c¢’est une fonction elliptique dont on connait 'expression au moyen
de p(u —ih; 20, 20,) :

e PUE—E2) — p(pro IR+ ©s)
P(pr—1i2) —p(pro— thy)

La représentation conforme de I’aire A sur un cercle est donnée par

la formule
o,

p(p—1ih)—p <7>

Z =
p(p—ik)—p<%+w2)

dans laquelle on a supposé

. ___77__&)1
ZO:O, yo—l)\o-—'z‘—_z")

pour que les centres des deux courbes se correspondent. On sait que
Schwarz a donné, pour la méme représentation, la formule

, 2K .
1= sn-?arc sinz;

il est facile de passer d’une de ces deux formules a l'autre.
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Intérieur de la parabole. — On trouve par la méme méthode la fone-

tion g et la formule
. o T 23
7 = tang? = \/Z,
7 -

dans laquelle p est le parametre de la parabole; l'origine est foyer et
correspond au centre du cercle.

IV. — Contours présentant des points singuliers.

8. Hyperbole équilatére. — La courbe divise le plan en trois régions,
A, et A,, qui contiennent chacune un foyer, et A;, qui contient le
centre. L’équation de la courbe étant

245" =c?,

un point s a deux images
(= \/c'-'—s’?, C,:-—-\/Z‘T—:;’T-’;

C, et {, ont les mémes images, s et — z; le nombre des images succes-
sives est donc limité. Sile point = est sur la branche II, qui limite la
région A,, il coincide avec {, par exemple; les points {, et — = sont
confondus sur "autre branche H,.

Région focale A,. — Lorsque = parcourt A,, {, et {, parcourent la
région A, et —z la région A;; un pointde A, ou de A, est ainsi I'image
d’un seul point z de A, ; donc, es est uniforme dans le plan; cette fonc-
tion a un pole z,, deux zéros, == c* — 577, et un pole — z,; c’est une
fraction rationnelle

5% — (cz-——z:)’).

52—z

es —

oW

On peut représenter 'aire A, sur un cercle de maniére que le foyer
corresponde au centre du cercle :

A
By=C,

2
s—c

7=

z2

‘Région centrale A,. — Si le point = est dans ’aire A,, l'une de ses
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images, — z, s’y trouve également; on a done pour g deux valeurs en
tout point de A;. Au point ¢, de 'aire A,, image de =, on a aussi deux
valeurs, — g'(s") et — g’ (— 5"); la fonction €5 a deux valeurs en tout
point du plan; il est & prévoir qu’elle est uniforme sur la surface de
Riemann X.

Celle-ci se compose de deux feuillets, raccordés le long des cou-
pures allant du foyer F, (s =c¢>0) &4 +» et du foyer F,(s=—¢)
4 — oo, sur 'axe réel. Regardons la branche de droite H, comme des-
sinée sur le feuillet supérieur; en partant d’un point = situé sur H, et
en lui faisant décrire une ellipse homofocale, on voit que g,, d’abord
confondu avec z, décrit I'ellipse en sens contraire; les deux points
passent I'un aprés 'autre surle feuillet inféricur et viennent coincider
sur II,. La région A, est donc la projection d’une aire B située sur X et
limitée d’'une part par H,, d’autre part par une courbe Hj, qui est la
projection de H, sur le feuillet supérieur.

La fonction es est uniforme dans B; on peut la prolongeraudela des
deux bords; comme les images successives de la région B recouvrent
une seule fois =, €% est uniforme sur X. Elle a deux poles, qui sont les
points analytiques (z,, 5)) et (— 5,, — %), et deux zéros, (z,, ;)
et (— z,, — 5,); ¢’est une fonction rationnelle

3 ¢ o

~ -
~q <

ou

o8 ==

les deux radicaux ont la détermination qui prend la valeur ¢ au centre
de I’hyperbole.

Représentons I'aire A; sur un cercle, les deux centres se correspon-
dant :

Sp=o0,

«Qa

Ann. Ee. Norm., (3), XXXII. — Mars 1915. 10
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On a pour ¢ une forme plus commode dans les applications en
- posant

z == csin¢, So==cSsint¢,,
g — COS(£+14)
sin (¢—¢,)

9. Ontrouve dela méme facon la fonction g pour les régions du plan
limitées par une strophoide ou une lemniscate ; d’ailleurs, ces courbes
sont des transformées par inversion d’une hyperbole équilatére.

Or une transformation par inversion estune réflexion surun cercle;
plus généralement, prenons I'image d'une aire A par rapport & une
courbe algébrique n’ayant pas de foyer dans A; on a une aire A, pour
laquelle on connait g si cette fonction est connue pour A, car g(s) a
méme valeur en deux points homologues. Ainsi, 'image d'un cercle
par rapport & une ellipse est une courbe du huitiéme ordre com-
posée de deux ovales si les foyers de I'ellipse ne sont pas de part
et d’autre du cercle; g est connue pour I'intérieur de chacun des
ovales.

V. — Aire a connexion multiple.

10. La fonction e n’est pas uniforme dans D'aire; il vaut mieux

étudier 2. Pour avoir un exemple simple, il est naturel de considérer

~

une courbe de genre un composée de deux ovales.
Courbe de Cassini. — La courbe C représentée par I’équation
f(58)=(x2—¢) (=) —at=0  (a<c)

est composée de deux ovales C, et C,; soit A la région qui leur est
extérieure.
Un point = a, par rapport & C, deux images , et {, = — {, ; ces deux

points ont pour images z et — z; les régions successives sont donc en
nombre limité.

Comme pour la région centrale de I'hyperbole ¢quilatére, on voit
d, . . :
que [72-’ a deux valeurs en tout point du plan; la surface de Riemann %

est composée de deux feuillets qui se raccordent le long des segments
F,F, et F,F,, joignant les deux foyers situés dans chaque ovale. En
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suivant sur X le déplacement de I'image d’un point, on trouve que Z——fr
Q H ‘e A ‘- -~ F'/ ~ F' 4 ’
est uniforme, a deux poles simples, (z,, z}) et (—3z,, —3), avec
rhQl > ~ o ~ - «
le résidu ~—§i, et deux autres, (z,,z)) et (— 3z, —3,), avec le
. o - - -
résidu +1; -= est une fonction rationnelle, qu'on saurait former
comme quotient de deux polynomes adjoints; g est une intégrale de
troisiéme espéce. o
Mais = et { sont fonctions elliptiques d’un paramétre u, qui est égal
a l'intégrale de premiére espéce

u -——f:’:’ dz
- ar

ot

soient 2w, et 2w, ses périodes. On voit que g’;ﬁ est une fonction ellip-
tique de u, infinie pour les valeurs u«, ¢,, u,, v, qui correspondent aux
poles trouvés. Lorsque le point analytique (z, £') décrit un contour
fermé sur X, u augmente d’une période, ef est multipliée par un fac-
teur constant; donc e¥ est fonction périodique de seconde espéce. En
appelant £ et £, des constantes, et o(u; 2w,, 2w,) la fonction de
Weierstrass, on a ‘

_ d(u—u))d(u—vy)

e
F(u— uy)I( + )

eku+rk, .

On détermine facilement les foyers de la courbe C, et par suite les
périodes 2w,, 2,, et ensuite les quantités u,, v,, u,, ¢0,, £ et &,.

Sil'on prend pour région A l'intérieur de I'ovale C,, ses images suc-
cessives dans le plan sont en nombre limité; la fonction ef est ration-
nelle dans le plan; elle est infinie pour z = == 5,, nulle pour

ak
=xh=%\/+ 03

)
~0

on a done
52— (2
1o _2———_1).
b4 —55

11. Cycliqgues. — L’équation d’une cyclique est de la forme

f(5,5) =525+ 2a 225"+ 20’ 252+ ba*+ 2¢53' + 0’5"+ 2ds +2d'5' +e=o0
=Az?2+2Bs'+C=o.
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Les =z des foyers sont les racines ¢,, ¢,, ¢,, ¢, de I'équation
B2— AC =o;

intégrale de premitre espece est

=< _‘_i.;_: ! / ds | .
_2/ﬁ Vi —b) V=) G—e)(z—e) (s —a)

ds'

L5

Un point 5 a deux images {, et {,; cherchons les cycliques pour
lesquelles ¢, et {, ont les mémes images (dont I'une est z); un calcul
algébrique donne la condition

2(ab'd + a'bd' — aa' e —dd') + c(e — bb') = o;

lorsqu’elle est remplie, les régions successives recouvrent une fois le
plan ou la surface de Riemann; on peut raisonner comme pour la
courbe de Cassini et former la fonction g. - ‘

Or on peut, par une inversion, transformer la cyclique en unec
autre qui soit symétrique par rapport a4 chacun des axes de coordon-

nées; on a alors
a=a'=d=d = o;

la condition devient
c(e—bb')y=o,

d’ou les deux courbes

(240 ) (5" +b)+e— bV =o,
(324 0") (52 + b)) +2c¢55 =o;

la premiére est une courbe de Cassini; la seconde a été étudiée par
M. Darboux (Sur une classe remarquable de courbes et de surfaces algé-
briques, p. 66, 82); I'une et I'autre sont lieu d’un point M satisfai-

sant & une condition
MA.MB

MC.MD = ©

A, B, C, D étant des points fixes. Par inversion, cette condition se
transforme en une autre de méme forme’; pour 'aire A limitée par une
courbure ainsi définie, on sait former la fonction g, qui est le loga-
rithme d’une fonction rationnelle ou une intégrale de troisitme
espéce. '
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Les cycliques les plus générales échappent & laméthode précédente,
parce que les régions successives ne sont pas en nombre limité et

. dg .
que ¥ ou —= ne sont pas uniformes dans le plan ou sur la surface de

Riemann en général. Nous verrons qu’on peut trouver la fonction g
en utilisant les propriétés des familles isothermes; de méme pour une
hyperbole non équilatére; de sorte que g sera connue pour toute aire
plane dont le bord appartient & une conique ou une cyclique.

Il est facile de trouver des courbes de genre supérieur & un aux-
quelles les raisonnements précédents s’appliquent; ainsi I’équation

st—c?) (5" — ) —at=o0 (ea<c)

représente une courbe de genre trois composée de quatre ovales. On

) . dg . . , .
peut montrer que la fonction =2 relative & la partie du plan extérieure
aux ovales est uniforme sur la surface de Riemann; g est une intégrale
de troisiéme espéce.

CHAPITRE 1IV.
FAMILLES ISOTHERMES ALGEBRIQUES (').

I. — Les intégrales J et J/.
1. Je considére une famille de courbes algébriques C,, définie par
I’équation
(1) Sf(z, 5 2)=0;
les coefficients du polynome f sont des fonctions du paramétre A sur.

lesquels nous ferons les hypothéses suivantes : ils sont holomorphes
en A pour |A — A,| <7, et, quand on revient aux coordonnées carté-

(1) Quand M. Lery a rédigé ce Chapitre, il ne connaissait pas le Mémoire de M. Schwarz
sur les isothermes algébriques [ Ueber ebene algebraische Isothermen (OEugres complétes,
t. II, p. 260)]. [Note de M. Emile Picard.]
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siennes, on trouve une équation algébrique en @ et y dont les coeffi-
cients sont réels lorsque A est réel. En supposant A, réel, I'équation

(") J(s, 5,2 )=0

représente une courbe de la famille, G;, .
La famille estisotherme si la fonction A(sz, =), déterminée par
'équation (1), satisfait & la condition

92
(2) 9z 0"

S U5

=o0 ou Ma=—o0,

en deSIgnant respectivement par les indices 1 et 2 les opérations 0=

‘et 5 La condition (2) montre que A est la somme d’une fonction de =

’

et d une fonction de s'; ces fonctions sont des intégrales abéliennes
attachées a l'une quelconque des courbes de la famille.

fa on a

_(ZZ __ [Jils, LITROR
5= Fale 1)

En effet, en posant f;, = 9

le second membre devient une fonction de =z seul lorsqu’on y rem-
place A par I'une de ses déterminations tirées de I’équation (1); il
revient au méme de dire que A disparait lorsqu’on substitue & z* une
détermination de la fonction "= {'(=, A) définic par I’équation (1);
dans ce calcul, je puis donc donner & A une valeur particulicre 2A,.
Jai alors I'équation (1)’, qui détermine la fonction algébrique
=0 (5,1); d’oul’on tire

A __ Szt ) _dl
Js S2 (5,85 %)
J:_._ .z,z’-f1 (57 C/s ko)d:,

f3(:1 c’) 7*0)
J étant une intégrale abélienne attachée & C, . On a de méme

oh _ fo(&, z, o) dy’

05— fi(C, 5, k) ds’

_— ’sz(ca'*'a 0) /
=/ ACER Rk
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o {(=, %,) est la fonction = définie par I'équation (1). On en
conclut
Mz, 3" )y=J+ J + const. C. Q. F. D.

Il peut y avoir dans la famille des courbes exceptionnelles pour les-
quelles la propriété précédente n’est pas exacte; ce sont celles quisont
décomposées ou telles que f; soit identique & zéro. Ainsi, pour une
famille d’ellipses homofocales, C, peut étre 'une quelconque des

coniques, sauf celle qui est aplatie suivant I’axe focal.

. Pour définir avec précision les deux intégrales, ilfautintroduire
la bl]I‘fﬂCG de Riemann X qui correspond & la courbe G, . L'intégrale J
est prise d’un point mz,(z,, {,) & un point m(z, U'); Je la demgneral
par J(m); on suppose que m, est un point régulier pour J. On aura de
méme le point 72/, dont la seconde coordonnée est ', la premiére du
pointimage étant{; I'intégrale)’(m”) est prise d’un point régulier 7 au
point 7. Le point w, image de m sur £, a pour seconde coordonnée {';
c¢’est le point analytique ({', z); dans le cas particulier ou et =" sont
les imaginaires conjuguées de ' et z, 7’ est confondu avec m sur X;
sis’ =, {=z m coincide avec .
Sim et m’ décrivent un méme chemin d’intégration, les valeurs que
prennent J et J' sont imaginaires conjuguées ; en effet, I’équation car-

tésienne de C,, étant
' F(x, y, ) =0,

1 /0F . JF __1(0F .0F
Ji= _2—<().x B;)’ f= 5<dx+ ()y>

Jig fz
fs

sont imaginaires con,]uguces et que A, est réel.
Si m et m’ décrivent deux chemins associés, on a

ona

donc les quantitésZ= sont imaginaires conjuguées lorsque = et =’

J+J =o;
en effet, on a
A=, Z,::z
fl(“"‘-'a}‘o) f2<57 ;I, df("""a}
L0 0 g 4 [lq = = o,
Js(z, S 0) Js(3, s, J3(5, sy )o)
dJ+dJ’=o. '
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II. — Périodes de J et J'.

3. La courbe C,, est composée d’ovales C’, C”, ... tracés sur L.
Quand m déerit 'un d’eux, J augmente d’une quantité o —+ f3, qui est
une période, & moins qu’elle ne soit nulle. Le long du méme chemin,
on a i la fois

donc a = o. Un ovale de C;, donne pour J et J’ une période (3.

Le long d’un chemin D, allant d’un point de C"a un point de C’,
- J prend une valeur «, + 3, ; le chemin associ¢ D" a méme origine et
méme extrémité que D; le long de D', on a J' = — (a, + ¢f,). Quand m
parcourt le circuit formé de D et de —D’, J prend la valeur

(o, +iBy) + (o —ify) = 2.

On a ainsi une période réelle.

Soit I"un autre circuit qu’on ne puisse réduire par déformation a
un point ou & une combinaison des circuits précédents. Le long de I',
J acquiert une période o, + £(3,; le long du circuit associé IV, J* prend
la valeur — «,—i(3,, donc J prendrait la valeur — o, + ¢f;. Ainsi
J admet les périodes a«,+ 78, et — a, + iB3,, donc les périodes 2 a,
et 210,.

En résumé, les périodes de J et J' sont réelles ou purement imagi-
naires.

III. — Les courbes J 4+ J'— const.

4. Supposons, pour simplifier, que les origines d’intégration m,
et 7, soient confondues en un point de 'ovale C'. Si m et m’ décrivent
en méme temps cet ovale, on a

J(m)+JY (m'Y=o, 2J(m)=1ip,

p étant une variable réelle; sim et m’ décrivent un chemin D, allant
de m, a 'ovale C’, puis décrivent C”, on a '

J(m) + 3 (m'y =20, 2J(m)=120a,+ ip.
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Faisons varier A & partir de la valeur A,; les ovales C' et C” se défor-
ment dans le plan et deviennent des ovales de la courbe C;; on peut
suivre leur déplacement sur X si |A — %, | reste suffisamment petit, et
I’on a sur le premier de ces ovales

J(m) 4+~ J (m') =2 — 2, 2 J(m)=A—2A,+ip,
sur le second
J(m) + ¥ (m/) =2 —A+ 2, 2J(m)=2—12%+ 20, + ip.

On voit qu’en appelant A et o des variables réelles, et en posant

2J(m)=2%4—k+ ip,

les courbes A = const. forment sur £ une famille dont la projection

sur le plan est la famille Gy, si A est suffisamment voisin de A, ou

de A, + 2a,. Les courbes o = const. forment la famille orthogonale.
Si m et m’ sont confondus sur un ovale de la courbe C;, on a

2 J(m) =X —2+ ip,
2 (m')y=k—2—ip,

si les chemins d’intégration sont confondus et si le paramétre ¢ est
réel; supposons que p varie et devienne complexe; les points m et m’
dont on peut suivre le déplacement sur Z, au moins pour une petite
variation de g, deviennent images par rapport a G;.

Les deux familles orthovonales ont les propriétés suivantes :

I. Par un point arbitraire a de la surface I passe une seule courbe
de chaque famille. — En effet, le point m (=, (') étantvoisin de @, = et &
sont des fonctions holomorphes d’une variable z voisine de zéro;
si J (m) est holomorphe en ¢z, soit

J(m)=Ag+ At +A2+.. .,
¢ est fonction holomorphe de A + Zp, définie par I'équation
2(Ag+ At + A2 +...) =X+ ip;

d’ot1 5 analytique soit en A, soit en p. Il y a exception lorsque A, est
nul ou que J(m) est infinie au point a.
Ann. Ee. Norm., (3), XXXII. — Mags 1g15. 17



82 . GEORGES LERY.
Il. S¢ le point m décrit une courbe G, le point associé p. decrit la
courbe C,, _;. — En effet, on a
2J(m)=2A—ho+ip,
J(m)+J' (') =o;
d’ou I'on tire :
2 J () =—(h—1%) —ip,
2 J(p) =— (A—2%) +ip
= (2d— X)) — Ao+ ip;
le point p. décrit Gy, .

1. S m décrit une courbe C,, p. décrit la méme courbe. — En effet,
on vient de voir que I'on a

2J(m) =~ — A+ ip,
2J () =2—A +1ip;

p, étant constant pour le point 7, a la méme valeur fixe pour p..

IV. Le lieu des images d’un point fixe m par rapport a la courbe
variable Cy, est une courbe C,. — En effet, soit

aJ(m) = A + ips.
Sim’ est image de 7 par rapport a la courbe Gy, on a

J(m)+J(m')=1—12,,
2 ) (m'y=12k— 2k — h\—ip;;

m’ décrit la courbe C,, qui passe en m.

5. On peut remarquer que ces propriétés ne supposent pas les
courbes C, algébriques, quoique I’étude des images soit alors moins
facile; considérons la famille définie par I’équation

L(m)—+ 1 (m')=),

dans laquelle I(m) représente une intégrale abélienne attachée 4 une
courbe réelle donnée C,, ayant pour équation

Sf(z, 5')=o0;
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écrivons cette intégrale et I'imaginaire conjuguée I'(2") sous la forme

_ [Tz 8 ds iy [ L83
I(m> f (,. c/ ’ l(m)._f RI(GI, C)d“’7
supposons que les fonctions rationnelles R et R’ satisfassent 4 'iden-
tité
(3) - R(z, &) =R/(5, 5);

on voit que 'on a
dl+dl'=o0

lorsque m et m’ décrivent deux chemins associés. On en conclut que la
famille de courbes posséde les propriétés précédentes, au moins quand
Avarie dans un certain intervalle; en général, cette famille n’est pas
algébrique.

On forme les fonctions rationnelles R en prenantune fonction ration-
nelle R, (z, y), a coefficients réels, et en posant

s+35 5—23
R(z,z’):ﬂl( ) - >;

2 2
si I'on veut que l'identité (3) soit satisfaite, quelles que soient les
variables z et s'; il peut y avoir d’autres solutions si l'identité doit
avoir lieu quelles que soient = et 5" reliées par I'équation f(s,5) = o.
6. Revenons aux courbes C,, définies par I’équation algébrique
(1) Sf(5, 5 4) =0;
la condition A,, = o entraine la suivante :

(2) Sifie— LoSsSua—SifaSoa+ fifeSfra=0,

qui doit étre satisfaite lorsque z, ' et A vérifient I'équation (1); le
premier membre de (2) est un polynome en z et s” qui est identique-
ment nul ou divisible par /(z, 2/, 1),

Le 5 d’un foyer d’une courbe G, et le z” de son image double sont
solutions du systéme

f=o, Sa—=o0;
la condition (2) devient pour ces points
Ja([faS12— fiSas) = 03
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ds et dz’ vérifient I'équation

'fidz +f=_;d;l+f3d)\:0.

Sile facteur £, est nul, on a dz = o; le foyer est fixe, quel que soit A.
Si le facteur f; f,,— [, f25 €st nul, on a

e — L3
ds = fl

d’autre part, dz’ est donné par I’équation

S12dz + for ds'+ fo3dh =0,
dz/:f_”f”;flf?&d)\:o;

22

I'image double est fixe.

Ainsi, pour une famille isotherme, ou bien un foyer est fixe et son
image double décrit une courbe orthogonale, ou bien on a la propriété
contraire. On a un exemple de ces deux cas avec les courbes de Cas-

sini,
(52— c?) (52— c?) = €

Lorsque tous les points = qui sont critiques pour {'(z, A) sont fixes,
les surfaces de Riemann des courbes C, ont mémes points de ramifi-
cation; on peut dire que les courbes de la famille ont la méme sur-
face X.

IV. — Nature de l'intégrale J.
7. L’intégrale J n’est pas quelconque, puisque I'équation
J(m)+ 3 (m)=h—1,
entraine une relation algébrique entre z et =,
(1) | (s 5" 2) =o0;

démontrons que J a au plus deux périodes; ce serait évident si les
coefficients du polynome f étaient des fonctions uniformes et méro-
morphes de A; supposons seulement qu’ils sont holomorphes au
voisinage de A,, par exemple lorsqu’on a

l)\"‘)\o|<l‘.
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Lemme. — Les coefficients du polynome jf sont uniformes et méro-
morphes, quel que sott \ fini.

Prenons en effet des nombres A, et A, satisfaisant aux conditions
) )\2: 2}1— 10
8) =2 l<Zs  [h—do|<r.

Si un point (z,, 3,) décrit C,,, son image (z,, z,) par rapport a C;,
décrit la courbe C,, (propriété 1I, n° 4); on a I’équation de C,, en éli-
minant 5, et 5, entre les équations

S (51, 31, L) =o, S (51, a2, )‘1):0) S (52, 51, M) =03
on trouve ainsi une équation algébrique
F('@zh z;’ )‘1):‘0;

les coefficients du polynome F sont holomorphes en A, —2,, donc
en A, — A, tant que les inégalités (B) sont satisfaites; F n’est pas
identique a f(s,, %), A,), mais seulement divisible par ce dernier
polynome, en général.

Nous pouvons refaire le méme calcul en supposant

[M—Al<r,  Jh—h[<2r;

les coefficients de Fsont encore holomorphes en A, — A, ouen A,—A,.
La condition qui exprime que F est décomposable en plusieurs fac-
teurs dont I'un est du degré n (si n est le degré d’une courbe G, arbi-
traire) est rationnelle par rapport aux coefficients, donc holomorphe
en A, — A,; elle est encore satisfaite. Nous aurons un facteur
S (54, 55, Ay) qui sera le prolongement analytique de £ (5., 5,, A,) dans
le domaine [ A, — A, | < 2r. ,

Pour calculer les coefficients de ce facteur, nous avons & résoudre
des équations algébriques, & coefficients holomorphes en A, — A, ; les
coefficients cherchés pourraient étre algébroides en A,—2,; il s’agit
de prouver qu’ils sont méromorphes.Je prends un point simple (a,, @;)
de la courbe G,,, et un point (z,, 5}) au voisinage :

H=a,+¢  si=do+ ¢,
JS(ao+¢; ab+¢e1dy) =o.
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Cette derniére équation définit ¢’ comme fonction holomorphe de ¢ au
voisinage de zéro, puisque (&,, a,) est point simple de G, . Choisissons
pour z, une solution de I’équation

f(zﬂa a:)"" E,a 7\1) :0;

s, est holomorphe en ¢, donc en ¢, en supposant que a, ne soit pas
Joyer de G, ; soit

S =0 (& Ay);
nous prendrons
2=0¢'(¢'; M) = (¢, h);

les coefficients de ces différents développements en ¢ et ¢’ sont holo-
morphes en A, — A, ou A,—A,. Ceci posé, dans I'équation de G,
écrite avec des coefficients indéterminés

Az} +Bsllz+...=o,

substituons les développements de z, et z, en fonction de ¢ et identi-
fions. On trouve des équations linéaires en A, B, ..., & coefficients
holomorphes en A, — A;; donc A, B, ... sont méromorphes en A, — A,
tant que 'on a|A,— A | < 2r.

Les équations qui donnent ainsi A, B, ... ne peuvent dépendre
qu’en apparence du point (a,, @,) choisi; en déplagant ce point, on ne
peut changer la relation algébrique entre z, et z,. D’aprés cette
remarque, sz a, est foyer de C,,, nous le déplacerons pour appliquer le
mode de raisonnement précédent.

En résumsé, les coefficients de f(z, 2/, A) sont uniformes et méro-
morphes en A — A, dans le domaine |A — A, < 2r, §’ils le sont dans
le domaine |A — A, < r; ils le sont done, quel que soit A fini.

C. Q. F.D.

8. Quel que soit A, donc quels que soient les points m et m’ sur la
surface Z, nous avons

flz &', hy+= I (m)+J (m")]=o.
Donnons a 72" une position fixe et faisons parcourir & m un circuit

fermé; J augmente d’une période. Si cette intégrale avait trois
périodes, on pourrait choisir le circuit pour avoir une période aussi
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petite que 'on voudrait, et les zéros de f, considérée comme fonction
de J, ne seraient pas isolés, ce qui est impossible puisque f est méro-
morphe enJ. De méme J ne peut avoir deux périodes, dont le rapport
soit réel. '

V. — Sur un théoréme de Weierstrass et sur la classification
des familles isothermes.

9. Welerstrass a donné dans son cours le théoréme suivant :

Si une fonction ¢ (u) admet un théoréme d’addition, elle est uniforme
ou racine d’une équation algébrique a coefficients uniformes et méro-
morphes.

Des démonstrations ont été publiées par M. Phragmen et M. Hancock.
Onpeut considérer ce théoréme comme une conséquence de I’étude des
familles isothermes. Par hypothése, o(u) satisfait & I'équation algé-
brique

SL9(a), ¢(9), 9(w+v)]=o0.

Remarquons que le polynome f doit étre symétrique en o(u) et ¢ ().
Sur la fonction ¢(u), on suppose seulement qu’elle est holomorphe
lorsqu’on a |u| < r.
Posons
o(u)=s, o(v) =4, ©—+ 9 =A,
d’ot ’équation
flz 5, 9(X)]=o,
qui représente une famille de courbes C,. Or

A=u-+v
— fonction de z + fonction de 5';

la famille est isotherme. On a donc
A=J(z) +JI(5),

J(2) et J(z") étant deux intégrales abéliennes attachées ala courbe CA,
qui correspond a la valeur A, = ¢ (0); ces intégrales sont les mémes,
4 cause de la symétrie de fen z et z. On démontre, comme nous
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I’avons vu, la propriété II et le lemme; il suffit de remplacer les ima-
ginaires conjuguées a,, @, par deux quantités égales. On en conclut
que les coefficients A, B, ... du polynome f en 5 et =, considérés
comme fonction de A, sont méromorphes. Ces coefficients sont
rationnels en o ().

Si deux d’entre eux contiennent ¢ (1), on a deux équations :

A[o(A)] =fonction méromorphe de 2,
B[ (})] =fonction méromorphe de A,

d’ou I'on tire en général o (A) uniforme et méromorphe en A. Si un
seul contient ¢(1), ¢ est racine d’une équation algébrique a coeffi-
cients uniformes et méromorphes, et qui est d’une forme particuliére :

A[9(2)] = fonction méromorphe de A.

10. L’intégrale J (m ) a zéro, une ou deux périodes.

I. Pas de période. — J ne peut étre de troisiéme espéce; elle est
uniforme sur X, n’a comme singularités que des poles en nombre fini;
c¢’est une fonction rationnelle :

J=R(z, ¢').
2mil

II. Une période w. — La fonction e © est uniforme sur X; elle n’a
comme singularités que des poles; en effet, si elle avait un point sin-
gulier essentiel z = a, on aurait au veisinage de ce point une infinité
de solutions de I’équationJ (m) = £, ol £ est un nombre donné arbi-
traire. Ces solutions devraient satisfaire & I’équation

fl5, 30, Mo+ k+ Y (5)] =0,

dans laquelle on donne a z" une valeur fixe; ce qui est impossible.
On a donc
2mil
e » =R(z,¢).
[1I. Deux périodes w,, »,. — La fonction p (J; w,, ®,) est uniforme
sur Z; on voit comme précédemment qu’elle n’a comme singularités
que des poles en nombre fini; ¢’est une fonction rationnelle

pI =R(z, ¢).



SUR LA FONCTION DE GREEN POUR UN CONTOUR ALGEBRIQUE. 89

Dans ce troisiéme cas, 'intégrale J est de premiére espéce; sinon
elle deviendrait infinie pour une certaine valeur =,; prés de =z, pJ
pourrait prendre toute valeur donnée; or pJ est une fonction ration-
nelle de = et {’ qui a un nombre fini de valeurs bien déterminées
pour z=3,.

En raisonnant de la méme facon que le théoréme de Weierstrass, on
retrouve le résultat suivant, qui est bien connu :

Toute fonclion ¢ (u) ayant un théoréme d’addition est solution d’une
27in
équation algébrique dont les coefficients sont rationnels en u, ouene © |
ouen pu.

VI. — Sur les courbes algébriques dont une intégrale abélienne
a seulement deux périodes.

11. L’équation algébrique
(1) J(z, y)=o

définit y comme une fonction algébrique n () et x comme une fonc-
tion £(y). En désignant par Q(a, y) une fonction rationnelle, les
deux intégrales

of af

Hoy= (U2 4 k= [ Qe 4,
oy (1) L&)

sont de méme espéce et ont les mémes périodes. En effet, prenons
y =n(x), £=a; nous avons

Qe ), N Q(z, 0)
K(y)= ETN dn =— o dz
;);(-75; n) ) 3;(‘”7 n)

=—J(&)+ const.;

donc I'intégrale K(y) prise le long d’un chemin quelconque du plan y
n’est autre que lintégrale J(2) prise le long d’'un chemin corres-
pondant dans le plan .
Supposons que J et K soient de premiére espece et aient seulement
Ann, Ee. Norm., (3), XXXIl. ~- Mans 1915. 12
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deux périodes 2w, 20’; établissons entre x et y I’équation

(2) J(xz)+K(y)=2

Soit p la fonction de Weierstrass aux périodes 2w, 2w'; I'équation pré-
cédente entraine I’équation

(3) pJ+K)=ph

qu’on peut développer par la formule d’addition. Or pJ et pK sont
respectivement des fonctions rationnelles de x, 7 et de y, § respecti-
vement; de méme % et ;C;TE L’équation (3) s’écrit

R(z, n,y,8)=ph
ou, par I’élimination algébrique de v et &,
(4) F(z,y, A) =o,

F étant un polynome en x et y, a coefficients uniformes en A.

L’équation (2) entraine encore une équation algébrique en x ety
lorsque J est une intégrale de troisiéme espéce ayant une seule
période ou une intégrale de deuxiéme espéce sans période.

12. Réciproquement, je considére deux fonctions ¢ () ety (y),
analytiques au voisinage de certaines valeurs x, et y,, et telles que
I’équation
(2) 9(2)+x(y)=A
entraine une relation algébrique entre x et y
(4) F(z, y, A) =o.

Je puis supposer que les coefficients du polynome F sont holo-

Jar . . s .
morphes et que = n e?l, pas identique a o pour la valeur A,, ou méro-
morphes en A au voisinage de la valeur A, =¢ (@,) + ¥ (y,). Les
fonctions ¢,y et F possedent les propriétés suivantes :

1° Les fonctions ¢ et 7y, sont des intégrales abéliennes attachées a
une méme courbe algebrique.

’ ) L . 0)\ . N

D’aprés I'équation (2), 5 est fonction de 2 seulement; d’aprés
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I'équation (4) on a
" 0A _ JF OF _
—0; -“_55_0.37—&(“:’ Y, 7\),
h étant une fonction rationnelle de x et y; cette fonction ne doit plus
dépendre que de « quand on y remplace A par la fonction A (z, y)
définie par 'équation (4); il revient au méme de dire que % est indé-
pendant de A quand on y remplace y par une fonction y (x, 1) définie
par (4); on peut donc donner & A une valeur quelconque, A, par
exemple, et I'on a
d?

;jz;,':h(x7 n, 7\0)7

7 étant la fonction algébrique de « définie par I'équation
F(x> 1, )‘0) =0,

ou plutot la branche de cette fonction qui, pour = x,, prend la
valeur y,.

On trouve de méme

oA
W—-k(ga NE )\0)7

F(& v, M) =o,

d’ott 'on conclut pour A la valeur

1:fhdx+fkdy

=J(z) + K(y).

2° Les coefficients du polynome F sont uniformes et méromorphes
en N, quel que soit ) fini.

Vérifions d’abord que si ces coefficients sont uniformes et méro-
morphes au voisinage d’une valeur A,, c¢’est-a-dire sous la condition
A — X, [<p, ils le sont encore dans un cercle de centre A, et dont le
rayon r est indépendant de A, ; de sorte qu’on pourra faire le prolon-
gement analytique de ces coefficients au moyen des cercles de rayon
invariable.

Soit n le degré du polynome F; nous supposons donc que I’équation

J(z)+K(y) =1,
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ou les déterminations des intégrales sont convenablement choisies,
entraine une équation algébrique de degré n

o(z, y)=Azxz"+Baz" 1y +...+ C=o,

sous la condition |A — A, [<p. Pour calculer les coefficients A,
B, ..., C, que je regarde comme indéterminés et dont le nombre est

m:(n+1)(lz+2)

S » J’écris que les équations

<P($; y):oa
(B) oh+ ol —
w Oy = ©

. - d ’ M 1
sont satisfaites par des nombres z,, y,, %, ..., vérifiant le systéme
1

J(z) +K(y1) =4,
K
dzx, ayy e
Nous avons ainsi une infinité d’équations linéaires et homogtnes
auxquelles satisfont A, B, ... Etudions les coefficients de ces équations

considérés comme fonctions de A.
Je choisis un point («,, 7, ), satisfaisant 4 la condition

F(xO) Mo, )‘0) =0,

au voisinage duquel I'intégrale J () soit holomorphe en z — x,, ct

e, dY
sa dérivée ~; hon nulle; on a

J(2)=oy+a(z—a,) +... (o572 0);

il existe un nombre r tel que ce développement converge et 4 peste
dz

différente de zéro lorsqu’on a |z — x,|<r; prenons pour z, un
nombre satisfaisant & cette condition, et pour y, une solution de
Iéquation en y
F(z v, M) =0,
de sorte- que I'on a
I (@) + K(y1) =4
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Ceci posé, écrivons I’équation

. J(x)) +K(y1) =M,
ou bien
o+ oy (21— x0) +...+K(y1) =2,
0(1(x1—-x0)+.o.=)\—)\1;

résolue en x, — x, elle donne un développement
21— o= L1 (A —A) +...,

dont le rayyon de convergence est au moins égal & r. En portant ce déve-
loppement dans les équations (E), out 'on fait x==x,, y =y,, on
trouve des équations en A, B, ..., dont les coefficients sont holo-
morphes ou méromorphes en A tant que 'ona [A — A, | <r.

Supposons p < r; ces équations ont des solutions lorsque |[A — A, |
est inférieur & p; elles se réduisent donc & m — 1 équations indépen-
dantes; les conditions pour qu’il en soit ainsi sont rationnelles par
rapport aux coefficients, donc méromorphes en A — A, dansle cercle y
de centre A, et de rayon r; elles sont satisfaites dans ce cercle y puis-
qu’elles le sont dans le cercle concentrique de rayon p. Les rapports
des inconnues A, B, ..., a I'une d’elles sont donc méromorphes en A
dans le cercle v. Ceci suppose que les 7 — 1 équations restent indé-
pendantes; il peut y avoir des valeurs de A pour lesquelles elles sont
reliées linéairement, mais ces valeurs sont isolées et les rapports des
A, B, ... restent méromorphes pour ces valeurs.

Enfin, toute région finie du plan, comprenant le point 2,, peut étre
recouverte par un nombre fini de cercles de rayon r, dont les centres
sont les sommets de triangles équilatéraux juxtaposés dont le coté a
une longueur r, < r, le centre de 'un d’eux étant A,; dans ce dernier
cercle, les coefficients de F sont méromorphes, puisqu’ils le sont par
hypothese au voisinage de A,; ils le sont encore dans les cercles dont
les centres sont intérieurs au précédent; et ainsi de suite.

C. Q. . D.

13. Des propriétés précédentes on déduit que les intégrales ] et K
sont de méme espéce, ont les mémes périodes, qui sontau nombre de deux
au plus.
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En effet, donnons a A la valeur fixe X,; soient y = n(x), z =5(y)
les fonctions algébriques définies par I'équation

F(x, y, %) =o.

Si le point analytique (2, n) décrit un chemin le long duquel J varie
d’une quantité o, le point (y =, £ =) décrit un chemin corres-
pondant le long duquel K varie de — «, puisqu’on a

J+K=12,.

Donc J et Ksont de méme espece et ont les mémes périodes.

Si ces intégrales avaient trois périodes, on pourrait trouver des
circuits fermés le long desquels J + Kvarieraient d’une quantité ¢ aussi
petite qu'on veut, et 'on aurait |

F(z,y,%) =o,
F(z, y, A\+¢€)=o,

ce qui est impossible, puisque F est uniforme et méromorphe en A et
que ses zéros sont isolés.
14.0On a, quels que soient x et y,

F(z,y,J+K)=0;

donnons & y une valeur fixe; I’équation précédente devient une relation

entre x et J (x),
@ (z,J)=o,

dont le premier membre estun polynome en «,  coefficients uniformes
en J. Si'on donne & J une valeur finie, on a pour 2 un nombre fini de

solutions; les points ot J est infinie sont parmi les poles de g%.- ils

sont aussi en nombre fini.
Ily a trois types a distinguer :

1° Jn’a pas de période; c’est une fonction rationnelle R (z, ), car
elle est uniforme en et v et n’a comme singularités que des poles

en nombre fini.
 mi
2° J a une période 2w; on voit de méme que ¢ © est une fonction
rationnelle ; J est de troisiéme espéce.
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3°J a deux perlodes 20, 205 p (J ]| 20, 20") est une fonetion ration-
nelle et J est de premiére espéce.

VII. — Etude des familles isothermes.

15. Je considere par exemple une famille du troisiéme type; I'une
des courbes, C,, posseéde I'intégrale J(z) considérée précédemment;
posons

2J(3)=2X+ ip;
les courbes C, et C, sont représentées par les équations

A+ip
2 b

R(z,¢') =p

}\—-—ip.

2

R'(¢ &) =p

Ce sont des transformées algébriques des courbes I, I', représentécs
par les équations

2 )

les formules de transformation sont
(T) Z=R(z,¢), Z=R(3).
L’équation de la famille T} est, comme nous I’avons vu,
DL — 2Ll (L + 1) + 2L+ 1)+ ng— 412>zz'
+ <—;—ggl+g3> (Z+Z)+gl+ cgi=o0  (I=ph)

C’est une famille de cycliques dont les quatre foyers sont fixes; I'un
est & 'infini, les autres sont déterminés par I’équation

(1) 41— gl — gy=o.
Pour [ infini, on obtient une courbe double de la famille

(Z—2')=o;
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il y en a d’autres : en écrivant que le premier membre de I’équation
est un carré, on trouve la condition

41— gol — g3=0;

ainsi quatre des cycliques sont aplaties suivant un cercle ou une
droite; ce sont les courbes exceptionnelles de la famille.

16. Comme les cycliques sont homofocales, elles ont la méme
surface de Riemann Z; elles peuvent présenter deux aspects différents.

Premier cas. — Les racines de ’équation (1), qui donne les foyers,
sont réelles, soit ¢,>>c, >c,; représentons par 2w et 27w’ les périodes. '
Lorsque A varie de o 4 2w, on a un ovale de la courbe C,, d’abord
aplati suivantla droite (— o, ¢;), qui balaye le feuillet supérieur de X,
puis vient s’aplatir suivant le segment (c¢,, ¢,); de 20 4 4w, 'ovale
balaye le feuillet inférieur. Pour A et A+ 2w, /= pAala méme valeur,
on a deux ovales de la méme courbe algébrique. Enfin aux valeurs
A= et A = 3w correspondent deux cercles dont les projections sur
le plan sont superposées et forment I'une des courbes exceptionnelles,
qui est un cercle de centre ¢,, par rapport auquel les foyers ¢, et ¢,
sont conjugués.

Second cas. — Les racines ¢, et ¢; sont imaginaires conjuguées;
écrivons les périodes 2w == 27w’. Pour A = o, la courbe G, se réduit
au segment ( — oo, c,) de I'axe réel; lorsque A croit, on a un ovale qui
balaye le feuillet supérieur de X; pour A=uw, il s’aplatit suivant un
arc de cercle de centre c,, joignant ¢, et ¢, et ne rencontrant pas le
segment (—, ¢,). De © & 2w, I'ovale balaye le feuillet inférieur.

En général, les coupures suivant lesquelles se raccordent les feuil-
lets d’'une surface de Riemann sont arbitraires; ici nous avons des
coupures pour ainsi dire naturelles, ce sont les courbes aplaties de la
famille. ‘

La transformation algébrique (T) fait correspondre a un point Z
k points analytiques (z, ('), 2" 'une des cycliques une courbe com-
posée de 2% ovales dans le premier cas, de £ ovales dans le second.
Si A varie, chacun des ovales balaye la surface de Riemann correspon-
dante en s’aplatissant 2% fois; les 2k courbes aplaties peuvent étre
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regardées comme des coupures de la surface; d’ailleurs, 'une des
courbes de la famille peut avoir d’autres foyers que ceux qui limitent
les coupures précédentes.

17. Les courbes T, orthogonales aux cycliques, forment aussi une
famille de cycliques homofocales; on peut suivre la déformation d’un
de leurs ovales lorsque p varie; il balaye la surface = et s’aplatit deux
fois, suivant les segments (c,, ¢;) et (¢,, + ) dans le premier cas,
suivant le segment (cz, + ) et 'arc qui compléte le cercle (¢, ¢;)
dans le second.

- On voit sans peine que les images successives d’un point du plan
par rapport & I'une des cycliques sont sur une méme cyclique de la-
famille orthogonale.

Par la transformation (T), on obtient la famille orthogonale C,, qui
est algébrigue. Une courbe Cyet une courbe C, aplaties s’associent pour
former des arcs d’'une méme courbe algébrique. Enfin un point du
plan donne naissance a plusieurs suites d’images situées sur des
courbes algébriques, qui sont les courbes C, issues du pomt

Une courbe C ne peut avoir deux intégrales de premlure espcce dis-
tinctes n’ayant chacune que deux perlodes, 4 moins que les images
successives d'un point ne soient en nombre limité; car une des suites
d'images successives doit se trouver sur deux courbes a]gebnques
distinctes.

18. On peut faire une étude analogue des familles isothermes du
premier et du deuxidme type; ce sont des transformées algébriques de
la famille des droites paralléles

Z+7'=},
ou de celle des cercles concentriques
1L =¢er =

IS

VIII. — Application des propriétés des familles isothermes
a la recherche de la fonction de Green.“.Anneau.

19. L’équation f(s, 5', A) = o représentant une famille isotherme,
supposons qu'un ovale C’ de la courbe C, balaye un anneau A, en
Ann. Ee. Norm,, (3), XXXII. — AveiL 1915. 13
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passant de C) & C, lorsque X varie de A, & A,; A est la projection d'un

anneau B situé sur un feuillet de la surface T correspondant a I'une
. . I . . ,

des courbes de la famille; soit J (z) = ~ (A + p) I'intégrale que nous

avons étudiée. Je supppose que (' dans sa déformation reste sans point
singulier et que J (s) soit une fonction analytique en tout point de A.
En un point z, de 'ovale C}, J (s) prend une valeur

J(s) =2 (u+ipy);

si z parcourt G, A reste fixe, p varie de p, & p,. Par =, passe une trajec-
toire orthogonale de la famille, Ce.s considérons-la comme une coupure
qui rend I'anneau simplement connexe; dans 'aire A coupée, A varie
de A, 2%, pdep, ap,. La formule

u—+iv=1J(3)—JI(z)

donne la représentation conforme de cette aire sur un rectangle limité
par les droites

‘,:__'_______Pe_‘Px.

v = o0, 5

Soit une seconde famille isotherme au moyen de laquelle on définit
une intégrale K (Z) et un anneau analogue & A; si Z, est un point de
I'un des hords, la formule

U+ iV=K(Z)—K(Z)

représente I’anneau sur un rectangle limité par des droites

U=o, U=2Z4,

V=o, v=D1TN.
! B
Les deux rectangles sont semblables si I’on a

7y —lr P2 P,
b— 1l 7 —12y°
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on les représente I'un sur I'autre par I'équation

. __lg‘-’l! .
U-+:V= 7.2__7\1(11 ),

d’ou, pour les deux anneaux,

K(Z)—K(Z) _ J(:)=I(z)
J— - Ao— 2y

Il est clair qu’on peut supprimer les coupures.
Supposons par exemple la seconde famille composée de cercles con-
centriques, dont I’équation est

7' = e!;
on peut prendre
Z,=R,, li=o, ry=:o, ry=4m,
NN/
K (2) = log

On détermine R, par la condition

logRy—logRy _ da—14;
2T T pa— py

L’anneau A est représenté sur un anneau circulaire par I’équation

2T Z
J(5)—J(5) =———log—-
( ) ( 1) pa— pP1 OgR1
Comme la fonction g est connue poar I'anneau circulaire (Chap. III,
n° 1), on sait la former pour A.

20. Pour appliquer ce qui précéde, il faut connaitre la fone-
tion A (z,z") qui satisfait & la condition A,,=o. 1l peut arriver que
I'équation de la famille isotherme soit donnée sous la forme

(1) F(s 5,0)=o,

le parameétre / étant une fonction inconnue de 2, qu’il s’agit de déter-

miner. Posons
Flz, 5, {(M)] = f(5 5, \);

¥ el z, . . b
on sait que f—’—((————:’_,’—;‘; devient une fonction p (z) lorsqu’on yremplace
3 %y ~
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s’ par.sa valeur tirée de I’équation f(z, 5/, A) =o0. On a donc

OF OF _ dli
()—z'd_k_p(”)ﬁi

lorsqu’on remplace dans le premier membre s par sa valeur tirée de
Iéquation (1)'. '
D’ou la méthode suivante : on élimine s’ entre I'équation (1)’ et
I'équation ‘
OF OF

X:E.E—[,

on trouve une équation en X dont une solution est le produit d’une
fonction de z par une fonction de /,

X =p(3) (L),
etl’on a

dl
m = ,l(l),

J(z) :—fp(‘:) ds.

Partons par exemple des ellipses homofocales dont I’équation est

ou bien

F(z, s/, l)=c*2*—2(a?+ 0*+21)55' + 25+ f(a*+ 1) (O*+ ) =o;

on trouve .
x = Y@+ 0 (b2 + 1)
- ; 2 2 ?
2\/zt—¢
dl 1 5 ' ds . z
—_——= = l 2 = e = =.
=3 (a*+ 1) (b2 4+ 1), J(z) \/\/z"—c’ {arc cos -

L’anneau compris entre deux ellipses homofocales est représenté sur
un anneau circulaire par la formule
farc cos= = lo z,
¢ 08
2

c
2"=Z —_—
z -+ 7
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21.. Anneau compris entre deux c_yclzques homo focales. — Une
cyclique a quatre foyers, c,, ¢,, ¢,, ¢, qui sont sur un méme cercle ou
dont deux sont COH]UO‘UBS par rapport a un cercle passant par les deux
autres; si, par une inversion, 'un des foyers passe & l'infini, on se
trouve dans le cas étudié au n° 16.

L’intégrale de premiére espéce est

ds .
\/(5—01)(5—02) (5 —c3)(s—0¢)

D’aprés ce qui précéde, nous savons former la fonction g pourl’anneau
compris entre deux ovales de la famille. Dans la solution donnée au
Chapitre IIT, n° 41, il afallu supposer que les deux ovales appartiennent
a la méme courbe et que les images successives par rapport a cette
courbe sont en nombre fini; la méthode actuelle est donc plus géné-
rale. _

Comme cas particulier, on peut réduire les deux ovales aux segments
de cercle ou de droitec, ¢, et ¢, ¢, qui appartiennentaux courbes excep-
tionnelles; g est donc connue pour le plan tout entier dans lequel sont

tracées ces deux coupures.

IX. — Intérieur d’un ovale.

22. Soient c, et ¢, les foyers contenus a lintérieur de l'ovale C
d’une cyclique; en considérant comme une coupure I'arc de cercle ou
de droite suivant lequel C’ peut s’aplatir en balayant I'intérieur A de
'ovale, on transforme A en un anneau. D’autre part, une ellipse et la
droite qui joint les foyers -+ ¢ et — ¢ limitent un anneau A’; les deux.
anneaux sont représentés I'un sur I'autre par la formule

ds ZdZ

\/(~'—¢1)(~—02)(’_‘03)(~_ca \/L‘

pourvu que la constante réelle o satisfasse a la condition

‘ dz :a\/‘—c——‘-i__z_——_:'
V(z—c1) (5 — C3) (58— ¢3) (5 — C4) . Vi2—¢
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Les deux coupures se correspondent point par point; en un point -
est le méme des deux cotés de la coupure; on peut donc supprimer
celle-ci; 'ovale A est représenté sur I'intérieur d’une ellipse, la fone-
tion g est connue pour A.

La méme méthode s’applique & I'ovale C’ d’'une courbe appartenant
a une famille isotherme, sil’'un des ovales de la famille, intérieur a ¢/,
est aplati suivant une ligne ¢,c, et si les deux déterminations de J (=)
en un point de cette ligne ont une somme nulle. Ces conditions sont
réalisées pour les familles du troisieme type.

X. — Rectangle curviligne.

23. Deux courbes G, , C,, d’'une famille isotherme et deux trajec-
toires orthogonales C,, C,,, limitent un rectangle curviligne A dans
lequel je suppose qu’il n’y a aucun point singulier de la famille. On
représente A sur l'aire analogue, limitée parles courbes C,, C,, C,, C,,
d’une autre famille, au moyen de I’équation

J(5)—=J(s) _ K(Z) —K(Z),
12—7\1 - lﬁ—ll ’

z, et Z, sont des sommets tels que 'on ait
2'](51):)\1—‘—1.917 2K(Z1):l1+il'l,
et ’on suppose remplie la condition

Pa— P1 __ 7'2‘“"1.

Prenons par exemple pour G, et C,, deux cercles concentriques de
rayons R, et R,, pour C,, et C,, deux rayons faisant ’angle «; pour C,
et C, deux cercles concentriques de rayons R] et R}, pour C, et C,,
deux rayons dont I’angle est w; on trouve la condition
R, m, R,

logﬁ; = &‘l()g E
et ’équation

logi e z.]o(r_:{‘_
R, — 7 °8R
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ou bien
&%

s _ (A)F
R~ \R]

Si R, et R) sont infiniment petits, on obtient & la limite un secteur
d’angle o représenté sur un demi-cercle par 'équation précédente, R;
et R, étant déterminés par les conditions

u =
R,=R% R,=R%

24. Régions limitées par une hyperbole. — Une hyperbole H limite
dans le plan trois régions; I'une, A, contient le centre; les autres, A,
et A,, contiennent chacune un foyer, + ¢ et — c. L’hyperbole équila-
tére homofocale I limite de méme des régions A’, A, A).

Prenons la partie de A intérieure & une ellipse homofocale E et la
partie de A’ intérieure a une ellipse analogue E'. On peut faire la
représentation conforme de ces régions I'une sur 'autre si E et E’ sont
convenablement associées. On a

2J(s)=h-+ip=arc sinﬁ;

sur les deux branches de H, A prend des valeurs ==, sur celles

T \
de H' les valeurs = 7 d’ou la formule
1 - 2 Y/
—— arcsin— — —arvcec sin —-
2, c b3 c

Il est facile de calculer A, en fonction de I'angle « que font les asymp-
totes de H; le sommet de la branche de droite a pour coordonnée =

24
Z—=CCOS—)
2

on a donc

Si I’ellipse E devient infiniment grande, il en est de méme de E/, et
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Iéquation précédente représente l'une sur 'autre les régions A et A".
Pour les régions focales A, ct A, je les coupe par I’hyperbole
aplatie II” qui va du foyer ¢ & I'infini, et je les limite respectivement
par des ellipses homofocales E eL FE'. Sur H,H et H”, A prend respectl-

Ot ™
vement les valeurs = ' 7 et —, d’ou la formule
‘ I [ . = TE] 1 I: S/ TE]
—_—jarc Sin — — — | = arc sin)) — — —1|»
mw— 0 i [+ 2 T iy C 2
2 2 4 2

L

Y VA
= ¢sin— arc cos —-
T c

Il est évident qu’on peut supprimer les coupures et supposer E et E’
infiniment éloignées. .

Dans les deux exemples précédents, =z est fonction algébrique de Z
si I’angle « des asymptotes est commensurable avec w; or g, que nous
avons formée pour les régions A’ et A, est fonction algébrique de Z;
donc la fonction g, pour une aire limitée par une hyperbole, est fonc-

. . . o
tion algébrique ou transcendante de = suivant que le nombre — ost

rationnel ou irrationnel. Cela concorde bien avec ce fait que, dans le
premier cas, les images successives sont en nombre limité, et qu’il y
en a une infinité dans le second.

Nous connaissons maintenant la fonction de Green pour toute aire
plane dont le bord appartient & une conique ou & une eyclique.

CHAPITRE V.

AIRES LIMITEES PAR DES CERCLES.

I. — Deux cercles extérieurs.

1. Soit A I’aire extérieure a deux cercles G, et C,, qui sont extérieurs
I'un & l'autre; il existe deux points, a, intérieur 4 C, et a, intérieur
a C,, qui sontimages par rapportaux deux cercles. Appelons {, I'image
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d’un point = par rapport & C, et {,, I'image de ¢, par rapport & C,; on
passe de s 4 {;, par une substitution hyperbolique dont les points
doubles sont a, et a,. Les images successives du point = sont sur le
cercle za, a, et tendent vers les points doubles; les régions successives
sont des anneaux limités par des cercles par rapport auxquels a, et a,
sont conjugués; elles couvrent une seule fois le plan.

Les équations des cercles C, et C, sont

[ Jp—— s —a

Fodi s —a
r I—e b

5—ay 5'—a,

s—a; 53— aj 3
——F = €%,

s—a, 5'—a,

en désignant par &, et A, des constantes réelles. Posons £ = log
les équations précédentes s’écrivent

5—ay,

2
53— a,

E+E=hk, E+E=h.
Soient £,, £,, les valeurs de & correspondant & {, et {,,; on a

E+Ei=M, Eia+ &1 =12,
En=2y— A+ £

On peut considérer g(=) comme une fonction f(&); elle possede les
propriétés suivantes :

1° Quand 5 décrit C,, g(5) augmente d’une certaine période 2Q; on
a donc o '
SE+oml) =/f(E) +29;

2° D’aprés les propriétés d’images, on a
SE+h—=M)=/(&), [ —&)=—S(&);

3° ef admet comme pole simple le point donné =, et comme zéro son
image z, ; ¢/ aura pour pole et zéro les valeurs

Zy—
—

E;:Iog L=M—E&;

So— Ay
4° A Taire A du plan z, coupée parle segmenta, a,, correspond dans
le plan & un rectangle dans lequel ¢/® est uniforme et méromorphe.
Ann. Ee. Norm., (3), XXXII. — AvRiL 1915. 14
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Par suite, ¢/® est une fonction doublement période de seconde
espéce, qu’on peut exprimer au moyen de lafonction o de Weierstrass
admettant pour périodes 20, =1, —A,, 20, = 27Z; on a

Q

ef(6) =

YNYSNY

tjers

0

Q

a et B sont des constantes qu’on calcule en exprimant que les propriétés
d’images sont vérifiées; en utilisant la formule

F(u —20,) =— e =005y,
on obtient
a=— b+ G—h),
- FE+E—N) . _n
é’(s):mgw '—Z;'(E.o*‘ &—n) <€“" ‘j)

En particulier, si A est ’anneau compris entre deux cercles concen-
triques de rayons r, et r,, on posera

£ =logs, h=logr?, hy=logri,
P—
¢ log =2
& i 1 5y 5o r
g(3)=log—— — —log——log —-
3 W, ri 5y
Jlog—

~0

M. H. Villat a formé, par une méthode toute différente,’expression
d’une fonction harmonique prenantdes valeurs données sur les deux
cercles; on retrouve cette expression en appliquant la formule de
Green & la fonction harmonique cherchée et a la fonction g(z") dont
nous venons d’obtenir la valeur. '

Considérons les courbes ayant pour équation

a(z,y) = une constante k;

pour k infiniment grand positif, la courbe est analogue & un cercle
infiniment petit entourant le point z,; lorsque % décroit, la courbe
grandit en balayant A; elle se rejoint elle-méme en acquérant un point
double et se divise en deux ovales qui, pour la valeur £=o, s’appli-



SUR LA FONCTION DE GREEN POUR UN CONTOUR ALGEBRIQUE. 107

quent sur G, et C,. La valeur de = qui correspond au point double est
celle des deux racines de I’équation

dg . ) . .
j;—:@(é-}“io—)\x)—u-,'—co)—?)—ll(‘c_o-k_c_o_)_l)zo

donnant un point intérieur & A; {, désigne ici la fonction rm log 'u.

II. — Deux cercles tangents.

Si C, et C, sont tangents extérieurement, les points doubles a,
et a, sont confondus avec le point de contact a; la substitution [ =, {,,]
est parabolique et I'on doit s’attendre & trouver pour ef une dégénéres-
cence des fonctions doublement périodiques.

Prenons comme origine des coordonnées le point @, 'axe réel étant
dirigé vers le centre de C,; désignons par r, et r, les deux rayons ; les
équations des cercles sont

I I —I N ,
(C1) :+j“—‘—"—':/\1 ou E—%-E:)\l,
s 3z 1
\ X 1 1 , .
((42) E+27:,—.2' :)\2 ou &—I‘E___).Q,
en posant

s
I
Bl

On a la relation A '
Ela=hs— A -+ &

2 (=) est une fonction (%) dont on forme l’expresswn comme dans le
cas précédent :

27T 27
, —n ——e)ﬂ_) (M —E))
g(:)zlog ‘)‘n‘:: 3 27 E °
vy S vy

III. — Deux cercles sécants.

3. Si les cercles C, et C, se coupent aux points a, et a, sous
l’angleg, n 6tant entier, la substitution [z, {,,] est elliptique. Les
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équations des cercles s’écrivent

E—¢& =ik, E—E=1d,
en posant

et en désignant par A, et A, des constantes réelles, qui satisfont a la

condition Xy — A, = :—i On a

1 ent — enk
ol o -_— ———
b(“’)— ogg'LE__eﬂEo
<z—-a1>" (z,——a,)"'
53— a, F—
=lo - 5
g 5 —a, !L— Zo— ay n
S — Ay So— Qs

=z, est 'image de z, par rapport au cercle C, et &, est la valeur corres-
pondante de &.

On peut former la fonction g pour 'aire A en utilisant les propriétés
des familles isothermes; il n’est pas indispensable que I’angle « des
deux cercles soit sous-multiple de w. La formule

5—a;\*
I=(——=
5—(12

donne la représentation conforme de A surun demi-plan, et 'on trouve

z—ag\* zZi—ag\*
5 — Q 21— Qs

& =log T
<z——~a1 ¢ [Bo—a\*
5 — aqy Zo— Ay

IV. — Aire limitée par p +1 cercles.

1a

a
a

13

4. Etant donnés des cercles C;, Cj, Cx, appelons {; I'image d'un
point = par rapport & C;, {;; 'image de {, par rapport & C;, {;; 'image
de C;; par rapport & Cy.

Soit I'aire A, d’un seul tenant, limitée par des cercles C,, C,, ..., G,y
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ou des arcs de ces cercles, et contenant le point & I'infini. Je suppo-
serai que les substitutions [z, {;;], ou 7 et j sont deux nombres dis-
tincts de la suite 1, 2, ..., p+ 1, engendrent un groupe discontinu,
groupe fuchsien si les cercles sont orthogonaux a un cercle T', sinon
groupe kleinéen. Le polygone générateur est formé de A et de 'une de
ses images par rapport aux cercles donnés; il est symétrique. La

. dg . e
fonction —= possede les propriétés d’images :

dg _ _ dg ds dg _ dg ds
dz; —  dd dg’ dty. — ds diy’

b ’ . ’ d(r . ’
d’aprés la seconde égalité, -2 est une fonction O de degré m=1; ses

poles sont les images successives de z,,il y en a deux dans le polygone
générateur; enfin elle admet comme points singuliers ceux au voisi-
nage desquels se trouvent des images d’un point quelconque z de A :
ce sont les points doubles des substitutions hyperboliques et parabo-
liques du groupe et les points limites de ces points doubles.

Il y a, comme on sait, deux cas importants & distinguer :

1° Les images successives du polygone A recouvrent tout le plan; la

. dg s . ; ..
fonction == est alors définie et uniforme dans le plan; il en est ainsi,

par exemple, si, le groupe étant fuchsien, A contient un arc non nul

du cercle orthogonal I'. '
2° Les régions successives ne recouvrent qu’une partie du plan; par

exemple, le polygone A est fuchsien et a au plus des sommets sur I'. -

Si A est un polygone fuchsien du premier cas, on sait, par les tra-
vaux de MM. Schottky, Burnside, Ritter, que les séries 6 dudegré m =1
sont convergentes et peuvent servir a former une fonction 0-fuchsienne

dont on connait les poles, en particulier gé’ On peut le démontrer de

la facon suivante :
V. — Polygone fuchsien. Premier cas.

5. Un pointz a p -+ 1 images ¢, par rapport aux cercles donnés; je
dirai qu’elles forment un premier groupe, ou groupe de rang un;
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chacune d’elles a p images ;;, différentes de =, formant un deuxiéme
1o

. . o N . Q y .
groupe; et ainsi de suite. Cherchons & exprimer d—: par une série ana-

logue aux séries 0 :

9(5):[{(;)—211'(:')—: rEH(C) ZH' (') = l+...,

ot H(z) désigne une fonction rationnelle et 3, une somme étendue

aux images du 2™ groupe; ainsi

dcl dC’ §17+l

ST = () BB () T (G T

Il faudra d’abord démontrer que la série 0 est absolument convergente
. .. 1o N .
et ensuite choisirH(z) en tenant compte de ce que ;7% a un pole simple

au point donné =, de I’aire A et en toutes ses images.

La série § est absolument convergente si le point z et ses images sont
distincts du point & I'infini et des poles de H(z) et si aucun pole
de H(z) n’est un point singulier du groupe. Il suffit, pour le démon-
trer, de vérifier que la série

P[]

est convergente, car les valeurs absolues des quantités () et H' (L)
sont limitées supérieurement. L’une des démonstrations données par
M. Poincaré pour le cas m = 2 s’applique presque sans modification.

(1) dC

Lemme., — 1/ existe un nombre K, indépendant du rang n, tel que
lon ait
M maximum de ef{c"
. A
minimum de d

C, désignant pour abréger Uune des images du n®" groupe, et cela
lorsque = parcourt une petite aire c contenue & l'intérieur de A.
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En cffet, suivant que le rang » est pair ou impair, on a

oy —+ N
¢, ou = nﬁ_,% (otnGp— ﬁn'/n: DR
Yn= —— Op
d’ou I’on tire
ag,i 1 1 I .
ds |75 0212 7 |7al* |5 —pal”’
. ) . . . T .. .
le point p., = — = est celuidont’image ¢, est 4 l'infini, il est extérieur
in

a A quel que soit n, de sorte que | s — y, |2 un minimum 4 et un maxi-
: . — D2
mum D lorsque 5 est dans c. On voit que K a pour valeur —-
C. Q. F. D.

On peut compléter ce lemme. Si les p +1 cercles qui limitent A
sont extérieurs, les points singuliers du groupe sont & une distance du
bord de A qui a un minimum &, non nul; supprimons de A le voi-
sinage du point & 'infini; nous obtenons une aire B telle que, pour
chacun de ses points z, | = — 1,|a un maximum D,. Dans 'aire B, nous

avons
: M, _D%.

my, dz’
6711 Ilen estencore
ainsi lorsque deux ou plusieurs des cercles donnés sont sécants.

Siun sommet a du polygone A est point double parabolique, c’est
un point limite de points w, et, si ’on prenait z confondu avec a,
lz—— .| N'aurait pas un minimum <, == o. Nous supprimerons alors
de A le voisinage de @ pour obtenir la région B dans laquelle le lemme
est applicable.

Le lemme est exact, que A soit un polygone fuchsien ou kleinéen,
symétrique ou non.

on peut donc remplacer ¢ par B, K ayant pour valeur

6. Ceci posé, soit L, la longueur totale des arcs du cercleI' contenus
dans A; comme on peut supposer que I' n’est pas une droite, ces arcs
sont aussi dans B. Soit L, la longueur des arcs de I' contenus dans les
images du rang n de A; ces arcs sont dans les images de rang » de B.



II2 GEORGES LERY.

la série (1) est convergente comme la série L, + L, + ..., qui a pour
somme la fongueur du cercle I..

La série 6 est donc absolument convergente dans l'aire B, donc .
dans A, a 'exception du point & l'infini, des sommets paraboliques et
des poles de H(z). Or elle possede la propriété d’images

06 =— 0/ () 7

elle est donc absolument convergente dans tout le plan, a 'exception
du point & l'infini, de ses images, des poles de H(s), dé leurs images,
des points singuliers du groupe et de leurs points limites.

En un pole de H(s) ou en I'une de ses images, un terme de la série 0
devient infini; les autres termes forment une série convergente, 0(z) a
donc un pole.

Yoyons ce qui arrive au point a U'infini. Supposons que ce soit un
point régulier pour H(z); en mettant i part le premier terme, on peut
considérer lasérie 0 comme somme de p + 1 séries ayant comme point
initial, au lieu de z, I'une de ses p+ 1 premitres images; on peut
appliquer 3 ces séries les raisonnements précédents, elles sont abso-
lument convergentes, donc 6(z) est une fonction réguliére. au point

a l'infini,

9(z):A+I—E+%+.. ;

je dis que les images du point & I'infini sont des poles; I'une des images
derangun, par exemple, estle centre , ducercle C,, dontje désigne lc
rayon par R,. On a

R2

€=+ ——d—
1 1 5 — (’3/1
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et
ds!

9N =—0(D g

B’ (0 R?
=AMt S+ F+... )t
< = 5’2 >(§1— 0 )*
Ra !
AR B + G+ 5

= (&— w1)? - §1— w,

- o, est donc pole double en général; pole simple si A’ est nul, c’est-
a-dire si le point & I'infini est zéro de H(z); point régulier s’il est zéro
double.

En supposant maintenant que H(=) soit infinie au point & I'infini,
on voit que ses images sont des poles de 0.

7. Nous allons vérifier qu’il existe une série 0(z) possédant les
I e dg . . ,
propriétés qui définissent—=; U'existence de celte fonction sera dé-

montrée et nous en aurons une expression analytique valable dans tout
son domaine d’existence.

— I .
——; la fonction

~
S ET)

. —1 1 dg’ I d¢
9o =, +21gr_z;,z“22z::£+m

Je prends pour H(z) la fonction

. . dg . .
est infinie comme —= en s, et en chacune de ses images, mais elle est

T . 1 . dg + .. . 1 .
nulle & U'infini comme -, tandis que —2 doit étre nulle comme - Soit

alors w; le centre du cercle C;(r =1, 2, ..., p +1); la fonction

o 1 1 1 dc! I I dt
W)= s T A T T T—m e
1

est réguliere en tout point de A, nulle 4 I'infini comme %; elle n’est pas

identique a zéro. Désignons par A,, A, ..., k,,,, des constantes réelles; '

la fonction '
@(z3)=0(2)+ "1 6;(3) +...4 lpiy 0pi1(5)

admet le point & I'infini comme zéro double si les constantes vérifient
Ann. Ec. Norm., (3), XXXII. — AveiL 1915. ) 15
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I’équation
(2) oyl =1,

Elle posséde les propriétés d’images,

(&) d¢i+ o' (3')ds' = o3

done la fonction q)(s):f"@(;)dz satisfait sur les p +1 cercles

\
¢

donnés & la condition
b(&) + ¢ (5') = const.,

c¢’est-a-dire que la partie réelle de () est constante sur ces cercles;
il en est ainsi pour g, mais les constantes doivent avoir pour valeuro.
Ecrivons donc les équations

partie réelle def[f)(s) By 0,(5) s ot Ry Oy (3)] ds = 0,

en prenant successivement l'intégrale d’un point du cercle C,,, & un
point de chacun des cercles C,, C,, ..., C,. On forme ainsi p équations
du premier degré & coefficients réels pour déterminer, avec I'équa-
tion (2), les paramétres 4. Ces équations sont indépendantes des
chemins d’intégration parce que les périodes de la fonction (=) dans
'aire A sont purement imaginaires. '

Si le déterminant des p + 1 équations linéaires ¢tait nul, il existerait
une fonction analytique

f[/ll01(5)-1—...+/1,,+,9,,+1(z)]ds,
réguliere dans A, dont la partie réelle serait nulle sur le bord de A et
dont la partie imaginaire ne serait pas constante dans A (car elle a des
périodes, 2mih, autour du cercle C;); ce qui est impossible. Donc le

déterminant n’est pas nul, on trouve pour les paramétres 4 un systéme
unique de valeurs, la fonction g a pour expression

g:f [6(5)+/‘1 91<5) -1—--.-)—/1[,,,_1 9,,_,.1(:)] ds,

Porigine d’intégration étant un point du cercle C,,,. Si I'on remplace
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les fonctions 0 par leurs développements, on voit que e est exprimée
par un produit enfin convergent.

M. Burnside a étudié les propriétés des fonctions f(ﬁ,-——ﬂj)a’z,
dont I'analogie avec les intégrales de premitre espéce est évidente
(Proceedings of the London mathematical Society, vol. 23, 1892).

VI. — Polygone kleinéen. Premier cas.

8. L’aire A est limitée par des cercles C,, Cy, ..., Gy, quine sont pas
orthogonaux & un méme cercle I'; je me bornerai pour abréger au cas
ou ces cercles sont extérieurs deux & deux. Si I'on démontre que les
séries 6 du degré m =1 sont absolument convergentes, on pourra

former % 1 fuchsi
ormer zcomme POU[‘ un PO ygone ucnsien.

Supposons cette convergence démontrée lorsque l'aire est limitée
par p cercles. Je trace un cercle entourant C,,, et laissant’a son exté-
rieur les cercles C,, ..., C,; par une inversion, je transforme ce cercle
en une droite A, qui sépare ainsi (,., des autres cercles donnés.
L’usage de A par rapport & C,,, est un cercle A”.

Premiére remarque. — Marquons sur Aun segment AB de longueur L,
ayant pour milieu le point O, projection orthogonale sur A du centre
de C,.,; 'image de AB par rapport & G, est un arc du cercle 4, dont
je désigne la longueur par L.

Si des arcs de courbes sont tracés d I'intérieur des cercles Gy, ..., G,
et si leur longueur totale { est assez petite, la somme des longueurs de
leurs images par rapport & C,,, est inférieurea L'; il suffit par exemple
que /soit inférieure & la longueur CD découpée sur A parle plus grand
cercle concentrique 4 C,,, laissant & son extérieur les cercles Gy, ..., Gy,
et que L soit supérieure & CD; car si I'on étale sur CD les ares de

“courbes, on les rapproche de C,.,, on augmente la longueur de leurs
images, et celle-ci reste inférieure a L.

Si la longueur totale / est égale & /L (/'<1), lalongueurdes images
sera une fraction de L', /’L’; /" est en général supérieur a f, maisZ a,
quel que soit # entre o et 1, une limite supérieure a; de sorte que la
longueur des images par rapport & C,., est inférieure 2 a /L.
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Seconde remarque. — Prenons sur A’ ou a I'intérieur de ce cercle un
point 5; soit { I'une quelconque de ses images successives par rapport

’ Al b -~ ’ - d
aux cercles C,, ..., C,; d’aprés 'hypothese, la série 2 ld—ﬂ est conver-

gente; sa somme a un maximum M dans A’; si 5 décrit dans A" des arcs
dont la longueur est /,, ses images { décrivent des arcs dontla longueur
totale est inférieure a Z, M.

Cect posé, partons d’une longueur A prise sur A au voisinage du
point O; la somme %, deslongueurs de ses images C est finie; elle tend
vers zéro avec A; en prenant A suffisamment petit, on aura

A+ <CD<L.

Les images de toutes ces longueurs relativement a C,,, ont une lon-
gueur totale A, qui, d’aprés la premiére remarque, satisfaita U'inégalité

r<<L’.

Les images { de ces longueurs A, ont une longueur totale A, <<L'M;
nous prendrons’la longueur L, jusqu’a présent assujettic & étre supé-

rieure 4 CD, telle que I'on ait g L> aL'M; c’est possible parce que ij—,

augmente indéfiniment avec L. Nous avons donc
h<-LL<lI
*>2a 2

En diminuant au besoin A, on peut supposer en outre A, < CD. Les
images des longueurs A, par rapport & C,., ont une longuéur A,

I
A< -all.
2
En continuant le méme raisonnement, on arrive aux longueurs
A —al/
2 << o @l
1
dopan < o L;

comme A,,., tend vers zéro, il existe une valeur de n & partir de
laquelle il n’y a plus besoin de diminuer A pour avoir A,,,, << CD.
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Les séries
T I
L+-L4+—=SL+...,
2 2=
14 1 7 I 14
all + EaL -~ ;‘_;aL -+
sont convergentes; la série A + A, + A, +... I'est donc aussi; or on a
obtenu par le procédé utilisé une image quelconque de la longueur A

par rapport aux p + 1 cercles donnés; donc la séri etendue a

toutes ces images est convergente en O et, d’apres lu Iemme, en un
point quelconque de I'aire A.

VII. — Polygone fuchsien ou kleinéen. Second cas.

9. L’aire A, d’un seul tenant et simplement connexe, estlimitée par
des arcs de cercles; les angles de ce polygone sont nuls ou ont pour-
valeur %; m étant entier; les régions successives couvrent une seule
fois une partie du plan; A est la moitié d’un polygone fuchsien ou
kleinéen symétrique. Je me bornerai au cas ot A est un triangle dont
aucun des angles n’est nul.

Si la fonction g(=z) est connue, I’équation

7 =52
établit la représentation conforme de A sur un cercle, le point z,
ou g (=) est infinie correspondant au centre du cercle; la relation

1—7  .es®)—q

y=1i = = —
1-+7 es3) 41

fait correspondre a4 A la partie du plan complexe Z, située au-dessus de
’axe réel. On connait la fonction z(Z,), dont on a différentes expres-
sions, soit comme quotient de deux intégrales d’une équation de
Gauss, soit comme intégrale d’une fonction algébrique (intégrale de
Schwartz ct de Christoffel). Il peut étre intéressant d’obtenir I'expres-
sion de Z, en fonction de 55 c’est une fonction fuchsienne /().

Le polygone générateur du groupe est de genre zéro; toutes les fonc-
tions fuchsiennes sont des fonctions ratlonnelles de f£(s); on sait
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former la fonction g sur la surface de Riemann correspondante
(Chap. II1, n° 3) :

-
<

o

5 =

L LE) =S
o8 P = A=)’

3

5, étant I'image de 5, qui se trouve dans la seconde moitié du polygone

7

énérateur.

aQ

i ™ ™

3 —y —

r L3 . o
Désignons par a,, a,, a, les sommets du triangle A, par ey

les angles. Je considére la série théta-fuchsienne

| g\ g
9(5): € _Ial)pl +Z‘(c/_la,)p1(a~;> +§'(‘E:I-m<%;> +...

1

p. est un entier positif; les différentes sommes sont étendues aux
groupes d’'images de rang 1, 2, etc. La fonction 0 (z) admet évidem-
ment a, comme pdle d’ordre p, et n’a pas d’autre pole que «, et ses
images; on sait qu’elle est nulle en @, et a,; soient p, et p, les ordres
respectifs de ces zéros. En se reportant & une formule démontrée par
M. Poincaré (Acta math., t. 1, p. 219), on trouve que le nombre des
zéros de 0, intérieurs a A, est

I —_2 -+ 2 ~+ 2
p":;[le o P _DPs :l;
N my ne,

2 2
P2t ot Ps+
m m,

prenons p,=2; sont des entiers positifs; p, est positif

ou nul; on a done
pat+2 _ p3+2
my, — my;

Po=—03

1,

0 (z) n’a pas de zéro a 'intérieur de A.
Considérons de méme la fonction

] O 1 dg'\? .
(0= e+ B (2) o

1

elle est infinie en a,, nulle en a, et a,, avec les ordres m, — 2
et m,-—2; elle n’a pas de zéro dans A.
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La fonction fuchsienne

n’a ni péle, ni zéro dans A; elle est nulle en a,, finie en a,, infinie
en a,; on vérifie sans peine que la formule

Zi=i/(z)

donne la représentation conforme de A sur la partie du plan com-
plexe Z, située au-dessus ou au-dessous de l'axe réel; f(z) est la
fonction cherchée.

On formera de la méme facon f(s), quel que soitle nombre des
sommets du polygone A; si certains des angles sont nuls, il faut modi-
fier la formule qui donne p, (loc. cit., p. 224); on trouve encore

p(,:O.

CHAPITRE VI.

APPLICATION DES IMAGES A QUELQUES PROPRIETES
DES COURBES ALGEBRIQUES.

I. — Sur les points imaginaires en géométrie plane.

1. La représentation géométrique des points imaginaires des
courbes a préoccupé plusieurs savants : il suffit de rappeler les tra-
vaux de Poncelet et de von Staudt. Considérons une courbe algé-
brique C, ayant pour équation

F(z, y)= f(3, 5')=o0;

dire qu’un point imaginaire, x = a + bi, y = c+ di, appartient a la
courbe, c’est dire que I’on a

Fla+bi,c+di)=fla—d+i(b+c),a+d+i(b—c)]=o;

donc les deux points qui ont respectivement pour premiére et seconde
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coordonnées

s=a—d—+i(b+c), {=a+d+i(b—c)
sont images par rapport & C; on peut les figurer géométriquement.

Inversement, & un couple d’images, s =o -+ B¢, {'=+ —+ i, corres-
-pond un point imaginaire de la courbe '

x:“_“"z_i_,'ﬁ_'*'g, :“_”Ll'+6—5.
2 2 21 2

Au méme couple pris dans 'ordre inverse, s =17 —18, {'=«a — i,
correspond le point immaginaire conjugué. Enfin, deux images confon-
“dues donnent un point réel de C.

Deux courbes C et C,, d’ordres respectifs m et m,, ont mm, points
communs, c¢’est-a-dire qu’il y a mm, couples de points (p, ¢) qui sont
associés & la fois par rapport & C et C,. 8i p et ¢ coincident, on a un
point réel d’intersection; si p et ¢ sont distincts, ils représentent un
point imaginaire; comme les courbes C et C, sont supposées réelles,
au point imaginaire représenté par (p, ¢) répond le point imaginaire
conjugué (g, p).

Cette représentation des points imaginaires des courbes est due &
M. Darboux (Sur une classe remarquable de courbes et de surjfaces alge-
briqués); elle montre d’une facon lumineuse les relations qui existent
entre des propriétés, en apparence fort différentes, des cycliques et
des cyclides. Nous avons vu combien cette représentation est utile
pourl’étude de la fonction de Green; elle va nous permeltre de démon-
trer simplement plusieurs propositions relatives aux courbes algé-
briques. | ' '

II. — Nombre des ovales d'une courbe de genre p.

2. La courbe algébrique C est tracée sur la surface de Riemann X
qui lui correspond; tout point 72 de £ a un associé p.; m n’est confondu
avec @ que s’il est sur un arc de C.

Harnack a démontré qu'une courbe de genre p est composée de
p —+ 1 ovales au plus. Pour vérifier cette propriété, nous supposerons
que les foyers de G sont distincts, que les points multiples sont des
points doubles a tangentes non confondues et qu’il n’y a pas de singu-
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larité & I'infini; si ces conditions ne sont pas réalisées, on fera une .

~transformation birationnelle convenablement choisie, ce qui ne modifie
ni le genre, ni le nombre des ovales. On peut ensuite transformer X en
un disque plan & p trous.

Sur £, la courbe C n’a pas de points doubles et se compose donc
d’ovales qui ne se coupent pas mutuellement.

Si % de ces ovales isolent sur X une région X,, ils constituent toute
la courbe C; en effet, le point 72 ne peut sortir de =, sans que p. y entre,
en traversant le bord de X, au méme point que m; 'un des deux points
est donc dans X,, l'autre & I’extérieur, et ils ne peuvent coincider que
sur le bord de X,. Donc C n’a pas de point en dehors de ce bord.

Comme p + 1 contoursfermés, tracés sur la surface et ne se coupant
pas muluellement, détruisent la connexité, C comprend p + 1 ovales au
plus. C. Q. F.D.

3. La méthode suivie dans la démonstration précédente permet
d’obtenir bien des renseignements sur la disposition des ovales; voici
un exemple : si un ovale de C divise le plan en deuxrégions dontl’une
ne contient pas de foyer, C se compose de ce seul ovale; car ce trait,
supposé tracé sur les feuillets de la surface de Riemann, est sur 1'un
des feuillets qu’il divise en deux parties, dont I'une, ne contenant pas
de point deramification, ne touche pas aux autres feuillets; elle cons-
titue X, et X est bien divisée en deux. On peut ajouter que la courbe G
est unicursale ; car, si la surface X avait un trou, on pourrait tracer un
contour non réductible & un point par déformation continue; le con-
tour associé serait situé sur X, et serait réductible 2 un point, ce qui
est impossible; donc p est nul. On en conclut que la fonction ' (=)
ne peut étre uniforme dans une aire A limitée par un ovale de C que
si cette courbe est unicursale (¢/. Chap.III, n° 3).

III. — Ovales virtuels.

4. Deux circonstances peuvent se présenter : X est divisée par les
ovales de la courbe C, ou ne I’est pas. Dans le second cas, considérons
un point @ et son image @; je trace un chemin A, ayant pour extré-
mités @ et o, ne rencontrant pas les ovales et ne se coupant pas lui-
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- méme; le chemin associé A’ a les mémes propriétés; A et A’ forment
un circuit tel que, siun point m le parcourt, I'associé y. le décrit aussi,
mais sans coincider constamment avec m; je dirai que ce circuit est
un ovale virtuel de C.

Par exemple, I'équation

représente un cercle C n’ayant pas d’ovale réel; je trace le cercle I qui
a pour centre ’origine et pour rayon 'unité; si un point m le décrit,
son image | par rapport a G le décrit également, dans le méme sens;
I" est un ovale virtuel de C. D’aprés sa définition, un ovale virtuel est
déformable; dans cet exemple, tout cercle coupant diamétralement I'
est un ovale virtuel de C.

De méme I'équation

(52— c?) (12— ¢?) —a*=0o (a>c¢)

représente une courbe de Cassini, de genre un, qui a un seul ovale
réel; la surface de Riemann se compose de deux feuillets sur I'un des-
quels est tracé ’ovale; la projection de celui-ci sur 'autre feuillet est
un ovale virtuel de la courbe.

Revenons au cas général. On peut tracer le chemin A de maniére que
Povale virtuel I" ne se coupe pas lui-méme; carsi A et A’serencontrent
en un point, il est visible que ce point coincide avec son associé : or,
par hypothése, A ne rencontre pas les ovales de C; si A et A’ se rencon-
trent en un nombre impair de points, Ie point du milieu doit étre aussi
sur C; si le nombre des points de rencontre est pair, on réduit A et X’
aux segments du milieu.

Comme un ovale réel, " a les propriétés suivantes : 1° si m le décrit,
w le parcourt également (mais sans rencontrerm) ; 2° si m le traverse,
w le traverse aussi (mais en un point ditférent); 3° si m quitte I d’'un
coté, wle quitte du coté opposé, car la surface X est bilatére et la cor-
respondance entre m et p change le sens des angles. On en conclut
qu’un ovale virtuel n’est pas réductible 2 un point, sinon un point m
de la région balayée aurait son image x en dehors de cette région,
I serait divisée en deux parties dont I'une, et par suite I'autre, n’au-
rait pas de trou; C serait de genre nul.
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5. Si X n’est pas divisée par les ovales réels et I'ovale virtuel T, on
tracera un nouvel ovale virtuel, et 'on continuera jusqu’a ce que X soit
divisée; on a alors sur = des ovales qui ne se coupent pas mutuelle-
ment, en nombre p + 1 au plus.

On doit se demander si = ne peut étre divisée par ces ovales en plus
de deux régions. Soit I'une, Z,, d'un seul tenant; lorsque 7 sort de X,,
. y entre; donc la région associée X, est contigué a X, le long du
bord de celle-ci et n’a pas d’autre bord ; =, et 3, couvrent toute la sur-
face X.

Je me propose d’étudier la disposition des ovales sur E.

IV. — Les ovales réels et virtuels sont des circuits C.

6. Sur la surface X, transformée en disque plan percé de p trous, on
a I’habitude de tracer deux sortes de circuits; les uns, C,, forment les
bords intérieurs (2 =1, 2, ..., p) et le bord extérieur (A =p + 1) du
disque; les autres, D,, coupent chacun deux des circuits C,. Tout
circuit tracé sur X peut étre ramené par déformation continue a se
composer de circuits C, et D,, qui se raccordent directement ou au
moyen de doubles traits; mais, si ce circuit est un ovale de G, nous
allons voir qu’en construisant convenahlement la surface X, on le rend
réductible 3 des doubles traits et des circuits C,, sans circuits Dj;
autrement dit, un ovale qui passe de la face supérieure du disque & la
face inférieure en coupant un circuit C, revient en traversant le méme
circuit.

La surface de Riemann, sous son premier aspect, est composée de &
feuillets, F,, F,, ..., ¥;; F, et F, sont raccordés le long d’'une coupure
qui joint deux foyers convenablement choisis; de méme F, et Fy, ...,
Fi_, et Fr_,; les derniers feuillets, Fy_, et F,, se raccordent le long
de p -+ 1 coupures, quijoignent deux & deux 2(p +1) foyers; mais il
faut remarquer qu'on peut modifier comme on veut ces coupures en
accouplant comme on veut les foyers qui les limitent. Ceci posé, un
ovale ' de la courbe C n’est pas tracé tout entier sur F,, sinon il est
réductible 2 un point et p est nul; il passe donc de F, surF, en rencon-
trant la premiére ligne de croisement en un nombre pair de points;
une déformation continue (en passantau hesoin par le point a I'infini)
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ameéne (' i glisser de F, surF,; et ainsi de suite, jusqu’au feuillet I';_,.
On peut donc négliger ces feuillets et regarder C’ et les autres ovales
comme tracés sur F;_, et Fy. Marquons par des chevilles les foyers qui
intéressent ces deux feuillets et tendons les ovales comme s’ils étaient
des fils, de maniere & former des doubles traits et des boucles qui
entourent chacune deux chevilles. Il n’y a pas deux boucles qui aient
une seule cheville commune, sinon elles se rencontreraient sur la
surface de Riemann; ni de trait simple qui soit & l'intérieur d'un
double trait, sinon la surface £ ne serait pas divisée par les ovales.
Nous pouvons donc prendre comme ligne de croisement le tracé de
chaque boucle; de sorte que les ovales se composent de circuits Cy et
de doubles traits. : ‘ €. Q. F. D.

V. — Disposition des ovales.

7. Prenons d’abord une courbe de genre deux composée de trois
ovales; ils divisent Zen deux régions £’et X’; aucun d’eux ne peut étre
réduit par déformation & un point, sinon la région balayée serait X' par
exemple, et C ne peut avoir de traits en dehors dubord de X'; il n’y a
pas non plus deux ovales entourant un méme trou, sinon 'anncau
compris entre eux serait &' et le troisicme ovale n'existerait pas; une
seule disposition est donc possible : les ovales forment les trois bords
du disque.

Il en est de méme en général : la courbe G comprend p + 1 opales,
qui sont les circuits C,. Démontrons-le.

8. Les contours C, divisent le disque en deux parties, la face supé-
rieure I, et la face inférieure X, ; soit C), I'image de C,; les circuits C),
forment les bords de deux régions X, et X, respectivement homéo-
morphes 4 X, et X,. ‘

On voit sans peine que, si un circuit C; est un Dy, tous le sont; or
prenons un ovale C’, qui est une combinaison de C,; il est sa propre
image, donc est une combinaison de C,, qui par suite ne peuvent étre
des D,.

La région X est hordée par des Cy, elle recouvre dans son ensemble
soit X, soit X,, les bords pouvant ne pas coincider exactement.
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Choisissons sur les bords de E, un sens tel que 'aire &, soit & gauche;
le sens correspondant sur les bords de X' sera tel que ¥/ soit a droite.
Si X coincide dans son ensemble avec X, il est impossible qu’il existe
un ovale réel ou virtuel C’, puisqu’il est parcouru par m et u dans le
méme sens et est équivalent soit & des bords de X,, parcourus dans un
certain sens, soit 4 des bords de X, parcourus dans le sens contraire.
Comme il existe des ovales ¢/, £ recouvre Z,.

Deux hypotheéses sont alors possibles :

1° Un circuit C, et son associé C| entourent le méme trou; ils
forment les bords d’une sorte d’anneau sur lequel se trouve un ovale
réel ou virtuel;

2° C/ entoure le méme trou que C,; prenons C, confondu avec C},
C, est confondu avec C,; il ne peut exister un ovale C’ entourant C,
sans entourer son image C,, puisque C’ est son propre associé; donc C,
et C, ne sont pas séparés par un trait de C et I'on peut aller d’un point
de C, & son image sur C, par un chemin A ne rencontrant pas la
courbe C; done X n’est pas divisée, ce qui est contraire & ce que nous
avons supposé.

Lascconde hypothese doit étre rejetée, un circuit C, et son image C),

entourent le méme trou, G comporte p + 1 ovales réels et virtuels qui
sont chacun un GC,.

9. En coordonnées cartésiennes ou isotropes, les équations de la

courbe C sont
F(z,y)=flz+iy,z—Iiy)=0;

soit 7(z, y) une fonction rationnelle i coefficients réels; je considére
'intégrale
z‘ff’y r{z, y)dz
=~ T
T Fl(z, »)
Si nous passons aux coordonnées isotropes, nous avons

s 45 z—235
) 0
2 2

r(x,y)zr( >ER(5, s,
dr = ;’ (ds +d3') = ;%z(fz_-fl) ds,

Fy=i(/i—/2);
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4

d’ou finalement

Il n’est pas nécessaire que z et =’ soient imaginairement conjuguées;
on doitremplacerz’ parlafonction {'(z) que définit]’équation f(z,0")=o;
mais si z et 5’ sont imaginaires conjuguées sur le chemin d’intégration,
la valeur deI est purement imaginaire. La fonction rationnelle R(~,.,
vérifie I'identité
(1) R(z, 2')—R'(3/, 5) =o.
Sile chemin d’intégration est 1'un des ovales de C réel ou virtuel, on
voit de suite que la valeur I est purement imaginaire, donc les pé-
riodes ¢, correspondantes sont purement imaginaires. Un circuit D,
qui rencontre deux ovales réels donne une période réelle; un circuit D,
qui rencontre un ovale réel et un ovale virtuel, ou deux ovales virtuels,
donne une période imaginaire.

Intégrales de premicre espéce. — Un polynome adjoint d’ordre m — 3
est de la forme

(e, y) =M@ Y A Ay (2 )3

les coefficients des polynomes r, sont réels; on en déduit
R(s, 5" )=, Ri(5, 3")+...-+ 2, R, (5, 5);

les polynomes R, satisfont & I'identité (1), et R cgalement si les para-
métres A, sont réels. On a ainsi I'intégrale

I=ML... 2,1,

On peut choisir les polynomes r, de facon que 'intégrale I, ait pour
période. 2w le long des contours C, et Cpsr» et zéro autour de chacun
des circuits analogues. :

Intégrales de troisiéme espece. — Il y a une infinité d’intégrales de

ey M . . . .y 1
troisi¢éme espéce, infiniesen deux points associész, et z, comme log—

S

I .
et —log——; sil'une d’elles est

R(z,{)ds
K= f A(~,c)fa(~,t’)’




SUR LA FONCTION DE GREEN POUR UN CONTOUR ALGEBRIQUE. 127

ou A représente le polynome
s ¢ 1
A=z 3z, 1|,

5 &, 1
les autres sont comprises dans la formule
J=K+MhL+...+2,I1,.

Les deux infinis logarithmiques étant des points associés, on peut
supposer que le polymome adjoint R vérifie I'identité (1).

VI. — La fonction g.

10. Siles coefficients A qui figurent dans I'intégrale J sont réels, les
périodes ¢, sont purement imaginaires; la partie réelle de J, soit U,
est uniforme sur chacune des faces du disque. Pour qu’elle soit uni-
forme surle disque entier, il faut que les parties réelles des périodes d,
soient nulles; on a'ainsi p équations linéaires i coefficients réels pour
déterminer les paramétres A5 le déterminant du systéme n’est pas nul,
sinon il existerait une fonction harmonique uniforme sur X, réguliere
en tout point, ce qui n’est pas. Il y a donc pour les A une solution
unique, ce qui démontre U'existence de la fonction de Green U et de la
fonction g, infinies aux points associés m, et w,.

Le long de deux chemins associés, les variations de U sont opposées ;
on peut choisir la constante d’intégration qui entre dans g de maniére
qu’en deux points associés quelconques les valeurs de U soient oppo-
sées ; alors U est nulle sur tout ovale réel de C; en deux points associés
sur un ovale virtuel, U a des signes contraires.

Le lieu des points ot U a une valeur constante A est une courbe
analytique I}, composée de un ou plusieurs ovales. La courbe I'_, est
un ovale infiniment petit entourant le point 72, si A décroit, cet ovale
grandit en balayant X; il peut se rejoindre lui-méme en entourant un
trou; il acquiert alors un point double, puis se décompose en deux

. , . dg
ovales qui continuent 4 balayer £; le point double est un zérode =2 - Le

méme fait se produit plusieurs fois, et, pour A = o, on a une courbe Iy,
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dont font partie les ovales réels; soit X'larégion balayée, dans laquelle U
est positive et qui est d’un seul tenant. Lorsque A décroit de o & — oo,
la courbe Iy, subit les déformations contraires et se réduit au point @,
en balayant une région X”. _

La courbe T, sépare ainsi £ en deux régions images. Si elle ne
présente pas de points doubles, on peut reconstruire £, comme on I'a
vu au n° 6, de facon que les ovales de T, soient réductibles & des
circuits Cy, et 'on voit sans peine que I'y se compose de p + 1 ovales,
qui sont chacun un circuit C, et forment des ovales réels ou virtuels
de C. SiT, présentait des points doubles, on ratsonnerait de la méme
facon sur la courbe I';, infiniment voisine de I'y; comme le nombre des
points doubles est fini, il y a une infinité de valeurs de ¢ tendant vers
zéro pour lesquelles I', se'compose d’ovales distincts. On arriverait a la
méme conclusion pour T',.

Les deux régions X" et 2" sont donc la face supérieure et la face infé-
rieure du disque. On peut fixer les ovales virtuels en convenant de les
confondre avec les ovales de T'y; ils sont déterminés sur X lorsqu’on a
choisi le point m,. ‘

VII. — Groupe de Poincaré correspondant a la surface X.

11. On peut représenter la surface de Riemann correspondant & une
courbe algébrique sur un polygone fuchsien ou kleinéen de la troisiéme
famille, limitée par 2p cercles extérieurs deux & deux; H. Poincaré a
énoncé cette propriété [Sur les groupes des équations linéaires (Acta ma-
thematica,t. 1V, Conclusion)]; M. Osgood et M. Koebe ontreprésenté des
surfaces de Riemann i connexion multiple sur des aires de Schottky;
Iétude détaillée que nous avons faite de la surface £ permet de
démontrer simplement la propriété en question, lorsque la courbe
algébrique C est réelle.

Surface de Riemann indéfiniment prolongée. — Prenons dans un plan
un cercle c,,., et des cercles ¢,, ¢,, ..., ¢,, deux & deux extérieurs et
contenus dans c,,,; ils limitent une aire ¢’ qu’on peut faire corres-
pondre & X au point de vue de I'dnalysis situs, de maniére qu’a
’ovale C, corresponde le cercle ¢, Si C, est un ovale réel, prenons
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I'image de o’ par rapport & ¢, ; ¢’est une aire o, que nous pouvons faire
correspondre 4 une portion de surface 2!, recouvrant £’ et raccordée
a X' lelong de C,; elle est limitée par des bords qui recouvrent C,, ...,
Cpst- S1.G, est unovale virtuel, nous prendrons I'image de ¢’ par rapport
ac, et la symétrique de cette image par rapport au centre de ¢, pour
avoir ¢, ; grace A cette précaution, on peut faire correspondre a deux
points associés sur X' et X, deux points associés de ¢’ et o. On définit
ainsi X eto, (i =1, 2, ..., p), Zij et o (J=T1,2,..,p,p+ 15755 1), et
ainsi de suite; les portions de surface X, dont chacune est raccordée
4 la précédente le long d’un ovale de C, forment une surface de
Riemann §', recouvrant indéfiniment £ et qui a un bord C,,,; les
régions ¢ se correspondent les unes aux autres par les substitutions
d’un groupe fuchsien ou kleinéen symétrique, dont o’ est le demi-
polygone générateur ; elles finissent par atteindre tout point de I'aire s’
intérieure au cerclec,.,, 2 ’exception des points singuliers du groupe;
S" est représentée sur s’

Il s’agit de prouver qu’on peut choisir les cerclesc,, ..., ¢, de maniére
que la correspondance entre S’ et 5" soit une représentation conforme.

12. La fonction de Green pour S'. — Le domaine S’ peut étre
recouvert par une infinité dénombrable de cercles, tout point de S étant
intérieur a4 I'un des cercles au moins; on sait faire le balayage d’un
cercle, méme quand c’est un élément polaire ou algébrique de S'. -

Partons d’une fonction égale & U sur ' & zéro sur le reste de S'; le
balayage donne une suite de fonction u,, u,, ..., u, dontles propriétés
sont connues; si cette suite a une limite z en un point de §’, elle en a
une en tout point. .

La courbe C,,, est analytique; on peut la faire correspondre point
par point & un cercle D, de maniére qu’unerégion A, en forme d’anneau
sur ¥ et bordée par C,,,, soit représentée conformément sur un
anneau analogue B ayant pour bord intérieur Dy; on peuat supposer
que D, a pourrayon l'unité ; tracons dans Bun cercle concentrique D,
de rayon r, >1.

La fonction w;, considérée sur B, est harmonique, sauf sur des
lignes qui sont lignes de discontinuité pour les dérivées; c’est un
potentiel, engendré par des masses affectées du signe moins, réparties
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surles lignes de discontinuité. Sur deux éléments correspondants de A
et de B, les masses sont égales; la somme de toutes ces masses est
inférieure a 1.

Prenons dans I'anneau B des coordonnées polaires r et w; soit

L
J:E/ukdo)

la valeur moyenne de u, sur un cercle de rayon r (1 <r<Cr,), concen-

trique a D,. On a
dJ 1 duy

— = —

ar ~ am dr 7 dw;

d’aprés la formule de Green, le second membre est la somme des masses
intérieures au cercle; done

rﬂ <1 i{
dr ’ dr

I
<--

14
Intégrons de » =1 4 r=r,, en appelant J, la valeur de J sur D, et en
remarquant que la valeur de J sur D, est nulle :

J1< log"l.
Il y a donc sur D, un ensemble de points E, pour lesquels on a
wp<logry;

I'inégalité u,,, > u; montre que 'ensemble E,,,, qui ne se réduit pas
arien, est contenu dans Ey; il existe au moins un point commun 2
tous ces ensembles; en ce point la suite des fonctions «; a une limite.

13. Propriétés de la fonction de Green. — La fonction u est harmo-
nique en chaque point intérieur & S’, sauf en m, ou elle est infinie

comme logl;, et positive. Elle est nulle sur le bord C,.,, car elle est

au plus égale dans I'anneau A 4 une fonction harmonique prenant la

valeur zéro sur C,.., et les mémes valeurs que u sur le second bord; la
du
dn
Soit A une constante arbitraire positive; les courbes I',, définies par

I'équation u =24, sont analytiques sur 8’; elles sont représentées sur s’

dérivée normale — est limitée et continue sur C,.,.
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par des courbes continues; A variant de + o A o, elles balaient s
en partant du point m,, peuvent acquérir des points doubles et se
décomposer en plusieurs ovales; 'un d’eux vient s’appliquer sur ¢, ,;
on ne sait pas comment ces ¢ourbes se comportent au voisinage des
points singuliers du groupe.

Sil’ondémontre qu’elles n’acqui¢rent pas de point double, qu’il n’en
. , . .. e du
passe qu’une par chaqvue point limite, que l'intégrale v:fﬁds,

prisele long de chacune d’elles,a un sens méme quand la courbe passe
par un point limite et a pour valeur 27, on aura prouvé que 'équa-
tion Z = e~“+* donne la représentation conforme de S’ sur I'intérieur
d’un cercle. _

Pour démontrer ce qui précede, on va étudier la fonction u sur le
domaine S’ rendu simplement connexe.

14. Surface de Riemann simplement connexe. — Pour fixer les idées,
on peut supposer que les cercles ¢,, ..., ¢,.,, qui bordent o', sont
orthogonaux & un méme cercle v; les points singuliers du groupe, qui
est alors fuchsien, sont alignés sur v; les points-de y qui ne sont pas
singuliers sont les points intérieurs & une infinité dénombrable d’arcs
de v; les'extrémités de ces arcs et leurs points limites sont les points
singuliers du groupe. :

On rend le domaine s" simplement connexe en le coupant par un arc
de y, depuis I'un des points de rencontre dec,,, et de v, soit e, jusqu’au
dernier point singulier que ’on trouve. La coupure contient, comme
nous avons vu, une intinité d’arcs réguliers; soit «f le premier de ces
arcs, et soit 6, le domaine s" coupé. '

Suivons ¢,,, dans un certain sens; adjoignons a6, un domaine géomé-
triquement identique 0,, raccordé a 0, le long de 'arc o, puis a 6, un
domaine 0,, raccordé 4 0, le long de «f3, et ainsi de suite; en tournant
dans I'autre sens, nous ajouterons de méme 0_,, 6_,, .... On forme
ainsi un domaine infiniment prolongé z,, bordé d’une part par le
- cercle c¢,,, répété une infinité de fois, d’autre part par des lignes
superposées i la coupure (moins arcaB). Prenons un arc régulier de
la coupure o', et ses homologues sur le bord de 0,, 0y, ..., 0_,, .. ;
adjoignons & chacun de ces domaines un domaine identique 4 6, et qui
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lui soit raccordé le long de o'B’ ou de I’arc homologue; ces nouveaux
domaines forment un ensemble ¢,. 11 y a une infinité dénombrable
d’ares réguliers sur les coupures qui bordent ¢, et z,; on peut continuer
les opérations précédentes et définir un domaine T, contenant ¢,, ¢, et
les domaines analogues, simplement connexe, régulierement multiple
de s, ou plutot de S'.

La fonction w est définie en chaque point de T. La fonction de Green
existe pour le domaine T, car le balayage fournit une suite croissante
de fonctions, toutes inférieures & w. Le domaine T est représentable
sur un cercle Q. Deux hypothéses sont possibles : en deux points de ¢,
et de ¢,, géométriquement superposés, la fonction de Green prend deux
valeurs égales, ainsi que la fonction conjuguée, ou non. Dans le
premier cas, on peut dire que T se réduit a z,, 0, et 0, se raccordent
par tous les arcs réguliers de la coupure. Nous allons voir que ¢’est le
seul cas possible.

15. Examinons laseconde hypothése. A I'arc C,..,, considéré comme
bord de 0, 0,, ..., correspondent des arcs «,, a«,, ..., consécutifs sur
le cercle Q et dont les extrémités ont pour limites deux points @ et b
du cercle. Mais C,,, est bord d’autres domaines faisant partie de T,
¢, par exemple; les arcs correspondants de Q ont une longueur non
nulle, car on peut trouver une limite inférieure non nulle de la dérivée
normale de [a fonction de Green, le long d’un arc fini de C,,,, consi-
déré comme appartenant 3 un domaine bien déterminé; ces arcs sont
répartis sur l'arc ab du cercle Q qui ne contient pas oy, oy, ...

A chaque point de 0, correspond un point de 6, qui lui est super-
posé; il existe donc une substitution linéaire [S] qui transforme la
représentation de 0, sur Q en celle de 0,; elle change de méme 0, en 0,,
Oien 0., o en o, : c’est une substitution hyperbolique ayant pour
points doubles a et 0. La fonction u, considérée sur le cercle Q, reste
inaltérée par [S]; le centre de Q, qui correspond au point m,, est
transformé, par 'application répétée de [S], en un ensemble de points
répartis sur un arc de cercle passant par a et b et qui tendent vers a
et b: ce sont des infinies de w.

On passe de I’'un des domaine 0; au domaine adjacent qui fait partie
de ¢, par une substitution [S,]; cette substitution transforme I’ensemble
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précédent en un autre dont les points sont encore congruents pour la
substitution [S]; ils sont distribués sur un are de (,ercle ab. Les deux
arcs de cercle ab se correspondant par [S,], ‘cette substitution est
elliptique, avec @ et b comme points doubles. Or I'application répétée
de [S, ] transforme les infinis déja obtenus en d’autres infinis de U qui
représentent des points de T, donc doivent étre intérieurs au cercle Q, :
ce qui est contraire aux propriétés des substitutions elhpthues' il faut
rejeter la seconde hypothese

16. Le domaine ¢, est donc représenté sur Q : les points de ¢,, par
exemple, sont représentés sur les points correspondants de z,. Consi-
dérons encore les arcs «; et la substitution [S], dontles points doubles a
et b peuvent étre maintenant confondus. L’aire ' coupée est repré-
sentée sur une région du cercle attenante & I’arc «,; la substitution [S]
répétée la transforme en une sorte de croissant ayant pour pointes a
et b. Au lieu de o', prenons l'aire o, ,.,, obtenue par image de la
précédente, d’abord par rapport au cercle ¢, (qu’on suppose contenir
Iextrémité de la coupure) puis par rapport & I'image de ¢,,, par
rapport ac,. Il est clair qu’on pourrait partir du domaine X\ ., comme
on est parti de X, pour reconstruire le domaine S’; on retrouverait un
domaine superposable 4 S’. On passe donc de la représentation de ¢’ a
celle de @ ,., par une substitution [S,], qui transforme le premier
croissant en un autre ayant pour pointes @ et b. Donc [S,] est une
substitution elliptique, si a et & sont distincts; c’est impossible, parce
que Papplication répétée de [S,]| devrait transformer le premier crois-
sant en un domaine toujours intérieur 4 Q. Par suite, a et b sont
confondus; [S] est unc substitution parabolique; les infinis de la
fonction u sont, dans Q, le centre et les points congruents par [S].

17. 11 est facile de déterminer une fonclion «,, uniforme dans Q,
inaltérée par la substitution [S], harmonique en tout point intérieur,
. . I N . .
infinie comme log~ aux mémes points que «, et nulle sur le bord, sauf

peut-étre en a. En effet, unc inversion transforme le cercle Q en
droite, le centre en un point s, de 'axe réel, la substitution [S] en
une translation 2w7; «, est la partie réelle de la fonction g(z) définie
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par I’équation

€% e®—1
§(3) e —— .,
¢ e*— €%
, . . .4 |
Il n’y a pas de point de distance finie ou d—‘f’ est nul; donc les

courbes u,= A n’ont pas de point double; I'intégrale ff'fl—‘i ds a un
€ dn

sens sur chacune de ces courbes et ne dépend pas du chemin suivi
entre deux points donnés, a condition que ce chemin se déforme sans
passer par un infini.

La fonction z, est uniforme sur §', répond a toutes les conditions
demandées pour u; S est représentable sur 'intérieur d’un cerclec,.,.

Toutes les opérations faites sur le domaine X', parcouru par un
point m, peuvent étre effectuées sur le domaine X”, parcouru par le
point associé w; nous partirons de la partie réelle de g(z), infinie

I . S .
en g, comme — log—- On obtient une fonction «,, prolongement ana-

Iytique de la fonction u, au dela de C,.,; «, est définic dans un do-
maine S” analogue 2 §'; 'ensemble de 8" et S” est représenté sur le
plan tout entier; m et p correspondent & deux points images par
rapport & ¢,.,, considéré comme cercle réel ou virtuel suivant que Gy,
est ovale réel ou virtuel.

18. On pourrait remplacer le bord initial C,,, par I'un des autres
ovales, G, par exemple. On aurait une seconde représentation du
domaine total (8’'+ S”) sur un plan; on passe d’une représentation a
I'autre par une substitution linéaire ; done 4 'ovale C, correspond dans
la premiére un cercle ¢, ; 'aire £’ est représentée sur une aire plane
bordée par p + 1 cercles, c’est-a-dire sur demi-polygone fuchsien ou
kleinéen, qui est de la troisiéme famille puisque les cercles ne sont
pas sécants.

Cette représentation est avantageuse pour deux raisons : 1° on
n’introduit pas de coupures artificielles sur la surface de Riemann X;
2° comme les séries O du degré m =2 sont convergentes pour un poly--
gone de la troisieme famille, on peutreprésenter par des intégrales de
ces séries les intégrales abéliennes, ce qui donne une correspondance
parfaite entre les deux théories.
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On étend sans peine ce qui précéde 4 une courbe algébrique non
réelle; la surface de Riemann est représentable sur un polygone de la
troisieme famille non symétrique.

La méme méthode permet de montrer qu’il est possible de repré-
senter une aire de Schottky, dont les bords sont des courbes analy-
tiques, sur un demi-polygone de la troisiéme famille. I est facile de
résoudre pour ce polygone, au moyen des séries 0, différents problémes
relatifs a4 Ia distribution de I’électricité; de trouver, par exemple, un
potentiel nul sur certain des bords et dont la dérivée normale soit nulle
sur les autres; les mémes problémes sont donc résolus pour une aire
de Schottky.
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