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RECHERCHES

SUR

LA DYNAMIQUE DU FIL FLEXIBLE

Par M. Louis ROY.

Introduction.

Les équations du mouvement des f{ils flexibles ont été obtenues
sous leur forme définitive peu de temps apres celles da mouvement
des fluides. Mais, tandis que celles-ci ont donné lieu a de trés nom-
breux travaux, celles-Ih n’ont été surtout étudiées d’une maniere
approfondie que dans le cas particulier des cordes vibrantes. Nous
avons cherche i appliquer au mouvement des fils la théorie des
discontinuités en Hydrodynamique, & laquelle s’attachent principale-
ment les noms de MM. Hugoniot, Hadamard et Duhem. Nous avons pu
ainsi généraliser les formules donnant les vitesses de propagation
des ¢branlements longitudinaux et transversaux le long d’une corde
vibrante et obtenir, pour les discontinuités du premier ordre, d’autres
formules analogues 4 celles données par MM. Jouguet et Duhem dans
la théorie des ondes de choe. Dans un dernier Chapitre, nous avons
établi les équations des petits mouvements autour d’une position
“d’équilibre et nous avons traité completement le probleme de la corde
vibrante, en tenant compte de sa viscosité. Pour I'établissement des
équations, nous avons suivi la méthode employée par M. Duhem dans
Hydrodynamique, Elasticité, Acoustiqgue, et nous nous sommes inspiré
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de ses Recherches sur [ Hydrodynamigue pour tenir compte de la
viscosilé et étudier les discontinuités du premier ordre.

CHAPITRE I.

LES EQUATIONS GENERALES DU MOUVEMENT DES FILS.

I. -— Préliminaires; équation de continuité.

Nous emploierons les variables de Lagrange @ un des points maté-
riels du fil, qui occupe a Pinstant ¢ la position M de coordonnées z,
¥, &, occupail, ioun instant £, choisi une fois pour toutes, la position m.
Le licu de M, & Pinstant ¢, définit la configuration dua (il dans son état
actuel, le lieu de sn, sa configuration dans son état primitif. Le
point m est entiérement déterminé par la connaissance de son
abscisse cwrviligne o == m m comptée sur lo fil & partic d’une de ses
extrémites mey, de sorte que les coordonnées z, v, = du point M
peuvent étre regardées comme des fonctions continues et uniformes
des deux variables indépendantes o el 2, soit

a vz [y ), Yo glm, by, su=h(m, ).

Chaque valeur de o correspondant & un point matériel du fil bien
déterminé, ces (rois ¢quations, ot o reste constant, définissent la
trajectoire de chacun de ces points matériels.

A lare w = m,m, compté sur Pétat primitif, correspond lare
s==M,M, compté sur I'état actuel. Pour abréger, désignons par la
lettre d les diltérentielles partielles par rapport 4 o, ¢’est-i-dire
posons

)

=l
()’l)

a Iélément dare mm’ == dw correspondra, sur I’état actuel, I'élément
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MM’ =ds et nous aurons
(1) ds?* = da?® + dy* 4 dz*

ou
ds = A dw,

en posant
L ()1 ()V 2 ((}~ N3
( *) A= \/ ()G) dﬁ)) + ()(J))

Soient p et p, les densités lincaires aux points M etm; les éléments ds
el dw ¢tant constitués par les mémes points matériels ont la méme
masse de. On a done

odme = p ds = py do
ou

(3) pA = py.
Cest équation de continuité. On peut P'écrire aussi

D(pA)
- — T 0,
o

sous cette forme, elle rappelle 'équation de continuité en Hydrodyna-
mique donnée par Lagrange. On peut encore éerire autrement I'équa-
tion (3). Tout d’abord, soient «, B, ¥ les cosinus directeurs de la tan-
gente au il mené au point M dans le sens des ares croissants, on a

{ , S
’1”"() r(:(/y » el comme
A d r/rf) pJ
ds 7 0w s o do’
il vient la formule triple
/ gy LT Y S
(4) (e, {J, /)= Po o

Cela posé, imposons au (il une modification virtuelle : la masse dm
ne variant pas, on aura ¢ dm == o et, par suite,

ap ds - (/(')\ ds ==z 0.
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Mais I’égalité (1) nous donne, pour ¢ ds,

dox doy doz
N . p o N — ¢
(5) Ods == (a T Te g > ds,

\
oz, Sy, oz étant les composantes du déplacement virtuel du point M,
de sorte qu’on a

( ddx (loy i ({_oz.'):o.

(6) drele gy TP T

Dans une modification réelle infiniment petite, on aura

o 7 o J(x, ¥, %
Op == % dt, o(w, y,5)= {(L;Nyﬂ ) o

P (e, 0y ) dl,

u, v, w deésignant les composantes de la vitesse du point M, de sorte
que 'égalité (6) deviendra

- l [R—
Y oo\ Om o / o

G L L 'M") o

(Test la troisieme forme de Péquation de continuite, qui rappelle
celle donnée par Eualer en Hydrodynamique.

II. - Equations du mouvement.

Pour obtenir les (*quulinnv. du mwouvement, nous devons éerire,
d’aprés les principes de PBnergétique, qu’ona pour toute modification
virtuelle isothermique

(7) DG - O, - !‘)'1‘,7; - 0 =0,

N

o, designant le travail ¢lémentaire des forces extérieures, e, le tra-
ail élémentaire des actions de viscosité, 21 celui des forces d’inertie
I\

et o,:Fl.x variation isothermique do potentiel thermodynamique interne.
Sotent X, Y, Z les composantes, au point M, de la force extérieure

par unité de masse, fonctions de 2, v, z, %, 8, v, 5 Tym Tiyy Tysy les

composantes de la tension a Pextrémité M, du fil de coordonnées

Yis &5 Loy Ty, Tyzy les composantes de la tension a extrémité M,
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du fil de coordonnées z,, y,, 5,3 on a

(8) 0, = Tz 0z + T, 8y, + Tyz 93,
~+ Tyz 8y + Tay Oy + T,z 03,
WMy
-+ (X0x + Yoy +7Zdzs)dm.
M,

Par délinition méme du (il parfaitement flexible, nous aurons,
comme expression du potentiel thermodynamique du fil,

My
¥ = o(p, T)dm,

My
T désignant la température absolue au point M et o une fonction
donnée. Nous aurons donc
M,

Oy ¥ ==z / ()—qJ dp dm =— / 2 ~ ods‘.
Iy, Jp

Le travail ¢élémentaire des forces d’'inertie a pour expression

X ()11 R Je dw 0
)) B L A e Oy A 2Oz ) dm.
(9) ! /\, ( D TP T ) wn

Passons au travail de viscosité. L’¢tat physique de I'élément ds
étant entierement défing par les deux seules variables o et T, le travail
élémentaire des actions de viscosité relatif i cet élément sera

-q/<), ", )t)opds',

. . . Jdp ,
¢ étant une fonction qui s’annule avee 7)% L’hypothese la plus

simple qu’on puisse faire sur la forme de cette fonction consiste a
poser (')

A(e,T) étant une fonction des deux seules variables g, T, qu’on appelle
le coefficient de viscosité du fil. D’apres cela, le travail élémentaire de

(Y) Foir P. Dunem, Théoric thermodynamique de la wiscosité, du frottement et des
Juw équilibres chimiques, p. 46. :
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viscosité dans une modification réelle sera

— -\ (i)ﬁ\y//t ds;
p \dt,

comme ce travail doit ¢tre essentiellement négaif, le coefficient A

doit done étre essentiollement positif.

Les liaisons entre les divers ¢léments ds qui constituent le fil ¢tant
des soudures, au sens de M. Duhem, le travail élémentaire (otal des
actions de viscosilé sera

My R )

", oy ) " : ()J N
(10) 06 =z — bop s - / W O ds == / A CP G ds.
g T - o
My My My

Si done nous posons

y op
11 ¢ -+ LR 4 A )
(rr) Fp ap 71 ?
nous pourrons éerire
M,
Beg— BeF o [ Ohds
Iy,

el une intégration par parties nous donnera, Papres Uégalite (5),

0, — Ay T o [ O (a b - By -+ 7 03)]y
/"”(”"’“;; AOF L A9y ) "
L v () 1} . . "o q.
* ds U ae Y ds ")

-y,

Alors, en tenant compte des égalités (8), (o) et de la précedente,
egalité (7) deviendra

(TratOa) oy = (T + OB ) Gyt (1154 By 0z
A= (Tyg == O ) dry - (Tyy— @B ) dyy - (T, Oy )03,

N /"““ 1 06 7
! :

Ju
P(x - /)‘[,) Tods

les points désignant deux autres termes analogues 4 celui qui est
éerit. Cette égalité devant avoir lieu quels que soient les déplacements

. o~ N ~ N N N
virtuels ox, oy, 0z, s, ¢y, ..., ¢

4

19 A Pextrémité M, du fil,

o I—...’»r/.«;" 0,

z,, il en résulte qu’on doit avoir :

(l'), ) ('lx“’:’ 'r”,., 'r]z) f (u)( Dy l’j, '/) et § 14
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2° A I'extrémite M, du fil,
(13) (Toz, Tay, Tys) — O(a, B.y) = 03

3° En tout point du fil,

) . W()(u,u, w)” dO(a«, 3,7) |

Ces trois dernitres ¢quations s'écrivent encore

d(u, 0, w)] 00 (e, B,7)
Ji J + e =0

(14) po[(x, Y, %) —

Les équations (12), (13), (14) ont exactement la méme forme que
si la viscosité n’existait pas; @ représente donc encore la tension du
fil en chaque point. Mais I'équation caractéristique (11) cesse, quand
le fil est doué de viscosité, d’étre une relation finie entre les trois
fonctions @, g, T; elle nous montre que, pour un méme systéme de
valeurs de p et de T, la tension ©® n’a plus la méme valeur, suivant
que le fil est en équilibre ou en mouvement. Ces conclusions sont tout
a fait analogues a celles de M. Duhem relativement aux fluides propre-
ment dits ().

Nous avons obtenu les équations (12), (13), (14) en imposant au
fil une modification virtuelle isothermique quelconque. Sile fil garde
en chaque point une densité invariable (fil inextensible), ona de, = o;
le fil ne peut done pas étre visqueux. Comme on a aussi 8,4 = o, I’équa-
tion (7) se réduit i ses deux termes extrémes et doit étre vérifiée pour
toute modification virtuelle isothermique qui n’altére pas la densité :
I'équation (11) n’existe plus, mais on reconnait que Ies équations (12),
(13), (14) peuvent encore étre ¢erites (*). L’équation de continuilé se
réduit i A =1.

(1) P. Dunem, Recherches sur UHydrodynamique, sixieme Parlie, Chap. I, § 3. On peut
remarquer qu'un f{il flexible est nécessairement ce que M. Duhem pourrait appeler un
Jil proprement det, car la déformalion élémentaire d’'un élément ds du fil se réduit & unc

. . .o Ods g0 1 i . . "
simple dilatation il % Une modification virtuelle isothermique est donc entiére-
ment définie par la variation qu'éprouve la densité.

(2) Voir P. Dunem, Hydrodynamique, Elasticité, Acoustique, t. II, Chap. 1, § 2.

Ann, Ee, Norm., (3), XXIX. — Aour 1gr2. 48
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III. — Equations de la température.

Considérons, i 'instant ¢, la portion du fil comprise entre deux de
ses points P et P’ choisis arbitrairement; nous allons calculer la quan-
tité de chaleur ¢Q qu’elle dégage dans nne modilication virtuelle.

La Thermodynamique nous enseigne que entropie du fil au point M

< 1 e S e N , .
par unite de masse est — B 7)—,1;);7 I (l(.z.s’l;.;nant l’(‘,qlnvalent mecanique

1 . I N ’ ’ Bey
de la chalear; la quantité de chaleur cg, dégagée pendant la modifica-
tion par-l'élément de masse dm sera, d'apres le principe de Carnot-
Clausius, donnée par I'égalite

dq . 1 dy o /\ ()p N
ool AN r)( )l’) dm = - op ds,

T ET p ot
o “n
et, comme ¢Q == [ og, nous obtenons
0y IALIN '\ ap
O 7 8T - op | els.
{ l pat Tty ) g o
Soient
- T o
e(p, Ty mm e o
(0T ==y

la chaleur spécifique a densité constante el dQ la quantité de chaleur
dégagée pendant une modification réelle de durée de; nous aurons

. Ve
- . I' 0*¢ dp AT A/ dp
: () = N (i S

(15) Q dt.[ ‘kf (l*l dp T ot ()6) Ep? ()t) i

Nous allons égaler cette expression & celle que nous fournit la
théorie de la conductibilité.

La portion PP" du [il que nous considérons est assimilable 4 un
tron¢con d’armille ; nous pouvons done éerire immédiatement la
_deuxi¢me expression de dQ, en nous reportant aux ¢quations don-
nées pour la premicre fois par Fourier dans le probléeme du refroidis-
sement de P'armille. Si nous supposons, pour simplifier, notre fil
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athermane et sans sources intérieures de chaleur, nous aurons (')

(16) dQ = u/ l— < f(/{s> + A(T — 11)] ds.

K désignant le produit du coefficient de conductibilité intérieure par
I’aire de la section droite du fil, £ le produit du coefficient de conduc-
tibilité extéricure par le contour de la section droite et T, la tempéra-
ture absolue extérieure.

En retranchant membre & membre les égalités (15) et (16), nous
obtenons une intégrale qui doit étre nulle quel que soitle troncon PP’;
il en résulte qu’on doit avoir, en chaque point du fil,

0T d AT S 'l‘ Jd'e dp ! (()p
(7). ep gy = /.«(" m)”“/‘“ Fe) + PopoT 9t TE 3 a;)

Quand le fil est dénué de viscosité, cette ¢quation peut s’éerire

oTd o dT o T 00 0p
(8) P s (" @) RO =T = Sy G

Enlin, les conditions aux extrémités sont les suivantes :

AT e R
o) K s = (T —"T,) (en M,),
19
’ AT o
K e LT =T (en M,),

k' désignant le produit du coefficient de conductibilité extérieure par
'aire de la section droite du fil.

Dans I'équation (18) figure la dérivée de @ par rapport 2 T; nous
aurons aussi a4 considérer plus loin sa dérivée par rapport & p.
Nous allons done donner les expressions de ces dérivées en fonction
de quantités expérimentales, en nous limitant au cas ot I’équation
caractéristique (11) se réduit a

o 42 9%
0 4 p o = 0.

(1) Foir par exemple J. BoussiNgse, Théorie analytique de la chaleur, L. 1, p. 259.
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Dans une modification virtuelle quelconque, on a
N 90 00 ..
(20) 00 ~_—()—509-—l—-7)¢]~—,~0 .

Soit / la longueur du fil par unité de masse, on aura

'\/ N
pl=1, (ol 21“ -4- 2: == o.

4

oy , o, N
Faisons, dans I'égalité (20), 6@ = o, oT =1. La valeur correspon-
ol . . L .
dante de - s"appelle le coefficient de dilatation a tension constante 1);
nous avons ainsi

L S
P dp  IT 7

. Jl , ,
La valeur de ¢@, pour & =1 et o1 == o, s’appelle le module de Young

a température constante £. Nous avons done aussi

, )¢
o S e )

g’
de sorte qu’en définitive nous avons les deux relations

0L o8
o T aT

A4 DE == 0.

(21)

Iitablissons une derni¢re formule. Nous pouvons éerire
o - >T ()(j) 0o - ¢ 6']’\ dm == 0
T\ Ept g1 ¢ ) S
et aussl
B 4 (160 4= Col) ddm == o

C désignant la chaleur spécifique @ tension constante ¢t k un autre coef-
ficient calorifique. La comparaison de ces deux égalités, jointes a la
relation (20), nous donne

06T 00 00
dp — Ep* 9T’ v =
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d’ott nous déduisons, en ¢liminant 4,

. 00 T [00\*  00C
(22) "'55*5@}(}71‘*)

—

—_()—pc

CHAPITRE II.

LES DISCONTINUITES AU POINT DE VUE CINEMATIQUE.

I. — Les discontinuités et leurs vitesses de propagation.

Considérons le fil & instantz, dans son état primitif ot il occupe la
position m, m,. Soient 2, (0,t), 9.(w, ) deux fonctions analytiques
uniformes définies en tous les points compris entre m, et m, et i tous
les instants ¢ d"un certain laps de temps.

Supposons qu’d Uinstant ¢ il existe sur 'é¢tat primitif un point m
partageant le fil en deux régions m,m et mn,, que nous désignerons
respectivement par les indices 1 et 2, et jouissant des propriétés sui-
vant(es :

Au point m, les deux fonctions 2,, 9, sont égales entre elles, ainsi
que deux quelconques de leurs dérivées partielles correspondantes
par rapport & (o, ¢), jusqu’aux dérivées partielles d’ordre n — 1 inclu-
sivement; mais il existe au moins une dérivée partielle d’ordre 7 de la
fonction g, qui, au point m, n’est pas égale & la dérivée partielle cor-
respondante de la fonction z,.

Une fonction g, égale & 2,, dans la région 1 et égale i g, dans la
région 2, est continue, mais non analytique dans la région totale con-
sidérée. On dit qu'a Uinstant ¢, le point m est un point de discontinuite
d’ordre n pour la fonction 3 (*).

(1) La définition de la discontinuité en Hydrodynamique est donnée sons une forme
particuliéroment notte par M. Duhem ( Recherches sur I’ Hy drodynamique, deuxiéme Partie,
Chap. IT, § 1). Nous avons cu peu de chose & changer & cetle définition pour I'adapter au
cas acluel.
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Si la fonction ¢ était discontinue au point m, celui-ci pourrait étre
regardé comme un point de discontinuité d’ordre zéro.

Si le point m existe aux divers instants ¢ du laps de temps consi-
déré, on dit que la discontinuité est persistante. Nous ne considérerons
que de ces discontinuités-la.

En général, le point de discontinuité m n’est pas stationnaire; son
mouvement sur I'état primitif est défini par une certaine relation
entre o et ¢, soit

(23) F(w, t)=o.

Il se déplace ainsi le long du fil avec une certaine vitesse V, portée
suivant la tangente en m, menée dans le sens des arcs croissants et
dont la valeur est

(l(:)

V‘,:;: 7‘[‘/‘

L’équation (23) devant etre vérifice quand on y remplace les
variables respectivement par o -+ do et £ - dt, on deyra avoir

JF JF
;)—(:)-//m e -;)—Z(ll =0,

d’ott 'on déduit
oF ol
(24) . —

() .
)()’!) ot

Au point de discontinuité m, considéré sur 'état primitif, corres-
pond, sur I'état actuel, le point M caractérisé par la méme valeur de o.
Aux régions mym et mm, correspondent, point par point, les
régions My M et MM, que nous désignerons aussi respectivement par
les indices 1 et 2. A Iarc mm’ = dw, franchi par le point de disconti-
nuité/mpendantle temps de, correspond, sur 'état actuel, Pare MM = s,
M étant le point du fil 4 I'instant ¢ qui sera point de discontinuité a
Vinstant ¢ -+ dt; la quantité

st la vitesse de propagation du point de discontinuité M comptée sur
Iétat actuel. Elle est portée sur la tangente en M menée dans le sens
des s croissants : si la discontinuité est du premier ordre par rapport
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aux coordonnées a, y, s, elle pourra étre d’ordre zéro pour les cosinus
directeurs «, 8, v, et, dans ces conditions, le point M sera pour le fil
un point anguleux avec deux directions de tangentes distinctes. Mais
la tangente sur laquelle on porte Vayant toujours la direction MM’,
cetle tangente se trouve toujours mence sur la région du fil vers
laguelle Ta discontinuité se propage.

II. — Les discontinuités du premier ordre.

Supposons la discontinuité du premier ordre par rapport aux coor-
d(x, y,3)
Jd(w, £)
tinue au point M, et, ’apres les égalités (2), (3), (4), on voit qu’il en
sera généralement de méme de la densite g et des cosinus directeurs «,
B, v, ¢ désignant une quantité discontinue au point M, désignons en

général par

données x, y, = : une au moins des six dérivées sera discon-

la variation brusque qu’elle subit quand on franchit le point de dis-
continuité dans le sens des s croissants. Par hypothése, nous aurons

0w == 0, o'y = o, oz =o0

pour toutes les valeurs de o et de ¢ vérifiant I'équation (23). Comme
, . . P R o, . ,

on peut évidemment intervertir les caractéristiques ¢’ et 0, il en résulte

qu’on doit avoir simultanément

EY Jd(x, ¥, 3)

dt = o,
()(J)

doy + &' _______()(.w:, Y, 5)
ot

oF oF
—— —dt = 0.
Ado ' J¢

Il existe done trois quantités A, w, v telles qu’on ait

ny ()(17:, )’1 :') ny ()("”., ,7’5 :)

o ()71) - ? ()t _— ()7 s V).
gF T TToF T oF
Jn ot )
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Nous en déduisons, en tenant compte de I'égalité (24),

'\/'d'(" y’~> ()‘) f"-’v)a o ()<" ’}’7 N) —(731’- V)Vn-

(25) Jdo Y

Les trois quantités (A, ., v) peuvent étre regardées comme les com-
posantes d’un vecteur qu’on appelle /la discontinuité au point M.
Si V,= o, le point de discontinuité 7z est stationnaire sur ’étal pri-
mitif; sur I'¢tat actuel en M, il affecte toujours le méme point matériel.
Dans ce cas, nous voyons, d’aprés le second groupe des égalités (25),
que les composantes de la vitesse sont nécessairement continues.

Cherchons la relation entre V, et V; nous allons reconnaitre qu’elle
dépend du sens dans lequel la discontinuité se propage. Supposons
qu'elle se propage de la région I vers la région 2, ¢’est-d-dire dans le
sens des s croissants et soit alors V, la valeur de V. On a

MM’ ds — V, dt.

D’autre part, les coordonnées du point M étant @, y, s, celles du
Jd(x, y,3s)

o).
oy

point M” qui est sitaé dans larégion 2 sont (z,y, 5) -+ l

A2
On a done
o’ . oy pe [0
(-{77;)? (lfﬁ) = Vﬂ/.., f[/ v-‘;*—' (“‘W-‘) (,[

co \Ndw /4
et, par suite,
(26) pa Vo= py V.

Calculons les composantes (©,,,9,,, ©,,) de la vitesse absolue du
point de discontinuité. A I'instant ¢ + de, celui-ci est en un certain

point o’ de coordonnées (x, y, 5) + [()( fTJ.i:::l do 4 (1y, vy, W) di;
on a done '
(27) (\?2.1'1 .‘:}2,7’7 1:)2::) = V:(“Z? ﬁ'ﬂ; 72) ~t= (“!: PN “"l)'

Si la propagation de la discontinuité se fait en sens inverse du pré-
cédent, on trouvera, pour la vitesse de propagation V., mesurée sur
I'état actuel,

(26 [)l.s) Flvlz::: pOVo
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et, pour les composantes (©,,,9,,,9,,) de la vitesse absolue du point
de discontinuité, les mémes formules (27) o les indices 2 seraient
partout remplacés par les indices 1.

Cherchons enfin la relation entre g, et g,. D’aprés I'égalité (3), on
aura
) P1A1:(Jm pads=py,
ol

Pl = py A,

ITI. — Les discontinuités d’ordre supérieur.

Supposons, maintenant, la discontinuité d’ordre » > 1 par rapport
aux coordonnées x, v, = : dCapres les ogalités (2), (3), (4), on voit
qu'elle sera généralement d’ordre 2 — 1 par rapport & ¢ et & e, B, ¥,
Les formules (26) et (26 bis) se réduisent done & une seule

(28) PV = o Vo
et Pon a de méme
(’q).'rﬁ .Qlyﬁ .q):) o V(CZ, (jv 7) _l— (”5 (’) (V).

dar hypothése, nous devons avoir

? y’ :)

31
a5 J" )

) [P WSU——
At P-1 e

=20 (p==0,1,2, ..., n—1)

pour toutes les valeurs de w el de ¢ vérifiant 'équation (23). Comme
précédemment, nous verrions qu’il existe trois quantités (4, g, v,)
telles qu’on ait

s ey, 3) s 0" (e Y, 5)

T Y N AU Sl Ve O YO VAR V)
oF o ar JF
Jw a¢ Jo

d’olt nous déduisons

o 0" (2, y, 5) . Ny 0" (x,y,3) __ .
S G i = G b ve)s 0 G e = Gy s %) Vo

Ann. Ee. Norm., (3), XXIX. — SEPTEMBRE 1912, 49
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Si nous remplacons, dans le premier groupe de ces égalités, p par
p 1, les premiers membres des deux groupes deviennentrespective-
ment identiques ; il doit done en étre de méme des seconds. De i, les
conditions suivantes de compatibilité

()‘[H-lv [ pt1s Ypaa )= — (7-/:, P-ps Vp YV,
d’ott nous déduisons facilement
()‘I" s vl)) = (LH s V) (— vn)p'

D’apres cela, nos deux groupes d’égalités se réduisent au groupe
unique

(29) gl &y 2) (7 e v) (— V)2,

en effacant au bas de A, v, v 'indice O devenu inutile. Nous pouvons
done dire qu'une discontinuité d’ordre 2 est caractérisée par un vee-
teur (4, u, v), qu'on appelle la discontinurté an point M, et par sa vitesse
de propagation You V.

Ge premier résultat obtenu, nous allons chercher les variations des
dérivées d’ordre n — 1 de la densite g el des cosinus directeurs o, 3, v.

Yartons de équation gA == g, et dérvivons-la n = p — 1 fois par rap-
port a m et pfois par rapport i ¢, il viendra

] an A J"tp,

—— e y
eyt v Lojgr t 1 dmt oY gLr R 17

les termes non éerits corvespondant i des dérivées dCordre n— 2 au
plus et par suite continues. Kn éerivant cette équation de part et
d’autre du point M et en retranchant membre 2 membre, nous obtenons

. ()n IP an TA
Aoy R
dmtt PV Qe +p Dyt v ger 0.

car la discontinuité de g, correspond i une autre valeur de w. Gonsi-
dérons, d’autre part, I"équation

- i).i(:_. -(-}_E"ﬁ i iz—"l
At ((}m " (()m) * (()m)

et dérivons-la comme nous avons dérive la précédente; nous obtien-

9
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drons
gt A = dx Oz dv 0"y dz 0"z
0™ P=1gtr " T O D P 9P doy dw—P JLP + 0w 0n"—P JLP Heen

d’ott nous deduisons, d’aprés les égalités (3), (4) et (29),

~ ()/1—-1A .
S G g = (% Bt ) (= Vo)

Nous obtenons done finalement

N ()n -1 2

0 e
D=1 1oL

2
(30) = %(a1+ﬁli+'/V)<— V,)r.
0

Passons au calcul analogue relatif & o, 8, y. La premiére des ¢ga-
lités (4) nous donne

oo P It P Jda on --IP
e e i st vt vy i s — —— e e
APV ger T py dt P oLr po Jo dw"—r=t ger

d’ou nous déduisons, en tenant compte des égalités (29) et (30), la
formule triple

. WO e, Byy) P . X - L
(31) o T g 'P:l(/v: Py v) = (2, By 7) (@b By + )] (—V,)r.

CHAPITRIEE 1.

ETUDE DES DISCONTINUITES DU PREMIER ORDRE.

I. — Extension de l'¢quation fondamentale aux discontinuités
du premier ordre.

Nous allons employer la méthode suivie par M. Duhem dans ses
Recherches sur U Hydrodynamique. ‘
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L’équation fondamentale (7) n’a de sens que si, 4 chaque instant ¢,
les accélérations des divers éléments du fil sont finies. Ceci n’aura pas
lieu, en général, s’il existe une discontinuité du premier ordre.

Soient u, ¢, w les composantes de la vitesse d’un point matériel au
temps ¢, «, ¢, & les valeurs de ces composantes & Uinstant ¢ + di;
nous pouvons ¢erire

M,
oY ! - N -~
0 = — [(et! = tt) Bt 4= (0" = ) Oy 4= (o' — ) dz | dlm,
deJ, '
My

de sorte que Uéquation fondamentale (7) deviendra

M,
(32) (38,1 0T, — 04T ell — / [(te o w)die =t (0o ) By k(s -~ ¥) D5 ]dm=o0.

vy

Nous ferons, avee M. Duhem, hypothése que cette égalité, qui
garde un sens quand les différences ' —w, ¢ - ¢, "~ ¢ sont finies,
pourva que Pintégrale soit de Povdre de e, continue d’exprimer un
principe exact.

Partageons le fil en deux parties « et b, Je point de discontinuite M,
suppos¢ unique, se trouvant dans la partic « entre les instants ¢ et
¢~ e Ta partic b se composera de deux autres parties non contigués
el nous aurons ¢videmment,

2 [ . . N ,
08¢ Ty Gy Try oy 4 Ty 03, 4 Ty diary -1 1 gy O+ Ty 03,

+ / (X o+ Yoy + 16z)dm,

by
;)'Gu.“:“.: "}G'u/l e ']G’v/n
. I :
N x . I N S NN . Yoz
5 - = /l [(e — ww) 6w -4 (0"~ ¢) by 4= (! — v) 3z | edm
", Jy o diy o N
. L i e Oy e G ) el
// (r)l PRI ) '

de sorte que Iéquation (32) deviendra

(33) ' A -t B==o,
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en posant

A -‘:[ot — 815, + J (X 8z + Y 3y +733) dm.] dt
«a

[(ef— ) O 4 (¢ — ¢) Oy + (' — w) 35] dm,

"

dm

'(fx — ‘(’)—"’> S+ <Y—-— 0-‘) By +- (/_‘)_")

/

N N
A+ Tz o+ Ty 0y, + Ty 03, 4 Top 0y + Toy 81y -+ Tyz 05,.

Tout d’abord, imposons au fil une modification virtuelle qui laisse
immobiles tous les points de la partie «, y compris ses extrémités p.,,
.y = équation (33) se réduira & B = o, d’olt il résulte, en suivant la
méme marche quan paragraphe 11, Chap. I, qu’on doit avoir :

1° En tous les points de la partie 0,

o . Dy ¢y 0) (l()(a, B,y)
(35) p| (X ¥,z ST ERAETD =,

N
(36) O --p o ()t 0]

2 Au point M,,

(37) (Tray Thyy Tiz) - O(a, B,y y) = 05
30 Au point M,,

(38) (T, Tayy Taz) — O (e, B, 7) = 0.

Cela posé, imposons au fil une modification virtuelle quelconque :
on déduit des équations (35)

/ l <X — ._)_[i Ot ~4- (y_._ -;—;i) oy -+ ( ()”’) —I dm

O (dOc deg .
"’r"/’ <-—-;-/;—-0.L e *'[;‘O )ds’—-—‘(’w

et, en transformant la deuxiéme intégrale par unc intégration par
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parties,

) du\ 5 a0\ 4 gy O\ o
[[(‘(—-—T)—[> ox —l—-(Y—— 5;) oy —+ < ) — ?_t_) ov} dm

)

+ [O(adx + B oy +70z)|y — [O(ada + Ly +7d3) |2 — [ @dds=o.
b

Si, maintenant, nous tenons compte des expressions générales
de 2z,, 0.9 et des ¢quations (36), (37), (38), nous reconnaitrons que
Péquation (34) se réduit &

B

- = [O(ade + By +y da)l

I’¢quation (33) devient alors

(39) / [(a 1) dw (¢ — ¢) dy ~4- (W' ) 8z | dmn

-t l O & g OF 4 -~/ (X3 + Yoy + Ziz)dm
n

—dt|O(edr - Loy 4y 03))ir = 0.

II. -—— Application de l'équation précédente.

Supposons, pour fixer les idées, une discontinuité qui se propage
dans le sens des s croissants, ¢’est-a=dire de larégion 1 vers la région 2;
M’ étant le point du fil qui devient point de discontinuité a instant
L+ dt, onaura MM = V,dt. Prenons, comme région a, la portion
composée des trois ¢léments

pa M =gy di, MM’==V, d¢, My ceydt,

g, el gy étant des quantités finies. La partie p, M appartiendra ainsi a la
région 1, les deux autres & la région 2. Calculons alors chaque (erme
de I'égalité (39).

Les différents points de Iélément MM appartiennent a la région 2 &
Pinstant ¢ et & la région 1 & I'instant ¢ + ¢¢; on aura done, en négli-
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geant des infiniment petits d’ordre supérieur,

W
f [(0— w)dx + (¢'— ¢) Oy + (' — ) d3] dmn
T = [ty — wy) B =+ (04— 03) Oy + (s, — 0v) 053] pa Vs dt,
Y P

AY
les déplacements virtuels oz, 8y, ¢z, fonctions continues dess, étant pris
au point M. La quantité précédente étant de Uordre de (cz, oy, 83) dt,
nous ne conserverons, dans équation (39), que les termes de cet
ordre-la. Dans ces conditions, on reconnait que la méme intégrale,
étendue aux éléments p, M et M'p.,, est négligeable.

D’apres Pégalité (6), on voit que dp est <lc I'ordre des dérivées en s
de ¢z, 2y, o35, qui sont elles-mémes de Uovdre de (dw, 2y, 85); par
suite, le terme

. Dy
0p ¥ == dt | =L dp
dt oy, - fl.[ P op ds

l

N

N . 9 ~
est de Pordre de (o, gy, 6z) de?, done négligeable. 11 en est de méme
. N . . .
du terme ot /(\ s + Y oy + Z6s)dm. B réduisant le dernier terme
de Péquation (39 )4 sa partie principale, celle-ci (|("V'(‘n(ll" en tenant
comple de Pagalite (26) et en continuant de désigner par ¢ les varia-
tions brusques, afin d’éviter toute confusion,

(40) (0"t dr 40" 0By -+ 0"y 3:){)., V,+ 0T ,q
+ 0 (Ox) 0z 4+ 3" (OF) 0y + 0" (@) ds =o.

Iy ‘ N\ ’ ’
Il ne nous reste done plus qu’a calculer ¢z,,. On a, en général,
3]
dox ddy dds
g 5 — - ey —— pods
/#0 ok /4}( s -p a5 1 )) ’

0
égalité ol § = — —(i qus md £ > 4 une valeur finie. L’équation précédente

est done AI)pIu:ahl(s aux (*l«-rm'nts‘ ey M et.M'p,; elle donne des termes
de Pordre de Spde, donc négligeables, puisque nous ne dovons plus
conserver dans I'équation (40) queles termes de lordre de (3z, oy, o ~)
I reste alors
N (lf)L r/r)V dos
r)('«*u,L::/ Jz( —— Bt )pds

M ’
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Les différents points de I'élément MM’ appartiennent a la région 2
au temps ¢ et & la région 1 au lemps ¢+ dt; comme nous 'avons fait
pour les accélérations, nous éerirons

b= Appl—p _Aepi—ps . A dlp
ey dt Ty dt T 0y dt’

2 2

en admettant que Uexpression donnée pour ¢ soit encore exacte
9J \ T \ L
quand 75 est (res grand. D’aprés cela, en remarquant que les déri-

. d(dx,dy, ds \ . .
vées —(——’,,;1’—) peuvent étre prises au point M, nous aurons

. dox doy dds' ¢, o
v =— 1\2(%‘ P P ds g )\'20 s

de sorte que, finalement, I'équation (40) s’¢erira

(h1) [po Voo w 40" (Oc)| b
+ | po Vod'e 40" (0 ) ':)\J"
A po Vo 0lsw 4 3 (D) ] Gz

- ddwr ddy
- /\2 (0{2 s [ R

d s’
9, .. ¢
s s &

/7;..) v, (3'{; 0.

Dans le dernier terme de cette ¢galité, nous aurions eu des indices 1
a la place des indices 2, si nous avions considére une discontinuité se
propageant en sens inverse.

III. — Cas d'un fil parfait (').

L’équation (41) est générale; le fil ¢tant supposé parfait, ¢’est-a-dire
dénué de viscosite, nous devons y faire A, == o. 1] reste alors une équa-
tion qui doit étre vérifice, quels que soient les déplacements vir-
tuels Sx, gy, 8z, ce qui exige qu’on ait

poVod (t, 0, 0) = 0'[ O (e, 5, )] == 0.

(1) L. Roy, Les discontinuités du premicr ordre dans le mouvement des fils flexibles
(Comptes rendus, t. 152, juin 1gr1).
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D’apres le second groupe des égalités (25), les équations préeé-
dentes peuvent encore s’éerire

(42) (2, iy v)paVi—=0'|0(a, B,7)] = o.
Voyous les conséquences de ces Gaalités. On a iden tiquement
(43) 0'(Oz) = 0,00 4o 6O =0, 5 o 4o, 3O,

Appliquant la meéme identite o la premiere des formules

) Q_(.”l?. D)

2
2

,’/0(’11 |

)
nous aurons cgalemaent
o' o a0 ()',' | ( o 5! 5! da ( o
D00 T - — | =y O —— | s
fo 7 ()/n) pn "\ T ). P

ou encore

’ - 7 . - N
(/|/|) p“u’f;/. s oy /o f}{ 7, ()’p e 0y ) - Eﬂa: 0'o.
: b “ 2 '

Les doubles egalités (47) et (44) et quatre autres analogues nous
permettent d'éerire les équations (42) sous les deux formes ¢quiva-
lentes
\u pav) (piVE - 0.0,) -?'w,,m,/.m (pO) -

(45) .

- ) P
’ (Ly s v) (o Vi O)) ‘0—'—’ Py Boy Y2) F(p®) == 03

)
s

\ ’ . . ’ N, - >
d’ott nous déduisons, en supposant Ja quantite ¢'(0) différente de
#tro,
gy Hl Y R S
&y ')_! /l B ("zn’xz) ]JI';[-") (’/l!'/'.!)

La discontinuité est done longitudinale, mais il y a deux cas & dis-
tinguer:

Sila valenr commune des rapports ¢égaux du premier groupe
st -1, ona

(46)

(/17) '3’(“7(6"/)_:”'

Ann, Feo Norm, (3), XXX, - Sepresre sg12. 50
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la discontinuité est done au moins du premier ordre pour les cosinus.
D’apres cela, les égalités (43) et (44) deviennent

ON(Oz) — %0, proah bz d’'p oo,
de sorte que les équations (42) peuvent s’éerire
(Lo ) (i V6 4 pypa0'0) - o,

En égalant i zéro o deuxicme parenthése, nous oblenons la vitesse
de propagation de la discontinuité mesurée sur Pétal primitify en
nous reportant aux formules (26) et (26 bis), nous obtenons, pour
cetle méme vitesse mesurce sur 'élat actuel, les expressions

S o
by o' 6 oy 0! @)
1y O (10 O

suivant que le point de discontinuilé se propage de la région 2 vers la

région T ou en sens inverse. Les signes des radicaux sont enticrement
déterminés, puisque Vioest toujours négatif et V, toujours positifs de

"
. , o' 6 . , -
plus, ces vitesses sontréelles, car == 5l essentiellement négatif, sans
)0

quoi, le il tendu entre deux points, et n’étant soumis i aucune foree,
ne pourrait étre en équilibre stable (1), 1 estintéressant de comparer
ces formules i celles données par Mo Duliem en Hydrodynamique (*).

Supposons, maintenant, que fa valear commune des rapports ¢gaux
du premier groupe des cgalités (46) soit 15 on aura

(48) Py A= Ay 0y Gt By 0, VARV

Les directions (e, By, v, (2, Bu, v.) sont alors opposées, de sorte
que e point de discontinaite M constitue, au point de vae de la figure
aéometrique du fil h Pinstant ¢, un point de rebroussement. Les ¢ga-
lités (43) et (44) nous donnent alors, en vertu des égalités (48),

20 (Oz) = (0,4 0,) 0 2, oy(pr b 0a) 0 % 2p 0y,

(V) P Do, Hydrodynamique, Blasticitd, Acoustique, 1. 11, p. wo.
(%) Pobenes, Recherches sur UMy drody noique, deaxieome Partie, Chap 1, § 6, équa-
tion (61,
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de sorte que les équations (42) peuvent s’éerire
N . G+ 0,
(.,w I y) (P;; % il O IO.!_L’—‘> = 0.

prt 0

\

Egalant encore & zéro la deuxicme parenthese, nous obtenons la
vitesse de propagation de Ta discontinuite mesurée sur Pétat primitif;
mesurée sur Uélat actuel, cette vitesse est susceptible, en vertu des

formules (26) et (26 bis), des deux expressions

(49) Vo

suivant que la discontinuité se propage de la région 2 vers la région |
ou en sens inverse ('),
Voyons, enfin, si la température absolue T peut étre discontinue.
Admettons, tout d’abord, que les expressions (15) et (16) soient
encore applicables & une portion du [il o les fonctions g et T peuvent
étre discontinues. Appliquons-les, alors, & Ué¢lement MM =V, d¢, la
discontinuité étant supposée se propageant de la région 1 vers la

région 2; nous aurons

” . . P
5 ' T d*e dp AT

; ()~ /3 Bt A MU ] S Is
( 0) ’/\ fll'/n f ( D) ()Ifj o'l ot ‘ ol ) o

el, en !‘(Ell)(ll'({llill\l, que

dp pr— o o'p Jar T - 9T
,,,,,,,, B S ol e 2
oy ot dr’ i ol dt
: 'l‘.,( o\ !
5 - et [T Rl Y
o " ! i \,)p/)'r)z"f’ e 0| Vadt.

(1) Ainsi que Pa fail remarquer M. B Jouguel [Sur le vitesse et aceélération des
ondes de choe de seconde el de troisicme espece dans les fils (Comptes rendus, »7 noyembre
1911, les conséquences que nous venons de déduire des égalités (45) supposent la
quantité & (20) dilférente de'zéro. 8i 3'(p0) = o, les égalilés (45) se réduisent &

o VE = o8 == 05

de 1a, la possibilité de nouvelles diseontinuités que M. Jouguel a appelées ondes de choc

. ; 0, . N
de troisicine espléee el i se propagent avee la vitesse ¥y =— F— o Vy == - -P-; .
01
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Cette expression est de Pordre de de. Dapres Pégalité (16), on a
aussi
! d'T\M N
d{) —= (/l(l\ —I—s-> 4 flt / AT T, ds.

a JIn

Le dernier terme du second membre est de Pordre de de*, done

M
négligeable. D’apros Pégalité (51), (l\»—-) doit étre une quantité

A1l
- dT . . d'T
finie. Or (I\—) est finie, il doit done en étre de méme de (l\—-> .
{s NG M

Done, sil'on a K =/ o (fil bon conducteur), il faut qu’on ait 0T = o;
par suite, la discontinuité est an moins du premier ordree pour la tem-
[)(‘ld[lllt‘

St K = o (fil mauvais conducteur), le second membre de la (lmnu re
égalite se reduit & son second terme. I7équation (51) nous donne
alors

B A7 L2 AN -
(H2) e > 0'p b e o' T py Va0,
E\opot ), y

. . . R ~ , . N, ¢ xy
relation qui nous fait connaitre o1 en fonetion de 'z si V, /o, Dans
ce cas, la temperature peat done étre discontinue ().

IV. -~ Cas d'un fil affecté de viscosité.

Revenons i Pegalite (41). Celle-ci doit ¢tre verilice, quels (que soient
. . : L., /(01 ay, 03
les déplacements virtuels ga, gy, ¢z et leurs dérivees = ,/S_y’ =),

il en résulte qu’on doit avoir, outre les égalités (42, Pégalite

(H3) o'p o,

(1) Ainsi que Ta montré M. . Jouguel | Le lol adiabatique dynamique deans le mounve-
ment des fils (Comptes readus, 23 octobro 1911y, on peut étendre aux fils la loi adia-
batique dynamique d’Hugoniot, qui remplace alors la relation (59.). De eotte loi adiabatique
el des formules que nous avons données, M. Jouguet a déduit diverses conséquences,
relatives prineipalement i aceélération des discontinuités, quiil a résumées dans les
deux Noles cilbes et dans la suivante : Sur Uaceélération des ondes de choe dans les [ils
(Comptes rendus, o3 novembre 1gii).
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Ainsi, la densité est nécessairement continue. Ce résultat implique
une relation entre les éléments de la discontinuité : Pégalité gA = o,
nous donne, en vertu de la précodente,

0'A=o,

o [\ 2 \,(()y VO 052
0 — ~~ 0 P -+ 0 —— - 0.
(_()’l)) N ) ) ()(}))

Dapres le pu*mwr groupe des formules (25), I'égalité précédente

[)(5“‘, cneore s’ éerire
dy " ({)- Wy
o (‘7)7: ._. ‘ + { ()(l) <;)—(;_) >~_) = ™

Nara . ( dy

ou bien

d’ot on déduait

(54) Moy 4= ay) = p (- Be) 4 v(71+ 7)) =0

Voyons maintenant les conséquences des ogalllvs (42), quand on
tient compte de Uégalité (573) < les égalités (14) nous donnent

(55) po O (2, By y) == p (B Py ¥)

et les cgalités (45)
(56) g 7 [J V) (p2VE—p0,) — pyloy, By, 71100 =0,
hb ) n
V(2 v) (pEVE—p®y) — py( o, Bay 72) 00 == 03
nous en déduisons immédiatement les ¢galités (/;()) en vertu des-
qmsllus la discontinuité est longitudinale, si toutefois 2’0 = o.

St la valear commune des rapports égaux du premi(‘r groupe des
égalités (46) est =1, on a les égalités (47) qui, jointes aux éga-
lités (55), montrent (qu’on a

(% P v) == 0.
L'égalité (54) se trouve ainsi vérifice et les ¢galités (56) nous
donnent
0’6 =0

La discontinuité est done au moins du second ordre pour les coor-
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données et au moins du premier ordre pour les cosinus et la tension.

Sila valeur commune des rapports égaux du premier groupe des
talités (46) est — 1, on a lesrelations (48), envertu desquelles Iéga-
lite (54) se trouve encore vérifice. Comme les formules (26) et (26 brs)
se réduisentict 4 oV==p,V,, d'apres Pegalite (53), la vitesse de pro-
pagation, mesurée sur 'état actuel, a pour expression, dCapres les

formules (4¢), .
¢, - 6,
Vezckey /b0,
Vo

le radical étant pris avee le signe + ou le signe ——, suivant que Ta pro-

pagation se fait de la région | vers Ia région 2 ou en sens inverse.
o . N, g ’ . g ) - N
Si, maintenant, on suppose s’ ® = o, les équations (16) se reduisent i

PR
piVE-—p® o

et la vitesse de propagation, mesurée sur 'état actuel, devient

V b \/.Q .
4

Ce cas correspond aux ondes de (roisitme espéce, signalées par
M. Jouguel.
Enfin, on doit ajouter i 'element differenticl de Pintegrale de I'éga-

. . A Jop ¢t . . . e o
lite (50) le terme ity ( 4)5) » afin de tenir compte de Ta viscosité. Mais
Yo N\ Ol
N r . N ’ 4 )y
comme o'g == o, Péquation (51) se réduit 4

dQ =y, Vy 8T d,

Sil'ona K4 o0, ona done encore 2T =058 K==0,0na,ila place
de Iégalité (52),

L

. . . . i N g . . . o
ce qui revient a dire que " = o si la discontinuité se propage.

Sile fil est inextensible, on doit avoir, outre les ¢galités (42), I'éga-
ite (53); les conclusions sont alors identiques a celles que S
lite (53); les conclusions sont alors ident les que nous
venons d’obtenir pour les [ils affectés de viscositeé.
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CHAPITRE 1V.

ETUDE DES DISCONTINUITES D ORDRE SUPERIEUR.

I — Les discontinuités du second ordre dans les fils affectés de viscosité.

Supposons que le point M soit un point de discontinuité persistante
du second ordre par rapport & @, v, zi la discontinuilé sera, en
aonéral, du premier ordre par rapport i g et e, B, v. Les équations

. , . , R . dp .
du mouvement, qui sont ¢lablies dans 'hypothése ou 57 st continu,

ne sontdone pas directementapplicables; aussi devons-nous reprendre
Petablissement de ces équations @ partir du moment ot cette hypo-
these s"introduit.

Nous avons vu que Péquation fondamentale (7) pouvail se mettre
sous la forme

. WMy
(57) GG 1= 0 — / Odds .0,
M,
en posant
. N dp
(11) (G g )0 - \()[ - 0.

artageons encore le fil en deux parties @ et b, définies comme au
wéetdent Chapitre; on aura
I I 3

/ Odds = [O(zdr [0y + 7035 e B Ay + 7 03) |

'

L G e o - 4 3:)//,5,

s ™ ds

ol /

/ ((/M/ r/(")f‘ 6

de sorte que équation (57 ) s’¢erira

6T, 4- 6 — /(-) Gils — | O (a4 [y -+ 0z) |\

fa

o N Oz r/(-),.; N ey
Oz da -t oy oy 03) ]+ / ( e oy e 03 ) s = 0.
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Tout d’abord, imposons au [il une modification virtuelle qui laisse
immobiles tous les points de la partie @, y compris ses ex(rémités w,

et w, : dans une semblable modification, intégrale /(9)3(//; est nulle,
i
et il résulte, de la dernicre ¢quation, qu’on doit avoir :
1° En tout point de la région b,

ol v,z ALy A0 By

O3
ol ls ’

2 A lextrémite M,,
(Tres T Tra) 4 O (o, o) o
30 A Pexteamite M,
(Toes Toy s Tas) O (a0, 5,7) = o
Cela posé, imposons au il une modification virtuelle queleonque;

on dédait aisément, des (rois groupes d’équations ci-dessus,

(08 )t 0dy [ O(zor v 5oy 1 yaz)li / Oids o
<y

et, en retranchant de I"équation (57),

(G )0t 5 w b | O (e -+ 5 0 R n3) ];i‘ /(') 6 s o,

"

Cette équation peat s’ éerire d'une manicre plus explicite de Ta facon
suivante :

R (ALY A 2

N do [ daor Loy ) s .
[ (G NG (5 s ) a

fe

A [ O (zbe + 5oy 4y ozl o.

W

La partie a se compose de trois segments u, M == &, dz appartenant i

larégion 1, MM = Vde et M'py, == &, dt appartenant i la région 2. La
[ M . ~ ~ r

premicre intégrale est done de Povdre de (S, oy, 63) dt, la seconde de



RECHERCHES SUR LA DYNAMIQUE DU FIL FLEXIBLE. 401

o, dv, 053 T R
I'ordre de —dTl—lr]l, ¢’est-a-dire du méme ordre que la préce-
dente ; enfin, la troisitme quantité differe infiniment pea de
(0, —0,)(acw + B3y +3ss), qui est de lordre de (2z, 3y, dz).
L’équation plcculente se réduit done &

'O (% dr + Loy +y0d5)=o,

et, comme elle doit étre vérifice quels que soient sz, dy, 2z, il en
résulte qu’on doit avoir
0’0 =o0.

Ainsi la discontinuité est an moins du premier ordre pour la ten-
sion @5 supposons-la, de plus, au moins du premier ordre pour T,
Pégalité précédente revient & écrive, en vertu de la relation (11),
qu’on a

o

58 L e
(58) ) 5 =0

ou, Papres égalite (30), oulon fait n =12, p =1,
(59) (o -+ pp~+ yv)Vy=o.

Cette dernicre égalité exprime qu’un fil affecté de viscosité ne peut
propager que des discontinuités transversales.

Nous avons supposé la discontinuité du premier ordre par rapport
a T d’apres les principes poseés antériearement (Chap. II, § 1), on
reconnait qu’il existe une quantité 7 telle que
L OT w O l‘
: .

T a T T

L’équation indéfinie de la température (17) ot figure une des déri-
vees secondes de T ne s’applique pas encore, mais on peut écrire, en
vertu des égalités (15) et (16),

., .
" Do dp Ty A (m> o l AT\ b
2%z dp oy A (4 FOT— T, | k——
,ml («umwn ’m)“h(ot ( )| s = m)

Supposons d’abord K =£ o (fil bon conducteur) : toutes les quantités
Ann. Ee. Norm., (3), %XI1X. — SEpPTEMBRE 1G12. Sr
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sous le signe f étant finies, I'intégrale est de Pordre de .

Comme K ne dépend que de ¢ et de T qui sont continus, nous en
concluons qu’on a

ary _ (i{-—‘ =0 ou o'ijj =0
;7.;)1 \ds )2-— ’ dw 7'

par suite, T =o. La discontinuité est done au moins du second ordre
pour T. Alors, Péquation (17) est applicable; écrivons-la sous la forme
JdI _ p 0 p OT . T 0*w dp v Ajopy?
60) cply =L (KL ) — k(T =T+ oo 2 g 2 (5E)
(60) P Jt po dw py 0o ( e) 4 Iap dpdT ot ~ E ¢ (Jt,
En ¢erivant cette équation de part et d’autre du point de disconti-
nuité et en tenant compte de égalite (58), il vient

0.

y (k2 20
Ao\ py dw,

Supposons Vo =£ o0 dCapres Uéegalite (5¢ ), la discontinuité est (rans-
versale el, par suite, au moins du second ordre pour la densité g,

d’aprés Pogalite (30). L'égalité précedente se réduit alors i o :jj)' =0;
elle montre que la discontinuité est au moins du troisicme ordre
pour T.

Supposons maintenant K=o (fil mauvais conducteur) : I'équa-
tion (Go) devient applicable. Iin 'écrivant de part et d’autre du point M
et en tenant compte de Uégalité (58 ), nous obtenons

L JT
)

ST E 0 ot Vo= o,

Si done la discontinuité se propage, elle est au moins du second
ordre pour T.

II. — Les discontinuités d’ordre » > » dans les fils affectés de viscosité.

Supposons la discontinuité d’ordre n 2> 2 par rapport aux coordon-
nées; elle sera, en général, dordre 7 — 1 pour g, de sorte qu'on
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pourra écrire les équations de mouvement

o v gy 0L, e w) 00 (e, B,y) _
(14) P() (xy Yq /4) ()t ] + ()!J) =
. o LU0 do
(11) O~ pig+Ag =0

Nous avons aussi I'équation (60). Si I'on a K=o, T figure dans
cette équation par sa dérivée seconde en w, tandis que g n’y figure que
par ses dérivées premicres; la discontinuité sera done d’ordre n pour T
en général; mais, comme il nous arrivera de faire I'hypothése K =o,
nous ne supposerons la discontinuité que d’ordre n—1 pour T.
D’apres les principes posés antérieurement (Chap. 11, § III), on
reconnait qu’il existe une quantité = telle qu’on ait ‘

()[l ..,l 7lﬂ
Jmt=p—1 )p

(6r) o =1(— V,)r.
Supposons quau moyen de Péegalité (r1) on remplace © par sa
valeur dans les ¢quations (14): les termes qui renferment les dérivées

’ Lo , o . . o dQP .
de Pordre e plus éleve sont respectiveme 4 B, v )A5——- Si don
le Pordre le plus éleve sont respectivement (o, B, y) A==+ St done

nous dérivons ces ¢quations » — 3 fois par rapport & », nous aurons

, (
D TR I e e TN s
(BN G g+ :
les termes non éerilts demeurant continus quand on franchit le point
de discontinuiteé. I en résulte qu’on a

an=1p
- = 0,

(2 [ LA
(62) D=2t

ou, en nous reportant a 'égalité (30), dans laquelle on fait p =1,
(63) (ad + .+ yv)Vy=o.

Cette égalité exprime qu’an fil affecté de viscosité ne peut propager
que des discontinuités transversales; ¢’est la généralisation de la pro-
position énoncée au paragraphe précédent.

Dérivons égalité (11) » — 2 fols par rapport & » ¢t tenons compte
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de I'égalité (62), nous obtiendrons

R ()/1-—2®
(63) ol()mn~2 =0

ce qui exprime que la discontinuité est au moins d’ordre n — 1 pour
la tension.

Considérons, d’autre part, 'équation ((io) et dérivons-la n— 2 fois
par rapport i o, dans Uhypothése out 'on a K =4 o. Si nous supposons
V, = o, la discontinuité est transversale d’aprés Pégalite (63) et, par
suite, au moins d’ordre n pour z d’apres I'égalité (30); nous aurons

done
)T

0’
dat

ce qui montre que la discontinuité est au moins d’ordre n+1 par
rapport & T.

St K=o, l’(‘([uation (6o) deérivee n— 2 fois par vapport & w nous
donne, d’apres egalite (62),

n-tp
,’):{)"iilm"z'l()] == 0 ot Vo0,
Fapres Pégalite (61). Si done la discontinuité se propage, elle est au
moins d’ m'dr'e nopour T.

Ces résultats généralisent ceux qui ont été ohtenus au précédent
paragraphe.

Il ne nous reste plus qu'a trouver la direction de la discontinuité,
quand celle-ci est stationnaire, et i calculer sa vitesse de propagation
quand elle est transversale.

Considérons les ¢quations (14) et dérivons-les n — 2 fois par rap-
porta w, ce que nous avons le droit de fairve, d’apres Pégalite (64);
nous obtenons ainsi

d“(x, v, 5) =16 P )“ 1(/,‘.1 7)

(O03) = e iy Hlen B G RO S e,

d’ou nous déduisons

./ ()” -1 “ ( o ()” ’(f{."fu_'/_z = 0.

g Ol ) 2) -
Doyt Jmt 1

,,) P EENTE -+ (e, iJ,/}
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Mais les ¢galités (29) et (31) nous donnent

'\ d (1 ), ;)
/ . —
I gt? = s V) V3,

N ()"“(a, (5’

(66) 9Tt = B0y — (o Buy) (B )

de sorte que Uégalité précédente s’écrit, en tenant compte de ce
que sV =¢,V,,

) ., 010
(67) (Vf—‘—> (o iy ¥) A (o 255 )[—(a7x+ﬁ#+w)—9° '30)” .]20-

Multiplions ces égalités respectivement par «, §, v et ajoutons, il
vient

Pog o
et ()m”‘1

(68) (ah +Bp+yv) Vi— = o,

ce qui permet d'éerire les équations (67) sous la forme

(f9) (\ (B s v) — (o, By 7) (oh + P+ y¥)] = 0.
Supposons d'abord (i + pp. +yv) =0 : d’aprés I'égalité (63),

V,estnul et, sil’on admet que © est différent de zéro, les égalités (69)
nous montrent qu’on a

Lo v
@ TR

la discontinuité est done longitudinale et au moins d’ordre n pour les
cosinus 'apres les égalités ((>()) _

Supposons maintenant (i + B+ yv) = o : I'égalité (63) est véri-
fiée et les égalités (69) nous montrent que la discontinuité, alors
transversale, se propage avec la vitesse

0
0 V=== \/—-,’
(70) P

elle est au moins d’ordre 2 pour la densité et la tension, d’apres les
égalités (30) et (68).

Remarquons que ces conclusions sont valables pour la disconti-
nuité du second ordre.
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i

ITII. — Les discontinuités d'ordre » >1 dans les fils parfaits (!).

Passons i I'é¢tude des discontinuités d’ordre 7> 1 par rapport aux
coordonnées dans les fils parfaits; nous pouvons écrire les équations
de mouvement

, O, 9, w) 00 (z, 3,7)
(14) p‘.[_mv,/,)-- S| SE R,
9 2l% .
(71) 0 +p gy = O

D’aprés ce que nous avons va au pavagraphe I, I'équation indéfinie
de la température s’applique méme si la discontinuité est du premier
ordre par rapport & T. Nous écrirons cette équation sous la forme

JT o d (. p dT

_ T 06
(72) cp i = ! (l\' P *) e (T =T, I' 00 Jp

T Ep oT o’

Comme précédemment, nous ne supposerons la discontinuité que
d'ordre n—1 pour T et il existera une quantité < vérifiant 'égalité (Gr).
La discontinuité étant aussi dordre n - 1 pour g sera, en général,
également d’ordre -1 pour ©, d’apres Veégalite (7r1). En dérivant
celle-ci o — 1 fois par rapport it @, nous obtenons

D I L N R I T |

e .
Pl do Ot T gy ! ’

de sorte que, en vertu des égalités (30) et (G1), nous aurons

50010 00 gt 0O

e — S (l b B Y T,
Jott Ao oy { bR 'l

Nous aurons encore les équations (65), d’ot nous déduirons les
équations (67), (68), (6g). En tenant compte de I'égalité précédente,

(') L. Roy, Sur la propagation des discontinuités dans te mouvement des fils flexibles
(Comptes rendus, 6 mars 1g171),



RECHERCUES SUR LA DYNAMIQUE DU FIL FLEXIDLE. Loy
équation (68) devient

09 ) po 00

()p o2 OT

(68 bis) (oh + B+ yv) <V” o T T =20

Examinons les conse quences de ces égalités :

' L. Su[‘)posons d’abord (a4 4 Bu. ++vv) == 0. Si l'on a K £ o, I'équa-
tion (72) nous montre que 7= o0, et nous savons que ceci est encore
vrai pour n = 2. La discontinuit¢ est donc au moins d’ordre n pour T.
L’équation (68 bis) nous donne alors, pour la vitesse de propagation,

Je

3 V==t —
(73) PR

enfin, les équations (6g) deviennent

({).9. -«PQ)I(/,(J v) — (o, 3,7) (ah 4 L+ yv)] =

., 00 (0]
et, comme la quantité (())—r + = p est négative pour tous les fils connus ('),
) )

il en résulte quon a
(g o v) — (2, By 1) (2h 4 B 4= pv) =0

La discontinuité est done longitudinale el au moins d’ordre 2 par rap-
port aux cosinus, d’aprés les égalités (66). La formule (73) est ana-
logue & celle donnée par Newton pour les fluides.
SiPon a K == o, I'équation (72) dérivée n — 2 fois par rapport & o
nous donne, en vertu des ¢galités (61), (28) et (30),
v IT (l‘lo,, z(l)<a/ + e+ )

= 0,

de sorte que si 'on a V =£ o, Péquation (68 bis) devient

7, 1 / _.(_).(_’___.___T <£)_£-2‘2 —
(e, ~4—,J]J,-+/J)‘\7-1 PP T ()'l‘) =o0

(V) P. Donem, Hydrodynamique, Lilasticité, dcoustique, t. 11, p. 58.
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Nous en déduisons, pour la vitesse de propagation,

T 00 G
(74) V= +\/~’———

dp ¢
en tenant compte de I'égalité (22). Cette formule est analogue a celle
donnée par Laplace pour les gaz. Les ¢galités (Gg) montrent encore
que la discontinuité est longitudinale et, par suite, au moins d’ordre n
par rapport aux cosinus.
Les vitesses de propagation (73) et (74) peuvent encore s’éerire
respectivement, au moyen des formules (21),

(73 bis) V == == w{_

,.M.MA.,.M.A.;T,‘_M
(74 bis) V::t:\/o I ““ )

II. Supposons maintenant (o ~ 3. = yv) == 0, ce qui correspond
4 une discontinuité transversale. D’apres 17 vgnlm' (30), la disconti-
nuité est au moins Cordre n pour z et, dapres Pegalité (68 bis) et

. N, ()1 6E .
Pexpression de o' =~ au moins "ordre n pour ©. Les égalités (6¢)
doyn 1

nous redonnent la formule (70).

Examinons, pour terminer, le cas d’un fil inextensible (g =7¢,):
I"équation (72) se réduit i
JT d /. JT o
o= (RS (T Ty
ot do " Doy
et nous montre que la température se détermine indépendamment des
autres ¢léments du mouvement. Les équations du mouvement se

réduisent aux équations (14) et a Péquation de continuite

2

()

Dérivons celle-ci 2 —1 fois par rapport & o, tenons comple des
égalités (4) et (29) et nous obtiendrons

(75) %l A Bph A yd =0,



RECHERCHES SUR LA DYNAMIQUE DU FIL FLEXIBLE. Z]()()

La discontinuité est done transversale. Les équations (67) nous
donnent alors

I, ()/1 -16
-0 ——— ==
P ()mnul

B

O\ . .
(VZW, P") (/'* i) v)— (C/., F% Y)

d’ott nous déduisons, en multipliant par o, 3, v et ajoutant,

L, 010
0

Doyt =

La discontinuité est done au moins d’ordre n pour © et les éga-
lités (Gg) nous redonnent la formule (70).

IV. - Résumeé.

Avant d'aller plus loin, rassemblons les principaux résultats que
nous venons d’obtenir, relativement aux discontinuités des divers
ordres el d Jeurs vitesses de propagation.

Les discontinuités du premier ordre, par rapport aux coordonndées,
que peul prosenter un fil flexible peuvent ¢tre de trois espéees, dont
les deux premivres sont longitudinales.

Les discontinuites de premiere espéee, caractérisées par les rela-
tions 8 (20) /£ 0, 3 (2, B, %) = 0, ne peuvent exister que dans le mou-
vement des fils parfaits extensibles et sonCanalogues i celles que pro-
pagent les fTuides = elles sont au moins du premier ordre par rapport
aux cosinus directeurs de la tangente au fil, de sorte que le point de
discontinuité¢ ne présente pas de singularité au point de vue de la
configuration géomeétrique du fil. Leur vitesse de propagation a pour
valeur

) oy 06
suivant que la propagation se fait de la région 1 vers la région 2 ou en
SENS INverse.
Les discontinuités de deuxiéme espéce, caractérisées par les rela-
tions 2'(o®) /0, o, bz, == 0, ..., peuvent exister i la fois dans le
mouvement des fils parfaits et dans le mouvement des fils allectés de

/) P - 4
dnn. Fe. Norm., (3), XX1X. — SEpreMsne 1gr2. 92
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viscosité : elles sont d’ordre zéro par rapport aux cosinus directeurs,
de sorte que le point de discontinuité est un point singulier qu’on
reconnait étre un point de rebroussement. La discontinuité se propage
avec la vitesse

= \/.P.l w, ou e \/é—@__‘%‘_(ii;,
P2 Pr-t P2 P1 Pr-tpa
si le fil est parfait et extensible. Sile [il est affecté de viscosité ou

inextensible, la discontinuité est au moins du premier ordre pour la
densité et se propage avee la vitesse

oy [0 0
=/

Les discontinuités de troisi¢me espéce sont caractérisces par I'éga-

peavent se manifester aussi bien dans le mouvement des [ils parfaits
que dans le mouvement des lils affectés de viscosité. Elles se pro-
pagent avee la vitesse

o, /6,
} " P4 Ol - R
\/m ’ Vi

Les discontinuités d’ordre 221 par rapport aux coordonnées ne
peuvent étre que longitudinales ou (ransversales.

Les discontinuités longitudinales sont au moins d"ordre n pour les
cosinus directeurs @ st le il est alleetd de viscosite, ces discontinuilés
ne se propagent pas; si le fil est parfait et extensible, clles se pro-
pagent avee les vitesses

-

o6 6
b ol A - « g
o do ¢
suivant que le fil est bon conducteur ou mauvais conducteur de la
chaleur.
Les discontinuités (ransversales sont au moins d'ordre 2 pour la
densité el la tension : que le fil soit parfait ou alfecta de viscosité, elles

se propagent avee la vitesse
_-:}: \/(’) .
“
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Les discontinuités transversales sont les seules que puisse présenter
un fil inextensible.

CHAPITRE V.

LES PETITS MOUVEMENTS DES FILS.

I. — Petits mouvements autour d'une position d’équilibre stable.

Nous avons vu que les équations générales du mouvement d’un fil
¢taient les suivantes :

P, 7,5)| L 00 Buy)

P"[.<‘X"’ ) e om "
g2 0% AP
(rr1) ()lp()P {Aot..o,
(3) pA = py,

AT g 0 [y e 0T\, T 2% dp LA(QE)z.
((.)()) (1{3()"/- ‘f); ()‘;") <K p"“) ()(,')‘)’”"/l(l — I(r) }"]‘)p ;)?_(‘)711 Y -+ E P oL )

(T 'l‘na Tyz) - (e, (:’a /) 20, K rp~ :_j;l e AT T.) (en Mq);
' g )

71 e o " oy, { p ()'l‘ e ol (TR m )

(Taus Tays Toz) = O (2, 3, 7) == 0, K ("; o (T —T) (en My).

Supposons le fil en équilibre sous Iaction de forces indépendantes
du temps et prenons cet état d’équilibre comme élat primitif; soient
alors

(,y,3)= (u, b, ), 8§ 6, L == Dy, T="T,, 0 =0,
A A(M K = K“, A Jasiond /"(H J = /.:)

les valeurs des paramétres correspondanti ’équilibre et fonctions de w
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seulement. Nous devrons avoir

e, (a', e')f, ¢’

( 0, e
(X, Y, 1) - el e, 51—(—11——13—5—2 N

(a', b, ¢y =

dn » » o
(76) 0, -+ o2 (:%)‘ = o,
(Y o
(i Ty, Tia) 4 Ol 0y ) =0, Ky S0 c (T 1) (en My):
(Tym, Tay, Toz) — Oy (s b5 ") == 0, K, (;Cl!:-:-' = by (Te—"Ty)  (en My).

Pour ¢tudier les petits mouvements du fil autour de cette position
d’¢quilibre, nous poserons

D A &:(m, Ly, G @yt T (0, ),
(77) oyl (my 1), P o r(my ),
( g e A4-8(m, 1), T Tyt 0(m, ().

Les quantités %, 0, £, 5, r, 0, ainsi que leurs dérivées seront trai-
(ées comme des infiniment petits, dont nous négligerons les carrés et
produits. Dés lors, nous aurons

T L’( ) ”ﬂ._(./‘ CEN ( 1950 98
AY ‘<” l ()m) : “// ! 4)m) } ‘(‘ } 4)0:) S ',“ T ()m),

¢l, sinous posons

. Jé Ky 0z
8 0y == ! S e O e 2
(7‘ ) N ()(n Jm ’

il viendra

A
D’autre part, nous avons
o ;e )z N
O (B, -1-T) Pl 4 B2} — ((‘)‘, AN C P R Lc | N
Oo . dm . m P

il vient
.
Qo= Oy (1~ W) - (-)(,—(-)i -+ a3,
oy
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Des lors, la premicre équation du mouvement deviendra

) E
P"(X“‘:')“[gi>’+ T I()oa'(l—-@)—}—@ oc +a”]:o,

ou, en tenant compte de P'équation d’équilibre correspondante,
0 g p) 0% -
(79) = PogE 7 [6‘) <)‘ a CD> - fz'JJ = o.
Passons au calcul de Z. L’équation (11) peut s’écrire, 2 un infini-

ment pelit du second ordre pros,

, 9 or
0400 A
2 dp Y ’
d’ot, en en retranchant I'égalité (76) et eu égard au degré d’approxi-
mation adopté,
: 00, 08, or
o -

,,,,, AT BT WAl
da "o, U M

Mais Péquation de continuité nous donne
1 pyth o

si done nous tenons compte des deux derniéres égalités, I'équa-
tion (79) est équivalente & la premicre des trois suivantes :

[ 0% o [ JE Ao f&(ﬁ) (()O(, " i@ 1

fa- it ()'n 6, - am t (\“u 1 o ()P» ® - aT, =t P Ao By = o,
IR ] Jn , 00 4)()‘, OWNT

(80) 4 py Pty 0, prata b ( Oy 4= py ()p : ) ® -0’ T[‘m p(,/\(, >—1 = o,
0 d [ % y ( . 00, - ()00 _()ic) 7

N7 il el Rl il G O P )“‘ +e{or, et )| T

Les deux autres s’obtiennent d’une maniére mmlogue. Voyons ce
que deviennent les conditions aux limites : la premiere des conditions
relatives au point M, s’éerit

rp A ' ()é G. J—
[ o @1+ ®) 4 Oy 2= - (1’.4.] = o,

et, d’aprés la condition correspondante relative & P'équilibre, nous
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donne la premicre des égalités

(90()1&- —_ (I.'(()“ = o '(")"("")2>(O - a (g 20 - P A,ﬂ’:}) == 0,

do )1, Y
o1 00, 00, om
(81) ()07« -——-/)’(O - P -u-~( ’>(D ~-—/'< “:' 0 - ),,/\(,-;)—[—>: 0,

ot 06, 20, , dny
, 0, ;)’;; (O() + Po ’“)0 > - < )l‘ )+ Po Ao ”)Z_) == 0.

Ces cgalitées doivent étre vérilices aux deux extrémités My et M,
du fil.

Cela pos¢, nous allons former les ¢quations en 0 : la théorie de la
conductibilite thermique nous enseigne que Péquation (Go) n’est

valable qu’autant que les quantités -3(%: T - T, sont (rés petites. Des
lors, nous ne ferons que négliger des quantités du second ordre en
remplacant, (l'ms celte équation, g par g,, K el & respectivement
DIA)
o
est done du seuoml ordre el par suite négligeable. Au degre d’approxi-
mation adopté, nous pourrons done éerire

par K, el A‘,. y sera remplacé par — g, =—~; le dernier terme en A

a0 0 J(Ty+0) ‘ (T O Ty Tyt 0 z( 02y > IO
(w7 g -} - )

Cofosr b [ IS N (R S g
0P Jo i oy E "\ adpdT )y 0t

ou, en tenant compte de Péquation correspondante relative & Péqui-
libre et en négligeant 6 vis-a-vis de T, dans le dernier terme,

Jd0 J ( A9 T, 06 I
8o ! — e | K e | S () i
( )) {0(}0 ()[ ()'” g 8) ) /(l “: ’) lv" ()/

4]

Nous verrions de méme que les conditions aux extrémités deviennent

p
s K(,(i))'—J- = k0 (en My),
(83) ) 0}
’ - JY o s |
0 /] (en M,).

Enfin, pour achever de déterminer le probléme, il faut se donner les
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(& n,¢)
S,
en fonction de o pour ¢ == 0. Les ¢quations (80), (81), (82) et (83)
déterminent alors complétement le probleme des petits mouvements,
comme nous allons le voir.

conditions initiales, ¢’est-i-dire les valeurs de 0, &, v, €,

II. — Les équations des petits mouvements
n’admettent qu'une seule solution.

Les ¢quations (80), (81), (82), (83) sont lincaires et homogénes
par rapport aux fonctions inconnues et a leurs dérivies; la difllérence
de deux systémes de solutions vérifiera done les mémes équations,
mais les valeurs initiales de ces différences et de leurs dérivées rela-
tives i &, 7, C seront nulles. Supposons done que, dans les ¢quations
précedentes, 0, 2 £, 7, Cdésignent les différences correspondant i deux
systtmes de solutions. On devra avoir

0y £y, 6y w2l L0, poure ==o.

[l s’agit de montrer que les fonetions 0, %, 1, Cseront nulles & toute
¢pogue. _
Pour cela, multiplions les  ¢équations  (80)  respectivement

()(C_y 19 C)
Je

fes extrémités M, et M, du [il 5 nous aurons

1 9 1 2 (()'g\z
B4 5 ,),ff"‘ (()z) * (‘;}'z) + () l clo
foe o [, 0 ,(( ()(")(,"(
M) | — i v P ——— D
/(()/ on ‘“" do @ Botpo (){u)

)6 e
a2 ( :} lx” 0 o Ay f“—‘) I ["’

par do, ajoutons-les membre & membre et intégrons entre

les points remplacant deux termes analogues i celui qui est éerit.
Mais, au moyen d’une intégration par parties, la deuxitme intégrale
se transforme en une premiére quanlité intégrée qui est nulle en vertu
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des équations (81) (") et en une seconde qui esl
) 0%

> l —C"—'—l—...gd(,)

Mo % wlont 029N o o w29 Jo\| ot
f( Do Oopo dpa P )l‘oo o Jat) | otdm

T BE 4)/; (f)C J 00, \
T ()t “m,) - ,)'},,) + 57‘,) ] dw - ~ _)7: (On 4o o)m dw

00, , AN
_— /I
/()l‘j+P\ o) o0
D’apros cela, sinous posons, pour abréger

3 (()Z' * ()_&:)“ | (r)'n\ ¢ L (()f A\

s ..g()z> ~\ o e ) Vo ) ’

(l)c’) ‘(()n 2 | JC\*

o) r)m) ()ﬁ)) ’

5 S 0EN?
Z (;}7’;> A

équation (84) pourra s’éerire
()n
J > 0?2 l oy

(85, /lf"v (?c - 0‘,2‘()”) @1 oo

o ()/
IS

1)(),, s
I / (()Ml.'(, o Ao )[) 1)6 -l 0.

Considérons, maintenant, I'équation (8 multiplions par 0dw et

intégrons de M, & My, nous aurons
T
fy 00, 00,

1o [ ., a A0 s
/ oo 0 deo ~;-~'/ 0 - P (Ku ;)M) lny - »~l//.'(,/l“ ny ‘ T 9T, i

2 Ot
Mais, au moyen d'une intégration par parties et en tenant compte
des conditions (83), on peut ¢erire

J DUR . . 00
/)()‘ K- T)’/"’ - (/"(;O")f\l.'““(,/"00’)“, V‘-,/h (7)’;) dm,

(1) Siles exteémilés du (il ¢laient fixes, o partie intégrée serait encore nulle, car on
. . LO(E 1, L)
aurail aux extrémilés non seulement (£, 4, £)-= 0, mais angsi —=2%-2w2e 2 0,



RECHERCHES SUR LA DYNAMIQUE DU FIL FLEXIBLE. /117

de sorte que I'égalité précédente devient

) [ 00\ 2
(86) %52/ c(,p‘,()zdm+/le ('ar_)) +k062] do

. o T, 00, 00
- (K 0%y, + (K, 9-)3,,_f|_§° T Gy 0w =o.

La température absolue T, doit varier trés peu par rapport a elle-
méme tout le long du [il, sans quoi la théorie de la conductibilité ne
serail pas applicable. On peut donc supposer que, dans la derniére
intégrale, T, désigne la tempcrature absolue moyenne du fil en équi-
libre, car cela n’altére qu’infiniment peu son élément différentiel.
T, pouvant alors &tre traité comme une constante, les égalités (85)
et (86) nous donnent

1 _(l_ -s']_‘o : oY ()é 2 . \1 og 2 0@0 \ \
5] (i€|f’°}.4<7)z 02 <r)m> — (0010 opo>®]+c°P°9 §d‘°

I/ 09\2 N JR\? , t asy <
"*/ | K, (':')7')‘> e g 02 - =2 Po Ao <£“"> j dny — (ky 02 I, — (ko 6%)w,  o.

I ot

. . 00 . ,
Nous avons dit que la quantité 0, + p(,D—P—“ est essentiellement néga-
0
tive; la premicre intégrale est done essentiellement positive. Comme
elle est nulle & Pinstant initial et qu’a partir de cet instant elle ne peut
que déeroitre ou rester constante d’apres la derniére ¢galité, on en
conclut qu’on a & toute ¢poque

J (€7 )y C) Iz
22 22 2. { =
Jde O Jw ’ ¢
et, par suite, '
(‘5:7 Ty C) = 0.
La solution est donc unique.
III. — Mouvement d'un fil tendu, dont une extrémité est fixe

et dont l'autre est animée d'un mouvement donné.

Supposons que Pextrémité M, du fil soit fixée a origine O des coor-
données et que Pautre extrémité M, soit, dans la position d’équilibre
dnn. Fe. Norm., (3), XXIX. — SEPTEMBRE 1912. 53
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du fil, au point de 'axe des 2, dont 'abscisse est positive et égale a /;
supposons, de plus, que le fil ne soit soumis i aucune force et que,
dans sa position d’¢quilibre, il se confonde avee l'axe des 2. Dans ces
conditions, nous aurons

I g
wn, b= o, ¢ =0,

el si nous supposons que la température T, soit uniforme et égale i la
temperature ambiante T,, les ¢quations d’équilibre montrent que 0,
et g, seront des quantités constantes.

Si nous supposons le (il animé d'un petit mouvement autour de
7())73; Fapres Péegalité (78),
et les équations indélinies du mouvement (8o) et (82) seront les sui-

vanles @

cotle position d’équilibre, nous aurons @ ==

(%) QE 00 e I8, 00 e,
4 ol Doy O oy STy Om 0wt ’
o, y O, L)
(85) : 0 Ao’ o
Y A /. AU T, 06, I
8 . LK, S v () e,
(89) Colog Oy ( v ()m> ko E JTy dmdt

Nous voyons ainsi que la viscosité n'intervient que dans le mouve-
ment longitudinal s e mouvement (ransversal se détermine i part, au
moyen des équations (88), qui montrent qu’il se propage avec la

20

. Q] . L e R . .
vitesse constante \/»9- Nous vérifions ainsi, dans un cas particulier,

une proposition touchant les discontinuités transversales que nous
avons reconnu étre générale (Chap. IV, § 11).

Nous allons étudier d’une manitre compléte le mouvement longita-
dinal. Pour simplificr, nous supposerons qu’on ait 0 == o pour (= o;
alors, comme le dernier terme de Péquation (8¢) est dans la réalite
trés petit, nous aurons trés sensiblement 0 = o & toute Gpoque, ce qui
nous permettra de négliger le terme en :))3, dans I'équation (87). Nous
poserons, pour abréger,

29,
Joy

o,

de sorte que les équations du mouvement longitudinal dua fil, dont
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Iextrémité (w = o) est fixe et dont 'autre (o = () cst animée d'un
mouvement donné seront, en effacant 'indice 0 de A,

L0 0

_— (= — — == 0
dw? L Om? o ’

" —— LR ~g—
(90) pourm ==o: ?._ 0‘,
, pourem = {: £t=F (1),
. JdE
pour t=o0:¢==f(m), TZ:g(m),

F, fet g étant des fonctions données.
Pour intégrer les ¢quations (o), nous allons procéder de la maniére
suivante : nous chercherons d’abord une solution particulicre o, telle

i

qu’on ait

Ot Ot © o dm? e

‘ A _(Z_Z{__ B “z_():,_’ﬁ ()ZCP == 0
(91) ( :

pourm=—o0 {9 ==0,

poure = [ @ = l“(/).
Si, alors, nous posons
(92) E=z -1,

P étant une nouvelle fonction inconnue, nous devrons avoir

b 174 —
Om?* 0L I dn? oLt

poure=_(0, {) 1 =0,

o ki
pouré =0 Y= f(n) — o, 7)% = g () — <_(_):t£>n

/ —

=0,

5 PO 0

(93)

et le probléme sera complétement résolu par 'égalite (g2).
2 9

IV. — Recherche d'une solution particuliére.
Supposons la fonction F(¢) périodique de période T; elle pourra
etre reprosentée par un développement de la forme

= ]

(94) F(e)= D A, el
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ou I'on a posé

T

| S A . 2T .
A= -,-l-,/ F(a)e % da, k, = —F =\ —1.
0

Si nous regardons, pour un instant, £ comme une variable complexe,
nous supposerons que le développement (94) est absolument et uni-
formément convergent & Uintéricur d’une bande limitée par deux
droites paralléles & I'axe réel et situcées de part et d’autre de cet axe.
Jest ce qui arrivera, par exemple, sila fonction F(¢) résulte du chan-

N

gement de variable 5 = ¢ " Telfectué sur une fonction de la variable
complexe s, holomorphe dans la couronne comprise entre deux cir-
conférences concentriques décrites de Porigine comme centre ¢t com-
prenant entre elles la circonférence de rayon 1, qui correspond a l'axe
réel de la variable ¢.

Cela posé, nous allons chercher & satisfaire aux équations (gr), en
prenant pour g(w, ) un développement de la forme (g4)

(95) o, 1) 2 B, (m) e/l

ott les coefficients B, seront des fonctions de o i déterminer.
I’égalité précédente nous donne

5
0? ~ . d'B
A S : i, Eoethat,

dw*dl dm?
\ o - B,
(96) { ;)-‘(,)z ot z ..(7.’.1.;;:* ethal,
0*q ~ . .
o5 s o
—_—

en admettant toutefois la convergence uniforme des séries ainsi obte-
nues. En substituant ces valeurs dans la premicre des équations (g1),
nous voyons que B,(w) doit satisfaire i I'équation

2
(97) o LA /'?‘ B, = o,
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ou I'on a posé
8 2 k2
P —
(98) " at+iAk,
D’autre part, les conditions aux limites exigent qu’on ait

{ pourm=o0:B,=o0,

(99) :B,=A,.

pourew =/

L’équation (98) admet deux racines opposées; soit r, 'une d’elles.
L’intégrale générale de I'équation (97) est alors

B, ()= Me® - Ne=n®,

M et N étant deux constantes arbitraires déterminées par les condi-
tions initiales (9g); on trouve aisément

shr,m
shr,t

(100) B,z A, ——

sh désignant le sinns hyperbolique. Pour n=o0, on a r,=o et la

0) s e, . .
solution est B, == A, ~ l’ mais comme - est précisément la limite vers

laquelle tend le rapport des deux sinus hyperboliques quand 7, tend
vers zéro, on voil que ce cas particulier est encore compris dans la
formule générale (100). Nous aurons done, d'apres Pégalite (gh),

shr,m
(ro1) (o, /)u,-_ZA” n2 etk

shr,

L’¢équation (8) nous donne

/“/z
V—at—ihk,

e

en prenant une quelconque des deux déterminations du radical. Cal-
culons cette racine d’une maniére plus explicite et soient, respective-
ment, p et O le module et Pargument de la quantité placée sous le
radical; nous avons

— at— AL, =pe=p(cosl + isinb),
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d’ou
L 0
- 1o
V—at— Ak, =p¢”
et, par suite,
! .0 ,
. Ty Ty ko . g .. 0
(102) "u:/'/LP te “:-:’\‘/—;((50-‘&:—[5]!1; -
Or, nous avons '
a . AL —
COSO:—?—, sinf == — —=%, ¢ ::\/a"-‘-l-.'\"/.',‘,,
2
{4 ¢cosf o0 0 Ak,
COs ===\ / ————) 28I = €08 ~ zm T,
2 2 2 o p

car il suffit de prendre le signe + devant le dernier radical, puisque
nous calculons une quelconque des racines de Péquation (8). Nous

avons tout d’abord
(-,03—0- - p—a
2 20 ’

et comme Ak, ==k \/p"' —a', suivant que 2 est positif ou négatif, il
vienl aussi

formule ot 'on doit prendre le signe supérieur ou le signe inféricur,
suivant que n est positif ou négatif. La formule (102) nous donne
ainsi

7y ko (Vp—=a?=iyp+ at)
p

et si nous posons

103 e VS, g
(103) aiilp\/z’ ﬁ||m/2

il viendra finalement
(104) roceit o 0,
formule ou Pon doit prendre le signe supéricur ou le signe inférieur,

suivant que 7z est positif ou négatif.
Cela posé, la solution particuliere cherchée sera fournie par I'éga-
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litt (ror), si toutefois les séries (96) convergent uniformément, et
¢’est Ia le point qu’il nous reste i établir.

Nous allons montrer tout d’abord que, » étant considéré comme
une variable complexe w = x + ¢y, on peut trouver, dans le plan de
cette variable, une région comprenant la portion (oSw=/) de I'axe
réel, telle que la fonction
shr, o
shr,t

C,,(m) ==

conserve un module fini quel que soit n.

Tout d’abord, le dénominateur shr,/ ne peut pas s’annuler hors de

. . ~ )
la valeur n = o, pour laquelle, ainsi que nous I’avons vu, C,(0) = 7

Nous avons, en effet, d’apres la formule (104),
shr,l=2=shalcosB -+ ichalsinB{,

ch désignant le cosinus hyperbolique. Or, on voit immédiatement que
cette formule ne s’annule que pour Bl=mmw, m étant un nombre
entier, et o ==o0. Mais, o ne s'annulera que si p = a*, c¢’est-a-dire

Done C,(w) conservera une valeur finie pour toute valeur finie de 7.
Pour voir ce que devient cette fonction lorsque |z| augmente indéfini-
ment, partons de la double inégalité presque évidente

sha| |sh(z--iy)|.che;

‘comme
rem == (koar—By) 4+ i(pxtay),

nous voyons (u’on aura
. , ~ch(xar—{Fy)
10¢ 4 R
(10%) L ()12 ——5157
Supposons d’abord, pour fixer les idées, >0 : lorsque n croit

indéfiniment, nous voyons que p croit comme 7, « et B comme y/n,
et que le rapport

z_\/rz——?
EViera

tend vers I'unité. Si » se trouve dans la région du plan pour laquelle
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ax —ByZo,le second membre de'inégalité (ro5) différerainfiniment
%Ry

peu de - » (quantité qui restera finie pour aux — By — al<o. De

el
méme, si w se trouve dans larégion du plan pour laquelle ax — By o,
lesecond membredel’inégalité (1o5)resterafinipour  azx~+fy-—alZo.
z
p
la fonction C,(w) restera [inie si la variable complexe w se trouve &
Iintéricur de la bande limitée par les deux droites paralléles

Puisque le rapport = tend vers 1 pour 7 infini, nous voyons donc que

&y =0,

qui passent respectivement par les points (— /, -+ () de axe réel.

Nous verrions de méme que si 2 décroit indéfiniment, la fone-
tion C,(w) restera finie si o se trouve a Uintéricur de la bande limitée
par les deux droites paralléles

de sorte qu'en définitive la fonction C,(m) restera finie, quel que
soil. n, pour tous les points du plan communs i ces deux bandes, ¢’est-
a-dire pour tous les points intérieurs au carré dont les sommels ont
pour coordonnées

(& =2l y == 0), (e ==0,y=L), (we=z l, y =2 0), (& =20, Yo L).

I résulte immédiatement, de ce qui précede, que le second membre
de I'égaliteé (rox) est uniformément convergent par rapport aux deux
variables o, ¢, lorsque celles-ci se meuvent dans les deux régions de
leurs plans que nous leur avons assignées. Comme les termes du déve-
loppement sont holomorphes dans le domaine considére, ce dévelop-
pement représente une fonction o(w, ¢) holomorphe dans le méme
domaine. D’apres un théoréme fondamental de la théorie des fonctions,
la dérivée pimede o (w, £) est égale i la somme de la série obtenue en
différentiant p fois chaque terme de la série qui représente 2(o, £).
Les égalités (o6 ) se trouvent done justifiées, puisque 'axe réel de la
variable ¢ et la portion (o0,{) de I'axe réel de la variable o appar-
tiennent au domaine considéré, de sorte que I'égalité (1o1) représente
bien la solution particuliére cherchée.
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(™)
(S22 4

V. — Calcul de la fonction {.

Cherchons maintenant & intégrer les équations (93). L’équation
indéfinie, ne renfermant que des dérivées d’ordre pair en ©, pourra
étre vérifice par une solution simple de la forme

(M cosme + Nsinmo),

& ¢tantune fonction de 2 seulement, M, N et . des constantes. L’équa-
tion indéfinie montre qu’on doit avoir

(106) "= AmP*C - «*m?t = o
et les conditions aux limites exigent qu’on ait

M = o, sinml{ = o,
N étant arbitraire. Il en résulte qu’on a

nT .
. m s = (n=1,2,3,...)

et qu’une solution simple est de la forme
. 0O)
NG sinnm—-
{
Calculons @ : si nous posons

An®m?
(IO7) = "‘,;l"'[{"‘z Voo

Pintégrale générale de I’'équation (106) sera
Te=c"P (P cosvi- Qsinve),

P et Q étant deax constantes arbitraires. Nous obtiendrons ainsi,
comme expression de la fonction §, en faisant N =1,
n o
al M . )
(108) Y :::2‘(;““!"’([’ cosve -+ Q sinve) sin nm -

n==1

Ann. Ee. Norm., (39, XXIX. — SEPTEMIRE 1012 54
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Les constantes P et Q vont étre déterminces par les conditions ini-
tiales. On a d’abord, sauf & ¢tablir plus loin la convergence uniforme
de la série,

' ’
(—())L? :::}:e"".“ [(—= P-4 Qv)ecosvi—(Pv-- Qu)sinve]sin n'n"il—),

de sorte qu’en vertu des derniéres égalités (¢3), nous deyvrons avoir

. i . 2]
-/(m)-—rg(,"::zpﬁluIITr?‘;
(rog9) :
deo 'y AN . )
() — | =T (- Ppa-Qu)sinnm-—-
[sto)—(5%), Xt rproy) ,
. . . ’ v A . 0Oy
Multiplions les deux membres de ces ¢ealités par sinew - do et
1 8 I /
intégrons de o i/, il viendra
/ N o l
/ [ S () ==, | .s'inu'rc-m/v- oy == P =
) 1 ’ -
(r10) Lo

sinnm I;rlm (e Pt Q) !

“

Ces égalités nous font connaitre les valeurs de P et de Q pour chaque
valeur de n et la fonction J se trouve entierement déterminée; pour
montrer qu’elle constitue bien la solution du probléme, il reste &

m

¢tablir la convergence uniforme de la fonction 4 et des dérivées i)()-?k,
%:)if, T)% obtenues en différentiant terme i terme la série (108).
Cette démonstration peut se faire aisément de la manitre suivante :
on peat admettre que les fonctions f(w) et g(o), néeessairement
finies et continues, posstdent des dérivies premitres également finies
el satisfaisant aux conditions de Dirichlet. Dans ces conditions, les
seconds membres des égalités (10g) seront absolument et uniformé-
ment convergents. Cela posé, Ta série (108) et celles qui s’en déduisent
par différentiations peuvent étre considérées comme obtenues en mul-
tipliant chaque terme de 'ane ou Pautre des séries (rog) par une
certaine fonction de ¢. Si cette fonction reste finie pour ¢ o, quand r
augmente indéliniment, la série considérce sera uniformément conver-
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gente. Cest ce qu'il est facile de démontrer, en supposant seulement
que la dérivée /(o) reste finie et satisfasse, comme f/(w), aux con-
ditions de Dirichlet. Aussi n’insisterons-nous pas davantage sur ce
point.

Revenant done i la détermination de Z(w, t), la formule (92) nous
donnera, d’apres les ¢galités (101) et (108),

o0 2]

~, shr,m . QR )
11) E(o, t)—= Y A »«-L—c"’,.l—i—Z‘e‘!"‘ Pcosvt+ Qsinve)sinnn—-
(t1) E(0, )= 3 Au i) ( -+ Qsinve) ;

— 1

Le probleme est donc complétement résolu. Nous voyons que,
lorsque ¢ croit indéfiniment, Ie mouvement tend d devenir périodique,
de méme période que Ie mouvement imposé a U'extrémité M, et indé-
pendant des conditions initiales 5 ¢’est le mouvement forcé. Nous
retrouvons la une propriété commune i tous les systémes sur lesquels
agissenl des causes extérieures périodiques.

VI. — Cas particuliers; moyen de déterminer expérimentalement
le coefficient de viscosité (!).

I. Supposons que les deux extrémités du [il soient fixes. On
aura F(2) == o et, par suite, 2 == o. Les ¢galités (108) nous donnent,
en désignant par z la variable d’intégration,

o . x
l)',l“.'.;'-[\/ f(.c)mn/m-z(l.z;,
0
ol

(= ;—,/ [g ()~ p.f(x)]sin nfri; dx,
]

de sorte que 'égalite (109) devient

-
2 . ) .\
(r12) Z(m,t) = 7 21(:'!"'511””:—'/—/ I/(x)cosvt
' ‘ . _
r [J. A . . x
~1~é——(~lo)—i—[-/—£—lsnwt smmr-l—d;n,
v

(1) L. Rov, De la wviscosité dans le mouvement des [ils flexibles (Comptes rendus,
8 mai rgr1).
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Reportons-nous & I'expression (107) de v : pour les petites valeurs
de n, surtout si / est un peu grand, v sera en général réel. Les pre-
miers termes du développement de I'égalité (ri2) seront done, par
rapport & ¢, périodiques amortis de périodes 7, données par la formule

2l
(113 Ty ==~ .
) " s/ at A*n*m?
L
. . . wal .
Le radical s'annule pour une valeur de 7 égale & —=; mais cette

valeur ne peut ¢tre que tris exceptionnellement un nombre entier.
Soient alors p et p -1 les deux nombres entiers conscéeultifs compre-
nant —;—“{[ dans leur intervalle; les p premiers termes du développement
de & seront périodiques amortis, tandis que ous les autres ne contien-
dront plus que des exponentielles décroissantes,: en effet, pour n > p,
v deviendra purement imaginaire, de sorte que la quantité ve sera

. . sinvi shvit
réelle et on pourra remplacer cosve par chvic el == par =~

Si la viscosité était telle qu’on edt

vl
A e s,
™

on aurait p=o et tous les termes du développement de £ seraient
apériodiques. Dans ces conditions, le [il écarté de sa position d’équi-
libre et abandonné sans vitesse y reviendrail asymplotiquement sans
elfectuer d’oscillations; Ie mouvement serait apériodique.

I’aprés la formule (113), il suffirait de déterminer expérimentale-
ment la période fondamentale ©, pour en déduire Ta valeur du coeffi-
cient de viscosité A. Mais il est plus simple de chercher par titonne-
ments la valeur de £ pour laquelle le mouvement devient apériodique
eritique; on a, alors, simplement

A 20
™

Cette délermination est tout a fait analogue a la recherche de la
resistance critique d'un galvanométre. Rappelons que a est la vitesse
avee laquelle se propageraient les discontinuités longitudinales
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d’ordre supérieur si le fil n’¢tait pas visqueux; cetle quantité peut étre
déterminée avec précision par des expériences d’extension.

II. Supposons le mouvement de 'extrémité M, pendulaire simple,
et prenons simplement

: . t e, . . 2
I‘(l)::asm:zvr;l—,::;—l.(c"f‘——e‘"”'“) (k: —TE>,
, 9 X

. ‘e €
¢ ¢tant une constante. Nous aurons A, = — A, =— ~;» tous les

autres coeflicients du développement (94) étant nuls. Supposons, en
outre, qu’on ait attendu sufflisamment, & partir de I'instant initial,
pour que le mouvement se soit régularisé, c’est-a-dire pour que la
fonction ¢, qui dépend seule de I'étatinitial, soit devenue négligeable.
Nous aurons, d’apres Pégalité (111),

P

E(m, ) == mm — .Z':_i_@;.)ﬂff okt & Meu.ﬂz’
Ry t - i[5)L ol sh(a—+ ip)!L
ce qui s’¢erit encore
(reh) E(my b)) Geos ke -+ D sinke,

en posant

_sha(m-t-£)sinfo(m — 1) —~sha(n — ) sinf(» -+ {)
T chaal—cosafl ’
. cho(m-4) cosf (o — 1) —cha(o —1{) cosf(w + 1)
choal— cosafsl

Les égalités (114) et (115) résolvent Ie probleme. Si A est différent
de zéro, ce qui a toujours lieu en réalité, chaal sera supérieur a
Punité, de sorte que les dénominateurs de G et de D ne pourront pas
s'annuler. Toutefois, si A est assez petit, D pourra ¢élre notablement
supérieur i & pour une longucur de fil vérifiant larelation cos2f/=1;
dans ces conditions, 'amplitude du mouvement, en certains points
du fil, sera trés notablement supcérieure & 'amplitude du mouvement
de son extrémité. Ce cas correspond aux phénoménes de résonance
observés dans les expériences de Melde.



