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ANNALES

SCIENTIFIQUES

[’ECOLE NORMALE SUPERIEURE.

SUR DES
EQUATIONS DIFFERENTIELLES DU TROISIEME ORDRE
/INTEGRALE GENERALE EST UNIFORME

KT SUR UNE

CLASSE D'EQUATIONS NOUVELLES DORDRE SUPERIEUR

DONT

DINTEGRALE GENGRALE A SES POINTS CRITIQUES FIXES.

Par M. R. GARNIER.

INTRODUCTION.

I. L'intégration des équations différentielles @ une ou plusicurs
variables est le probleme principal de I'Analyse; sa solution doit done
étre regardée comme la voie la plus naturelle pour la définition des
fonctions. A ce point de vae, les équations différentielles ordinaires
quil faut d’abord étudier sont celles dont I'intégrale générale est uni-
forme, ou a ses points critiques indépendants des constantes d’inté-
gration; en d’autres termes, ce sont les équations telles que le domaine
d’uniformité de leurs intégrales peut éire fixé @ priori: aussi bien, les
progres effectués dans la représentation des fonctions uniformes per-
mettent de considérer ces équations comme intégrées au sens moderne
du mot.
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Dans la recherche des équations différenticlles & points critiques
fixes le cas le plus simple est celui des équations algébriques du pre-
mier ordre: il résulte de travaux de M. Poincaré que st une telle ¢qua-
tion a ses points critiques fixes, son intégrale est réductible aux trans-
cendantes classiques.

Lorsqu’on passe aux équations algébriques du second ordre, on voit
surgir de profondes difficultés qui ont arrété longtemps les géomdtres
et ont été surmontées pour la premicre fois par M. Painlevé. Sa mé-
thode, dontles calculs ont été complétement explicités parM. Gambier,
aboutit a cette conclusion :

Lorsque I'intégrale générale d’une équation

(1 y'=R0O y, ®)

(ot R est rationnel en y7, algébrique en y, analytique en ) a ses
points critiques fixes, ou bien elle se réduit & une combinaison de
fonctions classiques (définies par des quadratures ou des équations
linéaires), ou bien elle se raméne algébriquement & Pune des sui-
vanftes :

I y'=6y'+a,
11 "= 2y + xy + o,

o

" IJZ LI 2+
11 y’:-’y — L 2P e +yy”+-3,
3
v 71/—;;+;]3+4$J'2+2(“’1“‘5‘)3"“".%’
v o (L ! Y (.7’~~')’( BN L7y vy )
(55+5= ) =L+ L5 (o S e B,

Vi r—=1 (l— ' ! ) n_ (1 r ! Y
4 2 ,7'+)’——I }—'y—x Y :1:+x-—-1 & -y S
Yo—n(y—a) E_.Z'_+y(x—1) 6:1:(.%'-—-1)'

-
#*(z —1)? 7 (y =t (r — )t

|+

(ot e, B, v, ¢ désignent des constantes)..

Toutes les équations rencontrées depuis les origines du Calcul inté-
gral pouvaient étre réduites & des combinaisons d’équations linéaires
ou de quadratures, et ¢’est cette réduction méme qui permettait d’étu-
dier les propriétés des intégrales. Or, pour les équations 1, ..., VI une
telle réduction est impossible, au moins pour des valeurs arbitraires
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de «, B, v, 8 : M. Painlevé a établi qu’elles sont ireéductibles au sens
le plus rigoureux du mot, celui de M. Drach. Néanmoins, en s’ap-
puyant sur les théorémes généraux de la théorie des fonctions, M. Pain-
levé est parvenu i montrer que Uintégrale y () de chacune de ces
équations est méromorphe en fout point « (sauf z = » pour I, II, 1V;
x =0 clow, pour I et V, et & = o, 1 et %z pour VI). .

Les résultats obtenus par M. Painlevé dans le cas du second ordre
ouvraient ainsi un domaine entitrement nouveau a la recherche : ils
permettaient d’aborder U'étude des équations du troisicme ordre et
d’ordre supéricur dont les intégrales ont leurs points critiques fixes.
(est cette étude que je me suis proposcée en me placant successive-
ment & deux points de vue bien différents, comme je vais U'exposer.

2. Une premiére voie s’ouvrait immédiatement : il s’agissait
d’étendre aux équations du troisitme ordre

(2) yr=RO Y, )

(ol R est rationnel en y”, y/, algébrique en y, analytique en x) la
méthode meéme suivie par M. Painlevé dans le cas du second ordre.
Appliquée aux équations (2), cette méthode nécessite la détermination
préalable de tous les cas ot I'équation '

. ” 1\ y" <

(4 A (l - ;/ 7 A0y, 3) Yy ey, 5) )"

a son intégrale générale uniforme en 2. [ Dans Péquation précédente,
n désigne un entier, fini ou non, mais différent de o et — 15 b(y, z)
et ¢(y, 3) sont des fonctions rationnelles de deux variables lices par
une relation algébrique f(y,z) == o de genre w; enfin z(x) doit avoir
aussi ses points critiques fixes.] M. Painlevé (') s’était borné &
indiquer le résultat : lorsque Uintégrale générale d’une équation (3)
est uniforme, ou ¢’est une fonetion automorphe, et alors @ peut étre
quelconque, ou ¢’est une combinaison de dégénérescences de telles
fonctions, et alors & ne peut dépasser I'unité. Lorsque les coeffi-
cients b(y) et c(y) sont rationnels, I'énumération cxplicite des

(V) Bull. Soc. math., t. XXVII, 1900, p. 257.
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équations (3) dont 'intégrale générale est uniforme avait ¢(é effectuée
par M. Chazy(') et parnous (*), mais il restait a traiter le cas olt o est
quelconque.

Dans la premiére Partie de ce travail je donne une méthode tres
simple pour résoudre la question quelle que soitla valeurde @, y com-
pris w==o (*); elle n’emprunte & la théorie des fonctions algéhriques
d’une variable que ses propositions les plus ¢lémentaires et limite
aisément le genre dans le cas général (=4 —2) (*). Ce point est essen-
tiel dans la théorie des équations (2), caron en déduit immédiatement
cette proposition énoncée également par M. Painlevé : lorsque Pinté-
grale générale d’unc équation (2) & coellicients algébriques en y a
ses points critiques fixes, le genre de la relation algébrique est néces-
sairement o ou 1, & moins que Uintégrale ne possede des ensembles
parfaits de points singuliers. Celte proposition montre que si P'on
cherche & exprimer les coordonnées y, z d’un point d'une courbe algé-
brique de genre supérieur a 1 par des fonctions de a satislaisant &
une équation (2) & points eritiques fixes, les plus simples qu’on
puisse employer 4 cet effet sont les fonctions automorphes; c’est
Ja une conséquence analogue i celle d’un théoréme célobre de
M. Picard (*).

Le genre @ ayant été limite (pour 74 — 2), il devient facile d’énu-
mérer tous les cas ol 'équation (3) a son intégrale uniforme et de
condenser cette énumération dans un énoncé précis.

La discussion des équations (3) une fois terminée, on peut aborder
I'étude des équations (2); ¢’est ainsi que M. Chazy (*) a fait connaitre
des cas tres étendus ot les équations (2) ont leurs points critiques
fixes.

Dans lasuite de ce Mémoire j'ai abandonné cette voie, el m’appuyant

(1) Comptes rendus, . 143, 1907, p. 305.

(2) Ibid., p. 308.

(3) Comptes rendus, L. 147, 1908, p. 15,

(*) Iest & remarquer que les eirconstanees ol Pemploi de la méthode de M. Painlové
est néeessaire ne se présentent que rarement (1 Partie, n* 3, 5, 100).

(5) dcta math., t. X1, 1888; il scrail intéressant de retrouver la proposition du texte
comme applicalion du théoréme de M. Picard : il suffirait pour cola, 'établir que Pinté-
grale de (2) possede au moins une singularilé essentielle isolGe, pour n /=y,

(%) These, Upsala, 1910. !
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sur une propriété bien remarquable de 'équation VI, je me suis pro-
posé de former des équations plus générales que VI, et dont les inté-
grales aient leurs points critiques fixes.

3. Au moment ot les caleuls de M. Gambier conduisaient a I’équa-
tion VI, M. Richard Fuchs (') la rencontrait dans des recherches com-
pletement différentes, provoquées par les travaux de M. Schlesinger
sur les groupes des équations linéaires (voir n° 7). Considérons une
équation linéaire (I,), & coeflicients rationnels, réguliers, possé-
dant quatre points essentiellement singuliers, o, 1, ¢, % et un point
apparemment singulicr A, soit

(E,) 1 dly o« -+ b N ¢ + 3
“ ydx* T xr " (x—1)?t  (x— ) f(x—R)
« B Y s _.
trt ot Tz

proposons-nous de choisir pour A une fonction de ¢ telle que le groupe
de (I,) soit indépendant de 7 : on est amené & se poser une telle ques-
tion lorsqu’on cherche & résoudre le probléme de Riemann relatif

. . . T N . .
(B,), ¢’est-t-dire a choisir «, b, ¢, o, B, v, 9, A de telle sorte que ()
admette un groupe donné (indépendamment des points essentielle-
ment singuliers). M. Richard Fuchs arrive ainsi & ce résultat remar-

| 7 N . . . . -

quable : «, B, vy, ¢ s’expriment rationnellement en fonction de A et

g—iﬁ, A vérifiant une équation identique a VI.

Il était naturel de rechercher si cette propriété ne s’étendail pas aux
équations lindaires du second ordre (B,), plus générales que (K,), pos-
sédant n 4+ 3 points essentiellement singuliers et 2 points apparem-
ment singuliers. Toutefois, la formation du systeme différentiel vérifié
par les points apparemment singuliers, déja longue dans le cas étudié
par M. Richard Fuchs (n=1), paraissait trés laborieuse dans le cas
général. Aussi j'ai cherché tout d’abord i ¢tudier des dégenérescences
du probleme précédent. Précisons ce qu'il faut entendre par la.

Les travaux de L. Fuchs ont montré que pour que le groupe d’une

(1) Comptes rendus, \. 141, 1905, p. 555; Math. 4nn., t. LXI, 1906, p. 301.
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équation linéaire (E) du second ordre, a coeflicients rationnels en .r,
soit indépendant des paramétres £, . .., £, contenus dans (K), il faut
et il suffit qu'on puisse adjoindre & (E) un systeme de n équations

(4) % — Ay + 8L

(A, et B; rationnels en ), formant avee () un systéme complétement
intégrable. D’autre part, M. Painlevé(") a montré que Péquation VI
reproduit par dégénérescence chacune des équations V, ..., 1. Le rap-
prochement de ces résultats permettait de conclure i Pexistence d'une
équation linéaire (E'), & coeflicients rationnels en @ (mais non plus
nécessairement réguliers ), analytiques en ¢, pourvae d'un point appa-
remment singulier 4, et telle que la condition d’intégrabilite du systéme
formé par (E') et une équation (4) (i coeflicients rationnels en ) se
traduisit précisément par une équation I': 27 == GA* - ¢, Effectivement,
une telle équation (E') est facile & former, et jai ¢té ainsi conduit i
me proposer dans la seconde Partie de ce Mémoire le problome sui-
vant (*) : Soit
m Y

dty 2 O | 3
5 .1.......‘2.:—_-_- a N £y
(5) v da* z a"”L+%‘{4(w~lj)2 -+ A o 'Aj_‘

=0 J

une équation linéaire possédant v points apparemment singuliers
Ayye-ey Ays choisir pour a,,..., @, A, ..., A, des fonctions de n para-
métres Z,,..., ¢, telles qu’il existe des équations (4) (4 coefficients
rationnels en x), formant avec (5) un systéme complétement inté-
grable.

Je démontre d’abord que si le nombre des points essentiellement
s.inguliers est supérieur au nombre v des points apparemment singu-
liers, on peut toujours trouver N=v fonctions T, , ..., Ty des parameétres
Zis... s 1y, telles que les coefficients de (5) dépendent seulement de
T, ..., Tys Ay,..., A, vérifient par rapport & I'un des paramétres, soit

(1) Comptes rendus, t. 143, 1906, p. 1114-1116.
(*) Comptes ren lus, L. 148, 1909, p. 1308.
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T,, des équations différentielles ordinaires; considérées comme fone-
tions de T, les combinaisons symétriques de A, ..., A, ne sauraient avoir
leurs points critiques fixes que si le degré m du polynome Za,,:x;"
est au plus égal & 4. Je montrerai ultéricurement 'importance de ce
résultat.

Dans le cas n=1,mZ=4, les équations différentielles précédentes
se réduisent & I ou IT et I'équation (5) n’est autre que I'équation (E’)
dont il a été question plus haut.

Pour n =2 et mZ4(") on voit s’introduire le systéme aux dérivées
partielles suivant :

Ay
. Jdy dz Jdy 0z P opr
(2) - =3, — = 5 — =
Jt du " du " du s " dy
Jds _ dP
Jat ~ oz’
aveoe
P=c,zy(a®+ y*—4t) + czx(a®+ 3 y*— 1)+ caxy +cx,
(6) = 7\1—7\2, Y = 7‘1 4= ).2, 5= Py = Pa,

t==¢,, u =, Cy, Cy, C3a Cpy CONstantes arbitraires.
1 2 1y “2 9

Pour = 2, 'intégration de (£) est immédiate ; pour m =3 (¢;550)
et m=14(c,50), elle est beaucoup plus cachée. Je montre que les
fonctions 2%, y, s de ¢ s’expriment pour m=3 (et 4) 4 Paide des
transcendantes I (et I1) et sont méromorphes en 7. Pour m =4, on a
ainsi

= g T,

T désignant une fonction méromorphe irréductible et V une fonction
donnée par I'intégration d’une ¢quation de Riceatia coefficients ration-
nels en VT . L’étude de V(¢) dans le voisinage d’un de ses points sin-
guliers, suivant les méthodes classiques, montre seulement que V (et

(1) Cf. Comptes rendus, \. 149, 1909, p. 23.
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par suite ) a au plus deux branches; pour déceler Muniformité de y
il faut faire appel d une relation V, V, = 2 vérifi¢e par les deux br:mclfus
V, et V, de V et établie & l'aide de Vintégration d’une équaltion
differentielle. Vignore si un tel procédé a déja été employé dans
ce but.

1l est bien remarquable qu’en partant uniquement des équations (%)
[sans connaitre I'expression (6) de P, on soit conduit a retrouver les
équations 1 et 11 découvertes par M. Painlevé : d’une facon preécise,
cherchons i choisir pour P unce fonction de w, y, {, telle que (X) soit
complétement intégrable; je démontre que P a néeessairement la
forme (6) et Pintégration du systéme (X) ainsi défini nous raméne,
comme nous venons de le voir, aux ¢quations T et 1.

Le systéme (X) possede enfin des dégénérescences dont les inté-
grales s’expriment par les fonctions elliptiques et satisfont i des rela-
tions élégantes ; les surfaces intégrales correspondantes sont ellip-
tiques et de genre 1; leur ¢tude termine la seconde Partie.

4. Dans la troisieéme Partie de ce travail j’ai abordé enfin 'étude
des équations linéaires

(E,) I a*y — Crnet Croya Crta
y dx* x? (x—1)  x(x—1)

Y C; oy -
+;_‘1[(90—- ) - z(x —1) (m-—-——t,)J

3 B; -
*2[4<w—w - x(w—x)fw-—mJ’

=1

qui généralisent (E,) (n°3), et dans lesquelles A, ..., A, sont 2 points
apparemment singuliers. A 'aide de propriétés élémentaires des fone-
tio.ns.rationnelles de  j'ai établi (') que, pour que le groupe de (K,)
Sf)lt n-ldépend'ant de ¢, ..., 1,, les coefficients «,, ..., B, doivent
s’exprimer rationnellement en fonction de ¢,, ..., ¢, A, ..., A, et des
dérivées premiéres des A, par rapport & 'un des ¢,, les A; vérifiant le

(1) Comptes rendus, t. 151, 1910, p. 206.



SUR DES EQUATIONS DIFFERENTIELLES DU TROISIEME ORDRE, ETC. 9

systéme suivant (') (qui comprend pour » = 1 'équation VI):

(fa) O (&) (Li—12)) 9y 9 (b)) (be—2;) 0Py _ li== Lk ¢ (%)) ,
" (&) ot plir) 9t~ (hj— b)) (Ay— ti) $'(2)
(F,) @y a9 (Ry) ’-]/”(7&1')] Qﬁ)‘)_ TT(e) ()T 9N
" a; T aled) 2l (k). (()t,; 29 (6) ().
80 V00 Ou— 1) 20y’
T :2‘1 o (4 )4’ (A7) (hj—t0)* (b — My )(()tf
'ﬁj 7\1'—-5,' ()7;/' ok, 412 ¢ CI’J(-/_/)
> (M~ t)) (M= %;) 0t 0t; +2CP'2(/ (hj—t:)* V' (2))

1
n-+3 Cp—+ .._ ,

O/ -1 o' (L) o (L) ¢
>< 2<Ck * > Z ([A) )'_/_"t/._l_ LP([,) )\j"'ti

vl k=1

[o(2) =a(x—1(x—t)...(2—1t,); b(z)=(x—2N)...(x—72,)]

J'ai démontré que ce systéme est complétement intégrable et repro-
duit par dégénérescence un systéme hyperelliptique jacobien de
genre n. Les combinaisons symétriques élémentaires o, ..., g, de
Ayy ovon Ay, considérces comme fonctions de £, par exemple, ont Lrurs
POINTS CRITIQUES VIXES () =={ly, ..., L, 0, 1, )3 clles sont MEROMORPHES
en tout point £,, les points précédents exceptés. Cest en m’inspirant
de la méthode suivie (*) par M. Painlevé pour démontrer 'uniformité
de Pintégrale de I, que jai obtenu ce résultat.

Dis qu’on passe de I'équation (F,) ou VI aux équations (F,) on
rencontre de séricuses difficultés dans extension de celtte méthode;
une fois la démonstration obtenue pour 2 = 2, elle s’étend sans peine
dans le cas géneral (7).

Jai démontré, en outre, que lorsque les constantes ¢, ..., ¢,y sODL
choisies au hasard, o, ..., o, sont des FONCTIONS ESSENTIELLEMENT TRANS-
CENDANTES DES 2/t CONSTANTES D INTEGRATION. Le systeme ( f,, IF,) constitue

(1) L'indice placé & la droite du signe 2 signifiera que la lettre de sommation peut
prendre toutes les \aloum comprises entre les limites données, sauf celle de Uindice.

(2) Bull. Soc. math., 1. XXVII, 1900, p. 227-238,

(3) 11 est a mmarqner que dans la généralisation de tout résultal acquis pour I'équalion
By Cou Fy), étape la plus difficile & franchir est la premicre ; une fois la généralisation
obtenuc pour n = 2, clle s’étend sans peine au cas général.

Ann. Ee. Norm., (3), XXIX. — JANVIER 1912, 2



10 R. GARNIER.

ainsi le premier exemple explicitement connu d'un s_ys(,(‘!rfm (liti(’s}-(fxxlitel
Qordre arbitrairement élevé dont I'intégrale a ses poinls eritiques
fixes et contient sous forme transcendante toutes les constantes d'inté-
gration, de quelque maniére qu’on les choisisse (*).

5. La proposition précédente peut étre en défaut pour des valeurs
exceptionnelles de ¢, ..., Cory- LEffectivement, je montre (*) que lm-.s~
qu’il existe entre ces constantes une relation telle que (15,) (*)
admette une intégrale dont la dérivée logavithmique est rationnelle,
Ie systéme (/. F,) admet toutes les solutions d’un systeéme (g,)
d’ordre 2. Prenons pour fonctions inconnues o, ..., 03 le systeme
(¥,) ainsi formé généralise 'équation de Riceati qu’il reproduit pour
ne=1 (*); on Pintégre en posant o, == 0,0,". Les 0, satisfont & un sys-
tome linéaire dordre n - 15 le systéme (8,4, ) vérific par 0, coincide
pour 2 =2 avee un systéme renconteé par M. Appell et M. Picard et
intégré  par la fonction hypergéométrique de deux variables,
F, (o, B, B, v5 @, ¥). Bn général, 0, considéré comme fonetion de ¢,
est une fonction hypergéométrique d’ordre supéricur, suivant la locu-
tion de Pochhammer.

T"ai retrouvé ces résultats par une méthode fondée uniquement sur
la notion de groupe et nc faisant pas intervenir les systémes diffe-
rentiels complétement intégrables. Cette seconde méthode présente
Vintérét d’exprimer les coefficients de (B}, ) en fonction des coefficients
de substitutions du groupe de (K ); au point de vue adopté tout &
I'heure, elle exprime les constantes d'intégration de I'équation linéaire
hypergéométrique a Paide des coeflicients des substitutions et donne
ainsi la solution du probléme de Riemann relatif & (). C'est encore
par cette voie que j’ai pu démontrer le théoréme suivant qui termine
ce travail :

(%) A vrai dire, on pourrait former, en généralisant, par exemple, une équation étudiée
par M. Picard (Journ. de Liouville, 4* série, t. V, 1889, p. 298-300), des équations d’ordre »
dont les mtégralcf, générz'xles contiendraient sous formie essentiellement transeendanto
les 2 constantes d'intégration. Mais ces équations seraient réductibles au sens de M. Drach,

tandis yue le systéme (fi,, Fa) est irréductible (an sens de M. Drach), ainsi que je lo
montrerai prochainement.

(2) Comptes rendus, t. 152, 1911, p. 755,
(#) Jappellerai (Ej,) uno tolle équation.

(*) Dans ce cas, le probléme actuel avait 616 traité par M. Riechard Fuchs ( Math. Ann.,
t. LXII, p. 317-320).
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Pour que le rapport des valeurs de ('intégrale
/x“‘?"n-ﬂ (. — 1) Wuta (g — £)" ¥ (2 — L)Y (— b)) .. (2 —2,) dr,

prise le long de deux de ses cycles soit independant de ¢, ..., (,, i
Saut et il suffit que A, ..., N, vérifient un systéme (g,).

Cet énoncé compléete (et généralise) un résultat antérieur de
M. R. Fuchs.

6. L’étude approfondie du systéme (/u, F,) appelle de nouvelles
recherches ; de nombreux problemes se présentent. On peut se pro-
poser ainsi la représentation (') de o, ..., o, par des quotients de
fonctions partout holomorphes par rapport a ¢,, par exemple, sauf en
Ly =1y, ..., ly, 0, T, 3, représentation qui généraliserait celle des
dégéndrescences hyperelliptiques par les fonctions © et celle des fone-
tions @,, ..., o, du numéro 5 par les fonctions hypergéométriques;
ou peut ¢tudier cette représentation dans le domaine des points sin-
guliers, rechercher la distribution des points critiques qui permutent
Ais + ooy gy enumérer les dégénérescences de (f,, 1)) jonant par rap-
port & ce systeme le méme role que les ¢quations 'V, ..., T par rapport
a VI, ou que I'¢quation de Bessel par rapport & I'équation hypergéo-
métrique de Gauss. On peut aussi chercher i rattacher le systéme
( fn» F,) aux ¢équations (o) formées par M. Schlesinger. Rappelons que
M. Schlesinger (*) est parti de systémes lincaires dont les coefflicients
sont rationnels et possedent des poles du premier ordre ; le groupe du
systéme une fois fixé, les residas correspondant a ces poles consi-
dérés comme fonctions des poles satisfonta des relations différentielles
trés élégantes qui sont (dans le cas ot le systéme linéaire est du
second ordre et avec nos notations) d’ordre 4(n -+ 2), mais admettent
des intégrales premicres algébriques.

7. On aura pu déja pressentir la connexité des recherches relatives
au systeme (f,, If,) avee celles qui ont pour but la solution du pro-
bleme de Riemann pour les équations linéaires d’ordre 2. Résolu par
Ricmann pour Péquation de Gauss, par M. Poincaré dans le cas des

(1) Les équations () de M. Schlesinger (woir plus loin) joueront un role important
dans celte question, que jo traiterai dans un Mémoire ultérieur.

(2) Adtti del IV Congr. intern. dei Matem., 1. 11, p. 64. Roma, 1gog. — Vorlesungen
itber lineare Differentialgleichungen, p. 305-308. Leipzig et Berlin, 1908.
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groupes fuchsiens et kleinéens, par M. Hilbert et M. Plemelj (!uus lf% cas
des équations d’ordre 2 et 2, & aide de la théorie des ¢quations fone-
tionnelles, le probleme de I'existence d’une équation linéaire répon-
dant 3 un groupe donné a ¢té abordé par M. Schlesinger i Paide de la
théorie des fonctions analytiques. En admettant que le probléme pos-
sede toujours une solution, on pourrait démontrer que Pintégrale
du systéme (f,, F,) a ses points critiques fixes : ainsi procede
M. Schlesinger pour les équations (o) (n® 7). Mais la solution qu’il a
donnée du probléme de Riemann comprend deux parties, dont la
seconde n’est pas a Pabri de séricuses objections concernant I'in-
version des fonctions entitres; M. Schlesinger n’en a pas moins le
mérite d’avoir, dans le cas général, posé le premier celte question
difficile sur son véritable terrain.

Peut-étre, d’ailleurs, une théorie fondée sur la seule notion de groupe
suffira-t-clle & (riompher de ces difficultés : jai indiqué tout a 'heure
qu’il existe dé¢ja une solution de cetle nature dans le cas ot I'équation
(E,) possede unce intégrale dont la dérivée logarithmique est ration-
nelle. Pourtant, il parait plus probable qu’inversement, la solution du
probleme de Riemann résultera de I"étude dircete des ¢quations diffé-
rentielles telles que (f;, F,) attachées aux systémes linéaires. A ce
point de vue, il n’est pas douteux que les équations (o) de M. Schle-
singer ne doivent jouer un role important.

Je ne veux pas terminer sans exprimer toute ma reconnaissance i
M. Appell et & M. Painlevé pour leurs conseils et leur bienveillant
accueil ; qu'il me soit permis également de remercier M. Picard pour
I'intérét constant qu’il a bien voulu témoigner 4 mes recherches.

PREMIERE PARTIK.

1. Larecherche des équations différentielles du troisi¢me ordre
Y'=R0O" 5,y x)

(R rationnel en y’, y’, algébrique en y, analytique en x), et dont
7 A a A Apa Y 1 M | M > H
Uintégrale générale a ses points critiques fixes, exige, comme I’a
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montré M. Painlevé ('), la détermination préalable de tous les cas ot
I'équation
y

’ ]\ "
) y"':("“;)L"”1’1(.}’).)’”.}'/'*‘0‘(-}'))'”
\

y!

a son intégrale générale uniforme. Dans cette équation (qu’on déduit
de la premitre en posant @ = x,+ «X et faisant tendre o vers o),
n représente un entier positif, négatif ou infini, mais différent de o et
—13b,(y) et ¢, (y) sont des fonctions algébriques de y. Je me pro-
pose, dans cette premicre Partie, de former explicitement toutes les
équations (1) dont l’intégrale générale est uniforme, et de donner
dans chaque cas cette intégrale; conformément & un résultat énoneé
sans démonstration par M. Painlevé (*) nous ne rencontrerons comme
intégrales que des fonctions automorphes ou des combinaisons de
leurs dégénérescences.

2. Tout d’abord, on peut exprimer &, (¥) et ¢, (y) par des fonctions
rationnelles de y et d’une irrationnelle = (y) de telle sorte que = soit,
comme y, uniforme en x. Il suffit, en effet, de poser y"=z; =z, ¢vi-
demment uniforme en z, vérifie une relation algébrique (1) ol y” ety
jouent le role de paramétres; saufl peut-étre pour des valeurs excep-
tionnelles de ces paramétres (valeurs qu’il nous est loisible d’exclure),
b, (y) et ¢, (y) s’expriment rationnellement en fonction de y el z, et
notre probléme s’énonce ainsi maintenant : déterminer tous les cas o
I'équation

1/ — I .)/”'-’- ",/ 3
(2) yr= 1) S b Ry ey )

dans laquelle b et ¢ sont des fonctions rationnelles des variables v et s
lices par une relation algébrique

(3) J(y,5)=o0,

donne pour y et = des fonctions uniformes de .

Effectuons alors sur la relation (3) une transformation birationnelle
qui substitue & y et z de nouvelles variables Y et Z liées par
F(Y,Z)=0; Y et Z sont uniformes en z et 'on vérific sans peine que
la_transformation remplace I'équation (2) par une autre, de méme

(V) Bull. Soec. math., t. XXVIII, rgoo, p. 256. M. Painlevé appelle I'équation (1) la
simplifice de la premitre y” = R(y”", ¥ 7, ).
(%) 1bid., p. 257; Acta math., t. XXV, 19ov.
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forme ou Ventier n a conservé la méme valeur, et dont les coclli-
cients sont rationnels en Y, Z. On peut done remplacer fa relation (3)
par une autre quelconque de la méme classe et supposer, par exemple,

que les points critiques v, de la fonction s (y) sont a distance finie et
simples.

3. Remarquons alors que I'équation (2) s"éerit sous la forme diffé-
rentielle
I

Ay = (1 - Z) (A2y)2 (dy)y=" -+ b(y, s) Py dy +-c(y,s)dy?

qui ne renferme ni 2 ni dz; son intégration ¢quivaut done colle
d’une équation du premier ordre swivie de deux quadratures. Elfecti-
vement (), Pexpression

d e [l !

& (1)

N\

vérifie une équation de Riceati, et, en posant

¢ satisfait & une équation linéaire du second ordre en y; en définitive
Iéquation (2) est remplacée par le systeme

n

(e) dy

— o bl

da ?

"] dﬂv (/,‘7 1\ )
(E) W"I)(.}”S)‘C‘l;”“<l'*¥" ',';-)(( Yy S)e =0,

L . ’ .
C'est sous cette forme que nous étudicrons le plus souvent I'équa-
tion (2).

4. Etablissons maintenant unc proposition fondamentale : Aw voisi-
nage de tout point singulier U'équation (B) est régulicre (au sens de
L. Fuchs). |

Supposons, en effet, que dans le domaine de y = o les coefficients
b(y,s)etc(y,s)admettent les développements suivants

V(¥ 5) = = (Bo-k By y™s oL 4 By yr

yeler

----- ...) ("n,‘f’ 0)"

I " '
¢(y5) = yErE (CotCoyfict o= Cupiut. ) (G2 0)

‘0

(1) Cf. Parsuevi, Bull. Soc. math., t. XXVIII, 1900, p. 256.
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ol rets sont des nombres (rationnels) dont I’'un au moins est essen-
tiellement positif, et ot les r; et les s; sont des nombres (rationnels)
positifs, croissant avec 7. En remplacant r par le plus grand des

s

nombres r ot = on peutsupposer s = 27, quitte & altribuer & 'un (mais

a l'un bnulement) des coefficients B, et C, la valeur o. Montrons que
sir > o l'intégrale de (2) n’est pas uniforme. Pour cela, nous substi-
tuerons au systéme (e, E) le systeme suivant :

<du>
dy d*u 1 drx du
4 T A— e — —— ~\ 2 ~\7,8
(4) de — da? “(I n> I +b(y,-)dxu+c(y,~)u ’
Effectuons alors la transformation
x=uaX, y=ayY, u=oa"l,

et le systéme (4) prendra la forme
dY

x="U
dU\*
( 5) d*U 1 ZR AU
E(—E“(l—;;)——i]——_ Yla—l(l;”“l_‘/’l; Y- )UZX
qu: (Co = o G Y- ) U3

Appliquons maintenant le lemme fondamental dont se sert M. Pain-
levé pour rechercher les conditions nécessaires de la fixité des points
critiques d’une équation différentielle : les coefficients du dévelop-
pementde (5) suivantles puissances de e doivent étre uniformes en X;
or, ce développement donne

Y=Y,+ o fU,, dX . avee Y, o,
d’Uo . 1 1 /dU, B, du, o y1s
(6) ux:E T ("“ ;;) m <7§("> -+ Y Uo'(’/j(' + yarer us.
Mais il existe une intégrale de (6) de la forme U, = é, la constante %
étant racine de I'équation

(4 ]; 1
Yz»gz: k* — Y‘l?—l ke — — == 0.
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Comme B, et G, ne sont pas simultanément nuls et que 2 v..‘s'l, ‘dill'«‘-rvnt.
de — 1, cette équation fournitau moins une valeur pour £ finie et non
nulle. Le coefficient de o~ dans le développement de Y est alors £ log X,
et notre proposition est ¢tablie.

5. Soit alors y = o 'un des points singuliers de (E); remplacons &
par oz, y par «y et faisons tendre o vers o ('). Puisque y = o esl
régulier, le systéme (e, B) devient, a la limite

n

dy R
(7) ZZ"”"H’
, o’ ¢ “u ol ( 1y (,EB e
(8) dy' Ty dy o '7).7"“ "

et doit avoir son intégrale générale uniforme. Or, remplacons sucees-
sivement dans (7) ¢ par lune des deux intégrales o, v ele, -y de
(8) (ensupposant s £ ry; Puniformité de y () entraine fes conditions

(=) a)
[o=() (-5

(9)

oum et p sont deux entiers positifs, négatifs ou infinis.
6. Démontrons maintenant la proposition suivante :

St une équation fondamentale deéterminante de (1) admet dewr
racines r el s dont la différence s —r est un enticr q(Zo0) il ne peut
exister de terme logarithmique dans le développement de v(y), sauf si la

. . s \ I
plus petite r des deux racines est égale a 1 + = (etalors onag = o, ou
g=1avecn=1,, 0uqg=2,n=1)(?),

En effet, 'équation (E) admet une intégrale de la forme

’ zyr'[l Y by YO byt e K Ay )y oy r ’

(1) Iei, on pourrait se digpenser do recourir A la méthode de M. Painlové,
(*) Il résultera de la suite de cetle analyso que les cas ¢ = 1 ot ¢ = 2 ne peavent so
présenter.
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en supposant, pour fixer les idées, que y == o0 ne soit pas un point
critique pour z(y), et en désignant par « une constante arbitraire.
" n
1 e e .
Changeonsy en oy, etz ena "''x;y sera donnée par Péquation

rn n

dy . T
;—/%- =y " i alyy +. .4+ al(hy—+ klogy) —+...]" "

D’aprés (¢), on a
rn — I

n--1 m’

posons alors
y = Ym

(ce qui exige que m soit fini) et développons Y suivant les puissances
de a. Pour ¢ >0, 0n a

Yo== —,
nm
Y,, ..., Y, seront des polynomes en @, mais Y, renfermera un
terme en log o et ne saurait étre uniforme. Pour ¢ = o, on aur:

al o
5(779 = (1 -k log Y, )T

n 1 /1 1 (l
—1 ) -1 y . . .
changeonsalorsz en o "' ¢* * ot Y, ene ) Y5 I'équation pré-

cédente devient

dy L
71-1—0 == (1=l log Y, )",

dont Pintégrale développée suivantles puissances de « est visiblement
multiforme. ‘

: . oo N0 I
Le raisonnement précédent est en défaut pour m = w ou r =1 -+ =3

mais, d’aprés (g), ce cas ne peut se présenter que si 'équation

» . I t ' A
r==5{"+)

est vérifice par trois entiers n, p, ¢, dont un n est différent de — 1.
Or il en est ainsi pour p ==, ¢ = o (quel que soit 2); ce cas exelu,
le produit des entiers p et 4, linis et non nuls, doit étre au plus égal
4 2, ce qui fournit les trois autres solutions annoncées.

Ann. Lic. Norm., (3), XXIX, — JANVIER 1012, 3
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7. Placons-nous maintenant dans le cas général, e / ps Pintégrale
du systeme (7), (8) est donnée par la formule
» (["},

(10) Az 4B = e -
1

g 1 o
e PR T ol

Développons y suivant les puissances de C et exprimons que le
coefficient de C dans ce développement est uniforme en . 11 vient

(x e 1~> (1-— ZY e M,
n /)

<I+L> <lw- !i> "::-fl,’
7 m

M et P étant deux nouveaux entiers, finis ou non, mais différents de o,
d’aprés ce qui précéde (et de — 1, comme on le verrait aisément).
On déduit des relations précédentes

et par symétrie

m n ) n
(x1) —_—= ] e e M i o R 4
P no-= m n 41

\ ‘Y . n
d’ou, en éliminant 7’

Il est bien connu que cette ¢quation n’admet pour Pensemble
M, P, n +1 que cinq solutions distinctes; en permutant les roles de
M, P et n dans ces solutions, on obtient le Tableau suivant :

n. M, P.
4 4
1 3 6
) %
(T) - 3 ’
[ = 6
3 2 4
59 2 3
% 2 “
n I et Jl e |

Les équations (11) exigent d’ailleurs que pour 2 == 5, m soit pair.
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Ces conditions sont suflisantes pour U'uniformité de la solution
y () de (7), (8), car si elles sont remplies, y est définie (pour m = =)
par les relations
~ Y
(13) y ==Y, Ar+B-= e
(1 - QYo et

et, d’apres les resultats classiques de Briot et Bouquet, Y est une
fonction uniforme (elliptique, exponenticlle ou rationnelle) de x, ou,
dans le cas de n = 5, la racine carrée d’'une fonction uniforme de x;
mais alors la parité de m entraine P'uniformité de y. Enfin, pour
m =, y est définie par I'inversion de U'intégrale

(4) Az B == dy ,

"
R

y(r+Clogy)

qui donne pour y une fonction uniforme de x.

Les résultats précédents vont nous permetire de démontrer que
le genre o de la relation (3) ne peut (sauf pour n= - 2) deépasser
[ unite.

8. A cet effet, considérons la fonction rationnelle L(y,z) o
exprimons que la somme de résidus dans tout e plananalvtique (y, =)
est nulle; nous distinguerons trois cas, suivant que le pole considére
est un point ordinaire o; ouw un point i Vinfini £;, ou un point eri-
tique vy.

Dans le premier cas, le résidu est 7+ s;— 15 or, dapres (o) et (1),

on a
I I no M,
Sp== {1~ - [ e e af e —-);
n)\ m; no--1omy;

posons (pour n =4 — 2)

20 - = nM; P
w e

(1%)

i est égal, apres (T),4 2,3, 4,5, 6, 7 ou =, et 'on a, pour le résidu
considéré, Uexpression

2 PR
((.;-“M)(l.,_“_,u)
X nj) o\ il
.

qui doit &tre prise égale & o pour n = — 2.
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Avant dotudior les autres cas, établissons une formule dont nows
ferons un fréquent usage. Transformons leosysteme e, 16 par fa
substitution
(8) y = y(Y).

Pour que V'équation (¢) conserve la méme forme, il faudrea faire en
méme temps
1

o ['.y'( Y )]l " "y,

et, aprés ce changement de variables, le systéme (¢, ) 8’¢eril

Y Sl

(eS) .;.Z;: s VI: o 1’
5 [12V - - , 7 f.U” (IV
(Bs)  Som— IB(Y)Q —rEr |

N4 ]
22 G - (=) G =By =Yy |V
n CP n, ql .

en désignant par B(y) et C(y) les transformés de b(y, z) et e(y, =)
par la substitution S.

Cela étant, la fonction &(y, z) admet, dans le domaine d'un des
o points a U'infini §; (supposés distinets, d’apres la remarque du n® 2),
un développement de la forme

AL ()
b(y,s ::-—J—';w -—}--/-\}—fy b

Faisons la transformation y == Y-' qui change §; en un point régulier

3 L v 1 ;. wr » (/V /oy
a distance finie. Le vésidu du  coefficient de v dans (K;) sera

; 2(n-+2) - . . o a .
— A 4 —; d’aprés le premier cas, il doit ¢tre de la forme

9 R
e sy
: n)\, Py,
a pour expression

l" § 1“
I- { —— Ll (e — ) .
. n Y Py,

Reste Ie cas d’un point eritique v, (que nous supposerons i I'ori-
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gine). Nous exprimerons ici que non seulement y, maws = est une
fonction uniforme de 2. Le point critique v, == 0 pouvant &é(re supposé
simple (n°2), on peut développer, dans son domaine, Y et Z de la
facon suivante :

Yy Yoy Y- L

(16) Ly

Drailleurs & (y, =) est de la forme

) (k)
b(y,s)= 2=t B g

La transformation (16) remplace v, par un point non critique Y = o
et, comme Y doit étre uniforme, nous sommes encore ramencs au

L .. oy s dv ) ,
premier cas. Le résidu du coefficient de — —< dans la nouvelle ¢qua-
tion étant

Wt 2
o n

. 2" 90
) (x e B B
* n)o\ s P

Exprimons, maintenant que la somme des résidus est nulles il
vient

2\ PR o ’ o N
(I—f--“ y (l———— - ) == 21 (»—1---———)——— -t- S ('),——- - w0,
s 1) | e )\ it [ (. i)

(/).

on doit avoir (")

ot la premiére somme est étendue aux v points o; la seconde aux
 points fB;, la troisiéme au ¢ points y4. Or, équati réetdente peut

I s B, la troisiéme au o points y4. Or, Péquation précédente peu
encore s’éerire

o (2] S-2)

N
- =
T . i -
~ 2 Q 9 "
e ] e c— ofon (1 — e ) e DT ()
el [y m 2-4 \ L Dy,
Jet J N P [t g

(1) Cette formule montre que Loul point eritique de z(y) ost nécessairement point
singulier de ().
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1 i o A ool Boo .
et, d’apres une formule de Ricmann, o - 29 est Ggal b 2w o,
& désignant le genre de la relation (3). Dailleurs, les entiers p ¢tant
au moins égaux & 2, chactime des sommes de (17) est positive ou

nulle; cette relation exige donc SOIL 7 v = 2, s0il 2w 2 0, el
M ]y s B »
en résulte bien que, saut dans lo cas no== — 2, le genre de (5) e

peut dépasser I'unité.

9. D’aprés le mode de démonstration employé, la proposition preee-
dente subsiste méme s'il existe des fonctions rationnelles g (), =) of
5 (y, =) satisfaisant & une relation de genre inféricur i el a Favde
desquelles b et e s’expriment rationnellement.

Dounons une application importante de cette méme proposition.
Considérons 'equation du troisi¢me ordre

(18) .'}”’" H(‘)”..'}"l.)‘, 5y,

ot R est rationnel en 7, v, v, & Canalytique en ), y et = satisfaisant
4 une relation algébrique

(‘9) f(.’}’,ﬁi a') Oy

analytique en x, et de genre m pour arbitraire. Supposons que inte-
grale (y,z) de (18) ait ses points leritiques fixess posons alors
x=x,+ aX et développons y et s suivant les puissances de 3 pour
« =0,y et z se réduisent & deux fonctions uniformes de a, y, ¢t =,
vérifiant des équations (2) et uniformisantla courbe f(y,, 45 0,0 0.
Or, on vient de voir que le genre de la relation précédente ne peut
en général dépasser I'unité, et que cette conclusion reste exaete
méme si les équations (2) en y, (et z,) pouvaient &lee rationalisées i
laide d’une relation de genre inféricur i o (par exemple, si Uéquation
en y, avait ses coefficients rationnels en y). D'autre part, on verra que
pour n = — 2 'équation (2) en y, possede des ensembles parfaits de
points singuliers qui n’existent pas pour 2/ — 2. Done, dans le
premier cas, U'équation (18) posséde a fortiord des ensembles parfaits
de points singuliers, et Fon peut énoncer le théoréme suivant (')

(1) Ge théorime a é1¢ publié sans démonstration pur M. Painlevé (Adetn muthem.,
Lo XXV, 1gos, p. 71).
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Lorsque Uintdgrale générale de ['équation (18) a ses points critiques
JSixes, le genre de la relation (1) est necessairement o ou 1, @ moins que
l’intégrale ne posséde des ensembles parfaits de points singuliers.

Cela étant, nous allons ¢tudier successivementles trois cas suivants :
n=—2,w=1¢tm=o0.

Premier cas, n = — 2.

10. On voit immédiatement que b (y, z) dy est une diflérentielle de
premiére espéce attachée a la relation (3), ce qui suffit & prouver que
b est identiquement nul si o est nul. Etablissons que ce fait est
général. Supposons, a cet cffet, que I'origine soit un point régulier
des fonctions rationnelles & et ¢, el soit b, la valeur que prend & en ce
point. L’équation (E) admet une intégrale telle que

b
Py A — Y,
17 " . ’ L4 M .
d’olt, pour y, I'équation

dy

P S e U G AR

ot le second membre représente une fonetion holomorphe pour y = o.

On s’assure immédiatement, en remplacant 2 et y par a™'x el ay

respectivement, que v admet le développement
i log(x + A)

VY I —— we DDy —— b I
¥ Z A e Ay T

L'uniformité de y exige done que b, soit nul, et, par conséquent, la
fonction rationnelle & (y, =), nulle en tout point du plan, est idente-
quement nulle. Le systéme (e, B) s’éerit alors
d
_'y. [ (vz’

d.e

d*o

1
(2r) e ....;:;(:(y,:)v.

(20)

Il s’agit de déterminer e(y, 5) de facon que y et s soient des fone-
tions uniformes du rapport « des intégrales de (21). Les conditions
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auxquelles doit satisfaire ¢(y, 5) ont ¢l6 données par M. Poineare:
lorsqu’elles sont remplies, on sait que y (el z) délinit wne fonction
automorphe ( fuchsienne ou kleinéenne) de .

Deuxiéme cas, &= 1.

1. La relation (17) exige alors que chacun des termes o YT
figurant sous les signes X soit nul, ce qui néeessite g2, m 1, el
en vertu de (15), les entiers M sont fous égaux a1 2 autrement dit, le

seul cas du Tableau (T) admissible pouwr m 1 est le dernier. Cela
' > . . n , "
étant, la fonction rationnelle = ———tb (v, 5) esl régulicre ddans le

domaine de (out point du plan, sauf lTes points a 'infini el les points
critiques v, ot son développement commence par des termes égaux
respectivement i
2 I
y w () =)
Soit alors
(22) wos oy o)y

l'intégrale de premibére espéce attachée a (3) et/ L dérivée de r par
rapport & y [prise en tenant compte de (3)]. D'aprés ce qui préedde,
I'expression

n I

s ot [)(‘y. 5) o

no=t= 9 A

admet un point & Uinfini comme zéro d’ordre 2 au moins, et dans le
. L . ,
domaine dun point critique vy, le premier terme de son développement
1
est K (y —vi) *; partout ailleurs Pexpression est régulicre, Elle st
donc égale & kr, £ désignant une constante qui peut étre nulle, et le
coefficient b (', =) est complétement déterminé :

!

R ‘ ot \
(25) O(yys) o «——-( - -} /"/').
It A
IA “]. - . . . '
12. Cherchons maintenant la forme de e(y, 3). A cel offet,

nous
y . “ . .
Pétudierons, comme b(y, 5), dans le voisinage des points o, 3

i
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définis plus haut, en appliquant la proposition suivante, corollaire cvi-
dent d'un théoreme précédent (n® 6) = si les racines de 'équation fon-
damentale déterminante relative i un pointsingulier de I, non critique
pour =(v), sont o et 1, le coclticient ¢(y7, z) est holomorphe dans le
voisinage de ce point.

Ilen résulte immédiatement que ¢(y, 5) est holomorphe en toul
pointe;. Pour I'étudier dans le domaine d’un point a Vinfini B, oul'on a

N9 1 .G
(24) b(.y,::,)::’:z R . c(y,:)rr-——y:—;—{—-—j%—l—...,

nous appliquerons les formules (eg, Ey) relatives & la transforma-
tion (S8) : » =Y~', et nous exprimerons que le coefficient de V ne
contient pas de termes en Y2 et Y5 il vient immédiatement

n

.\ : 2 :
(25) Cﬁ{':-—:z(l—l- -—>, Cf ==— a2 Ay,

Supposons enfin qu’on ait dans le domaine de v, =0

X N4 1 B Dh D
(26) [)(.)’,5 T?:::-——:-)‘-T-;—\"——:'L—l-...; (:({_)’,S o= -}‘/T'F —2""' e

faisons la transformation (16) et appliquons encore une fois notre
proposition ; nous aurons

K - (&)
(27 ) D e ..)__”_j.._]’ D e B 2,
o hn BT g

Les relations précedentes déterminent complétement o (y, z). Hsulfit,
en effet, de former Pexpression
o b* ¢

‘.‘S —— s ——
(28) JAE= =Y (72 A= 2)? n

ol b désigne la dérivée de b par rapport & y, prise en tenant comple
de (3). Substituant & & et ¢ leurs développements (24) et (20), on
voit, grace i (25) et (27), que Pexpression (28), régulitre dans e
domaine de tout point e, admet dans le domaine de §; et v, des de-
veloppements commencant par des termes en y " et (y—1,) ", Le
produit par 7=* de P'expression (28) est done régulier en tout point du
plan (3, 3) et, par suite, se réduit & une constante Kz +-1)='. Ona

Ann, Ee. Norm., (3), XXIX. - JANVIER 1912, 4
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w2

ainsi
n " , N )
e e KT
(29) ¢ ot ’ (re-t-2) "o

13. Les relations (23) et (29) vont nous permettre de substituer un
systéme (7), (8) au systéme (e, B). Posons, en effet,

alogy¥ ‘:,::./ r(yv,s)dy,
ou

(30) Y == '.1)(05 ]()QY),

en appelant § (%) la fonctionelliptique de 2 obtenue par 'inversion de
(22), et en désignant par  une constante (non nulle) que nous fixe-
rons tout & 'heure. En appliquant les formules (e, ) et en fenant
compte de (23) et de (29), on trouve sans peine que ) vérifie le sys-
téme

no A
, dY
(dl> '('7:’; \ L]

3 d*V  n-4-o l-—-éﬁ( {l_Y_
Go) v Y W

- SIS . e 0 e 9 \
. l (K a2t Jor (nente o), ( {!.J_,_') ‘
AN / \

n* nk n Y

14. Tout revient done i déterminer dans quels cas la fonction v ()
définie par (30), (31) et (32) est uniforme. Soient V,, V, deux inté-
grales distinctes de (32); la fonction y satisfaisant i la relation

dY , o
- (Vi GV, !

admet le déyeloppement suivant les puissances de (;
‘ Yo Y (1o CY b
par suile,
d(zlogY,) et YU (alogy,)

sont uniformes. Or Péquation (32) admet foujours une intigrale
Vi =Y"5 éerivons 7 sous la forme (g) Coit mn’est plus néeossairement
£ntier)s nous aurons (h une constante pris) Y, =™ ou e’ suivant que
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mest fini ou non. Il résulte alors des conditions précédentes que
a2wimo doit étre une période w de b et que y, est uniforme.

Mais cette derniére condition exige comme plus haut (n°6) quesi
les racines de I’équation fondamentale déterminante de (32) sont égales

. I . .. .

leur valeur commune soit 1 + ~. Sinon, écerivons-les sous laforme (9)
foum et p sont quelconques); Puniformité de Y, entraine les rela-
tions (11).

Dans le premier cas, il résulte de (14) qu’on a

logY = (A'@+B)wi4- ¢ ou  logV = eNe 4 ¢,

suivant que 7 est fini ou non, et 'on a, par suite,
(33) y=Jd[(Az-+~B)*+14+ C] ou y = et O]

Dans le second cas, la formule (30) donne

A

_1_‘.
(34) _y::v!g(malogY"’)— :b(-;lon/)

i

en posant £=Y" ; ¢ est défini par les relations (13) (ol Y a été rem-
placé par ¢) et, par suite, est uniforme en x (ou pour n=05, M=2,
¢ est la racine carrée d’une fonction uniforme de 2); y est donc uni-
forme en x (51 condition que o soit le double d’une période dans
le cas n="5, M=2). Les relations (’ ) sont d"ailleurs des dégé-
nérescences évidentes des relations (34); il suffit de prendre
{ =(Ax+By*' 4+ (C ou (pour n =~Js) (=DM 4G, 0 =pQ
(Q, période déterminée de ¢; p, entier) et de faire tendre conve-
nablement A et B (ou D) vers o, G vers 1, . vers I'infini.

En exprimant que les racines r et s de I'équation déterminante de
(32) sont données par (), on calcule aisément % et K et, par suite,
b(y,z) et e(y,z). On trouve ainsi que v vérifie I'équation

. 1\ ¥  [ne4o2r  omi 242
3:) /g (l - o " — e M e e N | W !
(35) . on) oy 5 .o BN r J7 4

) N2 " ami AN+ 1\ femir\?
+[<,__>_____~{,.._7L<Mﬁ_£:t_) i (M__L> LLUAY P2
i n r 0 n n Cw .
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28
[ot r désigne la dérivée seconde de r()y,5) par 'up‘p«trl ay, l”'if"
en tenant compte de (3)]; pour o —==, l'il\l("‘,.’,’l'ill('.([(‘ (35 est donnee
par I'une des formules (28). Rien n’empéche d':nllmtrs de supposer
que la relation (3) est maintenant une relation algébrique queleongue
de genre 1.

D’aprés sa forme méme, Péquation (35) est invariante par toutes los
transformations birationnelles qui font revenir la courbe (3) sur elle-
mémes; inversement, si Pon se propose de trouyer toutes les transfor-
mations y =2 (Y) qui conservent (35), on est conduit i Fintegration
de Péquation d'Euler, ("ot on conelut qu’il nexiste pas d’autres
transformations jouissant de la propriété precédente. On yoil ainsi que
Pintégrale de Uéquation (35) contient algébriquenent Pune des con-
stantes arhitraires [ee qui ctaitevident, Capres (55, (3 et () [ obser-
vanten outre qu'elle ne change pas silonremplace o par At B, onen
déduit sans peine 'intégration divecte de (55). On peut dive encore
que Uéguation (35 ) est awtomorphe : autrementdit, Fune queleongue de

ses intégrales ¢lant connue, on en déeduit toutes les autress ce point
résultait aussi de la forme méme de lintégrale générale,

15. Posons-nous maintenant le probléme suivant dont la solution
nous sera bientot utile : Comment faut-il choisir la relation (3) pour
que les coefficients de (35) soient rationnels en y?

Tout d’abord, Uexpression

7o ! ami D 4
LRI U (Y T Ve v,
n 2 n "

rationnelle en y par hypothése, n"aura que des poles simples a residus
rationnels. Par suite Ia fonetion efuir et algébrique en a5 il en est de
méme de .

274 ana ot
-,‘,r(‘»""*,-,m)/my
¢ « .

.o . ‘ Y .
Cequl exige o =x o M == —— Dans e premier cas, pour que

b(y,z)ete(y,5) soient rationnels ey, il faut et il suffit qu’il en soit

. ! .
e il YO — b G oW ' o NP PRPPeN Y pan et ' " . .
le méme de il el par suite 7 est la racine m d'une Jonetion ration-
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nelle R(y). La relation (3) est done 'une des suivantes :

3

( = (r— ) (= @) (y — a3) () = @)
ez () om @) )2y - an) ( — )

(36) o ' a
Z o=y —a) (y — @) (y —az)’
= (e Py =g ) (@)

. . % . . ’ .
Le second cas exige que = sottentier, et, par cons¢quent, que 72 soit

¢gal b1, 2, —2 ou . On aalors M =14, 3, 1 ou 2, toutes valeurs admis-
sibles, puisqu’elles figurent dans (T). De plus, pour que b(y, z) et
¢(y, z) soient rationnels en y, il faut encore, et il suffit, que 7 soit la
racine carrée d’une fonction rationnelle de ;5 on a done

r(y,s)=s=s,

avee
sto= (y—a)) (y— ) (y —ay) (y — ).

Troisiéme cas, @ == o.

16. On peut alors (n® 2) supposer y et 3 exprimeés rationnellement
en fonction d’ane seule variable Y, de telle sorte que Y soit rationnelle
en y et 3, et, par suite, uniforme en . Il estdone loisible de supposer
que b et ¢ sont rationnels en y seule, ce qui va noas permettre de rame-
ner le cas w =0 au précédent, o= 1, dans 'hypothése n =1, 2, 3, 5
el w.

Revenons en effet & Péquation (17); nous aurons, par hypothése,
c=1,0=o0, cttous les wg sont ¢gaux i 25 en remplacant au besoin y
par (y — )=, on peut toujours prendre pour Pentier m correspondant
au point & Pinfini la valeur — 13 par suite les entiers m; correspondant
aux points singuliers «; & distance finie vérifient 'équation

NV
N 1
A—l< IN,')
VeS|

Nous retrouvons ainsi Péquation qui joue le role fondamental dans
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le travail de Briot et Bouquet surles équations dilférentielles

dy
xo©
(37) s R(y)

(R rationnel eny), dont Vintégrale générale sl uniforme. A toute
fonction R(y) correspond pour b(y ) lexpression

no-a R

R T

Drailleurs, toute relation (37) est une des équations (36) ou s’en de-
duit par une dégénérescence résultant de la coincidence de plusieurs
des a; (*).

Démontrons maintenant que la forction z|y(x)| définic par (37),
doit étre, comme y, uniforme en x. Lin cffet, les seuls points o en
lesquels Puniformité de y n’entraine pas nécessairement celle de z,
sont les points x =& pour lesquels on a y=a, Or, dans le domaine
de £, 'inversion de I'intégrale

. T y

1
iy

My -~

«

-
1 e

(=) ML) e ()

(ou @ et 9 désignent deux fonctions holomorphes et non nulles pour

1
¥ =o;) donne manifestement pour (y - 2,y el par suite, pour z,
une fonction de « uniforme dans le domaine de %.

On peut done dans le cas actuel considérer I'équation (2) comme
allachée a une relation (3) de genre 1 (dégénérée ou non), telle que la
variable de rationalité s ne figure pas dans (2) (¢f. le début du ne 9).
Par suite I'équation (2) est une de celles qui ont 6¢ formées au n® 15,
ou s’en déduit par une dégénérescence résultant de la coineidence de
plusieurs des @;= ;. Dans ce dernier cas, I'intégrale est définie par
"une des relations:

1° y=uy[(Az - Byt (] ol Yoo b edri o,

(1) Zoir pour Uintégration des équations y’ == =, oft 3 st dounde par une des relations (36),
J. DoLsNis, dnn. Ke. Norm., 3 série, t. XV, 1808, p. 545130,
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ol ¥ désigne maintenant une fonction du type exponenticl ou ration-
nel, vérifiant une ¢quation de Briot et Bouquet;

1)
AT

a0 y_—:qJ( logt>:R(l),

avec

Az +B = /.—(u_n_, { n=rf,2,x, —2,
o (l—l—(‘,t”)m M =4,3,2,1,

la fonction ¥ devant avoir au moins une période w (etune seulement),
y est algébrique et, par suite, rationnelle en ¢ et d’ordre arbitraire.
17. 11 nous reste a étudier les cas n=1, 2, 3,5, %, les seuls qui
puissent fournir des équations nouvelles. Moyennant une transforma-
tion homographique effectuée sur y on peut toujours supposer qu’au
point y =20, on a . =2, m =1 (nous dirons (ue y == est un point
ordinaire); I'¢équation (17) s’¢erit alors
v
2
(38) 2(1——-—> =9,
, 9
. (=1
en posant ¢, = p;m,;; ainsi ¢; est infini ou divisible par 2, 3,4,5,6,7
q: ne pousant étre égal a 1, équation (38) n"admet qu’un nombre
limité de solutions. Le maximum de v est 6, puisque le minimum de

1 — —'- est ,—i); onpeut doneprendre v = 6,5, 4, 3, 2, ee quifournit pour
; :
les ¢, le Tableau suivant : '
33 3 3 3 3 3 7 4o
3 3 3 3 6 3 8 a4
3 3 3 4 4 3 g 18
3 3 3 » 3 10 15
3 3 4 e 3 12 19
3 3 6 6 h 4 o
3 4 4 6 4 5 20
b h 4 4 b 6 o
3.3 -6 4 8 8
3 4 -1 5 5 1o
3 5 -30 6 6 6
3 6 w g -y

Ce Tableau donne immédiatement les racines 7 el s; de 1'équation
fondamentale déterminante relative & o, et par cela méme détermine
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O(y)s quant i e(y), il est entierement déling par la connaissanee de
rielsg, ainsi que par laproposition du numéro 6. Donnons un exempledu
genre des caleuls auxquels conduit T détermination de by ) et ey ).

18. Soit n=1, avecyv =3, ¢, 3, g, 6, ¢y wi g Besige

’ ey =3, m,=1,dolr =085 —2;¢, == donne soif ., Sty o,

Fy=1, Sy =2, S0t P, == Gy Myez 1, Iry==0, §,=2 3, soil oy o 2y 0, == 3,
Q5

P =y Enfin, pour ¢, ===, on doit prendre p, =, o

ry=

.

10 L
e R el L Sy L )
m . m,

En exprimant que I'équation () posstde une intégrale holomorphe
et appartenant & 'exposant o dans le domaine de y =2, on (rouve
aisément la condition
Pt Py 4
(ol o, et p, désignent respectivement 7y ou s, et 7, o s, ), qui donne
moo=zhe oo, o= 3, 6 et wg

la dernitre solution est inacceptable, car elle donnerait un point loga-
rithmique en o, avec r,==1, §, == 2. On oblient ainsi :

P 3

b(y) = LI |- e s
Y — 4 Y — Yooy
h fe (19 = foos kY o= d

=y T o=ar " e ey (v

le pointy = étant ordinaire (n°17), on a

L= (b= == 8) oty b (i = i e Yoty b (o = f) 2,
avee

20 20
h=9 o o0 =~ sy

] §]

oy
4 . on 3
k=13 o 3 "L I
] 4]

19 Indiquons sur Pexemple precedent comment s'effectue inge-
gration des équations ainsi formées. D'apris les valeurs de 2ot £, il y
a cing cas possibles; dans les trois premiers, Vintégrale o(y) de (I‘l.)
est un polynome du (roisicme et du quatriéme degré en y, et ]5:11' stite,
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o . dy\*? . R
¥, définie par la relation (W) = ¢, est une fonction elliptique de 2.
Pour intégrer dans le quatricme cas, faisons une transformation (S)
avec
Y — oy

Y =%

L’¢quation () n’aura pas de points singulierslogarithmiques; aux trois
{

. . oy o\ ¥ . , . . .
poin(s Y = (;‘———;—‘) - les racines des équations déterminantes seront
\NOL T Wy

o et 2; pour le point Y = o, ce seront r et 3; enfin le point Y = = sera
ordinaire. L'intégrale de (E;) sera donc un polynome du quatriéme
degré en Y, el par suite, y s’exprimera comme fonction rationnelle, &
coefficients numériques, d'une fonction elliptique du second ordre
de #. La méme conclusion s’applique au cinqui¢me cas.

20. En procédant ainsi, on ohtient des équations qui rentrent dans
la forme (35) ou sont d’un type nouveau. Pour énumérer ces derniéres
je me bornerai & donner dans chaque cas le Tableau

ryory .o.ory

{
? Sy Sy “ o Sy

des racines des ¢quations fondamentales déterminantes r;, s;, relatives
4 chaque point singulier o5 le point y === sera toujours un point
ordinaire; autrement dit, on aura pour (7,, s, ) les valeurs (~— ;7 ———;’

sin=23,(—=3,—2)sin=2,(—4,—3)sin=1,ct il n"y aura pas
de logarithme dans le développement de intégrale générale. I1 faudra
ajouler & ces équations toutes celles qui s’en déduisent par une trans-

formation (S) : (y — ;) ' =Y.

20. Les cas n == et n = 5 n'introduisentaucune équation nouvelle;
on doit prendre, en effet, M =2 ¢t 'on retrouve ainsi des dégénéres-
cences de Péquation (35) obtenues en faisant pour 7= :

r(y,s) ! ou !
. )= )
S i i ’ (y — o /~—CZ‘),
(3 = a0)? (y — o) () — aty) Yy =
AINTIL ammi
f3) 222 1 ; ou ————
oLy — Oy

(o = o) (g — o1y

Ann. Fe. Norm., (3, XXIX. — JANVIER 112, 2
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: ‘ 3 o v et (g g
(3[;1)0\11*72,:::5:r(_y,... s (y =) oy -2y Naveeo vl (o =2y )7

dans ces formules comme dans les suivantes we représente un entier
arhitraire.

91. Le cas n == 3 introduit encore une dégénérescence de (55)

1 amTi g
ry,s)== ’ ) 2% s (o entier arbitraire),

(y = o) (y —a) Ky Ay \

et donne deux équalions nouvelles :

2 gt{
e [§] (9] 1 (3]
. )3 13
KR KRS
2w fr g
3 77 6H oy

1
Intégration : Y == (y = o2)* (y — o) * raméne |2} a[1] dont Iin-
tégrale est donnée par

22. Tableaux des équations nouvelles pour n - :

3 3 o o \ 303 3
rpfe e e (] A [31)4 4 4 °
2
T2 2 2 2 5 5 N (" ’:} 5 0 "
hoh ' hoh o4
3 3 . G0h
P ) wi e ()
.o o o vy b0 0 1 S V44
! 5
L D S € D Ok N C 21 S
g st
_3: 3 3 . 7 . ‘ 3
8113 3 3 —~ N S o o o 4
* |5 5 3 1 Lol ?i a [1o] Aoh b
oL W 3 3 S
b4 2(“ m) 5 { 3404
Intégration : [ 1], [4], [5] 1 /" = (AP, BP,)* (P, et Py, polvnomes

eny de degrés 3 et 2).

(1) Cette équation a ¢16 dludice sous une autre forme par Halphen (Aetee meth, v, 1,
1883-1884, p. 347 et p. 379).

(%) Lorsque m est mulliple de 3, cotte dquation est identique a celle du diedro,
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i A

La transformation Y= (y —,)*(y — a,) *raméne [2]a[1], [3]
af2], [6] a[4], [7] 2 [5], et enfin [8] & I'équation

3( 1> 3< x)
- [ — — - — —
2 m/) 2 m

:“ "";‘-
du type (35) dégénéré. La transformation Y= (_y— a,)*(y —a,) °*
raméne [g] & [1] et [10] & [3].

23. Tableaux pour n =1.
{o o o o i o 0 o0 o o 0o 0 0 0 1
3
[I]?zzzz Lz]{zzzzB []{22222
Lo oo 0o 0o o o o o 1
4
[4] 303 2 > [5]{2 2 4 [GJ{?. 2 3
2 2
1 1 0 o I 2 o o S—g- % o o
[71)5 5 | [8]§§§,2 9145 &
2 2 2 2 .—))' -,5 Y2
o . f o 1 1 . _50 o o0
[ro] 2 2 2 [‘”]l 2 3 2 [12] | 2 3 3
4
I 1 (8] -g I T 0 (0] I 1 (8] I
' iy b ‘ 4 q
(18115 3 5 ['["IEE 3,03 l“'g?. P
- = 2 = 2 2 2 2
l 2 2 3
o . (o 1 3 o 1 2 o
6 - : ' p 3 10 ] 2 4
[16] { ” 4 L7ly, o s [18] §i 3, [roly3 5 |
2 2 2 2
45, b4,
3 3 3 3 o 0 0 o f O 0
) 23
O T N £ A 1}
3 3 ° 3 3 °
3 3
° 1 I —9: ; O 2 2 O 2 I (]
[24] [25] (6115 4 (27143 5
2 2 3 70 S - = 2
AN A 3 3 2 2
4 4
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. P 4
o PR i ! ,
2 2 0 129 bt (l m) Y \ *
18103 3 0 I
- 2
2

{ ¢ Ik ! K ) )
P ( ) ﬁ ":3 2 ( - "L ) ? 9 o8 H
? PR \ 1y, T
: (¢ 2
[3:] ) 3 30103 5 [sa173 5 o (,A S
(" (3 5D B N [ a9
5 o2 3 B
| o Ch
yroon T T 33 U ST
EIE T II’ : ECTR
N ! ) o )
‘) A - . o "' n "
s Ly M Lo »
H
" | o O I ‘l 1 1 , \H 1
50| ( N S Fiel oo n el I

Integration. [e] ]=] [3]. 1] [G]. [ro], [ [ ]re] ] 6 el [22],
1231, 1241, 1381, 3ol 1ol 1411
yrAP, B,
(P, et P, polynomes en y de degris 4 et 3 ). ’
La transformation Y='==/ 4 (y - o))" (v — 2,) " (& arbitraire)
raméne [4] a [x], [7] & 2], (8] & {3], i3} a ol {14} afez], fih] o],

[x8] & [16], [xg]a [17], [Bo] & |36 ], [31]a[37], [32] & [38], [33] a | ol
134] 4 |40], [35] & [41] et [29] &

du type (35) (n° 14).

La transformation Y~' ==/ - (y - 7.,)‘(’ (y - = )_"" ramene o af o],
[20] & [6], [21] & [5], [26] & [3], [36] a [38] et [37] a [40].

Enfin la transformation Y == (v — 1,_.‘); (v -2, T raméne EXIEIEIR

24, Les Tableaux précédents, joints & Péquation (35 ), fournissent

(1) Cetle équation est identique a I'équation du diedre Cdans lo e de Péquation [0
m doit 8tee multiple de 4).
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la détermination explicite de toutes les équations (1) & coeflicients

rationnels en y; en se placant au point de vue du numéro 2, on peut

condenser tous les résultats de cette analyse dans I’énoncé suivant :
Lorsque 'intégrale d’ane équation (2) est uniforme,

Ou bien n = — 2; alors le genre @ de la relation (3) peut étre quel-
conque et 'intégrale est une fonction fuchsienne (ou kleinéenne).
3 y/lz
"

o = -+ C('y, z).,vl:,’
le coefficient ¢ (y, 5) satisfaisant aux conditions formées par M. Poin-
caré [ par suite, i/ est impossible de ramener pour n = — 2 les équa-
tions (2) & un type unique .

Ou bien » == — 2; alors o ne peut dépasser 'unité.

Dans ce cas, I'équation (2) est de la forme y" =

0) , . . .
Pour =1, 0onay=9 (-J“'IO(“PO’ o étant une fonction elliptique,
i \t)‘7rL <) ] o

o une de ses périodes, ¢ une fonction définie par Pinversion de I'inté-

grale
Ar+B— [—
& =)
\/(l—{—CL‘“)’Tﬁ

(n=1,M=1,2,3,4;n=2, M=1,2,3; n=23,5,n, M=1, 2;
n quelconque, M =15 pour n =5, M = 2, ? est une période); ou y est
dégénérescence d'une telle fonction.

Dans ce cas {'équation (2) est de la_forme (35).

Pour o = o, I'intégrale a Pune des formes précédentes (dégénérées
ounon), ou elle s’exprime par 'une des formules suivantes (apres
une transformation birationnelle préalable) :

(39) Yy —a) [ A(y — o) - By = ay)* %,
(4o) Y= (AP - BPy)%,
(41) Y'E= (AP, -+ BPy)

(P;, polynome eny de degré 0).

Dans ce dernier cas il existe, pour chaque valeur de n, une équa-
tion (2) qui reproduit par dégénérescence loutes les autres ¢quations de
ce dernier type correspondant a cette valeur de rn.

Pour justifier les dernicres lignes de I'énoncé précédent, dans le cas
de n=1, par exemple, il faut ramener dun type unique les équations
[1], [2], |3], 5], - -, [40], [41], en apparence tris différentes, rencon-
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trées au numéro 23. Mais la réponse est immédiate @ Formons Péqua-
tion (B) la plus générale dont Pintégrale est un polynome du quatricme
degré en y; elle s’¢erit

d*y t dP de Q)

(i G A
ol
Pz yb4-omys 4 (3n—h)yt4-a(ap k) y*
A (hr— ke - 3Ly yt A= 2 (hp — ml)y 4 hp - n
et

Q=roy*-+16my* -+ 6(an—l)y" ~Gly + A fon = linre),
et admet les deux intégrales
=y iyt ky 4L et Py e m Yyt ny 4

Lorsque A, k, I, m, n, p sont arbitraires, on obtient ainsi I'équation
(E) du type [x] du n°23, avee six points apparcmment singuliers
simples. Il suffit de donner & ces constantes des valeurs telles que I'équu-
tion P = o admelte des racines égales pour retrouver toules les équations
[2], - .-, [40] énumérées plus haut. Exprimons par exemple que y o
estracine de P==o; nousauronsles deux conditions hp - md-=0-kp-nl
qui entrainent soit Ahn — km = o0, $0it p == o = I; on refrouve ainsi
[2] et [3].

Une conclusion analogue s™applique pour 72 - 23 toutes les Gqua-
tions (1) & coefficients rationnels ne rentrant pas pour 2 = o dans le
type (35), équivalent a un systeme (e, ), oft (K) a la forme (42) avee

P=ytaamyd - (3n —lyyt——ohy v hn—km,
Q=06y*+6my —oh.

gl

A ce point de vue, on doit considérer les équations y” = X2 o
»"=o comme des dégénérescences de [ 1], e qui de prime abord pon-
vait sembler paradoxal. Mais ¢'est ['équation | 1| qui jouera le rile essen-
uel dans U application des équations (1) @ la détermination des équations
différentielles du troisiéme ordre dont Uintégrale a ses points critiques

Sexces ().

(1) Comptes rendus, L. 147, 1908, p. iy, Cest en partant de Péquation [t} que
M..(Jhuzyfx‘ formé une Gquation différentielle du (roisicme ovdre, dont Fintégrale a ses
points critiques fixes et qui reproduil les Gquations VI, Y,

( coey par o dégdndrescence
( Thése citée plus haut, p. 51-61).
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23. Il existe d’ailleurs des transformations qui raménent, les équa-
tions nouyelles introduites pour n=3 et 2, a celle qui correspond a
n=1. Prenons, par exemple, Péquation (4o) (n==2); il y a une
transformation
(43) oo fIAB;Y)

(f, algébrique en A, B, Y) telle que Y vérilie une équation
Y*=A Y-+ B,Y, de la forme (41); les quantités A,, B,, algébriques
en A, B, s’expriment rationnellement en Y, Y’, Y”. Il suffitalors d’éli-
miner A et B entre (43) et les deux équations donnant A, et B, pour
former une relation algébrique

(44) Fl, Y. Y, V") =o

entre les intégrales y et Y de deux relations (1) pour lesquelles on a
respectivement n === et 1. D’ailleurs, la transformation précédente
contient nécessairement 'une au moins des quantités Y, Y”, sinon
elle se réduirait & une transformation (8) qui laisse n invariant.

En général, la relation (43) n'est pas rationnelle en y et sa forma-
tion exige de laboricux calculs. Je me bornerai done 4 un exemple. La

transformation
. y= v
change I'équation
. 2Y"Y!
Y= —y (r=1)
en la suivante :

I (IL:TZ);

. . . a2y , .
la transformation Y = 2 change la seconde de ces équations en la

S

premiere.

DEUXIEME PARTIE.

1. Considérons une équation linéaire irréductible du second ordre :

()2 P
(1) 5—(-77 == p(ax)y,
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ot p est une fonetion rationnelle dex: possédant un sead point essentiel-
lement singulier, soit a === (irvégulier au sens de L. Fuehs)s ona

ainsi o
m N ‘;
) [ZF R e o C -
1 I (1 /‘/).; FL 1,
/EX) j=0

Ayy hareeey Ay Gtant des points apparemment singuliers, ¢t me, v dens
entiers donnés une fois pour (vutes. Nous nous proposerons dans
cetle seconde Partic de choisiv pour a;, 2, p; des fonetions analytiques
de nparamétres ¢, ..., ¢, (les plus générales possibles), de telle sorte
qu'on puisse adjoindre i (1) 2 équations

O Ay - Co
(2) ;)_I,_;'"‘Ai') e B'J.T' (F v v e it),

a coeflicients rationnels en x, analytiques en ¢, ..., ¢, et formant avee
(1) un systeme complétement intégrable,

Nous ne limiterons pas le nombre 23 nous montrerons, en effef,
qu’on peut toujours choisir N ("v) fonetions T, Ty de 7,000, 7,,
distinetes et telles que les coefficients de (1) déependent seulement
deT,,..., Ty et qu’en outre le systéme (2) se réduise 2 N equations

Jy Jdy e e . . .
iV dontles coefficients dépendent h(ﬁtll(tltn('xq.«l«- | I

en

2. Pour tout choix des fonctions p, Az B, répondant aux conditions
précédentes, Uintégrale générale y (e ) du systéme (1), (2) sera une
fonction linéaire et homogiéne de deux constantes arbitraives, Soient,
en effet, y, et y, deux intégrales particulicres dont le rapport depend
elfectivement de 2. On aura

Yo Gpy Gy

Gy et Gy pouvant dépendre de ¢,,..., ¢,. Mais puisqie y, y,, v, vorifient
le systéme (1), (2), on a

et il résulte de notre hypothise sury, ety que G,et G, sontdeux eons-
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. . dy
tantes absolues; on peut en disposer pour que y et == prennent des
valeurs initiales arbitraires pour @ = x,, £, =1{},..., t,=1,.

3. Kerivons maintenant les conditions d’intégrabilité du systeme

D2y oy ..
= ——=—- ] viendra en vertu de
L0t~ Ol 0L’ ‘

(1), (2). Exprimons d’abord que
) (2 ]

Pirréductibilité de (1) :

9 I)A.,‘ Jd/ ko ()A/; ()A,‘
(5) 95, T Beor = BT |
)B B B (i k=12, .0in).
(72573 (}B/, . (73 5 ~ .(_._ﬁ
(4) 5 B = an e
Dy . Py

Ecrivons maintenant que ; NOUS aurons

dt; da? ™ dxt ol

o DA, oB, odp ., _ Op .

(3) o +9,/)(_)z+5;[,.~.(-”—i ({==1,2,...,n),
. 2B, LY

(©) o e O

Réciproquement, si les conditions (3), (4), (), (6) sont remplies,
le systéme (1), (2) est complétement intégrable; en effet, on voit aisé-
ment que le résultat obtenu par dilférentiations successives pour une
dérivée d’ordre quelconque de y (e, 6,,..., ¢,) est indépendant de
Pordre adopté dans les différentiations, & condition qu’on ail :

Dy Dy Py Py Fy ___dy
D0l 0ty 0t D0zt dxrol; D 0Lpdr Ol Qe

Les deux premiéres conditions sont vérifiées par hypothése el la
seconde résulte de (3), (4), (5) comme on le vérilie facilement.
L’¢limination de A, entre (5) et (6) montre alors que B, doit étre
une solution de I’équation
7*B; oB; ) )
—L ‘ P T/

el e g (C==1,2, ..., 0).

(7) 0z WP "’ Jdil;

Une fois connue une solution B,,..., B, du systéme (4), (7) (*), on

(1) On verrait aisément que de toute solution BY, ..., By, dussystéme (4), (7) on peut
dnn. Ee. Norm., (3), XXIX. — Jaxviir g1, 6
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y < N

aura, d"aprés (6),

' ity

- AV,
0 oo

A,

les fonctions A? ne dépendant que de ¢y, ¢, Mais dapres (5) ona
OAY  0A}

dt,,\ o
on peut donc écrire
A 1 JA
L LR
! A ()l,

en désignant par A une fonct tion des parameétres £, ..., 4, qu 1 est
toujours loisible de suppnsm’ egale a 15 il suffit, pour cela, de Faire Ia
substitution ¥| Ay ; la nouvelle fonction v verifie encore (1) et satis-
fait aux équations

LA WS 9,
7)7_(\“ A i )y e B

Nous pourrons done prendre

4. Cherchons maintenant la forme de la fonction rationnelle B, ().
Ltudions-la d’abord dans le voisinage de 2 == . Soit

Bz lpao hyarc Ve L (003
les termes de degré le plus ¢levé dans (7) seront

da,, o,

—~ (G rii=am) vt oy

(hris ) i,

ce qui exige en général r;=1, et 'on a par suite
B hpw - T - (G,

ot G;(2) est une fonction rationnelle nulle pour . =,

déduire une infinité d'autres par les formules

B, = B, B Byoy= By, Bz Bi ooyt oy yate gyl

ot y, eb ya sont deux solutions du systeme (1) et () vépondant & BY, ..., BS, et oi
a, £, v sont des fonctions acbitraires de ¢,,.
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Montrons gw'on peut supposer h;= o =1h;, et par suite B;=C,,
moyennant une transformation linéaire effectuce sur x, A,,..., A,.
Tout d’abord, on a d’apres (4) :

0h; _ dhy
dtp — ot;’
/i d/ ,
‘;l’/ Wy b= ()):’ I
Nous pouvons donc poser :
v df X ;L Oy
= 7: -37[' ct /L[ _._]-. i, )

J et g étant deux fonctions des paramétres 7,, ..., Z,. Faisons alors la
substitution

(8) x| -

d e A
2 et 1,-,—"——,—‘1 (i==1,2,...,v),

I'équation (1) admetira tou]our x = ); comme point apparemment
singulier et les équations (2) s’écriront

Jdy 1 o [ ()y
248 —_ -_l
Jde; a ‘/‘ ot; < L, \j) |0’
or, (I’:lpl'(*s’ les valeurs de A; et A en fonction de [ et g, le cocllicient

de 7)7 Y dans cette dernicre relation est nul pour z ==z.
Cela étant, la fonction B;(x) ne saurait admettre, apres (7),
d’antres poles que les points «z=24;. Soit alors dans le domaine
de A;
4]

B;,— -—————————/‘” i (1Y > o),
(x—1;) " )

le terme d’ordre le plus ¢leve dans (7) sera

(L) —1) (W) + 1) (19" -+ 3)

(@ — 7-j )/‘.lj'»o-:s il
On a done I’ =1, et par suite
. v
2] . \
(9) B, = — (F==1,9, . ..,0).
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5. La solution de notre probleme sen deduit tmmaediatement pour

, Uy e et
= o : d'aprés (9), on aura B; = o, ¢l dapris (7). R les coefli

cients apy ..., @ de p(w) sont done indépendants des parametres
Ly voey L (M)

6. Ce cas banal écarts, substituons les expressions (g) duns les
équations (4); il viendra (*)

v
(10 Joryj 0% = 22 iy Gt s 2t A IR TN TR A PN
dty, ot (2, 1%
T=:1
. . )
~/ e \Y

11 : " R 771 B R T B
(x1) aij ‘ } Y- /‘/) hy i, 7_,,,‘ Iy

[£58 % 1

En substituant les mémes expressions dans (7) et en annulant e
coeflicient de (& — A;)~", on obtient

i \'ﬂj iy
12 — e Y (GG Uy P ey LR
(r2) s R /- Loy bg

Ces relations entrainent (11) comme consdquence.
En tenant compte de (12) et des relations

" ¥
) ~ . <E 3 v
13 =1 PR 2 : ; L
(13) P nhy =YL ' bjoo by
J o=t

/]

qui expriment que le point == 7, est apparemment singulier pour
(1), on vérifie immédiatement que le coefficient de (o - 2,y est nul.
Il vient d’ailleurs en annulant le résidu en 7,

v
do; 4 (7 )
(1 4 L Oy s r!w- —
) ot 2 ar,
L1

(1) Clest un eas particulier de la proposition qui sera déwontrde an n® 7.
(%) Poir, relativement & la notalion adoptée, la note (25 defla page 8,
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(6} 4, - L. . - .
ol 22 désigne ladérivée partielle, par rapportaa;, dusecond membre
Ry 8 J

de (13) [/ ayant été remplace par £ dans (13)].
Enfin, en exprimant que le premier membre de (7) est nul pour
x = =, on obtient par un calcul facile (') :

da,, g .
—_— I ) T ———— r==1, 2, Wy L)
dl; ai; ( )
(15) m—l—2 v
day, 3 .
5= 2 2(/1.-—/l~)(z,,+k,+,2a,-.,'7.‘§ (A=o0,1,...,m—2).
i
k=0 [j=I

7. Nous pouvons ¢établir maintenant, comme nous 'avions annoncé
précédemment (n® 1), que les coefficients de p («) dépendent seule-
ment (pour 2 >v) de v fonctions (au plus) de ¢,, ..., , et que les
6quations (2) se réduisent & v (au plus). Les équations (12) et (14)
montrent, en effet, que pour n>>v le déterminant fonctionnel de
Ayyoony Ay, gy opar vapport & v +1 quelconques des paramitres, soient
lyy «ouy lyoy, a pour valeur

) 1 1
S e SO e M
1 1
S P
Dy By e T 2) (| TR
Dty by ooy lylyyy) | l
oy dy—7, Tt ®
e e e,
oy, d7.; 07
oy 25 Oy O
2T Cyo yy O
L cee see o
Oy Clyy - Oy O
Doty Pty oo Gygry O

il est done identiquement nul. D’apres (12) et (15), il en est deméme

(1) Les équations (ro), (12), (13), (14), (15) forment un systéme complélement
intégrable ; de plus, il est facile de vérificr que les équations (14) se déduisent de (13)
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des déterminants fonctionnels de 2y, ooy 2o, «j par vapporta v i1
quelconques des paramétres. Supposons alors qu’on sache frouver
N(Ev) fonctions T; == 9; ({4, «. ., t) (i1, oo Ny dndependantes, ot
* . . Ty L Al <13 ‘ N
telles que A, p; et «, s’expriment i Paide de Ty, ..., Ty seulement.
Le déterminant fonctionnel des A; par rapport i v queleongues,
L,y ..., t, des paramétres posside au moins un mineur dordre N¢v)
différent du zéro, tandis que tous les mineurs Fordres supérienrs
(pour N <v) sont identiquement nuls.
Mais ce déterminant est égal au produil

1 1
2 e i e e, Zyy Aya e xl,l
P ly = Iy Ly y
g Zgy e Ly |
. | v bes
Frget et . %[y e -
RS S B f o Fo "

Le premier de ces facteurs est différent de zéro en général (1), On
démontre alors aisément que Uhypothése procedente exige (si N7 v)

que tous les mineurs d’ordre N -+ 1 du second déterminant soient idenii-
quement nuls.

Cela étant, soient ¢, ...,y N des paramétres donnés par rapport

Tyyr un autre quelconque de ces parameétres. On aura d'apres (12)

par différentiation, & I'aide de (12) ot (15), dans Uhypothese oi le déterminant

1 I
204 T S e
g /2 hyty
1 1
J—— 9% Ve e
ha Ay ' lo 1y
1 1
fmege g e e e U0
Ayt Dy dy o

ot différent de zéro. Celle circonstance est compldtement analoguo i ecelle i e presente
en dynamique lorsqu’on cherehe a déduire de Pintégrale des forees vives P'équation diffé-
rentielle #" = () du mouvement reetiligne d'un puint.

(1) S'il w’en Gtait pas ainsi, on remplacerail le déterminant fouctionnel de 2,

’ G 2oy Doy paar
celuide 2q, ..., 2y 4, p/, par exemple.
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et (9):

f—;f—l‘ ‘())—j-ll B, % %:% B,
D%y, ...y 2y N B
L . Bmam e e . .o . ] .o e eee .. —_
D(T,,...,Ty) Jdo, doy B ok D B
iy o (—)T\'—-:l AR Dlxpy o Oy PNt
L 1
%P1 =, . yo—
l 2p02 v - Gy 2473 . Clyy
ho— 1y b do— Ay
...... . .. R V7 Oay Clag oy
1 I .
Ay — 74 )_\:-7__, T )—;'_____—)_: ONg1,0 OIN41,2  eve ONaegw
1 I 1
z—7, x—1,  x—=1

. . . . . 1
(ou, dans le premier des Tableaux rectangulaires précédents, s—-
N Sy
doit étre remplacé par 2p, pour N=v). Or le produit des Tableaux

est nul : ¢’estévident pour N = v et pour N <{v, ¢’est une conséquence
o D (R, ey Ry) . .
de ce ¢ récede; d’autre part, on a ——2—"2 == £ o :¢'il n’en étai
ui précede; d’autre part, on a DT Ty F#o:s n élait
pas ainsi, on remplacerait A,, ..., Ay par N des quantités A,, ..., A,,
O1s sees Pus iy -++» @, convenablement choisies et la conclusion subsis-
terait. Nous pouvons donc poser
N .
Y dJdaoy. .
B-:Zl).-——'; (20,2, ..., 1
i k ()ti ( )

k=1
et, d’apres notre hypothése sur ¢, ..., 2y, les équations (2) entrainent
les suivantes :
d ; 0y . 1 oD, .
) =Gy + Dy ) (J,“T.‘————-i)-—' (l:::l,fa,....N).

Jor; oz’ - 2 Ja
Tout revient donc & démontrer que les D; ne dépendent que de
T,, ..., Tx. Or nous pouvons mettre les D; sous la forme
D,“: ’_l}l-(’rl. e ey 'I’_\;, 1N+1" ey [,,‘),

la fonction U, vériliant I"égalité

0Py db; ap ap
Wi g 0% 0P . . —
da? [ dz 2oz YT oT: o

la fonction rationnelle §;;(z) = 0—4:)’6—(1—1 (N <jZp) intégre alors
J
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I’équation '
Sl L

Pbig gpdra Wy,

o o Do T

en vertu de Pirréductibilité de (1), elle est done identiquement nulle
et la proposition énoncée au n® 1 est completement ctablie.

8. Il s’agit maintenant d’éludier le systéme des équations dun" 6.,
Pla(;ons-l’u’ms dans le cas 2 == v et ellectuons sur £, ..., 7, une trans-
formation préalable de facon que o, ..., %y, deviennent égaux i v
fonetions arbitrairement choisies des 7. Les A, satisfont alors (par
papport & ¢) A un systéme differentiel ordinaire (). Ftablissons une
propri¢té fondamentale de ce systéme @ SO Lentier meest supcricar @ 4,
les fonctions symetrigues élementaires de b, ..., v, (considérees comme
dépendant de 2) ne peuvent avoir lewrs points critiques fives.

oy

I I s i “ -
in elfet, remplacons ¢; par et;, o; par o el a, par ' Lorsque g

tend vers o, notre systéme tend vers le suivant @

()a;j ()a/,‘j ,)'/‘/
— syl ( Y Y TV s
n T " e, Al v
n
N theey,
9 o ,‘/I i
o Xt
/=]
( 1 1 M ()'/ 0 - '
In en déduit a;; = —-J-d[‘ el @, == const.; enlin 2; est donné par les
l
¢quations
()./‘._/ ) (),/'j C
TR e D) o Vi, Wb g

prenons fi=¢,, [; =0 (y == 1) et e résultat annoneé deviendra ¢vi-
dent.

Inversement, nous verrons que, dans le cas v == 1 et v = 2 auxquels
nous nous timiterons désormais, les fonctions de 7, 1 4, ( pour =1,
A+ Ay et Ak, pour n= 2, onl pour s’ 4 leurs points eritiques fixes.

Premier cas, v —=1.

9. Il est alors loisible de supposer 7= 1, e par suite nous suppri-

(1) Ce systéme cst ordve m - - 15 les Lrois premiéres cquations (15 ) en lournissent
dailleurs Lrois m.L'(s;:rnl'cs premieres pour me S pour pe 4, L quatrieme dquation (15 )
donne une quatrieme intégrale premiere; Pordee de ce svsléme s'abaisse done i v 4 1
pour mz g ¢l i v -0 pour me o 4.
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merons les indices qui affectent les lettres A, p, «. Faisons le change-
ment de variables
(16) 2o dt,=dt,

et les équations du n° 6 prendront la forme suivante (ou les accents
désignent des dérivées par rapport a 2) :

L o(12) N=—p,
m
I Q
(147) p'=— = D haiit,
h=1
|
- alll‘—o‘_'a/n'—'].)
(bm) (5,) mo—lt—2
i IO
a’,L:—z- Z (h— k) @pyprs A* (h=m—2,m—3,...,1),
k=0
m
([3/) ﬂ()'_—p?—Eah)xh.

h=1

On vérific une remarque antérieure (') : pour m=4, Pordre de (S,,)
se réduit & 25 pour m >4, il est ¢gal & m — 1. Supposons m<4, ce
qui est d’ailleurs (n° 8) le seul cas ou A(¢) puisse avoir les points cri-
tiques fixes; nous aurons

A= Cu,y az=/4hcy, Ay = C, L = Cy, ay=2(cyt + ¢1),

ou les ¢; sont des constantes qui peuvent étre nulles, et A vérifie

I’équation
W=1c,(2234+21t) +c3(6X2+ ) = o h + ¢y
on a enfin

ag= 12— ¢, (W 4+ 22¢) — 2¢y( 2034 hE) — cuh*— 204 A,

d’ou
ple)==c,[ar— M (22— 1) +20c,[2(2> — 23 + t{(z — )]
3
“+ (& — A 4 2¢(x — X)) + 4 _ X -+ A2
(x—A)?* x—14
et
1
2
B(z)= z—h

(Y) Zoir la note précédente.
Ann. Ec. Norm., (3), XXIX. — FEVRIER 1912, 7
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10. Moyennant une {ransformation & coeflicients constants ¢[/Ae et
AN+ 1: il est loisible d’attribuer aux constantes e; Mundes systimes
de valeurs suivan(s :

G, €y Cy €,
L0 0 d,
(17) o 1 0 o,

/
) (8] O ! O,

o o o 1 (nomooout),

Les deux dernieres équations obtenues sont hanales; mais il est
bien remarquable que les deax autres coincident avee les cquations
irréductibles et I découvertes par M. Painleve,

Dailleurs, il suffit d’effectuer les transformations inverses de (8 ) et
(16) pour voir que fa fonetion 7, envisagee au debut de cette analyse
comme dépendant des paramétres 4, ..., 1, satisfait par vapport i
Ty =9,y ..., t,) i une équation du second ordre Ca points eriti-
ques fixes), et aussi générale, suivant Lo remarque de M. Painleve,
que I'équation linéaire non homogine du second ordre,

pas les seules des six ¢quations irréductibles du second ordre (et du
premier degré en 2”), qu'on rencontre dans la recherche des condi-
tions d'intégrabilité des systémes linéaires. D'une facon précise, nous
allons montrer, avant de poursuivre 'étude de notre problime, qu'a
chacune de ces six équations V1, ..., I, soil

(18) W RO 1),

on peut assocter un systéme linéaire

.0y

‘ (1") mte 2z Y
()J"’

(4 /

. 0y 1 JB 7
' (p./) B SR UNPI IR VI T | .7
{ at % o
(p+ Ay Brationnels en a, analytiques eu ¢) tel que ., point apparemment
singulier (unique ) de (1) doive salisfaire a (18 ) pour que le systéme (s)
sowt complétement intégrable. 1l serait aisé de former directement
ces systeémes; mais on les retrouve immédiatement par le proecdé sui-
vant qui s"appuie sur des résultats de M. Painlevé ot de M, R. Fuchs.
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11. En cherchant & résoudre le probleéme énoncé & I'Introduction
¢n° 3), M. R. Fuchs est conduit a former la condition d’intégrabilité
d’un systéme (s) pour lequel (')

a b c d
CE) p:—aﬁ“‘—(x—l):+(.1-—-t)'-’+w(x——-1)
3 . 8
T ey T rle—nN(@=t)  z@z—1)(z—1%)

(a, b, ¢, d désignent des constantes dans la suite de ce numéro). Il
trouve que A doit vérifier I’équation

. v 1 (1 1 X e (X r 1 /
(V1) }"*2<1+)\—1+1—t>)‘ <t+t-—1 t—7\>7‘

1

@+ -

A—n(r—1) 4
E(E— 1) _a+b+c+d-+-x— =3

+ 2 ¢

b+7’; p R t(t—1) |.
Tomy T TG

et les coefficients «, 3 sont donnés par les formules

I I
a4 - b+ -
o Ce—1 L, 5 . 4 4
“= mo—no=n, TN 0=0 ] w5 T gy
d+ L
¢ 2
- TO=—o Tia=nlt’
_ [(l—-l)-l/_ L(A—1) 1 1 .
P=—so=n" > <7.+1-——;>’
on a, enfin,
. t—3% ax(x—1) __ 10B
B= (=10 a—x A__;?)'—»c'

D’autre part, M. Painlevé a montré que I'équation (V1) reproduit par
dégénérescence les cing équations V,..., 1.

Il est alors bien facile de former les systémes (s) : en elfet, & chaque
dégénérescence de VI reproduisant une équation (18), on peut asso-
cier une dégénérescence analogue du systéeme (s) relatif 4 VI (*). On

(1) Nous avons modifié légérement la forme de M. R. Fuchs, afin d'abréger les formules
ultérieures. '

(2) Toutelois, il importe d’observer qua ce fait n’est nullement évident; il existe en effet
des dégéaérescences du systeme (1) relatif & VI auxquelles ne correspond, a la limite,
aucune expression finie de p(x) contenant . cffectiverent.
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trouvera ci-dessous le Tableau des systémes (s) relatifs i Vo IV, 13
dans le cas des équations II et I, le resultat est donné par le n® 9,

(@) = L ct* bt d
! Tat (x—1)t ()P ml'(‘rv 1)?
U L S I
ha—21)r  a(x-—1)%  a(e—1)(r— 1)

; 1/ 2 M '(a-~}~1/~+~l)1(7.~1)‘
¥ A ~—~;<7—‘+T:—">22—'—7+.’. -

(2

abl ael(l 1)

{ / f
120, . o hi AR
Of 5 st s /(/' e 1Y et s i g e S T SO ’
AV ) R D A VA DL P
- ! !
} i i g
R VESETE b
8= 0= ( U, ‘ B Dot (g e 1
2(h—1) 2 Aok x> t £
a o e wt\? ' f
p(x) == = = e b e (—-—-A'”wi{») e LN A
& & 4, G — 1)? a1
1
‘ n a4
l‘v " —— )‘ 1& )”
W= -5+ ;7‘3 A 4N A (P 4 DY) — 8 mr.,.l ,
o 4= .
o )/t - /;%‘ EIAL P
T 3 r 7 ) 4= b |,
YL v
Bt B 2
} A,
ct* bt o o : £
P(T)-':‘},‘;,"—--L—, i Sl SR 4 s o —
x : & o G == 0)% (a1
nr - A YA awb  he
Mo e e e e (- 2 )) - e A
7 T ) 7
Ay It ol ’
AR A | o)
1/; X} ( K -/‘:‘ f -} } //)q
. Ry %G g
'f) LI e -*-—:—:‘-—-——'7 [‘ b m-.“-.y/:.:i,._,.a ( ’)
) =y '

(N [ 2erira b " . -
)( )L c’quaytmu I domne Uéquation U & Paide de la transformation ¢ =s%2, ) ==t
(PAINLEVE, Comples rendus, t. CXLIE, 1906, p. 1115). 1 !
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12. Revenons maintenant au systéme (S,,). Pour m >4, A satisfait
4 une équation d’ordre 7z — 1, mais n’a plus ses points critiques fixes.
On peut simplifier notablement la forme de (S,,) en introduisant de
nouvelles fonctions b;, liées aux a, par I'identité en a.

é oc,“z"L:Z bz —A);

h=0 j=0

en tenant compte de la relation
k=2
Z & Cl— jCi+?
(20— k~+2)Ci=/C,
i=j
on obtient sans peine le systéme suivant :
b, =o,

Y a— !
bmr-i =m bm 7\ ]

/ . i .

(S),) b,,t,_i.':(l—i—l)/)i7\'+—2-[;,-+2, ({=m——2,m—3,...,1),
2N = by,
(by=1?2, p=—1N).

Le systeme (S),) admet toutes les solutions de (S),_,); en particulier,
il posseéde des intégrales uniformes. Il serait intéressant d’en étudier
les intégrales voisines, et de rechercher si I'intégrale générale admet
des points critiques non algébriques.

Deuxiéme cas, v = 2.

13. Nous allons aborder maintenant I'étude du systéme formé au
n° 6 dans le cas v =2, et en supposant m =4, ce qui est nécessaire
(n°8), si I’'on veut obtenir des systemes dont les intégrales ont leurs
points critiques fixes. Nous avons le droit de supposer nZ2 (n°7);
prenons n =2, nous verrons (n® 24) que la solution du probléme
pour » =1 en résulte immédiatement.

Moyennant une transformation préalable ¢/, = 2,(¢, w), t, = 1,(¢, «),
on peut prendre

- _— o
Gy == — — T= Oy et ——-(z“:;:a”.

N | =
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Effectivement, il suffit de choisir g, et 3, de facon i verifier Tes
équations

() ()f{h 1
o o T
9 9, 1
(19) Gragr TR Y

()(01 ()’192
. £y) i Gy =4~ O a3
oy =+ o) i = (Ot ) Jie

La résolution des deux premieres équations est toujours possible,
car, si les coefficients de p (2) dépendent effectivement de deux para-
métres, le déterminant o, o, — %,, %,, est différent de o (n” 7).
Dailleurs, on a d’aprés (10), en désignant par < une fonetion de
Lete,

b ay
Gy e Clyy ay’ Aar b Gag i
2

et la derniere des équations (1g) exprime que £ est une fonction de
Y (¢y,2,)5 les deux premiéres donnent alors p (2., 9,) == ¢. lin defi-
nitive, les fonctions ¢, et 9, sont déterminées & une fonetion arbi-
traire (de «) prés. Posons maintenant :

(20) Ay Ry 2, Iy by y, pr-t py== 2.

Les équations (10) se réduisent & une seule :

do oo
21 — T i i ¢
(21) ot ak?

les équations (12) et (14) donnent :

[ 0x I : e

WET e gue s,

dy Jy 10
22 - =z g . -
(22) Jt ’ PR (‘0' fa .l‘)’

Jz ( . 0z 7

m—— T e 2 i -V —cn e 2

Jt 4)')/("0‘ P du “()y (vi=pi)

S)—r’—i(-tf)—@—;j(l(*s'ir'l' tles dérivées par r: '
oy Gty designantles dérivées parrapporta y des seconds membres

] a5 ] * o - .
de (13) ot I'on a exprimé 2, et 2, en 2 et y. Dailleurs, les (quatre
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premiéres équations (15) s’intégrent de la facon suivante :

1]

Ciy as=/c;, ay=— ¢, ¢y ay=—1hecyt + ¢y,

a, =

les ¢; désignant des constantes (absolues) qui peuvent étre nulles.
Les équations (13) donnent alors

3 1 P
(23) P1—P2-—z+;7

oul’on a posé
(24) Pz, p,t)=coay(x?+ y*—4t) +cyx (22 +3y*—4t) + iy + 505
on a d’ailleurs

O(P?+P§))_£ ol d(P?_P%).—f)_l_)_
dy T Jx dy oy

et le systéme (22) s’écrit, en définitive,

().’L‘_i | i)‘_lf—a~
-()_t—x+s7 du — 77
. ar o _ P
(=) L de T o %72
0 o os _ o
¢t oz’ du — T dy

Les fonctions x, ¥, 5 et o étant choisies de facon & vérifier ce sys-
teme, g, et g, sont donnés par (20), (23) et @, par I'une des relations
(13); les coeflicients de p(x) sont alors parlfaitement déterminés.
Tout revient donc & intégrer le systeme (X). '

L4. Etablissons tout d’abord des propriétés de ce systéme. Pour que
le systeme (X) o P a la forme (24) (voir n® 19) soit complétement
intégrable, il faut et il suftit que la relation (21 soit vérifice; il devient
alors manifeste que Uintégrale génerale de (X) est de la forme

x = f(t; A, B, U),
y=&(;A,B,0),
s=/h(4;A, B, U),
a=U"k(¢t; A, B, U),

(23)

olt U désigne une fonction arbitraire de w, A et B, deux constantes
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-

arbitraires; on peut disposer de A, B, U de facon que &, v, =
et ((-))—;—;—“i (i=o0,1,...) prennent pour £ == {,, u ==, des valears données
a l'avance.

Lorsque ¢ et « varient indépendamment, le point dont les coordon-
nées x, y, s sont représentées par (25) déerit une surface intégrale ()
de (2). Je vais établir que pour que les constantes A, B figurent o ‘une
Sfagon distincte dans Uéquation de (), il faut et dsuffit que l'un awmoins
des coefficients c,, ¢, de (24) soit différent de zéro.

On rend ce résultat intuitif de la facon suivante : considérons le
plan tangent & une surface (=) passant par un point arbitraire @y, ¥,
z,, et faisons varier la valeur initiale ¢, adoptée pour . Dlaprés les
équations (), ce plan enveloppe un cone (du second ordre) pour e,
ou ¢, == 05 lorsque A et B varient, (o) engendre done un réseaun. Au
contraire, pour ¢, == 0 == ¢,, e plan est lixe; mais les équations (29)
se laissent alors préciser de la facon suivante :

e ‘f‘ (€ tys A, U,

yema (bt AU,
sz fiy (b= ty; A, U )5

et lorsque les constantes d’intégration varient, () déerit cette fois un
faisceau.

15. Abordons maintenant 'intégration de (X). En remplacant ., v,

seteparhe, by + £, -7; et A%+ L, ot i, &, [ sont des constantes con-

venablement choisies, on peut donner aux constantes ¢, ' des sy s-
temes de valeurs ci-dessous :

S A

=) o0 o0 o«
() o 1 0 o
(22) 8] (#] X [§]
() o 0 o (fi 0 ou ),

) Ssionant le cvafd - :
(%) désignant le systime (%) correspondant au choix des constantes.
Lintégration de (£,) et (X, ) est immédiate; x*, v, z sont des fone-
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tions rationnelles de ¢, pour (£,) etde ¢ pour (Z,) (*); dans le premier
cas,ona:
x2: (U2+ A) [et—~l“____ e—(l-—~l“) ]2__ (fﬁ'lut“) -4 (‘,—zu—‘l“)’
y = Ulet~4 + e~ t=t) ],
5 = U[ef~%— e =t ],

et dans le second :

x22= (2U + A) (L — 4)*— 4(t — ¢,),
"'to)z
y=—7F= U,
s = (t— L) (pour n=1),
et
xz:(}(t—"'to) ~+ U,

y =A(t— ¢),
z = A (pour 7 = o).

16. L’intégration de (Z,) et de (Z,) est beaucoup plus cachée; effec-
tuons d’abord U'intégration de (£,); nous en déduirons ensuite celle
de (%,). Il s’agit donc d’étudier le systéme

| 9z _ 2  xy(2’+ y*—4l)+ax
s it x + 3 ’
d
(%) G =5,
()5 2 2
g7 =)y Bty —ht)+a;
I (_&’i_..a,
\ du — 77
o Joy _ ay(et4yr—hl) +ax
(23) du —_— o o ’
Js , ’
m::_‘ as(x?+3y*—4¢).

Posons, a cet effet,
(26) w’-}-.)"‘—-—f;l—}—%::v:;

(') On voit ainsi que x(¢) n'est pas uniforme; le méme fait se produit pour (Z,)
ot (Zg); il était d'ailleurs évident d’apréslaforme de (Z). Ainsi, aprds tout circuit effectué
par ¢ dans son plan, Ay et A, reviennent & lears valeurs initiales ou se permutent.

Ann. Ee. Norm., (3), XXIX. — FivRiER 1912. 8
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le systéme (X;) donne :

du (2= 0
Ay o
i arys,
d’ou 'on déduit
RO 4
ou du
(27) el ~;~,

et, par suile,

(28) R Vi st

en désignant par T une fonction de la seule variable 73 cette fonetion
ne peut d'ailleurs vérificr par rapport @t qu’une équation du .s'mum{ ordre
aw plus : sinon x, y, s s’exprimeraient algebriquement en fonetion de
T, T, 17, et, par conséquen(, seraient indépendants de w, Formons
cette équation. Les ¢quations (X)) donnent

e Py
(29) : e S DA

différentions (28) par rapport & £; nous aurons

(30) B 4 T 4= W”:-. .

R T

enfin, différentions (30) par rapport & ¢, tenons compte de la derniire

, . - v p de g . ’ )
équation (X)), exprimons x*, y, z, 7 en fonction de ¢, T, T et nous

obtiendrons une ¢quation du second ordre vérifice par T, et on, effec-
tivement, ¢ ne {igure plus :

Y
, " o h
(31) P o 4T 4 16271 — 2
2'l I
C’est une des équations découvertes par M. Gambier; son intégrale
générale est méromorphe et s'exprime (') a Paide de la transcen-

(1) B. Gampirr, Thése, Upsal, 1909, p. 31.
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dante II, de la facon suivante :

= 2‘:3——16t7:—|——s(8+!|a\/5) (e ==1),
€ T2
T=3 042 4t
> -+ Py g,
et inversement,
T —2ay2
T=E
2'l

La fonction T, = /T satisfait a 'équation
2
(32) T! = 2T} + 85'1‘,—%;

pour @ =o (et dans ce cas seulement), T, est méromorphe; c’est
alors une transcendante II.

17. Je vais démontrer maintenant que z*(2), y (¢), 5(t) sont méero-
morphes. Posons

Vi 2
(33) o=
V satisfait a I’équation de Riccati
oV Vi—ao —
(34) 'Z)T'“'"“_-}T—WV\/T’
et l'on a
2V =

Notre proposition est alors immédiate pour a =o; en effet, d’aprés
(32), T, = VT est alors une fonction méromorphe de ¢, ne présentant
que des poles simples, de résidus égaux & Z=1; d’aprés (34), V est
alors méromorphe en ¢ et, d’aprés (35), il en est de méme de y.
Considérons donc le cas général a == o; posons encore

2T dw
(36) V= aw or’
w satisfait & ’équation linéaire

?w T -\ 0w a? _
(37) '()7""‘(717'4‘ 1)"()7'-—2,—112“}_0~
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Les seuls points ot il ne soit pas évident que y soil meéromorphe
sont les pdles et les zéros de T. Or, dans le domaine d’un p(»lv: to 1y,
les coefficients de (37) sont uniformes; fes racines de Pequation fon-
damentale déterminante de (37) relative & ¢, sont o el 2 ouwo et 4
mais 7, est pour le coefficient de s dans (37) un zéro dordre 4. 1 en
résulte facilement que ¢, est un point apparemment singulier, et, Aapris
(36), V (ainsi que y) est méromorphe pour £ ¢,.

Supposons maintenant que £, soit un zéro de T, l):n‘\s le domaine de
t, les coelficients de (37) sont uniformes en (2~ 2,)*; les développe-
ments des intégrales de (37) procodent done suivant les puissanees
de (¢ — /‘,):}; comme d’ailleurs, en vertu de (51), le developpement e
T commence par le terme 2a Vot oty les racines de Péquation

’ . 1 v
fondamentale déterminante sont - o, et, parsuile, ona
}

i
(38) W (L ) "‘L'{(/ IRk I

ott ¢ désigne une série procédant suivant les puissances positives
- [}

croissantes de (¢ — £,)* et commencant par une constante (qui peat

étre nulle). D’aprés (36) V (et, par suite, y) est une fonetion de 2 a

deux branches au plus. 11 sagit de montrer que y est effectivement

uniforme. C’est ce qui résultera de la relation

(39) Vtvz'x: 3,
vérifiee par les deux branches de V qui se permutent en ¢, et que j'éta-

blirai tout d’abord (*).
Je considére, a cet effet, expression
2T dwy D,

e LR
at Ot Jdt L

L P

ow w, et w, désignent les deux déterminations de w se permutant
autour de ¢,. En vertude 'hypothése a -f- o, si w, integre "équation (57)

(1) On voit aisément que dans le domaine de t,, V est donné par une série proeédant

suivant les puissances positives croissantes de (- ty)* el commengant pur le terme

¢
constant ~y/5; mais, en se bornant & la considération de co développement, on ne pout
décider au bout d’un nombre fini d’opérations si la relation (3g) est vérifide.
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ou /T est pris avec une détermination donnée, w, intégre la méme
équation ou T a la détermination opposée. On déduit alors sans peine
de ces deux équations :

W se réduit donc & une constante qu’on vérifie étre nulle en remplacant
w, par son développement (38) et w, par le développement conjugué.
Or, d’aprés (36), la relation W = o entraine (39).

Cela étant, appelons y, et y, les deux branches de y correspondant
aV,etV,; daprés (35), on a

yi— =i V) (£ = 5 )V
il résulte donc de (39) que y est uniforme, comme nous l'avions
annonce.

Ainsi donc y, algébroide en ¢,, est méromorphe en ¢, ; et par consé-
quent y, z, * sont méromorphes en tout point ¢ situé a distance finie.
En définitive les relations (28), (30) auxquelles on peut joindre la
suivante

(Jj_— 1 T 2a(ei-—1) + ¢
pi—2 Vier—2a)T  2y/(v? - 2)T

]

T'-—!—f;l

font connaitre U'intégrale générale de (X;); quant a (X7), il se réduit
aI'une quelconque de ses trois équations qui exprime o en fonction
de x*, y, z. Par suite x*, y, ssontdes fonctions essentiellement trans-
cendantes de deux constantes arbitraires et dépendent en outre ration-
nellement d’'une fonction arbitraire de w introduite par l'intégration

de (29).

18. L’intégration de (¥,) est maintenant immédiate, car (X,) est
une dégénérescence de (X,); pour le voir, il suffit de faire la substi-
tution : ’

1 ) =1 B 1 3 1
z|efx,  yle “(1+ey), sle sz L oe “(/—’—l—s’t), aloe ?, o|€tay
. A
lorsque ¢ tend vers zéro, (£,) tend vers (Z,). Effectuons alors sur
T et ¢ les substitutions correspondantes

=5 1
T3 (—areT), ofet,
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et les équations (28), (30), (29) donneront i la limite :

e '
(28 y="7
(30") Tz 612 -~ 3¢,
dy et 3T
(31") 5 o= -«~;——-'

ces équations joinles aux suivantes

G BTG T T ey
[ T 16 A He

o
e qen—

représentent Uintégrale générale de (2,). L'équation qui joue le role
de résolvante () est done ici Pequation 1.

19. 11 est bien remarquable qu’on soit amené @ rencontrer les cqua-
tions | et 11 en partant uniquement de (%), sans s'0tre donné au préalable
Ueapression (24) de P. D'une facon précise, proposons-nous de choisir
la fonction P(w, v, ¢, «) de facon que (¥) soit complétement inte-
grable : nous allons voir que P est nécessairement de la forme (24), et
Uintégration de (X) se raménera comme nous avons vu a celle
de 1L, I (ou &4 une de leurs dégénérescences ).

Berivons, en effet, les conditions d’intégrabilité de () :

do 20 1 QP
(4o) PTiRr hl
b9 (290 9Py

(41) ! o ¢ (m ox ot ) o

0P Jo 2 0*P 0P _<()’I’ grpe 9P
(42) dy ot + “[a; dz Jy - ady ~ T\oat ()y’) l COrou’

Ces équations devant étre compatibles en o et :))7, ona:
; p or
' dy

2 2 9P " LA L B (t)’l’ P

x* zdx O & dxdy * atdy "\ ozt T gyr ) oo

[ . L, 0P

du o du
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Il vient, en annulant les coefficients des diverses puissances de z
dans ce déterminant,

()P<02P 02P> 2P (2 7] S 2P):0

du\dz _02) = dz du \x dx = dt  a?

ap[l,<g 9*P oﬂp> 01:)<3£ ()p>"

ou x x dy - dtdy)  dy \= dz = ¢ =0

Nous supposerons d’abord
apP <2 oP  JP 2P> o

v Y R

et alors les équations (40), (41), (42) sont stirement compatibles.
Il viendra dans cette hypothése

2P 0P
(43) d T pE = O
P
4 I —
(44) dron >

p(2 0L Oy oRgaoe oby
& dxdy Ot ()y> dy (1 dx at ) -

L’intégration de cette derniére équation aux dérivées partielles
donne
P=o(X,y, w)y(X,t, u),

o et Y désignant deux fonctions arbitraires et X étant égal & 2* — 4¢.
L’équation (42) se réduit alors & (41) qui, combinée avec (40),
donne

e J 2 1 JP

Y 'L‘) T 2 0u’

et, en vertu de notre restriction, cette formule fournit pour « une
solution, finie, non nulle et bien déterminée. Posons alors

b, (z 109 2\ __ P
(45) iz b (; = %) =5
et

O (@, y, 8 w) =0(X, y, t,u);

9 . .
nous aurons « = — et I’équation (40) donnera

S
N
—

-

1 06, /2 P 1 d9, 1 d0, 2 opr 20, I
—az(:»z “)*'7;“““7)7——”5;*7‘——

<
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Cette relation devant étre vérifiée quel que soit 5, ona:

‘ ()01 oP
(46) Poz ="
2 00, d0, 20, dP
(47) z 0x 7)7~+ T
1)01
(43) o

L’équation (47) s’¢erit, en vertu de (45),

/. ()J/,

Jar Yo
d’ou
g oo Xay ),
b(X, b w)’
mais, d’apres (48),
Jr
/)y

=0,
d’on
, o( X, ',’)
(X, yytyu) = T AT
Or I'équation (46) entraine 0, ==p(y, £, «) P*, et par conséquent
I’expression
o(X, u)
WXt u)y (X, y, 1)

est indépendante de X. Posons alors

X,
10{3[1_75‘((‘7‘("71““;}“) =L1(X 6 w0
et
1
o 108 G 7 /Ko s
il vient
()f 1 ‘)./ 2.
X Tax T
d’ou

Sr= (X, )+ f5(L, 1) ol Jo= = (X wy = [y, w),
et par suite

o(X, u)
T =X odta) et g (X yu) = hi (X, w) b (s a),
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On aura done
P=0(X, )W (y,u)w(t, )
Cherchons & déterminer ®, ¥ et w de facon a vérifier (43), (44)

et
0P
A —
(49) dudy =%

conséquence de (45) et (48). Si %I == 0, on aura, d’aprés (49),

0w Jd
dy du _ ()—u((pw)__g’(“)’
PR o  g(u)
Jdy :
d’ou o
(X) o, (1)
V=g(w)[g:(y)+ g:2(e)], ‘1"”:_‘%‘_
et enfin
(50) P =0,(X) o ()& (y) + £:(0)];

. ;L
et d’ailleurs, si W o,
Jdy
(51) P=®(X,u)w(t,w).

Exprimons maintenant que les expressions (50) et (51) vérifient
(44); nous obtiendrons successivement les quatre formes suivantes
possibles pour P :

Pz==o() [V(r)+9(w)]
P=a()®(X)¢0),
P=w() [®(X)+g(w)]
P=uwn(tu).

Mais la considération de (43) montre que des formes précédentes,
seules sont admissibles les deux que voici :
(52) P=ow(t)[y-+o(w]
(53) P=uw(¢,u).

Substituons (53), par exemple dans (¥); nous aurons, en suppo-
sant w == 0 :

U’ oU
s=2C = = — =0
s y=0t+ U, o - <()t

Ann. Ec. Norm., (3), XXIX. — FévmEs 1gr2. 9
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et la condition d’intégrabilité pour a s"éerit

2 CUY IO GUY O
[P — —+». s i oo e -
at W (. du mt dt’

elle ne peut étre vérifice identiquement (¢’est-a-dire indépendamment
1740} . 4 M N o L
de x) que pour ;;‘i = 0 = U’; mais alors (¥) se réduil & un systeme
«u :
différentiel ordinaire, ce qui fournit une solution banale, et notre
. - l. . »
restriction initiale cesse ailleurs '¢tre remplie. La méme eonchiusion
s'applique "autre part a4 (52) @ notre restriction initiale est done
inadmissible, et on doit supposer
Jap ('J. P op " l")

du\xda o0 Pas

3y . . ’, . ’”’ ’ s / \ ;o
Supposons d’abord |/ o5 on aura, d'apris (fo) et (4,

L T S |
s du Naor ot ar) o
H?

. o oy {
et, par suite, on est obligé de prendre ;
- I

(41), (42) se réduisent alors aux suivantes :

== 0. Les fquations (4o,

o E

(40’ g% L. %2
) dit ' £3 o

a JP JapP 2§

(4 2 Lol

) x dx T ot I

21 2p
(4{;’) l) l — ()I._ - 0.

o oy*

L'équation lin¢aire du premier ordre (417) a pour intégrale
Pla,y, 1) =2 Q(y. a4ty 2 Q(r. N\,

halorn g y tion arhifrale ate |76 ' A H
?loficblgndnt une fonction arbitraire. Mais Féquation (427) devient
alors

)*Q JQ )" () 1
(54) R —6 et O )
gyt OO TR e AN

7

or Q ne dépend que de y et X: : 0 '
I | Yyet X oonadone gx: = 0 0u Qs AN - B,

en désignant par A et B deux fonctions de yv. Mais lo premier membre
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de (54) est nul; on a donc

A B .
Xgr T — A=
d’ol _
%,;é = et A=c,y +cy;
et enfin

B=c.y+3e, 4+ ey + ¢

On retrouve ainsi pour P I'expression (24), comme nous l'avions
‘annonceé.

20. Revenons aux systemes (Z;) et (X,); y(¢) satisfait & une équa-
tion différentielle du troisicme ordre et du premier degré en y”; elle
s’écrit, pour (X,),

A2
(33) y'= 3—9';,(.y”-13+4t.‘>'—a><.r” + %’—]— 42yt —8ty +9ﬂ> +3y%y'—hty -8y,

et pour (X,),
(56) y'= —)—3—, (Y —3)2+40) (y' 4+ 6y*—81) - 6yy' - 8.
V]

Les simplifiées (*) correspondant i ces équations sont

o 2
M 2

T oA WA [§18 o

2y Y S W7
et ont ¢t rencontrées dans la premivre Partie () [éq. (35) avee n =3,
. 1 "
w=2rni, == M=2ct 1].
Y

Il existe d’ailleurs des transformations qui permettent de déduire

(1) Poir note 1, p. 13.

(2) 8i Pou cffectue dans (56) la transformation == (" -1- 6y2—=81) (3y")~1, on on
déduit Véquation o = w'— (30 — u?) (1'— u?) 4= 48¢, dont la simpliliée est «” == 0.
I'éyuation en « a 616 rencontrée par M. Chazy dang sa These (n® 11, p. 28: Uentier £ ost
égal & »). Parmi les dégénérescences de (24) qui transforment (56) en sa simplifiée, il en
esl une qui, appliquée & U'équation on w, coincide avee la dézénéreseence par laquelle
M. Chazy déduit de Péquation en w Péquation réduite u” == wt’ —(3u' - u2) (0 u?)
(loc. cit., p. 18).
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(Z,) et (Z,) par dégéntrescence de (¥,) comme nous avons déduit
(2,) de (Z,)- Ainsi la substitution
1

& 1 .! !
le(i”;*s;’m, yle “'(1»4-«(3 “a.y), s|bre "z

A ! b
f tle 5(; - 6 "e"/>, a|6 %" o,
\ A

(57)

appliquée 4 (%,), donne (£,) lorsque ¢ tend vers zéro, et Ta sub-
stitution
v ; :
(58) alete, yle Hney), sl s tlet, aletz
appliquée i (%,) reproduit a la limite (Zy).
) . e . ’ N [ N ¥ ’ b il
Or Ta substitution (57 )y appliquee d (56 ) donne i la limite Pequation

2

(59) e (" ey "y )b 0

b
dont Uintégrale générale est
yo AR e b ALt b BAB 4 BUe D B e

et d’oti on déduit, i Naide de (58) (pour ¢ tendant vers zéro ),
(60) ylll.,v:.“ __3_'«( - 1 (ya 42y,
=357

L’intégrale générale de cette équation est un polyvnome du quatricme
degré en .

Or les équations (59) et (60) sont bien vérifices par toutes les solu-
tions des systemes (X,) et (X,); mais en outre des solutions preee.
dentes (solutions définies respectivement par les équations du second
ordre y" =y et y"=1), elles en admettent une infinité d’autres n'up-
partenant ni & (X,), ni & (£,); en d’antres termes, les équations  5y)
et (6o) ne sont plus équivadentes i (£,) et (2,). Les difficaltés resultant
du passage & la limite se résolvent d’ailleurs immédiatement, ot "on
aurait pu deduire Vintégration de (2,) et () de celle de (X,) 5 mais
en raison de la simplicité de (X,) et (X)), ce dernier point v olfrait
quun intérét minime.

21. Pour terminer "étude du systéme (X ) nous nous oeetperons des
surfaces intégrales (=) (n® 14). Pour (X)), 'équation des surfaces (7)
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s’éerit
2= (2y — s+ A)5*— 43 ou == A,
suivant que 1 =1 ou 0; & (I,) correspondent les surfaces (=) définies
par I’équation
(@*—3*) (y*—3*) + hys =LA

Toutes ces surfaces sont rationnelles, d’aprés leur mode méme de
representation ; elles peuvent d’ailleurs (sauf z = A) dégénérer en des
transformées birationnelles de la surface réglée de genre 1: il suffit,
parexemple, de remplacer dans la derniére équation y parcy, 5 pares
et de faire tendre € vers zéro.

Les surfaces (o) correspondant & (£,) et (X,) sont transcendantes,
elles possédent un faisceau de courbes algébriques (¢ = const.); les
courbes correspondantes de la surface (R) décrite par le point
(22, v, 5) sont rationnelles. Le réseau (n® 14) dont font partie les sur-
faces (@) est essentiellement transcendant. Ces surfaces possedent,
comme nous allons le voir, des dégénérescences algébriques remar-
quables.

22. Faisons dans (X,), par exemple, la substitution

e
oy
=0 )

Y
)
3

a£

(2]

et faisons tendre ¢ vers zéro; & la limite, nous aurons le systeéme

o.r I o.r
— T — T,
Jil 5 e
Jdv dy P
61 (o e S g
(61) Jit ’ du 5
ds __JP dJs ~ ar
\ g T ox’ du Ty’

avec
Pozy (a4 y2— fL,) 4 aw.

La condition d’intégrabilité de ce systeme  6tant  donnée  par
do
J¢
tuée sur u. Posons alors

= 0, on peut supposere == 1, moyennant une transformation effec-

z—+y =X, x—y=Y, {1 =T, [N = O
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il viendra

d ‘( Q b3 (,)\ (1

ar T T ot .

oY oY Q|
() 'l‘ = () k] ’(ji”i V ‘:: o
Jds  0Q ds0Q

JaT T aX ou T aY!

ol

Par différentiation, on obtient

X )

e TN
d’ o

A GE O
(,ﬁ;\) NN ek

‘2
et, de méme,

AY Y e ,
(”-“) -"l"«- "‘M»‘;f”\l } et Y }-/.,

XN [dY
(\'{22"‘1’) (:n) e

mais on a

-

d’ott

ho=k,
et enfin

- dv 1 (rl'.‘( dY )

En résume, appelons z(7) une intégrale determinée de équation

do\* 1
(62) (;7'?) gt Nl o nit e Ny

ol & est une constante arbitraire; Uintégrale générale du systime (61)
(ot @ = 1) sera donnée par les formules

I

"Z'::::;I";’(t"*'" " .i}.l\) ../?(A......,(‘i ”)l\
1

y :w-:;[r,;(/ Attt A b (L B
i

S [ Wb A (e B

A et B ¢tant deux autres constantes arbitraires.
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Dans la dégénérescence, « est donc devenu, comme y el s, une
fonction uniforme de ¢ et u; les coordonnées d’un point de la surface
intégrale de (61) [dégénérescence de la surface (o) attachée a (X,)]
sont des fonctions elliptiques de deux paramétres ¢ et «, telles qu’in-
versement, & tout point de cette surface corresponde un seul couple
(1, u), a des multiples pres des périodes. C'est donc une de ces sur-
faces remarquables, découvertes par M. Picard (*) et dont I'étude a été
approfondie par M. Painlevé (*) : elle posséde un groupe continu fini
de transformations birationnelles en elle-méme ; son genre (géomé-
trique) est égal & 1, et I'intégrale double de premicre espéce attachce

a cette surface et évidemment
f dudy.
ou, 4 une constante pres,
ff( l_‘z— ! i>a’x(ly.
P—s P+

Pour ¢, = 0 = a, la surface possede des faisceaux de courbes har-
moniques. Enfin, la surface («*, y, =) étant une dégénérescence de la
surface (R) (n°21) posséde un faisceau de courbes rationnelles :
¢’est donc une surface elliptique de genre zéro. Ellectivement, & tout
point z*, y, = correspondent, & des multiples pros des périodes, une
seule valeur de ¢, et deux valeurs de « dontla somme est B — A. La
surface est donc une transformée birationnelle du cylindre (62).

Le systéeme (X,) admet une dégénérescence analogue qui s’intégre
par les mémes formules, & condition de substituer a (62) I'équa-
tion

\ 2
<dcp) = 20— 8,9 + A.

dc

Pour ¢,=o0, on obtient des surfaces possédant des faisceaux de
courbes équianharmoniques.

23. Les deux systémes précédents offrent un certain intérét au

(1) Journal de Liouville, 4¢ série, L. V, 1889, p. 205-212.

(2) Legons... professées & Stockholm, Paris, 1897, p. 282-286. On sait que ces surfaces
ont recu le nom de surfaces elliptiques (voir notamment F. Exriques, Rendic. del. Circ.
Mat. di Palermo, t. XX, 1905, p. 1-3%).
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point de vue de la théorie des fonctions ('.”ipti(]'lll'h'. Il existe en eflet
plusieurs procédés pour en effectuer Pintégration; mrs!’rv la {“.Mgh:.,,‘l‘.“
précédente, la plus simple de toutes, on peut eneore Suivie pir the' -
nérescence celle qui nous a servi pour () (9t'(2-';,)- On peut encore
appliquer a (5,), par exemple, les formules suivantes

7Y

D e ey
\/v)' It it
R

y = (- - ‘,:M 5

et e
ey ;
st

g étant donuné par I'équation

dent g ( . 17 . T T
AN I R T RN I 'S ITCRRN ) I DL RTL Koy o e N
<()( ) PN ¢) ( )

+

ot les fonetions Gw) et K(wy verifiant les relations

K - \/"; ’!ﬁ e n\/-w- CF e 44,67 4 b ~Iﬂ.» (A, constante arbiteairio,
du e
et il existe pour (X,) des formules analogues,

Le rapprochement des diverses intégrales premiéres qu'on obtient
ainsi permet d’établir des formules elégantess en partant de (X)), on
retrouve le théortme d’addition de la fonetion pu de Weierstrass;
Pétude de (2,) conduit, dansle cas a = o, au théoreme analogne pour
les fonctions snu, enw ot dnw de Jacobi: enfin le systeme (X, (o
a # o) fait intervenir les fonetions elliptiques du second ordre satis-
faisant & I'¢quation non réduite (62).

24. Il nous reste & traiter notre probléme primitif dans I'hypothise
¢ =2, n==1. L'artifice suivant dispense de tout caleul ultérienr,
On peut toujours supposer, moyennant une transformation effec-

6@ SUr | R _—
tuée sur ¢, que o+ 2, == 15 posons done =, . e
]

Or, dans le cas de deux paramétres 2 ot w, la transformation 7 T,
u="T-+ U donne precisément les valeurs procédentes i %, ot a,,

(n° 13), et dans ce cas les fonctions Fgomm Ry B0y o g = ¥
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i+ p. = = satisfont au systéme

Iz _dxz Iz
oTf — 97 T oz’

Il en résulte évidemment qu’ici les mémes fonctions de la variable ¢
satisfont au systéme

dx 2 r _ .
Far- i

dy_ﬁ P

qf TETeED

ds opP JpP

J— ——.-__.._{._a...__.

de — oz dy’

ou P a toujours la forme (24); et, d’aprés la facon méme dont ce sys-
téme a été formé, son intégrale s’obtient en remplacant dans les for-
mules (25) la fonction U par une fonction arbitraire de ¢.

TROISIEME PARTIE.

I. — Formation du systéme (f,, F,).

1. Considérons une ¢quation différentielle linéaire du second ordre
(E,), a coeflicients rationnels et réguliers (au sens de L. Fuchs), et
possédant 2 + 3 points essentiellement singuliers (nZ1); le groupe
(G) de cette équation dérive donc de n + 2 substitutions fondamen-
tales. Je me propose, dans cette troisicme Partie, de deéterminer les
coefficients de U’ équation (B,), de fagon que le groupe (&) soit indépen-
dant des valeurs adoptées pour les points singuliers de I’équation. On est
amené a se poser le probleme précédent lorsqu’on cherche a déter-
miner les coefficients de I'équation linéaire, de telle sorte qu’elle
admette un groupe donné (indépendamment des points singuliers).

Moyennant une transformation simple, on peut supposer I’équa-

Ann. Ec. Norm., (3), XXIX. — Fivrier 1912, 10
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tion (B,) privée de son sccond terme : soit

%

(Ex) PF = plar,

cette ¢quation. Une transformation lm‘xnngr;q)hif.lme vﬂ'wtu.w'w M;'r 1
permet de faire coincider trois de ses points (zssent;lvlluuwut. singi fn»x§
avec o, 1, » (); soient £y, ..., ¢, les valeurs prises par lns'n pnfuls
restants (2). Si (E,) ne posséde pas de points apparemment e«m'g,gulwr.s
(¢'est-a=dire tels que les quotients des integrales restent uniformes
dans le voisinage de chacun d’eux ), p(a) est de la forme

"

Cain fo o Cnvz Cuia N Cr . i . * v

N (r1)? Yool 1) Do | (0 ()0 RS o)t /i)
¢

el, par suite, nous disposons de on ¢ 3 coellicients ey, G
Hyy ooy % mads le groupe (G) dépend de Sn 4 5 paramétres, 11 faut
done, pour que le problime soit possible, que FPéquation pns.»ie’wiu en
outre 2 points apparemment singuliers (simples) 2, ooy 2, (7))
L équation (K,) s'éerira done

(l")’ o Crvt

: Lnry 0 Ly

1
y dat x? (=1t " (e 1)

n
Al (4] ) “17 S
+ 24 = 1;)? ' & l)(.l'MI‘/)l
{m
n

+Y 8 B

(D) + @ - l)(-v‘;"ﬁ‘"’wy/j ‘,
j=1

(E,)

ou les §; satisfont a des conditions connues [éq. (17) du v 6], Les
quantités ¢,, ..., ¢, ont d’ailleurs des valeurs parfaitement déter-
minées (indépendantes de ¢,, ..., £,) résultant des coefficients des
substitutions de (G). Il s’agit done de choisir pour %, et o, (et par

(*) On voit ainsi que notre probléme cesse d’avoir un sens pour un groupe ((+) dérivé
de 1 ou 2 substitutions fondamentales, co qui justifie la restriction # *¢ du début,

(%) Pour abréger I'éeriture nous POSCIONS SOUVENL Zygy =2 Oy tuygeat, Lpgy=s %,

(*) Ce résullat 'obtient immédiatement lorsqu’on passe par Uintermédiaire des systimes
« absolument canoniques » (sehlechthin kanonische system ) do M. Schlesinger (Forles,
iiber lin. Differentialgl. Leipzig ot Berlin, 1008, p. 295 et suiv, ).
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suite, pour 3;) des fonctions des n paramétres ¢, ..., ¢,, telles que les
coefficients des substitutions du groupe (G) de (E,) soient indépen-
dants de ¢,, ..., t,. C’est 12 un probléme connu; rappelons briévement
la solution qui en a été donnée par L. Fuchs (").

. Soit (¥,, y.) un systéme fondamental d’intégrales de (E,) et
(S,y,, Sy.) le méme systéme transformé par une des substitutions S
de (G) correspondant & un lacet effectué autour d’un point singulier ¢
de (E,). Nous aurons

(1) Syi=oayi+ By
(2) Sy,=7yy,+ 0y,

ou a, B, v, ¢ ne dépendent pas dez,, ..., ¢, si (y,,y.) a été convena-
blement choisi. Aprés une variation suffisamment petite des para-
métres ¢, ..., 4, le méme lacet entoure toujours le point ¢ et ce point
seulement ; nous pourrons écrire, en conséquence,

()(S)’) 0’1_ ()}’1 0}'2
(3) T ()t ﬁ (i )
L==1,...,).
) I8ys) _gdra__ 90 4 0)'2
ot ()z =7 Jdi; 0t

Réciproquement, si les équations (3) et(4) sontvérifiées, on déduit

de (1) et(2)

da 92 _
PRARE T A R
9 9
PR AN

et puisque y, et y, forment un systéme fondamental, o, B, ¥ et ¢ sont
bien indépendants de ¢;. Adjoignons alors aux (:quations (1) et (2)
leurs dérivées par rapport i x

. SO _ 0 p0)s
(3) Dz ()x + P ox
g9re 0y N
6 2,0 59,
(6) ()z 01; +o oz

(1) Foir la bibliographie des travaux de M. L. Fuchs sur cette question, dans le
Mémoire de M. R. Fuchs (loc. cit., p. 301).
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() ¢ 1 N > 7 3 2
Les équations (1), (3) et (5) devant etre compatibles en 2z et 3,

i1 existe deux fonctions A; et By de @, £y .oy lus satisfaisant aux reli-

tions

(7) %{7 AN “f%‘?"
(8) Lo hire B
auxquelles on doit ajouter fa suivante

(10) s() - Asye s

qui résulte de (2), (4), (6), (7) et (8).

Or, dapres (7) et (8), A, () et B,(.e) ne peuvent avolr d';mirv‘s
points critiques que o, 1, 4, ..., {, ¢t 7. Effectuons alors 1a substis
tion S sur (7) et (8), et tenons compte de () et (1o);il viendra

. ) ("2’1 TP
yx‘ﬁAl e (},1 hnl 0y
\ 0% &
yaSA + 0’% BB, =04

mais y, ety, forment un systéme fondamental, done
SA/=0 = 8B,

Les fonctions A;(x) et B;(x) sont donc uniformes, et réciproquement,
s’ll en est ainsi, les équations (3) et (4) sont conséquences de (1),
(2), (7)et(8). Mais les points o, 1, ¢,, ..., t,, % sont régulicrs : A,
et B; sont donc [d’apres (7) et (8)] rationnels ¢n a.

Remarquons enfin que les équations (E,) et les suivantes
(en) 0y _

A A{y -+ By

dy
()l,' - (l -

(),’ Sla ey 1),

sont alors vérifiées par les fonctions y = Gy, 4 C,y, (0l G, et €, sont
indépendants de 2, ¢,, ..., ¢,); en autres termes, lo systeme (e, 1,)
est complétement intégrable ot réciproquement, cette condition entraine
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s

les précédentes. Nous sommes ainsi conduits & la conclusion sui-
vante : '

Pour que le groupe de 1'équation (E,) soit indépendant des para-
métres ¢,, ..., ¢,, il faut et il suffit qu'on puisse adjoindre a (E,)
néquations (e,), ou A; et B; sont rationnels en « (analytiques enz¢,, ...,
t,), et formant avec (E,) un systéme complétement intégrable.

Le groupe (G) de (E,) dépendant de 3n + 3 paramétres et I’équa-
tion (E,) ne renfermant que n -+ 3 constantes c,, . .., ¢,.,, il est clair
que la solution du systéme différentiel introduit par les conditions
d’intégrabilité de (e,, E,) doit dépendre de 2n constantes arbitraires,
de facon qu’on puisse attribuer aux 2 parameétres restants de () des
valeurs arbitrairement choisies : c¢’est bien ce que nous vérifierons
plus loin (n° 10).

3. En définitive, nous sommes ramenés au probleme énoncé au
début de la deuxiéme Partie [avec, toutefois, une expression différente
pour p(x)]. D’apres les résultats obtenus (2° Partie, n° 3), il faut et
il suffit, pour que le systéme (e,, E,) soit complétement intégrable,
qu’on puisse trouver des fonctions rationnelles B, () satisfaisant aux
équations |

OB, OBy 0B, . dB

(Il) 5?; l()x___—()—tl——l— k.(j.—’l"— (l,/i'::l,...,ll),
0*B; JIB; ap _op . v
(12) —()—J-c-a———ﬁp—(-)?———Qa—x—_Bi—i—zo—li_o (i=1, ..., n),

et, moyennant une transformation effectué¢e sur y, on peut toujours
prendre :

4. Cherchons la forme des fonctions rationnelles B,(2). Tout
d’abord, d’apres (7) et (8), B,(x) est holomorphe en tout point
distinct de o, 1, £,, ..., t,, A;s ..., A, et oo. Btudions alors B; dans le
voisinage de (k== i) et supposons que ¢; soit un zéro d’ordre r>2
ou un péle d’ordre — > o. Soit

bir

l?l: Z;—:—t-};—)-:[l -+. ..:I



78 R. GARNIER.

(la quantité entre crochets désignant une fonction holomorphe et se
réduisanta 1 pour @ == (). Il en résultera que, dans le premier membre
de (12), les deux termes
] )z,
bi(r—1) [r(r—2)—=dep] (e a)" " el ey o,

ne pourront se réduire en générals pour re==1 ou 2, ¢f, dans ce eas
seulement, une telle réduction sera possible: ¢, est done un zéro

(¢ =0 ou 1). Gomme dans la deuxicme Partie (n° 4 ) on démontre que
@ == A est pour B un pole ordre vau plus, soit 1 e/ (¢/ o). Enfin,
lafonction B, (@) peut posséder v autres zéros, dont nous désignerons
les ordres de multiplicité par v, 1y, ooy 1, Crp 2 0).

Serivons alors que le nombre des zéros de B, est égal i celui de ses

poles :

nd 3 "
\ \ 3
noet -}JZE,-»«\ T T APV
i ot i 17 e ¥
ke ;o
ou
nev2 Y "
" Y N
z‘ek»-’i»~2‘111-\\}-2‘a/ k= H
kows et feed

or, aucun des ¢ ou des 1 n’est négatif's ils doivent done tous ftre nuls
(ce qui exige v =0), et 'on a, en posant

net2

o(z) :-::r[(r by )i (e 1) (B ) (e ),

=

pla) = I_ [(-I‘ "'“ ;"/) = hy) (e P )s

et, en désignant par b; une quantité indépendante de w2,

B;=—=b, w(.a)

(=t ;TW-M)'

) / el . . . e
Pour déterminer b;, nous étudierons (12) dans le voisinage de
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@ = t;; il vient immédiatement B;(¢;) + 1 = o, d’ot

W) e
(3) Bi=—2) =)o@

5. Cela étant, écrivons les équations (11) sous la forme

I ()B, dBA [ L)Bl 1 ()B/c
(r4) B,B; (zﬁ: - ‘5&-‘)

T B0z Bpox

et substituons les expressions (13) dans ces équations. Le premier
membre de (14) devient ainsi une fonction rationnelle de z ayant pour
poles (du premier ordre) x =t,(g=1,..., n+ 1, n+2avec g1
et g £ k) ; elle est donc d’ordre » et s’annule d’ailleurs pour z = .
Par suite, pour exprimer qu’elle est identiquement nulle, il suffit
d’écrire qu’elle s’annule pour x=7%4; (j=1, ..., n); il vient
ainsi (')

(f) (P’('fi)(ti“")\j) Ed_)i,];____@,(tlt)(tk—)‘j)_d_z\l_ Li— 1 ‘F’()\j)_
" en) a¢; b(Lr) At~ (hj— ) (A— i) V(D))

6. Exprimons maintenant que la relation (12) est uneidentité en .
A cet effet, écrivons-la sous la forme

0*B;

e

‘B

0 . ap _
S “‘D‘;([’Bi)'*_Bl_‘" o.

(1) 90,

Le premier membre de (15) est une fonction rationnelle de «, admet-
tantx =24; (j=1, ..., n) comme pole d’ordre 4, x = ¢; comme pole
d’ordre 1 et = o comme zéro d’ordre 2. Ecrivons que le coefficient
de (x — A;)~" est nul; nous aurons I’équation

o' () Oy @ (2)) ) S S A C) I 1Y

(O Ty 90 ~ O V) 20y =& a0 o) T L0

d’ot résultent, comme conséquences, les équations (f,,).

. n
(1) Ces équations sont au nombre de

2(n—r1)
2

5 quand il y aura lieu de dislinguer

I'une d’elles, ou figurent les dérivées de X; par rapport 4 t; et sz, jemploierai la
notation (f%,).
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Les équations (16), jointes aux suivantes (')

Cnt-t Con Cniy

2

B}
UM v yymmry ks VR VyEr) R TV YR

"‘1 Cpe ) oy
+2‘ [(MM Gy R ) Oy ) ‘

ket o

n , . .

P S T T )
[/-_-1‘ G(hy== ) by (e 1) (hy=ty) Pi(hy, gt

qui expriment que les points 2= A; sont apparemment singuliers,
entrainent, comme conséquence, que les coefficients de (e 2,)7?
sont nuls.
D’ailleurs expression
1 By o

™ I

B 17y,
3, .t e (nB3)

etant une dérivée exacte par rapport i @, son résiduen = 2, estunl;

. . P () ) .
écrivons alors que le résidu de B;;}% est nul poura - 2, ¢
{

(h)
18
(18) (A= Ly Y (hy)
n
2¢t 3 1 iy
K - PR A
U‘J"“" b)? + % %(M”‘“ 2)® Ay
- "
y ! dog N r e
~ e At S fe R a4
%:1 "./(A./M“ l) (A./ - L/l ) ()tl' /}zi /«/ (/‘/ ) (/‘j"““" ,/} I}t’

n

- o Z’ & e

YN, 2 St a— " s

hy(hj=1) (hy=t;) 4 byl = 0) (hym=hy) Ot
f

] l AL S R B AR .
byChy=—1) Lo (hy) Dy Dyt byt b (0 :)/,«\

- El A._MM__?_Q,./..?.._....W P - M:i, RPN ‘r;’ . l)‘)‘/
- (o= te) () L2Chi== 0 )" 2Chp=et) (2, 0,00 | 01,

(1) Pour la notation, woir la note 1 de la page 4.
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Si nous démontrons que le coefficient de (x — A;)™* dans (15) est
identiquement nul, le premier membre de (15) sera de la forme
A(x—1¢;)"", et, par suite, identiquement nul, puisque z = est un
zéro d’ordre 2; les relations (16), (17), (18) suffiront donc pour expri-
mer que ’équation (12) est identiquement satisfaite.

7. A cet effet, différentions la relation (17) par rapport & ¢, tenons
compte de (18) et observons que

o) x4y 28
o(h;)  M—to 29'(y) 0 a0y —1)

o,
e
incompatible avec (f,,)]; nous obtiendrons aisément la relation

ne peut étre nul (') [sinon, d’aprés (16) serait nul, ce qui est

o'(¢:) IBj __ ¢ (%)) 987 3
(19) U(L) 0t — 30— 1) (A, — ) U(%y) 92, —Ny—n (AR +B),
OB :
ol 5 désigne la dérivée, par rapport a &;, du second membre de (17)
J
multiplié par A7(A; — 1)* et ol A et B représentent les résidus en
x = A; des fonctions
o(z) 9(x)

xz(x—1)(x — ;) (x— k) b(x) el (x-——(,')(x~-~-7\,-)3t.}.:(.7;)'

D’autre part, annulons le coefficient de (z — 4;)* dans (15); la
relation & vérifier s’¢erit, en vertu de (16) et (1),

____3e(y) 3G Bi ‘
=)V g +M(7~j“‘)n
0% (4;) (2d;— 1)
+}.}1~(7\j—-—l)2()\,j - t,‘)‘z‘#/z()\j)[I—./.j(j(j——l)Jpj
__<P_<l>__< . §B>_ 39(0)
T MR T e —mvan "

3 5 o' () ' 97 (hy) ¢ (A)
— = (E +F{; L — ==
2( ~+ @,) [cp(lj) h— ¢ ')'“P,()‘J)_ ()_j_ li)‘-P'U‘J) —=o,

(1) Cf. deuxiéme Partie, note 1, p. 45.
Ann. Fe. Norm., (3), XXIX. — Fivrier 1912, 11
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ou C, D, E, F désignent les résidus respectifs en o =4; des fonctions

9t () 9 ()
(@— ) z—h)r i (x) (@ — Ly (z—N) P e)

o(x) ¢(z) .
(x—1i) (x—2;) d(z) (e —1)(x —t;) (x—2;)d(x)

Ces résidus se calculent aisément : il suffit de poser

o () a

= 4-bcix—2)+d(x D) 4. .

(x—t)d(x) — w—1y

il vient alors

A\ —— a [ N (22;—1)*" . 2k —1 ¢ i
ST R0 —1) hj(hj—1). 7;1(7\,~——1) 7.1-(?./"—1)
B =d, C=2(ad + bc), D =o2ac + b2, E=c,
P 2h;—1 N b i
o 1‘(7»1“") hy(hy—1)’
d’ailleurs
y—— o) ol b= o) [c:;’(’A,-) ! P (3y)
T (=) () G= )V Oy LeR) — Ty—t 2V ()

et la formule & vérifier résulte immédiatement des relations préceé-

dentes.

8. Nous allons maintenant éliminer les 272 coefficients o, et B,
entre les 3 » équations (16), (17) et (18) (ou lindice 7 a reecu une
valeur déterminée) de facon & obtenir 2 équations différentielles, par
rapport & la variable ¢;, vérifiées par les fonctions A, ..., A,; les Aune
fois connus, les « et les 3 s’exprimeront & I'aide des A et de leurs déri-

vées.
Je poserail

( ) (7'—tt)q‘ ()\ ) ())\ (D'(-Aj) 1 1 [ qJ//('Aj)
v 9 (A)) o T ey N =" =4 AUy
et

(4 +'l‘ C ! » ! n

n-1 4 g -[; Cpopg 5

= I;/

ul C
)\7 +()~j—'l)2+)\j(7\j-—-l) 2‘ }—lﬂ Z /I 1 ._._) ”I[J,

les équations (16) et (17) s’écriront alors

(20> . ZE)/—PZ)\_/——]

. =],
Aj(hj—1) /
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et

(21) 21,(7.—1)(%4,) *’2 L= = =

k=1

Différentions (21) par rapport a /; et tenons compte de (18); nous
obtiendrons la relation

9 Jouc b A ¥
(22) o di; Jdh; Ot
1 To' (h) 1 1 o q/’(?\j)]()ﬁj

TN =0 ey T N T =1 =6 20| o

. l, - .‘ (»3 N 07‘1 (1.,-_5,.)4}'(1])
(4 ”’) ,7-7+‘Aj—r)5z7+ o (%))

N8 3 % 9%

\7—" (7\/'-'—‘/,') L' (1 jZ()\[““)\j). )\/(7\[—'—1 ()\(—'7\1') dl,
=1

I’Iﬂ 223 17_1 \,"“j B Ly

S\ . — Ly,
/‘-‘AJ‘(A/“_l)(A,/"—.L/ﬁ)i ()Ii IA-‘ ;\j()\j"“l)(xj—l[)i ()t,'
b ) [ =1
Cette relation se simplifie, si 'on observe que
2 B, 0Ly ( 1 i ) . 2 03
)\j()\j“——‘l) -J-l_;'—-” ()I,' + . 7“,/' +7‘./—l L'/ 7\/'(7\/-—!)_ ()If,‘J

. JA . . \ N .
on voit alors ;ﬁ—f s’introduire en facteur dans (22); on peut le suppri-
.

mer (¢/f. n°7), et 'on obtient ainsi I'équation

(23) ) (7v'-li_)'-]/(7./) oL,
2¢(4) o (%)) 0L

0y Y(y) v v (%)) J
B ())j (P()/) )Lj' 7'-1'-—‘1 7\1'——(1 )ql ()\/

e ! L; 1 } (2;— ) (Af)
>"~{_(17“*‘>,.,_.>‘#—;.,(7.,~,)_l+ 9(%7)
R w(h) 3 hy(h;— 1)L, -—(2%——1)]
‘% (7..,—1,‘)qx(1,)[;;(x,-_x.)ﬁ* 27 (1) (e 1)°

L? I %
- <T ~(/j> <I./- " A/"") 2‘7‘/(7\/'—')(%"%’/&z

n

U 1
.__Z 2)“/()\/_ ‘> ().j — 7\[)2 [)\/()s/—"' I)L/—'— (271[—1)].
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Or, en posant

I)\ "—‘ lJ )\_
(24)  N(Oy— (-i——qJ Z - "'(7*/[—}(,31 D=,

on a, d'aprés (20) et (21),

" o
(25) Z).j —iu. = M,.

Tout revient donc & éliminer les oy entre (23) et (25).

9. Remarquons pour cela que les équations (25) entrainent I'iden-
tité en o :

a(a) 4 op - o(hi) M,
(26) ¢(m);x-- Li ‘—2‘ 4 () -"""‘/)‘f7
=] J=1

ou o(x) désigne le polynome

ll(v——-t, (L(—-—)I)

fozz )

Dérivons (26) par rapport & «, il vient

o' (x) ¢’(7 ,“'1 . a(Aj) M,
‘-P(-’U 2(»??—tlt)2 o () l%‘l’(b)x—lf 124/(7/)(’—7*)

égalons les résidus des deux membres en z = A;; nous en déduirons
I'équation

/0()\[)¢l(7\/) M, 0’(7‘./) '-!J”()./)
(>7) Zu —%r "§ Sy e | S — o | W

et par suite I’élimination cherchée. En définitive, 1'équation (23)
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s’écrira en vertu de (24) et (27)
o' (&) (A;— )V () Il
2 () o (3;) dt;
_ 99, [WM l ' ' () ]

03, o(d;) A h—1 Li—t  al(h).

l < >Lj . I >t o ()\J-——/,)L!J/(.AJ)
Aj 7\_,'——[ 2 /».j(l‘/—l)_ Cp(/\/)

S () L 3 A (Oy— 1)Ly — (3h—1)"
XZ (A[—*—t,)q/(l[) 'l()\]-—)\li)a - 21[()’.[-——1)()./-——-)._/‘)2

_<'—ff —q ) ['»”‘7‘/') WOy
/In ’ c?(;‘/) 2("r”()\.l').

1 W 1 -
- '2'/2.4 7y —1) (= M)E [2e(hi—1) L= (2 ==1)]
=1

Q'(hy) 1 ! 4’” S A(he—1) )
[ R 2“ 2hj(hy—1) (2;— A )<L[ 0y 7~/—')

o (h) yym——
“2:4/ VAL AV (L _,])
- v#’()/)cp(/j)();/——/j) i’l 7/

O/ b (%) ’?(7\,-—1)( 1 1 >
-+ - = = S = : L,— ce—— 0o
'3;‘-11 A (h21) (he—h;) @ (h;) 4" (/) ) h— Dy Fody he—a

= v

En développant Uéquation précédente par des calculs analogues a
ceux que nous avons indiqués antérieurement (n° 7) et ou, notam-
ment, le calcul des résidus des fonctions rationnelles d’une variable
auxiliaire 2 joue un role essentiel, on trouve I'équation suivante (') :

wo = 5ed = ek () - | S - 5
n 63 2 w(7/ 2 () J\ ¢ 29 (e

'Z 9(1 )LIJ(R/ ) (A — ¢;)? (dl,)i

) (b — )2 (hy — M)\ 9¢;
\” bt O Oh g e (y)
- (7\/—51)(7»/——)\1') d[; d[,‘ +2(P”([,‘)(7\j—-t[)2 q’)l()l)

n--3

I
\ /( ) I( :) i
> ZQH > )+Z fi(f/l) Y —t,,+<fp( }jf_gi

l
ko=zd

(1) Les équations (F,) sont au nombre de #2 ; quand il y aura liea de dislinguer I'une

d’elles ol figure U_t;l’ j'emploierai la notation (F4).
X
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Pour n = 1 on retrouve, comme on devait s’y attendre, I’¢quation VI
découverte par M. Gambier et M. Richard Fuchs; jécrirai encore
I’équation (¥}) (pour n===2), en posant ¢, =1, ly=1u, A\, = A, hy= U,
c,=a,c,=b,c,=c,co=d,c;=rk:

A 1/ 1 I 1 1\ [ Oh\?
-d—[?:;<7+7\——1 it ).—15—7\—-[1) (?)—t)
1 1 L 1 i dh
_<7+ iy vl S z—,;)
1 AA—1) (A —w)(p— 1) (d{x‘z h—t d% Jdp.
ap(p—1)(E—w) (h=— ) (p— 1) 7)7) T (=0 (p—n) ot ot

aM(A— 1) (A— ) (A —u) (p.—¢)?
C(E—1)2(t —w)(h—p)

1 1
a - = b 4
, —_— — 4
< a-;—b—i—c—f—a!—f—/w—;-~--t—'i a/'-f—(l D —1) '.
4 [P [T (A ==1)*

-+

1
t(t—1) (t— w) ¢ w(w—1)(w-—1) d_*‘/T _I
pr—t (Ah—1¢)* - u (A — w)?.

et dans le cas 7 = 2, les équations (f,) s’écrivent
t(t—1) OA + w(u-—-1) dh A(% —-1)
t—p d¢ “w—p ou " A—p T
t(l—1) dp  u(u—1) dp __ p(p—1)

t— 7 Ot u—»~r du P A

Les équations (/,, ¥,) renferment sculement A,, ..., A, comme
fonctions inconnues ; ces équations étant supposées intégrées, les 8
seront donnés en fonction de ¢,, ..., ¢, par les équations (16) et les oy

par les formules
. ‘.!/([1‘ O'()
ke 2‘ LIJ A/ L — 7/

qu'on déduit de (26) en faisant @ =, dans cette derniére équation.
Les coefficients de la fonction p(«) qui figure dans (E,) sont alors
completement déterminés et la résolution du probléme énoncé au n® 1
se trouve ainsi ramenée & 'intégration du systéme ( f,, ¥,).

II. Etude du systéme (/,, I,).

¢
10. La solution générale du systéme (/,, F,) dépend de 2 n cons-
tantes arbitraires au plus; nous allons démontrer tout d’abord que ce
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nombre est ¢ffectivement atteint, comme nous I'avions annoncé (n° 10);
autrement dit, le systeme ( £, F,) est complétement intégrable.

Dans ce but, j’¢tablirai d’abord que les équations (') (/f7,) et (F{)
sont conséquences des équations (/%) et (F,). Le premier point
résulte immédiatement de la forme du systeme (/,); quant au second
point, sa vérification directe serait trés laborieuse ; aussi j"emploierai
"artilice suivant.

Appelons ®;(x) le premier membre de (12); si les relations (/%)
sont vériliées, il en est de méme des relations (11) correspondantes et
I'on a par suite

00, Jb Jdb oD, oB OB
datl ____'.4-1A___i_|;,__£__g((pk__1_q)l ") —
I iy Jdx Jdx Jx o

\

les équations (F7) étant vérifices, il en est de méme de @, (x) =o;
on a donc I'identité suivante en a :

ob, 0l
- —_—
(}[1

3
L =Xt N

— bz Iz

(28)

Soit, dans le voisinage de x =24,

A .
el S (m=14,3,2,1,0—1);

L p——
/l (:IJ. - /\j),ll

le premier membre de I'¢quation (28) posseéde en z =A; un pole
d’ordre m + 2 dont le coeflicient est

Ao(2) d(4),
(hy=—t) Y (A;) 9" (L)’

— (m 4 2)

il ne peut done étre nul que si A=o0 (ou m=— 2), et par suite la
fonction ®,(x) posstéde a distance [inie n zéros d’ordre 2 au moins
x=0»N, ..., hy; de plus & = est un zéro d’ordre 3 : elle est donc au
moins d’ordre 2n + 3. Mais elle ne présente au plus que n + 2 poles :
B=0,1,4,, .., Ly tous d’ordre 1, sauf x = ¢, qui peut &étre d’ordre 2 :
elle est donc aw plus d’ordre n + 3. Par conséquent @ () est iden-
tiquement nulle, ce qui exige que les équations (F{) soient toutes
vérifices (£ =2, ..., n) et notre lemme est démontré.

(1) Pour la notation, woir les notes des n” 5 et 9.
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11. Nous avons donc le droit de réduire le systéme (/,, F,) aux
équations (f4,) et (F{). Donnons-nous alors les valeurs (4;), ct
O\ ()}\j 40 __ 40 LT .
(UZ)O que prennent A; ctm; pour {, =1y, ..., 1,={,, les ¢; étant un
systeme de valeurs initiales numériques, arbitrairement choisies, mais
régulieres, ¢’est-a-dire distinctes, finies et différentes de o et 15 de plus,
les (4;), doivent étre distincts, finis, différents de o et 1, et les
dai; 0 . , , . i »
(5—5—’> doivent étre finis. Cela étant, les équations (F/) permettent de
\ 1/0
calculer par différentiations répétées toutes les dérivées de la forme
omh; . . , . . , .
o eta I'aide des équations (/%,) on en déduit toutes les autres.
1
On obtient d’ailleurs pour chacune de ces dérivées une valeur unique,
indépendante de Pordre adopté dans les différentiations : cela résulte
N _ 0%}, ot Ay _ 0Py,
Jai3 de; de; 0t Ot Dty Oty dly At 0ty
sans difficulté. 11 est donc bien établi que le systeme ( f,, F,) est com-
pletement intégrable et qu’il est possible de former les développements
en séries de A,, ..., A,, ordonnés par rapport aux puissances crois-
santes de ¢, — ¢}, ..., t,—¢, et répondant aux conditions initiales
précédentes.

des relations

qu’on vérifierait

12. Nous attribuerons dorénavant a ¢,, ..., 7, des valeurs fixes, de
facon & considérer A, ..., A, comme fonctions de la scule variable ¢,.
Les développements du n® 11 seront convergents par rapport & ¢, tant
que ¢, sera intérieur au cercle décrit de ¢] comme centre et passant par
le point singulier £, =a de A, ..., A,, le plus rapproché de ¢!. Nous
allons établir que si @ est régulier (n° 11), il ne saurait étre qu’un
pole pour les combinaisons symétriques élémentaires o, ..., 7, de
Ay - vy A, 2 autrement dit, o, ..., 5, considérées comme fonctions de
I'un quelconque des paramétres, soit,, sont mEroMonengs en tout point
du plan (¢,) distinct de t,, ..., (,, 0, 1, ».

En particulier, pour n =1, le systeme (/,, F,) se réduit, comme
nous I'avons vu, & 'équation VI qui reproduit par dégénérescence les
équations irréductibles du second ordre et du premier degré en A,
a points critiques fixes : on retrouve ainsi les résultats de M. Pain-
leve.
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13. Tout d’abord, j'é¢tablirai une propri¢té fondamentale du sys-
teme ( /[, F,)-

Remplacons ¢; par a;—+ =¢;, ot les a; sont des constantes réguliéres.
Lorsque ¢ tend vers o, le systeme ( /5, F,) tend vers un systéme simn-
plifie (VY (f,, F,) bien remarquable, que nous allons intégrer. Ce sys-
téme s’éerit :

o (a;) (hj—a;) 0ly o' (a) (hj—az) 0k

/) ol a) (=) Oy o' (ar) Oy — ca) Oy __
o "!J((l[) ()/),' LlJ((I/..) ()t/,

0%0, |{“,,)'(1_,)__ W (5) ‘()7..,.\)2

(F) a2l w(ly) 2l O\
n

L Z/‘ 0 (0) V() (h— a,)? (ﬁ)
2 4 (1) V(D)) (Rj— ;) (dy— D4) \ ¢;
=1
R Y VR V¥
(7 24) (hg— az) 0t; 91;°
[=21

en désignant par w(a) le polynome 2(z ~ 1) (v — @) ... (v — a,).
Pour intégrer le systeme ( f,, I),) revenons aux équations (16), (17),

(18), d’ou nous avons tir¢ le systéme ( /;, F,) (3), et posons :

!
- wnnand -ﬁ‘/ e P—L, [ A= S/—Z—‘,
ri(hj—1) e ' &?

nous aurons i la limite

' )7, ab(a;)w(h;) ,
6 Dy ablare) .
(l ’ ) 1)‘/’ m/(f([) '.P’(/.j) (/'j""' ft/) Al
/ o O 6{2.
(]7> (;/-.— l-/._/(}.j——l)(.).j-‘—- ”/")7
(18/) ()a,‘.._:o-

()ll

Dapres (187), 'équation (177) s’¢erit

6 —— Vo NPy VTG
s 20 (%) zm(},j)’

(1) Foir la note 1 de la page 13.
(2) On pourrail se servir aussi des équations da n® 13.

Ann. Fe, Norm., (3), XXIX. — FévrEr 1912, 19
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en posant f(x) =w(x)P(x) et P(2)=A, " '+ A+ Ay,
les A étant des constantes arbitraires. I équation (16") donne alors

0)\ _ ,IJ(('I[) Iryaus
(29> _sz"—'—m(a)#l ,___([) ./()\j)$

d’olt résultent immédiatement les équations (/) [ dans hypothese,
bien entendu, olt y £ (k) est pris avec laméme détermination quel que
soit 'indice 7 de 'équation (29)]. On vérifie aisément que (F,) est
également conséquence de (29) en se servant de la relation

PR V0D b N P
P(7,): Z (

V) =m0 Gy =1 V00

. . L . P(x
qui exprime que la somme des résidus de (—_"7(")'2:(——5 est nulle. Or
les équations (29) équivalent au systéme d’équations aux différen-

tielles totales :

! Y(e)
ly—ay o' (a)

L7
dty+. .. X (@) = lJ—(—L-—)—(/?./- (j=1,...,n),

hj—day ' (ay) V()

d’out l'on tire, en suivant la méme voie que pour résoudre les équa-
tions (25) par rapport aux o, (fin dun"9):

.__tU (7\/)(/7\/ .
a[((([_l) Z.A )‘J )\j-—f )\j‘—ai \/./—,(—_};7 (t»---l,....n).

Les combinaisons symétriques élémentaires o, =X X, 5, = EXA; 4, ...
sont donc des jfonctions hyperelliptiques de genre n des paramétres

yoeeer Ly (M)

14. Revenons maintenant aux équations (F4). Soit ¢’ un point régu-

(1) Il résulle de I'inlégration du systéme simplifié que @ fortiori hy, ..., h, ne sauraient
avoir leurs points criliques fixes pour Ie systéme (f,, F,,). On peut méme aller plus loin :

Soient
)‘/ = 2—”1) tm)

n:

les développements des h suivant les puissances de e et soit ¢, = « un point eritique, el
qu’un lacet simple autour de @ permute 1 en 29 Jes Cl]\ldlioll‘i auxquelles satisfont
A; et & se déduisant 'unc de l'aatre par pelmuldnon de h; el hyy on voit de proche en
proche que A sera permulé en Y™, et par suite, h; en .
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lier du plan ¢, ; il existe une solution des équations (¥1) définie pour
t, =1t par les conditions initiales suivantes : A =1 (j=1, ..., q,);
=t (J=qui+1, .., ¢ z'._'z,...,n—{—3) ;= a;
(J = Ques + T, ..., 22), les a; étant réguliers et non m,ce:,smlrement dlS-
tincts. (Bien entendu les ¢galités ¢;., = ¢, ou ¢,,, = n sont vérifices
par un certain nombre d’ 111(11(,05.) Les intégrales définies par ces con-
ditions dépendent en oulre de n constantes arbitraires, se répartissent
en 2%+ familles algébriquement distinctes (*) et leurs combinaisons
symétriques sont méromorphes en ¢, = 7.

En effet, pour former les développements précédents, il suffit de
poser ¢, = (] + €T et de développer suivant les puissances de e Jes inté-
grales qui prmmcnt pour T == o, quel que soit ¢, les valeurs injtiales

P S

données. Soit A; _.2‘ A5 les fonctions A7 doivent satisfaire & ces
me=0

conditions initiales, tandis que les fonctions A (m=1,2,...)
doivent s’annuler pour T = o. Mais il existe Loujours un systéme de
fonctions 2% répondant & ces conditions, et leurs combinaisons symé-
triques sonL méromorphes ; quant aux A7, ils se déduisent des 2" &
Iaide de quadratures. Il résultera & :ull( rurs de la suite du raisonne-
ment que les développements analytiques ainsi obtenus pour les
combinaisons symdétriques des A; sont ellectivement méromor-
phes en £, =1¢{ (*).

15. Nous allons former maintenant n polynomes u, , .. ., u, die secona

oo ()7.] \ ) - ) . . - , . . e
degré en o @ coefficients ratconnels en N}, et qui prennent des valeurs
Jinies quand on remplace les h; par les développements précédents (saul
toutefois si 'une des égalités A; == g, est vérifiée, les g; étant des va-

leurs régulieres arbitrairement 4_hm.sm> une fois pour toutes).
A cet effet, posons

(2
B, n o; .
TS —— () sl BN I3 T —e T [A===15 RN IS Y
hji(hj— 1) / b ' ’ )‘ Li(li—1) v ( )
n n
RO TR R R
== q 419 I [[ I — )-j n429
Q=21 J=1 il j=1

(1) CF. PawNLeyss, Bull. Soc. meth., t. XXVII, 1goo, p. 234.
(2) Cf. PANLEVE, Thid., p. 228.
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I'équation linéaire (B,) s’éerira

-2

. (z' . - Vi ”‘1 3 ~ 9; ~ Cn-a
ydrz Z[(t—l) rv—-/]_%Zl-[[;(x—-).j)?_l J;—-?ij }_.fz.-(x-1)’
j=1

et & l'aide des équations (16) et (17), on obtiendra sans peine les
équations suivantes :

LN (20D V(3 =y (D1

"= [ I ATV <ot)
Y(4) o (2))

T V() u,_,)gff 4

i

FA) B L)

,_’*.9(/ ) )f—ll

1)

n

, (wz D () (h— 1) (zl-—/\,)w,)w (4) (oA)
ATl TT)  ey) (a— h) B(h) @ (L) \ 00
J==1
(30) bl () 9(k) Oy
2(hj—Lr)* V() o' (L) I
) ey
()Y (R (L= 7))
><§( L [«/o)_ A
7 o(h)  h—4 W a,)-
(,1—tk)2 R
\ - w("'v-h)’(lf—-t/..)“g] ().

Les expressions précédentes vérifient des équations différenticlles
trés simples :

¢'(4) I _ . 9 (%)) _ v (%))
S¢ ) o6 T Zuv-—~n,>”4»'<>\f> ‘ ““Zm»-/ YY)

(
j=1
(o( ) @' (1) [ () ; ;J/(M"H,

O __ . —
z (ti—zkw(m)g/"""“’“_zc.a’(m it U

Les équations (F{'), résultant (*) du systeme (30), (31) par élimina-
tion de vy, peuvent étre remplacées par ce systéme.

Donnons-nous maintenant en ¢, =a un systeme de conditions ini-
tiales pour A, ..., &,, assujetti & cette seule restriction gu’aucun des

(1) Il suflit d'effectuer le caleul dans le eas n =1 (traité par M. R. Fuehs) pour se
rendre comple que cette voie est en réalilé beaucoup moins simple que eelle que nous
avons adoplée.
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A; ne prenne la valeur (; (ou la valeur «); formons comme au n° 14
les développements des A; répondant & ces conditions initiales et sub-
stituons-les dans v, (ou v, ). Je dis que v, (ou v,) prendra une valeur
finie arbitraire.

Pour le voir, il suffit d’observer que dans (31) les coefficients de v
et c; (oudey, et ¢,) sont surement finis si la restriction précédente
estremplie (méme si, parmi les valeurs initiales, il en est d’infinies) ;
st vi (ouvy,) devenait infini d’ordre 7~ par exemple, il y aurait donc
dans I"équation (31) correspondante un terme d’ordre r-+1 qui ne
saurait étre détruit paraucun autre. D’autre part intégrale du systeme
(30), (31) (équivalent aux équations F/) est définie par les valeurs
initiales de A, , ..., A, v,, ..., 7, : lavaleur prise tout a I'heure par
vr (ou v,) doit done étre arbitraive.

16. Ce point établi, il est facile de former n expressions u,, ..., u,
jouissant de la propriété ¢noncée au début du ne 15 : pour cela, nous
ajouterons & y; un terme correcti/ (;, de telle sorte que les expressions
obtenues

(32) ty=1y+ i, ="+ i (k=2,...,1n),

ne soient plus infinies si 'un des A prend pour ¢, = a la valeur @ (ou
{c); par contre clles le deviendront si une des égalités 4;=g; est
vérifiée, g; étant une valeur réguliére arbitrairement choisie.

Afin de choisir n fonctions £, , ..., {, répondant aux conditions pré-

cedentes, nous remarqguerons que les y et les sveérifient I'identité
it Pu A Yni - Yuse+ 014+ 40, =0.

Supposons que parmi les A; il y en ait plusieurs, soient A, ,..., A, qui
pour /, = a prennent par exemple la valeur a; v, deviendra infini lors-
qu’on substituera dans son expression (30) les développements de
Ayyoony by mais v, (£5£1) restera fini pour \;=a (j=1,..., v). 11
nous suffira done d’extraire de I'expression X¢; la partie qui devient
infinie, & savoir :

01.‘::

() YO Oy — ) Iy
TPTOSD ST R T
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nous substituerons a 0,, qui devient infini pour A;=1¢;, I'expression

5 — l'l“ ( i) ‘)/‘J
' ‘-!J( ) ()51

W

J=1
qui a méme partie principale pour A=« (j=1,...,v). Mais 0 est

encore infini s’il existe des A; qui deviennent infinis en « : en défini-
tive, nous remplacons 0, par

_ Zv () (b= )" 00,

2

Y (6) (hj— )" ot

(33) et nous prendrons de méme

¢ (L) Y )Ry —4) (b )" 0%y Y ()
= 2 ¢ (Lx) 2‘ Y(4) (hj—tr) (hj=— g;)" 04 " 2d ()

On déduit des ¢quations (31), (32), (33) que «,, ..., u, vérilient
un systéme de la forme

/ ()LL[L \ ()7»/ f);. ()/( -
(34) o0 -2 AMUH-I 2 BM'W: Jt 2 ‘mz - Dy,
i 5

A .y ())\1 ) ’ ’ -y
oules dérivées 7= sont supposées remplacées par leurs valeurs tirées
{

de (32), et ot les A, B, C, D désignent des fonctions rationnelles de %
et de ¢, dont il nous suffit de savoir qu’clles restent {inies pour (oute
valeur attribuée 4 2, sauf A; = g;.

17. Réciproquement, supposons que torsque ¢, tend vers a, w,,. ..,
u, restent fints, soit |u;| < A. Nous allons montrer que les combinai-
$0ns symétriqucs Gyyevey 0, 50nt méromorphes pour {, = a.

Pour simplifier le langage, faisons une transformation homogra-
phique préalable qui remplace ¢, =20 par une valeur finie /.., et
supposons d’abord que |\ ; — a| et |\; — t| (£ == 1) restent bornés infe-
rieurement lorsque t, tend vers a. 1l résulte (') des expressions de

(') La vérification, immédiale pour n==1, devienl intuitive si I'on observe que les
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QE{'
oty
alors d’appliquer aux équations en o, ..., a,, &, ..., U,, que nous
avons substituées & (F/), le théoréme de Cauchy, sous la forme pré-
cisée par M. Painlevé, pour voir que les combinaisons symétriques

Uiy « oy Uy que les dérivées sont bornées supérieurement. Il suffit

Gy ---» Tn définies pour une valeur de ¢, située sur le chemin z,a
a Iaide de conditions initiales satisfaisant aux conditions précédentes,
sont holomorphes dans un cercle de rayon borné inférieurement, ct
qui, par cons¢quent, finit par comprendre le point @ & son intérieur
lorsque ¢, est pris suffisamment voisin de a.

18. Supposons donc que lorsque ¢, tend vers @, 'une au moins des
quantités |A; — a| ou |A; — ] devienne trés petite; substituons aux
équations (FY) le systéme (32), (34) et considérons une intégrale de ce
systéme définic en ¢, par des conditions initiales (A;, u;) assujetties &
V() QO 3 VY 1ef10 Y ‘ — / i r— O .
cette seule restriction que pour|l, —a|<<e on ait |A;—g;| >e et

1 . - , e, 00, .
|u;|<A. Comme précédemment (n° 17), les dérivées ==~ s’ expriment
1

algébriquement en fonction de ¢,, Ay, ..., A,y 00y, ..., u, etontene, des
valeurs finies pour des conditions initiales satisfaisant a la restriction
précédente; d’ailleurs, Ie nombre des déterminations de ensemble
g%,---,%%cst précisément égal au nombre 2%+ des familles d’inté-
grales (n° 14). Cela suffit pour qu'on puisse substituer & (F/), par un
procédé connu (*), un systéme différentiel régulier pour les conditions
initiales considérées et dont 'intégrale est holomorphe dans un cercle
de rayon supérieur  une quantité positive » (ne dépendant que de ¢
et A). Il suffit de choisir ¢, 4 une distance de @ inféricure 4 r et ¢’ pour
voir que I'intégrale considérée est holomorphe pour ¢, =a.

. oo . '
expressions de-d—L—"-on fonction de uy, ..., u, conservent la méme forme dans le cas
1

particulier qui sera cxaminé plus loin (n° 27, p. 1o5), cas ol le fait énoncé a nécessaire-

. . . . . ds; , o, .
ment lieu. On aurait pu aussi résoudre les éyuations (32) par rapport aux W/' a laide
: 1

d’approximations successives, en posant ¢ = a + ¢ T et développant suivant les puissances
. \ . doj .
de e; pour € = o, les 6quations (29) montrent que les dérivées (—)%- sont limitées, cte.
1
(1) PamNLeve, Bull. Soc. math., t. XXVII, 1900, p. 229.
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En définitive si |A; — g;| reste borné inférieurement lorsque 7, tend
vers a,, il faut, pour que ¢, = @ soitun point transcendant dea,, ..., 5,
que le mopuLe maxivom des croisse indéfiniment lorsque ¢, tend
vers a. Je vais montrer que cette hypothése est absurde.

19. Yexclurai du raisonnement tous les «; pour lesquels Uune des

. wil , - . , , . ) . ) .
n quantités |u;| et i;i (j =) reste bornée (supéricurement), lorsque

¢, tend vers @ : aussi bien, je prouverai qu'il existe des points ¢, arbi-
trairement rapprochés de @, pour lesquels [w;] est (rés petit(j=1,...,v
désignant un z; non exclu); il en résultera évidemment qu’en ces
points le module maximum de «,, ..., u,esthorné (supéricurement),
d’out nous conclurons que @ ne peut ¢tre transcendant.

Nous allons démontrer tout d’abord qu’il existe nécessairement des
pointse, =g pourlesquelsle module de I'unau moins desw; (j=1,...,)
est trds petit. Supposons, en effet, qu’il existe un nombre positif «, tel
que ¢, tendant vers @, on ait constamment

(35) ;| >a (f=1....,9),
et prenons (') deux quelconques des ;5 par hypothese, il yades points

u I 1 ”
1, =0 pour lesquels Iu—' est tres grand, et d'autres 7, = 0" pour les-

2

u \ . . .
quels ‘;3 est trés grand : il existe done des points 7, =0 pour lesquels
. 1

U,
on a, par exemple, | =
1

%

=1; on aura alors

e
112(0”) l[.{‘ (‘}/J ‘}'7;")’//1
——t :
i (9")

mais, d’apres les équations (34), on voit que si 'inégalité (35) est véri-

/
il
"y
est ¢galement borné; d’autre part 0 pouvant étre pris arbitrairement
pres de a, lintervalle d’intégration est aussi petit qu’on le veut et

w (0") c e , .
PRUB) est alors aussi voisin de 1 qu’on le veut, ce qui est absurde.
"1

fiée et st

uj
—i, et
i,

uj
u

o ;. . g 7
: sont bornés superieurement (j=3,...,v), -

(1) Ceci suppose implicitement » >1; dans le cas de n = 1 le raisonnement est nota-
blement plus simple. ( Cf. PaNLevE, Bull. Soc. math., t. XXVIII, 1900, p. 235.)
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u;

20. Nous avons admis toutefois que et

’ restaient bornés

dans les intervalles 00”. Supposons qu’il en soit autrement; il existe
un point 07, situé entre 0” et «, et lel qu’on a, pour une certaine valeur

::x(ou >,(‘ we| >\ uil(g£); 8=3,...,)

et tel enfin qu’il n’y a entre 07 cL 0 aucun autre point ol les condi-

. . . 44
o de indice j : | -£
g de Tindice j ”

tions précédentes seraient vérilices pourune valeur g'dej (g2 g'#1,2).

On raisonnerait de proche en proche, a partir de w,, sur u,, ..., u,, de
s :

la méme facon que sur «, et «, et 'on prouverait que dans I'intervalle

i, ’ . ; 7
-I-,—‘* sont necessaitrement b()l‘IZ(JS.
2

Ainsi, pour que @ soit transcendant (dans Uhypothése |2, — ¢ ]> e),
il faut quil y ait des points ¢, ==1, en lesquels la condition (3)) n’est
pas remplie, si petit qu’on ait choisi le nombre positif . Lorsque
n=1, la non-transcendance de « en résulte immédiatement; par
contre, pour n>1, une difficulté se présente : le raisonnement préce-
dent prouve seulement qu’il existe des points {,=r=;(j=1,...,v)
pour lesquels [u;] est (ros petit, le module des wrestants pouvant dépas-
ser toule limite en ces points. 11 s’agit de lever cetle objection.

00 les rapports l ” ] el

21. Soit 7, un point pour lequel on ait [e,| <o, « étant choisi arbi-
trairement potlt, par hypothvso I Ipout étre tres graml en T, @ mon-

doit prendre

trons que cette circonstance ne peutavoir lieu. Comme ]
tj

des valeurs tres grandes, lorsque ¢, tend vers «, il existe un point
Lo : e, (2

7, , situé entre 7, et a par cxcmple, et tel qu’on ait l(‘irl)) = 1. Dans
"J 1

()-‘*

=2,..., 1) sont bornés su-

Pintervalle 7,7 7, les rapports

péricurement (le ralsommm(,nl du n° 20 dpp’liqué 4 u; monltre que
\ , ’ I ) w,\’
Ihypotheése opposée est inadmissible). 11 en résulte alors que <;{—'> est
S
bornée dans cet intervalle ; on peut done choisir =, assez prés de @ pour

satisfaire a I’égalité

ty (7y) uy (7))
wi(Ty) wy(7y)
2

Ann, Leo Norm., (8), XXIX. — FEVRIGR 1912, 15
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s, et z, 6tant arhitraivement petits, et par suite «; (=,) est (res petit et
le point @ ne saurait étre transcendant.

22. Toutefois, nous avons admis une restriction : nous avons sup-
posé vérifices le long de 2% ales inégalités |\, — ;| <e. Or, « priori,
il est possible que ¢, tendant vers a, et si petite que soit la quantité
positive €, A; finisse par pénétrer dans un cercle de centre g, de
rayon ¢, et cela quel que soit le point (régulier) g; et quel que soit le
chemin }a, de longuecur finie, tendant vers «. Je vais montrer que
cette hypothese est absurde : autrement dit, on peut toujours substi-
tuer au chemin primitif un nouveau chemin tendant vers @, de lon-
gueur finie, et pour lequel 'objection précédente ne se présente plus ou
lv long duquel |A; — g; | est borné inféricurement (f==r1,..., n). Alin
de mmpllﬁor Iée mturo jrexposerai la démonstration pour =2, ce qui
n'implique aucune restriction pour le cas général.

23. Soient (C,) et (Gy) deux cercles de rayon e décrits de g, el g
comme centres et ©,7, un segment de l" a le long duquel A, ou A,
penvtre dans (G,) ou (C,). Nous pouvons supposer que lo long de
Ty Ty | My — L] et | Ay — R |(/ =1, ..., ) soient supéricurs i ¢, ¢ ¢tant
une quantité arbitrairement petite : autrement nous suhsllluu-mns
aux équations (F}) et (F}) un systéme (32), (34) en A+ Ay,
My, uy, uy, (0l gy et g, auraient de nowvelles valeurs) et la xm,lhoclc
que nous allons suivre s’appliquerait & ce systéme. Le long de

oA, ()7
7, T, 'une au moins des dérivées 50 et a un module tres grand :
l l

st I'hypothése contraire se réalisait, quclque voisin de « que soit
T, %y, DoOus en conclurions, d’apres le théoréme de Cauchy, que «
n’est pas transcendant. Soit alors A un nombre positif arbitrairement
grand; excluons des segments T, 7, tous ceux (ou toutes les portions
de ces segments) pour lesquels I'inégalité

(36) li’.z

1y

n'est pas vérifice. Pour les intervalles exclus, on aurait
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on leur appliquerait le raisonnement suivant, aprés permutation de
A, et A,. Prenons alors A, pour variable; nous pourrons substituer
aux équations (F}) et (F}) un systéme de la forme

A ( oy AUy deN® | dgN?
mw(a+{)()~r€p)ﬁ—{~(l<;‘z:): —{—L(;m),

3 _”fi =y ot O 02 e 3 > _(“_' . ( .(,.ﬁ *
(37) |, =t b agtedigt el g ) Sl G )
dry .
G, P

les coeflicients «, ..., f, désignant des fonctions de 7,, &, A, holo-
morphes pour ¢, voisin de @ et |A; — 4], | Ay — 4] et | A, — Xy | bornés

Cp . . . dt . .
inférieurement. Or, d’aprés notre hypothése, == est trds pelit sur le
. dy
segment 7, 7,5 ¢erivons alors
dt, o de
dry 0 \dhy )‘.’
en désignant par —(-/f—‘) la valeur prise par a pour ¢, ==, Pour
& dry /g ' : dh, ! !

(I‘l A . ) . 4
——— ) == 0, G0 HYS[(‘»”HE (l(ﬁg“ll(*l'(} (l(? I?i f?l(f()ll sulvante :
(//-1, 0 ) : !

dv ot

— -1 - ent)y, —L 0,

T (a~4bp-tecp*)e, 77 0,
(98) -((T/Iri =2ty - Dy eyt d

L 'l

clhy

T 03

le systéme (38) ¢quivaut aux équations () et admel une intégrale

leo] <A, et A%, A vérifiant toujours les restrictions imposées au
début du numéro. D’aprés les théorémes classiques de M. Poincaré,

on en déduit que pour

ﬂl‘ 719 ’ t [ .
(#) ' < ¢, Pintégrale du systéme (37) peut
/0 ’

diy [ de,
= (41,)0“ + e,

o désignant une fonction de A, holomorphe lorsque les conditions

s’Gerire
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initiales satisfont aux inégalités indiquées plus haut, nulle pour
.o . dt

44Y — o et de module arbitrairement petit [ pour <—)-1> assez

(D"l /0 . d-l, 0
petit|.

Il suffit alors de répéter le raisonnement de M. Painlevé (*) pour
voir qu’on peut remplacer le segment 7, 7, par un nouveau segment
TN

~ T
Uy T

» de longueur comparable & celle du premier et le long duquel on
[N, — g, | <e. Effectuons cette substitution pour tous les segments

1

A

7,7, oulona|l, — g, [<e, et nous aurons remplacé le chemin pri-

mitif 22a par un nouveau chemin ¢/, de longueur comparable, el tel
que t, décrivant ¢/, A, veste [ sauf peut étre le long ’intervalles incom-
patiblesavec (36)] a une distance ¢ (1— £,) bornée inférieurement d'un
cercle (C}) décrit de g, comme centre avec un rayon &, ¢ (£ ¢tant un
nombre positif, inférieur & 1, arbitrairement choisi).

24. Nous allons montrer maintenant qu’on peut substituer & £ un
chemin de longueur finie £7, tel que ¢, variant le long de 87, '\, ne
pénétre pas dans le cercle (C)) et | h,— g, | s0it borné inféricurement.

Admettons qu’il existe un nombre positif 7 tel que le Jong de tous

les intervalles 7z, ot 'on a(?) | A, — g.|Se on ait en méme temps
|e|>mn, et tel enfin que cette incgalité soit vérifice le long de tous les
segments T} 7, ayant mémes extrémités que 7, 7, ¢t pour lesquels on a
| Ay — g.|Se. Soient A et A} les valeurs prises par A, en 7} et 7, et X
une valeur prise par A, lorsque ¢, est intéricur & 7 7,. Quel que soit
le chemin /' (évidemment régulier, apres la déformation du n° 23)
décrit par A, & Uintéricur de (G,), on peut lui substituer le plus petit /

~
des arcs A, A; de (G,) & Paide d’une transformation A, =, + 0(¢,),
ol A, désigne un point de cet are, et ol |0] < 2¢, pour ¢, situé¢ dans
Uintervalle 7} 7. A la valeur A de &, correspondant & %), la transfor-
mation précédente substitue une nouvelle valeur 2, telle que

Do gm

" “d).

2= —2
v P

(1) Bull. Soc. maih., L. XXVII, 1900, p. 237-238.
(2) L’égalité n'ayant lieu qu’aux extrémités de I'intervalle.
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°

on a donc
28
[y — < 2.
T

, r— k) en
Prenons ¢, ¢ t( 1)

gal an plus petit des nombres e ¢ > et soil

(CY) le cercle décrit de g, comme centre avec e, comme 1'ayon; apros
la transformation précedente, A, et A, ne peuvent pénétrer a 'intérieur
des cercles (C)) et (C,). D’ailleurs, le chemin correspondant " décrit
par i, a une longueur finie, comme on le voit en intégrant successi-

vement I'égalité
(l[l . <C{[I Y 1 =~
dhy — 41;)7.._::).1;: 2

le long des deux chemins Zet 2/,

25. Nous avons supposé que pour tous les intervalles 7)<, ol
| Ay — gu]Ze, on a en méme temps | g >3 nous allons lever cette
restriction. Supposons que £, déerivant un de ces intervalles, o pcnvlro

dans un cercle (I') de rayon arbitrairement petit 0, déerit de Porigine
~—-\

ot
1
Y

du plan (g) comme centre. Nous allons substituer a £ 7, un segment
de longueur comparable & celle du premier et el que ¢, le décrivant,
e ne penétre pas a Uintérieur de (1), el que les conditions antérieures
continuent & étre vérifiées.

Le raisonnement est analogue aux précédents (') : prenons p pour

variable et remplacons les équations (Fy) et (FY) par un systéme
dh, (//2 dhy de, iy r//l d®t,
.lp rlp PT/F’ dp = = dhy (/p ot d(‘
et fUT' Les équations (37) montrent que ce systéme est holomorphe en

de,
dh;

. dt (ll] (lll ’oe .
t & I'heure Loy (L (——— désignant la valeur prise par
tout a I'her o=\ )0\ ), gn: : I par

It . . . .
—=pour (=7, (*); on pourra développer la solution du systéme
1

donnant —= en fonction de ¢, Ay, Ay, o

et g, lorsque ces quantités sont suffisamment petites. Posons comme

(1) Cf. J. Cnazy, These déji citée, p. 58-60.
/ . .
(%) La fonollon finit par étre Lrds petite sur les segments en question : sinon il y
8

dll)!‘dlt des points (u }ntnuromenl rapprochés de a, pour lesquels 4 el Ay seraient réguliers,
d

r/l

) 8
serait borné et —{—1= e f—ﬁ-’- trés pelit, et « ne serait pas transcendant.
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. . e . oy e .-
actuel suivant les puissances de (ﬁ) et le systeme réduit, équivalent
1/ 0

2 (38), admet une solution holomorphe pour ¢, =<1, A, =4, A, =12,,
et | g, | suffisamment petit.

Cela étant, décrivons un cerele (C}), concentrique a (C)), et de
rayon k¢, k, désignant un nombre positif inférieur a 1, fix¢ une fois
pour toutes. Il 0’y a lieu 4 démonstration que s'il existe certaines

‘ll/

. < - . . :
portions 7 7, du segment <) <, pour lesquelles A, finit par pénétrer &

/\
Iintérieur de (C7) : soit 7} le pomt du segment ©; =, pour lequel A,
pénétre dans (C,) pour la premiere fois. Je dls que le long du segment
' 7y |p| est borné inférieurement. En effet, d’apres le théoréme déja
employé de M. Poincaré, et appliqué ici aux développements qui
viennent d’étre formés, on a

Cl)\l

dt, _ dty
dg k(tl? ) (1=7),
d).

(40) ';ZEZ':KP("'*'ﬁ%

en désignant par K une quantité finie, par § et v des fonctions holo-
morphes de g, g, (—d—tl> » et nulles en méme temps que ces quantités. .
dhy /g

On déduit immédiatement de (39) que la longueur du segment g, o,

décrit par p, lorsque ¢, varie de 7, & 7, est au plus égale  2m(1 +¢”),

¢” pouvant étre rendu aussi petit qu’on le veut, i LOHdlthﬂ de prendre
7 assez petit, et I'équation (40) montre alors que la longueur du
chemin décrit par2, est au plus 2K (1 + ¢”) (&” étant arbitrairement
petit), ce qui est absurde puisque cette longueur est au moins égale &
(1 —4&)e.

TN
En appliquant au chemin <7, la méthode omploy(w plus haut

(n* 23 et 24) on lui substituera un nouveau sefrmontwi r,, de lon-
gueur comparable & celle du premier et jouissant de cette propriété :
¢, décrivant ce segment, A, reste toujours extérieur au cercle (C|)
(7 ayant été pris suffisamment petit) et p est extéricur au cercle (T).
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On retombe alors sur le cas étudié tout a I’heure, et notre derniére
restriction est levée.

Il est ainsi établi que lintégrale o, ..., a, de (/,, F,) est méro-
morphe pour ¢, =4 L,, ..., L,

26. Je vais démontrer maintenant une propriété trés importante du
systeme ( f,, I',) : son intégrale génerale est une vONCTION ESSENTIEL-
LEMENT TRANSCENDANTE des 2 n constantes d’integration, de quelque manicre
qu'on les choisisse, sauf peut-étre pour des valeurs exceptionnelles attri-
buées aux constantes ¢, ..., Cppiy Cosas Cpas-

Posons, en effet,

4w
I . ,
Cp=—— _[; - Elc,’l‘ ot )‘./: E Em)'.j"”,
me=0

avec 1)’ = ,, ct développons Uintégrale de (f,, F,) suivant les puis-
sances de ¢ : les fonctions N (j=1, ..., n—1) vérificront un
systeme ([ oy Fuey) (). Admettons alors la proposition pour le systéme
(fro-1s Fuo) et nous allons voir qu’elle subsiste pour le systéme
(fr Fy)-

En effet, soient

(41) 7‘j:./j(tl;("l:/117 ey Uny b)) (=1, ..., 1)

(1) Quant & 2,1, il est donné par 'équalion

NERARY [ oAt N 2 Jgntn) . (W
[ ‘n ) Ay Tohn . Bl,/'hl) -+ ﬁ’
A2

aF T 2\ oy vt
avee '
1 oD, 292 (L )
e LD 2R
D: ou; (tw—te)*
et
o (L;== 200y s (Li— 100,)

T RGi— ) (i) (i lr1) (L= Gia1) e (Li— ) (L= h07) e (= M)

enfin B; est rationnel en 2400, ..., X, et leurs dérivées par rapport a ¢;. L'équation
précédente cst done réductible au type
!
r_ & 1
=2 42— -

: 28 15 2.8
découvert par M. Gambier (loc. cit., p. »7), ¢t, par suile, %' ct les combinaisons
symétriques de 1, ..., Mg, ont leurs points critiques fixes, comme il était évident
@« priori.
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les formules qui représentent U'intégrale générale de ( /o, F,) @; et b;

désignant les valeurs initiales de ; et 7)71 Supposons que notre propo-
1

sition soit en défaut ; il existe alors une relation
(42) C=®(ay, by, ..., an, by),

telle que si I'on remplace & I'aide de cette relation 'une des constantes
primitives a;, b; par G, /; (et par suite toutes les autres fonctions f7)
soit algébrique en C. Supposons, par exemple, que @ dépende effecti-
vement de 'un des &;, soit b, (le raisonnement serait analogue dans
I’hypotheése contraire); tirons &, de (42) et faisons dans (/,, F,)

T , .
= — 7 Les formules (41) s’¢erivent
7‘j:éf'j([l; @y by ooy @uoyy Opey ayy G

en ¢liminant C entre 'une de ces équations et sa dérivée par rapporl i
t,, on en déduit une relation

' L 0N ‘
(43) P (}\j,T)—['—; yy byy ooy Upqy Oppeeyy a,,) =0,
1

ou P est un polynome en A; et%%- Mais il résulte immédiatement du
lemme établi plus haut, que cette relation dott constituer une intégrale
premiére d’un systeme ( f,_,, ¥,_,), lorsqu’on y aura remplacé a, par t,,
ce qui-est absurde.

D’autre part, M. Painlevé a établi (") que l'intégrale de I'équation I,
dégénérescence de VI [ou (F,)] est une fonction essenticllement
transcendante des deux constantes d’intégration; il en est done de
méme de (F,), lorsque les quantités ¢, c,, ¢y, ¢, sont choisies au
hasard, et, par suite, notre proposition, exacte pour n == 1, est ¢tablic
pour » quelconque.

Bien entendu, cetle proposition peut étre en défaut pour des
valeurs particulieres de ¢,, ..., ¢,.4; le systeme (f,, F,) peut alors
posséder des intégrales algébriques, ou satisfaisant 2 des équations
d’ordre moindre, ou méme étre réductible. Nous allons étudier, dans
lafin de cette troisieme Partie, un cas important ot le systeme ( f,, F,)
admet toutes les solutions d’un systéme différentiel d’ordre n.

(V) Bull. Soc. math., t. XXVIII, 1900, p. 241-249.
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III. Les systémes hypergéométriques d'ordre supérieur.

27. Supposons que I’équation (E,) admette une intégrale dont la
dérivée logarithmique soit rationnelle, et soit (E;) une telle équation.
Cette intégrale est nécessairement de la forme

n -2 n

Y= l [(1 - tl’)'.“l I (& — 7"/)3/1
VeS| /=1
ou r; désigne une racine de I'équation fondamentale déterminante rela-

. R , 1 3 - -~
tive & & == ¢;, et ¢;, 'un des nombres — Sou-—- Le point x = A; étant

. . . I
apparemment singulier, on doit prendre ;== — —; en effet, dans 'hy-
J " .

\ 3 ., .
pothese ¢; = -+ Pexpression

“dx
Je=y ) e
2

intégrale de (K,), renfermerait un terme de la forme Ay, log(z —4;);
on a done ‘

. . 72
(44) EIRICN I | IEEALe
ey
Cette expression ¢tant une intégrale de (K),), on doit avoir
42 ‘li n--2 (
- ~ Q QU nirn—ri)
(45) [ f?,z Z riry— nz ri - -———7'——;
=S ) ) I

et les coelficients =«;, 3; s’expriment rationnellement en fonction
des A, .

Il s’agit de déterminer les fonctions A;(¢,, ..., ¢,) de telle sorte que
le groupe (G’) de (E.) soit indépendant des ¢;. Il est visible que
Ay, oees A, seront donnés cette fois par un systeme différentiel d’ordre 7;
car, dans le cas actuel, (') dépend de 27 + 2 paramétres et nous
disposons de 7 + 2 constantes ¢,, ..., ¢,,. (Vest ce que nous allons
vérifier. '

Puisque (') est indépendant des ¢;, on peut (') toujours associer i

(1) Poir plus loin, n® 34.
Ann. Be. Norm., (3), XXIX. — Mars 1912, 14
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v, une intégrale v,, telle que (v, y.) forme un systéme fondamental
b} substltutlons mdapendanleb des ¢; : v, doit done vérifier les équa-
tions ()

dy 0 1 dB; ady
ten) = (Mg )y m
B, I
L’expression dogy, , 1 ’—()—log'——, t done indépendante de x; mais
o0, 20w Pyl
d’apres (13) et (4 |) elle est égale a
n nA=2 -
Iyt Ny N o(x) \1"1—-1’,/',,. ar;
(46) il —z 0r | l—w  296) (@— L) V) | e =l w— L |

Les seuls poles de 'expression (46) étant A, ..., A, et d'ordre 1,
il nous suffit d’écrire que les résidus correspondants sont nuls; il
vient alors

‘net2
([17) I ’(,‘i) . Cﬂ(),)( ] \"“'lw—').l'/f_“' P
) dt; o' (L) (hy—t) V() /‘"“ hy— ty, b=l
k=t

C(«\ systéme est bien d’ordre n; vérifions que towtes ses solutions satisfont

a (fn, ¥,). Tout d’abord, les (qualums (/) sont ¢videmment des
conséquences des équations (47); exprimons qu’il en est de méme
des équations (F,) :

"o -y 2

_f(‘ [ ( )_‘_ ‘I/”(./‘j J =T 20
V0N L) 2VON]| = W=t =l

k=1

-

_N" 9 () {1‘1——9,/',, or; :
4"]"’ /)(.)__)1) e )\‘1—""‘ lk ),/.-.... ll'
k=1

ne2 n+2 -
_ o(h;) Z 1271 Y — 2 o' (L) 1y
(%) (hj—tr)? - I-—-—t,, b(t) byt
n3 2 Crp -+ l
S 3 7S A A S
:Z <C"+7)”"+Z @?(//.‘) b 9ll) o
oy i A pl) b=t () dy— b

~ y : - . o, . -
En s’appuyant sur les identités qui exprunent que la somme des
résidus de  ( it srili
YRy r— ‘1’(«') t<g) est nulle, on vérilie
aisément que la relation précédente est une conséquence de (45).

(1) Zoir deuxiéme Partie, n” 3.
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28. Nous allons intégrer maintenant le systéme (47). A cet effet,
désignons comme précédemment (n° 12) par o, ..., 5, les fone-
tions sym(’ét.riquus élémentaires d’ordre 1, ..., nde A,, ..., A,, et
substituons & (47) le systeme différentiel vérifié par o, ..., ¢,. Au
lieu de le déduire directement de (47), ce qui semble difficile, nous
emploierons artilice suivant : 'expression (46), étant indépendante
de x, est ¢gale A

no-2

W) AN "
_m IL—{-—I——),/A-:I/,. N

valeur obtenue en faisant z =o. Multiplions par ¢ () les deux
membres de 'identité ainsi formée, il viendra :

T2

Op(e) o) ) olo) | N1 =20 2
o Ty ) | =t e
J==1
.!J et : i
L) S
= ',:,0-77—/!’-5 noe 1 oe— ’),L r. '_{/(.l?).
\ kar !

Mais on a

n
b(w) E (=) gpen f (avec gp=1);

(o0

il suffit alors d’identifier les coefticients des puissances de w dans
Iéquation précédente pour obtenir le systéme cherché. Désignons
encore par s, la combinaison symétrique élémentaire d’ordre v de
Liv eony byy bypy == 0 0L Lpy==1, ot par s, s5%, s&%* les combinaisons
symétriques d’ordre v des ¢, g prenant toutes les valeurs, sauf celles
des indices supérieurs. Nous obtiendrons alors le systéme cherché

n

’ do ~ ! .
() 5= W) Y anlsit = o)
7
ho=1
48 [ ! -1
(I ) s : . -~ S RS N w
A= (eti-4-1) '1/([,') 2‘ (—1)P¢; Sty —0y |+ @ (40) Ly Gr—p—1
=0 p=0

(6, L=1,....n),

oul’on a posé 2r,— 1 = .
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29. Lorsque I'expression

"2 n+42

- wul

K=1 —+—Z ap=-1 +Z (2rp—1)
k=1 k=1

est nulle, cesystéme est linéaire. Pour l'intégrer dans le cas général,
nous poserons

(49) g, = —02

Le systéme (48) équivaudra au systéme lnéaire

n / = "
o' (¢ )3?’ = E apsit 4 (a4 I)Z (—1jPsipdd Z (= 1)V -0,
k=1 Po==0 YY)
(50) {1
~+ (et~ l)q’(li)z (-—1)!’445.“0,,.‘[,,,_, -+ (L)Y,
ll,'-:()
(E==1a . oynyl=0,1,...,n),

ou la dernitre somme doit otre remplacée par o pour /== 0 et ol
O1y --v» 8o désignent » indéterminées, qu'il faudra choisir de fagon que
le systtme (30) soit complétement intégrable. D’aprés la maniere
méme dont ce systeme a été obtenu, les conditions d’intégrabilité sont

’ I . . . (-1
nécessairement compatibles et se réduisent & ———— ( ).,

()P[ (){)A_ ) .
(—)_l./; ’_’JL_I' “"fl/n'(lh R ["),

la solution générale de ce systeme est de la forme

(p%s - s pn) désignant une solution particuliére et o une fonetion arbi-
traire de t,, ey lyzce pointétait d’ailleurs évident @ priori. Nous allons
‘montrer qu’on peul prendre les ¢! et par suite les p, nuls. 11 nous suffira d('
}I ()I, r)t/.«()lz

v(n-—1

prouver que dans cetle hypolhése les Videntites

sont vérifiées.
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30. On a tout d’abord

(51) (L) 5 “_.k?(—n)vz"—va.,,

V=10

pour résoudre les équations (51) par rapport 6, ..., 0,, jobserverai
qu’elles entrainent Uidentité en x

N V), gtV plx) Vl'“"—") 2.9_2 __@(,1];)00 .
() T Ka(r—1) ed x— [ ()t,~+1’(.r—1)

VEEY {==1

On en déduit

n
f a0
50 G, == i) \ ner ghan+1,n+2 a8
( ) v ’ 0 I ( S (N,‘ H]
= :
dérivons alors ’équation (51) par rapport a ¢, :
6 ' 6 . g
2/ . , r
(53) o ()L B OO Ny g O
L 0y lLp—L; Dl s JdiLy
Yz

a0,
remplagons == - par la valeur tirée de (50), tenons compte de (51) el

cherchons alm's le coefficient de a, (g £ k) dans le second membre de
(53) =il est égal &

)00 \* (__ l)" {’!”‘".s'./,‘""',
(){y e !
)

o' L
c’est-d-dire 4 o pour g s£ et {” (&) - pour g = L. Bemarquons mainte-
‘

nant que I'expression

n v

PRGNl WL

VY Yoz 0
est égale 2
n
~ /n——p o l” (+1
\ (—— I)P b SR S‘/-:;
( - l/‘
p==0
or

n

2‘ (—l PL”“PHS‘/‘-_ (— [)’L N1

=0
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et

n

Z ("’ ! Ptn—o_ﬂsr = (=" Sn+1 +9 (l/c),
p=0

en sorte que le coefficient de a; + 1 est
! 6 P l" -1
(D( /n) d + 1(2 ])‘1_’______________ jpwl'

t —tk ()// Li— Ly
p=1

Remplagons alors 0,_, par sa valeur (52), et observons que

n n
S‘ (— 1)Psprint fr=prl= (— 1)1 gttt } (— 1)P it g,
p= gt
que
n
S (e e = (T (g A,

p==2

et, enfin, que

n
B (— 1)e s et (— aymsl

p=2

o' (t;) |
I,’(l,'—- l)’

nous trouverons alors pour le coefficient de a;—+ 1

@,(t/.-) d9, '5( {) A, CP’([/,‘) ()0(,

Li— L by li— 1y Ol;  li— iy Ol

et, finalement, on a ’équation

020, J 0(, a9,

(34) (1"— k)dl e ap—— 0L H”EE (L h=1,...,n)

qui généralise une équation étudiée par M. Darboux (*). -

Mais cette équation est symétrique en ¢; et ¢,; en d’autres termes,
les conditions d’intégrabiliteé de (50) sont bien vérifices pour ;= o.

Par un calcul analogue au précédent, on obtiendrait de méme

(1) Poir, par exemple, Lecons sur la théoric génirale des surfaces, L. 11, Paris, 188,
p- 54.
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I’équation
n
(53) 020, o vl Ay + Ay ey =+ A; - Ay 2+ Q; 191)
’ Jdie? ,1-4‘ ti— 1y o4 li—1 d¢;
n . f K
- Ll —1 l a;
N (l,»‘; 2 (L), ) % iy,
:, (L~ 1) (L) 0Ly Li(L—)

formant avec (54) un systéme linéaire (S, ) d’équations aux dérivées
partielles.

31. Pour =1, le systeme (S,) se réduit & une seule équation

%, (((L, o wy - dl, Kab,
‘ {—1 )

E - ATV

(ot lona supprimé Uindice ¢ = 1) : ¢’est I'équation de Gauss (). Le
résultat était d’ailleurs immédiat, car on a alors A, =a,; le systéme
(47) se réduit & une équation de Riccati, et le changementde variables
defini par (49) coincide précisément avec la transformation classique
qui rameéne 'équation de Riceati & une équation linéaire.

Pour n = 2, le systeme (S;) reproduit un systéme bien remarquable
rencontré par M. Appell (%) et par M. Picard (*), et vérifié par la fone-
tion hypergéométrique de deux variables

. ’; 1:(7., m - n)(B,m) (', n)
Fi(o, BBy 75 x,y) SI::}_‘ }/_( URTESD) (l, YO xm oy,

ey

ol (%, k) désigne le symbole (A +1)...(A+k —1).
[ci, nous aurons

a-’::'—]\’, 7::”‘([ll“}"f[z+/l;;)q f):“”aly ﬁ/::—ﬂzs x:tl! y:l2'

On peut remarquer encore que A, + A, = o,, par exemple, satisfait

(1) Dans ee cas particulier, ce cas avail 616 signalé déja par M. R. Fuchs (Math. Ann.,
t. LXII, p. 319).

(%) Comples rendus, . X(, 1880, p. 206 et 731; t. XCI, 1880, p. 364; /. de Liouville,
3¢ série, t. II, 1882, p. 173.

(%) dnn. Ji¢. Norm., ¢ série, t. X, 1881, p. 305.
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par rapport 4 ¢, 4 une équation différentielle du second ordre (& points
critiques fixes) formée par M. Painlevé (').

32. Passons maintenant au cas général; nous allons établir que 0,
considéré comme fonction de I'un des paramétres, soit ¢;, satisfait (*)
a I’é6quation différentielle d’ordre » + 1 du type hypergéométrique de
Tissot-Pochhammer (*),

: n
lu—i«l@ .
(56) <l’(z,~)‘—(-[~ﬁ:;9 —1—2 (— V(D = 7 e — 1 )hgg DD ()
Lol fi=0 . , l(” /C)O
IO AL
A+ (A—n+k—1) VR ()] ———d”‘_,k-ﬁ =0,
T
oul'ona:

(1)(51‘) :(P,(ll')::ll'(ti“‘ ')(li"”‘ ll) e (l,'-——l,L‘),

n--2
13
W) =)y @pt 1
7
ko1
—_ ) _pp—n) . (p—g--1)
A=a;~1 el (plg= v

Il nous suffira de montrer qu’il existe n -+ 1t fonctions 0,
(k=r1, ..., n, n+ 2), linéairement indépendantes par rapport & ¢; ot
vérifiant & lafois le systeme (S, ) et 'équation (56). Or la fonction

Tk oLk
S 6 c:f X4 (X — )i (2 — L) .. (i — L)% da ::/ Vdx
(59) | =) (7 — ) ( ) 0

(k=1,...,n,n+2),

ot 'on a
V=2 (@ — 1) (@ — L)% .o (= [,) %,

répond bien & ces conditions, lorsque les constantes a; sont choisies de

(1) dcta mathem., t. XXV, 1902, p. 53, équalion (1).

(%) On pouvail d’'ailleurs constater sur les équations (50) (oit g;=o0) que parmi les
n-+1 racines de I'équation fondamentale déterminante du sysidme relative 2 un point
singulier quelconque, il en est n de nulles.

(3) Tissor, Journ. de Liouville, 1*¢ série, L. XVII, 1852, p. 177. — PoCHIAMMER,
Journ. de Crelle, Bd., T4, 1870, p. 216. Avant l¢ travail de Pochhammer, I'équation (56)
avait éL6é éludiée par Hermile.
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telle sorte que I'intégrale (57) ait un sens : cela résulte des identités

Vaa; I a; —a; a —a 1y
(x—t)(x— 1) | ti—lx—tl li—tlpx—Lp] "
V ( ) s ne=2 n—+2 (
x(x— O L (L—1)
I8r— v, a; Z AL, :
.?C‘——ﬁ; ( +2J I+ t/c—[[ .l?—-‘//ﬂ
=1 k=1
g -
+ Li(li—1) SW’ a a; /L_*‘ ;o (a;—1) ;(Li—1)
x— L e l,"——/k [1 L[—l (l ——-[,')"'
k=1
et
B 3 ) .
d V() o (a—n) @)+ WD (1;) \4
Jdz (*v""‘l’)n B /'! (@ - l,')""'j""l
j==0

lavec W1 (¢;) = o|; et le résultat établi pour de telles valeurs des a; est
évidemment valable quels que soient les «.

33. Toutes les propositions obtenues par M. Appell dans le cas de
n =2 s'étendent au cas général. Tout I’abord, changeons xen &~ dans
I'expression (57) et posons

"3,-;_‘;:‘ I el Y R
-2
) <
o me— Ko --i-> P==2ry
( i)
el
"1 A

7/ :':—--E a,-.-::Z (r—2r;);

IENt ia=1

nous aurons (au signe pres )
a1
(58) Oo,n-1 ‘:../ 2 ()Y~ (1 — )R (1 — tpx) B dr,
)

ot Pintégrale est prise le long du chemin rectiligne o1 et, bien
entendu, dans hypothése o <o (a) <& (7).

On obtient m“?’))———————('—'—_—'——)—) intégrales telles que (58) en substituant

aux limites d’intégration denx des quantités ¢;',..., ¢,", 0, 1, .
Le développement de Pexpression (58) suivant les puissances de

Ann. Ee. Norm., (3), XXIX. — MARS 1912. 19
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Z,y..., L, donne

r F 7 %) v
eo,n-e-'z:_(gc'lf'(%—'_z_)"]“(l '(6{,‘61, .. '7@!1‘ }’: lyy ovey ln)v

en posant
F (o, By oo oy B P35 bt oo vn )
-+ -+ o
. (oty my == .o m2,) (Byy my) ... (Bas m, o [
— E E R A

(y,my—..o4=my) (1, my) ... (1, my) !

my=0 =0

La série est absolument et uniformément convergente lorsque¢,, ...,
¢, varient a 'intérieur de cercles concentriques aux origines de leurs
plans respectifs et de rayons inférieurs a4 1 : elle représente dans ce
domaine une fonction holomorphe des variables.

On peut ¢galement représenter 0, 4 aide d’intégrales multiples; je
donnerai seculement la formule

L@y ...TEHT(y —Bi—...—Bn) s
() R (e, By,

—f / ab=t b (1 — ., ) VBBt

X (1—tlywy—. ..~ l,2,) *dx, ... dx,,

-7(6/47'/; [h ---a[n)

ol 'intégrale est prise & I'intéricur du continuum (réel) défini par les
inégalités
LZ0, ..., XTpZo, e T T N
On définira comme pourI'équation de Gauss des fonctions contigués,
en faisant varier d’une unité tout ou partie des paramétres «, f,, ...,
Bnr Y. et I'on généralisera sans peine les relations de Gauss. Je me
bornerai & la suivante :

Jd
() fl) ﬁh"”{?’ln?;‘h-..,t”)

D'J
:/’I““(a—}-l Biy ey Bi s B Yy e ),

d’ou Pon déduit que le systeme (48) posséde les intégrales remar-
quables :

oy == st 2 2‘ ﬁzt (t— 1) ’|/”(0!+l,f3,, ceey {3;—}—1, veey ﬁ,,,,'y—f—l,[,, cany t,l).
lul'”(a7 Bh DR f)m'/§ th ey tn)

l:l
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En opérant par dégénérescence sur la fonction F{, on en déduirait
des fonctions qui jouent par rapport a F”’ le méme role que les fone-
tions de Bessel par rapport 4 la fonction hypergéométrique de Gauss,
ou que les transcendantes V, IV, ... de 'Introduction par rapport & la
fonction VI.

34. Nous allons retrouver les résultats précédents par une voie
entierement différente. Nous abandonnerons la considération des sys-
temes dillérentiels complétement intégrables, pour nous appuyer uni-
quement sur la notion du groupe (G") de I'équation (B)).

Dans le cas actuel, il est aisé¢ de calculer explicitement les coeffi-
cients des substitutions du groupe. Soit L; un lacet simple, d’oricize
@, FIXEE UNE FOIS POUR TOUTES, décrit dans le sens direct autour du point
singulier @ = 1,5 les intégrales y, et y, (n°27) forment un systéme
fondamental qui subit la substitution 8%, correspondant;au lacet L, et
représentée par les formules

-

(59)

ou Pon a pose

{ Siyi=sipi,
[ 8¢ Ya2== 8¢ l{l')’l -+ 8 ],"25

3 g4
sp== W=l el Ry / -
1

Soit alors
Y = oY+ ﬁ'_}’zv

6o R
(60) Yo== 71+ 0Ya

un systéme fondamental subissant des substitutions

SIY, =AY, + B;Y,,
SiY2: C[Yl -+ l)L'Y2,

dont les coefficients A;, B;, C;, D;sontindépendants des ;. Je dis qu’on
peut toujours obtenir un tel systéme en prenant o =1, } = o.

Tout d’abord, on peut toujours supposer B;=o en remplacant
(Y,, Y,) par un systeme
Y(tl'): a; Y1 “+ b; Yg,

6
() YO = 0, Y, + Y,

(ai, b, ¢;y d;, constantes indépendantes des 4;) ol les constantes a;, 0;
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satisfont a la relation
a; A+ 0;C; a;
aiBi+ b[l)i /)i

Il résulte alors de théorémes classiques que I'on a :

soit
Ai::.s‘,-. l),:: .S‘;'l,
soit
Ai=s71, ;= s..

Il est toujours loisible de supposer le premier cas réalisé en effec-
tuantau besoin surY,, Y, une substitution (61), avec a;(s;-—s,')=5,C;.
Mais, d’aprés (59) et (60), on aura alors

si(ayi+By)) = s Y, =8 Yi=as;y -+ L (s Riyy+ 571 ),
d’ou Bs;R;=0 =B (s;—s;'). Comme y* n’est pas uniforme en général,
Ly : Y Y,
on en déduit B = o, et, en remplacant Y, et Y, par —~ ¢t =% on pourra

faire o = 1.

30. Cela étant, écrivons que le systéme
Y=,
Yo=myyi+0y,  (940),
subit autour d’un point singulier quelconque, soit ¢;, une substitution i
coefficients constants, nécessairement de la forme
SiYI:S[Yh
SIY,=s:k; Y4 571Y, (9 0),
ol £; est une constante. Nous aurons, d’aprés (59),
, ysi)i+ O(si Ry s7 ya) = sikeyi+ s (7 Y1+ 0ya)s
d’ou
(62) y(r—s72) + R, =/ (E==1, ..y~ 2),
et réciproquement, si ces équations sont veérifices (E)) possede un
systéme fondamental d’intégrales dont les substitutions sont & coeffi-

cients constants (¢’est-d-dire indépendants de ¢,, ..., ¢,).
Sye e ~ , v , , .
Eliminons ¥ et ¢ entre les n + 2 ¢quations (62), on en déduit les



SUR DES EQUATIONS DIFFERENTIELLES DU TROISIEME ORDRE, ETC. 117
n équations suivantes ;
R; v— 72 ks
(63) Risi 1—s33, huyy |=o0 (C=1,"..,n).

=2 A
Rn-&—‘z T— S0 /‘/1+2

A priori, il est manifeste que les premiers membres des équations
(63) doivent étre indépendants de l'origine x, des lacets L;; il est
ais¢ de le vérifier directement, car si I'on remplace @, par un autre
point z;, R; se change en

o

l{,-—*—-(x——.s“,-")f

dx

_jf—f_.

36. Réciproquement, nous allons montrer qu’en général, si les dif-
férences 1 — 57 ne sont pas toutes nulles, les conditions (63) suffisent
a exprimer que les équations (62) sont compatibles, et, par conséquent,
que le groupe de (E)) est indépendant des paramétres ¢, En effet, les
équations (62) en et B ne pourraient étre incompatibles que si tous
les déterminants

(& f=1,...,n)

R, 1--g72
(64) ‘ ‘ j

R, 1—s;*

étaient nuls, autrement dit si toutes les substitutions de (G") étaient
permutables deux & deux. Je dis que celte circonstance ne peut avoir
liew quels que sotent h,, ..., A,. En effet, $'il en étaitainsi, on en dédui-
rait les équations

' R — 72

k) —2
RY 1—;

(63)

=0 (h=o0,1,...,n),

ou R désigne I'intégrale
/ Wk da,
Li

W oz 2w (2 == 1) " Y (& = )" — L)

avee

Mais les R} (ou £ est quelconque) sont des fonctions linéaires et
homogénes des n -1 premiers. Les déterminants (65) seraient donc
nuls, quel que soit I'entier positif %, ce qui permet de supposer
&(r;)<oet&(r;)<<o. Or ces déterminants ne dépendant pas de x,
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faisons 2, = (;, d'ou R = o; il vient alors (1 — 5;*) R“j-’" = o. Ecartons
I’hypothése banale ot tous les s;* sont égaux 4 1; on devraitavoir

v U
/ Waxtde—o,
.

[

P'intégrale étant prise le long du chemin rectiligne 2;¢;. Mais cette cir-
constance ne peut manifestement se produire : car, moyennant une
transformation homographique préalable, on peut toujours supposer
que W (x — ;) i(x — t;)*i= f(z) est holomorphe i I'intérieur du
cercle décrit de ¢; comme centre avec |£; — ¢;| comme rayon. Le déve-
loppement de [ /(«)| ', suivant les puissances de & — ;, appliqué &
I'intégrale

ARY
), 7

dr,
montre alors que

vl
/ (w—;) ¥ (x— ;)" dx
{

:

devrait ¢(re nul, ce qui est absurde.

37. Revenons maintenant aux équations (63); nous les écrirons

n

(66) Z(__l)/A;ﬂ~-ﬂa,:.-o (i==1,...,n),

=0
en posant
R g2y
AP = | R2D 152 ko (C==1,.00,0),

(n—j -2 .
B,Hé" b8 hn /'/L-|~2

et o; ayant la méme signification que précédemment (n® 12 et 28). On
tire alors de (66)
LA/, AYFIAYU L A

{A;“““'--A’/U/I ’

Tp—j =

en n’écrivant que les lignes de rang ¢ pour les deux déterminants qui
figurent au numérateur et au dénominateur. Nous allons ramener ces
déterminants composés (d’ordre ) a des déterminants simples d’ordre
n—+ 2 dont les ¢léments auront méme forme que ceux des A=/, Pour
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simplifier Uécriture, posons

R‘,."":/\Wx"'dx:xﬁ'“ (h=o0,1,....n—1),
Li

x n+1 n+2
.lvj .’Z'J xl
e T2 i e 12 (R=f) — =41 ") n+1 N2
I ;T =X ’ /‘t — X e Al =Y = | a1t Zpps Epygy |
l n+4-1 ne-2
Zprs Tpipy Lpis
41 =2 n-4-2 el 41 n+1 n+2
Lper  Fpl ’ — Z; X =B, Zj z; =,
1 nyr | T PR ntr | T HI a1 n4o | T4
‘l’u-t-'z ‘7"”+2 ‘LIL—I'Z m/z.+-2 ‘L‘/H-t xn-}-l
et
1 P n4-1 it 2
Xy cee Xy X'y €
. 1 it -1 pI+2
A== 2, e &y x, Xy, .

1 o 141 122
Xpiq e Tyug Xy Xy

En se bornant au déterminant qui ligure au dénominateur, il s’agit
de calculer

Yioyioeee ot

n

IR VB TR

Yu Yi oo 0
Or, le déterminant peut s’écrire
A e T e T N Al ST /AN R
Ly ABuZ iy YLy e X Pl S Ya T

il se réduit donc & la somme de 3” déterminants, tous nuls, sauf ceux
qui contiennent » ou n — 1 colonnes en «, et ceux (ui contiennent
n — 2 colonnes en o, les deux autres renfermant respectivement les
B etles y. Posons encore

1 2 il
€x, @& I 2
ot 2 n
X, X, cee Xy

Il
(a5
«s

1 2 .
xl 22 ... x?

n
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nous aurons, d’aprés ce qui précede,

n xl o2t B Zf L wh
(67) D=ard+ar ! ¥ ahy,
i=1 zh ..ozt B, 2t L 2
n B U ol P AL
—l—z"“E.z{,H e e e e e
=1 zbooo2T ! y
noor Xt 1:", vog .I'I;H .Uf"‘
+x’l‘22 Z ilfu-]‘rﬁl—z ce e aese e aees ses
i=1 k=t B U R C PR AL O U

I./.'I 1

Y

Associons au terme général de la dernitre somme celui qui s’en
déduit par échange de 7 et £; Capres les valeurs des et des vy, leur

somme est ¢gale &

P ]
‘I’/lnH s 1

") s
& n+2 ’I"n +2
1 pvES PR RES e NEY NS
€y e Xy &y £ R o ay
W =1 Jebl e P N RV S|
F A R Ty R xh &£y,

pl
&€,

Cela étant, la regle de Laplace montre que la somme de tous

termes précédents es(

A 11 +1 NES VAT PR A ER WS A VIES AW
(68) (A —ad—ayt] Yo+ il Y Y anii YOI

w4 Xogo ™ gy

ot l'on a posé

n al ooapt Attt L &l
e (Nl e (il
Y= (—1) E (— )iy,
fm .1 pl=1 ol b
. IE=X] /2 &€, P

’

I

x 1

ol
an,

les

chacune des caractéristiques (g, g’) (A, /') désignant I'ensemble

des nombres n + 1, 7 + 2, pris dans un ordre arbitraire.

Tenant compte des valeurs des 8, desy, des v et de Pexpression (68),

on voit alors que expression (67) se réduit 2
D) == gn-tA,

Il résulte immédiatement de cette ¢galiteé que 'on a

f1) . E
(69) a'”,_j::——"—-‘i (/::07'a~'-vn'““)7
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avec
RY .. RYFDORYY L0 R r—st
(,)n__j: e o « s e e e s .- ve ew as e -
(n) (J+1) (-1 2 ( -2 A
Ry, oo RYED RYY o0 R, 1—s52,  hnas
(70) (fJ=o0,1, ..., n—1),
R0 L0 RY r—sr fy
Wg== | »oe e [ “e s
L= X 2 A
R<n"+--z“ R 1{11)112 T Sude ,‘/z+z

Nous avons ainsi "expression des o,_; comme quotients de fonctions
w,—; contenant linéairement et sous forme homogéne 2 -+ 1 constantes
(car on peut supposer £,., == 0, le point z, étant arbitraire), et, par
suite, A, ..., A, dépendent bien de n constantes. D’autre part, les
coefficients de I'¢quation (K,) ¢tant connus dés que les A sont détermi-
nés, on voit que les équations (69), (70) permettent de construire effecti-
vement une équation diferentielle linéaire du second ordre admetiant un
groupe réductible donné (du type G') (n° 17).

28. Je vais montrer maintenant qu’on a
n+2 n42 )

(7.1) )y == 0(,1 [ III (Li— L)~ 2re2ryet,

i1 k==

Je supposerai & (2r; — 1) < o; I'égalité (71), une fois établie dans
cette hypothese, sera ¢videmment valable quel que soit 7. On peut
donc prendre ¢,,, = o comme origine des lacets et remplacer, aprés
suppression d’un facteur constant, la valeur de o, par la suivante :

e y
War—=tde ... Wde Iy
] 0
A ln
(72) D= / Wan=tdxe ... Wdr £k,
Jy 7y
W1 1
/ War-tde ... f Wde fye
) 1]

ot les intégrales sont prises le long des segments rectilignes O ¢;.
Au licu de former par dérivations successives 'équation diffé-
Ann. Ee. Norm , (3), XXIX. — Mans 1g12. 16
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rentielle d'ordre » + 1 vérifiée par w,, j'étudierai directement w, con-
sidéré comme fonction de ¢, par exemple.

Les intégrales qui entrent dans le déterminant (72) ne peuvent
avoir d’autres points singuliers que £, =1,, ..., {,, 0, 1 et ». Dans le
voisinage de ¢, = o, par exemple, loutes sont holomorphes, sauf

/‘[‘ Waidx

L/O

1y
= [ Lt (2 — 1) 2w (2 — () (2 — b)) da
o .
frnd t'l‘ﬁ"nld_"z"l"‘["lf y—ll',,_“-!—l'(y —_ l)—2"1( ll.}’ —_ l)‘z"n«l-z v ([1 Yy — i, )'_'2"u [l.l‘,
0

la derniére intégrale étant holomorphe en ¢,, pour ¢, = o. Multipliant
alors la premiére ligne du déterminant par £} on voit que o,
est de la forme

tl—z/-,-—z/-,.+,+1 [j(l‘) + ¢, [211',-(»21',‘.4_,-4 ‘(?(41 )J,

g et ¢ désignant deux fonctions holomorphes dans le voisinage de
¢, =o, et les coefficients de 7 dépendant linéaircment de n constantes
arbitraires. Toutefois, i/ n’en résulte nullement, ce qui est essentiel
pour nous, que les n premiers cocfficients de 3 peuyvent étre choisis
arbitrairement : nous pouvons seulement affirmer que les racines de
I’équation fondamentale déterminante en ¢, = o de I'équation linéaire
(&) vérifiée par w, 72wt sont

n4-1 n+ i . oo
e, eyt e n—an" ar 2 e — €T,

les € désignant ici, comme plus loin, des entiers positifs ou nuls. En
général, les racines de I’équation fondamentale déterminante de (©),
relative & ¢, = ¢;, sont

i Z el . . 2
€y IT+Eh ..., R—I-g, 2r-F2r;—1+ &),

On verrait de méme que pour /, = 2, ces racines sont
I1—2r,+¢&, 2—2ri-+E&, ..., N~—20r -¢,,

— 2 = 2y — AL N1 o £y

Enfin, 'équation (&) peut encore posséder v points apparemment
singuliers, Z,.;, -+, tyiss, la somme des racines de I'équation fonda-
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nin—+1 \
———0-—-)-—!—5‘, ou &

mentale déterminante pour le point ¢,,.,,, étant

désigne un entier positif. Kcrivons alors que la somme des racines
ot (n 41

précédentes est égale i ————; il viendra
n42 n41 n-+1 v
- . -
S 33T o=o
P=2 j=1 =1 (=1

tous les < sont donc nuls, ce qui exige v =o, autrement dit, les seuls
points singuliers de (¢) sont ¢,, ..., ¢, o, 1, %03 de plus, dans le
domaine de chacun des 2z + 1 premiers points, il existe n détermina-
tions des intégrales appartenant respeclivement aux exposants o,
I, ..., n— 1; ¢t, de méme, dans le domaine de ¢, =, »; admet un
développement de la forme

n-g
.l
- A\_J'll'[+n+1

(l\ 1-—2/-,7‘, [> (I =1 n (1
./1) I\ ™ X7 (“\ll ’

, 1 I . .
F, et ¢, étant holomorphes en = ot les n premiers coefficients de 7,
) 1
étant arbitraires. D'apreés les résultats de Pochhammer, I'équation &
laquelle satisfait w, est précisément (56) (avec t=1).
En procédant de méme avec ¢y, ..., {,, on démontrerait enfin que
Iidentité (71) est vérifice.

39. Dans son Mémoire des Mathematische Annalen ('), M. Richard
Fuchs s’était proposé le probleme actuel, au point de vue du n° 34,
pour = 1; il est arrivé ainsi & cette conclusion :

Pour que le groupe de (E) soit indépendant de ¢,, il faut et il suffit

({ ue
dx

f”? = [@tn(e — 0@ — 0) (e = 1) de
Ji
prenne la méme valeur pour tout chemin fermé L, abstraction faite
d'un facteur constant (indépendant de ¢,).

Or, 'énoncé précédent suppose implicitement que 7 est uniforme
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d’ailleurs, c’est seulement i cette condition que les formules

Sty =5:¥1,
Si)’az Si“i}’i +SiYe

qu’'il prend comme point de départ [au lieu de (59)] sont exactes.

Néanmoins, l'application qu’il en fait (loc. cit., p. 320) aux pé-
riodes de I'intégrale elliptique de seconde espece se trouve exacte.
Plus généralement, nous allons démontrer ce théoréme :

Pour que le rapport des valeurs 12 ; et £ ; de U'intégrale
n2
(73) Ju@[[z—y-id,
Q=]
prise le long de deux: cycles quelconques (2;) et (2;), soit indépendant des
b, Ul faut et il suffit que N, ..., A, vérifient le systéme (47) (*).
Les équations (63) entrainent, en effet,

) / ./
‘\ i Si /‘t'
(74) Riwi 1—580 Ap |=o0,

-2
Ru-l-z L— 8,5 /*/z +-2

s; et k; désignant de nouvelles constantes. Montrons que s; est nul s¢
(e;) estun cycle. 1l résulte de (74) que I’on a encore

Vol
dx
) ! J 7
J\ i ~+ Sl' { 3,—1“ .5“ /u {
. v 1

Xy

’ -2 .
T ISk K

b g
o
Rpsi =+ (1 — s34, )/
a2y, .

R

»
) X' dJL' _
Bn-{—? -+ <I - Sn}—a )/ — I— Suiz /"u-n

ER Yi
en appelant z, Iorigine des lacets L., L,.,, origine qu’on peut suppo-
ser située sur (2;) et ¢, un point quelconque. Mais I'équation préce-

(1) La proposition serait dépourvue de sens si l'intégrale f@(x)l'l (& —t;)2ridx
prise le long d’un cycle quelconque était nulle; mais il résulte du n° 36 que cclle
hypothése, appliquée aux eycles L; L; L7117, est inadmissible.
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dente peut encore s’écrire

X0
; dx
4 U ! o
Li+s — s k'
(75) o T = o,
. _ 3
Ry () 1— 83 kyn
R,,_,,.Z(:l.':,) I —*—S;z_‘_, /A",l+.2

, de . y . .
en appelant R, (x,) valeur de [ =5 prise sur lacet d’origine 2, et entou-
0 I y? [3) 0

rant le point ¢. Mais, puisque g, est un cycle, nous pouvons écrire
Uéquation (74) en substituant «, & z; dans R,,, et R,,., et en conser-
vont la méme valeur & ¢, Rapprochons I'équation ainsi obtenue de

(75), il viendra
N .
T

()

2 .
F— 8,5 Ak n-1

-9 .
1—53% Anas

Or, en remplacant au besoin les indices n+ 1, n + 2 par d’autres
indices, on voit que le dernier déterminant est différent de zéro;
sinon les déterminants (64) seraient nuls [en vertu de (62) et de la
condition ¢ 5% 0], ce qui est impossible (n° 36). On a donc s'= o, et,
par suite,

L 0 £

Rppr 1—83%, kywy | = o

-2 .
Rn re L= 8,0, k n+2

k]

Ecrivons I'égalité analogue pour (2;), il viendra

» J
vo R
== == o
Lr A

et notre proposition est établie.

Réciproquement, considérons les deux cycles L;L,. L7'Ly;, et
Lo Ly LY Lot et supposons que le rapport des valeurs de Uinté-
grale (73) prise le long de ces cycles soit constant; on aura

R; 1 —s7? k;
Ropr 1—s3%, 0 =0 (=1, ..., n),

- )
Riwe 1—=35.3, FKuse

o les £; sont des constantes, les R et les s ayant la méme signification
que précédemment, et, par suite, les A vérifient le systeme (47).
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En particulier, supposons tous les r; égaux a ;; Pexpression (73)
est alors une intégrale hyperelliptique

D(x) ’ (x—2) ... (x—1hy)
6 ) gy = lx
) \/’?(1) ¢ _/\/x(x——r)(x——tl)...(.z'—-z,,)(I

de seconde ou de troisicme espéce, selon que » est impair ou pair;
g; et o ; désignent deux périodes de cette intégrale, et nous avons
ainsi le théoréme suivant :

Pour que le rapport des périodes de ['ntégrale (76) soit independant
des parametres 1, il faut et il suffit que h,, ..., A, vérifient le systéme

By ) -
9 T2 () ( )i,—-z, p(/‘,) 271--“ 7,-—1,

.

Si n est pair, et sid,, ..., A, vérifient le systéme préecédent, les
periodes de U'intégrale (706) seront independantes des paramétrese,, ..., (.



