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ETUDE GEOMETRIQUE DE LA TORSION
ET DE LA FLEXION

DANS

LA DEFORMATION INFINITESIMALE D’UN MILIEU CONTINU,

Par M. J. LE ROUX.

Introduction.

I. Dans ses Mémoires célebres sur la torsion et la {lexion des
prismes, Barré de Saint-Venant s’est placé surtout au point de vue de
la statique, en cherchant les déformations qui résultent de certaines
distributions de forces. L'objet de ce travail est tout différent. Je
m’occupe uniquement de I'étude géométrique des déformations sans
aucune considération de statique ou de dynamique.

[La torsion et Ia flexion n’existent pas dans la déformation homo-
gtne. Leur représentation analytique dans le voisinage d’un point dé-
pend des dérivées secondes des déplacements. Ce sont par conséquent
des éléments différentiels du second ordre de la déformation, dont le
role peut étre comparé & celui de la courbure dans la théorie des sur-
faces. Au contraire la dilatation et la rotation moyenne sont des ¢le¢-
ments du premier ordre, comme le plan tangent et I'élément linéaire
en glométrie.

Il m’a semblé que la connaissance des lois nécessaires de la distri-
bution des déformations du second ordre pouvait ¢tre une introduc-
tion aussi utile 2 I'étude de la mécanique des milieux continus que la
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connaissance des éléments de la courbure & 'étude de la mécanique
du point.

Il s’est trouvé, par surcroit, que cette théorie, outre son utilité pra-
tique présente un intérét propre par la maniere simple dont les résul-
tats se groupent et se coordonnent.

Yai eu principalement en vue les déformations infinitésimales, mais
la plupart des calculs ct des méthodes s’appliquent sans grandes mo-
difications au cas des déformations finies.

2. Définitions el notations (*). — De la théorie des ¢léments du pre-
micr ordre de la déformation nous ne dirons que ce qui est indispen-
sable pour détinir les notations et préciser certains points dont nous
aurons besoin dans la suite.

Nous appelons fibre (*) d’un miliew continu toute portion de ma-
tiere infiniment ténue distribuée d’une maniére continue sur une
ligne quelconque. Une fibre ¢lémentaire est une fibre de longueur
infiniment petite.

Soit M (a, v, =) la position initiale d’un point du milieu; les coor-
données du point correspondant M’ du milieu déformé seront dési-
gnées par

2=z + u, Y=y, sl= 5 4y,

Les axes de coordonnées seront supposées rectangulaires et les fonc-
tions «, ¢, w, continues, ainsi que leurs dérivées jusqu’au second
ordre inclusivement.

Une fibre ¢lémentaire issue de M sera définie, au point de vue géo-
métrique, par sa longueur ds et ses cosinus directeurs a, B, v; aprésla
déformation ces quantités se transforment respectivement en ds,
o', B',v'. Nous désignons par e la dilatation de la fibre, et nous avons,

(1) La déformation du premier ordre se trouve exposée dans tous les Ouvrages qui
g’occupent de méeanique des milieux continus. Citons entre aatres : E. et F. Cosserar,
dnnales dela Faculté des Seiences de Toulouse, et Note a Ja Cinématique de M. Koenigs ;
AverLn, Traité de Mécanique rationnelle, t. 111; Tuomson et TAIT, A treatise on natural
Philosoply-.

(%) Dans ses Mémoires sur la torsion et la flexion des prismes, Barré de Saint-Venant
réserve en général le nom de fibres aux files de molécules longitudinales.
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par conséquent,

ds'
(1) e
(r+e)a'= <1+21—(->oc+l£ﬁ 9u,
T dx oy Tt
) i 0P de Jdv
(2) (l+e)@_$a+<l+@>@+5/,
o sy osw
o=
‘(I—(—e)/“d‘n o}/ﬁ—i—( >

Iin ajoutant membre & membre les équations (2), aprés les avoir
¢levées au carré, on trouve I'expression bien connue de la dilatation.

Soit, d’autre part, 0 I'angle que forment entre elles les deux direc-
tions initiale ct finale de la fibre élémentaire; on a, d’aprés les équa-
tions (2),

. i du ¢ Iw\
(3) (1+e)c050_-<1+ox>a+(1+5_>{32 (H—'()_:)/
dsv oy ()u Jsy N ici i du A
- oy + o Py -+ 9= T oz )1 dx " dy *e
=1+ D (e 8,7)
en posant

(4) l)(a,ﬁ,};):‘)u 2y 3‘ B ()cv "

ox
v Jdy du aw av du’
‘J’(z).?*‘az)ﬁ“((r 5% ) v+ (7 + )

On sait que dans les déformations infinitésimales la dilatation e peut
étre remplacée par D (e, B, ). Nous écrirons dans ce cas

g D(e, B, y)=ea®+ e, 2+ e; 7%+ g1 By + S2yx + g30B;

__du o — J¢ o — fo

(3) . “= 9z’ 2= gy’ = 95
div av __Jdu v dw du
(&:W'&” $=g o ST op oy

La rotation moyenne de Cauchy est définie par les expressions

. dw  dv Jdu  dw dv  du
(6) 2/),::;)—3/——-3—;, 2pr= v 2p= 2)7
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En introduisant ces notations, les formules (2) peuvent s’éerire

/ oh

(1+e)e f:d-i—é———()x + P2y — P
Jdbh

(7) \ ("*‘6)@':—@'*”&33-*—1)39!—/’;'/.
)

(1 —f—e)‘/’::y—y—%(—())—{/- +p B —pao.

Les seconds membres se trouvent ainsi décomposés en une partic
symétrique et une partie dissymétrique ; la distribution de la premicre
est régie par une forme quadratique et représentée géométriquement
par une surface du second degré; celle de la seconde est déterminée
par la rotation.

3. Glissement normal. — Les équations (7) qui définissent la dévia-
tion ou changement de direction de la fibre peuvent, dans le cas des
déformations infinitésimales, ¢tre remplacées par les suivantes :

o — :{:::—;-l)&"“‘a” Fpay— by
(8) {3'“(3'-:;j;l)'g——{'il)‘{—/);‘a-—/),-/,

7 == D=y Do i pac.

Prenons, dans les seconds membres, les termes provenant de la
dilatation -

e L) .
Ces trois quantités sont les composantes d’un vecteur infiniment

petit que nous appelons le glissement normal de la fibre.
On a la relation évidente

(o + Gofp + Gyy =o.
Pour une fibre dont la direction initiale est paralléle a Oz, les for-
mules (9) donnent :

=0, Gy= g3, b1y = g,.
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A. Propriété des axes principaux de dilatation d’un plan. — Menons
par le point M un plan P dont la normale a pour cosinus directeurs
a, b, c. Les dircctions («,8,v) des axes principaux de dilatation du
plan sont déterminées par le systéme suivant

~Dy —Sa — ka= o,

Dy —8f — kb =o,

I B “

gl).{ ——“b'/—*— ke = o,
az +bp+cy=o,

ot S et £ désignent des paramétres qu’on peut calculer ou éliminer.
St Pon ajoute membre & membre les trois premiéres, apres les avoir
multipliées respectivement par o, 3, v, on trouve

S =D(, B, 7).

Remplacant S par sa valeur, et ¢liminant £, on obtient

‘;l (Oﬂ, f)# 7) — (;'Z(d)|37‘/.) — (;3(“3 ﬁ?‘/).
a - A - ¢

Le glissement normal des axes principaux de dilatation du plan P est
donc perpendiculaire au plan.

Si 'on considére une fibre quelconque du plan P, la déviation ou
changement de direction de cette fibre résulte de deux déplacements,
'un parallele, 'autre normal au plan. La déviation qui s’effectue pa-
rallelement au plan P résulte elle-méme d’une rotation moyenne et
d’un glissement normal. La* premiére est la projection de la rotation
moyenne en M sur la normale au planP; le second est la projection,
surle plan considére, du glissement normal de la {ibre. Dans le cas des
axes principaux de dilatation du plan, cette composante du glissement
est nulle. Donc la déviation des axes parallélement au plan résulte
uniquement de la rotation moyenne.

On peut exprimer ce fait en disant que la rotation moyenne, dans
son plan, d’un élément plan quelconque mené par le point M est égale
i la projection de la rotation moyenne du milieu en M sur la normale
au plan de I'élément considéré.
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CHAPITRE 1.
La torsion.

1. Délinition et caleul de la torsion. — 2. La torsion dans les déformations infinitésimales.
— 3. Expression des six composantes de la torsion. — 4. Décomposition de la rotation
dérivée. — 5. Indicatrice des torsions. — 6. Seconde définition. — 7. Applicalion au
probléme de Saint-Venant.

1. Définition et caleul de la torsion (*). — La torsion mécanique,
dans le langage ordinaire, n’a de sens bien défini que pourles corps de
forme prismatique ou cylindrique. Pour en étendre la notion au cas
des corps de forme quelconque nous considérons la fibre ¢lémentaire
comme un prisme infiniment petit découpé dans le corps. La torsion
de ce prisme ¢lémentaire est alors une fonction de sa direction.

Considérons d’abord une [ibre rectiligne quelconque : supposons
que tous ses éléments soient soumis & des rotations dontles axes coin-
cident avee celui de la fibre. La torsion totale de la {ibre est alors ¢gale
a la dillérence des rotations de ses extrémités. La torsion moyenne est
le rapport de la torsion totale i la longueur de la fibre. Pour une fibre
¢lémentaire nous ne considérerons, en géncral, que la torsion moyenne
ct nous l'appellerons simplement la torsion de I’¢lément.

Imaginons maintenant, dans le milieu soumis  la déformation infi-
nitésimale, unc fibre élémentaire MM, = ds, ayant pour cosinus direc-
teurs o, §,y. Soient

R, (pis P2y p3) el R--dR, (pi+dpyy pa-t+dpy py+dpy)
les rotations aux points M et M,.
La dérivée géométrique de la rotation relative a la direction MM, est

AR _ i (4P dps dpy
ds =7 s’ ds’ ds

Elle peut étre décomposée en deux parties : P'une dirigée suivant la

fibre et Pautre perpendiculaire a sa direction. La premiére com-

(1) Comptes rendus de I Académic des Sciences, 30 mai 1910.



ETUDE GEOMETRIQUE DE LA TORSION ET DE LA FLEXION, ETC.
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posante

a’p1 F,)dp, a’p3
“ds " ds

représente la torsion moyenne de I'élément considéré.

Pour les déformations finies, la question ne se présente pas avee
une simplicité aussi grande. Sans entrer dans le détail des calculs
relatifs & ce cas, je vais indiquer la définition que j’ai été conduit a
adopter.

Soient respectivement T et T, les déformations homogénes tan-
gentes en M et en M,. La déformation T, peut étre considérée comme
la résultante de T et d’une déformation infiniment petite AT, doat
nous désignons par AR la rotation moyenne. Soit d’autre part M'M’, la
transformée de T, par la déformation homogeéne T. Nous décomposons
la rotation infinitésimale AR en deux composantes rectangulaires AR,
et AR, dont la premiére a son axe dirigé suivant M'M;. Larotation AR,
représente la torsion totale de la {ibre considérée. La composante nor-
male AR, se retrouve dans I’étude de la flexion.

Comme mesure de la torsion moyenne, nous prenons le rapport

v n , AR
de AR, & la fibre dilatée : v
o AR . . . ,
La limite du rapport s beut étre assimilée dans les calculs a une
i

vitesse de rotation. Nous donnons 4 cette limite le nom de rotation
déripde. L7axe de la rotation dérivée est, bien entendu, dirigé comme
celui de la rotation AR. La torsion moyenne est donc la projection de
la rotation dérivée sur la direction de la fibre déformée.

2. Distribution des torsions dans le cas des déformations infinutesi-
males. — Dans le cas des déformations infiniment petites, la rotation
dérivée se réduit 3 la dérivée géométrique de la rotation. Soient
R}, R}, R ses composantes suivant les axes; on a

R/.r""dpl _— ()/’l _‘_ﬁ()pi ()P

 ds * oz dy V537

/ dp, ap; 0ps ap
(o) Ry =Tr=af e p T2 10
;o dpy aps ()[)4 ) ()_[)_3

B i il ik ar =

dnn. Be. Norm., (3), XXVII. — DECEMBRE g1, 67
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La torsion ©(a, B, y) de la fibre sera donc donnée par la formule

2 0P | 2y 9P dp; 0Py opa
(11) (e, B,y) = a? 0——+ dy-i—/ + By y+dz

Nous poserons

‘ Q!)—“—:::T”, ()-—p‘—z::‘[,,z, f)—l)::{:z'az,,
(12) dx Dy 03
1 ¢
ap, . dpy ops _ aps ap, __
(7 =rhe Gp T gp TP Gp gy T

L’expression de la torsion devient alors
(13) (B, V) T ot Ty 3% -1 T:::;72 -t '-’47;;:;(j'/ -t 2Ty Y% - 2Ty .

On voit que la torsion d’une fibre élémentaire est une fonetion du se-
cond degré des cosinus directeurs de la fibre. Cette fonetion se forme
avec les composantes de la rotation comme la dilatation D(=%, 3,v) A
'aide des composantes du déplacement. La forme quadratique (173)
qui détermine la loi de distribution des torsions autour d’un point du
milieu appartient & la classe des quantités géométriques auxquelles
M. W. Voigt a donné le nom de tenscurs. Mais ce tenseur est d'une
espece différente de celui qui correspond 4 la dilatation. Le signe de
la torsion en effet dépend du sens des rotations positives, ou, ce qui
revient au méme, de "orientation des axes de coordonnées. Une trans-
formation par symétrie, qui laisse inaltérée la dilatation, change au
contraire le signe de la torsion. Le tenseur correspondant est donc un
tenseur axial.

3. Ewxpression des composantes de la torscon. — Un calcul trés
simple, qui se présente d’ailleurs dans la démonstration des for-
mules de Barré de Saint-Venant par la méthode de Beltrami, permet
d’exprimer les composantes de la tor on & 'aide des coelficients de
la dilatation.
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On a

dpy dgs gy
2T = 2 —— T s e 222,
dJdx dy Js
o ops __ 0% 98
Bl i R P
2Tyy = '7‘()1# = 2& — (,1,'-;’
(14) o5 oz 0y
. 0p; dpa\ _ 0% g5 d(e,—ey)
/IT‘.H; — ((—)‘-y— -+ —()—; = 0z — "()—) -+ 2———-——().1: )
ap, apy dg, 024 d(es—e,)
frpn oo (PP 9P\ __ 988 051 0 (C—¢)
A= (()z oz dx oz 7 ay
o [ OPa ap, ey 0, Jde,—e,)
.= 3 — e e :_"___‘_7_,_“”.__“_.
i fmn=3 ox dy) Js 0w 7 ds

Les trois premiéres équations donnent I'identité

(15) Tiy ~+ Tan =+ Ty == O,

h. Décomposition de la rotation derivée en ses parties symetrique et
dissymétrigue. — Comme toute dérivée de vecteur, la rotation dérivée
est décomposable en deux parties, symétrique el dissymétrique
suivant la méthode de Helmholtz. La premicre s’exprime a 'aide de
la torsion et la seconde a laide d’un autre vecteur ® qui se présente
comme la rotation de la rotation.

Posons
=2
w R
— 9ps __ 9P
2T 0z T 0y
Les composantes de Ja rotation dérivée (10) deviennent
1 07
Re= 5 55 + 97— b
1 Ot
(17) Rg»:;-()—g’*-@:;a'“%}’,
;10T B
R; = 277 “+ 918 — oy,

Nous retrouverons plus loin le vecteur @ & propos de la flexion.



532 J. LE ROUX.

Remarquons que ce vecteur, qui affecte une forme dissymétrique par
rapport & la rotation, est au contraire symétrique par rapport aux
déplacements.

5. Indicatrice des torsions. — Pour représenter géométriquement la
distribution des torsions nous sommes conduits & introduire une sur-
face du second degré, ou mieux deux surfaces conjuguées. A partir du
point M pris comme origine, nous portons, dans chaque direction
o, 3,7y, un vecteur inversement proportionnel i la racine carrée de la
torsion correspondante (considérée en valeur absolue). L’extrémité
variable de ce vecteur décrit les deux surfaces conjuguées

Tig X2 Toy Y24 T3y 22 4+ 2Ty Yo - 275 I X 4+ 271, XY =1,

dont 'ensemble constitue Uindicatrice des torsions.

D’aprés 'équation (15) le cone asymptote de Pindicatrice est tou-
jours réel et capable d’un triedre trivectangle inserit. Lindicatrice
se compose done en général de deux hyperboloides conjugués; elle
peut se réduire exceptionnellement i deux eylindres hyperboliques
équilatéres conjugués. La considération de Pindicatrice met en évi-
dence an certain nombre d’éléments que nous pourrions appeler dis-
ungués et presentant quelque propriété spéciale par rapport a la tor-
sion. Tels sont en particulier les axes, auxquels correspondent les tor-
sions principales.

La somme algébrique des torsions de trois fibres rectangulaires
quelconques est nulle, d’aprés équation (15). C’est done, en parti-
culier, le cas des torsions principales.

Il n’existe aucune relation nécessaire entre les valeurs numériques
que prennenten un point les coefficients de la dilatation et ceux de la
torsion. Par conséquent les axes principaux de la dilatation et ceux de
la torsion peuvent étre situés d’une maniére quelconque les uns par
rapport aux autres.

Les fibres dirigées suivant les génératrices du cone asymptote ont
leur torsion nulle au point M. C’est pourquoi nous donnons & ce cone
le nom de céne d’intorsion au point considéré. Les lignes d’zntorsion
sont en tous leurs points tangentes au cone d’intorsion ; elles jouissent
d’une propriété intéressante que nous retrouverons dans I’étude de la
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flexion. Nous serons également amenés i considérer les triédres tri-
rectangles inscrits dans le cone d’intorsion, & propos de la flexion des
surfaces.

6. Autre definition de la torsion. — On aurait pu définir la torsion
d’une seconde maniére en considérant, non plus les rotations des élé-
ments d’une fibre, mais les rotations moyennes de deux éléments
plans paralléles et infiniment voisins. La propriété des axes princi-
paux de dilatation d’un plan que nous avons démontrée a la fin de Iin-
troduction montre que cette seconde définition est équivalente & la
premiére, dans le cas des déformations infinitésimales.

7. Application au probléme de Saint-Venant. — 1l est intéressant
’appliquer notre théorie 4 la classe de déformations infinitésimales
qu’on rencontre dans I’¢tude de la torsion des prismes. En supposant
I'axe Oz parallele aux arétes du prisme, nous considérons la défor-
malion infinitésimale

U=—7T,¥3,
p= 1,52,

w= 7,P(z,y),

ol t, désigne un facteur infiniment petit et ® une fonction satisfaisant
4 I’équation de Laplace :

ro_ ra_

(18) 0 T oE T

Les composantes de la rotation sont :

dy

0D
2[)2_—-——-‘[0(()—5——“ )
2Py= 2T 5,

et 'expression de la torsion devient

2P . e 020
(19) T(a,ﬁ,y):éru [gyﬂ_aa__gz+ dx()y(az_— @~)+<.§F— 5;) aﬁ].
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On reconnait immédiatement que 'une des torsions principales est
toujours parallele & Oz. Sa valeur constante est égale & 7,. C’est cette
torsion des fibres longitudinales des prismes qu’on a seule en vue
dans le probléme de Saint-Venant.

Les directions des torsions principales transversales sont définies
par I’équation

y J*d " (g_:l_) _ ()Q(I))@ ., 0*d (()“I) . ()2(D>
drdy ™ dy? dy? . dx ().yﬁ oav? ozt ) ”
= = g

On peut la simplifier en tenant compte de I'équation de Laplace et I'on

trouve
*o

1o 7]
2z % T 20z Jdy

af - oy 2=

Donc les lignes des torsions principales transversales sont les lignes
8" [ 5

asymptotiques de la section drotie dé formée.

Il existe une relation remarquable entre la torsion mécanique des
fibres transversales et la torsion géodésigue des mémes lignes dans la

8 g

section droite déformée.

Cette torsion géodésique T, est donnée par I'équation

. C0e L, *d 9N
Tp==—T, ‘5‘-;;——0-‘-7—'(0( —(3)‘)'{‘ (;}}7‘— —(m)d() l.

En comparant le résultat précédent a expression de la torsion méca-
nique 7, donnée par la formule (19) et ou 'on a fait y = o, on obtient
la relation

(20) 2T~ Ty~ Ty==0.

La torsion mécanique d’une fibre transversale quelconque est égale,
mais de signe contraire, & la moyenne arithmétique de la torsion =, des
Jibres longitudinales et de la torsion géodésique de la fibre transversale
consideérée dans la section drotte déformée.

Cette propriété intéressante est d’ailleurs spéciale & la torsion des
prismes et n’a pas d’analogue dans le cas des déformations générales.
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CHAPITRE II.

Incurvation et flexion.

8. Incurvation des fibres. — 9. Rotation figurative de la courbure. — 10. Décomposition
de la courbe. — 11. Définition de la flexion. — 12. Eléments géométriques relatifs a Ia
flexion. -— 13. Composition des flexions. — 14. Digression sur une transformation par
polaires rdéciproques de la composition des vecteurs. — 15. La flexion considérée comme
rotation de rotation. — 16. Premi¢re décomposition. — 17. Flexion de torsion et flexion
cyclique. — 18. Composantes de la {lexion cyclique. — 19. Les trois formes fondamen-
tales. — 20. Les trois flexions indépendantes. — 21. Remarque. — 22. Forme nouvelle

de quelques formules.

8. Incurvations des fibres. — La courbure des fibres dans le milieu
déformé se déduit par une simple différentiation des équations(2), en
tenant compte des formules de Serret et Frenet.

Soient o, 8, v les cosinus directeurs de la tangente en M 4 la courbe
de figure de la fibre dans état initial 5 A, @, v ceux de la normale prin-
cipale; g le rayon de courbure; les mémes lettres accentuées désigne-
ront les ¢léments analogues relatifs a Iétat déformé. En effectuant la
différentiation indiquée, nous tiendrons compte de larelation évidente

do! ___ do! ds' = N
ds —ds ds T l+o)p’

La premicre des équations (2) donne alors

(21) (1+¢) Pl+a s
= - —<|———d—[f>7v+@-'x+gﬁv]
T p dxz) " Oyl 0s
D*u Pu,, Fu ,  0u Pu Pu
Fom g B G 2 g B G 1 Y gy P

, . , i L e,
Nous désignerons, pour abréger, par le symbole — les dérivées par

rapport al'arc, prises en regardant o, {, vy comme des constantes ; nous
avons donc, en ecmployant cette notation,

NRu __ u _,  Pu,,  u_,  Ju ‘u Pu
o T g T G B G G Y R g 1 T 2 Gy
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ainsi que des expressions semblables pour ¢ et w. L’équation (21)
et les deux autres équations analogues déduites du systéme (2)
deviennent par conséquent

éf._ [ ,_)_()u 7\_}_015 +0—v " 0%
(e +ad9 il zﬁ A I
, (z’e I ()(' / e do 0%

SR P % 1 >~+-0—v]+m
g 1 ()w dw dw ol - Iw

(r+e) o + a’.s' E ()x oy U 0z ) a 0s?

Désignons par A,, (., v, les cosinus directeurs de la direction que
la déformation homogéne tangente en M fait correspondre & la normale
principale initiale de la fibre, et par ¢ le coefficient de dilatation cor-
respondant. On a alors, d’aprés les formules (2), trois ¢équations de la
forme

(1-4-€)24 :<1 + %))4— %%p. “+- %gv;

...................................

Cela nous permet de simplifier les ¢quations (22), qui deviennent

37

o+w§+w%:gﬁﬁh+%ﬁ
L 5 0 8"

. ! le  (1-4&)p d*e
23 AT T e TSI
(23) (1¢) ¢ a ds P ! ds*’

-l ’s 2
Cepl e (e)u e
(14¢) o’ +7 ds ~ p ' ods?

9. Rotation représentative de la courbure ('). — Nous effectuerons
encore une nouvelle transformation en introduisant la représentation
de la courbure par une rotation, suivant la méthode employée par
M. Darboux dans la théorie des surfaces. I’axe de Ja rotation repré-
sentative de la courbure est la binormale. Appclons’ £, 7, (, les cosinus
directeurs de la binormale initiale; &, v/, U, ceux de la binormale

(1) La représentation de la courbure et de la torsion géométrique par des rolations se
trouve employée d'une maniére systémalique par Kirchhoff dans la théorie des corps
minces (Journal de Crelle, t. V-V, 1859) ¢t ensuite par M. Boussinesq (Journ. de Liou-
ville, t. XVI, 1871).
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relative d I'état déformé, et &, v, {, ceux de la perpendiculaire au plan
qui se déduit du plan osculateur initial par la déformation homogéne
tangente en M. Ce dernier plan différe, en général, du plan osculateur
de la fibre déformée. Sil'on désignepar 9 'angle que forment entre
elles les directions o, B', ¥ et A,, 1, v,, on a

Eisind ="y, — 7' py;

Les deux directions considérées (o, B, v') et (A, gy, v,) corres-
pondent & deux directions rectangulaires de ’état initial; 'expression
(r+¢e)(1+e)sind —1
représente donc la dilatation superficielle d’un élément plan, primiti-
vement situé dans le plan osculateur de la fibre. Sil'on appelle ¢, et ¢,

les deux dilatations principales du plan considéré, on a par con-
séquent

(24) (r+e)(r+e)sinf=(1+¢) (1+ey)

et par suite

G +e) (e

(r+¢)sinf = )

Tenant compte de ces relations et des formules bien connues

nous pouvons déduire des équations (23) le nouveau systéme

E’_:g"_q_ (r+e) (1 +&,) ! B/_():f_ ’_()_!_2>
e (r+e)? (t+e)® s gs*)’
5 JB _pa (ie)(1+6) L (0 u‘f.“i’)
(»5) T p (14¢)? +(l+e)2 7 st “ s )
¢ C (1+4&1) (1+¢) ! <ali)i_‘_7__ﬁl_(_)z>.

p' T (r4¢); (14 e)* Js? Js?

Les équations (25) donnent les composantes de la rotation de cour-
bure suivant les axes de coordonnées.

10. Décomposition de la courbure. — Le simple examen du résultat
Ann. Ee. Norm., (3), XXVIII. — DECEMBRE 1911. 68
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obtenu montre que la rotation de courbure de la {ibre déformée est la
résultante de deux autres. La premiére composante a pour valeur

I (1+¢) (148),
o (1+e)* ~

¢’est la transformée de la courbure initiale par la déformation homo-
géne dérivée en M. En d’autres termes, si ’on considére le cercle oscu-
lateur primitif de la fibre, la déformation homogene le transforme en
une ellipse; la premiére composante de la courbure est la courbure
de cette ellipse au point M'. La forme méme du résultat rappelle une
expression bien connue de la courbure de I'ellipse en fonction du dia-
meétre conjugué de celui qui aboutit au point considéré. La premicre
courbure présente les caractéres essentiels suivants : 1° elle dépend
uniquement des dérivées du premier ordre des déplacements; 2° elle
est nulle pour les fibres droites ; 3° pour les fibres courbes ayant la
méme tangente et le méme plan osculateuar, elle est proportionnelle &
la courbure initiale.

t1. Definition de la flexion ('). — La scconde composante de la
courbure est la méme pour toutes les fibres droites ou courbes qui ad-
mettent la méme tangente ; elle dépend linéairement des dérivées du
second ordre des fonctions «, ¢, w. C’est & cette seconde courbure que
nous donnons le nom de flexion de la {ibre. Pour les fibres primitive-
ment droites, la courbure dans I’état déformé se réduit a la flexion.

Les composantes de la rotation représentative de la flexion suivant
les axes de coordonnées sont :

r — I Ca 0Fw 0%

M= (P om — 7 55 )
26 P 1 g e 0w
(20) Fy= (l—{~e)"</ Os? “ Js? )’

e 1 ALY
Py = (14 ¢)? (o: os? b 05 )

Dans le cas des déformations infinitésimales, ces expressions

(*) Comptes rendus de I’ Adcadémie des Sciences, 13 juin 1910.
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deviennent
. a 0w de
h=b o~
9% Dw
26’ R AL i
(267) Fo=vow — 25
. 0% 0
Fi=ages —Bym
12. Elémenis géométriques relatifs @ la flexion. — Bien que la

[lexion ne soit en général que I'une des composantes de la courbure,
il est naturel d’associer, & I'é¢tude de la flexion, des éléments géomé-
triques analogues a ceux que 'on considére & propos de la courbure.
L’introduction de ces ¢léments est d’autant plus légitime que les fibres
primitivement droites n’ont d’autre courbure que celle qui résulte de
la flexion. Nous aurons donc & considérer : le plan de flexion P, plan
osculateur de la fibre droite déformée, lanormale principale de flexion,
'axe de flexion, correspondant i 'axe de courbure, le rayon, le centre,
le cercle de flexion.

Dans les calculs relatifs & ces ¢léments nous nous bornerons désor-
mais aux déformations infinitésimales; cependant plusieurs de nos
résultats sont applicables sans modifications au cas des déformations
finies.

Le plan de f{lexion P, perpendiculaire & I'axe de la rotation de
flexion F, a pour équation

(X — )+ F, (Y —y) + Fo(Z—3) =o.
Le rayon de flexion R est l'inverse de la rotation F :

]-;-, =P =F: 4+ F +F2.

I’axe de {lexion, comme I'axe de courbure, est caractérisé par une
propri¢té cinématique simple qui permet d’en écrire immédiatement
les équations.

Si I'on consideére le mouvement euclidien résultant de la rotation de
flexion autour d’'un axe passant par le point M et d’une translation
dont la vitesse, ¢gale & I'unité, est dirigée suivant la tangente & la
fibre, le lieu des points de vitesse nulle est formé par 'axe de {lexion.
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On obtient ainsi les équations de 'axe :
q

ot Fy(Z— 5) — Iy (Y —y) =o,
(27) B+TFy(X —a2)—F(Z—5)=o,
y+F (Y —y)—F(X—z)=o0.

Ces équations sont établies pour le ‘cas des déformations infini-
tésimales. Pour les déformations finies il suffirait d'y remplacer les
cosinus directeurs o, B, v de la fibre initiale par ceux de la fibre dé-
formée et les coordonnées du point M par celles du point M.

Les trois ¢quations (27) peuvent étre remplacées par les deux sui-
vantes, qui en sont des combinaisons :

& a(X—2)+B(Y—y)+y(Z—z)=o0,
X—2z Y—y L—s

(28) '
o B 7 +1=o.
| A I, I,
13. Composition des flexions. — Deux {lexions d'une méme fibre

élémentaire se composent en une scule, comme des rotations. A ce
point de vue la construction de la {fexion résultante ne présente rien
de particulier.

Mais on peut I'envisager autrement, en considérant la flexion
comme délinie par son axe, et I’'on se trouve alors amené au probleme
suivant :

Deux flextons d’une méme [fibre éléementaire étant définies par leurs
axes, construire [’ axe de la flexion résultante.

Nous remarquons d’abord que les axes ¢lant tous deux perpendicu-
laires & la fibre ¢lémentaire considérée, sont situés dans le méme
plan. Supposons la fibre paralléle 4 Oz; les axes de flexion sont alors
paralleles au plan des xy. Soient (F,, F,) et (F|, F,) les rotations
figuratives des [lexions composantes; les axes correspondants sont
représentés, en projection sur le plan 20y, par les équations

1~=F (Y — )= Ty (X —2) = o,
P B (Y= y) — Fy(X ) =o.
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Pour I'axe de la flexion résultante on a I'équation
1+ (Fy+-F)) (Y —y) — (F+ Fy) (X — z) =o.

On voit immédiatement qu'il passe au point d’intersection de cha-
cun des axes des flexions composantes avec la paralléle a lautre
menée par le point M.

D’ol résulte la construction géométrique suivante :

Soient (I) et (I') les deux axes considérés, qui se coupent en P. En

a

menant par le point M des paralléles & ces droites, nous déterminons
un parallélogramme MHPI'. L’axe de la flexion résultante est la
droite HII', ¢’est-a-dire celle des diagonales du parallélogramme qui
ne passe pas par le point M.

La démonstration synthétique de cette construction est également
tres simple. Le probléeme revient en effet 4 composer trois mouvements
euclidiens : 1° une translation perpendiculaire au plan de la figure;
2° une rotation (I') ayant pour axe MI'; et 3° une seconde rotation (F’)
ayant pour axe MII. La translation et la rotation (F) se composent en
une rotation pure (R) dont 'axe est la droite (I). Il ne reste plus qu’a
composer entre elles les deux rotations (R) et (F) dont les axes se
coupent au point II'; par conséquent, le mouvement résultant sera
encore une rotation pure dontl’axe passera en H.

On démontrerait de la méme facon qu’il passe en II'.

Lorsque les deux flexions composantes ont leurs axes paralléles, la
construction se trouve en défaut ; mais on peut alors faire usage de la
propriété suivante qui est toujours applicable :

L’axe ILH" de la flexion résultante est paralléle & la polaire du
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point M par rapport au systeme des deux axes composants (I) et (I'),
et se trouve situé & égale distance du point M et de cette polaire.

Lorsque les flexions composantes sont rectangulaires, les points H
et H' sont les centres de flexion. Dans ce cas, le centre de la flexion
résultante est en ligne droite avee les deux centres des composantes.
Cette circonstance se présente dans la théorie des surfaces.

Le théoréme de Meusnier exprime en effet que la courbure d’une
courbe quelconque tracée sur une surface est la résultante d’une
flexion normale et d’une {lexion géodésique, la flexion normale étant
la méme pour toutes les courbes de méme tangente.

Lorsque I'on considére une famille de courbes tangentes entre elles
en un point M, si tous les axes de courbures passent par un méme
point I, on peut décomposer de méme la courbure de chacune des
courbes en deux flexions rectangulaires dont P'une est constante.
Notre remarque s’applique par exemple a Uintéressante généralisation
du théortme de Meusnier quia ¢té donné par M. Koenigs.

14. Digression sur la transformation par polaires réciproques de la
composition des vecteurs. — La construction géométrique i laquelle
nous avons ét¢ conduit pour la composition des {lexions présente une
certaine ressemblance avee la composition des vecteurs. Elle en est en
réalité la transformation par polaires réciproques.

Nous considérons habituellement Ia portion de droite comme un
¢lément essenticl du vecteur, et il estexact en effet que la question de
direction intervient généralement 4 propos des quantités qu’on repré-
sente par des vecteurs. Cependant dans certains cas, par exemple
pour les questions de composition ou d'addition géométrique, le vee-
teur pourrait étre réduit & deux points, une origine et une extrémité.
La ligne droite qui joint ces deux points pourrait étre supprimée ou
remplacée par une ligne continue quelconque.

Des vecteurs issus d’une origine donnée sont déterminés par leurs
extrémités, ¢’est-a-dire chacun parun point. Par exemple, dans le cas
d’un vecteur OA issu de 'origine des coordonnées, le point A suffit
pour déterminer Ja figure.

I en résulte immédiatement que si Pon transforme la figure par

polaires réciproques en prenant comme directrice une sphére (dans
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I"'espace) ou un cercle (dans Ie plan), on fera correspondre & chaque
point A, et par conséquent & chaque vecteur OA un plan ou une droite,
polaire du point A. Considérons le cas des figures planes et prenons
comme directrice la courbe imaginaire

2P+ y* 4+ 1= o0;
au point A (a, b) correspond la droite

ax + by +1=o.

Si I'on prend deux vecteurs OA (a, b) et OA’ (o', b’) dont la somme
géométrique soit représentée par OA” (a +a', b+ 0'), on voit immé-
diatement que la polaire du point A”

(a+a Y+ (b+D)y+1==0

se construit 4 'aide des polaires des deux points composants, A et A,
par un procé¢dé identique i celui qui nous a donné I’axe de la flexion
résultante.

Nous rencontrerons une construction analogue pour I'espace a
propos de la flexion cyclique.

15. La flexion considérée comme rotation de rotation. — On peut
employer pour représenter laflexion un autre systéme de vecteurs qui
rend immédialement évidente la réciprocité polaire que ncus venons
d’établir.

Prenons i partir du point M sur la normale principale de la flexion
et dans le sens opposé au centre de flexion, la longueur MA mesurée
par linverse durayon. Le point A est le pole de I'axe de flexion par
rapport au cercle imaginaire dont nous avons parlé, cercle situé dans
le plan normal, ayant son centre en M et pour carré du rayon = 1.

Nous considérerons le vecteur MA comme le vecteur représentatit
de la flexion. Désignons-le par A, etsoient H,, H,, H, ses composantes.
On a

g Hy=gF;— 4Ty,
(29) ¢ Hy=9Fy—aly,
' II:;: OCFQ‘—"Q F1

Ces expressions sont les coefficients de la seconde des équations (28)
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qui devient ainsi :
(X —2) +H,(Y—y)+ Hy,(Z—3) +-1=o.
En remplacant les rotations F; par leurs valeurs on trouve les

expressions des quantités II; en fonction des dérivées des dépla-
cements

\ . Q%u +a<a0”11+ﬁd’(’ yc)*w).

— o5 0s* 0s* 05 )’
A%y 0%u 0%y 0w

(30) ? Hy=— Il +(3< v +B == P —t—y——()s.z>;
2w J*u d%v 0w

| M==— 5 + (“W+5?)§? +Y'o;=“>'

L’expression placée entre parenthtses est une forme cubique des
cosinus directeurs qui joue un réle important dans I'étude de la
flexion.

Nous poserons
dD NPu g% 0%
(31) Di!(“vﬁ))’):"(‘)';‘:aT)‘S—Q +ﬁ7)j$‘—“-'!-7_(};2—.

La forme D, (e, B, v) étant ¢gale a la dérivée de la dilatation dans
le sens de la fibre, nous 'appellerons la dilatation seconde.

Les composantes de la rotation de {lexion s’expriment en fonction
de celles du vecteur H par des formules semblables aux équa-
tions (29) :

S Fi=H,y — H,p,

Fo=Hyoc — H, y,

| Fy= 11,8 — M, a.

(32)

Ces expressions rappellent celles qui donnent la vitesse dans un
mouvement de rotation, de sorte que 'emploi du vecteur H pour repré-
senter la flexion revient & considérer la {lexion comme la rotation
d’une rotation.

Il est évident d’ailleurs que si 'on considére plusieurs flexions
@’une fibre élémentaire, le vecteur H relatif 4 la flexion résultante est
la somme géométrique des vecteurs analogues relatifs aux flexions
composantes.

16. Premiére décomposition de la flexion totale. — Les détails dans
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lesquels nous avons cru devoir entrer & propos de la composition des
flexions trouveront leur application dans I’étude de la distribution des
flexions dont nous allons maintenant nous occuper. Pour obtenir une
représentation géométrique simple de cette distribution, on est con-
duit en effet & regarder la flexion totale des fibres comme larésultante
de plusieurs autres dont chacune peut s’étudier isolément.

Une premiére décomposition qui semble tout d’abord indiquée se
trouve suggérée par la considération des glissements et des rotations.

L’identité

Ju _ 19D

1
s =2 ga TP TP
donne par différentiation

()zlt‘ 1 d oD . d])-g deg
= oros YT T

05t 2 ds do 7 0s,

s . L., d2v d*y
on a des expressions semblables pour les dérivées i
Portons ces valeurs dans la formule (30); en tenant compte en outre

des équations (9) et (31), nous obtenons

f g 0y /)2 ()p,

Mi=—Fr =1y +P%
0G, d‘ ' o )
(33) Ho=— G — oGl + 15050

oG dpy ap,
Hy=— 52— Bt a2,
e s P $
La flexion se trouve par ces formules décomposée en deux autres;
I'une que nous appelons flexion par glissement a pour composantes les
dérivées changées de signe
’)(;l ()(}2 ()‘;3_
Js’ ds Js’

I'autre, qu’on peut appeler flexion par rotation, a pour composantes
suivant les axes les termes dépendant de la rotation dérivée dans les

équations (33).

17. Flexion de torsion et flexion cycliqgue. — Mais la rotation dérivée,
elle-méme, a été décomposée par les équations (17); en introduisant
Ann. Ke. Norm., (3), XXVIII. — DECEMBRE 1911, 69
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ces expressions dans les formules (33), on trouve
op. 7 1/, 07 d2
ﬁ-dﬁ.:-* }'—ffz Y <@d—y— 755> + o1 — a (e + Boa+ 793),
dpi dp3 1 ot ot
otk == )

e T malrey g TP e,
() d 1 / ()T d
d’;’*’ _ﬁ-(—)lgl :—)—(o:d—rj- —(30“> “+ @5 — y (20 + Poa—+ y93).

La flexion par rotation est donc la résultante de :
1° Une flexion de torsion, représentée par un vecteur H’ :

f o Jr “dr
S w5 (65 - 73

p 1 Jt Jdt
M= 5(7()a o ady)’

, 1 ot Jz
=3 —h )

2° Une autre flexion que nous appelons la flexion cycligue ou polaue
et dontle vecteur représentatif H” a pour composantes

(34)

S H = ¢y~ a(ag; - Loy + y9;),
H,; = Qo B (o + !3?2 -+ Y0y),

(35)
( H, = 93— y (a9, + By, + yo3).

Le vecteur H” est la projection, sur le plan normal & lafibre, du vec-
teur @ (o, 9,, 7;). La connaissance du vecteur ® suflit donc pour
définir a distribution des flexions correspondantes autour dupoint M.
On peut dire que ce vecteur représente la flexion cyclique du milieu
en M.

Le vecteur @ est un vecteur polaire; c¢’est pourquol nous avions
donné a la flexion cyclique le nom de flexion polaire, pour la distin-
guer de la flexion de torsion, dont la distribution est régie par un ten-
seur axial. Le nom de flexion cyclique que nous proposons maintenant
se trouve justifié par de nombreuses propriétés que nous rencontre-
rons dans la suite.

18. Composantes de la flexion cyclique. — Nous ferons plus loin
I’étude spéciale de chacune des flexions considérées; pour le moment
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nous donnerons simplement les expressions des composantes de la
flexion cyclique. En remplacant dans les équations (16) les rotations

par leurs valeurs, on a
/ J0

/]f.i)l:;);—All,
N O
36 =22 A
(36) | b o, I Ag,
fo= 29 Ay
b= Aw,

O désignant la dilation cubique, et A opérateur de Laplace :
__du do i Jw

=9z " Jy = 05’

_ 0w 0w

T dy* 032

Q

Au

On peut également exprimer les quantités o, a aide des coefticients
de la dilatation :

r /,q”:;p,(i"z_, 083)._0&“26:;

dz | Oz ay 9z’

3 hoge o (2% 94 _d&1 _ 083
(37) 4%”*2(()3/ -+ ()y> Js oz’
. [0 Oe, 981 08

W“‘“"(T)Z"’ ,)—;>- ay oz

La {lexion cyclique s’introduit directement dans les ¢quations de
I"équilibre élastique des corps isotropes, qu'on peut écrire sous la
forme (')

00
X 4+ (A~ 2p)=— — fpy, = o0,

eY 4 (A-+2mp) %2- — hpg,==o,
" 3]
pZL + (h—+ 2[.},)(()—5 — b py,=o.
S’il existe un potentiel des forces de masse (pX, pY, pZ) il y a donc

aussi un potentiel des flexions cycliques. Si les forces de masse sont
négligeables, la flexion cyclique est représentée en chaque point par

(1) O. TepoNE, Allgemeine Theoreme der mathematischen Elastizititslehre (Encyklo-
péiidie der math. Wiss., t. 1V, ay  p. 66).
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un vecteur normal a la surface S, lieu des points d’égale dilatation
cubique.

19. Les trois formes fondamentales : dilatation seconde, torsion et
Sexion cyclique. — La flexion cyclique et la torsion sont indépen-
dantes I'une de 'autre. Les 3 coefficients de la premiere et les 6 coef-
ficients de la seconde forment un total de ¢ paramétres entre les-
uels il existe une seule relation (15). Les dérivées secondes des
trois fonctions wu, ¢, «w sont au nombre de 18, comme les dérivées
premiéres des 6 coefficients de la dilatation. )

Si on suppose connues en un point la torsion et la flexion cyclique,
les valeurs numériques de ces dérivées ne dépendent donc plus que de
1o parameétres arbitraires. Or le nombre des coefficients qui ligurent
dans les composantes de la flexion par glissement n’est pas en général
inférieur 4 18. Il en résulte done que la {lexion par glissement n’est
pas indépendante des deux autres au point de vue de la distribution
dans le voisinage d’un point.

La considération de la dilatation seconde

_O*u 0%y J*w 09D
Dalenrv) =efm +Bom V57 =5

nous fournira au contraire la (roisieme flexion, dont la distribution
dépend de 1o coefficients nouveaux, indépendants de la torsion et de
la flexion cyclique.
Nous poserons

(38) Dy(o, Byy) = iy o + oo B + clyyyp® - 3 ey 1302 B -+ 3 dyy0*y

3 dyp PPt 3 dygy By + B gz YR 4 3 eyt

—+ 6 dypzxfBy-
Les valeurs des coefficients d sont données par les formules suivantes,
et par celles qui s’en déduisent par permutation des indices et des
variables :

0*w de,y

= g =g
*u 9 dey Jdy,
3¢ I Bdyg = 9 ——— 758
(39) Uy 9z dy -+ Tz Jy iyt
6 elygy == Jru i 45 Iw _()!5’1 -+ Jdgs Jgs
! “128 = 4 N 2 — e— - BN

dy s 20950z da Jy Jdx dy 0z

\
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Inversement il est possible d’exprimer les 18 dérivées secondes de u,
0, w, ou les dérivées premiéres des coefficients de la dilatation en
fonction des coefficients de la torsion, de la flexion cyclique et de la
dilatation seconde.

Les résultats du caleul se trouvent résumés dans les identités sui-
vantes :

Jtu 1 Jb , 4 .
o T3 U — @T/ ‘/Tfﬂ)“‘7‘[“(5‘%’1+5€’2+793)“‘?1.‘v
, o 1 dD 2,
(40) ¢ e :—%(713—2—“ g("/T:x — aty) + g‘i (ap, -+ Boy =+ 793) — 92 ],
w1 gh,  » 4
\/—a;:[ TT?g'—()-’/JM-‘; TH @Tg‘)"] -g[/(aux—%—@og—l—/os)ﬂo&]
20. Les trois flexions indépendantes. — Le vecteur H de la flexion

totale sera done défini par les composantes

gy . vaby, f p()‘r Jt’ o
Slllm——-g—()—gﬁ-il)i"i-g( 7 /dﬁ>+ [o)— a(ag, -+ Bo, + 793)]
— ] ()1)2 9 - QE.—— ()T> — ) — o“
@0 =g G B0 (7 55— e ) + e e+ o 7l
1 dD, 2/ dv 0t 4. L
Hy=- 5 7)—/5 +y Dyt <'3<5—(3' - 137);> + 39— 2(a9+ Boa -+ 794)]-
Silon pose
=t e,
1= 3 ‘0— % U2
"o 1 dDZ
H) =— 3 —EB— + B Dy,
n I)
II:%:'—”g ()/ 7”27

on pourra considérer le vecteur H”(H{, Hy, Hj) comme figurant une
troisiéme flexion que nous appellerons la /leoczon de dilatation seconde.
Les deux autres composantes de la flexion conservent la méme forme
dans la nouvelle décomposition, mais elles se trouvent toutes deux
augmentées d’un tiers de leur valeur.
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On a done
F !I 7 {‘ " "
H=3mw + 30 +H,
o vl

] ____4 U ~/l A U "
Hy= - H, +~ 5 H, + H],

3 3¢ *
;R S FU

3'*; 3+'§ 3~ FLy.

La dilatation seconde appartient & la catégorie des quantites di-
rigées du troisieme ordre, de M. W. Voigt ('). Les trois quantités
dirigées qui se présentent ainsi dans I'étude de la flexion : dilatation
seconde, torsion, flexion cyclique, forment un systéme entiérement
identique & celui qui sert & représenter en général les relations
linéaires entre un champ de vecteurs et un champ de tenseurs (*).
Dans le cas des déformations infinitésimales dépourvues de rotation,
les quantités w, ¢, w ctant les dérivées partielles d’une fonction
U(z, ¥, 5), la dilatation seconde est égale & la différentielle troi-
sieme (*U dans laquelle on aurait remplacé les différentielles i,
dy, dz, par les cosinus directeurs «, §, v (*).

21. Remarque sur les flexions par rotation. — La flexion de torsion
et la flexion cyclique ont des valeurs différentes suivant qu’on les con-
sidére dans la premiére ou dans la seconde décomposition. Cependant
comme dans les deux cas les expressions ne different que par le fac-

teur numérique 3> les propriétés géométriques restent exactement les
) ”

mémes. Mais la seconde décomposition seule étant composée d’élé-
ments indépendants, ¢’est celle que nous aurons désormais en vue, a
moins que le contraire ne soit spécifié.

22. Formes nouvelles de quelques formules. — Avec nos nouvelles

(1) W. Voier, Ueber die Parameter der Krystallplysik und iber gerichtete Grissen
hoherer Ordnung ( Gitt. Nach., 1900, p. 355).

(2) Encyklopadie der math. Wissenschaft, t. 1V, 3, p. 46.

(3) La déeomposition de la flexion totale en trois flexions indépendantes, dilatation
seconde, torsion et flexion cyclique, s’applique sans modification au cas des déformations
finies.
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notations les équations de 'axe de flexion deviennent

| o(X —2)+B(Y—y)+y(Z—3)=o,

o, an, D,
—g| (X G v = G -0 5
‘, -
(4o) + 30 (X —2) -+ 0a(Y — ) + 65 (% — 3))
(X—a) (Y—)) (Z—3)
4
—i—-% * ? 4 -+ 1=o.
¢ | G I, I
2T T T

Les composantes de la rotation de flexion F prennent la forme

a1/, dD oD, G, 4
"‘:"'§<p7)72"“/d—52>‘*‘?‘"(;Tm"“f)+3~'(%y—<psﬁ),

3
o |- r/dl) ()D 471, 4
) I oD, abh, hi/r, ° 4
, 'z("T)T“foJ> +“<‘ ) *‘5(*’ P =)

Dans ces expressions, les parties relatives aux trois {lexions indé-
pendantes se trouvent nettement séparées.

CHAPITRE 111.

Propriétés spéciales des diverses flexions.

23. Etude de la flexion de torsion. — 24. Surface des centres dans la flexion de torsion. —
25. La (lexion eyclique. — 26. Flexion de dilatation seconde. — 27. Les sept lignes d’in-
flexion. — 28. Flexion moyenne. — 29. Déformations sans torsion. — 30. Flexion cyelique
homogéne. — 31. Flexion plane du probleme de Saint-Venant.

23. Etude de la flexion de torsion. — Lareprésentation géométrique
de la {lexion de torsion s’obtient facilement par la considération de
I'indicatrice des torsions.

Les expressions

’ [ '
-7 -7 — 7
0 ® 5 B 9 1
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sont les projections sur les axes de coordonnées d’un vecteur MT per-
pendiculaire au plan diamétral conjugué de la fibre par rapport & I'in-
dicatrice. La projection de MT sur la direction de la fibre est égale &
la torsion, en vertu de I'identité

1 ‘
;(atq -+ By + YTy) = T3

sa projection sur un plan perpendiculaire i la fibre, multipliée par le
/7
acteur 5, représente randeur e irection la rotation figurative
facteur 3 ente en grand t en direction la rotation figurat
de laflexion de torsion.
Lorsque la fibre est dirigée suivant 'un des axes de I'indicatrice, la
q 8
flexion de torsion est donc nulle. Les directions des torsions princi-
pales sont d’ailleurs les seules qui jouissent de cette propriété.
La normale principale de la flexion de torsion est situéc dans le
plan diamétral conjugué de la fibre par rapporta I'indicatrice.
Elle est délinie par les équations

a(X—2)+pB(Y—y)+y(L—3z)=Do,
(X— &)t + (Y —y)tp+(Z—3z)ty=o.

24. Surface des centres. — Dans la flexion de torsion, le lieu des
centres de flexion des fibres issues d’'une méme origine M est en gé-
néral une surface du cinquiéme ordre. L’étude de cette surface offre
un certain intérét parce que la dissymétrie qu’elle présente par rapport
aux axes de U'indicatrice correspond au caractéere dissymétrique de la
torsion elle-méme.

Si 'on prend comme axes de coordonnées les axes principaux
de la torsion en M, le centre de flexion considéré se trouve déterminé
par les trois équations

ax—+ Py + 7z =o0,
T A A+ ToaB )Y 4 Ty s =o0,
xr ¥y 5
o B Y |+1=o0.

T & Tzzﬁ Tasy

wl e
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L’¢limination de «, 8, ¥ fournit Péquation du lieu,

(44) %:ry:(rnv To2) (T11— Ta3) (Taa— 711) (22 =+ y2—+ 32

° 9

A (Ty3—T22) Y 5+ (T — T3 )2 52 2+ (Tan— Ty )it yt=

0.

Lorsqu’on effectuc sur les coordonnées une transformation par
symétrie, les termes de la premiére ligne de I’équation semblent
changer de signes; mais en réalité les torsions changent également
de signes, de sorte que I'équation n’est pas modifiée.

25. La flexion cyclique. — Dans le cas de la flexion cyclique, les
équations de I'axe de flexion deviennent

a(X—2) +B(Y—y)+y(L—z)=o,

“ %[@1(X~w)+<.D:(Y—y)+%(z~5)]+‘=°'

La seconde équation est indépendante de la direction de la fibre.
Donc :

Tous les axes de flexion cyclique des fibres issues d’'un m?me point M
sont situées dans un méme plan 11, que nous appelons le plan principal
de la flexion cyclique au point M.

‘La perpendiculaire abaissée de M sur le plan II est 'axe central de
la flexion cyclique. La direction de cet axe est évidemment la méme
que celle du vecteur ®(9,, ¢., 9;) que nous avons précédemment
défini.

Dans la décomposition de la flexion totale en flexions indépen-
dantes, le vecteur figuratif de la flexion cyclique a pour composantes

4
Qs 'g%a

Ps-

SITE=N
ol

L’extrémité de ce vecteur et le plan principal II se correspondent
comme poéle et plan polaire par rapport & la sphére imaginaire de
rayon  — 1 ayant son centre en M.

L’intersection P de ’axe central et du plan principal est le péle ou
centre principal de la flexion cyclique. La longucur MP en est le rayon
principal.

Ann. Ee. Norm., (3), XXVIII. — DECEMBRE 1911, 70
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[®x 4
YU(

On a

1

16, . 0
MpT = g (%1 e o)

La flexion cyclique d’une fibre donnée se détermine facilement &
'aide des ¢léments principaux.
Soit MA la direction de la {ibre. Le plan de {lexion cyclique contient

I'ig. 2.

la droite MA et I'axe principal MP. La normale principale de flexion est
donc située dans ce plan. Le centre de flexion C est a U'intersection de
la normale principale et du plan principal II relatif au point M. L’axe
de flexion GX est I'intersection du plan principal II et du plan normal
i la fibre.

La fibre dirigée suivant I’axe central a une flexion nulle. Les
fibres perpendiculaires & P'axe ont toutes Ie pole P comme centre de
{lexion.

Sil'on considére les fibres dirigées dans un méme plan Q, les axes
de flexions correspondan(s passent par un méme point Q’, intersec-
tion du plan principal IT et de [a normale au plan Q.

Les cercles de flexion de ces ftibres sont done situés sur une méme
sphére ayant pour centre Q', ct les centres de flexion sont sur un
méme cercle déerit sur PQ’ comme diamdétre.

Pour les axes de 'indicatrice des torsions, la flexion par rotation se
réduit & la flexion cyclique. Done les trois cercles de {flexion par rota-
tion des axes considérés sont situés deux a deux sur une sphére.

La composition des flexions cycliques en un point d’un milieu est
analogue & celle des flexions des fibres. Si Pon représente les flexions
cycliques par des vecteurs, la {lexion résultante sera définie par la
somme géométrique des veeteurs composants. Mais si les flexions sont
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déterminées par leurs plans principaux, le plan principal de la flexion
résultante se construira par un procédé semblable & celui que nous
avons trouvé pour les axes de flexion dans le Chapitre précédent.
Gette construction, comme nous I'avons remarqué, est, dans I'espace,
la transformation par polaires réciproques de I'addition géométrique
des vecteurs.

26. Flexion de dilatation seconde. — La distribution des dilatations
seccondes autour d’un point est représentée par une indicatrice du
troisicme ordre. Portons sur la direction e, 3, v de chaque fibre, & par-

tic de M, un vecteur MN mesuré par la valeur de - Le lieu

I
3_=
\/Dz (o, Bs 7)
du point N est I'indicatrice des dilatations secondes; il est défini par
’équation

(‘/l(i) 1)2(“"7 ,)‘7 :)‘_1:()7

Porigine des coordonnées élant supposée en M.

Le cone asymptote de Pindicatrice est formé par les directions des
libres dont la dilatation seconde est nulle. Ce cone du troisieme ordre
n'est assujetti & aucune condition restrictive, soit au point de vue de
la figure, soit au point de vue de la situation relativement aux autres
¢léments de la déformation :les dix coeflicients de I'équation (46) peu-
vent prendre en un point donné des valeurs numériques entiérement
arbitraires et indépendantes de la torsion et de la flexion cyclique.

En se reportant aux équations (42) on voit que ’axe de la flexion de
dilatation seconde d’une fibre donnée est situé dans le plan

Jdo

ab,
P

oD,

37 — 3 =o.

+ (2 —3)

(47) (X —x) (Y — )
Portons sur la direction de la fibre un vecteur unitaire MI. Le
plan (47) est le deuxiéme polaire du point I par rapport a I'indicatrice
cubique des dilatations secondes. L'axe de flexion est 'intersection du
plan considéré et du plan normal & la fibre en M. Si les deux plans
sont paralleles, la flexion est nulle.
Les directions qui satisfont a cette condition sont délerminées par
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les relations
ob, oD,  ID,

5&—_()5*()\/'
« By

En comparant les deux premiers rapports au troisi¢me on a les deux
équations homogénes du troisieme ordre

oD, oD, _

' oa d7 =

qui ont neuf solutions communes. Parmi ces solutions il y en a deux &

e ., 0 . Jab

¢liminer : celles qui vérifient les deux relations y = o et —072 = o. Il
reste donc en général sepe directions de fibres dont la {lexion de dila-
tation seconde est nulle. Ce sont les sept lignes d’inflexion relatives

la déformation considérée.

27. Lignes d’inflexion. — Un calcul semblable s’applique a la
flexion générale et fournit également sept lignes d’inflexion totale
passant par chaque point du milieu.

Dans le cas de la flexion par rotation, quatre des lignes d’inflexion
sont imaginaires; ce sont les direclions asymptotiques des sections
circulaires de l'indicatrice des torsions.

Enfin dans la flexion cyclique, il y a une scule ligne d’inflexion
réelle : la direction de I'axe principal, et une infinit¢ de solutions
imaginaires : toutes les directions isotropes.

Comme le nombre des solutions est impair, dans le cas général, il
en résulte qu’il y en a toujours au moins une de réelle. D’ot cette
conséquence :

Par tout pornt M du milieu déformé il passe au moins une fibre réelle
dont la flexion en ce point est nulle.

28. Flexton moyenne. — Considérons une fonction quelconque
F(e, 8, v) des cosinus dirccteurs. Nous appelons valeur moyenne de
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la fonction F I'intégrale

[l’—ﬂf F(a, B,7)ds

étendue a toute la surface de la sphére de rayon un et désignant I'élé-
ment superficiel de la sphére.

De méme si 'on considére un vecteur dont les composantes V,, V,,
V, sont des fonctions des mémes cosinus, on peut lui faire corres-
pondre un vecteur moyen V,, V,, V, par les formules

V,= [‘Ln/f U do.

Appliquons ce calcul au vecteur H. On a

//H da_-—-—ff@’” >da~__Au+_'_29,
0s? 15 dx

¢t de méme

1 ‘ _ ' 1 00
Effﬂzda—"x_S_A‘+§?)7’

4 ) 1 J0
[m_/jﬂnda_—-—?mr 573—

Pour attacher & la notion de ce vecteur moyen une déformation
déterminée, on peut considérer la flexion eyclique qui fournit laméme
moyenne. Soit K(K,, K,, K;) le vecteur représentatif de la flexion
cyclique cherchée. Lin égalant les moyennes on obtient les relations

8 3 00
Ki= g o=
.8 300
K,= B9 % To dy’

§ 300

Ki= —03— — —-
3 157° 10 03

Nous appelons flexion mo)enne du milieu en M la flexion cyclique
ainsi déterminée.

La [lexion moyenne ne dépend donc que de la {flexion cyclique du
milieu et des dérivées partielles de la dilatation cubique. Ce sont les
mémes ¢léments qui figurent dans les équations de Péquilibre élas-

tique des milieux isotropes.
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29. Déformations sans torsion. — Comme exemple d’applications
des théories précédentes nous allons considérer d’abord les déforma-
tions infinitésimales sans torsion.

Le calcul des rotations p,, p., p; dans les déformations sans torsion
est analogue & celui des composantes «, ¢, o du déplacement dans les
déformations sans dilatation. Nous (rouvons donc immédiatement, par
un raisonnement classique ('), que les composantes de la flexion
cyclique sont des constantes.

Soit done

dps _ Op,

o
dy ~ 0z o
Uy _ sy,
0z ox =
ap, apy L
o W 2935
nous en tirons
\ P1== Q23— Q3 ¥ - Pgs
(48) § /’2~—-’f;1/"‘01~"1 /7204
( Pi== QLY = Qo A= Pyo-

Pros Paos P30 désignant de nouvelles constantes. En faisant abstraction
d’un dcpldc(\mcnl euclidien, on peut supposer ces constantes égales &
zéro. Si de plus nous choisissons Paxe Oz parallele & 'axe principal de
la flexion polaire, nous aurons g, == o, = o; en posant alors ¢, = o,
les formules (48) deviennent

Pr=— 0y,
D=0,
/)3: 0.

On satisfait & ces équations en prenant
(49) w=no, ¢ == 0, w = — oy (2 y?).

Toutes les autres déformations infinitésimales sans torsion, qui admet-
tent la méme flexion cyclique, s’obtiendront en adjoignant i la précé-

(1) AvpeLn, Traité de Mécanique, U1, p. 265. — Poiscans, Lecons sur Uélasticité,
p. 14
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dente une déformation sans rotation, combinde avee une déformation
homogene. En négligeant cette derniere déformation on a donc pour
les valeurs les plus générales de u, ¢, o, des expressions de la forme
suivante, ot F désigne une fonction arbitraire :

~

U =10 '(2'— £l
dx

(50) ( “:G)-g-y[j,
Jor . .
W= 0o — w(z?+ ).

Supposons d’abord F(a, y, z) = o. Les formes fondamentales D
et D, prennent les valeurs

D =—20(ypy+2zay),
l)«_,:— g(,)-/(ﬁ2+ aE)'

Les composantes IL,, I1,, I, du vecteur figuratif de la flexion sont

-“1'—'—5—20)90/(@2.;_5(2)’
“2:'—2(1)@7((/_2_‘_@2)’
o= 20(at+ B —207 (a8 + B2) =20 (at+ B

Ces valeurs étant les mémes dans tout le milieu, il en résulte que
toutes les fibres de méme direction sont ¢galement fléchies. La défor-
mation est homogeéne au point de vue des flexions. Il en est ainsi
d’ailleurs pour toutes les déformations dans lesquelles les composantes
u, ¢, w du déplacement sont des fonctions du second degré des coor-
données. L’équation du plan de flexion

X—2 Y—y Z—=x
o B 7 =B(N—2)—a(Y—y)=0
H, H, H,

montre que ce plan est partout paralléle 2 Oz. La flexion d’une fibre ne
dépend que de 'angle qu’elle forme sur I'axe Os; les {ibres paralléles
3 ’axe ont une flexion nulle ; ce sont d’ailleurs les seules lignes d'in-

flexion réelles.

30. Flexion cycligue homogéne. — Lin choisissant convenablement
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lafonction F(a, y, 5) des ¢quations (50), on peutannuler la dilatation
seconde. Prenons en effet

~ @ e 9
F(z, y, 5)= g-z(:l;-—&-y- .
Nous avons alors
u= 222z
= 5 23,
20
(5]) [ & T)/S’
= 2 et g,
d’ou
2w . ]
D= —g—[z(a-—x—ﬁ y—vy(az+By)],
D2: O.

Pour cette déformation la flexion totale se réduit a la flexion
eyclique.

Il résulte d’ailleurs de nos calculs que toute déformation infinitési-
male sans torsion et sans dilatation seconde se raméne au type des
formules (51) combiné avec une déformation homogéne quelconque.
Nous appelons flexion cycliqgue homogéne du milieu la déformation
considérée.

31. Flexion plane. — Dans la flexion plane uniforme du probléme
de Saint-Venant on a

0) .

2 2 a2 -2
i > [@(a?— y*) + 5%],

Y= wazy,

W=-— waxs,

w ct @ désignant des constantes dont la premicre est supposée infini-
ment petite.
Les formes fondamentales deviennent ici :

D =wz[a(a?+ 52) — 2],
Dy= wafa(a?+ 32) —y?],
(e, B, y) = w(a+1)By,
)
@, = ;(a—l), 9y== 0, 0= 0.

] T
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La flexion cyclique est donc constante en grandeur et en direction.

Le cone d’intorsion se décompose en deux plans rectangulaires,
paralléles respectivement & 0y et 0z. Les fibres non paralléles a
I'un de ces plans subissent une torsion.

Les composantes de la flexion d’une fibre quelconque sont :

Hi= wof—op[i—(a+n)a],
Hy=—waaB[1 4+ (a-+1)y2],
Hy= way[(2—a)+ (a+1)y].

Les fibres paralléles & Ox ne subissent aucune flexion.
Pour la direction paralléle 4 Oz, on a

H=—ow, H,—= o, H,=o,

et, pour la direction paralléle 3 Oy,

H,=owa, Hy=H,=o.

Remarquons que la flexion cyclique 9, est égale 4 la moyenne des
courbures des fibres paralltles aux axes.

La flexion plane que 'on considére dans I’hypothése simplifiée
de la résistance des matériaux se déduirait de la précédente en y
faisant @ = o.

CHAPITRE 1V.

Flexion des surfaces.

39. Flexion normale et flexion géodésique. — 33. Etude de la flexion normale. — 34. Compo-
santes de la flexion normale. — 35. Plans caractéristiques d'une fibre. — 36. Points
focaux de la congruence des axes. — 37. Incurvation normale totale. — 38. Flexion géo-
désique. — 39. Plans pour lesquelles la flexion géodésique par rotation est nulle. —
40. Lignes d'inflexion relatives & la flexion par rotation. — 40. Application & un pro-
hléme de M. Darboux et de M. Weingarten.

32. Flexion normale et flexion tangentielle ou géodesique. - La
flexion d’une fibre ¢lémentaire située sur une surface S peut étre dé-
composée en une flexion normale et une flexion tangentielle ou géo-
désique. Ce sont respectivement les analogues de la courbure normale
et de la courbure géodésique.

Le vecteur figuratif de la premiere est la projection H, du vecteur H

Ann. Fe. Norm., (3), XXVIII. — DECEMBRE 1911. 71
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sur la normale & la surface. Nous continuerons & désigner comme pré-
cédemment par o, B, v les cosinus directeurs de la [ibre, et nous appel-
lerons a, b, ¢ les cosinus directeurs de la normale & la surface.

On a donc
ac -+ bf +cy=o.

Tenant compte de cette relation nous aurons pour H, les deux
formes suivantes :

d*u oy 0%y
(52) I[”_—-<(lw +b_d;“2- -+ ¢ W>—-—-f(]lj+bl"]2+6[]3.
D, )y oD, 4

‘H,l:——%(a%—; + ()o[@“"*'c("()-“,") - 3 (@91 -+ bos+coy).

(53) ¢ a b ¢
2
g gl # L v
| Tw T T

Les composantes de la flexion géodésique suivant les axes de coor-

données seraient
Hyoally, Hy— b1, Hy—cl,.

Mais pour I'étude de la flexion géodésique il est en général plus
commode de se servir de la rotation figurative F. La rotation figurative
de la flexion géodésique a en effet son axe normal ala surface, de sorte
que si Pon deésigne par 19, 1y, Fy les composantes de la rotation de
lexion totale de la fibre, la rotation de flexion géodésique aura pour
valeur

Fo=al, +bF,-+ck,.

(Celte expression, développée, devient

a b c
" , a b ¢
. . 1 o 3 y / 2, . .
(h4) F,= 5 » i / —_— :’; By | (aty + /n;u, -+ CTy).
“ dl)g ()l)2 ()l)g 2 o ) 9
do. 0B 9y P
33. Etude de la flexion normale. — I’expression de la flexion nor-

male H, devient homogéne et du second degré en «, 3, v quand on
multiplie par (2*+ 2+ v*) les termes dépendant de la (lexion
eyclique. Il en résulte immédiatement que Uétude de la flexion nor-
male autour d’un point M de la surface est entiérement semblable &
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celle de la courbure normale en géométrie. La variation des {lexions
normales est représentée par une indicatrice du second degré ana-
logue & I'indicatrice de Dupin. Il y a par conséquent, en général, deux
flexions normales principales correspondant aux axes de 'indicatrice.

Les flexions principales et les directions des fibres correspondantes
sont déterminées par le systéme suivant, ou I'on suppose H, rendu
homogene par rapport a =, 3, v :

if)Ef-—--Soc—-—la:o,
2 do

. JH, . .

(H5) jl; B — 8 E—1ib=o,
1 OH, g . 3 o
;‘;)—./-—L /-— . C == O,

o+ bf +cy=o.

L’¢limination de S et de A entre les (rois premitres donne 'équation
du second degré en o, 3, v :

1 JH,
2 do “ «

. 1 OH,

(56) 5 0 B b |=o,
1 oH, )
2oy ¢

qui, jointe & la quatricme des équations (55), détermine les directions
principales. Sil'on élimine au contraire «, 3, v, A entre les équations
considérées, on obtient une équation du second degré en S dont les
racines sont les valeurs des flexions principales.

Les directions principales satisfont & une relation importante dans
laquelle le caractére dissymétrique de la torsion se met encore en évi-
dence; désignons par @', 0, ¢’ eta’, b", ¢ leurs cosinus directeurs et
supposons-les dirigées de telle facon que le tri¢dre trirectangle qu’elles
forment avec la normale soit orienté comme le triedre des axes de
coordonnées, quand on range ces directions dans I'ordre des indices
supérieurs. On a, dans cette hypothése,

a"== bec'— cb, V"= ca'— ac', "= abd'— ba',
a' =— (bc"—cb"), b'=— (ca" — ac"), ¢'=— (ab"— ba").

(57)
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Considérons d’autre part la forme polaire, composée avee les trois
systémes de variables (@, b, ¢,), (a's 0, ¢), (a’, 0", ), qu’on déduit
de la dilatation seconde.

Cette forme peut étre représentée par le produit symbolique

- (Ii-l—b-(-)—-—\-(:—()—)(a’i—}—b’() '0>

6\ da JB dy) \ d« ﬁ_i_cﬂ
l/() //() .I/() )

X(“o—a+b«)@+‘3*?>n2(“’p’/)'

Nous la désignerons par

N}
Sl
o

({I/ /)// c!l

Cela posé, en écrivant que les deux directions principales sont rec-
tangulaires et conjuguées par rapport a4 U'indicatrice, on obtient la
relation

, a O a 0 c
a b ¢
Vo Lia” b | o o' ¢!
—Dy| & b ¢ +3 _ - 3 —o.
a b Jt Jar JT . Jr Jt JT
da'  Jb" Jd! da” 2" dc"

Sil'on tient compte des formules (57), cette équation devient sim-
plement

e P
(H8) Dyl @ b ) t(a b, ") —T(ad, b )] = o.
)

La différence des torsions des axes de I'indicatrice dépend done seu-
lement de la dilatation seconde au point M.

34. Composantes de la flexion normale. — lixaminons maintenant
les trois composantes de la flexion normale.

La flexion cyclique normale a pour expression

4 . s
é(a%—!— by~ cgy) (a* 4 B2+ 7).

- Elle est indépendante de la direction des fibres dans le plan tangent
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i la surface. L’indicatrice correspondante est un cercle et le centre de
“flexion se trouve d 'intersection de la normale A la surface S avec le
plan principal de la flexion cyclique au point M.

La flexion normale de torsion est représentée par le déterminant

o

L’indicatrice relative & cette flexion est toujours une hyperbole équi-
latére. Pour en déterminer les directions asymptotiques il suffit de
considérer I'intersection de l'indicatrice des torsions avec le plan tan-
gent & la surface. Les axes de la conique d’intersection sont les asymp-
totes de I'indicatrice des flexions normales de torsion dans le plan con-
sidéré. Il résulte de la que la flexion normale moyenne de torsion est
nulle et que la flexion normale movenne totale est indépendante de la
torsion.

Les axes de lindicatrice ont des torsions égales. Cette propriété
résulte immédiatement de I'équation (58) quand on y supprime les
termes provenant de la dilatation seconde.

La {lexion normale de dilatation seconde est représentée parlaforme
polaire

1/ 0dD, D, 0D,
—§<“W —i—b-aE +c—5—_/—)~

Les axes de 'indicatrice correspondante forment, avec la direction
(a,b,¢) de la normale & la surface, un triédre trirectangle (T) dont les
arétes jouissent d’une intéressante propriété de réciprocité. Les trois
directions satisfont en effet, en vertu de ’équation (58), & la relation
symétrique

a b ¢
(59) Dyl & & ¢ | =o.
al/ bl/ cll

Si I'on se donne la direction (&, b, ¢), les seules directions (a’, ', ¢’)
et(a’, b", c") formantavec la premiére un triedre trirectangle et vérifiant
en outre I'équation (59) sont les axes de I'indicatrice des flexions nor-
males de dilatation seconde relative au plan perpendiculaire & la direc-



566 J. LE ROUX.

tion considérée. Ilen résulte qu’'un triedre trirectangle (T) satisfaisant
a la condition (59) est, en général, déterminé par une de ses arétes.
Nous disons que ce triedre est conjugué par rapport a la dilatation
seconde. . _

De la forme symétrique de la relation (59) il résulte que, dans
chaque face du triedre conjugué (T) les axes de Uindicatrice des flexions
normales de dilatation seconde sont dirigés suivant les arétes du
triedre.

De plus, comme on peut choisir arbitrairement 'une des arétes du
tricdre conjugué, on est conduit & la proposition suivante :

Par une fibre élémentaire quelconque on peul faire passer dewx plans
reclangulaires tels que, dans chacun d’eux, la fibre considérée coincide
avec lune des directions principales de la flexion normale de dilatation
seconde.

35. Plans caractéristiques d’une fibre. — Celle propri¢té est suscep-
tible d’étre étendue avee quelques modifications a la {lexion générale.

Proposons-nous de trouver les plans passant par une fibre ¢lémen-
taire donnée et pour lesquels la direction de la fibre soit une direction
principale de {lexion normale.

Désignons, comme précédemment, par (@, b, ¢) les cosinus direc-
teurs de la normale au plan cherché. La solution du probleme est alors
immdédiatement fournie par Péquation (56) jointe & la dernicre des
¢quations (55). L'¢quation (56) est homogene et du second degré par
rapporl aux inconnues (a, b, ¢). Il existe donc en général deux solu-
tions réelles ou imaginaires. Nous donnons aux plans correspondants
le nom de plans caractéristiques de la fibre.

Cherchons la condition pour que les deux plans caractéristiques
soient rectangulaires. L'équation (56), quand on y regarde «, b, ¢
comme des coordonnées, représente un cone du second degré passant
par la fibre considérée. Pour que les plans caractéristiques soient rec-
tangulaires, il est donc nécessaire et suffisant que le cone (56) soit
sapable d’un triédre trirectangle inscrit. En exprimant cette condition
on trouve, aprés quelques réductions faciles,

(e, B, y)=o.
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Dot cette conséquence remarquable :

La condition nécessaire et suffisante pour que les deux plans caracté-
ristiques d’une fibre sotent rectangulaires, c’est que la torsion de cetie
Jibre soit nulle.

Dans chacun des plans caractéristiques le second axe de I'indicatrice
a, en géndéral, en vertu de I'équation (58), une torsion différente de
zéro ; de plus ces seconds axes ne coincident pas avec les axes de I'in-
dicatrice des flexions normales du plan perpendiculaire i la fibre con-
sidérée. La propriété de réciprocité du triedre (T) relatit i la flexion
de dilatation seconde ne s’applique done plus en général au tricdre
formé par les plans caractéristiques et le plan normal i une fibre,
méme lorsque les plans caractéristiques sont rectangulaires. Il existe
cependant certains tricdres trirectangles réciproques dont les faces
sont les plans caractéristiques des arétes. Ce sont ceux qui sont & la
fois conjugués par rapport a la dilatation seconde et inscrits dans le
cone asymptote de Uindicatrice des torsions.

36. Points focaux de la congruence des axes de flexion. — Les axes
de llexion relatifs & 'ensemble des fibres élémentaires issues d’un
méme point M forment une congruence. La détermination des points
focaux de cette congruence se rattache au probleme des plans carac-
teristiques.

A une fibre donnée MM’, (=, BB, v), nous cherchons & associer une
fibre infiniment voisine MM", (« + da, 3 + dj3,y + dv), telle que les
axes de flexion correspondants se rencontrent.

Si nous prenons le point M comme origine, nous aurons a exprimer
que les quatre équations suivantes sont compatibles :

Hyz+H,y+H;54+1=o0,
ax + By -+ys=o,
xdH,+ ydH,+ s dH; = o,
xdz+ ydB + sdy=o.

Dot nous déduirons, par Pélimination des inconnues xz, y, 5,

dH, o da
(60) dH, B dp |=o.
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Soient a, b, ¢ les cosinus directeurs de la normale au plan MM'M”, dé-
terminé par les deux fibres infiniment voisines. On a
(61) ( ao+ bB + cy=o,
I
)\ ada +bdB +cdy=o,
d’ou résulte aussi, en vertu de I'équation (6o),

(62) adH,+ b dH,+ cdH;=o.

Sil'on pose
H,=aHl,;+ 01, + cH;,
Iéquation (62) devient

oH, JH ()II,L
(63) _Ta—da -+ B “dp -+ dy.

En y joignant la seconde des (:quations (62) et la relation iden-
tique
ado 4+ Bdp +ydy=o,
on peut éliminer de, df, dv, ce qui donne la condition cherchée sous
la forme

(—)—IJ—'-I’ «
do.
. JH, ~
(64) T)-rj— B bl=o
dy e

Cette équation exprime que le plan MM'M” des deux fibres infiniment
voisines est un plan caractéristique de la fibre MM'.

Il reste a déterminer le point focal, ¢’est-d-dire la limite du point
d’intersection de Paxe de flexion de la fibre MM avee celui de la fibre
intiniment voisine MM”. Les coordonnées x, y, z du point focal véri-
fient Tes deux équations

zdH+ y dHy+ 5 dl;= o,
ax -+ By—+ yz=o.

Comparant ces relations avec les ¢quations (61) et (62), on en
déduit
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Le point focal se trouve done sar lanormale au plan caractéristique.
Il est situé par conséquent a 'intersection de cette normale et de I'axe
de flexion, c’est-i-dire au centre de flexion normale de la fibre,
regardée comme appartenant au plan caractéristique considéré.

Les deux points focaux situés sur Paxe de flexion correspondent
ainsi aux deux plans caractéristiques de la ibre.

37. Incurvation normale totale des surfaces. — La flexion normale
donne 'incurvation totale des éléments superficiels dont la forme pri-
mitive était plane. Mais pour les surfaces courbes, il faut joindre a la
flexion normale la transformée de la courbure initiale par la déforma-
tion homogetne tangente au point considéré. Les formules que nous
avons données au Chapitre I pour I'incurvation des fibres nous four-
niront également 'incurvation normale totale des surfaces, méme
dans le cas des déformations finies.

Nous nous servirons (’une relation que nous allons d’abord établir.

Soient, en un point M, ds un élément superticiel infiniment petit,
ds une fibre ¢lémentaire, 0 Pangle que la fibre ds forme avec la nor-
male & do; d=,, ds,, 0, les éléments correspondants du milieu dé-

forme; O la dilatation cubique, 7 la dilatation superficielle de ds,

(% =1+ "q>, e la dilatation linc¢aire de la fibre ds, (% =1+ s>.

On a
(65) (t+e) (14 n)cost=(1+ O) cosb.

En effet, le produit ds ds cosO représente le volume d’un prisme
oblique infiniment petit ayant pour base do et pour aréte latérale ds.
En comparant ce volume avec son corvespondant dans le milieu dé-

formé on trouve
ds, da, cosl, — 40,
ds do cosl

ce qui établit la formule (65).

(iela posé, soit une surface S dont la normale en M a pour cosinus
dirccteurs a, b, ¢ dans 1'état initial et @', &, ¢’ dans I’é¢tat déformé. Si
nous considérons une fibre quelconque située sur cette surface, les
formules (23) du Chapitre Il donnent les courbures des lignes de
figure de cette fibre avant et apres la déeformation.

Ann. Ec. Norm., (3), XXVILI. — DECEMBRE 191T. 72
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Multiplions ces ¢quations respectivement para’, 0, ¢’ et ajoutons-les
membre & membre. Nous avons

(e @MW+ +c'v')  (1+e)(@ i+ b'py+ c'vy)

66
(66) P P 2
+ (a’ I u + b,d-v —i—c’d W>.

ds? 0s* ds?

Soient : 0 'angle que forme, dans I’état initial, la normale princi-
pale de la courbe avec la normale de la surface ;

0, Pangle que forme la direction A,, 1x,, v,, transformée de la nor-
male principale, avec la direction &, 0', ¢ de la surface dé¢formée;

0’ l’angle de la normale principale de la courbe déeformée avec la
méme direction &', O, ¢'.

Ces quantités vérilient les équations

cosOy=a'h~+ 0 p+c¢'vy,
cos0 = a'l' ~+ b'p) 4 ¢V,
(14¢) (14 40)cosly= (1 + 0) cos b,

7 et © ayant les mémes signilications que ci-dessus.
L’équation (66) devient done
cosf’ 1 -0 cosl J*u 02y % w
6 [ =) e e I ) e —4- (’,"“"T' e ¢ ——
(67) ( ) o - p 0s* st st
En introduisantles rayons de courbure normale R et R’ relatifs aux
deux états considéreés de la surface, on trouve (inalement

(68) 1 10 I + I ((,()211 +/,!)'~'u+ , 02w
T — 1 e h' e C — |-
R 140 R(+e)p  (14e)*\ Js ds* 0s?

Dans I’équation (68) se trouvent nettement séparées les deux compo-
santes de la courbure normale de la fibre dans la surface déformée.
Nous avons étudié précédemment la flexion normale; examinons
maintenant la transformée de la courbure initiale par la déformation
homogene tangente en M.

Posons

e
1 1+ 0 (ﬁ)

R, 7 1+ (1+e)
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I " - 7 ’ ! .
La courbure i S exprime, en général, par une forme quadratique

des cosinus directeurs =, f, v, de la fibre initiale; il en est de méme
I
du dénominatear (1 + ¢)*. Le rapport (_1—-%?)‘ se transformerait, en
vertu des formules (2), en une fonction homogene de o, B/, v' dont la
variation serait représentée par une indicatrice de Dupin.
Nous allons chercher les directions initiales des fibres qui viennent,
apres la déformation, coincider avec les axes de cette indicatrice.

Soit
I
'ﬁ:f(aafﬁy); (l+e)2:E(a76a7)'
Il faut trouver les valeurs de «, 8, ¥ qui correspondent au maximum

S (o By y)
E(a,(,7)

aoa+bf+cy=o.

ou au minimum du rapport » les variables étant liées par la

relation

Les directions considérées sont définies par I'équation homogeéne

of OE
9z dx ©

of OB |
*d—r-a: -d? b = 0
o E

dy oy

L’interprétation géométrique de ce résultat donne la proposition
suivante :

Soient (C) I'indicatrice des courbures normales de lasurface (S) en
M, dans I’état initial; (C) I'indicatrice de la surface transformée de (S)
par la déformation homogene tangente en M; (C,) I’ellipse suivant
laquelle le plan tangent en M & la surface (S) coupe I'ellipsoide des di-
latations relatif & ce point ; les directions initiales des fibres qui vien-
nent coincider avec les axes de l'indicatrice (C’) sont les diametres
conjugués communs 4 I'indicatrice initiale (C) et a I'ellipse (C,).

Lorsque les deux coniques (C) et (G,) ont les mémes axes, les axes
des deux indicatrices (C) et (C) sont aussi dirigées suivant les mémes

{fibres.
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La démonstration géométrique de ce théoréme est une conséquence
immédiate des propriétés trés connues de la déformation homogene.

38. Flexion géodésigue. — Nous avons donné au n® 32 Pexpression
de la rotation figurative F, de la flexion géodésique. Appelons z,, v,
les coordonnées du centre de flexion géodésique.
Nous avons, pour déterminer ces quantil,(’!s, les trois ¢quations

=
<y

a(xy— )+ Ly —y) 75— ) =0,
a(x)— x) + b(.,ﬁ"“}’) “+c(5,—3)==o0,
Xy — X .)’1"-3’ 5,— 3 I

o B y2 F,+1=o.

a b c
L’¢limination de «, f, v entre ces formules et les deux équations

a4 bp +cy==o0,
e I S L

donne le lieu des centres de {lexion géodésique des [ibres élémentaires
de méme origine M et situé¢es dans le méme plan.

Si Pon prend en particulier le point M pour origine des coordonnées
et le plan considére pour plan des xy, on trouve pour I’équation dé-
veloppée de cetlle courbe dans son plan

- 4
0= (x”—!—-y?)[l -+ —‘;—(@11 “+ Gy = Tos — Ty ))
—dyp Y — dipy a4 (2 dygo— dyyy ) y* - (2 dy1g— dyas) zty.

Le lieu des centres de [lexion géodésique est donc une cubique
ayant a l'origine des coordonnées un point isolé i tangentes iso-
tropes.

Quand on considére seulement la flexion géodésique par rotation,
résultante de la flexion de torsion et de la flexion cyclique, le résultat
se simplifie : tous les centres de flexion géodésique sont alors en ligne
droite. La distribution des flexions géodésiques par rotation dans un
plan, autour d’un de ses points, est donc analogue i celle des flexions
cycliques dans I'espace.

39. Plans pour lesquels la flexion géodeésique par rotation est nulle. —
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[l existe en tout point M des plans pour lesquels la flexion géodésique
par rotation est nulle. En effet, dans I'expression de la rotation figura-
tive F, de la flexion g¢ odt,slquo les termes provenant de la rotation
dérivée représentent les 3 b de la projection de cette rotation dérivée sur
la normale & la surface. Pour déterminer les plans cherchés, il suffira
done d’écrire que la projection normale de larotation dérivée est nulle.
On trouve ainsi I’équation suivante :

a< op: @0111 (3}11:)

-i—-b( 0[)2+ﬁdyo+yp‘>+c< 0P3+ﬁ()/)z %):O,

0 0z oz

qui doit &tre vérifiée pour toutes les valeurs de o, B, y vérifiant la con-
dition
ax+ b3 +cy=o.
Nous en déduisons

c)/)1 aps ops Q& % % ()1)I ()p, dps
a-— -l—/d -i—/()r—n()y—l-—bdy—l—c()y ()d+b +cd~'
a - b - c

Désignons par r la valeur commune de ces rapports; nous avons
alors, pour déterminer les rapports des cosinus directeurs a, b, c de
la normale au plan, les trois équations

aPr o P2 0P
ox

ox dz 4=
(69) /a%-%b%—!—c%—[;?—rb:o,
dpl—!—b(i)})2 d‘)})‘; rc =o.

[élimination des cosinus donne 'équation caractéristique du troi-
sieme degré en r

o _, 9P 9ps

dx ox dx

dap, sz _ ops —
(70) -d—)—/ dy r ()y o.

dp, (l& ()P.s —_

05 dz 05
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[l existe donc en général trois directions de plans, réelles ou imagi-
naires, satisfaisant & la condition indiquée. Nous laissons de coté la
discussion des cas singuliers : ¢’est un probléme bien connu qui se
rencontre dans plusieurs questions de géométrie ou d’analyse. Remar-
quons cependant la signification mécanique des racines de I’équation
caractéristique.

En ajoutant membre 4 membre les équations (65) apres les avoir
multipliées respectivement par @, b, ¢, on trouve

T(rl, b,c) =T

40. Lignes d’inflexion relatives a la flexion par rotlation. — Les trois
plans ainsi déterminés forment un tricdre T, dont les arétes sont des
lignes d’inflexion relativement & la [lexion par rotation. Nous avons
montré qu'il existe en général sept lignes d’inflexion. Dans la flexion
par rolation, quatre des lignes considérées sont formées par les direc-
tions asymptotiques des sections circulaires de 'indicatrice des tor-
sions. Les trois autres sont les arétes du tricdre T,.

Cherchons en effet les fibres pour lesquelles la rotation dérivée a la
méme direction que la fibre elle-méme.

Pour ces fibres la composante de (lexion de la rotation dérivée est
nulle. Les cosinus directeurs o, B, v vérifient des équations dela forme

dpy dp, apy o
a7);+@—(—)7+7—0?——1a__0,
r)p dap op

(71) o TBY, Y —rB=o,
()/) ()p ());
L

Le déterminant du systiunrs (71) est le méme que celui du sys-
ttme (6g) : les lignes del'un sont les colonnes de I'autre.

Considérons deux racines distinctes 7, et r, de 'équation caracto-
ristique; soient @, b,, ¢, les cosinus qui correspondent a la premicre
racine r, par les équations (65); ay, By, v, ceux qui correspondent i
la racine ry par le systéme (67).

Ces deux systémes de cosinus vérifient la condition d’orthogo-
nalité

@10y =+ by P+ ¢y 7= 0.
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[Ten résulte que les deux systémes (65) et (67) définissent, I'un les
faces, et lautre les arétes du méme tricdre T,.
Les équations (67) nous donnent une valeur nouvelle des racines de
I’équation caractéristique : on en déduit
z(et, ﬁ,y): r.

Si 'on considére par conséquent les deux directions (a, b, ¢) et
(e, B, ¥) qui correspondent & une méme racine de I'équation caracté-
ristique, on a

T(a,b,¢c)=1(a, B, 7).

Chaque aréte du triedre T, a la méme torsion que la fibre normale a la
Jace opposée.

[l est a peine utile de signaler I'analogie qui existe entre le
triedre T, et le tricdre de J. Bertrand relatif aux déformations du pre-
mier ordre. Le triedre (T,) se détermine a 'aide des composantes de la
rolation comme le triedre de Bertrand & I'aide des composantes «, ¢, &
du déplacement. La torsion est pour I'un ce qu’est la dilatation pour
lautre.

4l. Application des théories précédentes a un probléme de M. Darboux
et de M. Weingarten. — Rappel d’une proposition de Weingarten. —
A propos de lathéorie des systéemes triples orthogonaux, M. Darboux (*)
s’est occupé de déterminer les détormations dépourvues de rotation et
pour lesquelles les plans principaux de la dilatation sont tangents a
trois familles de surfaces.

L’étude du méme probleme pour les déformations quelconques
fournit une application intéressante de la théorie de la flexion.

L’interprétation géométrique et mécanique de nos formules n’a été
complétement étudiée que pour les déformations infinitésimales, tandis
que la théorie de M. Darboux s’applique a des déformations finies.
Mais les résultats analytiques qui s’expriment par des équations ho-
mogenes par rapport aux déplacements et & leurs dérivées peuvent
toujours élre interprétés dans la théorie des déformations infiniment
petites. En effet ces équations ne changent pas quand on y remplace

(1) DarBouxX, Proceedings of the London math. Soc., t. XXXII; Legons sur les s)s-

témes orthogonawr, 2¢ édit., rg1o.
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les déplacements u, ¢, w, par des déplacements proportionnels cu,
£V, ELV.

Nous prendrons pour base de nos calculs les résultats obtenus par
M. Weingarten (') & propos des surfaces isostatiques.

On sait que Lamé avait admis que les directions des efforts princi-
paux dans un milieu continu sont toujours normales a certaines
familles de surfaces auxquelles il avait donné le nom de surfaces tso-
statigues. M. Boussinesq (* ) remarqua que celte proposition est en
général inexacte, et M. Weingarten établit les conditions d’existence
des surfaces isostatiques.

Les résultats de M. Weingarten peuvent se résumer de la maniére
sulvante :

Soit

f=Zay,dz,dz,,
(@nr= arn) (h=k=1, 2, 3)

une forme quadrilatere des dilférentielles diz,, dw,, dx,.
De la forme /, on en déduit une autre

o == Xy dzy, doy,

en posant
daysi  Oay;

0Ly == —
T 0xs Oy
1)({3,’ ()/1”'
Ot w—— — =
0x, oary
day; Dty
. daq, 9/
Uy == —— — .

0x, D,

Un calcul analogue appliqué & laforme F, adjointe de f,
F=2Xx Opr dzy, CI.Z‘/;,

donne la forme
O =X, dx, dzy.

(1) WeNGarreN, Journal de Crelle, t. 90, 1881, p. 18-33. Voir sur le méme sujel
L. el F. Cosserar, Mém. sur I élasticité (dnnales de la Faculté des Sciences de Toulouse,
L X1, p.ob2).

(%) Boussinusq, Comptes rendus de U dcadémie des Sciences, t. LXXIV, p. 242.
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On forme ensuite les trois invariants

— N
Jl = Ol A s

— ¥ —_V
Jo=2Za, @/lk =X b otps
Jy=Z2bu ﬁ/z/.--

Pour que les plans principaux relatifs & la forme / enveloppent une
famille de surfaces orthogonales, il est nécessaire et suffisant que les
trois invariants J,, J,, J, soient nuls.

Interprétation de ce résultat dans la théorie des flexions. — Sup-
posons que la forme f, quand on y remplace les différentielles par des
cosinus, représente la dilatation dans une déformation infinitésimale :

D (e, B,7) =ei o>+ e+ e37°+ g1 By + Gaya + 30,

La forme associée o représente alors la torsion correspondante
7 (a, B, v). Nous laissons de coté la signification géométrique de la
forme adjointe F et de la forme associée ®, dont la considération s’im-
poserait surtout dans I’étude des déformations finies.

Pour obtenir facilement I'interprétation mécanique des conditions
de Weingarten nous supposerons qu’aprés avoir calculé les inva-
riants J, on prenne comme axes de coordonnées les arétes du triédre
principal (T) des dilatations au point M.

Les deux premieres équations deviennent

€Tyt €Tt €3T3 =0,

€y €371+ €361 Tap + €1 €3T33= 0.
Si ’on y joint I'identité

on en tire

En tenant compte de ce résultat, la troisiéme condition se réduit &
(es—e3) (e3— €1) (e1— ;) dysy=o.

Les trois dilatations principales étant supposées distinctes, on a

done
dys3=o0.
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Celte équation exprime que le triedre principal (T) est conjugué par
rapport & la dilatation seconde.

Done :

Pour que les faces du triedre principal (T) de la dilatation dans une
déformation infinitésimale enveloppent trois familles de surfaces ortho-
gonales, il est nécessaire et suffisant que ce triédre soit conjugué par
rapport & ladilatation seconde et inscritdans le cone asymptote de I'in-
dicatrice des torsions. '

Or, sl nous nous reportons aux prol)riétés que nous avons ¢tablies
a propos de la flexion normale, nous pouvons traduire la condition
précédente en disant que dans chacune des faces du triedre (T) Uindi-
catrice des flexions normales a ses axes dirigés suivant les arétes du
triedre.

Relation avec le théoréme de Dupin. — Sous cette forme de I'énonce,
il s’établit un rapprochement intéressant entre Ja condition obtenue
et le théoréme de Dupin.

En cffet soit S le systéme (riple orthogonal tangent aux faces du
tricdre T. La déformation le transforme en un autre systeme triple
orthogonal S'. Par conséquent les arétes du tricdre principal T sont,
avant et apres la dé¢formation, dirigées suivantles (angentes aux lignes
de courbure des surfaces considérées. Or Pincurvation des surfaces se
compose ici de Iincurvation par la déformation homogene tangente
en M et de la flexion normale.

La premiére conserve les directions des courbures normales princi-
pales pour toutes les surfaces du systéme S.

Il est donc nécessaire que la (lexion conserve les mémes directions
principales, ¢’est-a-dire que les axes des indicatrices des {lexions nor-
males dans les faces du (riedre (T) soient dirigés suivant les arétes du
triedre.

La nécessite des conditions de Weingarten est donc une consé-
quence du théoreme de Dupin.

Formes nouvelles des conditions de Weingarten. — La forme ana-
Iytique des trois conditions de Weingarten peut étre modifice en
tenant compte des résultats precédents.
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Soient (@, b, ¢), (e, U, ), (a”, 0", ¢") les trois systémes de cosinus
directeurs des arctes du triedre T. On a

( w(a, bycy=x1(a, V', ¢"Y=7(a", V", ¢")=o,

(68) . a b ¢
D, «& 0 ¢ |=o.

a " bl/ cl/

Les trois premiéres conditions se réduisent a deux, en vertu de la
relation qui existe entre les torsions.

Dans le cas de M. Darboux les torsions sont nulles identiquement,
etil n’ya plus & considérer qu'une condition unique

fa b ¢
(69) |)2< a U )=o.

a b

D’ailleurs les déplacements étant les dérivées partielles d’une méme
fonction, ¢ (i, y, 5), la dilatation seconde D, («, B, ) se déduit de Ja
différentielle troisieme de cette fonction en y remplacant les différen-
tielles d.z, dy, d= par les cosinus directeurs «, 3, y.

L’équation (Gg) peutalors se mettre sous la forme symbolique

d J J "

0) ([@~—-+b— +¢c—
(70) ( Pra dy + ():)
d ) d\N/ ,d J Jd
¢ —+0=—+c—=)|ad—+V—+¢"—)o(x,y,5)=0
X< dx_'_j().)' 0:)( Jdx dy E ? (2, 75 %)

dans laquelle les dérivées sont prises en regardant les cosinus comme
des constantes.

M. Darboux (') a lui-méme obtenu par une autre méthode, et sous
une forme équivalente a (70), I'équation aux dérivées particlles a
laquelle doit satisfaire la fonction o (x, y, 5).

(1) Legons sur les systémes orthogonaur et les coordonndes curvilignes, 2 édition, 1910.
p. 530-543.



