
ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’É.N.S.

J. LE ROUX
Étude géométrique de la torsion et de la flexion dans la déformation
infinitésimale d’un milieu continu
Annales scientifiques de l’É.N.S. 3e série, tome 28 (1911), p. 523-579
<http://www.numdam.org/item?id=ASENS_1911_3_28__523_0>

© Gauthier-Villars (Éditions scientifiques et médicales Elsevier), 1911, tous droits réservés.

L’accès aux archives de la revue « Annales scientifiques de l’É.N.S. » (http://www.
elsevier.com/locate/ansens) implique l’accord avec les conditions générales d’utilisation
(http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisation commerciale ou impression systé-
matique est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou impression de ce fi-
chier doit contenir la présente mention de copyright.

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques

http://www.numdam.org/

http://www.numdam.org/item?id=ASENS_1911_3_28__523_0
http://www.elsevier.com/locate/ansens
http://www.elsevier.com/locate/ansens
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/


ETUDE GÉOMÉTRIQUE DE LA TORSION
ET DE LA FLEXION

DANS

LA DÉFORMATION INFINITÉSIMAL K DTN MILIEU CONTINU,

PAR M. J. LE ROUX.

Introduction.

I . Dans ses Mémoires célèbres sur la torsion et la flexion des
prismes, Barré de Saint-Venant s'est placé surtout au point de vue de
la statique, en cherchant les déformations qui résultent de certaines
distr ibutions de forces. L'objet de co travail est tout différent. Je
m'occupe un iquement de l 'é tude géométrique des déformations sans
aucune considération de statique ou de dynamique,

La torsion et la flexion n 'existent pas dans la déformation homo-
gène. Leur représentation analyt ique dans le voisinage d'un point dé-
pend des dérivées secondes des déplacements. Ce sont par conséquent
des éléments différentiels du second ordre de la déformation, dont le
rôle peut être comparé à celui de la courbure dans la théorie des sur-
faces. Au contraire la dilatation et la rotation moyenne sont des élé-
ments du premier ordre, comme le plan tangent et l 'é lément linéaire

^en géométrie.
Il m'a semblé que la connaissance des lois nécessaires de la distri-

bu t ion des déformations du second ordre pouvait être une introduc-
tion aussi utile à l 'étude de la mécanique des mi l ieux continus que la
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connaissance des é léments (le la courbure à l 'étude de la mécanique
du point.

Il s'est t rouvée par surcroît, que cette théorie, outre son utilité pra-
tique présente un intérêt propre par la manière s imple dont les résul-
tats se groupent et se coordonnent.

J'ai eu pr incipalement en vue les déformations infinitésimales, mais
la plupart des calculs et des méthodes s 'appliquent sans grandes mo-
difications au cas des déformations finies.

2. Définitions et notations (1). — De la théorie des éléments du pre-
mier ordre de la dé fo rmat ion nous ne d i rons que ce qui est indispen-
sable p o u r d é t î n i r les no ta t ions et préciser certains points dont nous
aurons besoin dans la suite.

Nous appelons jibre (2) d'un milieu continu toute portion de ma-
t ière i n f i n imen t ténue distribuée d 'une manière cont inue sur une
l igne quelconque. Une fibre élémentaire est une f ib re de longueur
i n f i n i ruent pet i te .

Soit M( ,T ,y ,^ ) la position i n i t i a l e d'un po in t (lu m i l i e u ; les coor-
données du point correspondant M' du mi l ieu déformé seront dési-
gnées par

x'=: OG "4- ^, y'== y 4- (\ ^'== ^ -4- n'.

Les îixes de coordonnées seront supposées rectangulaires et les fonc-
tions u, ç5, (P, continues, ainsi que leurs dérivées jusqu'au second
ordre inclusivement.

U n e f îb re élémentaire issue de M sera définie, au point de vue géo-
métrique, par sa longueur ds et ses cosinus directeurs a, [^ y ; après la
déformat ion ces quantités se transforment respectivement en ds\
a\ p^y7 . Nous désignons par e la d i la ta t ion de la fibre, et nous avons,

( 1 ) La déformation du premier ordre se trouve exposée dans tous les Ouvrages qui
s'occupent de mécanique des milieux continus. Citons entre autres : E. et F. COSSERAT,
/infinies delà Faculté des Soie/ices de Toulouse^ et Note à la Cinématique de M. Kœnigs;
APPISLL, Traité de Méca/nque rationnelle/ t. IIÏ; ÏHOAISON et TAIT, A trecitisc on nalural
PItilosophy.

(2) Dans ses Mémoires sur la torsion et la flexion des priâmes, Barré de Saint-Venant
réserve en général le noin de fibres Wi^ffles de molécules longitudinales.
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par conséquent,

(0
ds^
ds

( ï + e}ffJ-=^ f i -+-

==i-l-e,

au \ au - au
— a + —p -4- —y,
à x ) ày àz '

W
à^
àx( r+<?)^

à^
ày,

. àvP-^y
àw àw

( i -4- e) '/ -= — a 4- — (3 4- ( ï-4-— a 4- -T- p 4- i 4 - — y .^r <)7 l \ r}^ / '' ' /^ y1 / îv l \
ài^

En ajoutant membre à membre les équations (2), après les avoir
élevées au carré, on trouve l'expression bien connue de la dilatation.

Soit, d'autre part, 0 l'angle que forment entre elles les deux direc-
t ions in i t i a le et finale de la fibre élémentaire; on a, d'après les équa-
t ions (2),

(3) ( ï -4- e) cos0 == ( i "+-
()u\ , / ^\ -, y <^F\ ,
— ) a2-}- ( ï 4- — ) V+ ï -+-— y2

à x ) \ àyr \ as ) (

( àw àv\ Q ( a u . àw\^ 4- — \ Qy -^- —. -}-. —- y^ •
\^7 à^) " \à^ àx ) '

: ï 4 - ï ) (a , (3 ,y )

/àv ôu\ Q
— + — ap\à.v ày j •

en posant

w ^M^-^2-^2
a s 1

fà^ + ̂  fiy + (^ + ̂ ^ ya + f-^ + ̂  (.S.
,^K as] py \^; rte; ' V-to ̂  ()7/ r

On sait que dans les déformations infinitésimales la dilatation epeut
être remplacée par D(a, p, y). Nous écrirons dans ce cas

(S)

])(o(, p, y)==<^l0î2+e2p2+e372••^-^l(3y4-^•ï7a-^é'•3a(3;
(^M t)(' (?<»'ei== -—5 <?,;==—, e3=: ——;^a? oy os

()«' ()r
^^^^Ji'

(9^ ^(ï' cùv au
^^J^^'ày1^~ ôz ^ ùx

La rotation moyenne de Cauchy est définie par les expressions

(6) 2 pi =
ÔW Ô^

ôy as?
au à^v^p^ ^

àx
àv aua p.^-=i —- -+- —-1 àx ày
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En introduisant ces notations, les formules (2) peuvent s'écrire

(7)

s , l àî> r,(î -h<?)^:=a+ ^ j^ +p-iy—p^.

(r.^)(3/=^(3^ ̂  +^-^y,

( l 4~ e) y' rr y + ̂  — 4- /?i |3 - p., a.

Les seconds membres se t rouvent a ins i décomposés en une par t ie
symétrique et une partie dissymétrique ; la d i s t r ibu t ion de la première
est régie par une forme quadrat ique et représentée géométriquement
par une surface du second degré; celle de la seconde est déterminée
par la rotat ion.

3. Glissement normal. — Les équations (7) qui déf inissent la dévia-
tion ou changement de direct ion de la fibre peuvent, dans le cas des
déformat ions inf in i tés imales , être remplacées par les suivantes :

a' — a =: - Da —" a î) •4- p^ y "— />;$ (3,

(8) p^(3;=~j)p.~pl)+^a-^y,

y -. y ̂  - H .--. y S ) + p, (3 - /), a.

Prenons, dans les seconds membres, les termes provenant de la
dilatation

(9) G^ij)'' -ai); G,=-^I)p-(31); • G^^DÇ-yl) .

Ces trois quantités sont les composantes d ' un vecteur i n f in imen t
petit que nous appelons le glisse nient normale la libre.

On a la relation évidente
G-ia4-(ï2(3+ G;{y==o.

Pour une fibre dont la direction initiale est parallèle à ()x, les for-
mules (9) donnent :

GI==Û, G2=.^3, ^^^Si.
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4. Propriété des axes principaux de dilatation d'un plan. — Menons
par le point M un plan P dont la normale a pour cosinus directeurs
a, 6, c. Les direct ions (a,?, y) des axes principaux de dilatation du
plan sont déterminées par le système suivant

- j)^ — (5 or — ka z^. o,

^.D^— Sp — kb=-o,

- Dy — 874- kc --= o,
2 ' '

a y. -4- b (3 4" c y = o,

où S et/ ' désignent des paramètres qu'on peut calculer ou éliminer.
Si l'on ajoute membre a membre les trois premières, après les avoir
mul t ip l i ées respectivement par a, p, y, on trouve

S=l) (a , (3 ,7) .

Remplaçan t S par sa valeur, et é l iminan t /', on obtient

<i i (a , (3 ,y) ̂  ii.i(̂ L?iZ} :== ̂ l̂ lÊlZ} . '
a /> c

Le glissement normal des axes pr inc ipaux de dilatat ion du plan P est
donc perpendiculaire au plan.

Si l'on considère une fibre quelconque du plan P, la déviation ou
changement de direction de cette fibre résulte de deux déplacements,
l 'un parallèle, l'autre normal au plan. La déviation qui s'effectue pa-
ra l lè lement au plan P résulte e l le-même d'une rotation moyenne et
d'un glissement normal. La" première est la projection de la rotation
moyenne en M sur la normale au p l a n P ; le second est la projection,
sur le plan considéré, du glissement normal de la fibre. Dans le cas des
axes principaux de di latat ion du plan, cette composante du glissement
est nu l le . Donc la déviation des axes paral lèlement au plan résulte
u n i q u e m e n t de la rotation moyenne.

On peut exprimer ce fait en disant que la rotation moyenne, dans
son plan, d'un élément plan quelconque mené par le po in t M est égale
îi la projection de la rotation moyenne du mi l i eu en M snr la normale
au plan de l 'élément considéré.
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CHAPITRE 1.

La torsion.

1. DcimUion ot calcul de la torsion. — 2, La torsion dans los déformations uifinUe.siinalcs.
— 3. Expression des six composantes de la torsion. — 4. Décomposition do la rotation
dérivée. — 5. Indicatrice des torsions. — 6. Seconde définition. — 7. Application an
problème de Saint-Venant.

1. Définition et calcul de la torsion (1). - La torsion mécanique,
dans le langage ordinaire, n'a de sens bien défini que pour les corps de
forme prismatique ou cy l indr ique . Pour en étendre la notion au cas
des corps de forme quelconque nous considérons la fibre élémentaire
comme un prisme in f in iment petit découpé dans le corps. La torsion
de ce prisme élémentaire est alors une fonction de sa direction.

Considérons d'abord une fibre rectiligne quelconque : supposons
que tous ses é léments soient soumis à des rotations dont les axes coïn-
c ident avec ce lu i de la Hbre. La torsion totale de la fibre est alors égale
à la dif lerence des rotations de ses extrémités. La torsion moyenne est
le rapport de la torsion totale à la longueur de la fibre. Pour une fibre
élémentaire nous ne considérerons, en général, que la torsion moyenne
et nous l'appellerons s implement la torsion de l'élément.

Imaginons maintenant , dans le mil ieu soumis à la déformat ion infi-
n i tés imale , u n e fibre élémentaire MM, === ds, ayant pour cosinus direc-
teurs a, p,y. Soient

1^ (Pi. P-i. fh ) et K + dl{, (p, + dp,, p, -4- dp,, p, -+- dp,)

les rotations aux points M et M, .
La dérivée géométrique de la rotation relative à la direction MM, est

f ^ ^ n / ( d p , dp, dp,\
d s ^ ' ^ {'W^^)'

Elle peut être décomposée en deux parties : l 'une dirigée su ivant la
f ibre et l 'autre perpendiculaire à sa direction. La première com-

( 1 ) Corn/nés rendus de l'Académie dc^ Sciences^ 3o niai 1 9 1 0 .
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posante
A+^+Aas ' ds ' ds

représente la torsion moyenne de l'élément considéré.
Pour les déformations finies, la question ne se présente pas avec

une simplicité aussi grande. Sans entrer dans le détail des calculs
relatifs à ce cas, je vais indiquer la défini t ion que j'ai été conduit à
adopter.

Soient respectivement T et T, les déformations homogènes tan-
gentes en M et en M,. La déformation T^ peut être considérée comme
la résultante de T et d 'une déformation infiniment petite AT, dont
nous désignons par AR la rotation moyenne. Soit d'autre part WM\ la
transformée de 1\ par la déformation homogène T- Nous décomposons
la rotation inf in i tés imale AR en deux composantes rectangulaires AR,
et AR^ dont la première a son axe dirigé suivant M'M',. La rotation AR,
représente la torsion totale de la fibre considérée. La composante nor-
male AR^ se retrouve dans l'étude de la flexion.

(k ïmme mesure de la torsion moyenne, nous prenons le rapport
A g >

de AR, à la f ibre dilatée : -.---—•
J.T-S. IVî- 1

La l i m i t e du rapport -^r^ peut être assimilée dans les calculs à une
vitesse de rotation. Nous donnons à cette l imite le nom de rotation
dérivée. L'axe de la rotation dérivée est, bien entendu, dirigé comme
celui de la rotation AR. La torsion moyenne est donc la projection de
la rotation dérivée sur la direction de la fibre déformée.

2. Distribution des torsions dans le cas des déformations infinitési-
males. — Dans le cas des déformations inf iniment pstitcs, la rotation
dérivée se réduit à la dérivée géométrique de la rotation. Soient
R^, R'y, R^ ses composantes suivant les axes ; on a

j^ _^i -^^1+0^14-. A,
M:r — ds — àx 1 [ àr ' àz
o/ ^Pz àpî \àp^ àpî

( i o ) Hy -=. -tT•' =- a -^— 4- p —— "4" •/ —— i• ' \ ' -J ds ôx • ày ' âz

f p/ ^ _ „ 6^ , o ̂ 3 , „ ̂ sH „ —: —~- -=:; a —,,— 4- p "3— -r- / ~i— *
i ,. ^ ^y 1 çJy. f ^^

Arm. Éc. Norm^ (3) , XXVIÏÏ . —DÉCEMBRE 1 9 1 1 . 67
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La torsion T(a, [3, y) de la fibre sera donc donnée par la formule

(,„ ^p,̂ ,̂ .̂ ,̂ -̂̂ )
-^CM)-"^^}

Nous poserons

1 ^1=T f^^T,,, ^=::T.,,
| <to 11' <}y 2'^ <^ 3> î '

/ ir r> \ ^

f^+^^.r,, àPl^àPl=^ ^+ î=..,,
\ ^y ^5 as ô^ ôx oy

L'expression de la torsion devient alors

( i 3 ) r(a, (3, y ) =r Tu a2 4- T.jg |32 -i- T^y2 -4- i'ïTa.-tpy + '2^17^ -h ^12^

On voit que la torsion d'une f ibre élémentaire est u n e fonction du se-
cond degré des cos inus directeurs de la fibre. Cette fonction se forme
avec les corn/posantes de la rotation comme la di la ta t ion Dfa , p , 'y) à,
l'aide des composantes du déplacement. La forme quadra t ique (,i3)
qui détermine la loi. de distribution des torsions autour d 'un point du
mil ieu appartient à la classe des quantités géométriques auxquelles
M. W. Voigt a donné le nom de tenseurs. Mais ce tenseur est d 'une
espèce différente de celui qui correspond à la dilatation. Le signe de
la torsion en effet dépend du sens des rotations positives, ou, ce qui
revient au même, de l 'orientation des axes de coordonnées. Une trans-
formation par symétrie, qui laisse inaltérée la dilatation, change au
coniraire le signe de la torsion. Le tenseur correspondant est donc un
tense ur axiûi.

3. Expression des composantes de Ut torsion. — Un calcul très
simple, q u i se présente d'ailleurs dans la démonstration des for-
mules de Barré de Saint-Venant par la méthode de Beltrami^ permet
d'exprimer les composantes de la tor on à l'aide des coetficients de
la dilatation.
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On a

\

2722==

;Î3——

4.T23——

4T31-

-î ' " 1 2 ——

'>^1=:
6^

, àpï^ — —
°f
àp'i^ -/ " —
' 'as

fàp.
' \ ày
J^\()s

3 (lp\ Ôx

-(^-
dy

. àff.
~ as

-^
(À'y

^àEl\
^ as )

^)
<Ây /

+fi)ày J

t-
^•i———.,
a.??

àff.
à y ?

^2

^ ôz

àgï
~~ àx

^
~~~ as

à^
àr

àê\
àz

àg-,î
ôx

. ^à(e,-e,)
' " ô.v

à(e,-e,)
ày

à(e^—e^
1 3 âz

(•4)

àz àx

Les trois premières équations donnent l 'identité
( i 5 ) rn+T22+T:î;$= o.

4. Décomposition de la roiaïion dérivée en ses parties symétrique et
dùsrméiriqw. _ (Domine t o u î c ^ dérivée de vecteur, la rotation dérivée
est' décomposable en deux parties, symétrique et dissymétrique
suivant la méthode de ïtehnhoitz. La première s'exprime à l'aide de
la torsion et la seconde à l 'aide d 'un autre vecteur <Ï> qui se présente
comme la rotat ion de la rotation.

Posons
/ , àp',291==

-2^=

2^3==

àp^
àr
api
àz

àpî
àx

àp^
àz

àpî
ô^
api
ày

r91
âpi
àz

Les composantes de la rotation dérivée (10) deviennent
I ,,, i àr

( '7)

K',=

R',==

K,==

i <h
2 àa
i ÔT
9. d(3 "

i àr
i ày

^-?27-

i- îp^a -

h 9ip-

~?3P,

- ?iy'

- 9â^

Nous retrouverons plus loin le vecteur $ à propos de la flexion.
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Remarquons que ce vecteur, qui affecte une forme dissymétrique par
rapport à la rotation, est au contraire symétrique par rapport aux
déplacements.

5. Indicatrice des torsions. —Pour représenter géométriquement la
distribution des torsions nous sommes condui ts à introduire une sur-
face du second degré, ou mieux deux surfaces conjuguées. A partir du
point M pris comme origine, nous portons, dans chaque direction
a, [:l,y, un vecteur inversement proportionnel à la racine carrée de la

' torsion correspondante (considérée en valeur absolue). L'extrémité
variable de ce vecteur décrit les deux surfaces conjuguées

T,i i X2 + T,, Y2 -h 733 Z2 -4- 2 T^ YZ + a T^ ZX -h a r^ XY == ± i ,

dont l'ensemble constitue 1/i.ndicatrice des torsions.
D'après l 'équation ( i5) le cône asymptote de l ' indica t r ice est tou-

jours réel et capable d'un trièdre Irirectangle inscr i t . L ' ind ica t r ice
se compose donc en général de deux hyperboloïdes conjugués; e l l e 1

peut se réduire exceptionnellement a deux cylindres hyperbol iques
équilatôres conjugués. La considération de l ' indicatrice met en évi-
dence un certain nombre d'éléments que nous pourrions appeler dis-
tingués et présentant quelque propriété spéciale par rapport à la tor-
sion. Tels sont en particulier les axes, auxquels correspondent les tor-
sions prin cipales.

La somme algébrique des torsions de trois fibres rectangulaires
quelconques est nulle, d'après l 'équation (ï-5). C'est donc, en parti"
culiery le cas des torsions principales.

Il n'existe aucune relation nécessaire entre les valeurs numériques
que prennent en un point les coefficients de la dilatation et ceux de la
torsion. Par conséquent les axes principaux de là dilatation et ceux de
la torsion peuvent être situés d'une manière quelconque les uns par
rapport aux autres.

Les fibres dirigées suivant les génératrices du cône asymptote ont
leur torsion nulle au point M. C'est pourquoi nous donnons à ce cône
le nom de cône d'intorsion au point considéré. Les lignes ^intomon
sont en tous leurs points tangentes au cône d'intorsion ; elles jouissent
d'une propriété intéressante que nous retrouverons dans l'étude de la
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flexion. Nous serons également amenés à considérer les trièdres tri-
rectangles inscrits dans le cône d'intorsion, à propos de la flexion des
surfaces.

6. Autre définition de la torsion. — On aurait pu définir la torsion
d'une seconde manière en considérant, non plus les rotations des élé-
ments d'une fibre, mais les rotations moyennes de deux éléments
plans parallèles et infiniment voisins. La propriété des axes princi-
paux de dilatation d'un plan que nous avons démontrée à la fin de l'in-
troduction montre que cette seconde définition est équivalente à la
première, dans le cas des déformations infinitésimales.

7. Application au problème de Saint-Venant. — II est intéressant
d'appliquer notre théorie à la classe de déformations infinitésimales
qu'on rencontre dans l'étude de la torsion des prismes. En supposant
l'axe 0^ parallèle aux arêtes du prisme, nous considérons la défor-
m at i o n i n fi n i té s i m a 1 e

//, ==——T^JS,

(;' r= To £,X^

' W-=: To<Ï>(^ j),

où TQ désigne un facteur infiniment pe t i t et <Ï> une fonct ion satisfaisant
à l'équation de Laplace :

à^ à^os) -^-+-^:==0•
Les composantes de la rotation sont :

/<N» ^
^1= To^-^

fà^
2/^=-To^2/^-Tol^-^

2^:= '2'To^,

et l'expression de la torsion devient
r r à^ [ y^ à^^ .1

(n)) T(a,^y)=^o[.y-a^P^^^(a--^)+(^~^
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On reconnaît immédiatement que l'une des torsions principales est

toujours parallèle à Oz, Sa valeur constante est égale à ïp. C'est cette
torsion des fibres longitudinales des prismes qu'on a seule en vue
dans le problème de Saint-Venant.

Les directions des torsions principales transversales sont définies
par l'équation

à^ /^<ï> f)2^\„ <^D .- /ô2^ c)2^., < 1̂> . /^
^^2^àr^[1J7'2——— y' -t- ——r — -T-T P — 2 -^—r"P+ — — — — — a' à x à y ' \àyî ^ r 2 / ' àxày' \ ôv1 àx^ ] '

p

On peLit la s impl i f ier en tenant compte de l'équation de Laplace et l'on
trouve

à2^ „ ^ ^ o ^^n.^^ ^2 ̂  .3 ...̂ ——^ ^Q ̂  _^ Qâ _, ̂
r)^2 r)^ ̂ y • ^y2 •

Donc fcy lignea defî torsions principales iraîwerscdes ffont les lignes
Cfsyrnptotùjues clé la section droite déformée.

Il existe une relation remarqimble entre la torsion mécan ique des
fibres transversales et la torsion géodésique des mêmes lignes dans la
section droite déformée.

Cette torsion géodésiquer^. est donnée par l 'équalion

r ^2€) / 2 ^ ((yHiî ^^ p
^-^[à^Ty^ ̂ P2)-^^--^}^

En comparant le résultat précédent à l'expression de la torsion méca-
nique T, donnée par la formule (19) et où l'on a fait y = o, on obtient
la relation

(20) 3f4-.^^-^^:0.

La torsion mécanique d'une fibre transversale quelconque esté gale ^
mais de signe contraire y à la moyenne arithmétique de la torsion 'To des
fibres longitudinales et de la torsion géodésique de la fibre transversale
considérée dans la section droite déformée.

Cette propriété intéressante est d'ailleurs spéciale à la torsion des
prismes et n'a pas d'analogue dans le cas des déformations générales»
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CHAPITRE II.

Incurvation et flexion.

8. Incurvation des fibres. — 9. Rotation figurative de la courbure. — 10. Décomposition
de la courbe. — 11. Définition de la flexion. — 12. Eléments géométriques relatifs à la
flexion. "-- 13. Composition des ilexions. — 14. Digression sur une transformation par
polaires réciproques de la composition des vecteurs. — 15. La flexion considérée comme
rotation de rotation. — 16. Première décomposition. — 17. Flexion de torsion et flexion
cyclique. — 18. Composantes de la flexion cyclique. — 19. Les trois formes fondamen-
tales. — 20. Les trois flexions indépendantes. — 21. Remarque. — 22. Forme nouvelle
de quelques formules.

8. Incurvations des fibres. — La courbure des fibres dans le milieu
déformé se déduit par une simple différentiation des équations (2), en
tenant compte des formules de Serret et Frenet.

Soient a, P, y les cosinus directeurs de la tangente en M à la courbe.
de figure de la fibre dans l'état ini t ia l ; A, ;j., v ceux delà normale prin-
cipale; p le rayon de courbure; les mêmes lettres accentuées désigne-
ront les éléments analogues relatifs à l'état déformé. En effectuant la
dif férent ia t ion ind iquée , nous t iendrons compte de la relation évidente

d^ _ dff! ch' ^
^7 ̂ 7/7 ds - O + ^ p / *

La première des équations (2) donne alors

( 2 i j (^e)^+a^

i [V àu\ ^ au au 1^ „ y _ — p. -+- — ̂  4- — v\
P L\ à x ) ày' àz J

(T-U . à^u^. (y-u. „ à^u Q à^u à^u
j- __ ̂  •+• —— 62 4- —— y2 4- 2 ——r- py -L-1 -—— •yy. -4- ^ ——^r- ^P-

' à^ ày'1 1 à^ f ày as[ f as àx s ôa) ày r

Nous désignerons, pour abréger, par le symbole — les dérivées par
rapport à l 'arc^ prises en regardant a, j3, y comme des constantes ; nous
avons donc, en employant cette notation,

c}2 u à2 u „ f)2 u „, y u ^ , .à'- u „ à2 u à^ u .
-^'-à^-^^W^ - t-^7- l-2^py+2^^ya+2^^c(p'
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ainsi que des expressions semblables pour ç'et w. L'équation (21)
et les deux autres équations analogues déduites du système (2)
deviennent par conséquent

(32)

(i+

C i 4-^ * ^~~

('+

p̂
.)<

P
^'e l 7

v
p7

^'
p'
V'

P7

,de
-^^

+P'^=1 ds
, de

4- y — =:' as

-.L\(^
P LV

> pi,
:" - ——— Àp L^
-f^p u7"^

c^
^^1

^(
àw (

-\- —— u 4- J -1r̂ \

\ . au
À + — ̂

/ ^,^
/ ^r \j + .̂
s ^r7

<?« i
+ ——Vas J

, àv 1
-^-^J

()«A -1~^n

yu
-h^7

^2^
-+- -TT>^!i

^'w^^^-.

Désignons par À^ [ji,, v ^ les cosinus directeurs de la direction que
la déformation homogène tangente en M fait correspondre à la normale
principale initiale de la fibre, et par s le coefficient de di la îa t ion cor-
respondant. On a alors, d'après les formules (2), trois équations de la
forme

au \. au au> « ^/./ ,/.,),.+^,,-^;(l 4-£)).r= ( l+

(^cla nous permet de s i m p l i l i e r Jes equal ior ir t ('-s'-s), ^111 dev iennent

0

(«

(•

^,,A',̂ ).,̂

.-̂

+.)^

4-

4-

4-

, de
oc'-—

ffl.S-

rfe
l ^
, rf^

y ^

-= (.'

-.LL

=--^-

4- £

P

4- S
F

-h £

~P"

)^

^+(21(:,
' os1

) v , y^'
——

4--"

4-

ô'1 ii,
^'

.̂ .,.

(23)

9. Rotation représentative de Ui courbure^). •— Nous effectuerons
encore une nouvelle transformation en introduisant la représentation
de la courbure par une rotation, suivant la méth,ode employée par
M. Darboux dans la théorie des surfaces. L'axe de la rotation repré-
sentative de la courbure est la binormale. Appelons Ç, Y), *(, les cosinus
directeurs de la binormale ini t iale; ^ /, r(\ *€, ceux de la hinormale

( 1 ) La représentation de la courbure et do la torsion géométrique par des rotations se
trouve employée d/une manière systématique par K.irchhoff' dans la théorie des corps
minces (tournai de Crelley t. V-VI, 1869) et ensuite par M. Boussinesq (Journ. de Lion-
^lle\ t. XVr, 1 8 7 1 ) .
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relative à l'état déformé, et S ^ , Y] , , 'Ci ceux de la perpendiculaire au plan
qui se déduit du plan oscillateur i n i t i a l par la déformation homogène
tangente en M. Ce dernier plan diffère, en général, du plan osculateur
de la fibre déformée. Si l 'on désigne par 0 l'angle que forment entre
elles les directions a/, ^ /, y et X ^ , [JL,, v^ on a

£,iSin0=ip^i--7^;

Les deux directions considérées (a/, p', Y ) et (X, , ̂ , v,) corres-
pondent à deux directions rectangulaires de l'état init ial; l'expression

(i «+• e) (i -4- e) sinQ — i

représente donc la di la ta t ion superficielle d'un élément plan, primiti-
vement situé dans le plan oscillateur de la fibre. Si l'on appelle £, et £3
les deux dilatations principales du plan considéré, on a par con-
séquent
( a 4 ) ( ï 4 ~ e) ( i 4 ~ < ? ) s i n 0 : = ( i - h £ j ) (1+^2)

et par suite
(,^.).,n^"^^-'.

Tenant compte de ces relations et des formules bien connues
^p^-»-^/,

nous pouvons déduire des équations (23) le nouveau système

/ ^ - II ( i -+-£t)0+^) . i (., à^ ^iA
[ ?' ^ P 0+e)3 > ( i-}-6-)2 Y' as1 1 as2)'

/ ̂  l ̂  - ̂  (^gi)(^^) , ____ / . / ̂  _ ^/ à^\
[ ) I p ' ^ ' P (I-+-6-)3 "'"(i^^)^7 ^ (z ^/?

f il- ^( i+gi)(»4-g.) i / ^2^ p;^^\
• f / ^ P ^ (I-+-^)3 ( ^ + ^ ) 2 \ ^2 1 ^ )

Les équations (2,5) donnent les composantes de la rotation de cour-
bure suivant les axes de coordonnées.

10. Décomposition de la courbure. — Le simple examen du résultat
Âîin. É€. Norm., (3), XXVIII. — DÉCEMBRE 1 9 1 1 . 68
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obtenu montre que la rotat ion de courbure de la fibre déformée est la
résultante de deux autres. La première composante a pour valeur

I Q -4- £ i ) ( l +£2)
p (l-^)3 s

c'est la transformée de la courbure init iale par la déformation homo-
gène dérivée en M. En d'autres termes, si l 'on considère le cercle oscil-
lateur pr imit i f de la fîbre, la déformation homogène le transforme en
une ellipse; la première composante de la courbure est la courbure
de cette ellipse au point M\ La forme même du résultat rappelle une
expression bien connue de la courbure de l'ellipse en fonction du dia-
mètre conjugué de celui q u i aboutit au poin t considéré. La première
courbure présente les caractères essentiels suivants : i° elle dépend
uniquement des dérivées du premier ordre des déplacements; 2° elle
est n u l l e pour les fibres droi tes ; 3° pour les fibres courbes ayant la
même tangente et le même plan osci l lateur , e l le est p ropor t ionne l l e à
la courbure initiale.

'H. Définition de la flexion (1). — La seconde composante de la
courbure est la même pour toutes les fibres droites ou courbes qui ad-
met ten t la même tangente ; elle dépend l inéai rement des dérivées du
second ordre des fonct ions u, y , w. C'est à celte seconde courbure que
nous donnons le nom do flexion de la fibre. Pour les fibres primitive-
ment droites, la courbure dans l'état déformé se réduit à la f lexion.

Les composantes de la rotat ion représentative de la f lexion s u i v a n t
les axes de coordonnées sont :

p -. __ [ ^ ̂  ̂  ... ̂ ï \^ (, 4-^v à^ f à^ y
, r \ n ! / , Û'2 U , à^W \
W • ^(TT^ ̂ -a-^)'

V - 1 (^ < ) î l ' P ' 0 ' 1 1 }1 ••' - (TT^Y \ly• à^' ~ p -à^) '

Dans le cas dos défonnations infini tésimales, ces expressions

( * ) Comptes rendus de l'Académie des Sciences, l'ijuin 1 9 1 0 .
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deviennent

I.. .^p à^
tl==^-^

/ ar^ V à2u ôïw

( 2 6 ) ^^-^y

„ ^ ^ô'u
y 3 == a -T— — p —5- •

as- ' às-

12. Eléments géométriques relatifs à la flexion, — Bien que la
flexion ne soit en général que l'une des composantes de la courbure,
il est naturel d'associer, à l'étude de la flexion, des éléments géomé-
triques analogues à ceux que l'on considère à propos de la courbure.
L'introduction de ces éléments est d'autant plus légitime que les fibres
pr imi t ivement droites n 'ont d'autre courbure que celle qui résulte de
la flexion. Nous aurons donc à considérer : \Q plan de flexion P, plan
oscillateur de la fibre droite déformée, la normale principale de flexion,
l'axe de f lexion, correspondant à l'axe de courbure, le rayon, le centre,
le cercle de f l ex ion .

Dans les calculs relat i fs à ces éléments nous nous bornerons désor-
mais aux déformations infinitésimales; cependant plusieurs de nos
résultats sont applicables sans modifications au cas des déformations
finies.

Le plan de flexion P, perpendiculaire à l'axe de la rotation de
flexion F, a pour équation

1̂  (X - x) + F^Y -J) + F3(Z -^) = o.

Le rayon de flexion R est l'inverse de la rotation F :

^ = = P = F î + F J + F j .

L'axe de flexion, comme l'axe de courbure, est caractérisé par une
propriété cinématique simple qui permet d'en écrire immédiatement
les équations.

Si l'on considère le mouvement euclidien résultant de la rotation de
flexion autour d'un axe passant par le point M et d'une translation
dont la vitesse, égale à l 'unité, est dirigée suivant la tangente à la
fibre, le lieu des points de vitesse nulle est formé par l'axe de flexion.
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On obtient ainsi les équations de l'axe :

(27)

a4-F2( ,Z—^) -F3(Y-~y)=o,
p+F,(X~^)~Fi( Z-^)==o,
- ' ï? / v y)-F2(X~^)=o.y + F , ( Y -

Ces éqaations sont établies pour le ^cas des déformations inf ini-
tésimales. Pour les déformations f in ies il suffirait d'y remplacer les
cosinus directeurs a, [S, y de la f ibre initiale par ceux de la fîbre dé-
formée et les coordonnées du point M par celles du point M'.

Les trois équations (27) peuvent être remplacées par les deux sui-
vantes, qui en sont des combinaisons :

(28)

a(X ̂ -x) + (3(Y -j) + y(Z - z) = o,

X~-..2? Y — y 'L—z
a. (3 y 4- î =r o.
F, F. F,,

13. Composition des flexions, — Deux flexions d 'une même fibre
élémentaire se composent en une seule, comme des rotations. A ce
point de vue la construction de la flexion résultante ne présente rien
de particulier.

Mais on peut l'envisager autrement, en considérant la flexion
comme définie par son axe, et l'on se trouve alors amené au problème
suivant :

Deux flexions cl9 une même fibre élémentaire éteint définies par leurs
aoces^ construire l'axe de la flexion résultante.

Nous remarquons d'abord que les axes étant tous deux perpendicu-
laires à la fibre élémentaire considérée, sont situés dans je même
plan. Supposons la fibre parallèle à Os; les axes de flexion sont alors
parallèles au plan des xy. Soient (F^ F^) et (V\, Fg) les rotationy
figuratives des flexions composantes; les.axes correspondants sont
représentés, en projection sur le plan xOy, par les équations

i^Fi(Y-j)-F,(X-^)=o,
î -4- V\ ( Y — y ) - Fa ( "X - x ) = o.
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Pour l'axe de la flexion résultante on a l'équation

i + (F, + F,) ( Y -j) - (F, + F, ) (X - x) = o.

On voit immédiatement qu'il passe au point d'intersection de cha-
cun des axes des flexions composantes avec la parallèle à l'autre
menée par le point M.

D'où résulte la construction géométrique suivante :
Soient (I) et (F) les deux axes considérés, qui se coupent en P. En

Fig. i ,

menant par le po in t M des parallèles à ces droites, nous déterminons
un parallélogramme M il PU'. L'axe de la flexion résultante est la
droite HH\ c'est-à-dire celle des diagonales du parallélogramme qui
ne passe pas par le point M.

La démonsiration synthétique de cette construction est également
très simple. Le problème revient en effet à composer trois mouvements
euclidiens : i° une translation perpendiculaire au plan de la figure;
2° une rotation (F) ayant pour axe MH'; et 3° une seconde relation (FQ
ayant pour axe MIL La translation et la rotation (F) se composent en
une rotation pure (B.) dont l'axe est la droite (I). Il ne reste plus qu'à
composer entre elles les deux rotations (R)e t (F ) dont les axes se
coupent au point H ; par conséquent, le mouvement résultant sera
encore une rotation pure dont l'axe passera en H.

On démontrerait de là même façon qu'il passe en H'.
Lorsque les deux flexions composantes ont leurs axes parallèles, la

construction se trouve en dé fau t ; mais on peut alors faire usage de la
propriété su ivante qui est toujours applicable :

L'axe II H' de la flexion résultante est parallèle à la polaire du
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point M par rapport au système des deux axes composants (I) et (I'),
et se trouve situé à égale distance du point M et de cette polaire.

Lorsque les flexions composantes sont rectangulaires, les points H
et H' sont les centres de flexion. Dans ce cas, le centre de la flexion
résultante est en ligne droite avec les deux centres des composantes.
Cette circonstance se présente dans la théorie des surfaces.

Le théorème de Meusnier exprime en effet que la courbure d 'une
courbe quelconque tracée sur une surface est la résultante d'une
flexion normale et d 'une flexion gôodésique, la flexion normale étant
la même pour toutes les courbes de même tangente.

Lorsque l'on considère une fami l l e de courbes tangentes entre elles
en un point M, si, tous les axes de courbures passent par un môme
point H, on peu t décomposer de même la courbure de chacune des
courbes en deux flexions rectangulaires dont l 'une est constante.
Notre remarque s'applique par exemple à l ' in té ressante généralisation
du théorème de Meusnior qui a été donné par M. Kœnigs.

14. Digression sur Ici tram formation par polcdreff réciproques de la
composition des vecteurs. — La construct ion géométrique à laquelle
nous avons été c o n d u i t pour la composition des flexions présente une
certaine ressemblance avec la composition des vecteurs. Elle en est en
réalité la t ransformation par polaires réciproques.

Nous considérons habi tue l lement la port ion de droite comme un
élément essentiel du vecteur, et i l est exact en effet que la question de
direction intervient généralement à propos des quant i tés qu'on repré-
sente par des vecteurs. Cependant dans certains cas, par exemple
pour les questions de composition ou d'addition géométrique, le vec-
teur pourrait être réduit à deux points, une origine et une extrémité.
La ligne droite qu i j o in t ces deux points pourrait être supprimée ou
remplacée par une ligne continue quelconque.

Des vecteurs issus d 'une or igine donnée sont déterminés par leurs
extrémités, c'est-à-dire chacun par un point. Par exemple, dans le cas
d'un vecteur OA issu de l 'origine des coordonnées,, le po in t A suffit
pour déterminer la figure.

I l en résulte imméd ia t emen t que si l 'on t r ans forme la figure par
polaires réciproques en prenant comme directrice une sphère (dans
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l'espace) ou un cercle (dans le plan), on fera correspondre à chaque
point A, et par conséquent à chaque vecteur OA un plan ou une droite,
polaire du point A. Considérons le cas des figures planes et prenons
comme directrice la courbe imaginaire

^ ̂ .y^+î-=o;

au poin t A Ça, b) correspond la droite
ax 4- by 4- ï =- o.

Si l'on prend deux vecteurs OA(a, b) et OA'(a', b ' ) dont la somme
géométrique soit représentée par OA" (a -\-d, b + 6"), on voit immé-
d ia tement que la polaire du point A"

(a + a ' ) x 4- (^-+- b ' ) y -+-1 =o

se cons t ru i t à l 'aide des polaires des deux points composants, A et A',
par un procédé identique à celui qui nous a donné l'axe de la flexion
résultante.

Nous rencontrerons une construct ion analogue pour l'espace à
propos de la f lexion cyclique.

1 5 . La flexion considérée comme rotation de rotation. — On peut
employer pour représenter la flexion un autre système de vecteurs qui
rend immédiatement évidente la réciprocité polaire que nous venons
d'établir.

Prenons à partir du poin t M sur la normale principale de la flexion
et dans le sens opposé au centre de flexion, la longueur MA mesurée
par l'inverse du rayon. Le point A est le pôle de l'axe de flexion par
rapport au cercle imaginaire d o n t nous avons parlé, cercle situé dans
le plan normal, ayant son centre en M et pour carré du rayon = ï.

Nous considérerons le vecteur MA comme le vecteur représentatif
de la flexion. Désignons-le par A, et soient ïl^ I^, Ha ses composantes.
On a

, H,=(3F,-yF,,
(29) . H,=zyF,—aV^

{ IÏ3=:aF,—(3F,. -

Ces expressions sont les coefficients de la seconde des équations (28)
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qui devient ainsi :

i ï i (X—.r ) -+- H,(Y-y) -+- Ef^Z - 5) 4-1 =- o.

En remplaçant les rotations F, par leurs valeurs on trouve les
expressions des quant i tés H, en fonction des dérivées des dépla-
cements

[ n àïu -L- ( àiu p0'^ àîçv\H,=^^+a^-^4-p^+y^;

(3o} ' H — c)îç -4- p ( àïu ^ p ôtiv ^^(3o) ^ l^^~^+P^-^+P^+y^;
f •rr à^W ( (r-U ^V à'2^[îî^-^^Y^^^^+y^y

L'expression placée entre parenthèses est une forme cubique des
cosinus directeurs qui joue un rôle impor t an t dans l'étude de la
flexion.

Nous poserons
/ 2 , \ n ^ f t ,\ dî} àzu ^ ^ { î ^^(3.) I),(a,p,y)=-^=a^+P^4-y^..

La forme D,(a, ?, y) étant égale à la dérivée de la di latat ion dans
le sens de la fibre, nous l'appellerons la diUuaiùm seconde.

Les composantes de la rotation de flexion s 'expriment en fonction
de celles du vecteur H par des formules semblables auï équa-
tions (29) :

( Fi=Ïf,y-IÏ3(3,
( 3 2 ) F, =113 a-H, y,

f F^^Hip-I^a.

Ces expressions rappellent celles qui donnent la vitesse dans un
mouvement de rotation, de sorte que l'emploi du vecteur Ïï pour repré-
senter la flexion revient à considérer la flexion comme la rotation
d'une rotation.

Il est évident d'ail leurs que si l'on considère plusieurs flexions
d'une fibre élémentaire, le vecteur II relatif à la flexion résultante est
la somme géométrique des vecteurs analogues r e l a t i f s aux flexions
composantes.

16. Première décomposition de la jlexion totale. — Les détails dans
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lesquels n o u s avons cru devoir entrer à propos de la composition des
flexions trouveront leur appl icat ion clans l 'étude de la distribution des
flexions don t nous al lons ma in t enan t nous occuper. Pour obtenir une
représentation géométrique simple de cette distribution, on est con-
dui t en effet à regarder la flexion totale des fibres comme la résultante
de plusieurs autres dont chacune peut s'étudier isolément.

Une première décomposition qui semble tout d'abord indiquée se
trouve suggérée par la considération des glissements et des rotations.

L'identité
au i àD r
"^i^-W--^

donne par difïerentiation
d2 u _ \ à àî) àpï p àp^,
as1 a as àa ' rJ.̂  as

,, . . , , , , 1 1 ' - ' (-^v , dhv
et, I o n a des expressions semblables pour les dérivées T^ ~d^"
Portons ces valeurs dans la formule (3o) ; en tenant compte en outre
des équations (9) et (31), nous obtenons

i".—^-^-^
W 'H———t-t^.

H^-'^-P^+.^î-as • as as

La flexion se trouve par ces formules décomposée en deux autres;
l 'une que nous ^])d(ms flexion par glissement a pour composantes les
dérivées changées de signe

()G, <X»2 _ <Mj3.
"~ 'W ' ^ a s ' as 3

l 'autre, qu'on peut appeler flexion par rotation, a pour composantes
suivant les axes les termes dépendant de la rotMion dérivée dans les
équations (33).

17. Flercion de torsion et flexion cyclique. — Mais là rotation dérivée,
elle-même, a été décomposée par les équations (17) ; en introduisant

Ann. Éc. Norm., (3) , XXVÏIÏ . — DÉCEMBRE 1911. ÔQ
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ces expressions dans les formules (33), on trouve
Q àp-i âpy, i ( „ or à^\ , „p-^-- ̂ àT= 2 v3^- ̂ ) + ̂ -^^ P?.+ ycp,),

<^0l ^3 i / <)T àT\ ... ,-y ^ -x ir = i [v ày ~ci ̂ )+ ?2 -p ( ̂  + ̂ 8+ ̂ 3) '
àp-i a api ï f àv „ àT\ , -a-â--(3^=i(adp-(3^)+9;t-y(acp l- l-^2+^)•

La flexion par rotation est donc la résultante de :

i° Une /lésion de torsion, représentée par un vecteur H' :
/ ,,, i 1 n àr àr\H«=I(^--^>

(34) i r .= , i f ^_^V" a \ ' au ày )
\ . , i ( (h „ <-)T\! "—i^^-^)-

2° Une autre flexion que nous appelons Inflexion cyclique ou polaire
et dont.le vecteur représentatif W a pour composantes

( If; = 91 — a ( 091 •+" (3cp2 -+- ycp3 ),
(35) j ^^^^—^(oc^i-h-pya-Hyy^î

( H'; == <?3 — y ( acpi 4- (Scpa -h y^îi ).

Le vecteur Ï:r est la projection, sur le plan normal à la fibre, du, vec-
teur <t)((p^ y ^ » î.'0» L^. connaissance du vecteur <î> suf f î t donc pour
définir la distribution des f lexions correspondantes autour du pointM'.
On peut dire que ce vecteur représente la flexion cyclique du milieu
en M.

Le vecteur <& est un vecteur polaire; c'est pourquoi nous avions
donné à la flexion cyclique le nom de flexion polaire^ pour la distin-
guer de la flexion de torsion, dont la distr ibution, est régie par un ten-
seur axial. Le nom de flexion cyclique que nous proposons maintenant
se trouve justifié par de nombreuses propriétés que nous rencontre-
rons dans la suite.

18* Composantes de la flexion cyclique. — Nous ferons plus loin
l'étude spéciale de chacune des flexions considérées ; pour le moment
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nous donnerons simplement, les expressions des composantes de la
flexion cyclique. En remplaçant dans tes équations (16) les rotations
par leurs valeurs, on a

/ , à@ .,49.=^:^,

(36) ) 4..^=^Ap, '

/ (m A^ 493=-^ —A^,

© désignant la dilation cubique, et A l'opérateur de Laplace :
()u à^ àw
——— -+- ——— 4- ————5àx ôy àz

à^u à2 u àîu
^+^+-^ir

0 1 ,

A^

On peut également exprimer les quantités ̂  à l'aide des coefficients
de la d i l a t a t i o n :

, f, m — ^ ( ^ ^ ^A à^ ^
l q ?1 - a \Ô^ • 1Î^) ^~ d[7 ̂  Jz19

(87) 4^=,f^^^_^^^,v / / * T 2 \ôy ày ) àz àx

4 <p:.i "^l j_ àel\ —. ^Kl — ^2.
, as àz ) ày àx "

La Ilexion cyclique s'introduit, directement dans les équations de
l ' équi l ib re élastique des corps isotropes, qu'on peut écrire sous la
forme ( 1 )

•v t •i ^ à^à ,
pX 4- (À -1- ^P-}-^ — 4^?i == o,

-i/JA

p Y 4- (À + 2^) , — 4 w,:= o,

r» /*i s ̂  /p Z + ( A -h a /j.) -r; — 4 ^"?2 == o.6''̂

S'il existe un potentiel des forces de masse (pX, pY, pZ) il y a donc
aussi un potentiel des flexions cycliques. Si les forces de masse sont
négligeables, la flexion cyclique est représentée en chaque point par

( 1 ) O» TÏSDONE, Allgemeine Théorème der mathcmcttisc/ien Miastizitàtsiehre ^Encykio'-
p'àdie der matJt. J^iss.^ t. TV, ^n, p. 66).
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un vecteur normal à la surface S, lieu des points d'égale dilatation
cubique.

19. Les irais formes fondamentales : dilatation seconde^ torsion et
flexion cyclique. — La flexion cyclique et ta torsion sont indépen-
dantes l'une de l'autre. Les 3 coefficients de la première et les 6 coef-
ficients de la seconde forment un total de 9 paramètres entre les-
quels il existe une seule relation (i5). Les dérivées secondes des
trois fonct ions u, p, w sont au nombre de 18, comme les dérivées
premières des 6 coefficients de la dilatation.

Si l'on suppose connues en un point la torsion et la flexion cyclique,
les valeurs numériques de ces dérivées ne dépendent donc plus que de
ïo paramètres arbitraires. Or le nombre des coefficients qui figurent
dans les composantes de la f lexion par glissement n'est pas en général
in fé r i eu r à 18. 11 en résulte donc que la flexion par glissement n'est
pas indépendante des deux autres au point de vue de la distribution
dans le voisinage d'un point.

La considération de la dilatation seconde
», / /s , à2^ „ (P^ à^v ai)S>2(a,P,y ==a—^ + p——. 4- y—— = —

on as* ' às^ as

nous fournira au contraire la troisième flexion, dont la dis tr ibut ion
dépend de ïo coefficients nouveaux, indépendants de la torsion et de
la flexion cyclique.

Nous poserons

(38) D^^^y)^^^^^^?3^^/^3^!^2?^^^!^^
+ 3 â î (32 a 4" 3 d^^y 4" 3 d^ f a 4- 3 d^'f p
4-6<^3<?c|3y.

Les valeurs des coefficients d sont données par les formules suivantes,
et par celles qui s'en déduisent par permutation des indices et des
variables :

, <y1 a Oe^[ alll::::: ^ ̂ i^5

ô^ u à2 v _ ôei ^ àg^/ „ , ' o / 0 ^ v v ()€'[ Oî4n( ^9 / 3 «^12= ^ -^—r ^ T-^ = —1 "-r 4^i ox ()y àx^ ()y àx
1 / )2 / / /^O /)2,y,

f)rï" /)i/ /)/y•;iî /)i/ /ï "/•1

/. / à2u à^v à^w à^i (}^y ô^^6 d^ = a -—,-. 4- '2 ~—— -h 2 -——— == -̂ - •+ -^ 4- ̂  •ày ôz ôz àx àx ày àx ày âz
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Inversement il est possible d'exprimer les 18 dérivées secondes de u,
p, w, ou les dérivées premières des coefficients de la dilatation en
fonction des coefficients de la torsion, de la flexion cyclique et de la
dilatation seconde.

Les résultats du calcul se trouvent résumés dans les identités sui-
vantes :

^U l àDz 2 , _ . , , 4 r / n x -i

[ ̂  = 3 ~à^ ~~~ J (PTf ~ ̂  ̂  3 l-a(a(?l + p^ + 7^) ̂  (pl L

(4o) ^ ̂  - ̂  à^ - j (yr. - ̂ ) + ||:P(a9, + P9,+ 7^3) - o.],

f^^^^J(^^^)+|[y(ao,+P^+y^^

20. /.e,9 ^ro^ flexions indépendantes. ~ Le vecteur H de la flexion
totale sera donc déf ini par les composantes

:_^^^.D^4(P^^7^)^|^-^(^+p^^^^

^Q)H.=^4^^pD^|(y^^^)^|[<F^.(a9^P^y^^

H^.

Ï ()D^ ,. 2 / ^T . àT\ 4H,:.̂  - — 4- y î). + . a ̂  - p-^ + ,.^,^IV-,^^^^+jl:,^a(ao^^-.^^^^

Si l'on pose
Tr— i^+yn11 ̂ "^ 3 ^ l y ' 1 ^

„ i dDs . ^
H.=~3^+^

/, I ^1)2 r.

t1^-"?^-4- / D 2 Ï

on pourra considérer le vecteur W'W[, B.'^ H^) comme figurant une
troisième flexion que nous appellerons ̂ flexion de dilatation seconde.
Les deux autres composantes de la flexion conservent la même forme
dans la nouvelle décomposition, mais elles se trouvent toutes deux
augmentées d'un tiers de leur valeur.
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f, /,
H " U/ i ' ÏV" i V"i == T» Jl ^ -+- 77 a ,[ -r" ri i ;

û »">

H2=4H4-^-lH',+H:,

H^iH,+|H^+:G.

La di la ta t ion seconde appartient à la catégorie des quanti tés di-
rigées du troisième ordre, de M. W. Voi^t (1). Les trois quantités
dirigées qui se présentent ainsi, dans l 'étude de la f lexion : dilatation
seconde, torsion, flexion cyclique, forment un système ent ièrement
identique à celui qui sert à représenter en général les relations
linéaires entre u n champ de vecteurs et un champ de tenseurs (2) .
Dans le cas des déformations inf ini tés imales dépourvues de ro ta t ion ,
les quanti tés u^ ç7, w é tant les dérivées partielles d 'une fonct ion
LJ(.r, y, z ) , la d i la ta t ion seconde est égale à la différentielle t ro i -
sième <PU dans laquelle on aurait remplacé les di f férent ie l les dx,
cl /y , dz, par les cosinus directeurs oc, ^, y ( ; l).

21. Remarque sur les flexions par rotauon. — La flexion de torsion
et la flexion cyclique ont des valeurs di f férentes suivant qu'on lescon-
sidère dans la première ou dans la seconde décomposition. Cependant
comme dans les deux cas les expressions ne diffèrent que par le fac-
teur numérique ^? les propriétés géométriques restent exactement les
mêmes. Mais la. seconde décomposition seule étant composée d'élé-
ments indépendants, c'est celle que nous aurons désormais en vue, à
moins que le contraire ne soit spécifié.

22. Formes nouvelles de quelques formules. — Avec nos nouvelles

( 1 ) W. VoiCxT, Ueber die Parameter der Krf.naltphysik u/i(.l ûber ^enafitetG Grôssen
hoherer Ord/iu/ig ( Gott. Nach., 1900, p. 355).

( ï ) Encyfdopàdie der math. Wissenschctft^ t. ÏV, 3, p. 4^"
( 3 ) La décomposition de la flexion totale en trois flexions indépendantes, dilatation

seconde, torsion et flexion cyclique, s'applique sans modification au cas des déformations
finies.
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notations les équations de l'axe de flexion deviennent

/ o ; ( X — A ' ) + ( 3 ( Y — ^ ) + y ( X — s ) r=o,

^--..A^Y-r^+CZ.
ôç,dix

^-[
ày ]

( 4 3 )
+ ̂  [9, (X - x) + ?s( Y -y) + çs (Z - ;)]

(\-.T) (Y-..-) (Z-^)

4 a (3 y
+ -i-1 = o.

i ,
?^ ' "r

Les composantes de la rotation de flexion F prennent la forme

, „ i / o <}D, (ÀDA ^ / i . \ 4 / a.
'^--^ P^--7^^ +T[k7«-o ( T +?(9 i7-¥ . ->P) '()y ' <?P o V a 7 • 3

i / (^DÎ àDA 4 / 1 , „ \ 4 / ^
a-^)+3^~^)+3('?3a~'?l7}î^ '^^-S-^ -K.^-^- t^

i / ^1). -, ^D.A 4 / i , \ 4 / o ,-A^ -^)+ 3(1^- ^) -+- 3^-^-
Dans ces expressions, les parties relatives aux trois flexions indé-

pendantes se trouvent nettement séparées.

CHAPITRE III.

Propriétés spéciales des diverses flexions.

23. Étude de la nexion de torsion. — 2î. Surface des centres dans la
25. La flexion cyclique. — 26. Flexion dû dilatation secondo. —- 27.
f l u x i o n . — 28. Flexion moyenne. —29. Déformations sans torsion.--
homogène. — 31. Flexion plane du problème de Saint-Venant.

flexion de torsion. —
Les sept lignes d'in"

• 30. Flexion cyclique

23. Étude de la flexion de torsion. — La représentation géométrique
de la flexion de torsion s'obtient facilement par la considération de
l'indicatrice des torsions.

Les expressions
ï-^ L^ ï ,-^•ï
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sont les projections sur les axes de coordonnées d'un vecteur MT per-
pendiculaire au plan diamétral conjugué de la fibre par rapport à l 'in-
dicatr ice. La projection de MT sur la direction de la fibre est égale à
la torsion, en vertu de l'identité

^(aTa+(3^+yTY)= 7;

sa projection sur un plan perpendiculaire à la fibre, multipliée par le
facteur ^ î représente en grandeur et en direction la rotation figurative
de la flexion de torsion.

Lorsque la fibre est dirigée suivant l'un des axes de l'indicatrice, la
flexion de torsion est donc nul le . Les directions des torsions princi-
pales sont d'ailleurs les seules qui jouissent de cette propriété.

La normale principale de la flexion de torsion est située dans le
plan diamétral conjugué de la fibre par rapporta l 'indicatrice.

Elle est définie par les équations

a(X-~^)+ j3(Y-y)+y(Z-^)=o,

( X - .r;)ïa -h ( Y - y)Tp + (Z - z)^ = o.

24. Surface des centres. — Dans la flexion de torsion, le lieu des
centres de flexion des fibres issues d'une même origine M est en gé-
néral une surface du cinquième ordre. L'étude de cette surface offre
un certain intérêt parce que la dissymétrie qu'elle présente par rapport
aux axes de l'indicatrice correspond au caractère dissymétrique de la
torsion elle-même.

Si l'on prend comme axes de coordonnées les axes principaux
de la torsion en M, le centre de flexion considéré se trouve déterminé
par les trois équations

v.x -\- py -+- y z z= o,

T, i a .̂  -h Ta 2 p y 4- Tgg y s == o,

x y zr </
^ a (3 y +1=0.i )

z-na ïsâp •^37
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L'é l iminat ion de a, p, y fou rn i t l 'équation du l ieu,
r

( 4 4 ) ^ ^ y ^ ( ^ 3 — — ^ 2 ) ( T l l — — ' " 3 3 ) ( T 2 2 — — ^ l ) (^^-4-72-4- S2)

+(T:L^——^Jy^+(T,l——T3•02^^2^(^---^l)2^2y2=0.

Lorsqu'on effectue sur les coordonnées une transformation par
symétrie, les termes de la première ligne de l'équation semblent
changer de signes ; mais en réalité les torsions changent également
de signes, de sorte que l 'équation n'est pas modifiée.

25. La flexion cyclique. — Dans le cas de la flexion cyclique, les
équations de l'axe de flexion deviennent

a ( X. ~ x ) -h P ( Y - y ) + y ( Z - z ) = o,
(45) ^ j [o,(X-.r)+92(Y-y)+93(Z-.^]4-i=o.

La seconde équation est indépendante de la direction de la fibre.
Donc :

Tous les axes de flexion cyclique des fibres issues d'un même point M
sont situées dans un marne plan II, que nous appelons le plan principal
de la flexion cyclique au point M.

La perpendiculaire abaissée de M sur le plan II est Vaxe central de
la flexion cyclique. La direction de cet axe est évidemment la même
que celle du vecteur ^(çi, 9^, Çs) que nous avons précédemment
défini.

Dans la décomposition de la flexion totale en flexions indépen-
dantes, le vecteur figuratif de la flexion cyclique a pour composante?

4 4 4
3^ 3 9 2 7 3 9 3*

L'extrémité de ce vecteur et le plan principal II se correspondent
comme pôle et plan polaire par rapport à la sphère imaginaire de
rayon \j'— i ayant son centre en M.

L'intersection P de l'axe central et du plan principal est le pôle ou
centre principal de la flexion cyclique. La longueur MP en est le rayon
principal.

Ann.. Êc. Norm., (3), XXVI1L — DÉCEMBRE 1911. 70
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^^—(pî^?! - 1 - -?^-MP2

La flexion cyclique d 'une filtre donnée se détermine facilement à
l'aide des éléments principaux.

Soit MA la direction de la fibre. Le plan de flexion cyclique cont ient

la droite MA et l'axe principal MP. La normale principale de flexion est
donc située dans ce plan. Le centre de flexion G est à l ' intersection de
la normale pr incipale et du plan pr incipal II relat i f au point M. L'axe
de flexion GX est l ' in tersect ion du plan principal II et du plan i iormal
à la fibre.

La fîbre dirigée suivant l'axe central a une flexion nul le . Les
fibres perpendiculaires à l'axe ont toutes le pôle P comme centre de
flexion.

Si l'on considère les fibres dirigées dans un même plan Q, les axes
de flexions correspondants passent par un même point Q', intersec-
tion du plan principal II et de la normale au pl^n Q*

Les cercles de flexion de ces fibres sont donc situés sur une même
sphère ayant pour centre Q\ et les centres de flexion sont sur un
même cercle décrit sur PQ' comme diamètre.

Pour les axes de l ' indicatrice des torsions, la flexion par rotation se
rédui t à la flexion cyclique. Donc les trois cercles de flexion par rota-
tion des axes considérés sont situés deux à deux sur une sphère.

La composition des f lexions cycliques en un point d 'un milieu est
analogue à celle des flexions des fibres. Si l'on représente les flexions
cycliques par des vecteurs, la flexion résultante sera définie par la
somme géométrique des vecteurs composants. Mais si les flexions sont
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déterminées par leurs p lans principaux, le plan principal delà flexion
résul tante se construira par un procédé semblable à celui que nous
avons trouvé pour les axes de flexion dans le Chapitre précédent.
Cette construction, comme nous l'avons remarqué, est, dans l'espace,
la transformation par polaires réciproques de l 'addition géométrique
des vecteurs.

26. Flexion de dilatation seconde. —La distr ibution des dilatations
secondes autour d 'un po in t est représentée par une indicatrice du
troisième ordre. Portons sur la direction a, ?, y de chaque fibre, à par-
t i r de M, un vecteur MN mesuré par la valeur de ——» Le lieu

. . ^2(^7)
du point N est l 'indicatrice des dilatations secondes; il est défini par
l'équation

(46) 1)2(^7, ^)-i=o,

l 'o r ig ine des coordonnées é tan t supposée en M.
Le cône asymptote de l ' ind ica t r i ce est formé par les directions des

libres dont la d i l a t a t i o n seconde est n u l l e . Ce cône du troisième ordre
n'est assujetti a aucune cond i t ion restrictive, soit au po in t de vue de
la f igure , soit au p o i n t de vue de la s i tua t ion relativement aux autres
éléments de la déformat ion : les d i x coefficients de l 'équation (46) peu-
vent prendre en un po in t donné des valeurs numériques ent ièrement
arbitraires et indépendantes de la torsion et de la flexion cyclique.

En se reportant aux équations (4'^) on voit que l'axe de la flexion de
di la ta t ion seconde d 'une fibre donnée est situé clans le plan

w ^x-^(Y---)'^(;t-s'^-3=»-
Portons sur la direction de la fibre un vecteur unitaire Ml. Le

plan (47) ^st Ie deuxième polaire du point 1 par rapport à l'indicatrice
cubique des d i l a t a t ions secondes. L'axe de flexion est l'intersection du
plan considéré et du plan normal à la fibre en M. Si les deux plans
sont paral lèles, la f lexion est n u l l e .

Les directions qui sa t isfont à cette condi t ion sont déterminées par
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les relations

(Mh (^Da (M)2
^a" 'c '̂ _ ^7
a - P - y '

En comparant les deux premiers rapports au troisième on a les deux
équations homogènes du troisième ordre

âDg ai). „
^"7^ -ro?

^Da rJ!)., _
^^ '"^^7 ̂ ^

qui ont neuf solutions communes. Parmi ces solutions il y en a deux à
éliminer : celles qui vérifient les deux relations y = o et —2 = o. I l
reste donc en général sept directions de fibres dont la flexion de dila-
tation seconde est nulle. Ce sont les sept lignes (Finflexion relatives à
la déformation considérée.

27. Lignes d'inflexion, — Un calcul semblable s'applique à la
flexion générale et fou rn i t également sept lignes d'inflexion totale
passant par chaque poin t du mil ieu.

Dans le cas de la flexion par rotation, quatre des lignes d ' inf lexion
sont imaginaires; ce sont les direct ions asymptotiques des sections
circulaires de l 'indicatrice des torsions.

Enfin dans la flexion cyclique, il y a une seule ligne d'inflexion
réelle : la direction de l'axe principal, et une infinité de solutions
imaginaires : toutes les directions isotropes.

Comme le nombre des solutions est impa i r , dans le cas général, il
en résulte qu'il y en a toujours au moins une de réelle. D'où cette
conséquence :

Par tout point M du. milieu déformé il passe au moins une fibre réelle
dont la flexion en ce point est nulle.

28. Flexion moyenne. — Considérons une fonction quelconque
F(a, p, y) des cosinus directeurs. Nous appelons valeur moyenne de
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la fonction F l'intégrale

^//F(a,P,y)</.

étendue à toute la surface de la sphère de rayon un et désignant l'élé-
ment superficiel de la sphère.

De même si l'on considère un vecteur dont les composantes V ^ , V^,
¥3 sont des fonctions des mêmes cosinus, on peut lui faire corres-
pondre un vecteur moyen V^ V^, ¥3 par les formules

^ùff^-
Appliquons ce calcul au vecteur H. On a

- ffll^-- (C(^-^d.=-^a-.^^J J ^J J \^2
 / I5

 1 5 ô x

et de même
-ffH,^=-4A.+if;4^J J I5 ° ^y- r fH.^=-AA<.+i^ .
47rJ J ~ î5 5 àz

Pour attacher à la notion de ce vecteur moyen une déformation
déterminée, on peut considérer la flexion cyclique qui fournit la même
moyenne. Soit K ( K « , K.^ Kg) le vecteur représentatif de la flexion
cyclique cherchée. En égalant les moyennes on obtient les relations

, - 8 3 ÔQ
Kl= 5^^^?

8 3 à0
.^=75<P-2~-^^;

, _ 8 3 à@
^-^?3-^^-

Nous appelons flexion moyenne du milieu en M la flexion cyclique
ainsi déterminée.

La flexion moyenne ne dépend donc que de la flexion cyclique du
mil ieu et des dérivées partielles de la dilatation cubique. Ce sont les
mêmes é léments qui figurent dans les équations de l'équilibre élas-
tique des milieux isotropes.
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29. Déformations sans torsion. — Comme exemple d'applications

des théories précédentes nous allons considérer d'abord les déforma-
tions inf ini tés imales sans torsion.

Le calcul des rotations/^, /^, p^ dans les déformations sans torsion
est analogue à celui des composantes u, v, ̂  du déplacement dans les
déformations sans di la ta t ion. Nous trom'ons donc immédia tement , par
nu raisonnement classique ( ') , que les composantes de la flexion
cyclique sont des constantes.

Soit donc
àP^ àp,
77 ""DT""2^
^ ̂  ^Eï — o ^
ôz àx "̂  "IJ2'

àPî ^i _ ., .^~7/7-~2 '3 '
nous en tirons

i ,^i=9^—9;,,y+//io,
( W < p^ =. 9;, x — 91 z -i- p^,

( /?.,=<pij~92^ +-/^p,

p i ^ P ^ ^ /^•îo dôsignar i fc de nouvelles constantes . En faisant abstraction
d'un déplacement eucl idien, on peut supposer ces constantes égales à
zéro. Si de plus nous choisissons l'axe Os parallèle à l'axe principal de
la flexion polaire, nous aurons y, ^ o^ == o; en posant alors 93 == co,
les formules (48) deviennent

/h=— o->y,
/;2==o)*r,
/^==o.

On satisfait à ces équations en prenant

(49) ^=0, ^::=ô, wzr:—^(^-h,/2).

Toutes les autres déformations infini tésimales sans torsion, qui admet-
tent la même flexion cyclique, s 'obtiendront en adjoignant à la précé-

( 1 ) ÀpplîLL, TpaUé da Mécanîquf^ l. ÏU, p. 9.6"). — POINCAÏŒ, Lf^onf sur Vélastiché,
p. ï4. " ,
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denté une déformation sans rota t ion, combinée avec une déformation
homogène. En négligeant cette dernière déformation on a donc pour
les valeurs les plus générales de u^ F, w, des expressions de la forme
suivante, où F désigne une fonction arbitraire :

| à¥[ u == G) —,
1 àx
' àF

(30) < C - r - ô ) — — )
1 à y
! àV , ,[ tï' == GJ -^ — co ( x- + y' ).

Supposons d'abord F(.zî,y,-s) = o. Les formes fondamentales D
et 1)2 p rennent les valeurs

1) -==. — 2ûù(y(3y 4- .r^y),
I)2^:—2û}y(p24-a^).

Les composantes Hi , Ha, II:$du vecteur figuratif de la flexion sont
ï l l=—2(,)a7(P t 2-^-a< 2) ,
ÎS^-^p^a2^2),
IÏ3^: ^^ (a ' ^ -hp^—aoy^^-hp^^s^Ça 2 ^ -^ 2 ) 2 .

Ces valeurs é t an t les mêmes dans tout le milieu, il en résulte que
toutes les fibres de même di rec t ion sont également fléchies. La défor-
m a t i o n est homogène au point de vue des flexions. Il en est ainsi
d'ailleurs pour toutes les déformations dans lesquelles les composantes
u, ^, w du déplacement sont des fonctions du second degré des coor-
données. L'équation du plan de flexion

X_^ Y — y Z—s
a (3 y = p ( X — ^ ) — a ( Y — j ) = o

IL ' IL ïl;,2 "3

montre que ce plan est partout parallèle à Os. La flexion d'une fibre ne
dépend que de l'angle qu'elle forme sur l'axe Oz ; les fibres parallèles
à l'axe ont une flexion nulle ; ce sont d'ailleurs les seules lignes d'in-
flexion réelles.

30. Flexion cyclique homogène, — En choisissant convenablement
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la fonction F(.2,y,^) des équations (5o), on peu tannu le r ladilatat ion
seconde. Prenons en effet

S^,y^)=-(^+^).

Nous avons alors
2 G)

U-- -^-,

f f \
 9- ̂(5 i ) 1 ^-=. —j5,

Ô

^^—.^(^-^y^),

d'où
2 ( V|) ̂  ̂ - [^(^+ p.) ̂ y(a^ + py)],

""" 3

D2=0.

Pour cette déformation la flexion totale se réduit à la flexion
cyclique.

Il résulte d'ailleurs de nos calculs que toute déformation infinitési-
male sans torsion et sans dilatation seconde se ramène au type des
formules (5i) combiné avec une déformation homogène quelconque.
Nous appelons flexion cyclique homogène du mil ieu la déformation
considérée.

31. Flexion pleine. — Dans la flexion plane uniforme du problème
de Saint"Venant on a

^= ^[a(^-^)4-^:[,

<> ==: ^) a xy^
W =r— (^GCS^

co et a désignant des constantes dont la première est supposée in f in i -
ment petite.

Les formes fondamentales deviennent ici :
D ^^[a^+p^-y2],
i)^^a[a(^~^^}—f],

ï(a, (3, y)==û)(a+i)(3y,

, . , , . yi^ ^{a — 0^ ^==:o, ûp3==:o.À '
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La flexion cyclique est donc constante en grandeur et en direction.
Le cône d/ intors ion se décompose en deux plans rectangulaires,

parallèles respectivement à xOy et xOz. Les fibres non parallèles à
l 'un de ces plans subissent une torsion.

Les composantes de la flexion d'une fibre quelconque sont :
Hi •=: G)a(32 — &)y2 [ i — ( a -+- i ) a'2 ],
H^rr:— c>.)aa(3[i -+-(a-4- Qy2],
Ha-^ œ a y [ ( 2 — a ) •+• (a 4-i)y2] .

Les fibres parallèles à Ox ne subissent aucune flexion.
Pour la direction parallèle à Oz, on a

HI ==—co, H2=:o, £(3=0,

et, pour la direction parallèle à Oy,
ïï i == &.) a, Ha == I-Ï3 = o.

Remarquons que la flexion cyclique ^ est égale à la moyenne des
courbures des fibres parallèles aux axes.

La flexion plane que l'on considère dans l'hypothèse simplifiée
de la résistance des matériaux se déduirait de la précédente en y
faisant a == o.

CHAPITRE IV.
Flexion des surfaces.

32. Flexion normale et flexion geodésique. — 33 Etude de la flexion normale. -— 34. Compo-
santes de la. flexion normale. — 35. Plans caractéristiques d'une fibre. — 36. Points
focaux de la congruence des axes. — 37. Incurvation normale totale. — 38. Flexion g'éo"
désigne. — 39. Plans pour lesquelles la flexion g'éodésique par rotation est nulle. —
40. Lignes d'inflexion relatives à la flexion par rotation. — 40. Application à un pro-
blème de M. Darboux et de M. Weingartcn.

32. Flexion normale et flexion tangentielle ou géodési(jue. " La
tlexion d'une fibre élémentaire située sur une surface S peut être dé-
composée en une flexion normale et une flexion tangentielle ou géo-
désique. Ce sont respectivement les analogues de la courbure normale
et de là courbure géodésique.

Le vecteur figuratif de la première est la projection H/; du vecteur H
Ann. Éc. Norm., (3) , XXVIII. —-DÉCEMBRE 1911. 71
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sur la normale à la surface. Nous con t inue rons à désigner comme pré-
cédemment. par a, [3, 'y les cosinus directeurs de la f ibre , et nous appel-
lerons a, 6, c les cosinus directeurs de la normale à la surface.

On a donc
a a -+- b^ -{- cy == o.

Tenant compte de cette relation nous aurons pour 1:1̂  les deux
formes suivantes :

(52) IL ^ ^ , y-v à'a^a —— + b —— -\- c ——
\ <7.S OS6 US" y

,^ïii4- b'H^+cÏî^

(53)

II.

+ ÎT

aï}.cm,ai) 4. ̂ ^è ^.c——\ + ^ (ayi •+ ̂ + co.,).3r7)a
(^ ^ c
a p y .

Ta Tp Ty

Les composantes de la Ilexion ^éodésiquo suivant Itis axes de coor
données seraient

11, -^IL, H,-Mi//, lir-^î-L.

Mais pour l'étude de la flexion ^éodésique il est en général plus
commode de se servir de la rotation figurai ive V. La rotation figurative
de la. Ilexion géodésiqne a, en effet son axe normal, à la surface, de sorte
que si l'on désigne par F|, F^, F;( les composantes de la rotation de
flexion totale de la .fibre, la rotation de flexion Lçéodésique aura pour
valeur

F,,:zr a Fi 4- ÀSV-h-cF:,.

Cette expression;, développée, devient

(r.l) Vn^^ a p y

à]h àD, " àïh
(}a ô^ ^)y

Ci P C

a p y

9i ?s 9.1
(a Ta 4- br'A -~\- CTv),

33. Etude de la flexion normale. ~ L'expression de la I lexion nor-
male .H^ devient homogène et du. second de^ré en a, [Ï, ^ q u a n d on
mul t i p l i e par (a2 4" p2 4" y2) les termes dépendant de la I lexion
cyclique. Il en. résulte immédiatement que l'étude de la. f lexion nor-
male autour d'un point M de la surface est entièrement semblable à
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celle de la courbure no rma le en géométrie. La variation des flexions
normales est représentée par une indicatrice du second deû;ré ana-
logue à l ' indicatrice de Dupin. Il y a par conséquent, en général, deux
flexions normales principales correspondant aux axes de l'indicatrice.

Les flexions principales et les directions des fibres correspondantes
sont déterminées par le système suivant, où l 'on suppose H^ rendu
homogène par rapport à oc^ p, y :

i
2

I

3

1

°4

àlî,,
av.

àH,.
^

àa,,
-^
a cf. -4-

S a

ù p,S» (J

-S y

- &J3-+-

la

—Ih

—ï.c

cy==

—0,

- 0,

o,

• 0.

L 'é l im ina t i on de S et de À entre les trois premières donne l 'équation
du second degré en a, (ri, y :

1 î ^H. 1

(56) == 0,

î <
9.

! (

9.

i Ôi^n

2

w,,
<)v.

m,,
^~

ày

a

p
7

€f

b

c

qui, jo in te à la quatr ième des équa t ions (55), détermine les directions
principales. Si l'on é l i m i n e au contraire a, p, y, A entre les équations
considérées, on obt ien t une équation du second degré en S dont les
racines sont les valeurs des flexions principales.

Les directions principales satisfont à une relation importante dans
laquelle le caractère dissymétrique de la torsion se met encore en évi-
dence; désignons par a\ l / , c' et a", b\ c" leurs cosinus directeurs et
supposons-les dirigées de telle façon que le trièdre trirectangle qu'elles
forment avec la normale soit orienté comme le trièdre des axes de
coordonnées, quand on range ces directions dans l'ordre des indices
supérieurs. On a, dans cette hypothèse,

^ /— cb\ !/=: ça/— cic1, 0"= ab1'— ba1',
(^7) .ç^—cb^, ..^.(ab"—ba"). - a c " ) ,b': C€t"
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Considérons d 'antre part la forme polaire, composée avec les trois

systèmes de variables ( a , 6, c,), Ç a , b\ c'), {a\ h\ c ' ) , qu'on déduit
de la dilatation seconde.

Cette forme peut être représentée par le produit symbolique
1 ( à i ô à\ [ , ô .. à . à\^^+^4-c^(^^+^^4-c^)

x(a^+&^+c^)^)-(a^^) tôv. ^ ' ô^

( a b c \
Da ( a' h' c ' .

^a" b" c" /

Nous la désignerons par

Cela posé, en écrivant que les. deux d i rec t ions pr incipales sont rec-
tangulaires et conjuguées par rapport à l ' indicat r ice , on ob t ien t la
r e l a t i on

/ a b c\
I)J a' b' c ' 1-+-

a" b" c" ,

a b

i a" t/ c"
a b c
a' b' c 1

„ , , -^- ^ ,
l' à-u (h ÔT \ â\ àr àr (h

àa1 ôb1 àc' à a" àV' ôc"

Si, 1/on tient compte des formules (57), cette équation devient sim-
plement

/ a b c \
(^8) -- î), ( a' V c / ) -h | \^a\ b\ c " ) ̂ ^a', b1\ c' )[ ~ o.

\a1' b" c" j

La difïerence des torsions des axes de l ' ind ica t r ice dépend donc seu-
lement de la dilatation seconde au point M.

34. Composantes de la flexion normale, — Exarainons maintenant
les trois composantes de la flexion normale .

La flexion cyclique normale a pour expression

^(a9l+&92+C93)(a2+i3< 2-4-f-) .

. Elle est indépendante de là direction des fibres dans le plan tangent
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à là surface. L'indicatrice correspondante est un cercle et le centre de
flexion se trouve à. l ' intersect ion de la normale à la surface S avec le
plan p r inc ipa l de la f l ex ion cycl ique an po in t M.

La f lexion normale de torsion est représentée par le dé te rminant

ci b c
| a p y .

Ta ^ T^

L'indicatrice relative à cette flexion est toujours une hyperbole équi-
latère. Pour en déterminer les directions asymptotiques il suffît de
considérer l ' intersection de l'indicatrice des torsions avec le plan tan-
gent à la surface. Les axes de la conique d'intersection sont les asymp-
totes de l ' indicatrice des flexions normales de torsion dans le plan con-
sidéré. Il résulte de là que la flexion normale moyenne de torsion est
nu l l e et que la flexion normale moyenne totale est indépendante de la
torsion.

Les axes de l'indicatrice ont des torsions égales. Cette propriété
résulte immédiatement de l'équation (58) quand on y supprime les
termes provenant de la dilatation seconde.

La flexion normale de dilatation seconde est représentée par la forme
polaire

î / <)D^ , àD. 6>D.\— ^ ( a —— -+• b —— -h- c -j- -3 \ àof. ô^ ày )

Les axes de l'indicatrice correspondante forment, avec la direction
(a, b, c) de la normale à la surface, un trièdre trirectangle (T) dont les
arêtes jouissent d'une intéressante propriété de réciprocité. Les trois
directions satisfont en effet, en vertu de l 'équation (58), à la relation
symétrique

/ a b c \
(59) ^( ^ y ^ ) =°-

\^ b1' c" ]

Si l'on se donne la direction (a, b, c}, les seules directions (a\ b\ c'}
et(a\ b\ c") formant avec la première un trièdre trirectangle et vérifiant
en outre l'équation (SQ) sont les axes de l'indicatrice des flexions nor-
males de dilatation seconde relative au plan perpendiculaire à la direc-
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( ion considérée. l ien résulte qu'un triedre fcrireclangle (T) satisfaisant
à la condition (5c)) est, en général , déterminé par une de ses arêtes.
Nous disons que ce triedre est conjugué par rapport à la dilatation
seconde.

De la forme symétrique de la relat ion (09) il résulte que, dans
chaque face du Irièdre conjugué (T) les axes de l'indicatrice des flexions
normales de dilatation seconde sont dirigés suivant les arêtes du
triedre,

De plus, comme on, peut choisir arbi t rairement l 'une des arêtes du
tr iedre conjugué, on est condui t à la proposi t ion suivante :

Par une fibre élémentaire quelconque on peut faire passer deux plans
rectangulaires tels que^ dans chacun d'eux, la filtre considérée coïncide
avec l'une des directions principales de. la flexion normale de (iilatation
seconde.

35. Plans caractéristiques d'une fibre. — Cette propriété est suscep-
t ib le d'être étendue avec quelques modifications à la flexion générale.

Proposons-nous de trouver les plans passant par une fibre élémen-
taire donnée et pour lesquels la direction de la fibre soit une direction
principale de flexion normale.

Désignons, comme précédemment, par (a, b, c) les cosinus direc-
teurs de la normale au plan cherché. La solution du problème est alors
immédiatement fournie par l ' équa t ion (56) jointe à la dernière des
équa t ions (55). L'équation (56) est homogène et du second degré par
rapport aux i n c o n n u e s (a, 6, c). Il existe donc en général, deux solu-
tions réelles ou imaginaires. Nous donnons aux plans correspondants
le nom de plans caractéristiques de la fibre.

(cherchons la condit ion pour que les deux plans caractéristiques
soient rectangulaires. L'équation (56), quand on y regarde a, b, c
comme des coordonnées, .représente un cône du second degré passant
par la .fibre considérée. Pour que les plans caractéristiques soient rec-
tangulaires , il. est donc nécessaire et suffisant que le cône (56) soit
capable d'un triedre tri.rectan.gle inscrit. En exprimant cette condition
on trouve^ après quelques réductions faciles^

T(a,(3,y)=.o.
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D'où. cette conséquence remarquable :

La condition nécessaire et suffisante pour que les deux plans caracté-
ristiques (F âne fibre soient rectangulaires^ c'est que la torsion de cette
fibre soit nulle.

Dans chacun des plans caractéristiques le second axe de l'indicatrice
a, en général, en vertu de l 'équation (58), une torsion différente de
zéro ; de plus ces seconds axes ne coïncident pas avec les axes de l'in-
dicatrice des flexions normales du plan perpendiculaire à la fibre con-
sidérée. La propriété de réciprocité du trièdre (T) relatif à la flexion
de d i la ta t ion seconde ne s 'applique donc plus en général au trièdre
formé par les plans caractéristiques et le plan normal, à une fibre,
même lorsque les plans caractéristiques sont rectangulaires. Il existe
cependant cer ta ins trièdres trirectangles réciproques dont les faces
sont les plans caractéristiques des arêtes. Ce sont ceux qui sont à la
fo i s conjugués par rapport à la dilatation seconde et inscrits dans le
cône asymptote de l ' indicatrice des torsions.

36. Points focaux de la congruence des axes de flexion. — Les iixes
de flexion relatifs à l 'ensemble des fibres élémentaires issues d'un
même poin t M forment une congruence- La détermination des points
focaux de cette congruence se rattache au problème des plans carac-
téris t iques.

A une fibre donnée MM/, (a, p, y), nous cherchons à associer une
fibre inf in iment voisine MM\ (a 4" doc, ^ + cl^ 7 + rfy), telle que les
axes de flexion correspondants se rencontrent.

Si nous prenons le point M comme origine, nous aurons à exprimer
que les quatre équat ions suivantes sont compatibles :

H] X -+- HsJ" -)- H'3 3 -4- ï = 0,

a/r 4- j3y -h- y.s ~~= o,
x dît i -+- y ̂ Hs -t- z dB.s '===- °î

x (la; "h- y < (̂3 4- z dy •==. o.

D'où nous déduirons, par l ' é l imina t ion des inconnues ^',y, ^,
^HI a da

(60) dH, P dç> =.0.

dïîs y dy
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Soient Œ, b, c les cosinus directeurs de la normale au p lan MM.W, dé-
terminé par les deux fibres i n f i n i m e n t voisines. On a

^ ciy. -+- ^|3 4- cy == o,
( a da 4- b d^ 4- c ofy == o,

(61)

d'où résulte aussi, en vertu de l 'équation (60),
( ̂ ) a dlï i 4- b dïÏî -4- c dîî, •= o.

Si l'on pose
H. : a H i-l- H-Ia "!•- c H 3,

l 'équation (62) devient
àl^ , àlî^âHn

-^P-t- -)—^/-(63) dy,
àa ^P r • ày

En .Y joignant la seconde des équations (62) et la relation iden-
t ique

a da 4- (3 ^(3 + y ^y = o,

on peut éliminer ^a, ^R, ̂ , ce qui donne la condit ion cherchée sous
la forme

<Mn

W)
ày.

àVL
à^

àHn
—— y aày '

(3 b ^ro.

Cette équation exprime que le plan MM'AT des deux fibres inf iniment
voisines est un plan caractéristique de la fibre MM'.

^11 reste à déterminer le point focal, c'est-à-dire la, limite du point
d'intersection de l'axe de flexion de la libre MM' avec celui de la fibre
i n f i n i m e n t voisine MAf. Les coordonnées x, y , z du point focal véri-
f ient les deux équations

x dlî i + y c/Hs 4" ^ clli^ == o,
a x ~\- j3 y 4- y z _ o.

Comparant ces relations avec les équations (6ï) et (62), on en
déduit

a """ b c
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Le point focal se trouve donc sur la normale au plan caractéristique.
Il est situé par conséquent à l'intersection de cette normale et de l'axe
de f lexion, c'est-à-dire au. centre de flexion normale de la fibre,
regardée comme appartenant au plan caractéristique considéré.

Les deux points focaux situés sur l'axe de flexion correspondent
ainsi aux deux plans caractéristiques de la fibre.

37. Incurvation normale totale des surfaces. — La flexion normale
donne l ' incurvation totale des éléments superficiels dont la forme pri-
mitive était plane. Mais pour les surfaces courbes, il faut joindre à la
flexion normale la transformée de la courbure initiale par la déforma-
t ion homogène tangente au point considéré. Les formules que nous
avons données au Chapitre II pour l'incurvation des fibres nous four-
niront également l'incurvation normale totale des surfaces, même
dans le cas des déformations finies.

Nous nous servirons d 'une relation que nous allons d'abord établir.
Soient, en un po in t M, ch un élément superficiel infiniment petit,

ds une fibre élémentaire, 0 l'angle que la fibre ds forme avec la nor-
male à d<j; ch^ ds^ 0, les éléments correspondants du milieu dé-
formé; © la dilatation cubique, T] la dilatation superficielle de drj,
( t°l =: i-4- -n ) & la dilatation l inéaire de la fibre ds, f^1 =1-4" eY
\ w ' / \ds )

On a
(65) ( i 4 ~ £ ) ( ï -h-/] ) ces f9, =:(!-+-©) cos0.

En effet, le produit dsdawsQ représente le volume d 'un prisme
oblique in f in iment petit ayant pour base (h et pour arête latérale ds.
En comparant ce volume avec son correspondant dans le milieu dé-
formé on trouve

cùi r/o-j cosô-i
0,

cl s do- co&Q

ce qui établit la formule (65).
Cela posé» soit une surface S dont la normale en M a pour cosinus

directeurs a, b, c dans l'état ini t ia l et a\ //, c dans l'état déformé. Si
nous considérons une tibre quelconque située sur cette surface, les
formules (23) du Chapitre III donnen t les courbures des lignes de
ligure de cette fibre avant et après la déformation.

Ann, Éc, Norm., (3), XX.VUL — DÉCEMBRE 1 9 1 1 . 72
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Multiplions ces équations respectivement par a", //, c' et ajoutons-les
membre à membre. Nous avons

(I -+. ̂ (^)/-^ V^^ C'V') ̂  (ï + e){€i'\ 4- ̂ .i 4- C^Q

P' ~~ P
/ / à^f , , y v ,<P^\

. 1 < -y/ _____ 1 , /->' _____ 1^ /••' _______ l
"~t— | t,<- '—;——~" —|— (./ —;—~~ —1— (̂  - l o ^ |

\ à^ às^ à^ )

Soient : 0 l'angle que forme, dans l'état i n i t i a l , la normale princi-
pale de la courbe avec la normale de la surlace ;

9 < l 'angle que forme la direction 7^, \j^, V i , transformée de la nor-
male principale, avec la direction a\ b'\ c/ de la surface déformée;

6' l'angle de la normale principale de la courbe déformée avec la
même direction a ' y //, c\

Ces quantités vérif ient les équations

cos<9i==: a^-t- b' ^.i4~ c^i,
cos^ ̂  a'V -+• b' [ j ' ̂  c'^',

( i -h s) ( ï + Y] ) ces Ôt == ( ï .+• @ ) cos 0,

'/] et © ayant les mêmes significations que ci-dessus.
L'équation (66) devient donc

,,, , , ., cos Q' ï -4- © cos 0 , (F u , , à2 c . (^ w
(67) ï. + ey ——— ̂  —— -——•- 4- a' —— -(- h'—— 4- c' "•'——'

P r ~ i"yj P ^!î ^•s> ^•s

En introduisant . les rayons de courbure normale R et R/ relatifs aux
deux états considérés de la surface, on trouve f inalement

,/.o, ï ï •+• 0 ï ï t / , à^u . (PV .rf2^^) ^ ̂  ,̂ ^ ^ ̂ ^ ̂  .̂ ^^ /̂ ,.̂  ^ y ^ ̂  ̂  ̂  y

Dans l 'équation (68) se trouvent nettement séparées les deux compo-
santes de la courbure normale de la fibre dans la surface déformée.
Nous avons étudié précédemment la flexion normale; examinons
main tenan t la transformée de la courbure ini t ia le par la déformation
homogène tangente en M-

Posons

— — IJl9 AEÀ
Ri ~" ï -h TI (ï + ey'



ÉTUDE GÉOMÉTRIQUE DE LA TORSION ET DE LA FLEXION, ETC. 571

La courbure jr s'exprime, en général, par une forme quadratique
des cosinus directeurs a, [3, y, de la fibre i n i t i a l e ; il en est de même

i
du dénominateur ( i - + - ^ ) 2 . Le rapport-———^ se transformerait, en
vertu des formules (2), en une fonction homogène de a7, ^ / , y' dont la
variation serait représentée par une indicatrice de Dupin.

Nous allons chercher les directions ini t iales des fibres qui viennent ,
après la déformation., coïncider avec les axes de cette indicatrice.

Soit
^=/(a,p,y); (i+^^E^^y).

Il faut trouver les valeurs de a, [3, y q u i correspondent au maximum
ou au min imum du rapport ^^^^ les variables étant liées par la
relat ion

a a 4- bÇ) + cy =o.

Les directions considérées sont définies par l'équation homogène

àf ()E,,j"^ .___ /y

ôa àff.

àf (M .•é ^ b =ot

^ ^ c
ày ày

L'interprétation géométrique de ce résultat donne la proposition
suivante :

Soient fC) l'indicatrice des courbures normales de la surface (S) en
M, dans l'état initial; (C) l'indicatrice de la surface transformée de (S)
par la déformation homogène tangente en M; (C,) l'ellipse suivant
laquelle le plan tangent en M à la surface (S) coupe l'ellipsoïde des di-
latations relatif à ce point ; les directions initiales des fibres qui vien-
nent coïncider avec les axes de l'indicatrice (CY) sont les diamètres
conjugués communs à l'indicatrice initiale (C) et à l'ellipse (C,).

Lorsque les deux coniques (G) et (G.) ont les mêmes axes, les axes
des deux indicatrices (C) et ((7) sont aussi dirigées suivant les mêmes
fibres.
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La démonstration géométrique de ce théorème est une conséquence
immédia te des propriétés très connues de la déformation homogène.

38. Flexion gèodésufue, — Nous avons donné au n° Ïî l'expression
de la rotation figurative F^ de la f lex ion géodésique. Appelons x ^ y ^
.^, les coordonnées du centre de f lexion géodésique.

Nous avons, pour déterminer ces quant i tés , les trois équations

a(^i— .T) -i- p(yi--y) -h 7 ( ^1 ~ -Q — < > ,
a (^i — .r) +- ^(y\ ~~.y) •+- ̂ ^i ~G ) ̂ °?

.z-1—.z1 ./i—.y Si—s
a (3 y F,,+.1=0.
a /-/ c

L'él iminat ion de a, p, y entre ces formules et les deux équations
a a 4- b (3 •+- c y :== f>,

a^ -h (32 + y2 = t ,

donne le lieu, des centres de Ilexion géodésique des fibres élémentaires
de même origine M et situées dans le même plan.

Si l'on prend en par t icu l ie r le point, Al pour origine des coordonnées
et le plan considéré pour plan des xy, on trouve pour l 'équat ion dé-
veloppée de cette courbe dans son plan

ô^C^+y2) 1-4- ^(yi.r4" ^J+Taa^—'^.r)

—— ^llâj3—— dm^ H- ( '-î ^122 — ^llî ) ̂ /â+ ( 2 ̂ 2 —— ^22 ) •^J-

Le lieu des centres de flexion géodésique est donc une cubique
ayant à l'origine des coordonnées un point isolé à tangentes iso-
tropes.

Quand on considère seu lement la flexion géodésique par rota t ion,
résultante de la flexion de torsion et de la f lexion cyclique, le résultat
se simplifie : tous les centres de flexion, géodésique sont alors en l igne
droite. La distr ibution des flexions géodésiques par rotation dans un
p lan^ autour d'un de ses points, est donc analogue à celle des .flexions
cycliques dans l'espace.

39. Plans pour lesquels la flexion géodésique par rotation est nulle. —
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I I existe en tout, point M des plans pour lesquels la flexion géodésique
par rotation est nu l le . En efïet, dans l'expression de la rotation figura-
tive F,, de la f lexion géodésique, les termes provenant de la rotation
dérivée représentent les -J de la projection de cette rotation dérivée sur
la normale à la surface. Pour déterminer les plans cherchés, il suffira
donc d'écrire que la projection normale de la rotation dérivée est nul le .
On trouve ainsi l'équation suivante :

. a p i , . api
\ àx r ày

, / àpî o ày^
-+- b <%-P-(- (3-—

\ ôx ' ày

api
7^ —J..-

as

^\+c(^+^^y0^
àz ) \ àx l ày • àz

qui doit être vérifiée pour toutes les valeurs de a, (3, y vérifiant la con-
di t ion

ci a 4- b (3 -h- c y == o.
Nous

a^^
(LT .

en dédi

^àp^-
àx

lisons

^y0^7 âx
api

CI-1---+
ày

-b^-,
ày

c0^
ày

a àpl -h
as ^

-A^
as

.^PI
os;

Désignons par r la valeur commune de ces rapports; nous avons
alors, pour déterminer les rapports des cosinus directeurs a, b, c de
la normale au plan, les trois équations

àp3A+Aàsc vas
.^-^=0,

^Pî-rb^o,b0^
W

api
(69) { a

ày

a^-^b rc : : o. -+• c -
àpï , „ ̂ .-î

L'élimination des cosinus donne l'équation caractéristique du troi-
sième degré en r

(70)

api
àx

api
ày
api
as

—. /• àpî
à^

àpï ^
ày

àpî
àz

àpï
àx

àpz
ày
àp3 .
àz

: o.
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Il existe donc en général trois directions de plans, réelles on imagi-

naires, satisfaisant à la c o n d i l i o n indiquée. Nous la issons de côté la.
discussion des cas singuliers : c'est un problème b ien connu qui , se
rencontre dans plusieurs questions de géométrie ou d'analyse. Remar-
quons cependant la signification mécanique des racines de l 'équation
caractéristique.

En ajoutant membre à membre les équations (65) après les avoir
multipliées respectivement par a, b, c, on trouve

7(a, b,c) == r.

40. Lignes d'inflexion relatives à la flexion par rotation. — Les trois
plans ainsi déterminés forment un trièdre T, dont les arêtes sont des
lignes d ' inf lexion relat ivement à la flexion par rotat ion. Nous avons
montré qu'il existe en général sept l ignes (r inflexion. Dans la f lexion
par rotation, quatre des lignes considérées sont, formées par tes direc-
tions asymptotiques des sections circulaires de l ' indicatrice des tor-
sions. Les trois autres sont les arêtes du trièdre T,.

Cherchons en effet les fibres pour lesquelles la rotation dérivée a la
même direction que la fibre el le-même.

Pour ces fibres la composante de f lexion de la rotation dérivée est
nulle. Les cosinus directeurs a, p, y vérifient des équat ions delà forme

/ ^P\ a à pi à pi^+^+7-^-^=0,

(7.) Lf2+A-^-,A--/,p=o,i àx t à-y ' àz ' î

A^^+y^/ .p^.

().T 1 ()y i àz 1

Le déterminant du système (71) est le même que celui du sys-
tème (69) : les lignes de l 'un sont les colonnes de l'autre.

Considérons deux racines dis t inctes /•, et r^ de l 'équal.ion caracté-
r i s t ique ; soient a^ b^ ^ les cosinus qu i correspondent à la première
racine/^ par les équations (65); a,, p^ y, ceux qu i correspondent à
la racine r\ par le système (67).

Ces deux systèmes de cosinus vérifient la condition d'orthogo-
nalité

01^2-+- ^i(3â+ 0,72=: o.
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.11 en résul te-que les deux systèmes (65) et (67) définissent, l 'un les
faces, et l 'autre les arêtes du même trièdre T,.

Les équations (67) nous donnent une valeur nouvelle des racines de
l'équation caractéristique : on en déduit

r(a, 6, y )==/'.

Si l 'on considère par conséquent les deux directions ( a , b, c) et
(a, p, y) qui correspondent à une même racine de l 'équation caracté-
ristique, on a

T(o, /j, c) =T(a, (3, y).

Chaque arête du trièdre T\ a la même torsion que lajîbre normale à la
face opposée.

Il est à peine utile de signaler l'analogie qui existe entre le
trièdre ï\ et le trièdre de J. Bertrand relatif aux déformations du pre-
mier ordre. Le trièdre (T\) se détermine à l'aide des composantes de la
rotation comme le trièdre de Bertrand à l'aide des composantes u, P, w
du déplacement. La torsion est pour l'un ce qu'est la dilatation pour
l'autre.

41. Application des théories précédentes à un problème de J/. Darboua)
et de J/. Weingarten, — Rappel d'une proposition de Weingarlen, —
A propos de la théorie des systèmes triples orthogonaux, M. Darboux (^)
s'est, occupé de déterminer les déformations dépourvues de rotation et
pour lesquelles les plans principaux de la dilatation sont tangents à
trois familles de surfaces.

L'étude du même problème pour les déformations quelconques
fourni t une application intéressante de la théorie de la flexion.

L'interprétation géométrique et mécanique de nos formules n'a été
complètement étudiée que pour les déformations infinitésimales, tandis
que la théorie de M. Darboux s'applique à des déformations finies.
Mais les résultats analytiques qu i s'expriment par des équations ho-
mogènes par rapport aux déplacements et à leurs dérivées peuvent
toujours être interprétés dans la théorie des déformations in f in iment
petites. En effet ces équations ne changent pas quand on y remplace

( 1 ) DARBOUX, Proceedings of,the London math. Soc.^ t. XXXII; Leçons sur les sys-
tèmes ort/iogonai^v, a® édit., 1910.
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les déplacements u, P, îp, par des déplacements proportionnels s.u,
£P, £W.

Nous .prendrons poar base de nos calculs les résultats obtenus par
M. Weingarten ( !) à propos des surfaces isostatiques.

On sait que Lamé avait admis que les directions des efforts princi-
paux dans un milieu cont inu sont toujours normales à certaines
familles de surfaces auxquel les i l avait donné le nom de surfaces iso-
statiques. M. Boussinesq ( 2 )• remarqua que cette proposition est en
général inexacte, et M. Weingarten établit les conditions d'existence
des surfaces isostatiques.

Les résultats de M. Weingarten peuvent se résumer de la manière
suivante :

Soit
/==: 2 a^k dx), dxi,,

(^/,=a/,/,) ( /À===/r=: ï , 2, 3)

une forme quadrilatère des différentielles dx\, dx^ dx^.
De la forme/, on en déduit une autre

y '=.l,^[,f,dxf,dx!^

en posant
àct^f ôa-^ioc i i == •—— — -— 5()x^ àx^

.„ <)a^ ôb^OCs^ ^ —— —-—— -— —,—— y
à^i àx^

à a^/ àa^ia,,^^-^ ̂ .

Un calcul analogue appliqué à la forme F, adjointe de y,

F=S/J/,/,^/^/^,
:>nne la formedonne la forme

e> ~=^ ï^h/c dx ^ d^f,.

( 1 ) \ViiiN(;AH'riî;N, Journal de Crelle, t. 90, i88i, p. i8-33. Voir sur le inônie sujet
K. ci F. COSSEHAT; Mém.. sur L'élasticité (Aunciles de la Faculté des Sciences de Toulouse^
t* XI, p. 5'z).

(2; BOUSSINESQ, Comptes rendus de l'Académie des Sciences, t. LXXIV, p. 242.
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On forme ensuite les trois invariants

Ji=^a/,/,a/^,
Ja == la/,/, j3///, == Z ̂ /, a/,/,,
J3==:j6/,/,(3/,/,.

Pour que les plans principaux relatifs à la forme/enveloppent une
famille de surfaces orthogonales, il est nécessaire et suffisant que les
trois invariants J , , L, J:{ soient nuls.

Interprétation de ce résultat clans (a théorie (/es flexions. — Sup-
posons que la forme/, quand on y remplace les différentielles par des
cosinus, représente la dilatation dans une déformation infinitésimale :

I) (a, |3, y) == e, a2 -h e^-^r ^f-^-Si ?7 "+- 8^^ + À^P-

La forme associée o représente alors la torsion correspondante
ï(a, P, y). Nous laissons de côté la signification géométrique d e l à
forme adjointe F et de la forme associée <&, dont la considération s'im-
poserait surtout dans l'étude des déformations finies.

Pour obtenir facilement l'interprétation mécanique des condit ions
de Weinçarten nous supposerons qu'après avoir calculé les inva-
riants ,1, on prenne comme axes de coordonnées les arêtes du tnèdre
principal (ï) des dilatations au point M.

Les deux premières équations deviennent
éîiTn-h- e.^.^-\- <?3T33==0,

^^î'11-1- ^é'I'^-t-^l^^îS^O-

Si l'on y jo in t l ' identité
'ï'li+Tââ+ T^^^

on en tire
T.11 =: T.̂  -==. T33 == 0.

En tenant compte de ce résultat, la troisième condition se réduit à

(6^— <?a) (^3— ^X^i—^^s^^0-

Les trois dilatations principales étant supposées distinctes, on a
donc ^123== o.

Ann. Éc. Norm., (3), XXV1I1. — DÉCEMBRE 1 9 1 1 . 73
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Celte équat ion exprime que le trièdre principal (T) est conjugué par
rapport à la di latat ion seconde.

Donc :
Pour q u ê t e s faces du trièdre principal (T) de la dilatation dans une

déformation in f in i tés imale enveloppent trois familles de surfaces ortho-
gonales, il est nécessaire et suffisant que ce trièdre soit conjugué par
rapport à la di latat ion seconde et inscri t dans le cône asymptote de l'in-
dicatrice des torsions.

Or, si nous nous reportons aux propriétés que nous avons établies
à propos de la flexion normale , nous pouvons t raduire la condit ion
précédente en d i san t que dans chacune des faces du trièdre (T) l ' indi-
catrice des flexions normales a ses axes dirigés suivant les arêtes du
trièdre.

Relation cwec le théorème de Dupin. — Sous cette forme de l 'énoncé,
il s'établit un rapprochement intéressant entre la cond i t i on obtenue
et le théorème de Du p in .

En effet soit S le système triple orthogonal l angen t aux faces du
trièdre T. La déformation le transforme en un autre système triple
orthogonal S'. Par conséquent les arêtes du t r ièdre pr inc ipa l ï sont,
avant et après la déformat ion, dirigées s n i v a n t l e s tangentes aux lignes
de courbure des surfaces considérées. Or l ' incurva t ion des surfaces se
compose ici de l ' incurvat ion par la déformat ion homogène tangente
en M et de la flexion normale.

La première conserve les directions des courbures normales princi-
pales pour toutes les surfaces du système S.

Il est donc nécessaire que la iïexion conserve les mêmes directions
principales, c'est-îi-dire que les axes des indicatrices des f lexions nor-
males dans les faces du tr ièdre (T) soient dirigés su ivan t les arêtes du
trièdre.

La nécessité des condi t ions de Weingarten est donc une consé-
quence du théorème de Dupin .

Formes noiwdies des conditions de Weingarten. — La forme ana-
lytique des trois condi t ions de Weingarten peut être modif iée en
t e n a n t compte dos résul ta ts précédents .
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Soient ( a , b, c), Ça\ b\ </), (ci\ b\ c ' ) les trois systèmes de cosinust-J \J l V i 11 \^ 10 ; (^ ^ !.-• / ^

directeurs des arêtes du tr ièdre T. On a

(68)

T(^ b, c)=T(a\ b ' , c')^T(a\ b"\ c^^o,

/ a b c \
D,| a1 b' c' )=o.

a" b" c"/

Les trois premières condit ions se réduisent à deux, en vertu de la
relation qui existe entre les torsions.

Dans le cas de M. Darboux les torsions sont nulles ident iquement ,
et il n'y a plus à considérer qu 'une condition unique

/ a h c \
(69) IL( a' b' c' )=:o.

\ a1 // c" ]

D'ailleurs les déplacements étant les dérivées partielles d'une même
fonc t i on , ^ ( x , y, z), la d i la ta t ion seconde D^(a , p, y) se déduit de la
différentielle troisième de cette fonction en y remplaçant les différen-
tielles dx, dy, dz par les cosinus directeurs a, (3, y.

L'équation (69) peut alors se mettre sous la forme symbolique

, , / à , () à \(70) ̂ 4^+c^

^ ( ^ à ^ U ' à ^ c f à \ i a " à ^ b - r ù +
\ àx à y à ^ j \ àx à y à z j '

dans laquelle les dérivées sont prises en regardant les cosinus comme
des constantes-

M. Darboux ( f ) a lui-même obtenu par une autre méthode, et sous
une forme équivalente à (70), l 'équation aux dérivées partielles à
laquelle doit satisfaire la fonction 9 (.z, y, z).

( i ) Leçons wr les systèmes orthogonaux et les coordonnées curvilignes^ 1e édition, 1910.
p. 530-543.


