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SUR

LES SOLUTIONS ASYMPTOTIQUES

DES

EQUATIONS DIFFERENTIELLES,

Par M. Emice COTTON.

Introduction.

L’objet de ce Mémoire est la recherche des solutions d'un systéme
différentiel qui tendent vers zéro (') quand la variable indépendante
croit indéfiniment, ou plus généralement qui restent voisines de zéro
dans les mémes conditions. Les fonctions et les variables sont suppo-
sées réelles. ,

Cette question, intéressante au double point de vue de la théorie pure
et des applications, a déja fait 'objet de travaux importants (*). Ceux
de M. Poincaré ont ouvert la voie; nous aurons trés souvent dans la
suite a citer ceux de M. Liapounofl' et de M. Bohl.

Dans ce (ravail nous utilisons une méthode nouvelle qui consiste &
transformer les équations différentielles données (D) en équations
intégrales (*) (1), et & appliquer a celles-ci le procédé classique d’ap-
proximations successives de M. Picard.

(1) Un changement de variables raméne & ce cas particulier le cas général des solu-
lions tendant, pour de¢ grandes valeurs de la variable, vers une solution connue, ou
encore restant voisines d'une solution approchée connue.

(%) Poir le n°12 pour la bibliographie, et le n® 13 pour les applications. .

(3) L'une des limites des intégrales est variable; les équations ne sont pas linéaires
par-vrapport aux fonctions inconnues. '

Ann. Ee, Norm., (3), XXVII. — OctosRe 1911, 60
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On est conduit & la transformation précédente, par I'un des procédés
donnant par quadratures les solutions d’un systéme différentiel linéaire
non homogéne, quand on observe que, pour des valeurs des variables
voisines de zéro, les termes de moindre degré des fonctions sont les
plus importants.

Les noyaux des ¢quations intégrales (1) sont les solutions d’un sys-
teme différentiel linéaire (L) trés voisin (et souvent non distinct) de
celui qu’on obtient en réduisant a leur particlinéaire les équations (D)
résolues par rapport aux dérivées des fonclions inconnues.

L’étude des équations (I) et de leurs approximations successives se
fait aisément a 'aide d’un systéme d’équations intégrales linéaires (1)
convenablement construit. Les séries auxquelles conduit la méthode
des approximations successives appliquée a ce systéme de comparaison
(I') ont leurs termes respectivement supérieurs aux valeurs absolues
des termes correspondants des séries données par la méme méthode
appliquée au systéme (I); il suffit done d’établir la convergence des
premieres, ce que nous avons fait d’une facon simple.

Dans le Chapitre I, nous étudions le cas ou les équations (L) sont &
coefficients constants. Bien que les résultats énoncés (vorrn® 1) soient
a peu pres ceux de M. M. Liapounolf et Bohl, nous avons cru devoir
traiter avec soin ce cas de beaucoup le plus important (*) ot les pro-
positions ont un caractére trés pratique.

Nous appliquons ensuite (Chap. 11) notre méthode 4 la démons-
tration et i I'extension (*)des résultats déduits par M. Liapounoff d’une
notion importante qu'il a introduite dans la Science, celle de nombre
caractéristique d’un groupe de fonctions. Les équations (L) sont main-
tenant a coefficients variables; a leurs solutions 4 nombre caractéris-
tique positif correspondent des solutions de (D) asymptotiques & zéro
dépendant du méme nombre de constantes arbitraires. Ces nombres
caractéristiques semblent, il est vrai, difficiles 2 déterminer pratique-
ment (sauf dans le cas des équations & coefficients constants), mais
leur intérét théorique est grand. Ils montrent en effet qu’un ¢élément

(1) On rameéne & ce cas particulier celui des équalions (L) & cocflicients périodiques et
plus généralement celui des équations réductibles de Liapounoff.
(%) Nous ne supposons plus les équations (D) analytiques par rapport aux inconnues.
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essentiel dans la recherche des solutions de D asymptotiques & zéro
est la rapidité avec laquelle certaines solutions de (L) tendent vers
zéro. Ils mesurent en quelque sorte cette rapidité par une compa-
raison avec la fonction exponentielle.

On est naturellement tenté de généraliser cette notion, en conservant
le méme mode de comparaison, mais en utilisant des fonctions mono-
tones autres que la fonction exponentielle. Nous n’avons pas abordé
I"étude systématique de cette généralisation dans le présent Mémoire,
mais nous avons montré I'intérét qu'elle peut présenter par un cas parti-
culier important, auquel est consacré le Chapitre III. La variable indé-
pendante ne figure pas explicitement dans les équations (D); un des
nombres caractéristiques (et un sealement) des solutions de (L) est nul.
Nous avons pu montrer, dans des cas fréquents (voir n° 22), Uexistence
d’une famille de solutions asymptotiques 4 zéro d’'un degré de généralité
plus grand que les résultats antérieurs ne permettaient de le supposer.

CITAPITRE I.

I. Nous étudierons tout d’abord les équations différentielles du
type suivant :

ds;

i — Moo= hinsa =L (51, .y 5ny 0) (i=1,2,...,n),

(1)
ol les A sont des constantes. Les fonctions L sont finies et continues, les
valeurs absolues des fonctions L(o, ..., 0,7) et celles des dérivées (')
oL , . . \ ,

55 sont supposées suffisamment petites (?), ces hypothéses étant rela-
tives au domaine

(2) |51‘<Z; LR lslll<Za to<t;

(1) Au lieu de dérivées on pourrait considérer les coefficients d’inégalités de Lipschilz.
() En général, ces dérivées ne s’annulent pas pour z;=...=z,=o0. Les inégalités

. JL
traduisant le degré de petitesse des fonctions L (o, ..., 0, £) et 32| ne dépendent que des A,
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On pourra parfois substituer & la derniére inégalité (2) la suivante
¢ >, ou encore supprimer toute condition de grandeur pour ¢.
L’équation caractéristique

hy—r Ay M
) g9 1" ... 7
(3) A(I'): . 7\.1 )\22 / 2n —0
7-/11 )"/12 LI )\nn —7r
du systéme homogéne
ds .
(4) ?/71_ FETEEE PH e ({=1,2,...,n),

obtenu en supprimant les seconds membres des équations (8), sera
d’abord supposée i racines réelles et distinctes.

" Une substitution linéaire ¢t homogéne i coefficients constants
effectuée sur les variables s transforme les systémes (1) et (4) en des
systémes de méme forme ot tous les A;; & indices différents sont nuls,
les A; & indices égaux sont précisément les racines de ’équation
caractéristique (3). Les résultats concernant les ¢quations de cette
Sorme réduite seront ensuite étendus aux équations primitives.

Nous raménerons au cas précédent celui ot I'équation (3) a des
racines imaginaires (n° 9) et étudierons enfin le cas des racines mul-
tiples (n° 10).

Le signe des coefficients A dans les équations de forme réduite aune
grande importance, nous le mettrons en évidence en écrivant nos
équalions

_c(%-{ e L= Py, oo s Y, o Y ),

(5) ¢ dy;
( 7);1: myy; Qe o &y Yy Y L),

(b=n,2, .., ks =1,2, ..., iy k+h=n).

Les coeflicients {,, ..., { seront tous positifs. Quant aux coefficients
m,, ..., my ils ne seront jamais négatifs ; nous les supposerons d’abord
positifs, pour examiner ensuite le cas o quelques-uns d’entre eux sont
nuls. Bien entendu, il se peut qu’on ait soit £ = o, soit i = o.
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2. Nous transformerons les équations (5) en un systéme d’équations
intégrales. Rappelons, a cet effet, que la solution générale de I’équa-
tion linéaire

dax

(6) -‘Tt-:-_lx-i—l?(t),
ou [ est constant, est (') ‘
t
(7) w:Ae”—i—f elt—-) F(a) de,
[

Z,, A étant des constantes arbitraires.
Les équations intégrales correspondant aux équations (55) seront,
d’apres cela,

t
x;(t) = ae ! +f e li= P [z, (et), ..., yr(a), ] de,
1

W
¥ () =b emt +f em(t=a Q) [z, (), ..., yu(a), a] do
s

(=12, .., k;j=1,2, ..., hy k+h=n).

(1) On le vérifie immédiatement. A ce propos observons que la formule de dérivation
d t t 7
il e/(‘—“’F(a)=lfe"‘-“) F(a) da+ F(2)
de ), A

est applicable méme si ¢, est infini (pourvu que l'intégrale ait un sens), car si l'on fait

sortir e/¢ du signcfla fonction a intégrer ne contient plus la variable de dérivation.

o0
Eavisageons ensuite une expression de la forme I=f o(t,a) f(a) da, ou les fone-
t

tions ¢ (¢, =), f(=«) sont définies pour > > ¢, (¢, conslante fixe ). Supposons qu’il existe un

- . do (¢ - .
nombre positif / tel que les produits ¢ (¢,a) e/tt-), i"%;—“) e!lt—2) goient bornés et que

l’inlégralef e~ !t=%) | f(a)| do ait un sens. Dans ces conditions I est une fonction de ¢
t
bien définie et I'intégrale obtenue par application de la régle habiluelle de dérivation sous

. . . dl
le s:gnefétant uniformément convergente, donnera la dérivée P

Des remarques de méme nature s'appliquant & toutes les intégrales que nous aurons &
considérer dans la suite, nous regarderons dés & présent comme démontré qu'il n’y a pas
lieu de se préoccuper des limites infinies pour leur dérivation.
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On remarque que leslimites d’intégration ¢,, 2, (quisont constantes)
dépendent seulement du signe des facteurs de ¢ figurant en exposant.
Ces constantes pourront étre infinies.

L’étude de ce systeme (8) d’équations intégrales (') peut élre sub-
stituée a celle du systéme différentiel (5).

3. En particulier cette forme se préte bien a 'application de la
meéthode d’approximations successives dont la fécondité a été mise en
évidence par les beaux travaux de M. Picard.

Les approximations de rang s x;(¢), y;(¢) se déduisent de celles de
rang s — 1 en substituant celles-ci «]7(¢), y;'(¢) aux fonctions
inconnues dans les seconds membres des formules (8). On prend
comme premiéres approximations

Z; (L) = a;e~’¥, yi(t)y=10b;em".

Quand les limites d’intégration sont {inies, la présence des noyaux
e~t#=9, ¢™*=% donne des approximations plus rapidement convergentes
que dans la méthode ordinaire (ot les noyaux sont égaux a I'unité) et
valables pour un intervalle plus étendu.

Mais ces noyaux présentent un autre avantage : ils nous permettront
de supposer infinie 'une des limites d’intégration et d’¢tudier ainsi
les solutions de (5) dans un intervalle s’¢tendant & I'infini.

Indiquons enfin comment on démontre Uexistence et la convergence
des approximations successives.

A chaque systeme d’équations intégrales (I) nous {erons correspondre
un systéme d’équations intégrales linéaires (I'), appelé systéme de com-
paraison.

(1) Ces équations sont & limites wariables comme celles dites de Volterra éludides systé-
matiquement par ce savant (Al dell’ dccademia di Torino, t. XXX, 1896; Annali di
Mathematica, 2°¢ série, t. XXV, 1897).

M. Le Roux I'avait précédé dans cette voie, en étudiant incidemment de telles équations
dans sa Thése ( Annales de I’ Lcole Normale, 18¢)5, p. 244. Voir aussi Travaux scienti fiques
de U'Université de Rennes, t. VII, 1908).

Dans les équations du type Volterra, les facteurs des noyaux sont finéaires par rapport
aux fonections inconnues. Lapplication des équations intégrales (non linéaires telles que
celles considérées ici) aux équations différentielles a été signalée el leur étude faile pour
le cas le plus simple dans un article du Bulletin de la Société mathématique de France,
1910, p. 144. :
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Les inconnues et les ¢quations de (I') correspondront aux inconnues
et aux équations de (I); les intervalles d'intégration intervenant dans (I')
comprendront les intervalles relatifs aux intégrales correspondantes
de (I) et pourront étre plus étendus. Les expressions linéaires figurant
dans (1) sous les signes f seront 4 coefficients positifs, ces coefficients

étant supérieurs en valeur absolue aux dérivées correspondantes (ou
aux coefficients de Lipschitz) des expressions correspondantes de (I).
Enfin les premiéres approximations de (1) seront supérieures en valeur
absolue aux premiéres approximationsde (I); les approximations suc-
cessives de (I') iront en augmentant avec leur rang. Leur convergence
étant établie, il suffira de s’assurer que les différences entre les appro-
ximations de rang ¢ et celles de rang i —r1 sont pour (I) inférieures en
valeur absolue & ce que sont les différences correspondantes pour (I').

Cette dernitre vérification étant immédiate, nous nous contenterons
le plus souvent d’indiquer la formation du systéme de comparaison et
de montrer la convergence de ses approximations successives.

4. Pour éviter des longueurs d’écriture et desindices trop nombreux
nous examinerons en détail le cas de £ = /A =1; le raisonnement étant
manifestement général il suffira d’énoncer les résultats lorsque £ et 2
seront quelconques.

Considérons donc le systéme différentiel

dx :

— T —— . ) P

de T lre +1 ('l:}’,l),
(9) Ay

';it— o I)l._y -+~ Q (“I"J,? t).

Les équations intégrales de comparaison que nous rencontrerons dans
son étude se présentent naturcllement quand on considére les solutions
conslantes des ¢guations linéaires

dX
10
%—1—[- = mY—e(X+Y)-+ mb,

comme fonctions de c. Les coefficients [, m, ¢, a, b sont réels, positifs et
constants.
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Ces solutions constantes vérifient les équations

EMILE COTTON.

IIX—a)=m(Y—b)=e(X +Y),

qu’on résout en les écrivant

X—a Y—b X~+Y a-+b
(x1) —_ — —_
I 1 1 I I I
’ 7 m € € (7 + m)
Les solutions cherchées
. a-+b c
- { (] TN
(12) ~(i+ %)
12
Y=—=0+ .(_l._i—_ﬁ — ,
mn 1 T
f—t( = 4 —
(l /n>

sont développables en séries entiéres en ¢, pourvu que

(5

!

1
.‘_ —

”m

-

)<

Nous supposerons cette inégalité véritice.
Ecrivons ces développements :

(13)

a-+b a-+b /1 1 a-+b .
X=t+ ————t 4 ———? = - — ) ... !
(14) { { { m, ] ‘
14
a-+b a+b /1 1 a-+0b
=b + - e*| — ) .. gt
! mn m l m m

fy
l

J

A

1
mn

-1
) e
-1
)

I
mn

Désignons par X, Y; les sommes des ¢ premiers termes de ces séries,

par AX; et AY; les différences X; — X;_,, Y;— Y;—,; no
X Y, AX,;, AY, sont positifs.

us voyons (que

D’autre part, les solutions constantes de (10) vérifient les équations

intégrales
4
X::a+s/ ele= (X +Y)da,

(15) Y
Y=0+c¢ /. e o= (X +Y) do,

" L
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car on a, [ et m étant positifs,

t
(16) f e!13%=0 do — ZI—,

Appliquons au systeme (15) la méthode d’approximations succes-

o
e -miv-t) dOC — _l_,
¢ n

sives en prenant

Y, =0,

= a,

et d'une facon générale

! £

S —:‘(_::: a--:¢
(17) e Y
— e-m(a-t) (X[——l —+ Y[._i‘)da-

Y, = b4¢

o/

L
/' elte=0 (Xl + Y, ) dz,
[

Ces approximations X;, Y; sont identiques aux précédentes X;, Y;, car
onaX, =X, Y,=Y, ctlesrelations de récurrence qu'on déduit de

Y;“ Y-y Xir— Xio+ Yy — Yo
2

- 1

(16) et (17)
Ni—Xi

18
(18) p
) m
sont bien vérifices aussi par X;, Y.

5. En modifiant les limites des intégrales et les termes qui les précédent,

nous déduisons des équations (15) les équations suivantes

N()=a(t)+e [ e D [X(a)+ T (a)]da

(19) ;
N(&)y="5(¢t) +ef

Supposons les fonctions « et b bien définies pour ¢ >¢, et de plus

e~ MA-O[Xe(a) + I (a) ] de.

o<Z(£) <a,
o< b(t)< b, '
61

|

(20)
Ann. Ee. Norm., (3), XXVIII. — Novesers 1911,
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et appliquons la méthode d’approximations successives :

: Ny () =all),  Fi(H)=1D(e),
(21) N () = (4 + f 0 [ (o) - 5 ()]
Fi()="0b(l)+¢ [‘we-"h’“—” [Ny (&) + iy (a2)] de.

En comparant de proche en proche ces approximations a celles
du numéro précédent, on voit que Ny N et leurs dilférences
AN == Ny— Ny, Ay;=5,— 5;, sont, pour ¢>¢,, bien définies,
positives et respectivement inféricures & X;, Y, AX;, AY,. Cela tient
aux inégalités (20) et & ce que Pétenduc de 'un des intervalles d’inte-
gration est moindre pour les formules (21) que pour les formules (17).

Done x; (¢) et () tendent wuniformement vers des limites X-(t)

et 5(¢) solutions des équations intégrales (19); on a de plus

0< N (l) < il - iﬁ~;.ff -

(22)

m (l I
1 __.E — i ——
) m

Les soluttons ainsi trouyées sont les seules possibles pour les cquations
iniégrales (19). En effet s’il en existait d’autres X7 (¢), 5°(¢) les diffe-

rences
e . E (L) == N\ — A\, W) =5 —2,
vérifieraient

vy

ol
s E(t)=e el#=0 | E(a) - H(a)| da,

(23)

-

’ ll(t)::s/.' e ma-0[E(a) - ()] da

et, par suite, le systeme différentiel

iz
dt
dll

o mll — (= - ).

e (B e (2 1D,
(24)
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L’équation caractéristique
pi-p(l{—m)—Im+e(l+m)=o

a ses racines réelles et de signes contraires, & cause de 'inégalité (13).
Comme H doit, d’apres (23), s’annuler pour ¢infini positif, la racine
négative seule peut figurer dans = et H. Mais E s’annulant pour ¢ = ¢,
le coefficient de exponentielle restante est nulle, Z et H sont identi-
quement nulles, ce qu’on voulait établir.

On peut évidemment ¢tablir de laméme facon I'existence de solutions
pour d’autres systemes d’équations intégrales, par exemple pour celui
qu’on déduit de (19) en y remplacant + o par ¢, > £, ou encore pour
le systéme

t
X () =N (¢) + sf el(%=t)  [No(a)+ F(a)] da,

() =50 e [ om0 [ (o) 4 3 ()] do

s

ou ., et 2y, sont des fonctions continues et bornées pour toutes les
valeurs réelles de ¢. En prenant par exemple

4 + e
A\'-y.:f el#0 g () de, ;71:/ e=@=0 J(a) de,
—_— 13

o(t) et Y(¢) dtant bien definies continues et bornées pour toutes les valeurs
de t, on voit que le systéme differentiel

A YY) +

= =— N 4 (X + )+ o(t),
(26) Y —

Ay oy ey !

- =3P e(N 4+ ) —di(¢)

admet une solution restant bornée quel que soit t, dés que e satisfait & la
relation (13).

La méthode des approximations successives appliquée aux équa-
tions (25) donne cette solution sous forme de séries entiéres en .
Ces séries sont & termes positifs si les fonctions o et ¢ sont positives.
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6. Revenons au systeme

dz N
o) ?l,-[—__.——lx—i-l (z,y,t),
9

dy

P =My +Q(z,y,t).

Si P et Q sont nulles, ce systéme admet une famille & un parametre
de solutions asymptotiques & zéro pour t = + ». Nous allons voir qu’il
en est ainsi dans le cas suivant.

Admettons que P et Q satisfassent aux conditions que voici :

1° Pour
tZt, |x|<A, |y|<A,

ces fonctions sont bien définies, continues, admettent des dérivées par-
tielles (*) par rapport & @ ety, dérivées continues et inférieures en

valeur absolue &

I s
rsque @ el y s 5 (2).
——lorsque @ et y sont nuls (*)

17 m
On peut donc déterminer o << A, tel que pour |«|Za, |y|Z0 ces
dérivées soient inférieures en valeur absolue & un nombre

w

1

e — .
LTINS
{ nm

2 P (0, o, ) ct Q (o, 0, ¢) sont nulles.

Observons que si |«|, ||, ||, || sont inféricurs & o on a

$ lP(.’(’,_y,A)———P(x’,[)“’,l)[<E,‘[17——:L"l—{>-ly—-—y/[;,
{ IQ(“I‘,)’J)"Q(-’lf’,)’/’/)l<5H"L'“-"'Ii’*‘|}"“.7’

w

(27)

I
p*

De plus ces inégalités montrent que P et Q sont bornées pour

|z| < a,|yl<<o(onfait &’ =y = o).
Considérons les équations intégrales correspondant aux solutions

(') L’existence de ces dérivées el a fortiori leur continuité ne sont pas des hypothéses
essentielles ; mais 'énoneéd des hypotheses sur les coeflicients de Lipschitz qu'il faudrait
faire A la place de celles-ci, entrainerait des longueurs inutiles.

(2) On traduit ceci en langage ordinaive en disant pour > ¢, P et Q varient lentement
au voisinage de z =y =o.
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de (9), asymptotiques i zéro pour ¢ = + ==,

S x(t)=dvellt=t,) | [ e'@=  Plz(«), y(a), ] da,
(28) .
) y()= — [ e~ "*-0Q[z(x), y(a),a]da.

!
Supposons [ ] assez petite pour qu’on ait
]:ﬂ«) l I - £ !

lx—* 1+1
“\ 7 m

€ I

m I 1
I—E&| =+ —
{ m/)_

Ecrivons les équations intégrales de comparavson

<o,

(29)

l oo l < G.

f !
()= [ fetet s [ o0 [N () + 5 ()] doy
.~ /U

(30) o
(L) = ef e~mE=0I N, (a) + & ()] de.

Elles appartiennent au type (19) dont elles se déduisent en faisant
a(t)y==|d[e~lt=t),  B(t)=o.
Prenant comme premieres approximations, pour (28),
2, ()= Ne =), y (t)=0
et, pour (30),
';\‘"l ([) e l q,'\.; IC'AI“ ‘l"),ﬁ] (l) == 0,
et calculons les approximations successives par le procédé habituel
L
Zpyy (8) =M l-t) 4 [ ello=t) Pl (a), ¥i(e), o] de,
Ju,

Yy l(£>:':' e

Nous avons, pour (> {,,
!P(.Z’l,_)'“ t) [-‘:i P(xl, }’17‘)"‘1)(0; 0, t)|<€[l‘rl l -+ l)’l I]:s("\;l_l':j‘t)?
[Q(zp y1 )| <e(Ny+ T1),
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ce qui montre que ,(7), y»(¢) sonthien définis et que v, —,|, [y, — x|
sontinférienrsaAn, — N, 5y, — 5,. On en conclut que |, |, | y.] sontinfe-
rieurs d &, iy solutions de (30) et par suite [inégalités (22)] aux premiers
membres des inégalités (29), donc aussi 4 o. Cela permet d’affirmer
Iexistence de z, y,.

Plus généralement, ayant établi 'existence des approximations

1y Lo, PN D

.:Vh J’zs I ) )'iv
et le fait que les différences

To— Ty, Xy— Tgy .oy Xi— Ty,

yz'—"_)/n _)’11"_,),27 ] yi'—‘),iol,

sont respectivement inférieures en valeur absolue a

L]

Nog— oy, Nog— oy, L, N Ny,
32_:\7’13 :Y.'}"":,Y‘D KR ] :Yt'_:yl'—lz

on peut aflirmer que |x;|, |y;| sont inférieures & o.

Done P(z;, v, )Q (z;, vy 8) étant bornées et continues, Tu(s Yo
existent, et en écrivant les intégrales donnant w,, — x;, Yiov— Yo
on voit en utilisant les inégalités de Lipschitz (27) qu’on a aussi

(31) | @iy — 2 | < Nopg — Ny, | Yirr— ye| < Fewr— e

L’existence de z;, y; et les inégalités (31) sont ainsi établies pour
toutes les valeurs de .

Il résulte (n° 3) de cette comparaison que les approximations succes-
sives x; (L), y; (¢) tendent uniformément vers des limites x (1), y (t),
vértfiant les équations intégrales (28) et les équations différentielles ().

Ces solutions sont asymplotiques a z€ro pour t = .

(Cest évident pour y (¢), d’apres les ¢quations (28); pour « on le
voit en observant que |« <X, et que ~ limite d’une suite uniformé-
ment convergente &, ..., %, ... de fonctions asymptotiques & zéro est
lui-méme asymplotique & zéro.

On pourrait d’ailleurs calculer & et 2y comme solutions d’un systéme
d’équations différentielles linéaires & coefficients constants et vérifier
qu’ils sont asymptotiques & zéro pour ¢ = + .
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On observe que les solutions x et y dependent d'un parametre
variable ., valeur de . pour ¢ = ¢,.

7. Nous avons supposé dans ce qui précéde que P et Q s’annulaient
quel que soit £ pour 2 =y =o. Cette hypothése 2° n’est pas néces-
saire pour ¢tablir la convergence des approximations successives, mais
si elle n’est pas remplie les limites de ces approximations ne sont
plus nécessairement asymptotiques & zéro.

Les hypotheéses 1° restant valables, désignons par M une iimite supe-
rieure de |P (0, o, t)], |Q (0, 0, £)| el substituons aux équations (28)
les suivantes

v
2 (f) = doe-lli—t) f a0 P (o, 0, )der
[()

e
+/’ /=0 [P [ () y (@) ] — P (0, 0, @) | da,

(32)

o

y(L)== ——f emE=t () (o, 0, a)de
{

e
— [ et QL @), y(@), @] — Q(o,0,0)| e
{

On peut alors prendre, comme équations de comparaison, les équa-
tions obtenues en faisant dans les équations (19)

- M - M
- —{(t— __
a(é)»«T—}—[Jlole (t=ty), b(z)__;.i.
Le raisonnement établissant la convergence sera valable si les équa-
tions de comparaison admettent des solutions asscz petites. D’une

facon plus précise si

[lnfbl <l — i) - MJ _‘_I"__'_ < gy
m / 1 [
: 1——5(-— + w)

{ m

3:
( 3) ’m\nla—{—M I

m (1 1)
I—E&( - -+ —
{ m

Pexistence de solutions pour les équations (32) est assurée. Donc :

<o,
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St les conditions 1° sont réalisées et st P(0,0,t) et Q(0, 0, t)sont asses

pelits en valeur absolue, les équations (9) admettent une famille @ un
parameétre de solutions restant bornées pour t = 4+ ».

Il est bon de noter qu’on a ainst toutes les solutions de celte nature.
D’une facon plus précise il ne peut exister qu'une seule solution z(¢),
y(2) de (9), telle que x(z,) = &, que x et y restent pour £>>¢, plus
petits que o en valeur absolue.

En elfet s’il existait deux solutions de cette nature a,(¢), v,(¢)
et x,(¢), y.(¢), on aurait, en retranchant membre & membre les ¢qua-
tions correspondant a (32),

zy(¢t) ——xg(t):f el 0\ Pl (a), yi(a)]—P [z (), ya(a]|da,

yi() —ya(£)=. ...

Posant z, — z, =%, y, —y, =1, nous écrirons

20y = fe’\““”[n(a)'g(a)~i—-1rl(a)'n(a)] de,

0

"‘“):‘/m"“”““"” [(e) & (@) + 1 (o) m(@)] dets

op JQ
AR
dont la valeur absolue est inférieure & o, sont inférieurs en valeur
absolue 4 e. Dés lors, en désignant par 2 et H des limites supérieures
de £ et n, on a d’abord

T, Ty, % %, quisont des valeurs de pour des arguments

W
2] < (B + u)/ ¢a=0 do < 5 (E + 1),

Ly

) .
remplagant = et H par ces nouvelles valeurs il viendra

. 4+ H 1 1 2+ H 1 1
l€[<——'—2——€’<7+-’)—1’>7 [n]< 52<7+7—)’

m m
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et ainsi de suite, on aura, quel que soit p,

, =4+ H 1 )1"‘ Z+H 1 1 \r-t
G el =« <7+7;?, ’ I”I<T°’<7+E> '
I P
Or £<7 + ;%) <1, on en conclut 5] =] = o. C. Q. F.D.

Comparons deuzx solutions du type éudié, des équations (9) z, ¥4,
Ty, ¥, correspondant a deux valeurs A, -\, de la constante arbitraire A .
. C e o Ry . . . ’
Leuars différences £, v vérifient des équations intégrales de la forme

L7

Bl — e 100 [ et 07 (a) E(a) 4w () £ ()] d

Uli)
o
(s [ [x() £ + (o) S ()]
<y
[, |75 | 2], [#,] ¢tant inférieurs 4 e. Donc || et || sont inférieurs aux
solutions ’un systéme (1) ot 'on aurait

;;( l) v | Ay — »'\uz ](‘”"[("‘[u), Z( t) == 0.

Ces solutions sont asymptotiques & zéro; donc x, est asymptotique
aw, el y,est &y, pourt =+ .

Le méme raisonnement qui a servia établir existence d'une famille
de solutions bornées montre que les équations (¢) admettent un systéme
de solutions bornées pour toutes les valeurs de t st quel que soit t les condi-
tions 1° sont réalisées, et st en outre [P (0, 0,2)|, |Q(0,0,t)| restent infe-
rieurs a M tel que

(35) M_ oo M___ o

4 I I m I I
I—;<7+'”—z) l'—-c(.z“‘}“m')

Il sulfit pour le voir d’étudier les équations se déduisant de (32) en y
faisant A = o ¢t z,= — sc. Il ne peut d’aillecurs y avoir qu’un scul
systeme de celte nature, le raisonnement fait plus haut s’appliquant
encore pour f = 0, {, = — *.

8. Nous avons supposé m > o. Cette hypothese semble essentielle
pour ¢tablir les résultats dun®7 si on ne modifie pas les hypothéses 1°
du n° 6; mais il n’en est pas de méme pour les résultats du n° 6. En

Ann. Ee. Norm., (3), XXVIII. — NovEMBRE IQLT. 62
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effet, nous allons montrer qu’en supposant {> o0, m = o, et les hypo-
théses 1° el 2° (n° 6) vérifides, les équations (1¢) admettent toujours une
Jamille de solutions asymplotiques a séro pour t = -+ ».

Il nous faut pour cela étendre un peu les résultats antérieurs (n° 4
et 5); nous nous contenterons d’énoncer les propositions, le raisonne-
ment étant analogue & celui du n° 4.

Le systéme différentiel

LX X e (X )+ (L — r)ae,
(10 bis) ‘
% ==mY —e(XN+Y) —(m~+r)be ",

our,l g, a, bsontdes constantes llmsitivos, mune constante pnsitivc
ou nulle, admet une solution de la forme

(l 2 bLS) X o= w‘(0(3"", Y = Y()e "‘,
x,, ¥, ttant des constantes données par

(11 bis) X"_a‘_ Yo— 0 Xo+Y, b

I o [ T 1 \ 1
{—r m--e i3 g [ —r m~-r

Ce nombre 7 nous permet, on le voit, d’éviter les dénominateurs
infinis anxquels conduit la théorie antéricure, lorsque m = o. Si nous
Sll[)l)()HOHS

o< r<li,
(13 bis) I 1
E(x_,-+m><"

les fonctions (12 bis) solutions de (10 bis) sont développables enséries
entitres en e uniformément convergentes pour ¢>>£,; ces séries
sont & termes positifs; soient X;, Y, les sommes de leurs 7 premiers
termes.

Les fonctions X, Y vérifient le systeme d’équations intégrales

. 4
X(¢)=ac "+ ef e'e=  [X(a) + Y(a)] de,
(15 Dis) :w
Y(t)=ber+ Ef e me=0 [ X (o) + Y ()] dex,

{
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et peuvent étre obtenues en résolvant ce systéme par approxima-
tions successives, les premicres approximations étant X,= ac ",
Y, = be™". Les approximations de rang ¢ sont d’ailleurs les sommes X,
Y; dont il vient d’&tre question.

De ces résultats nous déduisons 'existence de solutions pour les
¢quations intégrales suivantes, qui serviront d’éguations de compa-
raison pour les équations (28) correspondant au systéme différen-

tiel (9),

S"\:(l):;;(l)_lrs/' 0 N (@) 4 Y ()] da,

(19 bis) o

( N()=0(¢) + a/ e mE=OIN () 4 Y (a)] d=.

Dans ces équations a(¢) et b(¢) sont des fonctions définies
pour ¢>>¢,, positives ct telles que les produits a(t)e™, b(t)e'* sont
bornés.

On peut alors raisonner comme au n° 6; si les hypothéses 1° et 2°
sont vérifiées, I'inégalité a(% + 7;3><I étant toutefois remplacée

1 1
par E(:T + n - r
pour t =+ w est établic pour le systéme (q), lorsque [ est positif et m
positif ou nul.

On pourrait aussi étendre les résultats du n® 7, mais il ne suffit plus
de supposer P(0,0,¢),Q(o0, 0, ) bornés, il faut encore, d’apres Uétude
qui vient d’étre faite des équations (19 bis), admeltre existence
d’un nombre positif » tel que les produits P(o, o, )¢, Q(o,0,1)e™
restent bornés pour £>¢,. (On peut toujours remplacer » par un
nombre positif 7/ < r et par suite supposer r< /).

) < 1, lexistence des solutions asymptotiques a zéro

9. Les raisonnements précédents s’étendent manifestement au cas
ou il y a plus de deux équations; on peut donc énoncer pour les
systemes (5) dun® 1 des résultats analogues & ceux qui viennent d’étre
établis.

Silesfonctions P; et Q,satisfontd des conditions analogues aux condi-
I

. R . I
tions 1°, ott 'on remplacerait —— par

1 I 1 1
7—]—7)-1' [—1+...+/—/:+’I‘”—l+...+;l—/:’
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I
I I

-—l——+...—+—l, + 4+

L—r -—r my —+r 7n7—+—_1-
nul, si de plus les fonctions P;(0,0,...,0,t), Q;(0,0,...,0,¢) sont
toutes nulles, le systéme (5) admet une famille a k paramétres (') de
solutions ., ..., Tyy Vis ---» Vi toules ces fonctions élant asymploliques
a@ zéro pour t = + ». On élend de méme les résultats dun® 7.

Nous avons dit (n® 1) qu’on pouvait ramener a la forme (5) les
¢quations (1) au moyen d’une substitution linéaire & coeflicients réels
et constants, des que les racines de 'équation caractéristique (3)
¢taient réelles et distinetes.

Lorsque les racines de Uéquation (3), sans élre toutes réelles, sont
encore distinetes, on peut ceffectuer encore la véduction i la forme (5)
par une substitution linéaire dont les coelficients sont fonctions de ¢,
mais sont néanmoins réels el bornés, le déterminant de la substi-

si 'un des m est

ou par

tution ¢lant dilférent de zéro.

Nous admettrons que, s’il v ades racines imaginaires, on peut trouver
une substitution lind¢aire a coeflicients constan(s (*) ramenant( les équa-
tions (1) & des ¢quations du type (5) ot -+ A <n et i des couples
d’équations telles que les suivantes, olt et g sont des constantes,

u
S TR g - me 4 U,
36 '
(36) dy ,
7ol -+ gy 4+ V.
La transformation
(37) S == u' cosml 4 ¢ sinwe,
.)"/' .

| ¢ u sinmt + ¢ cosme

amene le systéme (36) au suivant

lu'
| G =g v,
(38) )
dy! , .
o7 eV,

(1) On peut supposer naturellement qu'il n'y ait pas de nombres s ; toutes les solu-
tions de (5) sont alors asymploliques & zéro pour ¢ ==,

(%) Foir, pour la bibliographic, la page 16 du Mémoire cilé plus loin ( p. 498) de
M. Bohl, et en outre un Mémoive de M. Sauvage (Annales de I Feole normale, 1891).



SUR LES SOLUTIONS ASYMPTOTIQUES DES LEQUATIONS DIFFERENTIELLES. 493
ou
U'=Ucoswt—Veinant,
V' =Usinwt + Vcoswi.

Le systéme (38) est formé d’équations du type (5) dont I'étude a été
faite antérieurement. On notera que le coefficient g est égal a la partie
réelle commune aux dewr racines imaginaires conjugudes de Uéquation
caractéristique qui correspondent aua variables u, ¢.

I est évident que, en ce qui concerne 'existence, la continuité et la
grandeur, Ies fonctions U’, V' jouissent de propriétés analoguesaUetV.
Enrésumé, nous pouyons considérer comme faite U'étude du cas ou ! équa-
tton (%) n'a que des ractnes simples. .

10. Reste & examiner le cas ol cette équation a des racines multiples.
La transformation des ¢quations (1) en des ¢quations du type réduit (5)
peut alors ¢tee impossible. Mais on utilise une forme réduite moins
simple pour laquelle on va cependant, comme nous allons le voir,
développer une théorie analogue & la précédente.

Nous supposerons, pour simplifier, qu'il'y a trois équations et qu’il
s’agit 'une racine double, nécessairement réelle, nous admettrons
qu'elle est négative, l'autre étant positive. Lorsque la réduction a la
forme (5) est impossible, on emploie la forme réduite suivante

({’c, ~ \ Y[ . - - 3
A le+P(x,y,5,t),

. { .
(39) %:x.‘ Ly 4 Q(z,y, 5, 1),
ds .
o msz -+ R(x, y, 5, ).

Toute intégrale de ce systéme définie dans un intervalle,¢, satisfait

aux ¢quations intégrales

!
& (L) = Mgt -} f elz= Pla(a), y(a), 3(a), o] de,

i,

l

y(L)y=dulet+he "+f et Qlu(a), y(a),s(a), o] d
ly

(40) L -
+f elle—0(t —a)P[z(a), y(a),s(e), a] da,

!y
s(L)=2em — [ emmin=t) Rz (), y(a), s(«), o] da.
W
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Pour étudier les solutions asymptotiques & zéro on prendra ¢, = + o,
e =o. Comme précédemment l'existence de ces solutions s’établit
facilement par I'emploi d’un systéme d’¢quations de comparaison
analogues aux équations (30) et dont 'étude se fait clle-méme par
comparaison avec le systéme suivant, analogue au systeme (15)

X(e):—.aﬂf E-0[X (&) + Y() + 7 ()] dlex,
Y(z):b+sf =0 X () 4+ Y (o) 4 7 ()] dor

(1) ;
+ e/ a0 (¢ — o) [X (o) + Y (o) -+ Z( )] dlo,

B
L) =c + sf e=n@=0[X (o) + Y () + %()] de,
4

ou «, b, ¢, e désignent des constantes positives. Ce systéme admet une
solution particuliére formée de constantes vérifiantaussi les équations
différentielles

X , . , .
(fz—z:‘ (X —a) + (X + Y +7),
dy , ,
T == WY =0+ (X—a) + (X + Y - 7),
-Zg: = m(h —c) —e(X -+ Y+ 7).

Ces constantes sont données par

7Y e iy B (Y —0)
E(X+Y+L)_1(X—(c)_z7z(L—c)_——I—_l:——l—-—,
d’ot
X—a Y—0b J—c X+4+Y+7 a+b+c
[ Y T 1 —i.._('_i_’_ﬁ:_l_* '
T F m : c=(7 v )

x, y, = sont développables en séries entiéres en e si ¢ n’est pas trop
grand. Ces séries sont & termes positifs; on vérifie facilement que les
sommes de leurs ¢ premiers termes sont identiques aux approxima-
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tions de rang ¢ quand on applique au systeme (41) la méthode des
approximations successives.

Par la se trouve établie, moyennant des hypothéses convenables
sur P, Q, R, I'existence pour (39) de solutions qui sont pours =~
bornées ou asymptotiques 4 zéro, suivant les hypothéses faites.

On raméne le cas de racines imaginaires multiples au cas des
racines réelles multiples par des substitutions analogues & celles
dun°9.

11. En résumé, nous avons étudié un certain nombre de formes
réduites auxquelles on peut ramener, par une substitution linéaire
convenable effectuée sur les fonctions inconnues, les équations du
type (1).

En observant que cette substitution transforme linéairement les
seconds membres L;, et par suite que les hypothéses analogues i celles
des n° 6 et 7 sur ces seconds membres entrainent des hypothéses de
méme nature sur les équations réduites, on peut énoncer les proposi-
tions générales suivantes :

Consideérons les équations

(L’J,‘
ra

(r) — Mgy —. o —hysy=Li(5, ..., 5, ¢) (i=1,2,...,n),
ou les \ sont des constantes, les L; des fonctions satisfaisant aux condi-
tions que voict : Pour

(D) t<<t, |aml<Z  |sm|<Z ... |Ea|<Z,

ces fonctions sont bien définies, continues, admettent par rapport auwx
variables s des dérivées partielles elles-mémes continues ; de plus lorsque
tous les 5 sont nuls ces dérivées sont inférieures en valeur absolue a un
nombre positif o qui peut étre delerminé en fonction des seuls coeff-
cients A.

[. On suppose toutes les fonctionsL;(0,0,...,0,%) nulles. Lesystéme (1)
admet alors une famille de solutions z,, ..., 5, toutes asymptotiques
4 zéro pour ¢ = + . Cette famille dépend d’un nombre de constantes
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arbitraires au moins égal (') au nombre des racines & partie réelle
négative de I'équation caractéristique (3).

II. On supposeles fonctions L;(0, 0, ..., 0, £) non nécessairement nulles
mais seulement infericures en valeur absolue a un nombre g' qui peut
étre déterminé quand on connait les A et un systeme d'inégalités

. C S P . : -
traduisant la continuité des dérivées 3 dans le domaine (D). On admet

de plus que ’équation caractéristique (3) n’admet pas de racines nulles
ou a partic réelle nulle (*),

Le systtme admet alors une [amille de solutions restant bornées
pour ¢ =+, dépendant d’un nombre de constantes arbitraires égal
a celui des racines de I'équation caractéristique & partie réelle néga-
tive. Ces solutions sont asymploliques les unes aux autres pouar
{ = + . ‘

On aurait naturcllement des résultats analogues pour £ = — = (en
modifiant en conséquence les hypothéses précédentes). ’

IN. Enfin, si les conditions précédentes sont réalisées en prenant
ty = — oo, le systéme admel une solution restant hornée pour (outes
fes valeurs de ¢.

12. La notion de solutions asymptotiques & une solution donnée
d’un systéme différentiel est due aux admirables travaux de M. Poin-
caré (*). Un changement de variables ramene le cas général au cas des
solutions toutes asymptotiques i zéro.

M. Poincaré étudie les équations de la forme (1) ot les coefficients
sont fonctions périodiques de ¢. Par un changement de variables il les
réduit & des équations de méme forme ow les %;; & indices différents
sont nuls, les A; étant constants. Dans ces équations réduites, il

(1) Si I'équation caracléristique a des racines nulles ou & partie réelle nulle, le premier
nombre peut surpasser le second (wvoir des exemples plus loin, Chapitre 1L).

(#) Dans le cas de racines nulles ou & partie réelle nulle on peut cependant énoncer
des propositions analogues & Il pourvu que les fonctions L;(0, 0, ..., 0, ¢) soient inféricurcs
en valour absolue & des fonctions posilives convenablement agymploliques 4 zéro.

(3) Courbes définies par une équation différenticlle, Chap. XIX (Journal de Liouville,
4¢.série, t. 2, 1886 ; Méthodes nouvelles de lu Mécanique céleste, t. 1, p. 335).
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suppose les seconds membres L fonctions analytiques et périodiques
de 7, ct fonctions analytiques des = s’annulant ainsi que leurs dérivées

M. ()[J
premiéres — pour 5, =... =z, = 0.

M. Poincaré développe les solutions des équations réduites en séries
entieres parrapport aux expressions A, ¢”, convergentes siles modules
de ces cxpressions sont assez petits; en ne conservant que les A; cor-
‘respondant aux A & partie réelle négative, ila une famille de solutions
asymptoliques & zéro pour ¢ = —+ 0.

La démonstration de M. Poincaré a ¢t¢é modifiée et les résultats ont
¢té généralisés par M. Picard (') quia fait des hypothéses moinsrestric-
tives sur la facon dont les L dépendaient de ¢.

M. Liapounoff (*) a donné des résultats plus généraux encore, sur
lesquels nous reviendrons bientot.

Dés & présent nous pouvons dire qu’ils se rapportent & des équa-
tions de la forme (1), mais ot les A sont des fonctions continues et
bornées pour ¢ >¢,. Les L jouissent de propriétés analogues en tant
que fonctions de ¢, mais ils sont toujours fonections analytiques
de =, ..., 5, el s’annulent ainsi que leurs ddérivées premiéres
pour z, =...= %, == 0.

Apres avoir défini une suite de nombres, qu’il appelle nombres
caractéristiques (*) (voir plus loin n° 14) et que nous désignerons
par — gy, — @y, -+, — g M. Liapounoff forme des développements
en seéries entitres (4 coefficients fonctions de ¢) par rapport a celles
des expressions o;e®*% qui correspondent & des g; a partie réelle
négative; les e sont des constantes de valeur absolue assez petite, ¢ est
positif et assez petit Ces développements, dont il montre la conver-
gence, donnent bien des solutions asymptotiques 4 zéro.

Les résultats énoncés dans la proposition I du n° [, plus généraux

(1) Traité d’Analyse, t. 111, Chap. VI

(2) Probléme général de la stabilité di mouvement publié en 1892 en langue russe,
dans les Mémoires de la Socidté mathématique de Kharkogw. Une traduction francaise de
ce travail, due & M. E. Davaux, a 6t6é publiée en 1907 dans les Annales de la Faculié des
Seiences de Toulouse (2° série, t. 1X). Poir aussi le Mémoire de M. LiarouNorr, Sur
Uinstabilité de Uéquilibre... (Journal de Mathématiques, 5° séric, t. II[, 1897).

(3) Ces nombres caracléristiques sonl égaux aux parties réelles changées de signe des
racines de 'égualion earacléristique lorsque les X sont des conslanles.

dnn. Ee. Norm., (3), XXVUIL. — NoveMmnge 1911. 63
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que ceux de MM. Poincarc et Picard & cause des hypotheses plus larges
faites sur les L, paraissent moins étendus que ceux de M. Liapounolf,
puisque nous supposons les A constants.

Nous démontrerons plus loin les propositions de M. Liapounoff en les
généralisant un peu; pourle moment observons qu’en ce qui concerne
les systemes appelés réductibles par M. Liapounoff, ¢’est-a-dire les sys-
temes qu’'on peut ramener a la forme (1) avec des A constants, la propo-
sition I donne des résultats plus complets & cause des hypotheses plus
larges sur les L.

C’est dans un important travail (*) de M. P. Bohl qu’ont é(é énoncées
pour la premiére fois les propositions II et II indiquées ci-dessus.
Les hypothéses de M. Bohl sont & peu pres celles faites plus haut; la
méthode suivie est une méthode qualitative (*) basée sur le signe
constant que prennent certaines fonctions des s lorsqu’on y remplace
ces variables par des solutions du systéme (1).

Aprés avoir ainsi établi Pexistence des solations bornées du
systeme (1), M. P. Bohl donne, pour les représenter, la méthode
d’approximations successives indiquée plus haut, mais il utilise ses
premiers résultats pour établiv la convergence de ces approxima-
tions.

Notons que le théoréme IT, dic a M. Bohl, comprend comme cas parti-
culier le théoréme I sur les solutions asymptotiques a zéro. La démonstra-
tion de ce théortme I par la méthode qualitative de M. Bohl suppose
toutefois que I'équation caractéristique correspondant an systéme (1)
n’a pas de racines i partie réelle nulle.

En définitive, dans les pages précédentes, ¢’est la méthode (*) qui

(1) Sur certaines équations différentielles d'un type général wiilisable en Mécanique.
Une traduction fran¢aise de ce Mémoire publié en rgoo & Dorprat en langue russe, due &
M"e Tarnarider, a 616 insérée en 1910 dans lo Bulletin de la Société mathématique de
Irrance (L. XXXVII).

(2) Cetle méthode, dont M. Poincaré avail déjd fait usage dans ses Mémoires sur les
courbes délinies par une équation différentielle ( Jowrnal de Mathématiques), a 6té uli-
lisée pour I'élude de linstabilité de I'équilibre (travaux de MM. Liapounoff, Hadamard,
Kneser, Painlevé, cle.).

(3) Poir ma Nole, Sur les solutions asymptotiques des équations différenticlles ( Comptes
rendus, féyrier 1g10). Celte Note a paru avant la traduction francaise du Mémoire de
M. Bohl.
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est nouvelle. Elle s’applique a des cas moins ¢tudiés que les précé-
dents. Nous avons cru toutefois devoir exposer d’abord avec quelques
détails les démonstrations simples qu’elle donne de résultats connus,
& cause de I'importance méme de ces résultats, que les indications du
numéro suivant mettent en évidence.

13. Indiquons rapidement quelques exemples tirés de la Méca-
nique.

Le plus simple concerne I'existence de mouvements asymptotiques
@ une position d’équilibre instable pour un systéme holonome & liaisons
indépendantes du temps ou il ya une fonction de forces U; la non-exis-
tence d’un maximum de U se reconnaissant par les termes du second
ordre U, du développement de Taylor correspondant & la position
d’¢quilibre; le nombre des carrés positifs de U, donne le nombre
de paramotres dont dépendent les mouvements asymptotiques consi-
dérés (*).

M. Bohl (*) a donné une extension intéressante a ces résullats.
Considérons un systéme analogue au précédent (*), mais soumis d
d’autres forces dites perturbatrices dépendant des positions, des vitesses
et du temps. Si ces forces ont des intensités assez petites et varient
assez lentement avec les positions et les vitesses au voisinage de la
position d’équilibre et des vitesses nulles, il existe une famille de
mouvements oi le systéme reste (pour ¢ tendant vers + <) a distance
finie, les vitesses restant petites. Ces mouvements dépendent d’un
nombre de paramétres égal & celui des carrés positifs de U,; ils sont
tous asymptotiques les uns aux autres pour ¢ =+ . Si de plus les
forces perturbatrices sont définies, quel que soit ¢, et satisfont encore
aux conditions précédentes, on peut établir Uexistence d’un mouve-

(1) On peul élendre eeci au cas ol il 0’y a pasde fonclion de forces, les forces dépen-
dant de la scule position ; mais il n’est pas nécessaire d’insisler sur ces résultals bien
connus. L’une des démonstrations concernant instabilité peut élre présentée comme une
conséquence de Uexistence des solutions asymptotiques & la position d’équilibre, en utili~
sant la réversibilité da mouvement.

(2) Chapitre IV da Mémoire cité.

(%) On doit supposer cependant que le discriminant de Uy, considéré comme fonction
de tous les paramétres de posilion, n’est pas nul.
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ment ot le systéme reste quel que soit £ voisin de la position d'équi-
libre.

Ce sont [a des conséquences immédiates des propositions de M. Bohl
signalées plus haut (n° 11, énoncés II et 11T).

Considérons enfin le cas d'une position d’équilibre stable avec dissipa-
tion de I'énergie. D'une facon plus précise, soit £ un systeme matériel
holonome & ll(usons indépendantes du temps dont la position est
caractérisée par les parametres ¢, ..., ¢,

Supposons ce systéme soumis :

1° A des forces dérivant d’une fonction de forces U maximum
pour ¢, =...=¢g,==0, c¢ maximum se reconnaissant aux termes du
sccond ordre qui constituent une forme délinie positive;

2° A des forces résistantes dépendant des vitesses (et des posi-
tions), s’annulant avee les vitesses, donnant dans les équations de
Lagrange des termes dont les développements de Taylor commencent
par des termes — ;()Z(%, R ¢tant une forme quadratique définie positive
a coeflicients constants des variables ¢ ¢’est la fonction dissipa-
trice (')

3° A des forces perturbatrices fonctions des positions des vilesses
et du temps.

On ¢tudie les mouvements de ¥ au voisinage de ¢, == ... ==¢, =0,
g, =...=q, =0, enconstruisant I’abord un systéme linéaire homogene
a coefficients constants en supprimant les forces perturbatrices 3°, en
faisant sur la force vive etlafonction des forces les approximations clas-
siques de la théorie des petils mouvements et en ne conservant, pour les
forces 29, que les termes ;‘))—;-j,—

Les racines de l’(:quatiun caractéristique de ce systeme lincaire et
homogine sont toates i partie réelle négative.

De ce systéme lincaire et homogene on deduit les équations exactes
du mouvement de X par addition des termes complémentaires cor-

(1) Voir Encyllopidic der Math. W iss., WW-26 (1. Lamb) n° 1. pour la bibliographic.
On suppose ici qu’il n'y a pas de forces gyroscopiques, ou du moins qu’clles sont asscz
petites pour étre classées parmi les forees perturbatrices.
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respondant aux forces perturbatrices et aux approximations faites sur
la force vive et les forces 1° et 2°.

Moyennant des hypothéses convenables sur la continuité et la gran-
deur de ces termes complémentaires (ce qui suppose en particulier
les forces perturbatrices petites et variant lentement au voisinage de
Gh=¢.=...=¢q,=¢,=...=q, =o0), il résulte de ce quiprecede
(n® L1, 1Ty que pour des positions el vitesses initiales pas trop grandes
en valeur absolue ('), le mouvement ultérieur se fera au voisinage de
la position d’équilibre avec des vitesses petites; les divers mouvements
correspondant aux diverses données initiales étant asymptotiques les
uns aux autres pour / = + »,

Cette tendance a U'établissement d'un mouvement independant des don-
nées iniliales est une large extension d’une partie des résultats concer-
nant I’étude habituelle des phénomeénes de résonance, ¢tude qui se fait
en considérantune seule équation linéaire a coefficients constants avee
second membre fonction périodique du temps (ou somme de fonctions
périodiques). Les hypotheéses beaucoup plus larges qui viennent d’étre
faites ici sur les termes complémentaires ne permettent plus de don-
ner une représentation analytique da mouvement qui tend & s’établir.
M. Bohl (dans le Chapitre TIT du Mémoire cité) a indiqué des cas
¢tendus ot une telle représentation analytique est possible.

Du reste, la théorie classique de la résonance ne s’adapte aux faits
d’expérience que sous le bénéfice de certaines approximations.

Convenablement dirigée (*), la méthode suivie plus haut permettrait
de se rendre compte de la mesure dans laquelle celles de ces approxi-
mations qui ont un caractere mathématique sont légitimes. Elle per-
melttrait vraisemblablement alors de retrouver les représentations
analytiques de M. Bohl.

(1) Il n'y a pas ici d'intégrales a limite infinic, les valcurs initiales de loutes les varia-
bles sont arbitraires. ‘

(2) Pour ce qui concerne l'estimation des erreurs au moyen des mélhodes d’approxi-
malions successives, voir mes articles sur I'intégralion approchée ( 4cta Mathermatica,
t. XXXI; Bulletin de le Société mathématique de France, 1908 ¢l 1910).
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CHAPITRE II.

 14. Nous allons maintenant établir et généraliser une partie des
résultats obtenus par M. Liapounoff dans le Chapitre I (n® 6 4 13) de
son Mémoire : Probléme général de la stabilité du mouvement.

Nous rappellerons tout d’abord la notion importante surlaquelle ils
reposent, celle de nombre caractéristique, et énoncerons quelques pro-
positions & son sujet en renvoyant pour les démonstrations au Mémoire
précédent.

Etant donnée une fonction réelle £(¢) de la variable réelle ¢ définie
pour > ¢,le nombre caractéristique de cette lonction est la borne supé-
périeure des nombres / tels que ¢“ /() tende vers zéro quand 7 tend
vers - w0; c’est aussi la borne inférieure des nombres m tels que
e™ f(1) ne soit pas borné quand £ devient infini positif, autrement dit
tels que dans ces conditions la plus grande limite de e™] /()] soit
infinie. Bien entendu Je nombre caractéristique peat étre infini (positif
ou négatif).

Le nombre caracléristique de la somme de deux fonctions est égal au
plus petit des nombres caractéristiques des deux fonctions si ces
nombres sont ditférents, il ne leur est pas inférieur s’ils sont égaux.

Le nombre caractérisiique du produit de dewx fonctions n’est pas infé-
ricur & la somme de leurs nombres caractéristiques.

M. Liapounoff définit le rombre caractéristique d'un groupe de fonc-
tons f(t)...k(t); c’est le plus petit des nombres caractéristiques
des fonctions composant le groupe.

Considérons le systéme linéaire et homogene

ds

i .
—— =My 54 An B (f=1,2,...,1),

(1) ot

ol les A sont pour t > ¢, des fonctions réelles continues et bornées de la
variable réelle t (¢’est ce que nous appelons la condition («), dans la
suite). M. Liapounoff établit que toute solution autre que s, =...=z,=0
admel un nombre caractéristique.
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Il définit ensuite un systéme normal de solutions. C’est un ensemble
de n solutions

T4 =5 sy Sp= Zni (i=1,2,...,n),

tel que toute combinaison lin¢aire homogeéne & coefficients constants
Cy, Cy, ..., Gy, non nuls,

— (. = . P
51 = Cy510,+ G5, +. 0.+ Cp 5y,
zn:Cl Sna,"*'cz"-na,"'—o--_'_ C/)Znoc,,a

de p de ces solutions, ait un nombre caractéristique ¢gal au nombre
caractéristique de ensemble des np fonctions 5, figurant dans ces
solutions.

Les systémes (1) satisfaisant aux conditions (a) admettent toujours
des systemes normaux de solutions ().

M. Liapounoff attache (*) & un systéme normal de solutions un
groupe de n# nombres caractéristiques et établit I'invariance de ce
groupe vis-a-vis du passage d’un systtme normal & un autre, et vis-i-vis
des substitutions linéaires X effectuées sur les fonctions inconnues et
dont les coefficients sont des fonctions de ¢ satisfaisant aux conditions
suivantes. Pour ¢>¢,, ces fonctions et leurs dérivées premiéres par
rapport & ¢ sont continues et bornées; 'inverse du déterminant formé
avee ces coefficients est également borné.

M. Liapounoll distingue parmi ces systémes différentiels (1) les sys-
temes réguliers. Ce sont ceux pour lesquels la somme des nombres
caractéristiques des solutions d’un systéme normal est égal au nombre
caractéristique changé de signe de 'inverse du déterminant formé par
les n* fonctions constituant ce systéme normal. On sait que ce déter-

p
minant est égal & (]e/““'*“"”"""”’, C étant une conslante convena-
blement choisie.

Parmi les systtmes réguliers on peut ranger les systémes (1) & coef-
ficients constants périodiques. Les seconds systemes peuvent d’ailleurs

(1) Poir le n° 8 du Mémoire cité, p. 232.
(2) Ibid., n° 10, p. 24o.
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étre ramenés aux premiers, par une substitution linéaire & coefficients
périodiques effectués sur les fonctions inconnues.

M. Liapounoff a appelé systémes réductbles les systémes (1) qui
peuvent étre ramenés & des systémes i coeflicients conslants par une
substitution linéaire = du caractére considéré plus haut. Les nombres
caractéristiques du ‘systeme linéaire (primitif ou transformé) sont
¢gaux aux parties réelles changées de signes des racines de I’équation
caractéristique du systéme i coefficients constants.

On peut dés lors énoncer & propos des équations différenticlles

[ZZ,'

v — 5= — ks, =Li(5, ..., 5, 0) (i=1,2,...,n)

(2)
qui correspondent (par suppression des seconds membres) 4 des sys-
temes réductibles, des propositions analogues & celles énoncées dans
le Chapitre précédent (proposition Idu n® 11).

Nous n’insisterons pas, car nous allons établir avec M. Liapounoff,
une proposition analogue concernant les systémes réguliers, dontles
systémes réductibles ne sont qu'un cas particulier.

I5. A cet effet nous rappellerons comment on intégre un systéme
linéaire non homogéne

ds;

'(L,—l' “‘*)L[ISI""‘...-—‘7./’,,:'”::/[([) (1'1311,27 ey /l),

(3)

quand on a intégré le systeme homogéne (1) correspondant. Soient
4) 5y=5,,(¢), ey == Zpn(t) (h=1,2,...,n)

n solutions linéairement indépendantes du systéme (1); le détermi-
nant

St Bir e Sp

131
o
>

(r;) A([):“‘ Za 5/1‘.’

:1". :2” . :Il/l
est différent de zéro.
Appelons A;; (1) le coefficient de z,; () dans le développement de
ce déterminant.
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Les expressions

n n n t v
(6) 5509 ::2 Cjzs;(0) +Z Z f 555(8) }X’('g;c)f,-(a) da (s=1,2,..,n),

j=1 J=1i=1 '/

ot les C; désignent des constantes arbitraires et les £; I'une ou I'autre
des limites de U'intervalle o I'on fait varier ¢, représentent, dans cet
intervalle, la solution générale du systéme (3). C’est une proposition
connue, facile a vérifier du reste (*).

Supposons que le systeme de solutions (4) soit un systéme normal;
appelons {,, ..., [, les nombres caractéristiques de ses solutions. Nous
admettrons de plus que le systtme homogéne (1) est un systéme
regulier. On démontre alors () facilement que le nombre caractéris-
Ai;(¢)

O est non infericur a — {;; celui de =,;(¢) n’est

lique du quotient
pas inféricur a /;.

A tout nombre positif » arbitrairement petit, on pourra faire corres-
pondre un nombre K tel qu’on ait, quels que soient les indices s, 7, /
pour « et Z compris entre 7, et —+ oc,

Aj(e , : .
54(¢) _JL(__) < K et=+mteli+ne — K pllj+r) (o=t g2rt —= K o(l;=r)(%—0) gira,

A(a)

(7)

Cette inégalité nous sera trés utile dans la suite.

(1) On peut éerire le second terme des expressions (6) sous forme symbolique

L
sy (a) .. zp(a) zﬂ(t)fdu
ty
i
5111(1) e 3/:/1(“) 5.9;1([)fd“
in

Si(2) oo fa(a) 0
A(x)

en convenant de remplacer, dans lexpression développée, tout terme de la forme

N4 z t
F(a)zs(t) | da par z4:(t) [ F(a)dn qu'on écritfzsﬂ(t)[?(a)da..
143 43 k
Celte forme se préte bien a la vérification indiquée.
(%) Poir le n° 10 du Mémoire cité de M. Liapounoff.

Ann. Ec. Norm., (3), XXVIIl. — NOVEMDRE tg11. 64
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16. Revenons aux équations de la forme
"(2) —=As—.. . —hipsp==Li(5y, oy S E) (f=1,2,...,n),

en supposant maintenant que les équations linéaires ct homogtnes
correspondantes (1) forment le systéme régulier que nous venons de
considérer. D'aprés ce quivient d’étre dit, les solutions de ce systéme (2)
satisfont au systéme d’égquations intégrales swyant (les G et les ¢; étant
convenablement choisis ) :

S SN [ Ay
s |0 =Nz (0 -+ Z‘// 55,(0) A((;; Li[ 1 (@)s vy 5 (0), ] det

j=1 J=ti=1 i
(s=1,2,...,n).

Nous appliquerons ceci a la recherche de solutions asymptotiques &
zéro pour £ = + oo d’un systéme (2), remplissant des conditions qui
seront indiquées plus loin.

Observons tout d’abord que la solution z;; (), ..., 5,;(¢) des ¢quations
homogeénes (1) sera composée de fonctions toutes asymptotiques & zéro
pour [ = + oo si le nombre caractéristique /; est positif. Pour former les
équations intégrales que nous utiliscrons dans la suite, nous suppose-
rons nulles, dans les équations (8), toutes les constantes C; correspondant
a des solutions de (1) a nombre caractérisiique ; négatif ou nul; nous
indiquerons ceci en accentuant les constantes C.

Nous admettrons que le nombre r choisi pour former lesinégalités (7)
@ eté prisinfeéricur au tiers du plus petit des nombres caractéristiques posi-
tifs I;. De la sorte, aux nombres {; non nuls correspondent des diffé-
rences {; — 3 r de mémes signes, et aux nombres /; nuls des dillé-
rences [; — 3 négatives.

Nous prendrons t;=t, (t, étant une constante assez grande) si le
nombre (; est négatif ou nul, et t; =+ » si le nombre l; est positif. Nous
désignerons ce choix particulier des limites en écrivant ¢ au lieu
de lj.

Nous supposerons que les fonctions L; (s;, . . ., 5,, L) satis font auzx con-
ditions sutpantes, que nous appellerons, dans la suite, les conditions (b).

PourtZt, et|z,| <Z,...,|5,]<Z, ccs fonctions sont bien définies,
continues, admettent par rapport aux variables z;des dérivées partielles
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du premier ordre continues et des dérivées secondes bornées. De plus,
pour 3, =...=75, =0, les fonctions L; et leurs dérivées premiéres
par rapport Az, ..., 5, sont nulles (').

D’aprés la nature bornée des dérivées secondes, on pourra faire
correspondre & un nombre positif ¢ arbitrairement choisi, un nombre %
tel que les inégalités, valables pour ¢27,,

(9) [ 5] << he-2r, Le—2rt<?, (i=1,2,...,n)

entrainent les suivantes :

(10)

173 VG- TP S o
i 1()”‘ s Sns b) < ]l()—Zlc (1,"/::1,?., ey ).
~J

On aura alors, si les =" satisfont, comme les =, aux inégalités (g),
(1) I Le(Bi5eeny 50, ) — Li(305 o0y 50, l)l< |5 — sy e | s — 5]

Observons encore que du moment ou nous ne conserverons que les
solutions de (1) z,;, ..., 5,; & nombres caractéristiques positifs, ces
nombres étant supérieurs & 27, on aura (¢, étant assez grand) les
inégalités suivantes :

n

(12) ZC}:‘f < bge—t (s=1,2,...,0).

J=1
De plus les nombres &, peuvent étre pris aussi petits qu’on le voudra,

en prenant les C” assez petits en valeur absolue.

17. Le systéme d’équations intégrales qui va nous servir dans la
recherche des solations asymptotiques a zéro est

(13) () =X, C ~u(l)+2f~w(t 2:‘ (( DL [50(&), - vey anl ), o] dox

j=1 j=1 4

(s=1,2,...,n).

(1) Ces hypolhéses sont plus générales que celles de M. Liapounoff qui suppose les L
fonctions holomorphes des z. Nous aurions pu les prendre encore plus larges (mais en
compliquant notablement les énoncés) en procédant comme au n® 8 (woir p. 491).
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Ltudions d’abord le systéme d’équations intégrales linériires

Zs(L) = b, «2”"‘"5[&2(—'—1)[ U=n@=01Z,(a) 4 ...+ Zy(et) ] da

j=1

(s=1,2,...,n0),
ou les limites 7’ sont égales & + o pour les /;négatifs ounuls et & — =
pour les /; positifs, ou le facteur (%=1) indique que dans la premiére
hypothése on doit multiplier I'intégrale par — 1. De cette facon on

aura, suivant les cas,
“+ ¢
f ou f .
4 —0

Ce systéme (14) est analogue au systéeme (15 bis) du n° 8 et s’étudie
de la méme facon.

Les équations (14) admettent un systéme de solutions de la forme
(15) Zl(l):Cx 6—2”7 RN} Zn([):tn e,
Ciy -5 G, Gtant des constantes positives.

Substituant dans (14), il vient, en effet, aprés division par e~

(t —b)-sKZ(:l+ L) ('*“'l)f (=)= (g

j==1 i

ou, en effectuant les intégrations [voir n° 4, formules (16)],

(16) £~ bs__ekz To= 57 (G e ).
On peut encore écrire
C'—bs C1+-'-+t/z__ bl+ +[)/z
1
81\2’1[1“5'| '_”EKZ[I—?,;}
i= j=t

et I’on a ainsi

°K2."|T‘:.I_TF|

l 1
!—ll;sz

(16 bis) L= bs+(by4. ..+ b,)



SUR LES SOLUTIONS ASYMPTOTIQUES DES EQUATIONS DIFFERENTIELLES. SOC)

Si donc ¢ est assez petit pour que

n
A\ f q I
1 cK —_— L
(17) lej-—-fbl" <E<uw
: j=1
¢ étant un nombre fixe, le systeme (14) admet des solutions de la
forme (15) ol les { sont développables en séries entiéres ordonnées
suivant les puissances de .
Convenons de prendre
(18) 7 <

n
H
n—+1I

alors {, < b+ (b, +...+1,), et si by, ..., b, sont tous inférieurs a

I
—> O aura
n—1

(r9) | Zs | << loet (s=1,2,...,n).

Aux séries (16 bis) trouvées pour les {; correspondent des séries pour
lesZ; et les sommes Z7 des p premiers termes de ces séries sont préci-
sément les approximations de rang p qu’on obtient en appliquant au
systéme (14) laméthode des approximations successives, les premiéres
approximations étant

Z21(t) = by e, ceey 7 () = b, e,

On en conclut la convergence uniforme de ces approximations succes-
sives. :

En procédant toujours comme au Chapitre I, nous étudierons Zes
équations intégrales de comparaison

” L

Ls(t)=bse™t+ sKZ i‘(l)j e (a) + ...+ Bp(a)] da
f
j=1 U

(20)

(s=1,2,...,n),

olt les limites ¢, sont maintenant les mémes que pour le systéme (13),
le facteur (== 1) étant pris comme dans le systéme (14), égal & —1
pour les /; négatifs, & + 1 pour les /; positifs ou nuls.

On voit que les approximations successives %/ (¢) données par (20)
en partant des %(?) = b,e~*"* sont positives et inférieures aux précé-
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dentes; elles tendent uniformément, en croissant, vers des limites
©,(¢) vérifiant les équations (20), et 'on a, pour > ¢,

(21) 0 < BI(8) < By(£) < &m0,

18. Appliquons alors la méthode des approximations successives
au systéme (13) lui-méme, en prenant comme premiéres approxi-
mations

SH) =Y Cj 557 (0)-

=1

Rappelons les hypothéses suivantes : on admet qu'on a choisi ¢ de
facon & satisfaire aux inégalités (17) et (18), qu'on a déterminé /i de
manitre & ce que la dernitre inégalité (9) et les inégalités (10) solent

, e, . , o, - . h
vérifices. Bnfin les & sont tous inféricurs en valeur absolue & e et

les valeurs absolues des constantes €' sont assez pelites pour que les
inégalités (12) aient licu pour ¢ >¢,.

On montre alors, en utilisant le systtme (20) comme systéme de
comparaison, que les sccondes approximations de (13) =7 (z) sont
bien définies, inférieures en valeur absolue aux fonctions &} (£) cor-
respondantes, et qu’on a

[23(¢) =55 () [<EF(6) — B ().

En raisonnant comme au n° 6, on ¢tablit de proche en proche Pexis-
tence des approximations successives s7(¢) et les inégalités

|57 (0) = =07 (O)<BHO) =207 () (=12, .05 p=1,2,...).

Il en résulte que ces approximations successives convergent uniformé-
ment vers des limiles z,(t) vérifiant les équations intégrales (13) et les
inégalités

|3s(8)| << he—?rt,

Elles sont donc asymptotiques & zéro pour t =+, ct dépendent
des constantes C’ dont le nombre est égal & celui des ¢ positifs.
Ces résultats se résument dans [’énoncé suivant :

Les fonctions };;(t) et L;(z,, ..., 5,,t) satisfaisant aux conditions
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énoncées plus haut [n° 14, conditions (a), et n° 16 conditions (b)], le
systeme (1) étant de plus régulier, le systéme (2) (n° 16) admet une
Samille de solutions formées de solutions toutes asymplotiques a zero
pour tinfini positif. Cetle famille dépend de constantes arbitraires en
nombre égal a celui des solutions de (1), appartenant & un systéme nor-
mal, ayantun nombre caracteristique positif.

Ce théoreme généralise, & cause des hypothéses plus larges faites
sur les L, celui qu’a donné M. Liapounoft (théoréme II, p. 253 de la
traduction de M. Davaux).

Pour faire des applications pratiques de ces résultats il faudrait
déterminer les nombres caractéristiques, ou tout au moins savoir
combien il en est de positifs. Cette question parait tres difficile des
que les A ne sont plus constants. M. Liapounoff a donné & ce sujet
(n*48 & 53 de son Mémoire) des résultats concernant les équations (1)
a coefficients A périodiques. On pourrait vraisemblablementretrouver
et géncraliser ces résultats en utilisantles méthodes d’approximations
successives du Chapitre I du présentMémoire, mais nous n’insisterons
pas sur ce point.

Les résultats basés sur la notion de nombre caractéristique sont
trés intéressants, par contre, au point de vue théorique. Ils mettent
bien en évidence le fait que I'existence des solutions asymptotiques &
zéro du systéme (2) est une conséquence de I'existence de solutions
de (1) ou toutes les fonctions = restent inférieures en valeur absolue
i des fonctions du type (¢)=, m étant une constante positive. On est
conduit dés lors & chercher & élendre ces résultats en substituant a
'exponentielle ¢f d’autres fonctions monotones (') pour ¢ assez grand.
Le cas particulier étudié dans les pages suivantes [ot la décroissance
des solutions de (1) peut &tre considérée comme estimée par compa-
raison soit & ef, soit & ¢] montre I'intérét que peut présenter une telle
extension, dont nous n’aborderons cependant pas ici I’étude systéma-
tique.

(V) Les Lecons sur la théorie de la croissance, de M. Emile Borel, montrent le parti
gu’on peut tirer d’une telle comparaison dans diverses questions analytiques ou arithmé-
tiques. Les modes de comparaison employés par M. Borel, méme ceux qui concernent les
ordres parenthéses, sont toulefois plus restrictifs que celui de M. Liapounoff.
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CHAPITRE I1I.

19. Les résultats antérieurement obtenus se prétent aisément 2
'étude des solutions asymptotiques & zéro pour ¢ infini positif des
systemes

ds;
(1) —

7 =P(5 ...y 58) (i=1,2,...,n),

ol la variable indépendante ne figure pas dans les équations différen-
telles. Ces équations correspondent d ce que M. Liapounoff appelle un
mouyement permanent, étendant ainsi une dénomination due 2 Routh
qui a montré le grand intérét de certaing systémes de cette nature dans
diverses questions de dynamique ().

Pour éviter des longuecurs dans I'énoncé des hypothéses, nous
admettrons que les P sont développables en séries enticres pour
5, =...=5,= 0. En faisant passer dans les premiers membres les
termes du premier ordre de ces séries, nous donnerons au systéme (1)
la forme

ds; , .
(9‘) ’HZL'—' ‘flzl_'"'—')\I'ILZII=]JI.(ZI,"'1511.) (L:I727~"7"')'

Les L sont indépendants de ¢, leurs dérivées premiéres s’annulent
pour 5, =... =5,=o0. Le systéme linéaire homogéne correspondant

dsz;
i

(3) — M5 == A By =0 (i=1,2,...,n0)
est i coeflicients constants; s¢ {'équation caractéristique admet p racines
a partie réelle négative, (1) admet une famille & p paramétres de solutions
asymptoliques d 5€ro pour t = + .

Ce résultat, bien connu depuis les travaux de M. Poincaré, peut
étre considéré comme un cas particulier de la proposition I dun® 11.

(1) Rourn, Stability of Motion, Rigid Dynamics. Foir aussi les intéressantes recherches
de M. T. Levi-Civita (Prace mat. fizycn., t. XVII, 1906).
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Mais il n’est nullement établi que le systeme (1) ne puisse admettre
d’autres solutions asymptotiques & zéro que celles dont nous avons
établil'existence. [’exemple meéme des équations homogenes (3) con-
duit & penser que (1) ne peut admetire une famille de solutions asymp-
totiques & zéro pour ¢ = + = dépendant de plus de n — p’ paramétres,
p" désignant le nombre des racines de ’'équation caractéristique atta-
chée 4 (3) dont la partie réelle est positive. Mais cette équation caracté-
ristique peut admettre des racines a partie réelle nulle. Peut-il arriver
qu’'a ces racines correspondent de nouvelles solutions asymptotiques
a zéro pour ¢ =+ »?

Nous allons montrer qu’il peut effectivement en étre ainsi. Nous
n’examinerons cependant ici que le cas particulier ot /équation carac-
téristique ardmet une seule racine nulle, les parties réelles de toutes les
autres racines elant differentes de zero.

Nous supposerons les équations (1) mises sous une forme réduite
indiquée par M. Liapounoff. Cette transformation préalable des équa-
tions (1) n’exigerait, pour é&tre elfectivement pratiquée, que des
résolutions d’équations finies.

Dans cette forme réduite certains termes apparaissent comme plus
importants que les autres; en les conservant seuls nous obtenons des
¢quations dillérentielles approchées dont les intégrales asymplotiques
A zéro nous serviront de premiéres approximations pour I'étude du
systéme (1). Cette étude sera faite encore par la méthode d’approxi-
mations successives appliquée a des équations intégrales & limites
variables.

20. Pour ¢viter des notations compliquées, supposons 7 = 3. Soit
le systéme

[ dr . ~
—(ZZ—‘I('I'ryv*')ﬂ
/ Y o s
(4) 7 = Qe 59,
ds
—‘T[-—-l{(J,y,.-).

En ne conservant dans P, Q, R que les termes du premier ordre, on
a un systéme linéaire dont I’équation caractéristique admet par hypo-
Ann. Ec. Norm., (3), XXVIII. — NOVEMBRE 191T. 65
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these une racine nulle, les deux autres étant & partie réelle non nulle.

Alors, par un choix convenable des variables «, y, 5, on raméne le
systétme (5) & un systeme de méme forme ou P, Q, R satisfont aux
conditions suivantes (') :

1° P necontient aucun terme du premier degré; Q, Ren contiennent,
mais leurs termes du premier degré sont indépendants de 2.

2° Soit n le degré de la moindre puissance de « figurant dans le
développementde P(x, 0, 0) supposée non identiquement nulle ; les fonc-
tions Q(z, o, 0), R(x, 0, 0) ne contiennent pas de terme de degré
inférieur & 2. Nous nous contenterons d’examiner en détail le cas de
m = 2, et ¢noncerons ensuite les résultats pour m quelconque.

Une nouvelle transformation permet de supposer que les termes du
premier degré de P et Q ne contiennent respectivement que y et s.
Cette (ransformation peut, il est vrai (voir n°9), faire dépendre de ¢
les cocfficients des termes de P et Q de degré supérieur ou égal a deux,
mais ces coefficients restant bornés quel que soit ¢, le raisonnement
suivant (ol nous supposons P, Q indépendants de ¢) subsisterait.

Pour montrer les divers cas possibles pour les limites d’intégration,
nous supposerons les deux racines non nulles de Péquation caracté-
ristique réelles et de signe contraire. En choisissant convenablement
la variable &, on peut partir de la forme réduite

Lr
/ (?é =—a2'tx(ay +bz)+d y+42b ys+ 324 0(0, ¥, 3),
~ dy
(3) ==Ly Y(, ¥, 5),
ds . .
a = mE o+ L(x, y,5),

o/, msont des constantes positives; a, b, a’, ', ¢’ sont des constantes;
les fonctions ¢, Y, Z sont holomorphes au voisinage de x =y=z=o,
et ne contiennent, la premicre, pas de termes de degré inférieur a
trois, les autres pas de termes du premier degré.

(1) Liapounoff, Mémoire cité, n® 28,
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En considérant le systéme particulier

dr dy ) sz

—_— T — = =y 4 — = ms+ 1),

dt ' dt y Y a =M Al
on est conduit & penser que si I'on fait dans le systeme (5) le change-
ment de variables

_ 4y Y - S1
(6) xr = FE ¥y = t"‘-‘ff" 5= (o<p <),

le systéme obtenu admettra une famille de solutions ou =, y, = reste-
ront bornés quand ¢ tendra vers + . Ecrivons ce systéme :

[ dx, @, x? ay,+ bs,
—_=a——— — =l ) ————
de ¢ { ( 0 (e

ayiab vy, 3,4+ 3 1+ 3, N
AR Y15 '—l—tf.u( 51’}/1 1)

i e’ e’
7)
(7 { dr, , thp ey (LR Y S
— = — Y+ B i+ ¢ P e e )’
ds, V-0 ey (X S
v T msz, - 5 R A/ ¢ T e

En supprimant les indices de x, y, =z, nous écrirons

dr 2 . L i
TET T T -+ J(t) 4+ N (&, g, 35, L),
{

(8) i:‘z T:—-ly -+ «'{'vl([)—*— :Y(‘lla :Vn :’at),
dt
f/’-': — msz +/I(l)+ :"-(’I‘ V.3 [)
f][ - ~ ) ~ M R, 3~y -

Les produits 22/ (¢), 1= g (¢), t'=* k(1) restent bornés pour ¢ infini
positif; nous poserons pours >, > o, ¢, étant assez grand,

. A B C
(9) /<2 le <= OI<z=

Les fonctions ~, 2y, & s"annulent pour z = y =z = o0; 1l est aisé de
voir du reste que, € étant un nombre positif arbitrairement petit, on
pourra, en prenant £ > 7,, #, ¢tant assez grand et|x|, |y|, || inférieurs
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a un nombre v assez petil, satisfaire aux inégalités

/

] o] ¢ g%l ¢

ox ¢ Jdy t’ s .

a9y . oy oy i

('O) ? 'd_l' <"a '()—5,"|<Ev (): <"7
(&< [F]<s &<

Remplacons alors les équations différentielles (8) par les équations
intégrales

{ 2()= P41 [ | fla) +N[a(a), y(a), 5(a), a] ! dz,
4

Wl
(x1) y()y=qge !+ e‘“/ r:’“g o)+ Ja(a), y(«), s(a), «] ,’ de,
¢

0

+ w
5(8) = ~— emt f w“'"“”?/z(a)—i— rlx(a), y(a), s(a), a]gda.
t

Dans ces équations, p, ¢, ¢, sont des constantes. Nous allons mon-
trer que si ¢, est assez grand et [p] el [¢] assez petits, [a méthode dap-
proximations successives donne un systéme de solutions de ces équa-
tions (11). '

Considérons d’abord les premitres approximations :

Lt
) f .
g ww= Lol [ o fade,
“/U
o
(12) Cy )= geig- “/ el* () e,
. lU
Reape
3 (L)y= —em / =% i (a) de.
i
\ i

Les inégalités () donnent immédiatement, en supposant £,> 1,

H

! ) P fo y f »
‘ ]xx(l)|<|,;|+-;-/ ézla:::il}l A(loge Iogt(,)< lpl  Aloge
(13) | ., & ¢ 14 [4 [/
: L Ve G
~ - b — .
’ l20(2) | < e} e m% o o —TF
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4
Considérons ensuite c“"f e’ 2 (a) do; la valeur absolue de cette
t

o

expression est inférieure a

et
(14) B e“”/ — do.
J, o al=P

4

Soit /' un nombre positif inférieur a /, nous écrirons (14) sous la
forme

¥ la
B al-p

= - 1—1')(%— -

(15) e pr e=00x=10) dg,
1—
fu ve

. ) el . .
Si ¢, est assez grand, pour £ > ¢, = est une fonction croissante de

£, la fraction figurant dans I'intégrale (15) est inférieure & un, et I'ex-
pression (14) est plus petite que
]
B PU-108=1) g < B

t-e ), (L= ye-e

Il résulte de tout cela qu’on pourra trouver un nombre g compris
entre zéro et un et des nombres o, W, € tels que pour (>¢,, [p| et |g|
élant assez petits, on ait

b 2

B
(16) |<1'1(£)|<l—l,j’ l.}’l(l>l<ﬁ’ ]51(5)|<w'

21. Nous formerons alors, en nous appuyant sur les inégalités (16)
et (10), les équations intégrales de comparaison :

' 12

. Mo £
X(z)—_—.ﬁ—k- ; f [X(a)+ Y(et) +Z(x)] de,
ll}
) ot
(7)) Y(t)—__:}l%—ksc““/ [X () + Y (o) + Z(ex)] e dler,
"IU

~ o
7)== —!—-se’”‘/ [X(2) + Y (@) + Z(cx)] =2 do,
L

quinous serviront i établir, comme d’habitude, I'existence de solutions
pour le systéme (11).
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Les premieres approximations pour les ¢quations (17) étant

Jo - b 3)
(18) xl(t)::ﬁ’ ‘1(3):237 Zl(l):ﬁ’

les approximations suivantes X,, Y,. Z,, N,, Y, Z,, ... seront toutes
positives et croissantes. On aura d’abord

o< Xo—X < ';‘_Ei—p(xl-i— "Yi-l-Zl),
o< Y,— Y, < 7—:7 (Xy+ Y, + 7)),

o< Ty Ty = (Xy+ Y+ Zy).

n

~

Désignons par AN, AY,, AZ; les différences X;— X; ,, Y, — Y.,
Z;— Zi,, et par M(%) une limite supérieare pour ¢> ¢, d’une fonc-
tion £(¢); le méme calcul montre qu’on peut prendre

M(AX)) _ M(AY,) _ M(AZ,) _ M(AX,) + M(AY;) + M(AZ))

e« € T Lo
1= W (=1 m - - {1l m

== M(AX; ) + M(AY,_) - M(AZ_,).

Les sommes M(AX;) + M(AY;) -+ M(AZ;) sont inférieures aux
termes d’une série entiére en ¢ convergente si
I
“+ -+

. L ”n

€

<1

Il en est de méme des expressions AX;, AY,, AZ; et la convergence des
approximations successives X;,Y;, Z; est bien étabfie. De plus il est évident,
a cause des dénominateurs 2 qui figurent dans les expressions (18),
et par suite dans les expressions M(AX,), M(AY,), M(AZ;), que les
limites X, Y, Zde ces approximations successives sont asymptotiques a
zéro pour ¢:=-+ . D’autre part, en prenant ¢, assez grand, |p|, |¢|
assez petits, on peut supposer o, ¥, & aussi petits qu’on voudra, et
par suite aussi X, Y, Z inférieurs & .

De ces résultats on conclut, par un raisonnement trop souvent em-
ployé pour qu’il soit nécessaire de le répéter, existence de solutions
asymptotiques a zéro pour les équations intégrales (8). En remontant
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enfin au systéme différentiel, on voit que le systéme (5) admet une
Jamille a deux paramétres (p et q) de solutions asymptotiques @ zéro
pour t =+ .

22. Nous avons déja dit que la méme méthode s’applique 4 des cas
plus étendus. Contentons-nous d’indiquer la marche & suivre pour le
systéme

.
%l;— =g+ Py x5t 4+ Py ya5 .4 Pz + Q + R,
dy )
('9) { —C.Z?:_ly-i_\(‘l’-)’:)’
(s
%(7 = ms -+ 1(r,y,z),

ol nous supposons g==o0 et s entier >1. Les P sont des formes
linéaires de y et z, Q est une forme quadratique des mémes variables,
R = XA,g, 2 y* 57 est une fonction holomorphe telle que si p+y=o,
«>s5, etsip-+vy=1,x>s—1.EnlinY(z,y,z),Z(x, y, z) sont holo-
morphes; Y(x, 0,0), Z(z,0,0) commencent par des termes de degré
au moins égal & s.

On intégre immeédiatement le systéme

de . dy [ ds _ ez
@ TET T @ T

(20)

Sisest pair, ce systcme admet toujours une famille a deux paramétres
de solutions asymptotiques & zéro pour £ = -+ oc; si s est impair avec
g < o,il en est de méme. Dans les deux cas, on peut ramener par un

A

. E . . 1
choix convenable de la variable «, g & la valeur —

Cette réduction faite, on effectuera dans (19) le changement de
variables

; o T p e S = U
(21) _ Zro== > y= S = g’

+e’
Ltr--,s

| I \ \
0t 0 < p <" On transformera le systéme obtenu en un systéme

d’¢quations intégrales dont I'étude se fait comme précédemment
(n°21). On démontre ainsi que le systeme (19) admet une famille de
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solutions asymptotiques & zéro pour ¢ =+ w» dépendant d’autant de
paramétres arbitraires que la famille correspondante de (20).

Ce résultat peut encore étre étendu. On peut substituer d’abord &
— ly et ms dans les équations (20) deux formeslinéaires a coeflicients
constants ay + bz, ¢y + ds, pourvu que ['équation caractéristique
(a —r) (d—r) — c¢b =o n’ait ni racine nulle, ni racine 4 partieréelle
nulle. Enfin on peut supposer qu'au lieu de deux variables y et z on
en ait un nombre quelconque, et on parvient ainsi au résultat suivant:

St Uégquation caractéristique du systéme linéaire (3) correspondant aux
équations ( 2) admet une seule racine nulle, les parties réelles de toutes les
autres racines étant différentes de zéro, on effectuera dans ce sysiéme une
transformation due a Liapounoff (). En ne conservant dans les seconds
membres des équations obtenues que les premiers termes, on arrive @ un
systéme rédwil X formé d’une équation

dr

/ ar
(24) 77

=g’

(ot nous supposons g #0) et d'un systéme linéaire a coefficients cons-

tants de n — 1 équations & n — I IRCONRUES Ty, «. ., Ly_y.
Soit ¢ le nombre des racines de 'équation caractéristique de ce systeme

linéaire dont la partic réelle est négative. St s est pair ou si s étant impair

g est negalq/', le systeme (2) arlme{ une Jamille de solutions asymplo-

tigues a zéro pour t = + % dépendant de v + 1 constantes arbitraires.

Ainsi donc, sauf dans le cas ou s est impair et g positif, nous trou-
vons une famille de solutions asymptotiques 4 zéro dépendant d’un
paramétre de plus que les familles antérieurement considérées (n° 11,
proposition I).

Ce résultat, que nous croyons nouveau (*), est a rapprocher de ceux
obtenus par M. Bendixon dans son important Mémoire sur les courbes
définies par des équations différentielles (*).

(1) Mémoire cité, n"* 28 et 29.
(2) Liapounoff nw’examine que le cas olt v = n—1, et le traite par une autre méthode.
(3) deta Mathematica, t. XXIV, 1901.
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[S)4
N
—

23. Examinons, 4 titre d’exemple, I’équation

. d*x dx
29 —_—— ol
(23) dt? L dt FE5

équation dont il est aisé de trouver une interprétation mécanique. On
la ramene au systéeme
dz’ dx

—-:——l.’l)' o =t
dt B A7 S

)

que le changement de variables

1
.L‘:y-{-'—

~|

transforme en

d)- s i m . < m

dt 7( T) =y
dx’ 4 x'\ "™ ,
';‘l—t—A——'—[.L '+'(-3<_)’+ "I—‘> —— +....

Ce systeme a bien la forme voulue; le systéme réduit X correspondant
est
dy g dx’

Y — 2 am - J
dr 170 ar =

On a done pour I'équation (25) une famille de solutions asympto-
tiques & zéro pour £ =+ w dépendant de deux constantes arbitraires
si [> o0, d’une scule si /<o, sauf dans le cas ou 7 est impair et

g . R _ ) . . , . , .
£ négatif, ot ces nombres doivent ¢tre réduits d’une unité.

dnn Ko Noarm (2Y XXVHI — NovEMBRE IOYI. 66



