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SUR

LES EQUATIONS INTEGRALES

DE
TROISIEME ESPECE;
Par M. Eyme PICARD.

e

On peut appeler éguation tntégrale de troisiéme espéce une équation
de Fredholm dela forme
b
() M) Sy 1Kl p) S dy = (o),
3
ol /() est la fonction inconnue. Il est clair que, si A(x) ne s’annule

pas entre a et b, cette équation est une équation habituelle de
Fredholm, puisqu’il suffit de poser

(2) A(z) f(z) =T (=)

pour avoir une telle équation relative 4 la nouvelle fonction inconnue
Le probleme devient tout autre si la fonction A(«) s’annule entre «
et b. Cest le cas que nous nous proposons d’étudier icl, en supposant
que A(z) ait un certain nombre de racines simples entre a et b.
Iin faisant le changement de fonction indiqué par (2) on a I'équa-
tion

N T N
(3) F(e)+2 [ SR dy = 4(a.

Nous allons I'étudier en nous placant au point de vue suivant.
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Soient o, oy, ..., @, lesracines de A()) comprises entre a et b.
Autour du point «; supprimons I'intervalle

(ct;— &y ot +111;) (i=1,2, ..., m),

les g, el n,; étant des quantités positives qui tout a heure tendront vers
zéro. Supposons alors que, dans I'équation (3), le champ d’intégration
soitformé par I'intervalle (a, b), oul'on a supprimé les intervalles preé-
cédents ; nous avons une équation intégrale susceptible d’étre résolue
par la formule de Fredholm. On va maintenant faire tendre les ¢ et
les n vers zéro. Nous nous proposons de montrer que la valeur de F ()
obtenue par les considérations précedentes a une valeur limite qui est
linéaire ( fractionnaire) isolément par rapport aux m constantes (i, en
posant

“ . N
Ci=lim log —-
i

L’intégrale ainsi obtenue de 'équation (3), et par suite de I'équa-
tion (1), dépend de m constantes arbitrarres, et cela linéairement par
rapport & chacune d’elles. La solution /(x) ainsi obtenue de équa-
tion (1) admet en général les poles o, «,, ..., @,,.

Aprés avoir ¢labli ce théoréme général, nous considérerons parti-
culicrement le cas o il n’y a qu'une seule racine de A(ax) entre a
et b, ¢’est-d-dire le cas de I'équation

ol
(z—a) flr) 2 [ Kle ) Sy dy =4a)  (a<a<b)

et nous démontrons qu'il existe en général des valeurs singulicres de
pour lesquelles cette équation fonctionnelle admet une solution f(x)
continuede a a b (").
Je ferai dans un autre travail diverses applications de ces théo-
rémes.
I.

1. Sans chercher & faire des hypothoses du caractére le plus géné-

(1) Yai donné, dans diverses Noles des Comptes rendus (28 février 19103 6 juin, 11 sep-
tembre et 2 octobre rg11), les indicalions essentielles sur le point de vue olt je me place
dans la théorie des équations intégrales de Lroisitme espéce.
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ral, nous supposerons que K(x, y) et A(y) sont des fonctions holo-
morphes de x et y pour toutes les valeurs réelles de = et y comprises
entre a et b, ou encore qu’elles sont holomorphes, par rapport i la
variable complexe « et par rapport & la variable complexe y, dans une
aire a contour simple R comprenant le segment réel (a, b).

Il suffira évidemment de raisonner dans le cas ou A(y) aurait une
seule racine o entre a ct b; le cas de plusieurs racines se traiterait
d’une fagon tout & fait analogue. Nous supposerons donc

A)=y —a
et 'équation (3) devient

14 |
(4) F(e)+ [ L () dy = ().

Commeil a été expliqué, on a dans I’équation (3) supprimé de I'in-
tervalle («, b) I'intervalle

(e —¢, x4+ n)-

L’équation (4) est alors une équation ordinaire de Fredholm, et
nous pouvons employer pour sa résolution les formules habituelles.
Il s’agit de voir ce que devient cette formule quand ¢ et 7 tendent
vers zéro. Nous pouvons d’ailleurs supposer que « est nul et 'on a par
suite « << o0, b>o.

2. Ktudions d’abord le dénominateur D(A) qui est, dans le cas
actuel, représenté par la formule

Lyy Loy o ovy Ty
\ A bt b K<x a x >
p=3 2 [ [ It ) e,
TEr Ty a a 1 Fretn
ou .
K(z,, z) K(xh x,) ... K(zy, zm)
K 1y Zay ooy Zn\ | K(@g, 1) K2, @) ... K(zy, 2,) .
N S L e e
K(xm xy) K(z,, ) ... K(z,, 2,)

Dans le plan de chacune des variables complexes x,, Ty, ..., Zn,
la ligne d’intégration est formée des deux segments, situés sur I'axe

-réel (a, —e) et (+m,0).
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. D’aprés les hypothéses faites sur K (2, ), nous pouvons remplacer

la ligne d’intégration qui vient d’étre indiquée par une courbe I' joi-
gnant a & b, située au-dessus de 'axe réel, et une petite courbe y joi-
gnant le point + 7 au point — ¢ placée ¢galement au-dessus de I'axe
réel; ces deuxcourbes sont parcourues dans les sens indiqués par
les fléches. On doit concevoir que dans chacun des plans relatifs aux
variables ¢, z,, ..., x, est tracée la figure ci-dessous :

r
/ \
2\
@ € 6 m 5"

Nous nous proposons de montrer que D (A) « une limite quand les
courbes v tendent vers le point O en méme temps que € el v tendent vers
ZEro.

3. Faisons d’abord une remarque & peu prés évidente. Soient une
i g omorphe dans un cercle I' de centre O, et la ligne ~
fonction g(x) holomorphe dans un cercle I de centre O, et la ligne
le Iz écédente située dans an cerele IV concentrique & I' et
de lafigure précédente située dans un cercle I concentrique 3 T et de
rayon moindre. Envisageons I'intégrale

/ ‘e (y)dy

4
le long de la courbe y. Si M est Ie maximum de |¢(y)| dans T, le mo-
dule de Iintégrale précédente est inféricur

. 2
M (m;;@) Sy

£* étant un nombre fixe, ¢’est-a-dire indépendant de la fonction g et
de la courbe y (supposée restant dans le cercle I'). D’ailleurs quand v
tend vers le point O, % tend vers =.

4. Soit M, le module maximum de
’ . K(‘Thm‘za --'7'Z'n>’
Ly Ty « vy Ty
quand, dans leurs plansrespectifs, «,, @,, ..., x, restent 3 Uintérieur
de la région R considérée au paragraphe 1. Nous allons chercher une
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limite supérieure du maximum du module de I'intégrale

- Ly Loy vouy Xy
b b K — z
(5) f f DT DO TR dedz, . . dey,.
B ; I Xy .o Xy

Pour chacun des «, la ligne d’intégration est formée d’une courbe T
et d’une courbe y. Désignons par p la distance minima d’un point
d’une courbe I' & 'origine.

Supposons d’abord, dans I'évaluation de I'intégrale (5), que tous
les points @ soient sur la courbe I' correspondante. La valeur de
Iintégrale répondant & cetle partie du champ d’intégration aura un
module moindre que

A\ n
M, (-) ,
p

o désignant la longucur de la courbe I'.

Supposons ensuite que un des points « soit sur une courbe v, les
autres ¢tant sur une courbe I'; on aura manifestement, comme limite
supérieure du module de la partie correspondante de (5),

(37

. 2
U= \/(log g) -+ A2

Les combinaisons précédentes sont ¢videmmenten nombre 7. Elles

donnent la limite
M <a-\ n—1 U
n Ny, P)

On peut continuer ainsi. La partie de 'intégrale (5), pour laquelle
deuz points & sont sur une courbe v, les n—2 autres points étant
sur une courbe I', donne évidemment comme limite supérieure de son

en posant

module
n(in—1 s\~ .,
nr=ty, <~> U,
2 p
et ainsi de suite.
En réunissant toutes ces expressions, on voit de suite que le mo-
dule de (5) est inférieur i
log n
M, (— -+ U\ .
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5. Il estalors bien facile de démontrer que D(2) a une limite quand
e et m tendent vers zéro. On sait en cffet, d’aprés un théoreme de
M. Hadamard sur les déterminants, qu’on peut prendre

n

2,
M, =nr"M~,

M désignant le maximum du module de K(x, y), quand « et y sont
dans R. On a donc a étudier la série de terme général

M"____Ln__ (E 4 U) ,
1.2....1n P

U, s et g élant des nombres fixes. (Test le méme calcul élémentaire
que dans le cas ordinaire de I'équation de Fredholm. Nous avons donc
établi que D(\) tend vers une limite quand ¢ et v tendent vers zéro,

‘n .. ..
log = ayant une limite finie.
0g - aya e e

6. On peut aller plus loin et montrer que D(A) est une courbe
linéaire de la constante G, en posant

C=1lim log —g

Il suffit, pour I'établir, de vérifier que intégrale (5) est une fonction
o n
lincaire de log—-
€

Considérons i cet effet la partie de Uintégrale (5) correspondant i
Lyy Tyy ooy Ty (pEn)situés sur une courbe v, tandis quex,y, ..., 2,
sont sur unc ¢ourbe I'. Soit le développement
(6) K (.l‘., Y )= p. "I}'"/m ())’

valable quand x est dans le voisinage de O, y ¢lant quelconque dans R.
“Envisageons alors le quotient

K(z, 20) K(xy, 2,) ... K(z;, x,)

K(zy, @) K(xs, 2) ... K(a, x,)

K(\Z’,,_, ‘7’41) K('xna 'Z'Z) ‘e K(*T/n ")311) !

Xy%y ... Lp

(7)
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et ¢tudions son développement par rapport & @, z,, .. ., x, dans le
voisinage de vy =0, x, =0, ..., xr,=o0. Le déterminant placé au numé-
rateur peut étre développé d'apres la regle de Laplace, en considérant
les p premiéres lignes et les n— p autres. On a alors une somme de
produits de deux déterminants respectivement d’ordre p et n —p. Le
déterminant d’ordre p est de la forme

K(zy, o) K(xy, xg) ... K(r, x)
K(zy, xy) K(zo, 2g) ... K(xy, o)
K(x, 24) K(zp xg) ... K(zp x)

%, 3, ..., A étant p nombres distincts entre 1 et n. En remplacant K
par le développement (6), nous aurons une somme de déterminants
de la forme

P 7
S (xy) fo(rg) ... fia)] 7 7 R
x% af a2l

o', B’y ..., W ¢lant p entiers positifs ou nuls.

Or il est presque immédiat que chaque terme de ce dernier détermi-
nant contient en facteur au moins p —1 des lettres ,, ., .. ., x,. Ceci
est évident si aucun des nombres o', 3, ..., A’ n’est nul. Il n’y a
ensuite qu’a considérer le cas out un seul d’entre eux serait nul, car
autrement le déterminant serait nul. Soit done 4’ égal i zéro, les autres
nombres n’étant pas nuls; il est clair alors que chaque terme du
déterminant développé suivant la derniére colonne renferme en fac-
teur p —1 deslettres x,, ., ..., 7,.

Il résulte de 1a que 'expression (7) est susceptible de se mettre
sous la forme

M

les A ¢tant holomorphes. Par suite, si p est supérieur a I'unité, la
partie envisagée de I'intégrale (5) tend vers zéro quand ¢ et v tendent
vers zéro. Quand p=1, on obtient une expression qui renferme au

premier degré la limite de log = que nous avons désignée par C.
3

Ann. Le. Norm., (3), XXVIII. — Oerosry 1911, 59
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Il est donc établi que D(A) est, pour ¢ =v = o, une fonction
linéaire de C. On aura donc

D) =G, (3) C+ G2 (2),

G, et G, étant des fonctions entiéres de A,

7. Revenons & I'équation (4) pour étudier la solution F(z). On aura
dans le cas actuel (on a fait a=o0)

A D,y
F(x):wx)—lm_)/ (”yy Ly a,

I'intégrale étant toujours prise, en supprimant 'intervalle (— ¢, + 1),
et D (@, y; 1) étant la fonction enti¢re en A donnée par

K (T T T E
o M * 0 Y, &y, & T

- ' Xy, Xy ey I

Dz, y; \)= 2 —_— / / S N T deeydey,. . dz,.

oo ) J, Ty ... &,

Nous avons, en définitive, a ¢tudier lasérie
Ly Tyy Lay «vey x/t)

N 2 "' v K ('r' 2Ty, X x
E——-——"' ~/ / B D L W(y) dy daey L d ey,
te.oonJ, . Y& Ly o Xy

Pintégrale multiple étant d’ordre n 1.
Il'n’y arien & changer & la méthode suivie plus haut pour cétablir
ue cette séric a une limite, fonction déterminée de z, quand e ct 7

tendant vers zéro, logg a une limite finie C; nous supposons que ()
est holomorphe dans R.

~ Ilen est & peu prés de méme pour montrer que la limite trougée est
une fonction linéaire de C. Concevons, comme précédemment, les
courbes I' et y relatives & chacune de nos variables y, z,, z,, ..., z,.
Nous avons a considérer le quotient

K(z,y ) K(xrny) ... K(znmy)
K(z, 2,y K(xy, 2,) ... K(z,, 2)
K(z, z,) K(zy z) ... K(xn, z,)

YX L Xy, .. Xy
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Posons ici
K(x, y)=2y" fu(z),

ce développement étant valable quand y est dans le voisinage de I'ori-
gine, z ¢tant quelconque dans R.

En raisonnant comme précédemment, on voit de suite que si p
des n—+1 lettres, soient par exemple y, x,, 2., ..., @,_,, restent sur
les courbes v, les autres étant sur les courbes T, on peut, pour l'inté-
gration, mettre le quotient indiqué sous la forme

B, B, B, B,
— e S L L
X Z, Xpoy '

%

2

les B étant holomorphes. Il n’y a donc de termes cn logg que pour
p =1, ct ces termes sont du premier degré.

Nous avons donc établi le théoréme énoncéaudébut de ce Mémoire,
pour le cas o A(y) a une seule racine entre a et b.

La solution de U équation (4)

Y
; K(z ;
Fa)+ [ LD () dy = y(a),
« Y
Uintégration étant effectuce en supprimant Uintervalle (— ¢, +), a une
limite pour e=1n=o. Cette limite est une fonction linéaire (fraction-
naire) de la constante C, en posant

. U

C =limlog .

La démonstration du cas, ou il ya m racines simples de A(y) entre «

et b, peut évidemment &tre faite de la méme maniére, et/’on obtient la
proposition €noncée dans Uintroduction.

1I.

8. On pouvait deviner bien aisément la proposition précédente par
'examen d'un cas particulier utilis¢ déja par plusieurs auteurs dans
la théorie de I'équation de Fredholm, celui ot

K(.’L‘, y) e XlYl - X2Y2 +. ..+ XmYma

les X et les Y étant respectivement des fonctions de 2 ct de y.
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La solution F(.r) de I'équation

Fzx) -+ () dy = ()

/.1/ Xleﬁlm" == XHIY
Sy y-e

est manifestement de la forme
Fl) =By X, 4 BNy ook B Xy b,

ot les B ne dépendent pas de 2. On les calcule facilement, et
['on obtient des fonctions linéaires fractionnaires de lngé’dc meéme
dénominateur. Nous vérifierons tout & 'heure sur ce cas particulier
quelques faits généraux.

9. Revenant & 'équation

D
(E) (x-—a)f(x)-+ 7./ K(x, y) SOr)dy = () (a << o< b),
Y
il résulte de notre analyse que la solution /() de cette ¢quation est
en général une fonction de 2 ayant o comme pole simple; elle dépend
de la constante arbitraire désignée plus haut par C, ethien entendu du
paramo(re A. _

Peut-il arriver que cette solution soit continue dans Uintervalle (a, b)?
I faut éerire que le résidu de f(2) est nul en o Au premier abord,
il semble qu’on obtiendra ainsi une équation entre A et G, mais nous
allons montrer que ceite équation contient sculement h, de telle sorte
que 'équation (B) aura, pour les valears de 'k racines de celte équation,
une solution [(x) continue entre a et b.

En nous reportant au paragraphe 7, et éerivant que F(x) s’annule
pour x==a, ce quirevient a dire que le résidu de /() en e est nul, on
obtient la relation (en ayant posé o= 0)

D(2)b(o) — 7‘/'// '-’ii’-’-liﬁll’_(-l—)dy =0,
Jy Y ‘
Pintégrale ¢lant prise toujours en supprimant intervalle (—e, + 7).
Nous devons montrer que celle équation ne dépend pas du rapport
limite C=1limlog 2.
g
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Le coefficient de A**' dans le premier membre est ¢gal &

/’A / <~7/'11 Ly ~-~a‘rn+1>
1.2.. (IL+I) Ly Loy ooy Ty dr de
‘1 2-

Ly Ly v Lpgy

. dxn-l—i

/
(8 /
<0a Ly Lyy ooy J»’n.)
/ [ Yo Fis Ly oy Iy
.‘;. .

Yoz, 2,

Y(y)ydydx, ...dx,,

I3

les intégrales multiples d’ordre n—+1 ¢étant toujours prises dans les
meémes conditions.

Chacune de ces intégrales multiples est, comme nous I’avons vu, une

\ . .o, . 1 .. . , .
fonction linc¢aire de log= a la limite. Il faut ¢tablir que, dans I'expres-
c
sion (8), il n’y a pas de terme en log—- Or, d’aprés ce que nous avons
vu, on obtient le coefficient de log- dans la premiére intégrale mul-
T

tiple qui figure dans cette expression, en formant la somme des inté-
grales multiples d’ordre r :

K Xia Loy v oy Xigy Oy Ligry «+ vy Ly
b so b .

Ty XLy, i1y Oy Zivis s Lot

Xy Xy [P 474 y X .o
[ ,,/” DT TN TR -F D

le domaine d’intégration ¢tant formé par les courbesT du paragraphe 2
et 'entier 7 prenant les valeurs 1, 2, ..., n+1; ces n +1 intégrales
sont ¢gales.

Quant a la seconde intégrale figurant dans (8), le coefficient

de,...dri_,dxiy...dx, .,

’

“f] N . ,
de log—;‘ y est semblablement ¢gal & une somme de n—+r1 intégrales,
;.

mais on reconnait de suite que n de ces intégrales sont nulles et il
reste seulement

O, Xy, . €Z

9 W1y 2y 2y ln

o /'K<o 2y, X x >

4,(0)/ f P TO B TN dry day. . odoy,
a «@

Ly Ly o T

le domaine d’intégration de cette intégrale multiple d’ordre » étant
formé par les courbes T 11 résulte immédiatement de ce caleul que

. . , . 1)
‘express spe as de lim log -~
Pexpression (8) ne dépend pas de 8-
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Nous avons donc en résumé une fonction enticre G (L), pour les racines
desquelles I’équation (B) a une solution f(x) continue entre a et b.

(0. Cette solution dépend-elle de la constante G? Nous allons
montrer que la réponse est négative.
Soit donc A, une racine de 'équation

G =o,
et désignons par G, et G, deux valeurs de laconstante C, pour lesquelles
Gy (2o)Ci Ga(0) 720, Gi(ho)Cat Gy(2g) 52 0.

Aux deux constantes C, et C, correspondent respectivement les
solutions F, (z) et F, () de I'équation
by
s -~ (T K(x ¥,
() 42, -—%«——‘L}lﬁ(y)dy:tp(.t).

-
“«

; T . s os1 Ty v
F, correspond & lim Io;)-j =Gy, et F, & lim log==C,. Les deux
" <
fonctions I, () et F, (x) s’annulent dailleurs pour 2 =w«. Herivons
donc
o —-C - b »
- KF ' KF Lo -
Fy(z) =+ 2o y——i— dy 42y Ldy = (x) <p<mr lim -;l = (,,),

a —d “,'T“‘)/*—g

et cette équation peut prendre la forme

WO & y b N o -1 N
N - KFE KF . 0T KE
F, (.(’) + A(,l 5 ___,1a {[)f - }.0 > ‘“1“ (/J/ = :_!, (&) ~ Dy / -—-Ti_ //y

G-y Vi

Or, F, s’annulant en «, il est clair que le second membre tend vers
~d(x) quand 7, el v, tendent vers zéro. Il en résulte que F, estdonnée

\ » 5 . NPT .
par la méme formule que F, <qu1 correspond & llm—e-:(_12>- Nous

avons done F,(z) = F,(x) et par suite la solution f(x) de [’ équation
Wl
(2 =) f)+ 2 [ Kl ) f(9) ly == (),

continue de a a b, ne dépend pas de Lo constante C figurant en appa-
rence dans la formule qui la donne.



SUR LES EQUATIONS INTEGRALES DE TROISIEME ESPECE. /;71
11. Ces résultats généraux se vérifient bien aisément sur ’équation
particuliére indiquée au paragraphe 8. Reprenons I'équation

Wb X
F(-Z‘)—i—l‘/ Xx(x)Ya(,ﬂ—i—.};;—;‘x,,,(x)Ym(J’)

F(.}’) [l.)/:q)(x)’

et déterminons les constantes B, correspondant 4 la solution
F(z)=B,X,+...+ B,X,, + d(z).

On trouve de suite les m équations

(9) Bi+ 7\;3: [Y[(oz)X1(c<) log% +]

...+ B, [Y,-(a) X, () log% .. .y:-lY;(a)dg(a)log ..

€
| g/
(i prenant les valeurs 1, 2, ..., m), les termes non écrits ne dépendant
£ ., . . .,
pas de log - Il est aisé de voir que les B sont des fonctions linéaires
de ce logarithme et de méme dénominateur.

Vérilions les résultats obtenus dans les paragraphes précédents rela-
tifs aux valeurs singuli¢res de A. L’équation donnant les valeurs de A
pour lesquelles il y a une solution F(x) s’annulant pour 2 =« [ et par
suite une solution continue dans I’équation en f(z)] est ici

(10) B X (a) + Ba Xo(ex) +...+ B, X, () +{(x) =o0.
Considérons le premier membre de cette équation. Quand on rem-
place les B par leurs valeurs, il deviendra une fonction linéaire (rac-
. . 1 . , . ’
tionnaire de log_;]-- Je dis que le numérateur de cette fraction ne dépend

13 . , . .
pas de log~- En effet, dans le cas contraire, I’équation (g9) mise sous
la forme

B,:‘—‘-—)xY,(OC) [lel(“) 4+ B X (a) +"P(“)] [Og% el

donnerait pour B; une fonction rationnelle de log_%, dont le numéra-
teur serait du second degré.
Il en résulte que 'équation (ro) ne contient que A <et non log %)
Nous avons implicitement admis que
B X,(a)+...+B,X,,(x)
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- . ’ g . , .
n’était pas indépendant de log;, mais dans ce cas le résultat cherché
était ¢vident.

L’équation (ro) est I'équation

G(AM)=o
du paragraphe 9,
On vérifie ainsi que, pour les racines de G(A)=o, les B sont des

constantes par rapport & log E car alors les équations () donnantles B

€
ne renferment pas log;-

12. Terminons en prenant le cas de m=1, ¢’est-a-dire I'équation

La solution est
Flz)=BX(a)+d(z),

et B est déterminé par I'équation

b
(1) H[l—i—)\X(a)Y(oc)lng%—i—?»/\’(a)\’(oc)l();,;/)fa*f—)./‘ Z(y)((y]

N

[ §() V(@) oS+ h(e) V() log L—Z e [ 0() :D’] =o,
en posant
7(y) = X(-y)y(?’)“x(a)Y(a)J
y —c
0(y)= 'w”(-?’)"<.vy>:j(a)v(a).
L’équation ‘

BX(a)+d(a)=o,
ot I'on remplace B par sa valeur tirée de (11), ne dépend pas de log%;
B ne dépend pas de log%, comme il a été établi d’une manicére
générale. La valeur de F(«) se réduit &

Y(@) X (@) —P(a) X (@)
X(a)

Flz)y=



