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R ECU ERCH ES NOUVELLES

SUR LES

SINGULARITÉS DES FONCTIONS ANALYTIQUES,
PAU PAUL ET VALÉRIE DIENES.

Introduction.

Le problème gênerai don t nous nous occuperons dans la suite de ces
recherches est de trouver des relations aussi générales que possible
entre les propriétés des coefficients tayloriens et celles de la fonction

«,. A, J

complètement définie par ces coefficients numériques. Comme par les
recherches de MM. Hadamard, Borel, Mittag-Leffler etPainlevé, pour
ne men t ionne r ici que les chercheurs pr incipaux, la représentation de
la va leur de la fond ion dans ses points réguliers, en partant de la
série de Taylor, est en général effectuée et ainsi le problème général
des points régul iers pour ainsi dire épuisé : le chemin à parcourir
encore, ouvert jus tement par ces recherches, nous conduit à l'étude
systématique et générale des s ingular i tés des fonctions analytiques.

Nous avons déjà commencé cette étude dans les deux derniers Cha-
pitres de notre Essai sur les singularités des/onctions analytiques (paru
dans le Journal clé Mathématiques^ 1909), et, pour rendre la lecture de
ce qui va suivre indépendante de celle du premier essai, nous avons
complété le texte par quelques redites insignifiantes.

Dans le premier Chapitre nous donnerons, sur les points critiques
algébrico-logarithmiques situés au cercle de convergence, quelques
théorèmes qui, ensemble, nous fourniront une vue assez complète sur
la relation des coeffïcients tayloriens à la singularité étudiée; et
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remarquons dès le présent que nos résultats déf in i t i fs se rapporteront
au cas le plus général où l'on ne fait aucune hypothèse sur la structure
des coefficients.

Au deuxième Chapitre, à l'aide d 'une représentation donnée par
M. Mittag-Leffler, nous nous occuperons des points critiques algôbrico-
logarithmiques situés au sommet de rétoile principale. Nous croyons
que notre méthode, basée sur des recherches spéciales sur la croissance
des fonctions entières, aura un intérêt plus large et ne s'épuisera pas
à fourn i r les résultats généraux de ce Chapitre.

Enfin, les théorèmes généraux établis dans le troisième Chapitre
feront voir quelles sent ies relations précises qui subsistent entre u n e
classe de représentations formée par M. Mitlag-Lefder et par M. Pain-
levé et l'allure de la fonction dans un sommet de l'étoile. En parti-
culier, le premier théorème donnera la solut ion complète d 'un célèbre
problème d'Abel, posé il y a presque un siècle et résolu partiellement
par MM. Mittag-Leffler et Phragmèn*

Remarquons encore que les principaux résultats contenus dans ce
Mémoire ont été communiqués a l'Académie des Sciences de Paris
Çvoir les Comptes rendus des séances des 2(S a v r i l , 29 novembre 1909,
2$ ju i l l e t 1910 et ï3 février K)"!:!).

CHAPITRE L
DES POINTS CHITÏÇIJES AI-GÉB'nîCO-LOCîA^tl.TM'fQUE.S SITUÉS SlUl, LE ŒUCLE

DE CONVÏ3ROJ3NCK ET SUÏl LE I»OX;YGONE I)K SÔMMAïîlLITÉ»

1.

1, Tout d'abord nous a l lons développer un calcul f o n d a m e n t a l pour
la suite, qui, d 'une manière précise^ nous donnera l'ordre de la crois-
sance des ̂  et de leurs moyennes arithmétiques formés pour la fonction,

lOÛ
i 1^

[ i — ^)P
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Les .9̂  de la fonction
00

, ï ^ X^ï ï ^log—— = y .
I —— X ^À

sont
1 ï

S,, -=. ï + - -+". . . -h- - ;2 n'

or, d'après l'égalité établie par Euler

( ï ) Inn ( i+ - I-4-. . .+ ^ — Io^ =c,
n =: oo \ 2 H j

c'est-à-dire
(a) i|m~^-^ï.

n=» iogn

Cherchons m a i n t e n a n t les ̂  de la fonction
r ? ï('hï̂ .J •

On peut écrire que
! ^T—^ : : = • r +^+•••+^+R.^) ;

d'où, en développant le b inôme

r, ï ï7 / •^2 .^vlog——— ==: ,y +^ + . . .+_ )
L ^^J \ 2 ri )

^ C j i x ^ - ^:+...+Ç)7 'R^^)^..^^^^)]^
\ , 2 /î y

Les termes de la forme Cœ^, k^n, se trouvent sans exception dans la
première parenthèse; donc, les coefficients étant positifs, on a pour x
positif et inférieur ou égal à ï

d'où en particulier

et d'après (ï)

ou enfin

..;?'(«)i(»+î--+...+Ï')',

^ -Ï +••-;'•

^(lôg^-t-^ (c'>c)

oW
" /A(3) i imsup———<i.

n=» [logn]'/-
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Cherchons main tenant la l imi te inférieure. On peut écrire
//

i .r2 Xe! ,- , ,
^-r^ï== x + T + • ' •4" ~n ^ ÏL('l'lr)î

<7

où, à la rigueur, au lieu de n il faut prendre sa partie entière. On
en conclut comme auparavant que

( 2\ ^
/v.2 y.// \

^^)= a:-^+•••+^)'
y /

car il y a des termes de degré inférieur à n, qui sont négligés. En par-
ticulier

•Ï'<-S--^V'
\ ^

ou encore
^HÎO^ +c'J = ( l o ^ ^ — lo^q -+-c /)<7,

d'où l'on conclut que
^y)

l im înf,-~^—7>ï.n=oo [Jo^p-

Donc, d'après (3), on à pour la linute cherchée
cW(4) lim ,, " , . ^ i .

n——UO^J^

2. Regardons les ̂  de la fonction

log
Ï — X

——rZTa;J~9

que nous désignerons par ̂ p. Nous avons vu que d'après (4)
ç(y)

l i rn -^J.-'L^^. _ ï1 I 1 1 J •, ;l ————«-I l ,UJ,»-«*——.««» ^_^, j

n^^ [ lOgnJ^

et l'on sait que pour les ^ de la fonction ":—ï—— on a^ l ( i — . r ) p -
Jp5 ,

(5) lirn^, x

^=<. ^ ' " r ( p - + - ï )
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A l'aide de ces deux l imi tes nous allons calc-uler la croissance de ̂ p.
Tout d'abord

(6) ^^r.
En effet, on peut écrire

[^T-Zr^]^^)?^ [ao4-^^...+a^-hlU^):l
X[po+P^+...4-P/,^+R;,(^)],

où les a et les ? sont positifs. On en conclut à (6), et, grâce à (4) et
à (5), nous avons

^/•P y

(7) '••l^.ïïi^gTrF^îT^^

3. Pour trouver la limite inférieure soit k un nombre plus grand
que i, £(») la partie entière de n, et enfin soient

/Â- - I \
^-T-")^''

//i'\
^T}^

nous allons démontrer que

(8) ^P:^^.

La fonction envisagée peut s'écrire

[^^T^l^d^?^ [^+^+...+a,^+R/.(^]
x [po-+- Pi^ -^... + (3.^+ R.(^)].

La plus grande puissance de x qui se trouve dans le produit

[a^a^x--^-.. .+a,.^^][(3u-^-(3l^-^-. . .4-(3,^']
est

, h — i n
r ^~ s^ —-,— /A -4- -, = /i.

D'où il ressort en particulier pour x == i que

' <?^P *•> .Ç^75 ^P)"/A '-̂  "/• ".y •
^///n. /'<". Aorw., ( 3 ) , X X V 1 1 Î . — SEPTEMBHE 1911. ^
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Mais, pour é l iminer r, on peut écrire

r^j^r^

où y; tend vers Funité quand n devient inf in i , donc,

se—
et, pour éliminer s, écrivons

où Y] est inférieur à l 'unité, d'où

(10) l i in — "rr -.
// ;S 00 ^ /»

Les égalités, identiques d'ailleurs à (4.) et à (/*)),

et

^l i rn --—--—- —:î
,.=^ [lo^-p

,. .̂ ) ^1 1 tYt —i— —— ____«———«-«J 1 i 1 J """ "•«—• ,,~'^«~-~"""1~~—~« ,,̂ , .yp ,r(p+i)

se ' transforment donc, ^'râce à (9) et(;io), en

et

MI)i * . '- /'J 11 Ï l —*"——-»—.».- •̂ •"̂  c
«=^[ logn]^

y(p)
l im '^=<,o ^P "" /cp ' r (p+1)

Si l'on divise l ' inégalité (8) par^ogny^, on obtient
^/'p . i

(n) liin Ïn!———'T > ~?—r^———:•' / n^» ^^[log^jy - /rP r(p 4 -1 )

Cette inégalité, combinée avec (7), nous montre que, pour n assez
grand, le rapport

//•P
^^P^^TIpTI^^

est en t re— et i. Mais À est aussi près de l 'unité qu'on veut, d'où il



RECHERCHES NOUVELLES SUR LES SINCxUL.VRITÉS DES FONCTIONS ANALYTIQUES. 3q5

est évident enfin que

(I2) ^.pnliTïF-rZp^

4. On peut généraliser ce résultat pour les moyennes arithmétiques
o-^, définies par les équations

00

2anx]t .n:=o —v s^'^1
(l_.y)a-n —^ ̂  •x' ^

/;=:<)
et

^)=r(a4-l)^.

En effet, par définition, les S^ de la fonction

(I-.Z-)P

sont précisément les ̂  de la fonction

r, y r7
lo^.
( ï — ^ ) P » - a

donc, d'après (12),
lirn

et enfin

S'/?' i
/^c. ̂  ̂ [lo^/i]^ "" r(p -+-04-1)

crw _ r(a+i)
(I3) ^ ̂ P[log^ ~" r(p+ a -4- I)

formule générale que nous avons cherchée.

II.

5. Prenons maintenant la fonction
aa

/(.r)==^a^
n = o

dont le rayon de convergence soit l 'unité. Supposons qu'au point i la
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fonction puisse s'écrire

(A) /(^)=A,[io8•^]^^A^[log^]'~l-^...
•o

+Ai log'-^+y^^, . ^ '
| ———. ,̂ <«W

n=-0

OÙ

f,{x)=^bn:V11

n, ssO

est d'ordre négatif (ou régulier) au po in t i. Nous d i rons que le
point ï est un poini logar i thmique d'ordre y de la fonction y(;r).

Supposons pour un moment que

îimi, a,t=û.
/iis= su

On peut voir faci lement que les b^ sa t i s fon t à la me nie cond i t ion . En
effet, la fonction

A.[bs^ ]'+.. .+A, los ̂  -=1; ̂ ^'t

//.=()

est d'ordre zéro ( ) ) d o n C y d'aigres un théorème f o n d a m e n t a l de
M. Hadamard ('),

1 Cn | < /r"114"2,

£ étant a rb i t ra i rement petit, c'est-à-dire

lirn c^=: ô,

d'où l'on conclut que réellement

lirn b^ i^ I i rn [ a ^ — c^] == o»
/». ;;•-; w n .".ï i»

Mais nous avons démontré (3) q u e , , si, les coefficients tenaient vers

( 1 ) J. H.VDAMAlU), Efisai ,vur l'étud/î dôa fonctions données pur leur dwGloppdïïient de
Tay'loï\ Journal de Mathématiques, 4*" série, t» VUÏy 189%.

(2)^, p. 71 . „
(3) Voir notre Essaie déjà cité, Journal de Mathématiques^ ô^séno, fc- V, i<)09, p. 362.
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zéro, la série de Taylor converge en chaque point d'ordre négatif du
cercle, ce qui revient à dire que la limite

( i 4 ) l im^= î i in [^4-^ iH- . . . -h /^]=/ i ( i )
fï. == oo /î =: oo

existe.
Nous savons d'autre part que les .^^ de la fonction

croissent exactement comme [log^p et que les s^ de/*(^) sont donnés
par l'équation

^= A.y.9;^ + A^ ̂  +... -4- Ap^^ -^ ̂ .

En divisant par (log/i)^ on obtient

( I5) inn————^A,.-^
^ ̂ ^î7

Inversement , si la l imite ( ï5) existe, la fonction

/(.rï-A.^log^^]7^/^^)

ne devient pas inf inie d'ordre q, c'est-à-dire

]Hn-__Ai£L_^o,-[.»^]-"•'los • T

si, à l ' intérieur du cercle, sans toucher la circonférence, on s'approche
du point i.

En effet, les s'^ de /i(^") sont égaux, quant à leur croissance, à
celle de

^——Ay[l0g^p,

par suite
l im —-l—— ==: o,^^ [{ogn^
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donc, d'après un théorème de Cesàro(1),

f^ W

! -
i
- x

ce qu'il fallait démontrer.
La relation (i5) montredoncque, dansie cas où les coefficients tendent

vers o, les s ̂ décèlent déjà les points critiques logarithmiques d'ordre quel-
concfue et permettent de déterminer la partie dominante de la singuktrUé.

6. Si les coefficients, au lieu de tendre vers o, satisfont à la con-
dition

( 1 6 ) ijrn^=:o,
n ;::,:-: so n h

ce sont les moyennes arithjnétiques d'ordre /' ( k é l an t n n n o m b r e
positif quelconqne), qui ont une re la t ion très s imple à la s ingu la r i t é
étudiée.

En elÏet, on voit, comme a u p a r a v a n t , que les h^ s a t i s fon t aussi a la
condi t ion (iG), et uous avons d é m o n t r é ( 2 ) que, dans ce cas, les
moyennes aritlunétiques d'ordre k ont déjà une l i m i t e p o u r / % = = ^ en
chaque point d'ordre négatif du cercle de convergence. Donc les
moyennes ar i thmetiqnes cr^ formées pour la fonction f^ {x) au point i
donnen t pour l imi t e zéro, si on les d iv ise par | lo^n [ / .

D'autre part, les moyennes ari thmétiques d'ordre /c, a^ de la
fonction

fio—^TL ^-^J
ont, diaprés (i3), pour ordre de croissance le nombre i, et les moyennes
ari thmétiques d^ordre /r, cr^\ de la fonct ion f^) se f o r m e n t des
moyennes cr^, o"'1^ d 'une manière l inéa i re . En cllet, la. formation des
moyennes ar i thmétiques est une opération distr ibutive (c'est-à-dire

( 1 ) Vûlr par exemple BOBEL/ Série h termes positif s ̂  p. 66, Paris, Gauthiôr-Viliars, 190%.
(2) Loc. cit^ p. 364.
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l inéaire dans les coefficients), d'oùw ^1^=^
Inversement, si cette l imite existe, les moyennes arithmétiques

d'ordre k de la fonction

/i(^)=/(^)~Ajlog———17

L l — -^J

divisées par [log^]7 tendent vers zéro. Ceci montre que

Ilm, f'^ --..

"•[•»^J'

Donc, ^ /^ coefficients satisfont à la condition (16), les moyennes
arithmétiques (tordre k décèlent les points critiques logarithmiques d'ordre
quelconque et permettent de déterminer la partie dominante de la sin-
gularité.

7. Soit ma in t enan t le point ï un point cr i t ique algébrico-logarith-
mique de la fo ne l ion

/(.y;) ̂  a^\
/?==;(>

c^est-à-dire supposons qu^on puisse écrire

^[^-rr-ïl •^r^T^I ^
(B) ^)- \.-^^ {.-:). ̂ •••^^

/î==0

où P / f ^ j est un polynôme de degré i en -s, Ay étant le coefficient de .s7;
p, p t sont des nombres positifs en nombre fini (p<<p^) et la fonction

/,(.z-)=^^^
ras=0

est déjà d'ordre négatif au point i.
Supposons de nouveau pour un moment que

liiïi a^== o,
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ce qui entraîne p <^ i. On a

(18) ^==4-P+ 4-P-+...-+- s-,,

et, d'après (12),
( ig) lirn s'^ _ A,,

-«nP[logrt]y~r(p+i)

"^TIp^p-0
('/"pi

(ao) lim————ï- == o
' „ = » / ^ L i o g " ] 7

et

^^ ^^-ToiTT^0-

En effet, on peut considérer les termes du polynôme Py séparément
et appliquer ainsi la relation fondamentale (xa) . On trouve tout de
suite que la croissance des ̂  du premier terme surpasse celle de tous
les autres, ce qui nous donne (19); de même que la môme remarque
appliquée aux autres polynômes démontre immédia tement l'équa-
tion (20); enfin;, notre théorème déjà cité sur les singularités d'ordre
négatif nous assure que lim^ existe et, a fortiori^ la l imi t e (21).

Inégalité (18) jointe aux dernières donne vis iblement
,ç A

(22) ^^[log/^^p^i)'

Inversement, il est facile à voir que, si cette limite existe, il en
résulte que

r \"^_A,_K^I
( î — ^ ) Flim ———-;———\— /—— = o,

log-
(i-,r)P

Donc, la partie dominante de la fonction est bien
f" i T/

M ÎEEl
(X-^)P

Si les coefficients tendent vers o, les 5"̂  nous décèlent déjà les points
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critiques algébrico-logarùhmiques et permettent de déterminer la partie
dominante de la singularité.

8. Supposons, cette fois, que les coefficients, au lieu de tendre
vers o, satisfassent à la condit ion (16). Pour ne pas allonger outre ,
mesure la démonstration, nous n'allons examiner que le cas où p est A?^ '
entier, c'est-à-dire où le point i est un pôle logarithmique de la fonc- \$:
tion envisagée; d 'autant plus que, dans la suite, nous établirons une
proposition générale sur les points critiques algébrico-logarithmiques, ' ."^> r; ,
où p pourra être quelconque et où nous ne ferons aucune hypothèse
sur les a^.

Sous les condi t ions indiquées les moyennes arithmétiques d'ordre k,
o-^\ formées pour la fonction J\{x) au point i tendent déjà vers une
l imite bien déterminée. Mais, par défini t ion,

^k} _ •*• ( / r - t -1 ) ° fi
^ - ^ '

où, en général, les S^ des constantes a^ sont déterminées par l'équa-
tion

2.a/,.z'"
n=:0 -^s^(,«^)^1 -^^ t" ^

rt=0
de sorte q u e

s^= s^- l )^ s^1^-,..+ s^-15.
Il en résulte que

§(/.•-/)
Ijm -JL̂ . ̂ o (( enlicr),

c'est-à-dire que
^/.-<•)

l i i n —— = o,

dès que la l imite de cr^ existe pour n == ̂ .
On voit donc en particulier que

(/(A-pï
l im —- =0
n.=^ i^ . •

et a fortiori
-/(/f-p)

(a3) lim——?——^ = o.v / ^»»^P[log/i]^W

Ann. Kc. jNûrni., (3), XXVIIÏ. — SEPTEMBRE 1 9 1 1 . 5l
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Formons main tenant les o-^"^ de la fonc t ion donnée par la for-
mule (B). D'âpres (i3), les cr^"^ des fonctions

h r̂ , [•».
A, A Y / - ' ( , _ , y ) P ;

r(/.-p+i),——p^—————.—— ̂

"'/ (t—scy

satisf'ont aux égalités

|,m-̂^^ /^[log^p r(/c4-i)
et

J/.- F»
i. "^.'•/nptli m --——-i'-i.̂
/!'."<1 /^[lo^p

En combinant ces deux résultats avec l 'équat ion (^3), on t rouve
que

n._^,^(?4) ,i=-« /tp[iog/(j'/ "" r( />-- t - i )
t). Invci'soincnt, l 'existence de la (Ivi ' i iu ' re l i i r i i l o a pour consé-

quence que la parlic dominante de la l'onction est bien

' '\'1
'-T^-Alo^

" ( I - ^ )P

En ellet, les rnoyonnes arithinctiques d'ordre k — p de la fonc t ion

r, ,____' ''
f^Y^fw-'^^yA'7 (i~.r)P

^--^=^F'-A.,a^.
sont

Donc, en divisant par n^l l o g / / ] 7 , on a
-(À-F) ^
^,<7,p

hm. ̂ [log^ ~ ̂ ^ ^^fôg/^j^ ^^^^[iognjyj ̂  ot

C'est-à-dire, d'après la constitution des moyennes arithmétiques,
^/(/*-p)

l i rn —,~^——— == o./,.=:.. ^[log/ij^
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D'autre part, on a
00

/i(^) ^ S'/f-P'^»
(i_^.)/.'-p+i/.(-f)

Aj log- Ajlog i —a; ^Cn^

(i _a.)/.+i

(^ _ A,/

( I - X ) P

OU

liin„.:„/( '^[osn]1'" î {fc+i)

Par suite, d'âpres le théorème de Cesàro déjà cité,

/.(^) ,. sy-p»lim —— ==o,
rf^z BO '^n

lim
A, lf)0-

•'-'O
Ï

— x
( ï — . r ) P

ce qu'il fallait dérnontrer.
De ce que l'on vient de lire, il ressort que si les coefficients satisfont

à la condition (16), les moyennes arithmétiques d'ordre Ç/c — p) décèlent
rlej'à les pôles logarithmiques et permettent de déterminer la partie domi-
nante de Ici singularité»

ni.

10. Nos résultats obtenus jusqu'ici supposent essentiellement que
la croissance des coeflicients tayloriens soit finie (16). Dans ce qui va
suivre nous ne ferons aucune hypothèse sur les coefficients^ de sorte que
toutes les propositions que nous al lons établir s 'appl iqueront à une
série de Taylor quelconque.

Tout d'abord, à l'aide de la sommation exponentielle simple et
généralisée de M» Borel (1), nous allons étudier les points critiques
algébrico-logarithmiques situés sur le cercle de convergence, ou, plus
généralement, sur le polygone de sommabil i té . Pour cela, nous avons
à calculer, au point i, les sommes exponentielles W^{a, i) de la fonc-

( i ) Voir par exemple BOREL, Leçons sur les séries divergentes, Chap. 111, Paris,
Gaulhier-Villars, 1901.
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tion
r i ' r /
|log^

(r-^)P

Commençons par le cas le plus simple p === o, y == i, où un calcul
élémentaire basé sur la forme d'intégrale des sommes exponentielles
nous conduit déjà au résultat voulu.

Les coefficients de la fonction en question étant ï , ^ ï ..., 1., ...,1 2 3 n
la somme cherchée se calcule par une intégrale ( i )

B^(a, i) r= F e a \a 4- -̂ r 4". . .1 cla.
«A L 2 ' 3 1 J

Comme nous n'examinons que la croissance de B^Y^, i), au l i eu
d'efïectuer cette intégration, il suff i t de calculer la somme e x p o n e n t i e l l e
de la fonction

1 :10g ———— = lû^ ———— 4- ———^ lûg •x "- î — x " ï •— a' a: ' - i — x

En effet, comme on voit facilement, le second terme du second
membre est d'ordre — i, de sorte que sa somme exponent ie l le tend
vers la l imi te o de la fonc t ion

,. a: — i , i
]irn ———Jog——— = o,
.r=i -v î — x

d'après notre théorème sur les points singuliers d'ordre négatif^).
Mais la somme exponentielle W(a, ï) de

î , î ^ .'Z'7'^ lo<r——— ^ y ——
^ CT i ̂  ^ ^ ^ ̂  i_

W(a^)=f e-^^^ ̂ da^r^^^da^ f^-î-^^^.
^o L^! ^ ' 4 î J J, a J^ a

Cette intégrale se calcule facilement. En effet, d'après le développé-

es) BOREÏ., Loc, cit,, p. 98.
( â ) DïïîNES, Loa. cit., p. :16f).
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ment en série de la fonct ion sous le signe I 9

y*1 ( _ e~ a ^a ff—a
j ————c/a==consl., lun j ——da==consi.^

./O a / /=o, J^ Cl

de sorte que
/ ^ r B^(û, r )(25) l im —, = = f .

rt=oo loga

11. Passons maintenînU au cas général. Par définition, les sommes
exponentielles de notre fonction sont

00

Tî^ff,!)^-^^^,

n=.0

où a tend vers l ' i n f in i .
La croissance de B^^a, ï) est égale à celle de la fonction

00
/y-"'(t. «,— /y /l

i^-5-7yl^[K-p;rr
/?,= o

En effet, d'après un théorème de Cesàro, é t e n d u par nous aux fonc-
tions entières (1),

oo

^<-(,,a?"

(26) lim^———==lim^1,
;r;= co '̂ r~^ jr/. ==; oo u/t

2^^^
^ == 0

si la dernière l imite existe, et si les b^ sont positifs. Mais,
d'après (12),

ç//,P

lim ————tîi————— == ̂

^r^'^10^^
ce qui justifie la remarque précédente.

Dans notre Essaie), nous avons démontré que, pour/? positif quel-

( î ) Id^ p. 366.
( ^ ) /^., p. 400.
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conque et pour /c^> ï, an̂
 c^y np

Â»i n\n\
lim ^——— ^= o

ça

et E r> artnP —n \
lii-n n^——— = o,

de sorte qu'en prenante ^> p, on voit que
ka

V '^[^og/z]^^-

lim -—————————— ="= r.
// £•„; 00 •tt. -^ /•/ /A

^/<P[l<>6-":i^
/7=1

D'autre part,
r^i /ift ha

n9 F / y l ^ :̂'̂  ^//t •̂ -i ^/jt- -«r-< /^/A

^ | '"^J I; ̂  <2 ̂ L'10^^'^ < Â^P[logA-<]^ ̂

c'est-à-dire

S^^-cio^n]^
lim sup ï îL-—,--——-—— <. A-P

^=oe t^aPjlo^aJ^
et

l̂ no^]^

car
lînri îiif

^==0. ^aPEIoga]^ ^ / • P

[îog^±:]og/<ly ^
j^——[To^Tp——"•"îî

d'où, yfc étant aussi voisin de l 'uni té que l'on veut,

</r'2^ HO^]^/ . iprio^^i^—~ 0 J n !
l îm ^^—-———-—— :=ï.
a^^ eaaP[[oga^
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On entrevoit donc facilement que
, , ,. B^P(a, t ) i( 2 7 ) lim ^ 1 ^ —

a=ooaP[ logap r(p4-i)

12. Pour ne pas interrompre la marche des raisonnements ulté-
rieurs, calculons ici les sommes exponentielles généralisées d'ordre r
de la fonction

r. i "Kbï^J(I-^)P
au point i.

Par déf in i t ion , cette somme s'écrit
- r i t

V ^'p a——Zr^ n\
B^(^ 0=^^———"•va

2^~n~\
n=:0

Mais la relation (12) m o n f r e que sa croissance est égale à celle de

^[r<lP[Io^7<|^
n :- <)

_ , — f y l ' l l

T(P+.)2;-
. 1 a"1'
^~nT

n^Q

Posons ci' =. b, et prenons log/î au l ieu de log/x + log/'; nous aurons
à examiner la croissance de

00

rP^rtF[log/îp^,

r(^.)2f̂î\
n-=:0

de sorte que
,,,B?.P (.,,)_ /•P

/^[log-^jp r (p+i)
ou b ien , en remplaçant b par a'',

B^a, i) _ r^ï(28) lim
^^^[logal^-'l^p+i)
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13. Ces calculs effectués, établissons notre théorème général sur
les points cr i t iques algébrieo-logarithmiques s i tués sur le polygone de
sommabilité.

Soit donnée la fonction mise sous la forme

où .z'o est un po in t singulier s i tué sur un côté (et non à un sommet)
du polygone de sommabi l i t é , P<y(s) un polygone en z de degré y,
Ay étant le coefficient de s'7, ct/i(^) est d'ordre p'<^ p au point x^.

D'après la dernière hypothèse selon la déf in i t ion générale de
l 'ordre(^

/l(^)=.AGz)+/3(^),

où fï{^ est régulière à l ' intérieur du cercle de rayon [ / r^J et d'ordre
p'-4-£<;p sur la circonférence;/^^) est régulier au p o i n t x^. Par
suite, les sommes exponent ie l les de /;{(^) formées en a^ tendent
vers/3(^o) et, divisées par une quan t i t é qu i tend vers l ' in f in i , devien-
nent o.

D'autre part, les ̂ ^y), formées pour la fonction /a(;^) au point ^o,
satisfont à la condi t ion

< . < 2 t ( ^ \

(29) lini^-i-p-^-o.
n -; oo /0

En effet,
y* / ,̂ \ _ '\? /, ^.n — \i^ A ^fi ^n •^ /, ^.^v

^ O^X -—j^^rt^v

ri s.-; 0 n =s ô

J g ^ X ) —————— ̂  ,̂̂  .̂  ..,,.- ^ ^^ .̂  y ^ / ,

exprimons main tenant que son ordre sur le cercle de rayon î (au plan
de s) est p' -h & < p. On aura

,. ioid bnX^ | ,li rn su p •̂ —'—LL r^ r/ •+. Ê — i < p — î .
n=^ lo^ • i

Donc, pour n assez grand,
|^^I<^P-^

(1) P. DIENES, Z(5C. ^., p. 870,
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£'arbi t rairement peti t . Ce qui montre immédiatement que, pour cassez
grand,

[^^(^ô)!^!^-}- ^i^o-4-. ..-4-^;; [ <^P-^,

comme il fa l la i t démontrer.
Formons les sommes

B^(a, .ro)

V ,w(^ ^an
^ ^ft [ ^ o ) —J

// ==0

on a

i.^
iB^(^. ro) |<——

-,<^P(^ )4^^P-^ ,

P(a) étant u n polynôme.
Mais nous avons démontré ai l leurs ( ' ) que

V r r ' alt ^ . - Cf.'1'> / ^ - £ -— y n9--—^ n ! Â»k n l

d'où enfin

Inn -î L———— = jim ^————— =o,/"/ P /•-•^* 'a^^ U\ 6 /,,,„ ^/^

Zj /ÀP —T^^ /^ 1
n ,x; 0

lim'^-^-.o.
n^w Cl^

Les sommes exponentielles de la fonct ion envisagée sont
B(a, ^o) == Ay B^P(^, ̂ ) + B^^a^o) -hB^^a, ^o);

donc, d'après (27) et (29),

(3o) J^.^o) __ A, ^
^^^[lo^alyrîp-hi)

C'^/ /a reUuion générale cherchée entre les points critiques algébrico-
logarithmiques situés sur le polygone de sommabilité d'une part ^ et les
coefficients tayloriens qui figurent dans B(ay x^)^ de Vautre.

On voit sans d i f f i cu l t é que la formule (G) contient, comme cas parti-
culier, les pôles, ies points critiques logarithmiques, les pôles loga-

( 1 ) M., [). /Î02.

/Inn. Ec. Nor/fi., (3) , X X V I U , — SKPTEMBRE i ; ) i i . 52
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rithmiques, les poin ts critiques algébriques et les points critiques
algébrico-logarithmiques, sans qu'elle soit épuisée par les singula-
rités énumérées. Nous remarquons que, tout en satisfaisant aux condi-
tions indiquées, le point .T() peut être situé même sur une ligne singu-
lière. Au fond, il ne s'agit que de la partie d o m i n a n t e de la singulari té,
c'est-à-dire de la partie qui montre de quelle manière la fonction
devient inf in ie au po in t envisagé.

1.4. Le théorème général démon t ré précédemment est valable pour
une série de Taylor quelconque déf in i s san t une fonction analyt ique,
mais il a le défaut de ne s 'appliquer qu'aux points s ingul iers situés
sur le cercle de convergence ou sur le polygone de sommabil i té ; par
contre, il a une remarquable s impl i c i t é , grâce à l'idée ingénieuse de
M. Borel d'employer pour fonction sommatrice la fonct ion exponen-
tielle, e30. 1.1 ne nous reste que de chercher à é tendre le champ où
peuvent être situés les points s ingul ie rs de là nature i n d i q u é e , pour
qu'ils puissent être a t t e in t s par une méthode ana logue à la précédente
et dans la général i té et dans la s impl ic i té . U n e pare i l le généra l isa t ion
nous est fou rn i e imméd ia t emen t par la sommation exponent ie l le géné-
ralisée de M. Borel (r) où l 'on prend pour fonct ion sommatrice e " ' au
lieu de ^, c'est-à-dire où la fonction /'(^) est représentée, dans un.
domaine assez é tendu, par la formule

V / ^ arttt

Z^^^-nT
f(x) = Ii m ^-^—————•

a = w ^ ^f'/i

^TTE
w:=o

Soit x^ un point s ingulier de la fonction envisagée où elle s'écrit
sous la forme (G). Faisons une supposit ion analogue à .celle qui exige
que le 'po in t singulier envisagé ne coïncide pas avec un sommet du
polygone de sommabili té, c'est-à-dire supposons que ̂  ne soit exclu
•du domaine de sommabilitô exponentiel le d'ordre rque par l'effet de
la singularité à ce po in t . Plus précisément, supposons que le domaine

( 1 ) BOBEL, Leçons sur les séries divergentes^ p. i%9, Paris, Gauthier-Villars, xgor .
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de sommabilité 'd'ordre r de fï{oc) cont ienne déjàr^ à son intérieur.
Dans des cas pareils nous dirons que ̂  est atteint par cette somma-
tion.

Dans ces conditions, à l'aide (28), on peut refaire le raisonnement
précédent qui nous a condu i t à la relation (3o), et l'on obtient ainsi
l'égalité

B,.(^,.yo) r^ ,
^ ^Ï^^-YI^-T)^
qui est la généralisation de (3o) avec lequel elle coïncide d'ailleurs
pour r ==-1.

On voit par la dernière formule que les sommes exponentielles géné-
ralisées B/.(<^, ̂ o), formées en un point singulier atteint par la méthode^
sont en relation simple avec la structure clé la singularité dont elles per-
mettent de déterminer la partie dominante.

Dans la notation in t rodu i t e par M. Borel(1), nous pouvons exprimer
le résultat comme il suit .

Si la croissance de la fonction est

P4"7^

celle des sommes exponentielles généralisées d'ordre r est r fois plus
grand : en eiïet,

JP^^J^p.+^r,

et le second membre de la dernière égalité est le symbole de la crois-
sance de

a'T^rlôga]^,
pour a == co.

15. On sait que la portée des sommes exponentielles généralisées
peut bien surpasser celle des sommes exponentielles simples. Par
exemple, si l 'ensemble des points singuliers de la fonction n'a d'autres
points l imi tes que l ' infini , ou, s'il ne contient qu'un nombre fini de
points, les points qui peuvent é(re atteints par la méthode, comme

(1) Voir BOIUO, Leçons xur la théorie de la croissance, Cliap. I, Paris, Gaulhier-
Villars, 1910.
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l'a montré M. Borel, sont, aussi près d 'un point quelconque du plan
complexe que l'on veut. D'autre part , la relation (3i), quoique plus
compliquée que (3o), ne laisse pas beaucoup à désirer en ce qui con-
cerne la s implici té .

Ce que nous avons à faire encore dans cette direction, c'est de nous
affranchir le plus complètement possible des res t r ic t ions relatives à la
s i tua t ion de la singularité étudiée. Comme, pour étudier un point
singulier, nous avons besoin d'une représentation de la fonction dans
des points réguliers tendant vers le point en question, et comme
toutes ces représentations se font par des fonc t ions entières (ou poly-
nômes), c'est-à-dire par des fonctions uni formes , il. est impossible
aujourd'hui qu'on puisse soumettre à ces recherches le plan complexe
entier.

Une autre exigence, la simplicité des résultats, rend, nécessaire un
choix défini t i f entre les représentations connues, surtout si l'on veut
examiner des singulari tés moins simples. Dans le Chapi t re su ivan t
nous a l lons montrer qu ' i l y a bien une méthode q u i s a ê i s f a i t à toutes
ces exigences, la, méthode de sommation de M'. Milta^-LefIler ayant
beaucoup d'analogie avec la sommation exponent ie l l e de M. Borel.

C.I.T.A.PIÏRË II.

D E S P 01 :N T S C H l T I, Q IJ E S A LG É B î{ l C 0-L 0 G A P., l T t î M 1 <) II .E S

SITUÉS AUX SOMMETS DE I.7 ÉTOILE.

IV.

If'î. Depuis les-travaux devenus si vite classiques de M. Mittaq'"
Lefller sur la représentation des fonctions analytiques, la voie est
ouverte à des recherches plus générales et p lus méthodiques relatives
aux singularités. I l y avait cependant à craindre que les séries de
polynômes ou de fonctions entières dont on se sert dans ces repré-
sentations ne fournissent un moyen par trop compliqué pour pouvoir
engendrer des relations simples et générales- Dans notre Essai sur les
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singularùés ( 1 ) nous avons réussi à mont re r que la méthode spéciale
de représentation, donnée par M. Mittag-Leffler dans sa cinquième
Note (2), ce que nous pouvons appeler, à cause de sa grande analogie
avec la sommation exponentielle, la méthode de sommation géné-
rale (iM), permet d'établir, dans le cas des pôles et sans aucune hypo-
thèse accessoire, une relation de la nature indiquée.

Le but de ce Chapitre est d'étendre ce résultat relatif aux pôles à des
singularités plus compliquées, comme les points critiques logarith-
miques, pôles logarithmiques et p o i n t s critiques algébrico-logarith-
miques. Nous commencerons par les points critiques logarithmiques.

17. Supposons que la fonction puisse s'écrire sous la forme

(À) /(.r):=A^ log-——I-^ +A^i log—— '—^\ 4-...4-^(^\hog<——^ J'+A^i Hog—^T

L ' ^o-J L î""" -^u i
1 i — — i — -t:-1"- "

^'o J _ -^i

où, l 'ordre de J\(^) au point x^ est négatif.
Prenons la représentation de M. Mittag-Leffler, citée tout à l'heure,

qui consiste dans le théorème d'après lequel x é tant l'affîxe d'un
point à l ' intér ieur de l'étoile, on a

où la fonction sommcurice

P^)^^^^
/3Î.==0

est une fonction entière d'ordre inf ini , à coefficients positifs, satisfai-
sante aux deux condit ions suivantes :

i° <p(^) a pour l imi te zéro quand oc tend vers l ' infini , le long d'un
vecteur quelconque, autre que l'axe réel positif;

( 1 ) Journal de Matliématufues^ 1909.
(2) MiTTA(x-LEFFLKn, Sur la représentation d'une branche uniforme d'une fonction

monotone, 5e Noie {Àcta, Mathematica, t. XXIX, 1905, p. 173).
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2° oj étant positif,
,. (p ( r«) .r )îl in î — — 7 r=:o,

a)==oo y (^)

d'une manière uniforme, tant que x appartient à un domaine fini situé
en dehors de la partie de l'axe réel compris entre x == i et -h co.

Nous avons démontré ( ') que la fonction entière étudiée par
M.L inde lô f ( 2 )

00

^-Sllo^^ P > - -
/l==()

satisfait à toutes les condi t ions énumérées de sorte qu'elle peut nous
servir comme fonction sommatrice.

D'après (12),

^(^)=Ay[lognJ r /+A^l[1og^]^• l4"...-f"£(/Q+^(T^
OU

,. e(n)
lirn ——T'^ o.^.=-[ log^|y

On a par suite pour les sommes générales (M) formées en ̂

A^ i:10^^7^^ +1 • ̂ ï^ n-̂ )r ̂ ^ nïg(̂
(32) M(a,^)=——^————————————__-.:___.^______^o

^ ^/î

'̂l'oiT^^^
^ == 0

18. Démontrons tout d'abord que

2>^,i^n^',^ D ; • l [iog(/i+p)r
(33) . lim^~——————————=i.

Comme

a^w ^ ^
(^l Y ————

^\\w(n[l^t^+P)]"

linJl̂ iî i)̂
n=^ L Jo^^ J

( 1 ) Lec. cit., p. 394.
(2) E. LINDKLOF, Le calcul des résidiiff. Parîs, Gauthier"ViHars, 1905, p. 1 2 1
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on a, d'après le théorème de Cesàro déjà cité,
00

I>g^[log(f+p)^
lim ———^————————————————— = i.

"-^[.og(^p)]^.^^ .̂
WïS 0

On peut donc prendre au numéra teur du rapport envisagé, au lieu
de [log^j7, la quantité [log(^ +-p) j 7 , de sorte qu ' i l nous reste à
démontrer que

^1 _______0"_______

2^[Tog^ + (3)-]^/
lim^,———————:——=_^
^^V___aft

^[Io^+p)p
n •-s- 0

ce qui est évidenl. si l'on fait la remarque suivante :
te oo

^1 ____ Jil____ _, __ (P \ „ y V __________a/fc_________^ ̂ ^^^ __ , ̂ ^ ^ ,, , ...̂  „ ̂  ̂ ^_^^^ ,

/? ::-- (,» n =-; 0

où ^ i(^) est un polynôme en ^ de degré (y — i) et, d'après le même
" théorème de Cesàro,

w

iu r̂7rrp-r,-TF r_î ^p^-i.
l i r n -——5——————————— == l i m -—-^——l——-[ ~=i ,// = ̂  ^ ^". n^ » L ̂ ^^ ̂  + P -+• y ) J^[ïogT^r^p

/(,=.=; 0

Une conséquence du dernier résultat est que

^ - . . a"
2L !- îo^ /À-l / ' po^7T"ï~p7F

lirn ^1—^——————————— = o,
a •^ w ^ (̂ ^ »

^ n^g77r̂ s3p
^=:o

si i < ^ ( / ^ de sorte que les y premiers fermes de (32) divisés par a7

donnent pour limite le coefficient Ay.
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19. Passons aux deux derniers termes. On a

l im
^w
n == 0

a^
[ïoS{n 4--P) ]«

., Y^ a^ç^i ^ —————————
^[log(/t+p)]"

r/, =-- o

'̂ riSi^") [ log(/(+p)]"
1 e ( /< )

: l i l l l ,-îlim^-
// ;--: oo ,,.-.:»\\^n\'i"=• " •̂  a"

,'—, ""'̂  U^/'+isTP

Enfin, on peut poser
/,(.,-•)-=/,(,r ) . |-/,(,A-),

où/a(,r) est régulier à l ' intérieur du cercle de rayon |.rJ ot est d'ordre
négatif sur le cercle, de sorte que

lini,^,1''(,»-„) =./a(,r,,),

et, a fortiori,

w
^.s'^'C.r,,)^ ^[•/(:4--(:iyp

li,n'î L-̂ -.-...̂
"==" '̂ i «"

2j[Tog(,i+(3)]'»'

- ./'a ( A'd ) ;

d'autre part, /;>(••») est régulier en x^, et ce point est situe à l ' in tér ieur
de l'étoile dc/;;(.r), de sorte que

(35)

^ <1^) ( T \ —————Z/- ^^rio^uo^+w
liïn ̂ ^ ;=:/̂ (..T;(.,),

^ a^^ ̂ .̂̂ ^

c^est-à-dire, en combinant les deux dernières égalités, les sommes
générales (M) formées en un sommet d'ordre négatif de l'étoile conver-
gent nécessairement et représentent la z)€i(eur limite de la fonction.

Remarquons qu^on peut prendre pour fonction somrnatrice une
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fonction entière quelconque satisfaisant aux condit ions énumérées
précédemment, sans que le dernier résultat cesse d'être valable.

Si l'on divise donc les sommes générales, formées en un sommet
d^ordre négatif, par cfl, le rapport tendra vers zéro. Par suite, en tenant
compte dans l 'évaluation du second membre de (32) de tous ces
résultats partiels, on a

(36) lunMi-^^A,
a ==. ws "

Les sommes générales AI(^,;ro) formées en un point critique loga-
rithmique d'ordre q croissent comme aq', et la limite (36) nous fournit
précisément le coefficient principal de manière que la partie domi-
nante de l;.t singularité est complètement déterminée par les sommes consi-
dérées.

('AÏ résu l la t s ' i n t e rp rè te encore comme i l su i t .
D'après le Ihéorème de M. Mittag-Leffler, les fonctions entières

M(r/,.r), pour a == co, s 'approchent i n d é f i n i m e n t de la valeur de la
fonction au point a-, si <f est à l ' in tér ieur de l'étoile. Si nous rem-
plaçons x par l 'affixe .z'od'un sommet(qui est nécessairement un point
s ingul ie r de la fonct ion) , en général, la suite

(87) IunM(^^)

n'aura pas de limite. Mais le problème général se pose : y a-t-il quelque
relation simple entre la sui te (87) et la structure de la singularité
en x^ï

A cet égard, nous avons obtenu, jusqu'ici deux résultais qui méritent
d'être signalés.

Si le sommet est un point s ingul ier d'ordre négatif, la fonct ion
a une l i m i t e quand on s'approche de ce point du côté de l'origine et
les sommes générales M(a, ^o) représentent cette limite.

Si le soniinet est un point critique logarithmique d'ordre y, les
sommes deviennent infinies, et leur degré d ' inf ini tude, tout en dépas-
sant considérablement celui de la fonction, est caractéristique pour la
singularité.

On voit déjà, et l'on verra encore dans la suite, comme le choix
dnn- Éc. Norm., (3) , XXVIII. — SEPTEMBRE 1 9 1 1 . ^6
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de la fonction sommatrice est important si l'on veut about i r à des
formules simples.

20. Nous traiterons encore br ièvement le cas des pôles logarithmi-
ques où la fonct ion a la forme

fW ——+...4-/i(.r)

l(.r) étant déjà d'ordre négatif en .z"o. La dernière hypothèse en t r a îne
que les sommes générales (M) tondent vers une l i m i t e , c'est-à-dire
/.

l i m M ^ ^ ( a , ^ ) = = y \ ( ^ ) .
<t „--: 00

Reste à examiner les sommes générales relatives à la fonction

flo^

v.,0 ^,..,.,xui.«,.^o iv.i

Ï " 1 ^

(ï~.^)P (p entier).

D'après le théorème de Cesàro, la, croissance de W^(a, .r^) est égale
à celle de

w

^(/^ 4- ? ) . . . ( il 4-- )og(//. -+,p)|^ </

^ [̂ l<)g(/t-(-p)]»

qui peut se mettre sous la forme
rfF

^/(")+^[«^"/Lp-,,(a)|
pTlp^

En effet

-df- ) y ff-'t4'p''f/ __ / "L v (^ + f-^// )_ • -^"jj: y -+• i ) "'t+'7
</«P i ̂  |; log ( ̂  -(- p 4-~ y yF ( ~ 2^ \\^{. n~-\-à+,i)Y————

\ n ̂  ̂  ] tl .;--::.; <)
w

— \"1 ^^r P ) • " •(rn """h ' )am
' i" i lM ' Z^ | ' 1 o ir ( ^^r^^^yJo^^w+p)]^-^
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Mais l'ordre de croissance de

est égal à celui de

r/P
^l^h^^)]

ci?
^^EW^L

comme on s'en assure aisément après avoir effectué la différentiation
et remarqué que

,. ^(a)

hm ———— = o,
tl rr oo t-1- ' y / \^w

si p^> i. On obt ient ainsi que la croissance cherchée est égale à celle
de a^fçÇa), où on a posé

^pW^
Lp,,(a) =f^-

Mais M(a,^) est une expression l inéaire en Mf^ÇayX^y où i
varie de o jusqu'à la plus grande puissance de log— I—qui se présente

x

dans les polynômes P^, et k prend toutes les valeurs entre o et p ; et,
d'après la dernière formule

,. M^(a,.yo)
J^M^o-^^0-

si k <^ p ou si k === o, mais i<^ ( ) .
Nous avons enfin la relation

(38) \\m M(^o) ^^a^a^f^a) p î

Les sommes générales M (a, x^) formées dans un pôle logarithmique
d'ordre (y, p) croissent comme cf^1 fn (a) e£ la limite (38) nous fournit
précisément le coefficient principale de manière que la partie dominante
de la singularité en question est complètement déterminée par ses sommes.
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Comme nous avons montré ai l leurs (1) que dans les sommes géné-
rales (M) les pôles se mani fes ten t par la croissance de a9 foÇci) et
comme on v i en t de voir que les points cr i t iques logarithmiques se tra-
hissent par la croissance a7, i l est évident que, en c o m b i n a n t ces deux
sortes de singularitéSy l'ordre de croissance des sommes générales
est la somme des ordres relatifs aux deux s ingular i tés séparées.

Pour que la croissance des sommes considérées soit dé terminée
d'une façon complète, il ne nous reste que calculer la croissance de
./r/^)- C'est ce que nous allons fa i re dans le cas p lu s général des poin ts
critiques algébriques.

V.

21. Abordons maintenant l'étude des points c r i t iques algébriques
situés aux sommets de l'étoile. A cet ef le t nous al lons étudier soigneu-
sement la fonction so'mmatrice choisie.

Posons
60
^ ^ ///

L{a):•=2^^mVl•
m — '.s 1'"

et
, / , Y ,. a"1

^••^--Z'11 Ur^mr-
Nous allons démontrer que

(39) Iill)^——-
II SS /S (-' .* -t \ <-<• / '••'

Le nombre a étant fixé, cherchons tout d'abord l ' indice ri du terme
maximum dans L(a). On obtient pour n l 'équation

(40) logo == lo^ }o^n + j^

ou bien i
a = lo^n 6>10!?/%

ce qu i nous d o n n e
n^f(a),

(i) Lofi. cit^ p. 397.
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fonction cont inue de a dont les propriétés fondamentales sont, pour a
suffisamment grand, que
1° H m f(a) =co,

2° f!{a)>o.

En ce qui concerne l ' ind ice /?, du terme maximum dans L/^a), on
peut démontrer que

( 4 0 T <^i</^,

pour /z (donc pour a) suffisamment grand et si k ^> i.
En effet, l'équation pour /?^ est

loga =: log- Io^/2i 4- —— — — == ?(^i) ,lo^/^ /^

et l'on voit facilement que pour x positif et assez grand
^(.^^X);

donc, pour x assez grand, les inégalités , ' ^
9(.:ri)<y(^)<cp(.^)

entraînent
X^<,X <.Ï2- • ! ! • ! ,

Démontrons donc que

? ( - ) < y ( ^ l ) < 9 ( A 7 ^ ) -\A7

Examinons par exemple la dernière inégalité. Il faut montrer que

?( /^o= loga=Io^os /^+^oi7^<loglog(^
pour a (c'est-à-dire pour n} assez grand; cela revient à dire-que

/ logA"\ i i r
^V + ̂ n) ~ îo^ + lo^T) - Tn > °-

Mais on voit facilement que

(4^ ^'^"[i^-Iog^)]^10^
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et que
(43) lirn Io^ log [ x + !0^ ] = logÂ-,

"=<» L loo' t 'J

Donc notre inégalité à démontrer aura la forme
ï f , , , . I o^A-4- rK^) r i o ^ ' / z ,

1 logA- +£ ( / î ) — —————————— — .-———— > o,jog'^ L 10^ /t^
et en cette forme elle est év iden te , car

,. 1" , / . lo^A--hrK^) rio^n* In <>•//. 1
=:lo^->o.Iim lo^ k 4- £ ( ̂  ) — —————— — —F—

n=oL ^ '̂̂  '̂̂

22. Remarque prél iminaire. La condi t ion
H m ff{n) = a
/(. ;;S &9

entraîne
l in»^[ / ( f f ) ] -=a ,
/(== 00

si
J.im/(a) =-=co,

et si
/'(.Oo,

pour a suffisamment grand.

23. Introduisons la notation suivante. Soient

7î~~ kft ' „
A(ff)=2[l^^F-î ^(")==2;i-i,;^' K(")- ^ p^F

w. .=; 2 n /n ss /»'/•/. •+1///s'.; —
/!•

et

a"1 /ï / ^ X'' »'"
[ log^F' L/- ̂ ^ := 2^ /M" [logw]'" 'A^^-S^'îT^5 ^(^^S-

//.
^1

^ " tô//'B,.(a)^ ^a r= >. m
[lo^^^]^//< :: : / / / 1 - 1

On a
A(a) ̂ (^^(a) +- (/^)'-li(a) < L,(a) < f^yA(a) -t- (Â-/i>.)''C(«) 4- V,{n),

\ K / \'i /
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c'est-à-dire
^Y( f f \ A ( a ) \ k ) C ( a ) {knY B ( a )

"u f f^L^) e^ L(a) ^a L ( ^ )
/ ̂  \ / '

L,(a) ^j A ( a ) (/my C(a) B,(a)
' 6^^ L ( a ) ' ô-7'^ L ( a ) ^'^ L ( <2 ) e^ L ( a ) '

où n = f (a).
Nous démontrerons tout d'abord que

(45) ]nn-^_:=i;
//, -:•= t»3 •———— t-'

/('••"""

d'où, grâce à la rcinarfji io paragraphe 22,

(W '""l^^^.
<•/ = 00 c' 0

On peut écrire en cdet
-L- r —1

_^_ ^ ^log•/<,-(-lo^//lo^/^.^; ^lo^^Ll-^'^^J

,̂̂ ïï

et d'après IMIospilal
_- ^^.(_\

» _ /.los//. w \ l n < » ' / / /
lim î——6— == lim ———^ l^n/ = jim - ̂ -=-1.

//. î- OO - /< Sï: 00 / \

1()^^ VOD^V
G. Q. F. D.

24. Nous allons voir que dans (44) l^s premiers et les derniers
termes tendent vers o pour a ==20. C'est-à-dire démontrons que

(47) ""'i^-0-a ==: oo *-' (. a /)

et que

'w lm;'^)-»•
dont un cas par t icul ier (/• = o) est Pég'alité

(49) ^i^0-rt ,= oo ^ {U )
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Soit M (a) le terme m a x i m u m de la série L(a). Pour établir (47) il
suffit évidemment de démontrer que

/ / . ,. A ( ci )( 4 7 f l ) ^MT^0'
car, les coefficients de L(a) é tant positifs, M(a) <^ L(a).

Pour é tabl i r (47 <^) nous a l lons montrer que

,. Ml^nf^71) ,. ... .lun —-—~———^— :•:= l i in l ) ( n ) •::= o,
'"MOog/^^) / (-w

d'où l'on pourra conclure, d'après la r emarque du paragraphe 22, que

,. ,, , „, ... ,* A (fï}l ••» I) [./(»).!= li " i——-=o.
a ::= ûa {i^. M JYl \u )

25. Examinons donc D(/<') . 11 est plus ()eti(, que le dernier terme
mult ipl ié par le nombre des termes é t a n t donné que le de rn ie r terme
est le p lus grand; c'est-à-dire

ri n.

IX/,)^"^^'^''^" I

'• '" k "„ " '
/> /> t (^ /<//. " t;

•"s-/-,

car le terme maximum de L(a) est

j^_ _ Ejĵ 1!̂ ^ ̂  ̂[log/o^ """ [io^:i^ ' •
On a donc

// , ft il n n n7-iofî lof; n •+" T-,—— — —lo^ IOK'",- —" -—— -i-loe' ";•
l ) ( / À ) < < ? / t /l'108/t /t /1 li^/^ A\

Le troisième terme de l'exposant peut se mettre sous la forme

~^log(log^-log^=-^noglog^+log(i-^
t- Si ! " t"5 /• J

qui détruit donc le premier terme de l'exposant. D'autre part,

n^iog«iog(.-^)=-.-ios/,
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de sorte que
l < ^ f \ -^ l0!̂  ̂  - Io^/c ̂  fi^
^ log-/^/ iog/^ log/z5

où
(un E(n) ==o.

/; ss: as

On peut donc écrire
// f l loa:/.- "j

IX.^X^^L^—-1"2^^

et l 'on voit f ac i l emen t que, pour k ^> r ,
, ^ . i loa'/c(^o) ^+-^._,<o,

ce qui montre que le" coeflîcient de —— est négatif, pour n assez
grand, d'où le résultat

H in D( n) •==: o.
H == oo

Pour démontrer l 'inégalité (5o) i l suffit de vérifier rinégalité
y ( À - ) ^ i - + - l o g - Â - — Â - < o ( / c > ï ) ,

ce qui est évident si l 'on remarque que

^(/Q^-KO;

donc cp (/r) décroit constamment pour les valeurs considérées de k et
que y ( i ) = o.

26. Nous al lons démontrer (48) d 'une manière analogue.
Tout d'abord

,. knInn ——————^^=o,-
w""ûo[^(^)] r

on peut donc prendre n assez grand pour que

^Y
[log^/c/i)]10»'^^ '" '

d'où l'on obtient l 'inégalité
ff/cn Ct^^^

(5 ï ) B,.(^) < j|og.(/^y[/m-iog^) "+' [|og(^ _^ ^j^+i-iog(^+i) ~ { " • • • -

Ann. Éc. TVorw., (3 ) , XXVIIÏ. — SEPTEMBRE 1 9 1 1 . 54
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Établissons encore que, pour n assez grand, le maximum de
a^

(lo^y»'"-10^

en fonction de a ou de n, est atteint pour oc <^/cn [où n =fÇa}\.
L'argument^, qui donne à l'expression une valeur maximum, satis-

fait à l'équation
logât==loglog.r4- j^---^[i+iôglog^]=./î(.z').

On voit facilement que
/^(.r)>ô,

four x^> e; donc, si nous démontrons que hÇ/cn) > loga, il est établi
que l 'argument x, qui rend maximum noire expression, est moindre
que kn.

Démontrons par suite que
h(/cn) > loga = Ïo^lo^n -h .——,

, , ,. ^ " " io^nc est-a-dire que
k)glog(/cn)+^^-^[^

ou bien que

lOgf l •4" r°^-) + ———- I I — ———l.———- 1 — —— |" 1 -h- JOff (OL^ÂTî)") > 0.
' V , îogn/ logn j i0^" | ^n

L 14" n^J
Mais nous avons vu que

^lognlog(,4^)=lo^,

et l'on vérifie aisément que

^^^^TT^I"1^L l ^//]
ce qui démontre notre inégalité*

27. On voit par ces calculs que dans le second membrede(5x)c'est
le premier terme qui est le plus grand. Prenons donr, au lieu des pré-
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miers termes de ce second membre jusqu'à l'indice <?aog")', le premier
terme mult ipl ié par <?(10^?)!1, supérieur à leur nombre.

La somme des termes d'indice plus grand ou égal à ^10^2, tend déjà
vers zéro pour a =03. En effet, so i t£==^ par exemple; l'inégalité

a a
- — ^ < [ j o g . ] ^
E10^]

est vérifiée dèsquev^e 4 . D'autre part,
(- l mlfl N?^-^»)"!

[Iog(-u -+- m)} L ^•+rn -^[logvp-^x1-^

D'où il résulte qu'en désignant par c/ les termes du second membre
de(5ï), r a "rr a 1^

^"^[(log.^J L(log^-J 3

de sorte que m ne se trouve plus qu'à l'exposant.
Remplaçons v par é?00^3. On a i

,. a ,. iogne^ (logn)25

lini — — — . . . ,. = lirn —^——— —r0—— = o.
«=<o ( logAfc)^1-^ ^ ^ < » lOg/ï log^.

Donc
Scdog-n)3'^: C^-h Cv+i •4- . . . -+" Cv+,^ +•• . .

r a Y^'r g -l
<[(log^)^i^)J |_1 4- (logn)^^) ^ • • • J

r a i^10^^ i
< [(^g^)^1"'^ a

1 (log^)2^-^
ce qui démontre enfin que

]imS<;(iog/i)3=== o.
n =s oo

28. Remplaçons donc l'inégalité (5i) par
f^ki^

B.(a) <.••»-•• ̂ ^^p^^+S^,,

et remarquons que pour établir l'égalité

1^ B_(o) ̂  ̂  B(log^) ̂  ̂

.=«L(a) ——L(log.^)
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i l suffit de montrer que

l im e^^————a^————^ = o,
" ~ ̂  [̂  IQ^ ( /^ )pn - In^ ( f.n ) ̂ Ti

si l'on y considère a comme fonction de n :

a •== lo^/z e{{}sfl,

ou, ce q u i revient au même, que

,. ( l.<>8' ̂  )3 •-+- />'" l̂  1<»S ̂  •I- —— — [ /» " — l^s ( /•'// ) ! tes Ion ( A-// » — —1—
lirn 0 1 1 [^t{ 1 ' " l(^'/?:— o.
n :r: oo

Le troisième tenne de l 'exposant s'écrit encore

—kn lo^ IO^/À — h-n lo^( ï "i- j^y ^ + log(/.'^) log- log( Â-/z) ,

dont le premier terme détruit le deuxième terme de l'exposant.
Nous savons, d'autre part, que

lim \(}^n î o^ ( i "h r^2— ) .== Iog"/\
^=.^ • \ lo^/^,/ rt

Donc l'ordre de grandeur de l'exposant est —- et l'exposant total• , 1 Io^/? " 1 " llil 1 1 1 ' " 1 " 1

se met sous la forme

^|:/:-^10gÂ'-ï+c(^):|,

où ( 1 )
I\— yr lo^A- — i << o,

d'où l 'on conclut que (48) et ( / i<)) sont vrais.
Enf in les égalités (47) et (f\()) nous m o n t r e n t que

Ihn c^ ̂  lirn IMfilrlA î̂  ^ , '
a^» L(a) ,,^^ \A,a)

Reprenons main tenanty après ces calculs p r é l im ina i r e s^ nos inéga-
lités fondamenf-ales (44). Les résultats acquis , Jo in ts à '(46), d o n n e n t

( 1 ) DIENES, Loc. cit., p, 4 o r .
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immédiatement
,. . , L, .(a) . i
^^^^r^-^r- ,
,. L / . (a ) ^ k 1 ' 1 !
lim sui') . . . — - -: — •//=-oo e ' ^ Î A . a ) - e '

Mais les deux inégalités dernières sont valables pour k que lconque
supérieur à l 'un i té ; donc

.. L / . ( ^ ) r
j^^T^^^

ce qu'il f a l l a i t établir .
VI.

29. Soit x^ un sommet de l 'é toi le et supposons qu'au voisinage
de x,,

f(^)^}l———^f,^),
, ̂  ± \
\ ^o ,7

où l 'ordre de/'^.r) en .T,) est in fé r ieure à r. P;ir exemple, si x^ est un
pôle ou un point cri t ique a lgébr ique de la f o n c t i o n .

D'après la dernière hypothèse
/,(..-)=/3(.'r)+.A(.y),

où/^ (^) est régul ière a l ' i n t é r i e u r du cercle de rayon [^|, son ordre
sur le cercle entier étant moindre q ue r e t / o (.r) est holomorphe sur
la droile (o, 'r^) extrémités comprises.

On a donc
y/2

l i i n ^ r " = o .
n -.. ^ ' l ' '

Écrivons le théorème de M. Mitfcag-Leffler p o u r la fonct ion

f,W=f(.r)- Br ,-y,(,r).

(I'^)
On obtient

S<5

'V ( ç „.. îî Î^/'-H)__<y,/a \______a.________
^(..̂  lîr»î/. ^ n ) ] - lo^(n+p)-]^

lie» ^0—————^—————————————- =/3 ( .z-o ) ;
n == ^ •̂ i ___a" '

^[10^(^.4--?)]^
// == o

par sui tey ces sommes, divisées par e^, tendent vers zéro.
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lim
2.̂
/ ï = 0

a"
[ log(/2+-P)]" 2i.*

îlimîÏ
"l(log(n+p)]"

S- [lOg(B-t-P)]- 2' a^
1 ̂  1=: l im Liu = o,»-«, ^r

[lo^+(3)]-

c'est-à-dire

2 »̂ [log(n+(3)]'1
lin) ^0

e'^l^a)
et

s"^"^ » [los(«+P)]'1 p(,.+,,
lim "-^——————————— = lim -—— = •p———.,

a" «=-;» »' r(r+i)2- i:[og(^+p)]"
c'est-à-dire

Vo(^i) an

^ ' » [logr/î.+.p)')-',< n, -i-a)'!'-*
lim n-^- e''"L(ff) '"'e''r (/••+• i)

En tenant compte des égalités obtenues, on arrive à l'équation

IL
^^(•'^o) [lo^/i+P)]^

lim—
(ISS00 ^•L(a)

Mais, pour ? quelconque,
.. L a )lim - — ==i ,^:^ Lp(^)

^T(r4-i)

à cause de la limite

Donc enfin

,. ^%r(/l-+-"i3)^/î
l im—2^—— r-^\ ==!.
rt==<o L ^^^

^n(XQ}2^^^° [log(n^(3)]" ^
^£±———^-tLp(.) ^(r-fi)
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ou encore
(5.) M(a ,^ )^ B. ^
v / a=^ <?ff^ ^(r-hi)

Un point critique algébrique d'ordre r apparaît dans les sommes géné-
rales (M), formées par la fonction sommatrice L^Ça) comme un infini
d'ordre r o (selon la notation introduite par M. Borel), c'est-à-dire
comme la r-ième puissance de ea.

Si l'on remarque que ce sont les fonctions entières M(a, .-r) qui,
pour a = oo, représentent la fonction envisagée, on peut interpréter le
dernier résultat de la manière suivante.

La suite numérique
lirn M (a, A\)),

formée en un point critique algébrique à un sommet de l'étoile^ est en
relation simple avec la singularité envis sgéCy en décèle le degré^ le coeffi-
cient principal et en détermine ainsi la partie dominante.

Remarquons enûn que, malgré les calculs un peu longs qui nous ont
amené au résultat final, la simplicité de la formule définitive est tout
à fait remarquable, grâce aa choix convenable de la fonction som-
matrice.

30. Étendons encore le résultat dernièrement obtenu aux points
critiques à la fois algébrique et logari thmique où la fonction s'écrit

^hT^I
(53) /(^)=L———^lJ.+/,(^),

( I -^)

l'ordre de/^ (a?) au point x^ étant inférieur à p. Calculons à cet effet
les sommes générales M(a, i) relatives à la fonction

, î 1 ^[10^}io^——0 I —— X \

(I-^)P'
Comme les s^ de cette fonction sont comparables à (log^)^^ r. . .s
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la croissance des sommes considérées est é^ale à celle de
60

S^^no^:^
n :-•= I_____________________

^P-^'^I-T^TPTF
/•?=;()

Mais le théorème de Cesàro, déjà cité, permet de prendre p == o, car
,. rio^n+prptirn —v-———— =: i.
«=« L 10^ j

Cherchons donc l'ordre de croissance de la fonction
00 W

S^^o^ p „ ^^(^^^logt^,)?
/< ==2_____________________ __ _ Jl .y'^1'1^^^ ^ ._.,.,.,.̂ .̂°___________

^ q^ ^ a7'' ^ ci'1'
2^ (io^n)11 ^ [ïï̂ Trp ^ {T^n)^

/<!. =: 2 n =; 2 " n :-.•.- 2

D'après la remarque précédente on peut prendre n9 et (lo^/î)^ au
l ieu de (^-4-y)P et [log(// + ({)\11 sans changer la croissance de la
fonc t ion , de sorte qu'il suffit d 'examiner le rapport

^ ^n
y n^ —————
^ (lo^ny1

n i^ ï_________

: v atl

^(lo^^'F
n=2

ce que nous avons achevé précédemment. On peut clone conclure,
grâce à la relation (3c)), que

(5^ ^^L1} ^..^,, ,.,,1,, „„....„.
' ' a^eP^ """" e^F^p-h i)'

SI. On démontre main tenan t , comme auparavant, que la croissance
des sommes générales M, (a, x ^ ) , formées pour la fonction J ^ ( x ) ,
est inférieure à celle de M Ça, x ^ ) , c'est-à-dire que

M.(a r,,)
^» ave^
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et l'on obtient ainsi , sans aucune diff icul té , la relation générale

(53) Ihn M^7^ — A.,
.,==» a^e^ ( , p r ( p + i ) '

Un point critique algébrico-logarithmique de degré Ça, p), ou avec la
notation de M. Borel, d'ordre q^- -h p, se trahit dans les sommes géné-
rales M Ça y .-z'o) comme un infini d'ordre co fois plus grand :

q^ -+-pjr,)-=:(7-h-pr.).

Nous voyons que la fonction sommatrice choisie permet de trouver
des relat ions dont la simplicité s'approche de celles obtenues par l'em-
ploi de la fonct ion exponent ie l l e elle-même. L'écart, cependant , entre
l 'ordre de croissance de la fonc t ion et celui des sommes, qui n'em-
pêche n u l l e m e n t une correspondance précise, est considérable. On
pour ra i t donc se proposer de trouver u n e autre fonction sommatrice
q u i d o n n e r a i t des r e l a t ions plus sa t i s fa isantes à cet égard. C'est ce q u i
va nous occuper dans le paragraphe su ivan t .

VII..

32. Pour mettre au jour davantage le caractère de l ' inf luence de la
fonction sommatr ice sur la relat ion des fonctions représentatrices à la
fonction représentée, nous al lons étudier br ièvementia représentation
proposée par M. Mitfcag-Leffler (*) , qui est effectuée pa r l a fonction
sommatrice,

^^^^^e^111^ (o<^<^( ûfri{ log/// )a

dont la croissance ne surpasse pas beaucoup celle de ^, car, si l'on
prend a ==: ï (qui n'est pas d'ailleurs permis), le coefficient

i _ ï
ffin log? in """ yy^nt

est comparable à —

( l) MnTÀCx-LEFiaim, Sur la représentation arithmétique des fonctions (maïf tiques
{Âtti del Congresso di Roma, 1909, p. 84).

Ârm. Êc. Norm., (3) , XIVl'H. — OCTOBRE 1 9 1 1 . ^3
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I/indice da terme maximum est lie à la va leur fixée de a par réquai ion

(56) loga=(log^)«+^^-s.

On démontre f a c i l e m e n t que l 'indice /^ du terme max imum de la
série

•\r / y_v , . . /. ̂ ^L-̂ . — v ——J^__rs ̂  ̂ a) ^^ /n ^ ^ ̂  ̂  ̂  ^ ̂  — ^^^ ̂  ^ ̂  //7)^r^7Toiî"^ï

/// =, i /// .-:= i

est, pour n ou a assox grand, entre -, et /cri, k ô lant un nombre supé-
rieur à i. La marche du ra i sonnement est i d e n t i q u e à celle que nous
avons su iv ie dans le paragraphe V.

Faisons voir sommai rement que, comme an cas de la fonc l ion
Lp(a), le commencement et la ( in de la série n ' i n f l u e n t pas sur l 'ordre
de grandeur de la f o n c t i o n , ou, plus préc isément , que

//
7; _ t 1 " 1

^^^^r,^

1 K- \ J,,.. ï " î __ /.(,,^) ^————^^.__,,,.o,

et
^ ,im

•y ^^^r^^.
/ f O \ ( " . . / / / £ ; = h I I(08) lim———^—————=-.0,

II ï"; 60 '•'I \ u /

de sorte que /// =';; i\,it
fflH

V ////• ̂ '̂ ïï̂ r .̂
/////::= -"

(5o) lim ————^———— ;̂  »' J ^^ rs/ .(^)
où n est une fonction de a déf inie par l 'équation (56).

33. Démontrons l'égalité (57). On a '
n.

v r aM .ïY:ïY^ ̂2^ r̂n^^ A'U; ^n^
^_ï_____ _ _ ̂ ' ^7

N(a) < '"'" _[Ïir '̂"
^( loS/».1"-^

( /• 4- 1 ) 10^ ...(-. ? ( 10g // ,^ -.1- -———a - ̂  fl,,g^ ) a... -,.̂ a-̂
^^ ^ /»• A 1 ' b /Hlogwjt-K A \ %/ ( lo^ /» ) 1 " ^
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où, au nimsérateur , nous avons mis le terme m a x i m u m (le dernier )
m u l t i p l i é par le nombre des termes; au d é n o m i n a t e u r i l y a le terme
maximum seul , et, si pour un moment [ a j est la parlie en t i è re de a,

. n /. /'/.Y- p ion a pris 7: ( log -r) au l i e u (le

HH^M'̂ Hïjy ^o'-
Mais nous savons que

l i m [(los//)^ ( I o g / < 4- c)a] ( io^ /Q^^^r—ac,

d'où il résul te que les d e u x i p m e et qua t r i ème termes de l'exposant,
ensemble, donne un terme de l'ordre de

//, a lo^A"
J^^nY^'

L'exposant est donc de la forme
a n "'loa'/' r , ,1(kïs7^ -j-+-,-^+^-)_

OU
1 i m e ( fi ) = o,

et, comme nous l'avons vu,

^-^-«o;
A" A

par conséquent, (67) est démontré.
Pour établir (58), montrons tout d'abord que la somme des termes

dont l ' indice surpasse kn+îr tend vers zéro avec ^- Cette somme est

inférieure à
^/.n-i-/^ r ^ / a ^ \ 2 ."1

^7"̂ ^TT[T^^^ î 4- ^(^(^T^ÏI "4~ {^^(kn+n^j +' " J

_ / a \/m + //a ______[____
== ^ ^TT '̂TrT^T^ j a 9

1 ^[10g(7^Â•-^-/ l î•) j^

où la raison de la progression géométrique, du moins pour n ou a
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assez grand, est plus petit que l ' u n i t é , car

11 '^JT!!^^^ ^^

comme on voit facilement en remplaçant a par sa valeur en n. Ce qui
démontre aussi que la somme envisagée (end vraiment vers xéro.

34. Regardons les termes dont l ' indice est entre kn et hi •+" n1. Le
premier é t a n i le plus grand, la somme de ces termes est plus pe t i te
que

' ^ / t7 / [ îOK( / .7 / ; j ^

Divisons par le terme maximum de N (a) et montrons que le rapport
ainsi obtenu tend vers zéro, c'est-à-dire que

. kn ( log- n )a + —^— - /.// f 1^ ( / // »]« - -——^—— ..-( - 2 loff n11 m e ( ' "s" » l M ( i og /< ) l "- ^ ( » ^
ftS- 00

Le premier et le troisième terme de l'exposant donnen t une somme
de l'ordre de

—aÂ'/zIo^/. '
-Yj^7yr=cr7

de sorte que le coefilcient du terme de rang maximum

est
(log^)^-

/ r — l o ^ Â - — ï < ô ,

ce qui démontre, enfin (58) qui, combiné avec(57), donne immédiate-
ment l'égalité fondamentale (Se)).

35. La fonction / (cr) soit maintenant représentée à l^aide de la
fonction somrnatnce N (a), c'est-à-dire par la formule

V , / / . ^ am
^ sm \ A' ) ^,,i ( i og ///, %

fw-^'———^)———f

qui est valable en chaque point intérieur ̂  .l'étoile, et'soît x^ un point
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cr i t ique algébrico-Iogarilhmique en un sommet de l'étoile, de sorte que

^-^1

^= (^^ ^Mx}f

\ ^J
où l'ordre de/, (<r) au point oc^ e s t in fe r i eu rà p, d'où il résulte, comme
auparavant, que

00

^^ Cl111'
J ĵ ^m (-^0 ) ^iog///)a

lim "^————————— = o.
<l~=W ^ (^W

^1^ ^tn {{(){?///)«
/// = l

D'autre part, d'après la relation fondamentale (12),

^(.ro)== F -̂-̂  ^(«^o) + ^^

OÙ

îirn ———n—-=o,
///=^ mP(log/n)^

de sorte que
^ a7"

.̂ C. ^r-T,,w..^,_______________,

^^ //( /,/// ( loy / / / )a

lîm ——^-^———————— == o.
<•/•:-:» ^-^ ^çw

^mP(Iog/70y^^-^
m=l , , 1 /,

36. Pour obtenir l'ordre de croissance clés sommes

Y ^ \ afn
^ S m { ^Q ) ^n ( iog m }v.

M.(.,^)=^——^———,

formées en un point critique algébrico-Iogarithmiqiie, il suffit donc de
déterminer, pour a === co, l'ordre de croissance de l'expression

00

^mPOogm)'^0^,,

r ( p 4 - i ) N ( a ) '
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c'est-à-dire celui de l 'expression
/// •—: îcn
^ a'11

y m1? ( 1o°' /// W ___••__^^ "ll \ l { ' G " I ) ,u 1 1 o v. in ) '/.

//

^^_________
r (p^ i )N(a)

Mais on a
jff^zitn iiii^.hrt

/ / 2 \P / . n\i ^ a"1 ^ - , , . a " 1

\k) ̂ j) Z^^n- ^^^lo^^^^iï,^^
// n

_____^li____ ̂  ̂ 1::!__________
N ( a ) "• ' N ( a )

ni s; /i/r

(Â-/.)F(,IO^^+ 10^)^ ̂  ̂ ^

w:~^
< ^ ;

d'autre part,
,. n ,. e10^^jn'^ ——— ^ iii^ ——————————— -^ ^^

"'"—— "^.[——-r^-J-

ce qu'on vérifie sans (l ir i iculté à l ' i l i t le (Je la lonnulc

lirn^log/î- ^(log/()a-^- 7|̂ vrs
"=:•» \ L '."-'B"^

La même formule noua montre encore que

l,̂  '«S» ^ i,n, __ 'oj^ __ ̂  ,.

""[log.]" "'"l/..,,,,^, .. » V(l^^+^yî-aj

On obtient ainsi les iné^lités

M, (a) ^ A.//^^lirn sup • i i= r(p -h &)
^'^^(log^

et
.. . . M i ^ a ) „, A,/^1 î xïi i n f ————-—-—- -:' —g—-———",//-^ î .// ""•" /rPl p -4- t )

^.^^^(log-a)" l /
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ou bien, k étant arbitrairement près de l 'uni té ,

(60) Inn ——^îlM—— == gp - 4

——^o^(lo^ r(p+l)

(7^ /a relation générale entre la singularité étudiée et les sommes
générales M, (a, ̂ ), formée par la fonction sommalrice N(a).

Le dernier théorème nous montre que, si la fonct ion devient inf in ie
d'une manièrelogari thmique, i l en est de même des sommes M, (a,Xo),
comme dans le cas de la sommation exponentielle. Pour a == i on
ob t i end ra i t une correspondance exacte même pour les poin ts critiques
algébriques, et on peut prendre a aussi vois in de l 'uni té qu'on veut,
ce q u i revient à dire que, dans le cas de la sommat ion parN(a), l'écart
entre l'ordre de croissance des sommes générales et c e l u i de la fonct ion
[ ) e u t être d i m i n u é i n d é fi n i m c n i.

Plus exactement, dans la notation déjà employée do M. Borely si la
croissance de la fonction est p + a î ' , celle des sommes est co -f -1 fois plus

*• ' / G) a (x» /. '
grande,

En ellet,
f j \ i i i i i ip .,4-., q^ r,,» " -—==; pu - ~ 4.- q - —3
\ <>} j a ^ ' a G) l a oo

dont le second membre désigne jus tement la croissance de

^•^^•(lOg^a.

Il serait désirable de décider s'il existe ou non une fonction som-
malrice (représentant la fonct ion dans toute l 'étoile), telle que la crois-
sance des sommes générales (M.) formées par cette fonction repro-
duise exactement la croissance de la fonction envisagée, du moins
dans les points crit iques algébrico-logarilhmiques.

37. En résumé, pour les fonctions sornmatrices que nous avons
utilisées au cours de ce Mémoire, il y a une règle très simple qui per-
met de (rouver iminé ( l i a t emen t le facteur dont le produit avec l'ordre
de la s ingula r i t é , p -h- q -^ donne la croissance des sommesengendrées
par la fonction sommatrice en question.
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La règle proposée est la suivante. Soit donnée la fonction sommatrice
par la formule

/•/ v ^ an/(-)-i^
n —- 0

et soit
'{/€„ =:<?( n).

Si l'ordre de ^(n) est a, le fadeur cherché est -i c'est-à-dire l'ordre. \ / 7 ./ ^

des sommes correspondantes est

(p-1-^)^
En efTet, au cas do la sommation e x p o n e n t i e l l e simple, c^===^! , de

sorte que l'ordre de \/<^ est l 'uni té . La croissance de la fonction coïn -
cide avec celle des sommes exponenl ie l l eSy comme on a vu au para-
graphe I I I (3o) .

Si la fonc t ion sommatrice est

on a

donc le f ac t eu r doit être I n nombre r, qui se vérifie sans difficulté, étant
donné que le symbole

/ i \ i
p 4-. g - ) r ̂  û r -i" n - r
\ / û)/ ' ' &)

représente bien la fonct ion
aP^r lo^a)^.

Regardons la fonction L(a). On a
V^=:l()^(/l+p)^log/tES x-,

(ù

et nous avons constaté vraiment que le facteur en question fut bien o).
Enfin, pour N(a),

y""" — ^ l.»g n \ff..— ,,-, 1..y c^ — 6 c' .s_s o.)<7 — ,
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par suite, d'après la règle générale (1),
i _ i i

op """p a 3

on a
i _ i r _ i i

J ï GO J a co^û)a — a —
6) &j

ce que nous avons établi, i l y a un moment.
La même règle s 'applique à une classe assez étendue des fonctions

entières sommatrices où la méthode, développée pour l'étude des fonc-
tions L(a) et N(a), rend de grands services en justifiant ainsi, plus
qu'il n'était jusqu'ici, l'idée de M. Bord d'après laquelle, si les coef-
ficients décroissent assez régulièrement, c'est le seul terme maximum
de la série qui détermine l'ordre de grandeur de la fonction entière.
Mais, à présent, nous ne nous engageons pas dans cette direction qui
nous conduirait à la théorie particulière de la croissance des fonctions
entières.

CHAPITRE III.
SUR LA ÏU3LATIÔW GÉHÉHALÏ5 DE LA SUITE DES FONCTIONS IŒPRÉSEWTATKICES

A U X STKC.ULAI.UTÉS DE LA FONCTION HEPRÉSEJNfTÉE.

VI. SI.

38. Les résultats des deux Chapitres précédents ont fait voir qu'il
y a une relation étroite entre les valeurs prises, en un sommet^ de
l'étoile, par la suite des fonctions représentatrices M(a, ,-z^) et l'allure
de la fonction en x^y si du moins la singularité a ce point est de carac-
tère algébrico-logarithmique. On pourrait dire que la force représenta-
trice des fonctions M (a, x) ne s'épuise pas dans la représentation de

(1) BOREL, Leçons sur la théorie cîela croissance, p. '24, Paris, Gaiithier-Villars, 1 9 1 0 , p. '24-
Ann. Éc, Norm., (3) , XXVIII. -- OCTOBKE 191 T. 56
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la fonction à l 'intérieur de l'étoile; mais dans beaucoup de cas, comme
on vient de le voir, les mêmes fonctions M (a, se) représentent aussi,
pour ainsi dire, les singularités algébrico-logarithmiques aux sommets
de l'étoile.

La question se pose donc de trouver des représentations aptes à nous
fournir des relations générales et simples entre les propriétés limites de la
suite numérique

l im M(<^ .^o)
ft =s: oo

et r allure de la fonction au point SG(^ et cela indépendamment du carac-
tère spécial de la singularité à ce point

Expliquons-nous. Si l 'on ne spécialise pas la nature de la singularité
au point r^o, c'est-à-dire si Fon n ' indique pas qu'il s'agit d 'un pôle, point
essentiel ou point c r i t ique algébrico-logarithjnique ou d'autres singu-
larités bien définies, dont le nombre est d'ailleurs très l imi té , l 'allure
de la fonction peut avoir des sens différents, comme il suit. Cette
expression peut signifier que la fonction a une valeur b ien déterminée si
on s'approche de ce point sur une l igne ou. à, l ' i n té r ieur d'un
domaine angulaire, ou, bien que la fonction reste bornée dans le domaine
envisagé, ou, enf in , que la fonction n'y est pas bornée; et l'on sait
qifen beaucoup de questions d'analyse ce sont jus tement ces dis l inc-
tions-ci qui jouent le rôle prépondérant. Nous sommes d'ailleurs bien
loin'd 'épuiser par celle énumération les allures générales possibles de
la fonction au voisinage d'un. point. Même dans la suite de ce Chapitre,
nous rencontrerons une allure bien différente, notamment celle qui
consiste à avoir, dans une direction déterminée, une in f in i t é dépeints
singuliers au voisinage du point.

Remarquons dès main tenan t qu 'un célèbre problème d'Abel, posé il
y a presque, un siéle et pas encore résolu, est un cas très particulier
du problème qui nous occupe. Abel n'a cherché que la limite de la
fonction en un point du cercle de convergence où la série de Taylor
diverge* Mais on voit immédiatement qu'on ne 'peutpas résoudre ce
problème sans avoir examiné le cas où la fonction n'a pas de limites,
si du moins l'on se propose d'établir des conditions à la fois nécessaires
et suffisantes.

39. Nous allons démontrer que les représentations deM. Mittag-
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Leffler(1) étendues à une étoile curviligne quelconque parlaméthode
de M. Painlevé(2) permettent de résoudre complètement le problème,
qui nous paraît assez impor tan t .

Voici les propriétés principales de ces représentations. La fonction
/(^), définie par une série de Taylor, est représentée, dans un
domaine A^ dont la limite pour a == o est l'étoile principale curviligne
ou non, par une suite (ou série) de polynômes

00

(6i) /(^)= l imS,( .y,a)=:yGa(^,a) .
V == oe •TO—

EJ.=O
00

La relation de cette série à la série de Taylor primitive, V^^> est
n = 0

donnée par les égalités suivantes :

i,°
(6â) œ^g(t)^

ce qui est la définition de la courbe génératrice /; ^est holomorphe
pour o ̂  / ̂  ï , mais n'est pas nécessairement réel quand t varie de o à i ;
on a encore

^(0)=0, ff(î)=l;
2° Soit

00

(63) f[ff(t)]=f,{l)= ̂ a',,i";
n'-^Q

3° Prenons une suite de représentations conformes

(64) v=(p(u, a),

qui transforment le cercle |a[<;R, .R>i , en une surface finie et
simplement connexe, et supposons remplies les conditions suivantes :
les points u = o et v === o, de même que les points u = i et p == i, se cor-
respondent; la courbe fermée 9(^°,a^) est in tér ieure à la courbe

(r) MITTAG-LEFI?LER, Sur la représentation anaïf tique d'une branche uniforme d'une
fonction monogène, 3e et 4e Notes {Àcta MatJiematica^ t. XXIV et XXVI).

(2) PAINLKVE, Note sur le développement des fonctions analytiques^ par ne dans les
Leçons de M. BOHEL, sur les/onctions de variables réelles, Paris, Gauthier-Viiïars, 1905,
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(p(^\a<,) si a^<^a^, excepté le point i où elles se touchent, et enfin,
limy(^6, a) est le segment (Oy i).
a==o

Effectuons main tenant le développement

(65) /,[^(^^)]=/,(o)+lîmV-fî)^ )^^< )a^2+...+D^
V s= oo -"aro!B /<x •

(X==l

où l'on a posé
r^(?)n _n(^
L'^^J^o'"1^'

M. Mittag-Leffler démontre que, moyennant certaines restrictions
sur la fonction ç (a, a), on peut poser au second membre u == i sans
troubler la convergence, et c'est ainsi qu'on obtient pour la fonc-
tion/^) un développement de l'espèce indiquée (6ï).

4° Mais les a\ sont des combinaisons l inéaires et homogènes des
a/fÇk^t), déterminées par^(^) . La méthode de M. Painlevé consiste à
passer d'une série (65) formée pour/^) à une série (Ci) formée
pour/(^) à l'aide de la substi tution des a[ par leur expression en a^
On a ainsi

v

(66) /[> y(«, «)] == liin y<î|;.(5, ")«"-,
V =:•: oo •<"llllllla

jA ïsO

où G^ est linéaire, homogène en a ^ , a^y .. *, a^ et de degré y. en s. Enfin,
c'est en posant u == i, ce qui entra îne s == x^ qu'on obtient (6ï) pour
le cas général de l'étoile curviligne. .

40. Ces préliminaires indiqués, nous abordons l 'étude de la ques-
tion soulevée au commencement de ce Chapitre.

Dans la plupart des représentations ou des classes de représentations
proposées la fonction p==ç(^ ,a ) est holomorphe pour u = i . Sup-
posons-le pour le moment afin d'examiner ensui te un cas intéressant
où cette condition n'est plus remplie*

Pour simplifier l'énoncé de nos résultats, nous int roduisons les
expressions : voisinage angulaire et circulaire de o?o vers ^o où x^ est un
sommet de l'étoile et la courbe Pô est l 'homothétique de /par rapport
à 0 tourné autour de 0. Traçons au point x^ un angle d'ouverture
inférieure àîî et symétrique à la tangente de la courbe fren ce point et
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ne considérons que la partie de l'angle la plus proche de x^. Ce
domaine angulaire arbitrairement petit, frontière comprise, forme le
voisinage angulaire de x^ vers /-c". Si, au lieu d'un angle, on trace un
cercle passant par oc^ et ayant pour diamètre arbitrairement petit un
segmentde la tangente à la courbe l^ au point o^y ce cercle, y compris
la circonférence, forme le voisinage circulaire de x^ vers l^.

Cela posé, démontrons le théorème suivant :

Si^ pour a assez petite la série
00

^G^,a)=f(^)
V == 0

cowerge pour x^y la fonction f(^) GSI continue et^ XQ excepté, holo"
morpke au voisinage angulaire de XQ vers F», c'est-à-dire qu'elle tend
vers une valeur bien déterminée, si l'on s'approche de x^ en ce voisi-
nage. C'est la généralisation directe du célèbre théorème d'Abel, et, si
l'étoile est rectiligne, on a pour l'étoile le théorème d'Abel sans aucune
modification.

En effet, dans ce cas, la série de Taylor
m

(67) ^Gv(.a"o,a)^
v=o

converge pour u = ï, a étant assez petit; donc, la fonction de u repré-
sentée par cette série est holomorphe à l ' intérieur du cercle de rayon i,
et, d'après le théorème d'Abel, elle est continue dans le voisinage
angulaire de i vers le rayon (o, i). Mais à ce domaine de la variable u
correspond un domaine D^0 de la variable x définie par l'équation

^=:.roy(^, a),

quand a parcourt la circonférence de rayon x ; et au voisin^ige angu-
laire de ï vers le rayon (o, i) correspond le voisinage angulaire de oc^
vers /"S ce qui démontre la proposition.

Remarquons que la simplicité extrême de la démonstration vient du
fait que y est supposé holomorphe en ï , ce qui, grâce aux propriétés
des représentations conformes, entraîne immédiatement la correspon-
dance indiquée des deux voisinages.
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Inversement, si/"(;r) est cont inu et, x^ excepté, holomorphe au voi-
sinage de.ro vers /•\ les moyennes arithmétiques ^Çx^, a) des S^(^o, a)
convergent pour a assez petit et représentent la valeur limite /(^o).

En effet, d'après nos hypothèses et à cause des conditions imposées
à cp, on peut prendre a assez petit pour quey(.^) soit holomorphe dans
le domaine Da°. Mais cela revient à dire que la fonction de Uy

93

(67) ^Gv(^o^)^
v==:o

est holomorphe à l'intérieur du cercle de rayon i et qu'elle est continue
sur le cercle entier, tout en ayant le point i pour point singulier.

Mais, si l'on a une série de Taylor

f^^^bnU-

qui représente une fonction continue à chaque point de son cercle de
'convergence, pour chemin* d'intégration dans la formule de Cauchy

A - _ Cti1^ •
1 1 ̂  27tU, ^l ?

on peut prendre le cercle de convergence. En effet,/(a), par consé-
quent sa partie réelle et sa partie imaginaire, y sont continues, donc
intégrâbles. Il est aisé à montrer qu'en ce cas, en posant

«=^, /(^°)=/,(0)+^(0),

on retrouve les mêmes formules pour les coefficients de f^ et de /a
respectivement, comme si Fon développait les fonctions/^(0)et/2(0)
dans leur série de Fourier. Donc, en fin de compte, on obtient deux
séries de Fourier dont les deux fonctions génératrices sont continues.

• D'après un théorème de M.Fejér( 1 ) il peut arriver qu'une telle série
de Fourier ne converge pas pour une valeur de 0, mais les moyennes
arithmétiques des s^ convergent nécessairement et uniformément pour
les valeurs'de ô entre o et i, limites comprises.

Appliquons ces remarques à la série (67) au point u == i ; on obtient

( 1 ) FiOÉR, Uber die Fourierscheii Relhen {Mftt/i Annalen^ L LVI1I).
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précisément que, pour a assez petit, la limite des cr^(^,a) pour/z==co
existe et représente /(.To), comme il fallait le démontrer.

41. Si la fonction envisagée n'a pas de limite pour x=x^ au voisi-
nage angulaire de oc^ vers ^", il est très important de décider si elle
reste bornée ou non. A cet égard nous démontrerons le théorème
suivant :

Si y pour a assez petite la série représentatrice (61) reste bornée pour XQ^
la fonction représentée fÇx) est bornée et, x^ exceptée kolomorpke au
voisinage angulaire du point vers P»; et inversement, si la fonction est
bornée et y XQ exceptée holormorphe au voisinage circulaire de x^ vers /^o,
la suite

1^(^05 ^ ) | (^==0 , I , 9., . . . , C O )

est bornée pour a assez petit.

Le raisonnement précédent s'applique aussi dans le cas présent. En
effet, on voit facilement que, si S/^cT^a) est borné pour /î==co, la
série ' . -

oo oo

(67) ^(S„-S,.,)uv=:^G^,a•)u'/

V=l V==l

est convergente dans le cercle de rayon i, et la fonction holomorphe
représentée par elle reste bornée si l'on s'approche du point i à l'inté-
rieur du voisinage angulaire de ï vers le rayon (o, i). La suite du rai-
sonnement est identique au raisonnement précédent, et nous sommes
amenés ainsi à la première partie du théorème.

Explicitons un peu le calcul qui nous montre que, si les s^ sont bor-
nés, la fonction l'est aussi dans le voisinage indiqué.

On a
A^=v^
ï — u A-l '

n^O
de sorte que

)/(«)! <Ali-^l
l — \U\

où A est un nombre supérieur à la limite supérieure des^.
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Posons
1 1 — u [ == a, u^=p e^, Y-^— == y,

et soit f^ l'angle entre les segments (i, u) et (i, o). Il est évident que
^ ^ ( ï — p cosçp)2^ p'2 sm^cp :== r 4 - p 2 — 2 p c o s < p

et que
ï — O C O S e p ,——r-——-'-=:cosa'.a T

De ces deux identi tés, on obtient
^2 — ^ — pY^z 9.a cos 4' — à ( ï — p )^ •

c'est-à-dire
y ( a — a cos ip ) rr — p — ï ,

qui s'écrit encore
r^-n—2 COS^ — ^

Donc, si le chemin suivi pour atteindre ï est tel que
TT

——^>Q<^<^Q<-^

on obtient que
lim sup y^ ——r"?p ^ i ^ - c o s ^ ô

ce qui entraîne
i ../ . , - A
/ ( X ) „: ———r- C. Q. F. D.

l • / v " " C O S ^ o v

Inversement, supposons que là fonction envisagée soit bornée et,
x^ excepté, holomorphe au. voisinage circulaire de x^ vers /^, ce qui
revient à dire qu'il y a un domaine 1)'̂  où la fonction est holomorphe,
de même que sur sa frontière, excepté le pointa, et où l'on a encore

| / ( ^ )1<A;

et démontrons que les modules des moyennes arithmétiques | c^(,ro,a)|
sont bornés.

D'après les hypothèses^ la série de Taylor (67) représente pour a
assez petit une fonction de u holomorphe à l 'intérieur du cercle de
rayon ï qui correspond au domaine I)^0 et sur le cercle entier, excepté
le point ï où elle est bornée si l'on s'approche de ce point à l'inté-
rieur ou sur la frontière du cercle.
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Pour avoir une fonction bien déterminée sur la circonférence, posons
pour valeur de la fonction au point i une des limites, lim /(p), qu'onp = = i l l

obtient par exemple en passant par les valeurs p,,, pa , ..., p^.... La
partie réelle et la partie imagina i re de là fonction de l'argument 6 ainsi
obtenue sont les l imi tes des fonctions Ç(,(9) et ^,(0) pour v == co où

/(p, e^= y,(0) +^,(0).

Les deux fonctions l imi tes <I> (0) et W (0) sont donc intégrables au
sens de M. Lebesgue (1). Par suite, la formule fondamentale de Cauchy

_ Cf û ) du,
i '̂J/, u"

se décompose en deux formules qui se confondent avec les formules
de Fouricr et qui nous donnen t les coefficients des développements
de ^ et W respectivement en série de Fourier.

Mais en général, si une fonction /(9) est développable en série de
Fourier, les intégrales étant prises au sens de M. Lebesgue, on voit par
un calcul élémentaire que les moyennes ari thmétiqaes des ^ sont
déterminées par l'équation

i r^ ï — c o s r ^ ( ^ — ^ ) 1 r f ^ 1y ( 0 ) = = — — — 1 —————1——^———^—-'•/(a?)^.n{ ) 2n7rJ^ j — c o s ( ^ — 0 ) J ' /

II en résulte que
, , , , /. A y271 i — cos/^ ,l^(o)i.^^^ "r=7oî ^

c'est-à-dire

car on voit facilement que
K(o) |5A;

/. 1 i •— cosn^ y——————— dx "=- 2 n n.

42. Il reste encore à étudier le cas où la fonction devient infinie au
point considéré. A cet effet, faisons tout d'abord la remarque sui-
vante :

(1) LEBJESGCE, Leçons sur l'intégration, Paris, Gauthier-Villars, 1904.
Ann. Éc, TVorm^ (3), XXVIÏt. — OCTOBRE 1911. ^
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La condit ion nécessaire et suffisante pour qufifÇx) soitholomorphe,
x^ excepté, au voisinage circulaire de x^ vers /-S est que, pour a assez
petit, on ait

lim sup /( GvC^nî a)| ̂  1 •
V == co

II est évident que
lim su p \j \ Gy ( ̂ 'o, y. ) | ^ i ,

V =: oo

car ;z?o est un poin t s ingulier de la f o n c t i o n étudiée, et le cercle de
rayon plus grand que i dans le p l an de ^correspond à un domaine qui
contient x^ a son intérieur.

Supposons donc que, pour a assez petit , la l i m i t e supérieure en
question soit égale à i. On en conclut im'tnédiatement que la même
fonction, considérée comme fonction de x, est holomorphe à l'inté-
rieur du domaine correspondant D^° et, a fortiori, au voisinage circu-
laire de XQ vers /'Y

Inversement, si. la fonction, le po in t ocç, excepté, est holomorphe au
voisinage circulaire de x^ vers /'\ en prenant a suf f i samment petit,
on peut y tracer un domaine D'̂  à l ' intérieur duquel la fonction soit
holomorphe. On en conclut que, d'après le théorème de M, Mittag-
Leffler, la série de Taylor

^ (jy(.yo, a)(^

représente la fonction /(^) à l ' intérieur de DS", c'est-à-dire à l'inté-
rieur du cercle de rayon i dans le plan de u, ce qui revient à dire que,
pour oc assez petit,

l im sup y | Gv(A-o, a) | == i .
V =: w

Notre remarque est donc vérifiée.
Démontrons maintenantle théorème suivant :

La condition nécessaire et suffisante pour que la fonction devienne
infinie (ne reste pas bornée) et, x^ excepte, soit holomorphe au voisi-
nage circulaire de x^ vers '̂" est yue, pour a assez petit y

lirn sup \/\ Gv(.ro, a)
v := «?
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et que^ quelque petit que soit a,

liai sup | o-v(^o5 a) [ == oo.
'/ == oo

Montrons d'abord que la condition est nécessaire. On voit par nos
développements antérieurs que, d'après les hypothèses faites et oc étant
suffisamment petit, la série de Taylor

. °°
^Gv(^,a)^
^=;o

représente une fonction holomorphe à l ' intérieur du cercle de rayon i ;
la première cond i t ion est donc remplie pour a assez petit, grâce à la
remarque faite il y a un ins tant .

Mais il est évident que les moyennes ar i thmét iques des S^ (.T^, a)
dev iennen t infinies avec v ; en effet , dans le cas contraire, d'après le
théorème du paragraphe précédent, aussi la fonction envisagée serait
bornée au voisinage circulaire de x\ vers l^ ; ce qui est contraire à
l'hypothèse.

Démontrons m a i n t e n a n t que les deux conditions sont suffisantes.
La première étant satisfaite, la fonction de u

00

^ (xv(.ro, y.)f^
V =s 0

est holomorphe à rintérieur du. cercle de rayon i; par conséquent la
même fonct ion, considérée comme fonction de x, est, x^ excepté, holo-
morphe dans le domaine D^et a fortiori, x^ excepté, au voisinage cir-
culaire de .TQ vers /^o.

D'autre part, la seconde condition remplie, la fonction ne peut rester
bornée au voisinage envisagé. En effet, si pour a quelconque elle res-
tait bornée, grâce à l'holomorphie établie, on pourrait prendre a assez
petit pour que le théorème du paragraphe précédent soit applicable, et
d'après ce théorème la suite |o^(^(p a)| serait bornée, ce qui est con-
traire à notre hypothèse. Par conséquent la fonction ne reste pas bor-
née, ce qui, était à démontrer.

L'hypothèse que la fonct ion soit holomorphe au voisinage considéré
est nécessaire pour écarter l'effet des autres singularités possibles. On
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pourrait dire que la fonction devient infinie exclusivement à cause de
la singularité au point x^.

43. Reste encore a examiner le cas od

j i in s o p </1 (jr^ ( XQ , v. ) | > i.
V = oo

A cet égard, nous al lons esquisser rapidement la démonstration du
théorème suivant :

La condition nécessaire et suffisante pour que / (^) €iit une infinité de
points singuliers au voisinage circulaire de x^ vers /'^o est c/uCy quelque
petit que soit a,

liin sup \/]"Gv(^'(jî a) | > i.
V :."s au

Supposons que nous ayons une i n f i n i t é de points singuliers au voi-
sinage circulaire de x^ vers /a?". Par dé f in i t i on , le po in t x^ reste en
dehors de Aw pour a quelconque , de sorte que la série de Tayior (67)
doit avoir un rayon de convergence inférieur à ï pour a quelconque,
car dans le cas contraire f(^) serait holomorphe, x^ excepté, dans
D'o/' et (iforiio/'iàws le voisinage circulaire de x^ vers /'Y La condition
indiquée est donc bien nécessaire.

Inversement, si, pour a quelconque, la condi t ion proposée est rem-
plie, c'est que le rayon de convergence de la série (67) est moindre que
l 'unité. Il y a des points s ingul iers à l ' in tér ieur de Da% quelque petit
que soit a; et comme, par hypothèse, il n'y en a pas sur la ligne /^"
(.^o excepté), le voisinage circulaire de ̂  vers /A' doit en contenir une
inf in i t é .

Avec ce théorème, nous avons le premier critère général, à ce qu'il
nous semble, pour établir , en partant de la série de Tayior, l'exis-
tence d'une infini té de points singuliers au voisinage d'un point.

44. Il n'est pas sans intérêt d'examiner un cas particulier où la fonc-
tion <p(a, a) n'est plus holomorphe pour ^== i. La diff iculté princi-
pale qui s ' introduit ainsi réside dans le fait qu'au voisinage circulaire
de u == i vers le rayon (o, i) ne correspond pas un voisinage circulaire
du point Xy vers /•\ car dans la représentation proposée les angles ne



RECHERCHES NOUVELLES SUR LES SINGULARITÉS DES FONCTIOINS ANALYTIQUES. 433

se conservent plus. Dans chaque cas particulier un calcul spécial est
nécessaire pour regarder la correspondance des voisinages. Mais, d'autre
part, nous allons voir qu'on peut choisir y de manière qu'on obtienne
aussi des conditions à la fois nécessaires et suffisantes pour les deux
premiers théorèmes où la fonction est supposée continue, respecti-
vement bornée dans un voisinage du point x^.

Prenons pour ç la fonction proposée par M. Mittag-Leffler dans sa
troisième Note,

rni-tji^"- it^
U J . LVI- /J '"J"^^ir

et regardons la correspondance des deux voisinages.
Quand u parcourt la circonférence de rayon 1 ,^0^ décrit une figure

cordiforme B'a0 é tudiée par M. Mittag-Leffler. Pour arriver à notre
but, aux propriétés de cette figure établies par lui nous devons ajouter
la remarque suivante :

Traçons au point u === i un angle y <^ TT qui ait pour bissectrice le seg»
ment (ï,o), et ne co/indérons que sa par lie la plus proche de i. A ce
domaine angulaire correspond dans le plan de v un domaine ayant un
contour tel que ses deux tangentes nécessairement distinctes au point ç = ï
forment un cingle intérieur (3 = ay qui aussi a pour bissectrice h seg-
ment Çï^o).

En effet, soit donnée la représentation conforme identique à la pré-
cédente

^r/i+^i.-a -\cïu
J , ,AT~-7^ '~'l]~7^ ^

ç=e t (o < oc^ i ) .

Au poin t u = ï la dérivée v{u) devient inf in ie , de sorte que le théo-
rème sur les représentations conformes d'après lequel les angles se
conservent ne s'applique pas au point ï aux courbes qui passent par
ce point.

Mais on voit facilement que l'argument de la dérivée tend vers une
valeur bien dé te rminée si l'on s'approche de ce point le long d'une
droite. Soit p l'angle entre la droite et le segment (1,0). L'argument
de ^(^) tend vers (ï — ^)P-
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En effet,
^Çu)^.^u) i — u j u

1 i m v ( u ) == i,
on sait que

et l'on voit facilement que
( l^^) i - -a

tend vers 2'"°' si l'on s'achemine vers i sur la droite choisie. P<ar suite,
la Vcileur de l 'argument de ^(^) à la l imi te est déterminée par celle de
(1-^)°^.

Soitr la valeur absolue de i — u; son argument sera évidemment
— p, de manière que

( l _ » ^ ) a - i ^ , . a ~ l ^ p f i - a ) ^

ce qui justifie la remarque que nous venons de faire.
11 en ressort qi^on obtient l'argument limite correspondant de P(^)

en ajoutant à celui de u l'argument B (î — a).
En effet, dire que l 'argument co de la dérivée existe sur la droite

envisagée équivaut à affirmer que l'argument de l'expression

tend vers cette même valeur oj. Donc, si les limites de y', e ty^ sont res-
pectivement y^ et Y^» nous avons

c'est-à-dire

Dans notre cas

par sui te

y2-y^:ù),

y2=yi-+-^<
yi=-jr— (3, ^==;( i—a)(3

y2= : î r—p4- ( t —a)(6=:7T—aj6.

Ou bien, si. l'on s'approche de i le long de la droite symétrique à
l'autre par rapport à l'axe des x, on doit remplacer p par — ^ et

7^"= TT 4- a(3.

Donc, si l'on délimite au plan de u un domaine angulaire d'une
ouverture totale 2?, on a au plan de ç un domaine correspondant, dont
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les deux tangentes au p o i n t i forment un angle intérieur 2ap, ce qu'il
fallait démontrer.

45. Cela posé, par des considérations toutes pareilles à celles que
nous avons rencontrées précédemment, on obtient les résultats sui-
vants.

Introduisons l'expression voisinage angulaire de /^opour désigner la
partie la plus proche de x^ d'un angle arbitrairement petit, ayant pour
sommet ^o, et pour bissectrice la tangente de la courbe ^» au pointa ;
et soit

00

/(a?)=^Hv(a;, a)
V == 0

la représentation envisagée.

La condition nécessaire et suffisante pour que la fonction, holomorphe
au voisinage angulaire de l^», ait une limite bien déterminée (respecti-
vement soit bornée) quand on s'approche de x^ dans ce voisinage^ est
que 5 a étant suffisamment petit, les moyennes arithmétiques des

Sy(^oî a)=:I:ïo(.ro, a )+. . .+ Hv(^o,^)

aient une limite (respectivement soient bornées en valeur absolue),
pour n == os; et dans ce cas la limite trouvée est égale à la valeur
limite^ y(^o)"

Dans les autres théorèmes, pour obtenir les théorèmes nouveaux
correspondants, il ne faut que remplacer le voisinage circulaire de x^
vers l30^ par le voisinage angulaire de /^". Par exemple, le dernier
s'énonce ainsi :

La condition nécessaire et suffisante pour que la fonction ait une infi-
nité de points singuliers en x^ au voisinage angulaire de l^o, c'est-à-dire
dans la direction de la tangente à /a7» à cepointy est que, pour a quelconque,

lirn sup \ / | ï lv(^oî a) > 1.
V =ï co

Remarquons que, si la fonction est continue dans les voisinages
considérés, la série de polynômes converge uniformément^ ces voisi-
nages, grâce au théorème indiqué de M. Fejér, et ce résultat s'obtient
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sans aucun calcul pour toute représentation de la classe envisagée (1).

46. Une question importante se pose. L'emploi des étoiles curvi-
lignes donne une très grande souplesse aux développements ind iqués
en ce qui concerne le domaine où la fonction peut être représentée
par eux; dans quel le mesure ces développements sont-ils utilisables
pour l'étude générale de l'allure de la fonction au voisinage d 'un point
singulier quelconque?

Au fond, la question se rédui t à la suivante. Quels sont les points
singuliers qui, par un choix convenable de la courbe génératrice g(t\
deviennent des sommets de l'étoile curvi l igne déterminée par la fonc-
tion étudiée et par ^-(/)?

Pour répondre à celte question do moins par t ie l lement , faisons, con-
cernant les points singuliers, u n e d is t inc t ion qu i ne nous parait pas
artificielle. Soit x^ un po in t quelconque du plan complexe. De deux
choses l 'une: ou bien il y a un chemin par lequel le prolongement
analytique permet de nous approcher de ce po in t , ou bien il n'y en a
pas. Dans le dernier cas, la fonction n ' é tan t pas définie au voisinage
de ce point, nous n'avons rien à dire; le point x^ est en dehors du
domaine d'existence de la fonction étudiée. Dans le premier, si nous
supposons que x^ est un point singulier , le seul cas qui, nous intéresse
à ce moment, on peut s'approcher de ce point et cela de deux manières
bien différentes : il peut arriver qu'en s'approchant de.x^ sur le chemin
envisagé, les rayons des cercles de convergence successifs tendent
vers o; le point singulier ̂  ne peut pas être atteint directement; ou
bien on peut arriver à ce point par un nombre fini de cercles, de sorte
que XQ est sur la circonférence du dernier cercle ; le point singulier en

(1) Indépendamment de nous, M. M. Riesz est arrivé depuis, pour la représentation
toute particulière de M. Mittag-Lefiler dans le cas où la fonction est continue en ,ro, à se
débarrasser des moyennes arithmétiques [Sur un problème d/Àbel (Remîiconti di
Palcrmo, 1910)]. Nous devons remarquer cependant que la simplif ication, obtenue par
M. ÏUesx à l'aide de calculs assez compliqués, n'est ^uère sensible dans le problème gé-
néral des singularilés qui demanderait p lu tô t de trouver des relations nouvelles l i an t les
coefficients, c^est-à-dire la représentation, aux propriétés de la fonction. D'ailleurs, en
modifiant légèrement le raisonnement indiqué par M. Riesz, on peut arriver à supprimer
les moyennes arithmétiques aussi dans les autres théorèmes si toutefois on se place dans
le cas de la représentation particulière de M. Mittag-Leffler.
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question peut être at teint directement . Il se manifeste par l'impossi-
bil i té de pousser plus loin le prolongement analytique dans la direc-
tion de XQ.

On peut voir facilement que les points singuliers de la dernière caté-
gorie peuvent devenir des sommets de l'étoile, si l'on choisit convena-
blement la courbe génératrice; par conséquent ils peuvent être étu-
diés par la méthode de ce Chapitre. Chaque point singulier^ en tant qu'il
peut être atteint directement, est à la portée de notre méthode.

Mais on peut aller plus lo in . Les seuls points singuliers qui
échappent réellement aux moyens indiqués sont ceux qui ont une
infinité de points singuliers dans chaque direction pour chaque
branche de la fonction, ou, plus précisément, les points singuliers XQ
tels que, si l'on s'approche d'eux par un chemin possible quel-
conque /'\ i l y ait une inimité de points singuliers au voisinage
angulaire de /"/'".

Remarquons enfin que tous nos résultats s 'étendent assez facilement
aux fonc t ions analytiques quelconques de n variables complexes
moyennant la construction de l'étoile correspondante effectuée par
M. Painlevé {lac. cit., p. io5). Au fond, il ne faut que définir conve-
nablement les différents voisinages des points singuliers pour arriver
à des résultats presque identiques à ceux obtenus pour les fonctions
d'une seule variable. Pour ces défini t ions nous renvoyons à notre Note
sur la série des polynômes et les s ingular i tés des fonct ions analytiques
(^Comptes rendus, i3 février 1911).

L'essentiel du mécanisme de ces développements qui nous a permis
d'arriver aux résultats simples et généraux de ce Chapitre est la suite
de représentations conformes ^ = = = i p ( ^ , a). Et en effet, la même
méthode réussit dans la plupart des cas où la série représentatrice est
formée par un tel mécanisme. C'est le cas par exemple pour les séries
de M. Faber ÇMathem. Annalen, i()o3 et 1907), qui se laissent traiter
de cette façon sans aucune difficulté.
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