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RECHERCHES NOUVELLES

SINGULARITES DES FONCTIONS ANALYTIQUES,
Par Pavr er Vartrie DIENES.

. — S e

Introduction.

Le probleme général dont nous nous occuperons dans lasuite de ces
recherches est de trouver des relations aussi générales que possible
entre les propriétés des coellicients tayloriens et celles de la fonction
completement délinie par ces coeflicients numériques. Comme par les
recherches de MM. Hadamard, Borel, Mittag-Leffler et Painlevé, pour
ne mentionner ici que les chercheurs principaux, lareprésentation de
la valeur de la fonction dans ses points régulicrs, en partant de la
séric de Taylor, est en général cffectuée et ainsi le probléme général
des points réguliers pour ainsi dire épuisé : le chemin a parcourir
encore, ouvert justement par ces recherches, nous conduit & I'étude
systématique et générale des singularités des fonctions analytiques.

Nous avons déja commencé cette étude dans les deux derniers Cha-
pitres de notre Essai sur les singularités des fonctions analytiques (paru
dans le Journal de Mathématiques, 19og), et, pour rendre la lecture de
ce qui va suivre indépendante de celle du premier essai, nous avons
complété le texte par quelques redites insignifiantes.

Dans le premier Chapitre nous donnerons, sur les points critiques
algébrico-logarithmiques situés au cercle de convergence, quelques
théorétmes qui, ensemble, nous fourniront une vue assez compléte sur
la relation des coefficients tayloriens & la singularité étudiée; et
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remarquons des le présent que nos résultats définitifs se rapporteront
au cas le plus général ou 'on ne fait aucune hypothése surla structure
des coeflicients.

Au deuxieme Chapitre, a 'aide d’une représentation donnée par
M. Mittag-Leffler, nous nous occuperons des points critiques algébrico-
logarithmiques situés au sommet de I'étoile principale. Nous croyons
que notre méthode, basée sur des recherches spéciales sur la croissance
des fonctions entiéres, aura un intérét plus large et ne s’épuisera pas
a fournir les résultats généraux de ce Chapitre.

Enfin, les théorémes généraux établis dans le troisieme Chapitre
feront voir quelles sont les relations précises qui subsistent entre une
classe de représentations formée par M. Mittag-Lefller et par M. Pain-
levé et l'allure de la fonction dans un sommet de I'étoile. En parti-
culier, le premier théoréme donnera la solution compléte d’un célebre
probleme d’Abel, posé il y a presque un siccle et résolu partiellement
par MM. Mittag-Leffler et Phragmeén.

Remarquons encore que les principaux résultats contenus dans ce
Mémoire ont ét¢ communiqués i 'Académic des Sciences de Paris
(voir les Comptes rendus des séances des 26 avril, 29 novembre 19og,
2b juillet 1910 et 13 féyrier 19171).

CHAPITRE 1.
DES POINTS CRITIQUES ALGEBRICO-LOGARITMIQUES SITUES SUR L¥ CERCLE
DE CONVERGENCE ET SUR LE POLYGONE DI SOMMABILITE.

1. Toutl d’abord nous allons développer un caleul fondamental pour
la suite, qui, d’'une maniere précise, nous donnera 'ordre de la crois-
sance dess, et de leurs moyennes arithmétiques formés pour lafoncetion

1 |7
log —

| B &

(1--x)P
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Les s, de la fonction

sont

1 I
Syl — o=
2 n

s

or, d’apres I'égalité établie par Euler

./ I
(1) lim (1 = ...+~ —logn =c,
n=ow 2 n ©
c¢’est-a-dire
. S
(2) lim —— =1.
n=w lOgn

Cherchons maintenant les s, de la fonction

1 q
| —

I x? an
log —— = -+ e Y + R, (2);

log

On peut écrire que

d’otr, en développant Ie binome
I 1 xrt N\
[log-———] = <L =L+ ——>
*—(L'J 2 V(3
.1:2 27N q-1
+ (/<x‘+ 2 e+ T TR (@) o [Ra()],
Les termes de la forme Ca*, k< n, se trouvent sans exception dans la
premiére parenthese; donc, les coefficients étant positifs, on a pour «
positif et inférieur ou égal a 1
’ z? ar\ 7
s () 2 (x + — ——) >
2 V3
d’ou en particulier

(q) < I 1 7
s s 1+;+...+-— P

n
et d’apres (1)
s (logn +c¢')? (¢'>c¢)
ou enfin
)
(3) lim sup —=2 <y,

n=o [logn]'l
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Cherchons maintenant la limite inférieure. On peut écrire

n

—w—f-:—-—*— +—-+Rn(‘”)
= 7
q

log
S

. . . n . . oy
ou, a la rigueur, au lieu de 7 il faut prendre sa partie entiére. On
en conclut comme auparavant que

. . a?
s (x)z Z e —

car il y a des termes de degré inférieur & n, qui sont négligés. Bn par-

ticulier
1\ 7
sz 1+ Lo —
2 n
q
ou encore

n K
sz (log—(; ~+ c’> = (logn —logq + ¢')7;
d’ot 'on conclut que

gl

Iim ml——-————> .
n=w |lOgrl]?=

Done, d’apres (3), on a pour la limite cherchée
s"/)

(4) lim

ns=w 1OGN |'l -

2. Regardons les s, de la fonction

[log —

(L — x)P”

e

>

que nous désignerons par s7,. Nous avons va que d’apres (4)

s
lim S

—— T ]
s Tlogrje = b

. ' . 1
et I'on sait que pour les s, de la fonction ==
——_—
sip) ]

5 —_—— .
) ,{Lnl nt Iip~+1)
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Alaide de ces deux limites nous allons calculerla croissance de s7,°.
Tout d’abord

(6) ASTHE

En effet, on peut écrire

1 7 I
[logl-—x] G—z)p (o0 +onz —+...+apz”+ Ry (2)]

X [Bo+Biz +...+ Brax"+ R, (2)],

ou les « et les B sont positifs. On en conclut A (6), et, grace a (4) et
a (5), nous avons
s7-e

n < I

(7) l“,:]:.:]pnP[logn]flél‘(p—f—:)'

3. Pour trouver la limite inférieure soit £ un nombre plus grand
que 1, e(n) la partie entiére de », et enfin soient

€ /C—In =r
7 =7,

nous allons démontrer que
0 (
(8) sTP > slose,

La fonction envisagée peut s’écrire

(h—az)f
X [Bo+ iz +. ..+ B2+ Re(2)].

1 K 1
[logl x] = [a+o,@+...+aa"+ R.(z)]

La plus grande puissance de « qui se trouve dans le produit

[og+oyz—4. ..+ oz [Bo+ B +. ..+ Psxf]
est

D’ou il ressort en particulier pour x =1 que

) (
STP > s 5P,

Ann. Fe. Norm., (3), XXVIII. — SEPTEMBRE 1917, S0
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Mais, pour éliminer 7, on peut écrire

/l.
k—1

r=-mn n,

ou v tend vers l'unité quand » devient infini, donc,

. logr
(9) i e =

I’
et, pour ¢liminer s, écrivons
n
§ =+ -+,
ol 7 est inférieur 4 I'unité, d’ou

. S I
10 lim — = —.
( ) ne=w k

Les égalités, identiques d’ailleurs & (4) et a (5),

s
Hm e =1
1" 00 I‘l()g‘l‘_l’l
et
I st I
Y]~ T e
‘Em Kig I(p—l—-x)’

se transforment donc, grace i (9) et (10), en

)
lim —f— =
n=w [ lOgn]?
¢t
o)
. B, I
lim =

’l:‘-wl._lf/-:m‘(r)—{-l).

SiTon divise I'inégalité (8) par (logn)7n?, on obtient

- s0P o 1
(o) h::;:lrnf‘[logn]'ls/."PI‘(p-+—1).

Cette inégalité, combinée avee (7), nous montre que, pour n assez
grand, le rapport
7
I' 1) ———
(p+1) nellogn|?
1 - . 1 LA .
est entre o et 1. Mais £ esl aussi prés de I'unité qu’on veut, d’ou il
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est évident enfin que

7,
(12) lim Su = ! .
n=wnfllogn]? — I'(p+1)

4. On peut généraliser ce résultat pour les moyennes arithmétiques
c'%), définies par les équations

©

N
n=0q N
oy =2 S,
n=0
et
~n

o= Do+ 1) 22

En effet, par définition, les S$'%' de la fonction

1 k4
[log - -—x]

(1— )P

sont précisément les s, de la fonction

log !
r
r—x

q

done, d’apros (12),

. ' _ L
,lll:nl nereflogn]? — I'(p+a+1)
et enfin
{0) r
(13) lim —2h__ . _T(@+1)

new nP[logn]? — T(p+a+1)

formule générale que nous avons cherchée.

II.

5. Prenons maintenant la fonction
Wl

J(x) ::2 a,x"
n=0

dont le rayon de convergence soit 'unité. Supposons qu'au point 1 la
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fonction puisse s’écrire

q9 q—1
(A) Sflzx)y=A, {log-l.: w] + Ay [logl_lx] ...

0

I N
-l"Al 10‘6 P +2& buxﬂ)
n=20

Silz) :Z b,
n=0
est d’ordre négatif (ou régulier) au point 1. Nous dirons que le
point 1 est un point logarithmique d’ordre ¢ de la fonction f(x).
Supposons pour un moment que

lim a, =o.

n= o

On peut voir facilement que les b, satisfont a la méme condition. En
P ] n
effet, la fonction

. o
I 7 1 .l
Ayl log— Ao Ay log - = > c,x"
v ) D I-—l, 1 hl——.‘l} > n

ne=0

est d'ordre zéro (') donc, dapres un (héoréme fondamental de
M. Hadamard (*),
few|<n tre,

e ¢tant arbitrairement petit, ¢’est-a-dire

lim ¢, == o0,

n= w
d’ott 'on conclut que réellement

lim b,==1lim [«,—¢,] =o.

n=zm nezow

Mais nous avons démontré (*) que, si les coefficients tendent vers

(1) . Havamann, Essal sur L'élude des fonctions donndes par leur développement de
Taylor, Journal de Mathématiques, §° s6rie, t. VIII, 189a.

(*y Id., p. 71. .

(3) Foir notre Essai, déja cité, Journal de Mathématiques, 6¢ série, t. V, 1909, p. 362.
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zéro, la série de Taylor converge en chaque point d’ordre négatif du
cercle, ce qui revient a dire que la limite

(14) lim s, =Ilim[by+ b, +...+ b, ] =f,(1)

n=uw n= o0

existe.
Nous savons d’autre part que les s'2’ de la fonction

T 11
[log pa— w]

croissent exactement comme [logn] et que les s, de £(«) sont donnés
par I'équation

_— / (7= /
Sp= Ay Ay sV - A s .

En divisant par (logn)? on obtient

. Sn
1hH lim —2—— — A,
(13) n=w LlOgn]? 7

Inversement, si la limite (15) existe, la fonction

X

: A
J(x)—A, l}”%‘:“J =/i(z)
ne devient pas infinie d’ordre ¢, c'est-a-dire
lim — VAT

x=1 I 7
log
L S i—xz

si, & I'intéricur du cercle, sans toucherla circonférence, on s’approche
du point 1.

En cffet, les s, de /,(x) sont égaux, quant a leur croissance, &
celle de

=o,

sn— Ag[lognl?,
par suite

s,I
lim —*%—— = o
n=w | lOgn]? ’
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done, d’apreés un théoreme de Cesaro ('),

lir 1 —x
A I I Tl
" |log
- I~x.
11—

ce qu’il fallait démontrer.

Larelation (15) montre donc que, dansle cas ow les coefficients tendent
vers o, les s, décélent déjc les points critiques logarithmiques d’ordre quel-
conque et permetient de déterminer la partic dominante de la singularite.

6. Si les coefticients, au licu de tendre vers o, satisfont & la con-

dition

. a,
(16) 'llfxl —,:’7’- =0,
ce sont les moyennes arithmétiques Cordre £ (£ ¢tant un nombre
positif quelconque), qui ont une relation (roés simple @ la singularité
étudice.

En effet, on voit, comme auparavant, que les b, satisfont aussi i la
condition (16), el nous avons démontré (*) que, dans ce cas, les
moyennes arithmétiques Cordre £ ont déja une limite pour 2= = en
chaque point d’ordre négatif da cercle de convergence. Donce les
moyennes arithmétiques o’ formées pour lafonction £, (x) au point 1
donnent pour limite zéro, si on les divise par [logn |7.

D’autre part, les moyennes arithmétiques d’ordre £, o2f de la
fonction

: .o
‘ log —— ]

] —

ont, d’aprés (13), pour ordre de eroissance le nombre?, et les moyennes
arithmétiques d’ordre &, 9%, de la fonction f(z) sc forment des
moyennes 5, ¢ d’'une manitre lingaire. En effet, la formation des
moyennes arithmétiques est une opération distributive (¢’est-a-dire

(1) Poir par exemple Borew, Séric & termes positifs, p. 66, Paris, Gauthier-Villars, 19o2.
(%) Loc. cit., p. 364.
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linéaire dans les coefficients), d’ou
(k)

(17) lim —2— = A,.

n=w | lOogn]?

Inversement, si cette limite existe, les moyennes arithmétiques
d’ordre % de la fonction

Sty =7t — &, [ log = |’

divisées par [log 7 tendent vers zéro. Ceci montre que

llm ‘ ,fl(*z')

e 1 q
.n-l[logl ]
—_—

Done, s¢ les coefficients satisfont a la condition (16), les moyennes
arithmétiqgues d’ordre k décélent les points critiques logarithmiques d’ordre
quelconque et permeltent de déterminer la partie dominante de la sin-
gularite.

= 0.

7. Soit maintenant le point 1 un point critique algébrico-logarith-
mique de la fonction

S(x) .—:Z a,x”,

n=0

¢’est-d-dire supposons qu’on puisse écrire

1
r, [log ! ] P, [log ] w0
11— I — 2
(B)  J(#) =y —; o > baat

(1—a)f:

n=0

ot P,[=] est un polynome de degré ¢ en 5, A, étant le coefficient de =7;
o, p: sont des nombres positifs en nombre fini (p < p;) et la fonction

Si(2) = bz

n==0
est déja d’ordre négatif au point 1.
Supposons de nouveau pour un moment que

lima,=o,

n-=cw
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ce qui entraine p <1. On a
(18) Sp== ST slrPig- 45,

et, d’apreés (12),

(19) lim sif .Y

9 n=m e ’lp[l()glL]’]_-F(P—*_I)’
I shopi

(20) nl=r2 Ilp[l()gll ]{1 =0

et

(21) lim S,

n=w nPllogn |7 =0

En effet, on peut considérer les termes du polynome P, séparément
et appliquer ainsi la relation fondamentale (x2). On trouve tout de
suite que la croissance des s, du premier terme surpasse celle de tous
les autres, ce qui nous donne (19); de méme que la méme remarque
appliquée aux autres polynomes démontre immédiatement. I'équa-
tion (20); enfin, notre théoréme déja cité sur les singularités d’ordre
négatif nous assure que lims, existe et, @ fortiors, la limite (21).

n=mw
L’égalité (18) jointe aux dernieres donne visiblement
Sn A,

(22) ,ET:, né{logn]d — T(p-+1)

Inversement, il est facile a voir que, si cette limite existe, il en

résulte que
q
Ar,[log : ]
f((Z‘)— I—x

lim ” (r —‘.‘?)P = o.
x=1 log — '
|
(1—ux)f

Done, la partie dominante de la fonction est bien

A .l ! !
! og
7P — |

(G—z)p

St les coefficients tendent vers o, les s, nous décélent déja les points
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critiques alge’brico-Iogarillzmiques et permellent de determiner la partie
dominante de la singularite.

8. Supposons, cette fois, que les coefficients, au lieu de tendre
vers o, satisfassent & la condition (16). Pour ne pas allonger outre
mesure la démonstration, nous n’allons examiner que le cas ol p est
entier, ¢’est-a-dire ot le point 1 est un pole logarithmique de la fonc-
tion envisagée; d’autant plus que, dans la suite, nous établirons une
proposition générale surles points critiques algébrico-logarithmiques,
ol p pourra étre quelconque et olt nous ne ferons aucune hypothése
sur les «,.

Sous les conditions indiquées les moyennes arithmétiques d’ordre £,

", formées pour la fonction f,(z) au point 1 tendent déja vers une
limite bien déterminée. Mais, par définition,
0'%”: 1‘(/:-4—128(11,”
n
olt, en général, les Si des constantes «, sont déterminées par I'équa-
tion

5 ayzt
‘“ (L) oot
84 !
(1 —x )’”‘ Z ’

n=0
de sorte que
S:IL *“S‘/‘ [ S(L (R +S‘/‘

Il en résulte que

L‘(/‘ ) . .
lim —— =o (¢ enlier),
n==w
c’est-a-dire que
a.!/;~1')
lim ——';?l—— = o,

n=cw

dés que la limite de &) existe pour n = »
Ou voit donc en particulier que

'k-p)
.ol
lim 24— —o

neé -
et a fortior

Ih—p)
a,

2 lim ———e

(23) n= e u(*[logn]’!
Ann. Ee. Norm., (3), XXVIII. — SEPTEMBRE IgI1. 51
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Formons maintenant les o/ ® de la fonction donnée par la for-
mule (B). D’aprés (13), les o2 des fonctions

III/P
1 ) K I 1 Ne:
g 0o
\ 0:5 ' I A 08 = ‘7;-
S ('—" ° ’ (=)
satisfont aux égalités
ik-p) .
lim e L(hk—p41),
n=w 1P lognl? C(k+1) U
et
(@)
gl i J‘
lim nip

new 1P| I()”’ll ]'/

En combinant ces deux résultats avee I'équation (23), on trouve
que

A0 Tlh—prn)
(24) ]anP[I()"n]’/M U'(h 1) Ay

9. Inversement, Iexistence de la derniére limite a pour consé-
quence que la partie dominante de la fonction est bien

g

l(w
—

A= (x-—a)rf '

En effet, les moyennes arithmétiques d’ordre £ — ¢ de la fonction

Si(x) = f(z)— A
sont

SR - (k)
U:lh = G‘/f o Aq O',,‘,/ (:

Done, en divisant par n*[logn]?, on a

' y 4 ” (h () -
l I;A 1 — limr ’ 3 Tn " PP —
im ———— = lim — Ay === 0.
n=e RO logr ] 001 /zf'[ IO“‘HJ'/ ntflognls

C’est-a-dire, d’apres la constitulion des moyennes arithmétiques,

Sitk-p)
lim —— == 0.
he Ic""[_l()”‘n_j’/
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D’autre part, on a

©

fi(2) D Sipign
f\(l’) . (1— a)k-p+t __n=0
1ol T i S ’
A, | log pp— ‘ Aq[log r—x] 2 C,am
(l——l’)P ([__x)/.'-f-l n=0
ou
Ca Ay

,],I.Pl n*[logn]v = T(k+1)

Par suite, d’aprés le théoréme de Cesiro déja cité,

1\ Je—
Sy

lim fi(z) 'lflz,{ij}o Cp =

- Aq{log 1 x

(1—a)f

ce qu’il fallait démontrer.

De ce que 'on vient de lire, il ressort que st les coefficients satisfont
a la condition (16), les moyennes arithmétiques d’ordre (k — p) décélent
déja les piles logarithmiques et permetient de determiner la partie domi-
nante de la singularité.

111.

10. Nos résultats obtenus jusqu’ici supposent essentiellement que
la croissance des coeflicients tayloriens soit finie (16). Dans ce qui va
suivre nous ne ferons aucune hypothése sur les coefficients, de sorte que
toutes les propositions que nous allons ¢tablir s’appliqueront & une
série de Taylor quelconque.

Tout d’abord, a 'aide de la sommation exponentielle simple et
généralisée de M. Borel ('), nous allons étudier les points critiques
algébrico-logarithmiques situés sur le cercle de convergence, ou, plus
généralement, sur le polygone de sommabilité. Pour cela, nous avons
a calculer, au point 1, les sommes exponentielles B/¢(«, 1) de la fonc-

(1) Poir par exemple Borgr, Lecons sur les séries divergentes, Chap. 111, Paris,
Gaulthier-Villars, 19o1.
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|7
[log l———:lﬁ“

] (r—ax)f

tion

Commencons par le cas le plus simple p =0, ¢ =1, ol un calcul
¢lémentaire basé sur la forme d’intégrale des sommes exponentielles
nous conduit d¢ja au résultat voulu.

» . . . , I I
Les coefficients de la fonction en question étant 1, el TRRRTR TR
la somme cherchée se calcule par une intégrale (*)

€

« (tz
B (a, '):f e “[a+ — —r—...] da.
|

Comme nous n’examinons que la croissance de B*'(«, 1), au licn
d’effectuer cette intégration, il suffit de caleuler la somme exponentielle
de la fonction

§ -

' og —" | R 1
—log -~ = log - 0g
2 oy € 2

Z [ —

lin effet, comme on voit facilement, le second terme dua second
membre est d’ordre — 1, de sorle que sa somme exponentielle tend
vers la limite o de la fonction

¢

lim ——log

= 0,
x==1 B b B

d’aprés notre théoréme sur les points singuliers d’ordre négatif (*).
Mais la somme exponenticlle B'(«, 1) de

w

I 1 -t

—log —— == }

€ [ -~ dd 7y -1 1

=0
est
a o a
a a®  al ’ et — 1 T —e
B'(a, 1) —:f e« P Bkl ol e da == / e—¢ da == —_—da.
o al 30 4! . Jo a ) «

Cette intégrale se calcule facilement. En elfet, d’aprés le développe-

(1) Borer, Loc. cit., p. 98.
(2) DieNES, Loc. cit., p. 366.
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ment en série de la fonction sous le signe f,

a1 -a a ___a
[ — ¢ . e
/ ——— da = const., lim / Ta’a == const.,
A 1

a = o

de sorte que

. B (a,r)
|4 ’ _—
(23) ,!22 loga

11. Passons maintenant au cas général. Par définition, les sommes
exponentielles de notre fonction sont

-]
R a’
B’/:P(a, I) = e “}-‘ S,/me’

n=0

ot « tend vers 'infini.
La croissance de B??(a, 1) est égale & celle de la fonction

o
e \1 a’
B S ntllognl]? —-
U'(p -t 1) smd [log ]/a!
n=0

En effet, ’aprés un théoréme de Cesaro, ¢tendua par nous aux fone-
tions entieres ('),

s

™ @
. -0 . a
(26) lim 22— — lim -2,
RN -l n= oo /)IL
n
2 b,z
n=0

si la derniére limite existe, et si les b, sont positifs. Mais,
d’aprés (12),

. sTP
lim ! =1,

= _nfllognl?
I(p+1) [togn]

ce qui justifie ]a remarque précédente.
Dans notre Essai (*), nous avons démontré que, pour p positif quel-

(1) Id., p. 366.
(2) Id., p. 4o0.
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conque et pour £>1,

%
n
nP —
Z n!
lim =t —~ -0
{f===u"-] e
et
“ n
2 a
! npP —
n!
=k
lim =22 =o0
=2 oo e(t ’

de sorte qu’en prenant p > p, on voit que

ka
N e 4 ﬁi
Z nfllogn] .

’l_”
=%

lim

)
n

[E=K] L
N e logn e L
) n,P[_ln;,,nJ'l"!
rnz=1
D’autre part,
ke ke

v ka
af 7> art ~ . o, . o at
Z < D> nPllogn]t— < kfaf[loghka]? 2 —
S logha | Py
o

— _lo .(_6_—
i | 8T

!
n o= nss g =
, . e ; i
c¢’est-a-dire

w
- - ar
nellognly—
z l‘ o 3 st

lim sup == S—y
o etafl|loga]? -

et

w0

\ . a’
: nfllogn]? —
nl

(-nr:I

\%

1
lim in : .
PE e“af[logalr - e’

i

car
tever oy o 10
lim [loga == l{)g/ | —,
a=w [logeal?

d’ou, £ étant aussi voisin de I'unité que I'on veut,

]

~ X Lot
ntllogrnl? —
Z, [logn]?—

[ n=1
! e“af|logal?
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On entrevoit donc facilement que

. B%P(a, 1) 1
(27) W Gllogalr = T(p+ 1)’

12. Pour ne pas interrompre la marche des raisonnements ulté-
ricurs, calculons ici les sommes exponentielles généralisées d’ordre r

de la fonction
1 q
[log [_x]

(r—z)P

au point 1.
Par délinition, cette somme s’éerit
? /,'p C‘I’IL
. d Sin 7
Bl (a, 1) ==
~N at
!

n==0

Mais la relation (12) montre que sa croissance est égale i celle de

w‘" arn
D [ralellograle —

n==0

- &
Lo+ oy
n=0

Posons «” = b, et prenons logn au lieu delogn + logr; nous aurons
4 examiner la croissance de

i hnr
rPE nf[lognl? i

n =1 - I ,
R4
ron3
(p+1) n!
n=:0
de sorte que
BYP (a, 1) re

3'::, be(logble ™ L(p —+1)

ou bien, en remplacant b par «,

. BIf(a,1) _ re*e
(»8) ,!l:l a?llogal?r — L'(p~+1)
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13. Ces caleuls effectués, établissons notre théoreme général sur
les points critiques algébrico-logarithmiques situés surle polygone de
sommabilité.

Soit donndée la fonction mise sous la forme

)
P, 1 log

w —Z
(G) A /'(x):zg,,a;”: = ] + fila),

x \F
n=0 I — —
e

ol x, est un point singulier situ¢ sur un c¢oté (et non & un sommet)
du polygone de sommabilité, P,(z) un pnl»yg(,)nc en z de degré ¢,
A, étant le coefficient de 57, et /() est d’ordre "< p au point x,.
D’aprés la derniére hypothése selon la délinition générale de
Pordre (") ‘
Si(z)=/fo(z) + fi(2),
ot f, (@) est réguliere & 'intéricur du cercle de rayon 2] et d'ordre
o'+ e<p sur la circonférence; /,(x) est régulier au point a,. Par
suite, les sommes exponenticlles de /,(a) formées en 2, tendent
vers f,(2,) et, divis¢ées par une quantité qui tend vers infini, devien-
nent o.
D’autre part, les ;7 2, ), formées pour la fonction /, () au point z,,
satisfont & la condition

M2 A
sp'(xo)
; i

(29) lim
En effet,

ne

< L]
3 ~
AGED NI IED WL
=20 n=0
exprimons maintenant que son ordre sur le cercle de rayon r (au plan
de z) est p’+ ¢ <p. On aura

log|byxly|

lim sup = 1< p — 1.

"= 0 logn
Donc, pour n assez grand,

| by | << np1-¢,

(1) P. Dienes, Loc. cit., p. 37o0.
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¢’arbitrairement petit. Ce qui montre immédiatement que, pour 72 assez

grand
(>} M
[ (o) | = | bo+ by +. ..+ b, 20 | < npP-#,

comme il fallait démontrer.
Formons les sommes

ar

} i) (20) —T

B2 (a, x,) = =

e(t
on a
) y! p—z ﬁl_z_
P(a) + ), no=¥ —
| B® (a, xy) | < ";0 s

P(a) étant un polynome.
Mais nous avons démontré ailleurs (') que

n n
NP - Lo
21 n! 24

lim 222 ” = lim -i—m——-—————- —=o,
a=o afe wme Ny A
‘/_‘nP—
n =0
d’ott enlin
B (e, 2
lin ~——( u 0)_.0
a=n af

Les sommes exponentielles de la fonction envisagée sont
B(a,z,) = A, Bf(a, z)) + B® (a,z,) + B (a, z0);

done, d'aprés (27) et (29),

. . B(a, z, A,
(30) Jim a?floga])'f:r(p-f—r)'

C'est la relation générale cherchée entre les poinis critiques algebrico-
logarihmiques situés sur le polygone de sommabilité d'une part, et les
coefficients layloriens qui figurent dans B(a, x,), de lautre.

On voit sans difficulté que la formule (C) contient, comme cas parti--
culier, les poles, ies points critiques logarithmiques, les poles loga-

(V) Id., p. foa.
Ann. Fe. Norm., (3), XXVIII. — Sipremsre 1911,
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rithmiques, les points critiques algébriques et les points critiques
algébrico-logarithmiques, sans qu’elle soit épuisée par les singula-
rités énumérées. Nous remarquons que, tout en satisfaisant aux condi-
tions indiquées, le point x, peut étre situ¢ méme sur une ligne singu-
liere. Au fond, il ne s’agit que de la partie dominante de la singularité,
c’est-a-dire de la partic qui montre de quelle maniére la fonction
devient infinie au point envisagé.

14. Le théoreme général démontreé précedemment est valable pour
une série de Taylor quelconque définissant une fonction analytique,
mais il a le défaut de ne s’appliquer qu’aux points singuliers situés
sur le cercle de convergence ou sur le polygone de sommabilité; par
contre, il a une remarquable simplicité, grace i idée ingénieuse de
M. Borel d’employer pour fonction sommatrice Ia fonction exponen-
tielle, ¢®. Il ne nous reste que de chercher & ¢tendre le champ ot
peavent ¢lre situcs les points singuliers de la nature indiquée, pour
qu’ils puissent étre atteints par une méthode analogue a la précédente
et dans la généralite et dans la simplicité. Une pareille généralisation
nous est fournie immédiatement par lasommation exponenticlle géné-
ralisée de M. Borel (*) ot Pon prend pour fonction sommatrice ¢ au
lieu de ¢*, ¢’est-d-dire ou la fonction /() est représentée, dans un
domaine assez étendu, par la formule

o

. art
Z Sprn (1 W
S(z)=lim =,
a=w N a't
v
n=0
Soit x, un point singulier de la fonction envisagée ot elle s’éerit
sous la forme (C). Faisons une supposition analogue a celle qui exige
que le point singulier envisagé ne coincide pas avec un sommet du
polygone de sommabilité, ¢’est-a-dire supposons que , ne soit exclu
‘du domaine de sommabilit¢ exponenticlle d’ordre  que par Ieffet de
la singularité & ce point. Plus précisément, supposons que le domaine

(1) Borev, Legons sur les séries divergentes, p. 129, Paris, Gauthier-Villars, 1gor.
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de sommabilité_d’ordre » de fy(x) contienne déja , & son intérieur.
Dans des cas pareils nous dirons que x, est atteint par cette somma-

tion.
Dans ces conditions, & I'aide (28), on peut refaire le raisonnement
précédent qui nous a conduit i la relation (30), et I'on obtient ainsi

Pégalité
(31) lim B, (a, x) — I Ny

w=w @ Pllogalr T F(p +1)

qui est la généralisation de (30) avec lequel elle coincide d’ailleurs
pour 7 =1.

On vout par la derniére formule que les sommes exponentielles géné-
ralisées B,(a, z,), formées en un point singulier atteint par la méthode,
sont en relation simple avec la structure de la singularite dont elles per-
mettent de déterminer la partie dominante.

Dans la notation introduite par M. Borel (*), nous pouvons exprimer
le résultat comme il suit.

St la croissance de la fonction est

1
0~ q—
( l(x),

celle des sommes exponenticlles géncralisées d’ordre r est r fois plus
grand : en clfet,

i 1 1
[P‘*"/;J'——-P' R/l

et le second membre de la derniére égalité est le symbole de la crois-

sance de
at[rlogal?,

pour « = .

15. On sait que la portée des sommes exponentielles généralisées
peut bien surpasser celle des sommes exponentielles simples. Par
exemple, si 'ensemble des points singuliers de la fonction n’a d’autres
points limites que Uinfini, ou, s’il ne contient qu'un nombre fini de
points, les points qui peuvent élre atteints par la méthode, comme

(1) Poir Borkvr, Lecons sur la théorie de la croissance, Chap. I, Paris, Gauthier-

Villars, 1910.
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I’a montré M. Borel, sont aussi prés d’un point quelconque du plan
complexe que 'on veut. D’autre part, la relation (31), quoique plus
compliquée que (30), ne laisse pas beaucoup & désirer en ce qui con-
cerne la simplicité.

Ce que nous avons a faire encore dans cette direction, c’est de nous
affranchir le plus complétement possible des restrictions relatives a la
situation de la singularité étudiée. Comme, pour étudier un point
singulier, nous avons besoin d’une représentation de la fonction dans
des points réguliers tendant vers le point en question, et comme
toutes ces représentations se font par des fonctions entieres (ou poly-
nomes), ¢’est-a-dire par des fonctions uniformes, il est impossible
aujourd’hui qu’on puisse soumettre i ces recherches le plan complexe
entier.

Une autre exigence, la simplicité des résultats, rend nécessaire un
choix définitif entre les représentations connues, surtout si on veut
examiner des singularités moins simples. Dans le Chapitre suivant
nous allons montrer qu’il y a bien une méthode qui satisfait & toutes
ces exigences, la méthode de sommation de M. Mittag-Lelller ayant
beaucoup d’analogie avec la sommation exponentielle de M. Borel.

CITAPITRE I1.

DES POINTS CRITIQUES AL(H::BHI(}()-].()(ZAI’.ITIIM]QUES
SITUES AUX SOMMETS DE L’Ié’.l?()lLI-}.

V.

16. Depuis les travaux devenus si vite classiques de M. Mittag-
Lefller sur la représentation des fonctions analytiques, la voie est
ouverte a des recherches plus générales et plus méthodiques relatives
aux singularités. Il y avait cependant & craindre que les séries de
polynomes ou de fonctions entiéres dont on se sert dans ces repre-
sentations ne fournissent un moyen par trop compliqué pour pouvoir
engendrer des relations simples et générales. Dans notre Kssad sur les
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singulariteés (') nous avons réussi & montrer que la méthode spéciale
de représentation, donnée par M. Mittag-Lefller dans sa cinquiéme
Note (*), ce que nous pouvons appeler, & cause de sa grande analogie
avec la sommation exponentielle, la méthode de sommation géné-
rale (M), permet d’établir, dans le cas des poles et sans aucune hypo-
thése accessoire, une relation de la nature indiquée.

Le but de ce Chapitre est d’é¢tendre ce résultat relatif aux poles a des
singularités plus compliquées, comme les points critiques logarith-
miques, poles logarithmiques et points critiques algébrico-logarith-
miques. Nous commencerons par les points critiques logarithmiques.

17. Supposons que la fonction puisse s’éerire sous la forme
oq T q—1

(A S(x)=A, | log—— "+ A, | log

I J—

4.+ fi( ),

- Ly _ &€y

ou l'ordre de /\(2) au point z, est négatif.

Prenons la représentation de M. Mittag-Leffler, citée tout a I'heure,
qui consiste dans le théoreme d'apres lequel, 2 étant Paffixe d’un
point a intérieur de Iétoile, on a

o0

E s,(x)c,ar

fla)=lim™=" |
==uw “1
n=—=20
ot la fonction sommalrice
|
o(a) :Zc,,a"
n=0

est une fonction entiére d’ordre infini, & coefficients positifs, satisfai-
sante aux deux conditions suivantes :

1° () a pour limite zéro quand « tend vers l'infini, le long d’un
vecteur quelconque, autre que 'axe réel positif;

(1) Journal de Mathématiques, 1909.
(2) Mrrrag-LerrLen, Sur la représentation d’une branche uniforme d’une fonction
monogéne, 5° Nole ( Lcta Mathematica, t. XXIX, 1905, p. 173).
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2° w étant positif,
lim olo7)
W=w ?((’))

=0,

d’une maniére uniforme, tant que  appartient & un domaine fini situé
en dehors de la partie de 'axe récl compris entre ¢ =1 et + .

Nous avons démontré (') que la fonction entiére étudiée par
M. Lindeldf (*)

©
W= P>

n=(

satisfait & toutes les conditions énumércées de sorte qu'elle peut nous
servir comme fonction sommatrice.
D'apres (12),

Sp(ag) = Ay[logn |7+ Ay [logn ot .-k e(n) + 5, (2y),

. g(n)
lim ——— o
n=w | lOgn|?

On a par suite pour les sommes générales (M) formées en 2,

S ar Q at S a”
o /R ——— \ E( /) mmmes .J Xy erm—————m
A’/Z[lobn] [log(n-i—ﬁ)]" +.. +A_‘ ("> [ I(){.;‘(/l _}_ﬁ).]n +Z‘ S,L(¢0) [log(n-r-,@)]"
(32) M(a,xo): n=0 - nei) n==q .
Z an
~log(n+ 2"

18. Démontrons tout d’abord que

> [logn1ry o

log(n +f)]"

(33) lim 22— =I.
=i - a”
oy %
“ 2‘[10;.;(/1—!—(3)]"
ne=f)
Comme
lim M q—-,
n=ew | l()gn -

(") Loc. cit., p. 394.
(2) E. Linoeror, Le calcul des résidus. Paris, Gauthier-Villars, 1905, p. 121
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on a, d’apres le théoréme de Cesaro déja cité,

S a”
IO‘”"/( @
2_-1[ gn] [log(n —+ B)]~
lim —2=1 =1.
(=" Wl ~ aIL
l 24 + B [I-_——.
f:i[ st I ot B

415

On peut donc prendre au numérateur du rapport envisagé, au lieu
de [logn]7, la quantité [log(n + B)]7, de sorte qu’il nous reste a

démontrer que
Il
2 [log(n + B)]*—¢
lim 2= =
oz==w n
P70 Y e —
—-J [ log(n -+ )"

n =

E

ce qui est évident si 'on fait la remarque suivante :

o«
3 a” 3 a"
=P () -+ a? -
P Y Y A ,Z"__OIAIOS(H-FF‘»-*-(/)J”’

ol &
théoreme de Cesaro,

"; au,
_..4““0 (n+p-+q)]" log(n+f) 7»
lim = =lim | s ="
log(rn+p+q)

= ~ 't n=o
2-! [log(n + B)]*
nz==0 :

Une conséquence du dernier résultat est que

’IL

24 [logn]’ [l()"(n -+ [3)]"

lim 2= = o,

= ~ a
at 3 =\l
dd | LOZ (12 + )]

=0

£, (a)estun polynome en « de degré (¢ — 1) et, d’aprés le méme

si i< ¢, de sorte que les ¢ premiers termes de (32) divisés par «?

donnent pour limite le coefficient A,
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19. Passons aux deux derniers termes. On a

©

Y a’*
20 [ BT

n=0

Iim =

= oo (,II,
a’ \ ———
A~ [log(n+p))"

)

ZIE(“)]LI(W(N ~“+ B

n=0

S lim ...lnn |eCr) ]

a=w a’ - w I I()“ n l‘/
Z[ logn7
[Tog(n=+p)]"* 5)]"

eSS

o= 0.

Enfin, on peut poser

Jil@) = fale) 4 fale),

ou f,(x) est régulier & intérieur du cercle de rayon |z, | et est d’ordre
négatif sur le cercle, de sorte que

s, (ry) == fo (1),
"o
et, a fortiort,

2

2
() l I()” 1 i r&))lll,

(34) lim 2= LT

ad==a

‘/l
Z[l(w(/z + [)]"

d’autre part, f,(x)est régulier en 2, ¢t ce point est situé a Uintéricur
de I'¢toile de /;(x), de sorte que

o
N 30 (. a”
S Ty ) mm—————e
2‘0 n ( 0)“”8,(” 4__(5)‘[“
H ne
(39) lim 5 = f5(x0),
= ~ (L”-

& [log(n+B)J
n=J0

c’est-d-dire, en combinant les deux derniéres égalités, les sommes

geénéerales (M) formées en un sommet d’ordre négatif de l'étotle conver-

gent nécessairement et représentent la valeur limite de la fonction.
Remarquons qu’on peut prendre pour fonction sommatrice une
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fonction entiére quelconque satisfaisant aux conditions énumérées
précédemment, sans que le dernier résultat cesse d’étre valable.

Si 'on divise donc les sommes générales, formées en un sommet
d’ordre négatif, par a7, le rapport tendra vers zéro. Par suite, en tenant
compte dans ['évaluation du second membre de (32) de tous ces
résultats partiels, on a
M(a,xr))

I = A,

(36) lim

a=w

Les sommes générales M(a, x,) formées en un point critigue loga-

rithmique d’ordre q croissent comme a?, et la linute (36) nous fournit

précisément le coefficient principal de maniére que la partic domi-

nante de L1 singularitd est complétement determinée par les sommes consi-
dérées.

Ce résultat s’interprete encore comme il suit.

D’apres le théoreme de M. Mittag-Leffler, les fonctions entiéres
M(a,x), pour @ =0, s’approchent indéliniment de la valeur de la
fonction au point @, si « est & Pintéricur de I'¢toile. Si nous rem-
placons « par Iaflixe «, d’un sommet(qui est nécessairementun point
singulier de la fonetion), en général, la suite
(37) lim M (e, x,)

az=w .
n’aura pas de limite. Mais le probléme général se pose : y a-t-il quelque
relation simple entre la suite (37) et la structure de la singularité
en @, ?

A cet égard, nous avons obtenu jusqu’ici deux résultals qui méritent
d’étre signalés.

Si le sommet est un point singulier d’ordre négatif, Ia fonction
a une limite quand on s’approche de ce point du coté de I'origine et
les sommes générales M(«, z,) représentent cette limite.

St le sommet est un point critique logarithmique d’ordre ¢, les
sommes deviennent infinies, et leur degré d’infinitude, tout en dépas-
sant considérablement celui de la fonction, est caractéristique pour la
singularit¢.

On voit déja, et I'on verra encore dans la suite, comme le cholx

drn. Ec. Norm., (3), XXVIIl. — SEPTEMBRE 1911. 53
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de la fonction sommatrice est important si 'on veut aboutir & des
formules simples.

20. Nous traiterons encore bricvement le cas des poles logarithmi-
ques ou la fonction a la forme

flz)= (1—— ﬁ)f‘ + (;M L)rl = ...+ fi(x),

Ji(x) ¢tant deja d’ordre négatif en 2. Ladernicre hypolh(‘-so enfraine
(que les sommes générales (M) tendent vers une limite, ¢’est-d-dire

i MM (a, ) = f1(ay).

=w

Reste & examiner les sommes générales relatives & la fonction

Ty
l()ﬂ‘ .......‘......_
L [ =

(1—x)P (p entier).

D’aprés le (héoreme de Cesiro, la croissance de M7?(«, x,) est ¢gale
a celle de

at
log(n - B)|n ¢
dog )

(1”
P Z[l., TENIE

qui peut se mettre sous la forme

E(/L ) (1)

=)

>

dr .
L, (a) + e [aft7 g q(a)]

plLg(a)
En effet,

SZ avtetd )‘;g(n+p~+—//)...(u g =)t
(laf" Log(n -+ ¢) ”SM [Tog(rn = q¢)|*

nel)

ﬁ: (me - (J) ‘o (/", e 1)(1,”1
) [log(m —+ p)]r-
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Mais 'ordre de croissance de

de
Tl Ly ()
est égal & celui de
e
ab ™ 5 [Lgq (@],

comme on s’en assure aisémentapres avoir effectudé la différentiation
et remarqué que

ddf I

Za ()

lim ——— = o
a=w AP ’

s1 p > . On obtient ainsi que la croissance cherchée est égale a celle
e A Iy B ‘
de a?*? f,(a), ol on a posé

dp
M L(j_,_,] ([l)

Lpo g (@) =/e(@):

Mais M (a,x,) est une expression linéaire en M“*(a,z,), ou ¢

1
X

I.—_—.—.
Z,
dans les polynomes P, ct £ prend toutes les valeurs entre o et p; e,

d’apres la dernitre formule

1 ma 3 1 3 VTTTQQe \ 3 Ao y
varie de o jusqu’a la plus grande puissance de log qui se présente

. Mot (a,z
Iim ___..(_’.__Ql = o,
= M’/:P((l, "1"0)
sifk<pousik=o0, maisi<gq.

Nous avons enfin la relation

M(a, x,) A

38 lim ——==L — 7.
(58) a=w AP fo(a) p!
Les sommes générales M (a, x,) formées dans un péle logarithmique
d’ordre (g, p) croissent comme a?*? f, (@) et la limite (38) nous fournit
précisément le coefficient principal, de maniére que la partie dominante
de la singularité en question est complétement déterminée par ses sommes.
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Comme nous avons montré ailleurs (') que dans les sommes géné-
rales (M) les poles se manifestent par la croissance de af f,(a) ct
comme on vient de voir que les points critiques logarithmiques se tra-
hissent par la croissance af, il est évident que, en combinant ces deux
sortes de singularités, I'ordre de croissance des sommes générales
est la somme des ordres relatifs aux deux singularités séparées.

Pour que la croissance des sommes considérées soit déterminée
d’une fagon compléte, il ne nous reste que caleuler la croissance de
Jo(a). Cest ce que nous allons faire dans le cas plus général des points
critiques algébriques.

V.

21. Abordons maintenant I'étude des points critiques algéhriques
situcs aux sommets de U'étoile. A cet effet nous allons étudicr soigneu-
sement la fonction sommatrice choisie.

Posons
‘é m
~ «
(e rr:z RS
(@) [logne
m==9
et
T mn
. 1
L.(a) = 2 mr e
[Togmm
m ez
Nous allons démontrer que
L.(a) 1

(39) lim

wma L (@) @
Le nombre « étant fixé, cherchons tout d’abord 'indice 7 du terme
maximum dans L(a). On obtient pour » I’¢quation
4o loga = loglogn + ——
(40) o glogn -+ logn

ou bien
1
) a == logn %",
ce qui nous donne

n==f(a),

(1y Loc. cit., p. 397.
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fonction continue de @ dont les propriétés fondamentales sont, pour a
suffisamment grand, que

1° lim f(a) = oo,

a=w

20 f'(a)>o.

En ce qui concerne I'indice », du terme maximum dans L. (@), on
peut démontrer que
(41)

n

7 < ny<kn,
;

pour n (donc pour «) suffisamment grand et si £ >1.
En effet, I'équation pour n, est

>
—_— — — = u(n
log n, n, p(n4),

loga =loglogn, +
et 'on voit facilement que pour « positif et assez grand
¢'(z)>o0;
done, pour « asscz grand, les inégalités
glxy) < g(a) < g(x)
entrainent

_ Xy < & < Xy
Démontrons donc que

cp(%) <o(m)<<o(hn).

Examinons par exemple la derniére inégalité. Il faut montrer que

' 1
o(n,) =loga =loglogn + Togn <loglog(kn) +

I r
log(kn) — kn’

pour a (c¢’est-a-dire pour ») assez grand; cela revient & dire-que

log /& 1 I r
o —_ — o]
lo,,<1 + logn> logn a log(kn)  kn =

Mais on voit facilement que

h ¢ 2 4 . ! — ok
(42) ,}erllog n[logn Iog(/.'n)] log
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et que
log &
(43) lim logrlog | 1+ 22 | — Jog /.
n=w logn |

Donc notre inégalité & démontrer aura la forme

logh +n(n) rlogn’| _
- - — = 0
logrn ko ’

[10;4'/.' +ée(n) —

logn |
et en cette forme elle est évidente, car

logk ~+n(n) rlogn
logn kn

lim [:l()g/c “+e(n)—

n=ow

= log/k > o.
f) —

22. Remarque préliminaire. La condition

limg(n)=a

n-w

entraine
limg[ fla)] =a,
(A==
si
lim f(a) = oo,
= w
et si

S (a) > o,

our « suffisamment grand.
g8

23. Introduisons la notation suivante. Soient

-1
t"l . .1 L,IL L”"
Ada) Z [Togm ™’ tie)= S Llo“ n |’ B(a)= 24 [logm]'"

me=2 m=kn+1
0 [l
et
n
7‘“1 hn
—~ alll ~ C‘"L
A (a :2‘1'——-—————- G, ::Zm"——-—-——
(@) [logne|™ i (40) [Togm ™’
mes2 e .
- a/ll
B, (a) = Z I e e—
r(@) [l()" m|m
m o= k-1
On a

A(a) + <%>r(](a) + (hn)'B(a) << L,.(a) < (%)r/\(a) ~+ (kn)yC(a) + B.(a),
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¢’est-a-dire

n
4 A(a) <7) C(a) (kn)" B(a)
(44) e“L(a) ers L(a)+ er L(a)

L.(a) (‘) A@) ) Cla) | Ba)

c"“L(a)< e L(a) R L(a) " ¢<L(a)’
oun=f(a).

Nous démontrerons tout d’abord que

. n
(45) lim — = —;
nemw  —— c
l[‘.logu

d’ow, grace & la remarque paragraphe 22,

(46) lun LA

= ere (;'
On peut ¢erire en cllet

1 1
n — clogn~— ""'”lu;,n__ el()Lﬂ[i—L“”””‘]
1 T bl

L(_,lu;;n

et d’apres I'llospital

L ’
_‘__ clo;, n I
f — Clugn, 0L ___1__
1 H — elogﬂn —_—

lim ——— = lim ———————2—— — |lim

y
n
n o= w ] n = w
logn

G“

C. Q. F.D.

423

24. Nous allons voir que dans (44) les premiers et les derniers

termes tendent vers o pour @ = . C’est-a-dire démontrons que
A(a)

(47) Im @ =
et que

48 lm —— B, (a ) =
(l.) ula lJ( ) ’

dont un cas particulier (» = o) est I'égalité

. B(a)
(49) }!t L(«) ¢
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Soit M («) le terme maximum de la série L(a). Pour établir (47) il
suffit évidemment de démontrer que
A ()
a lim ————= = o,
tize S
car, les coefficients de L(a) ¢tant positifs, M(a) < L(a).
Pour établir (47 @) nous allons montrer que

\

1
log n elosn .
—A——(‘-M——l——-)- = limD(n)=o,

lim
T TI—]
M\logn e'“'n'")

]
d’ou I'on pourra conclure, d’apres la remarque du paragraphe 22, que

lun DI/(a)) = ,lll_l_“ —T(—((—‘% =z 0.

25. Bxaminons done D (7). 11 est plus petit que le dernier terme
multipli¢ par Ie nombre des (ermes étant donné que le dernier terme
est le plus grand; ¢’est--dire

n n
n | logn [+ ehiogn
D(n) < BT L
: A (ln,,n
log ]
car le terme maximum de L(a) est
n
o [logn|relorn m';—,;
[logn]® [logri® T
On-a donc
—lnglvn, R ﬁlnglogﬁ o 4 Io;: -
D (H.) < é/ Tlogn lm. n I A Im, n / .

Le troisieme terme de I'exposant peut sc mettre sous la forme

— -—l()g(l()vrn—-lorr/. ) =—= []0,, log n - ]0”< 10;;/.~>J’

k logn

qui détruit donc le premier terme de exposant. D’autre part,

. log k
lim lognlog( 1 — 080N logk,
Nz l()gn



RECHERCHES NOUVELLES SUR LES SINGULARITES DES FONCTIONS ANALYTIQUES. 425
de sorte que
Lo (’I logk — logk e(n)
Oog — =
=4 logn logn logn’

Y

ol
lime(n)=o.
= =

On peut done écrire
logk
-

n

1)(”) < elngrl

[t
k&

et 'on voit facilement que, pour &k >,

z
k

log £
k

(50)

n

ce qui montre que le- coefficient de Tom s
el

grand, d’ou le résultat
limD(n)=o.

= o

—1—2'(n)

’

—r1<<o,

est négatif, pour n assez

Pour démontrer I'inégalité (50) il suffit de vérifier 'inégalité

p(h)y=1+logh—lLk<o

ce qui est évident si 'on remarque que

(k>1),

donc ¢ (k) décroit constamment pour les valeurs considérées de £ et

que ¢ (1) =o.

26. Nous allons démontrer (48) d’une maniére analogue.

Tout d’abord
. kn
lim

n=ow

log(kn

[log(kn)] *

=03

on peut donc prendre 7 assez grand pour que

[log(kn)]les thns

d’ol1 I’'on obtient I'inégalité

alkn

<1

2

akn-+1
...

(51) B.(a) <

Ann. Ec. Norm., (3), XXVIIl. — SEPTEMBRE 1Q11.

Llog(/r/t )_‘I/cn—log(kn) -+ [‘Og(/\‘ll + 1)]A-n+1—log1kn+1)

54
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Etablissons encore que, pour n assez grand, le maximum de

ax
( l()gac ).x'—-log.r 4

en fonction de @ ou de n, estatteint pour z < kn [ou n=f (a)].
L’argument z, qui donne a I'expression une valeur maximum, satis-
fait a I’équation
loga =loglogz + l-o—;;; — %[1 + logloga] = h(z).
On voit facilement que
A (z) > o,

pour x> ¢; donc, si nous démontrons que /2 (%n) > loga, il est établi
que I'argument @, qui rend maximum notre expression, est moindre
que kn.

Démontrons par suite que

1

h(kn)>loga=1loglogn -+

logn’
c’est-a-dire que

I

1 | Q-
loglog(kn)—+ Tog(Fn) — HL' -+ log log (fn)] > log logn +

I()gn’
ou bien que
10"(1-&-10"'/" e [ —2 T~ 2 og log ok
g\ Togn logn L Jogk fn L 108 log (hn)] > o.

logn

Mais nous avons vu que

. log k
lim logrlog( 14 — ) =logk
nc=w 5 6 |Ogll B

et 'on vérifie aisément que

. I
limlogn | 1 — ——
R 8 . log k&

..*_
log 1

= logk,

ce qui démontre notre inégalité.

27. On voit par ces calculs que dans le second membrede (51) ¢’est
le premier terme qui est le plus grand. Prenons don:, au lieu des pre-
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miers termes de ce second membre jusqu’a I'indice e, le premier
terme multiplié par e!°¢™", supérieur a leur nombre.
La somme des termes d’indice plus grand ou égal a €™, tend déja

, . L .y <
vers zéro pour @ = . En effet, soite = 7 bar exemple ; I'inégalité

a a
wey < TTogv]—

[logv] ™

est vérifiée dés que vZ e*. D’autre part,

log(v—+m)

(v+m)[i— v+ >[|Ogv](v+m)(i—5-).

[log(v + m)]

D’ou il résulte qu’en désignant par ¢; les termes du second membre
de (51),

a Ty a m
Cvrm < (logv)™==| | (logv)—=| ’

de sorte que m ne se trouve plus qu'al’exposant.

Remplacons v par e°¢”’, On a
1

. a . lognevsn (logn)2e
lim . T lim g (logn) =
ne=w (lOgR)2—E n=w lOgn logn

Donc
Sc(logn)":: Cy—+ Cypy= oot Cyppp+-...

a ellogn)? (- a
<[wer=] " [+ wogmm -]

a cllogn)? I
= [<logn>=“~€>:| a_’

T (logn)2i—e
ce qui démontre enfin que
Jim S 10gn)2= 0.

n=ow

28. Remplacons doncl’inégalité (51) par

akn

[Tog (kn)Jr—oetimi + Setiogny,

'Br(a) < e(logn)’
et remarquons que pour établir I’égalité

B (a) B <l0gneﬁ’%‘>
lim == = lim —D——¢

e=e L(a) " a=e L(lognefolz—n) =
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il suffit de montrer que
13
. a
lim etlos ) — = o0,
n==» [ l();:(/i'll)]’”‘" I«);:(/.n)em
si'on y considére @ comme fonction de 7 :
1
a=logn ez,
ou, ce qui revient au méme, que
lir[] e( logn)24=-Anloglogn 4+ I_({lg;lt; — (A —Tog Chny loglog (A — Toxn — .
n=w

Le troisitme terme de U'exposant s’éerit encore

log A
—knloglogn — kn Iog(l = l“:” ) 4 log(kn) loglog(kn),
o] /

dont le premier terme détruitle deuxicme (erme de exposant.

Nous savons, d’autre part, que

log &N
- ) = log /.

limlogn ]()"‘(l e
PP Togn

nz= s
n ,
Done Pordre de grandeur de Pexposant est — et I'exposant total
o
se met sous la forme

n . ‘-
m [/u — l()g/" — = E(IL)J,

ou (") ‘
k—kloghk —1<<o,

d’ot 'on conclut que (48) et (49) sont vrais.
Enfin les égalités (47) et (49) nous montrent qae

Cla) . L(ay—A(a)—B(a)
== lim ) f—

oo

fim
. a7

~

Reprenons maintenant, apres ces caleuls préliminaires, nos inéga-
lités fondamentales (44). Les résultats acquis, joints 4 (46), donnent

(1) DieNes, Loc. cit., p. for.
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immédiatement

. . IJ- a . 1

lim mf,—'(—)- ——
a=w €L(a)™ e L
. . et
lim SU[)ME-—;-
a=wn €L(a)Te

Mais les deux inégalités derniéres sont valables pour £ quelconque
supérieunr & 'unité; done

lim L, () !
w e () e’
ce qu’il fallait établir.
VI.

29. Soit &, un sommet de I'étoile et supposons qu’au voisinage
de x,
B,
S(x) = . + [i(),

(-Z)
\ Lo
ot lordre de /() en &, est inféricure & r. Par exemple, si x, est un
pole ou un point eritique algébhrique de la fonction.

D’apres la dernicére hypothese
Jile)=/falx)+ [5(2),

ot £, (x)est régulitre i U'intéricur du cercle de rayon |z,|, son ordre
sur le cercle entier étant moindre que r et £, () est holomorphe sur
la droite (o, x,) extrémilés comprises.

On a done

st

lim =2 — o.
Ll

"= w

Ecrivons le théoréme de M. Mittag-Leffler pour la fonction

i) = f(2) = B — [y ().
=

On obtient
- . (1) ofa -———L———
2 (S, B, B! Sn') [log(n ~+ ﬁ)]"

lim 2=2 = =/ 3(2);
n=w 3-‘ an L

i [HOZ (12 B) "

n=0

par suite, ces sommes, divisées par e, tendent vers zéro.
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D’autre part,

oo

2 g BT 2 |5 ‘“‘[log' BT

/
lim 222 Slim % —hmlg’l

=o,

a=ow an a=w ar n=w 7
% " Mog(n + BIT" Z [log(n + B)I”

¢’est-a-dire

o

St

" llog(n +B)]”

L 222 =o0
a’:n ere L(a)

et

PO oA —
Llog(rn ~+B)]"

) i BT
lim -= = lim — =
a=w ZL" an new M r(f‘—i—])’
log(n —+ "
" Tlog(n Bl
c’est-a-dire
ZB(M:) a”
= (g7 75T ,
lim 2= = — .
a=w e“L(a) | (r—=ru)

En tenant compte des égalités obtenues, on arrive a I’équation

o

N T P —
2{"( 0)[1()g(/1+ﬁ)]"

. n=0 — I;r
}g{i e L(a) el (r—4 0
Mais, pour { quelconque,
L(a) __
lim ————=
a=w L;a(a)
a cause de la limite
lim [108(2 81"
n=w |, lOgn ’
Donc enfin
Z-”‘n(xo)——,_‘,:‘“—'T
! [log(n -+ B)] _ B,

{51:1 e“"Lg(a) T eT(r+1)’
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ou encore

. M(a,z,) B,
(52) ,}ljl err T e L(r+1)

Un point critique algebrique «(’ordre r apparait dans les sommes gené-
rales (M), formées par la fonction sommatrice Lg(a) comme un infint
d'ordre r o (selon la notation introduite par M. Borel), c’est-a-dire
comme la r-iéme puissance de e*.

Si I'on remarque que ce sont les fonctions entiéres M(a, z) qui,
pour a = =, représentent la fonction envisagée, on peut interpréter le
dernier résultat de la maniére suivante.

La suite numérique
lim M(a, 2,),

a==o

Jormée en un point critique algébrique a un sommet de étotle, est en
relation simple avec la singularité envis 1gée, en décéle le degré, le coeffi-
cient principal et en détermine ainsi la partie dominante.

Remarquons enfin que, malgré les calculs un peu longs quinous ont
amené au résultat final, la simplicite de la formule définitive est tout
a fait remarquable, grace au choix convenable de la fonction som-
matrice.

30. Etendons encore le résultat derniérement obtenu aux points
critiques  la fois algébrique et logarithmique ou la fonction s’écrit

I
P, log—
7 8 x

| — —

Zy

(53) Slz) = -+ fi(x),

'ordre de f, (x) au point x, étant inférieur & p. Calculons & cet effet
les sommes générales M(a, 1) relatives a la fonction

q
low !
Pr—uax

(1—a )P

.

Comme les s, de cette fonction sont comparables a (logn)? n? 1‘—(}711—1_)’
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la croissance des sommes considérées est égale & celle de

i(lo n)?ne “

on S —

& g (e + BT
” all

e+ Hy

= [Tog(n+ BT

Mais le théoreme de Cesaro, déja cité, permet de prendre B = o, car

lim [lng‘(/tﬂ-—ﬁ) "

logn

n=o |,

Cherchons done I'ordre de croissance de la fonction

o w
N a” ar
3 logn)’n (1’/2 n -4 ¢ )f ———
B T et D ogtn g7
= — } -1 ( a ) o)
7] —— -+ 2 -
S at N a’ N @
s (JOG )" ‘—l(lngn)" e (JOOEZ L)
el n=2 nee

D’apres la remarque précédente on peut prendre nf et (logn)" au
lieu de (n—+¢)° et [log(n+q)|" sans changer la croissance de la
fonction, de sorte qu’il suffit d’examiner le rapport

o

\ (l"

> np ———

ad (JOg )™

n=9 R

———————— )
. a

.a.d (I() nn

ce que nous avons achevé précédemment. On peut. donc conclure,

grace & la relation (39), que
(54) M((t,l):: I

alefd el —+ 1 )

31. On démontre maintenant, comme auparavanl, que la croissance
des sommes générales M, (a, z,), formées pour la fonction /, (),
est inférieure 4 celle de M («, x, ), ¢’'est-d-dire que
M(a, z,) -

lim —refE = O

az=w
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et ’'on obtient ainsi, sans aucune difficulté, la relation générale

“x . M(a,x,) A,
) 0 e ¢?L(p+1)

Un point critique algébrico-logarithmique de degré (q, ), ou avec la
. , , 1 . ;o
notation de M. Borel, d'ordre q— —+ p, se trahit dans les sommes géne-

rales M (a, z,) comme un infint d'ordre o fois plus grand :

<qL ~ p)ﬁ) =q +pfn)-

(3]

Nous voyons que la fonction sommatrice choisic permet de trouver
des relations dont la simplicite s’approche de celles obtenues par I'em-
ploide la fonction exponenticlle elle-méme. L’écart, cependant, entre
Vordre de croissance de la fonction et celui des sommes, qui n’em-
péche nullement une correspondance précise, est considérable. On
pourrait donc se proposer de trouver une autre fonction sommatrice
qui donnerait des relations plus satisfaisantes a cet égard. C'est ce qui
va nous oceuper dans le paragraphe suivant.

VIL

32. Pour mettre au jour davantage le caractere de Uinfluence de la
fonction sommaltrice sur la relation des fonctions représentatrices a la
fonction représentée, nous allons étudier brievement la représentation
proposée par M. Mittag-Leffler ('), qui est effectuée par la fonction
sommatrice,

@

N(a):Z——i,-n—— (o< <),

em( log n)ee

mi=1
dont la croissance ne surpasse pas beaucoup celle de ¢?, car, si 'on
prend o = 1 (qui n’est pas d’ailleurs permis), le coefficient
I I

elogmn T mm

N I
est comparable & —-
m

(1) MrrraG-LerrLer, Sur la représentation arithmdtique cdes fonctions analytiques
(Atti del Congresso di Roma, 1909, p- 84).

; o
Ann. Ec. Norm., (3), XXVIIl. — Ocrobre 1911. 20
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L’indice du terme maximum est li¢ i la valeur fixée de @ par I'équaltion

o

(56) loga = (logn)%+ Togn) &

On démontre facilement que I'indice 2, du terme maximum de la

, .
serie
«w g
—~ . am —~ am™
N, (a)= A ——— —_—
e (Log = et Log ne %~ log m
m =1 m =1

est, pour z ou a assez grand, entre ;:L et kn, k ¢tant un nombre supé-
ricur & 1. La marche du raisonnement est identique & celle que nous
avons suivie dans le paragraphe V.

Faisons voir sommairement que, comme au cas de la fonction
Lg (@), le commencement et la fin de la série n’influent pas sur Pordre
de grandeur de la foncetion, ou, plus précisément, que

n
% o

N ¢
|

(3 T B o
7) - m N(({)
et
g an
al e
>—4 PATIar
58 ﬁm " AL’-—-...__........___. Y
( ) e w N(({) ’
de sorte que
m=hn

ant

N D
\ m’ clll[lu[,;lll V4
i
~ . =7
(59) lin —— o ==,
R ]\/.((I)

ot 7 est une fonction de @ définie par I’équation (56).

33. Démontrons I'égalite (57). On a

n n
k . T
~ am n(n\" a’
Ml e T\ .
e’ (log na /. K n ( mg.’l) :
1= < ("/‘ A
N(w) R
(3‘ log nyt—w
.- P P P LA S Ly TSI S A 2
{7+ 1 log k ' k (ogn 4 k{lognp=e L (l”g/r) (log njt= m
’



RECHERCITES NOUVELLES SUR LES SINGULARITES DES FONCTIONS ANALYTIQUES. /[35

olr, au numdrateur, nous avons mis le terme maximum (le dernier)
multiplié¢ par le nombre des termes; au dénominateur il va le terme
maximum scul, et, si pour un moment [«] est la partie entiére de o,

on a pris - <|()ﬂ —-) au licu de

(£l = o (e 2])” om0

Mais nous savons que

lim [(logn)*— (logn -+ ¢)*] (logn)'-%¢= —ce,

n-mw
d’ot il résulte que les deuxitme et quatricme termes de I'exposant,
ensemble, donne un terme de Uordre de
n  aloghk

% (l(»;,;‘n)‘*“'

L’exposant est done de la forme

on “logh 1
-t - —1 E(Nn
(logr)t=*| Lk F k +&( >]’
ou
lime(n)=o,
2w
et, comme nous l'avons vu,
log k I
- —1<<0;
TR TS

par conséquent, (57) est démontré.
Pour établir (58), montrons tout d’abord que la somme des termes

dont Pindice surpasse kn—+ n? > tend vers zéro avec ~. Cette somme est

inférieure ?

clin+nt a + C N2 .
eVhn i log k- )|« L+ elosUhkn-+n*) gl"g(/-”""’l“)) +e
« N fenn® It
= el ¢hn+ /1'1),0.) @ ’
N I

- ellog(nk-+nh)]s

ot la raison de la progression géométrique, du moins pour z ou a
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assez grand, est plus petit que 'unité, car

li a .

":]nlo ello;;(/.u+u’:;]u = 0,
comme on voit facilement en remplacant @ par sa valeur en n. Ce qui
démontre aussi que la somme envisagée tend vraiment vers zéro.

34. Regardons les termes dont 'indice est entre £n et kn + n*. Le
premier étant le plus grand, la somme de ces termes est plus petite
que

. akn

" eAw [ )

Divisons par le terme maximum de N (&) et montrons que le rapport
ainsi obtenu tend vers zéro, ¢’est-d-dire que

kng ~fn(log(hn))%— _nx +-2logn

kn(logn)=--
(logn)t-w — 0

lime (logn)r—
n-=ow
Le premier et le (roisicme terme de exposant donnent une somme
de ordre de
—alknlogh
(logn)==""

de sorte que le coeflicient du terme de rang maximum

no
(Togn)=2’
est
k—logh—1<o,

ce qui démonlre enfin (58) qui, combiné avee(57), donne immédiate-
ment Iégalité fondamentale (59).

35. La fonction f (2) soit maintenant représentée a Iaide de la
fonction sommatrice N (), ¢’est-a-dire par la formule
“ m
Zsm(‘%’)z,‘”ﬂ%‘—‘w

4 — ==l
Sla) = lim N(«) ’

qui est valable en chaque point intéricur a I'¢toile, et'soit 2, un point
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critique algébrico-logarithmique en un sommet de I'étoile, de sorte que

P, | log

S(z) = 2o 4 fil(@),

ou l'ordre de f, (2) au point z, estinférieura p, d’out il résulte, comme
auparavant, que

)

m
N s (2 ) a
m 0 e (logm)e

m =1

lim - = o.

= Y a™
2 me ———
L_,I/l(lng "

m=1

D’autre part, d’apres la relation fondamentale (12),

A
Sm("vo) = WP_:(II_—}_)'”I’P( logln)’]+ ""3,',)(-1‘0) -+ Emy
ou
. €
lim “

—_— 0
m—w ME(logm)7 ’
de sorte que

»
—~ am
: i Em et Log 101y
“m ==l -0
acw gy a'™
[/ A —
2 mP(lﬂgm) em(lugm)u

m=1

36. Pour obtenir I'ordre de croissance des sommes

o

) a m
2 Sm (‘1 0 ) e og m )«

My (a, @) = ="

N(a) ’
formées en un point eritique algébrico-logarithmique, il suffit donc de
déterminer, pour « = =, l'ordre de croissance de I’expression

@
m

) a
2 q
mp ( lOg/n)] em(logm 3

m=1

L(p+1)N(a)

I



438 PAUL ET VALERIE DIENES.
, - . s .
c’est-a-dire celui de I'expression

m=rkn
o m

~ _
> m? (logm)4 ———ee
ad ,ml)nL "

m=

*

T(p + 1) N(«)

Mais on a

m=kn m=hn
n AN a™ a
—_ 2 d
(k) < > 8 dd 2T (l(wm )% me ( l()"’l}l et St (log 171 1%
mz== 7." — P r
N(a) = N(«)
me=lkn
N am
(/\'Il )P( l()g n -~ l(){-;'/\ )(/ 2 i oo
m=
=7
<
N(a)
v
d’autre part,
. n . elokn
lim ——— = Ilm = e,
(== o0 1 n 4

“ 1
ellog ) [ (log r )¢ 4

(hu:n;l u..

ce qu’on vérilie sans difficulté 4 laide de la formule

AN

L
o e
=1.

Ty — " a_r“—___—-—-__‘
lim\ logn [(lngn) }(Iogn)‘-‘“_

n=w

La méme formule nous montre encore que

. logn . logn
lim —=— =lim 2 - ==

“=w . el n=—w -
logal* o i
[logea] (logn)* 4 e
~ (logn)t—=_

On obtient ainsi les inégalités
. Sl ep
lim sup M () < Aqhbe

=w 1 A NP
"= e(f“""“"‘(lo“a)“ (P

et
lim inf Mi(a) o Ayef

i, . g = e T ’
“EE eptosai (o q ya tp 1)
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ou bien, £ étant arbitrairement pres de 'unité,

. M,(a eP
(60) lim 1(4) = Age
==w log ;'— q l (P -+ 1 )
cp( ()gu)/.(]oga)o;
Cest la relation genérale entre la singularité etudiee et les sommes

genérales M, (a, x,), formde par la fonction sommatrice N(a).

Le dernier théoréme nous montre que, si la fonction devient infinie
d’une maniérelogarithmique, ilen est de méme des sommes M, (a,z,),
comme dans le cas de Ia sommation exponentielle. Pour =1 on
obtiendrait une correspondance exacte méme pour les points critiques
algébriques, et on peut prendre e aussi voisin de 'unité qu’on veut,
ce qui revient & dire que, dans Ie cas de lasommation par N(a), I'éeart
entre ordre de croissance des sommes générales et celuide la fonction
peat ¢lre diminué indéfiniment.

Plus exactement, dans la notation déja employée de M. Borel, scla
croissance de la_fonction est g + g —, celle des sommes est © = ~ fols plus

() (2NN
grande.

En ellet,

o ) o 0) ad W

e 1 y 11 11
<P . (/?;> 0) — — = 0O) — - ~} = —

dont le second membre désigne justement la croissance de
' v
eP e (loga)®,

II serait désirable de décider s%il existe ou non une fonction som-
matrice (représentant la fonction dans toute I'étoile), telle que la crois-
sance des sommes générales (M) formées par cette fonction repro-
duise exactement la croissance de la fonction envisagée, du moins
dans les points critiques algébrico-logarithmiques.

37. En résum¢, pour les fonctions sommatrices que nous avons
utilisées au cours de ce Mémoire, il y a une regle trés simple qui per-
mel de (rouver immédiatement le facteur dont Ie produit avec lordre
de la singularité, p + ¢ ;f—)-, donne la croissance des sommes engendrées

par la fonction sommaltrice en question.
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La régle proposée est la suivante. Soit donnée lafonction sommatrice

par la formule
O a
S(z)= 2 —>
4
n-=0 "

Veu=o(n).

., , [ .
St Uordre de 9(n) est o, le facteur cherché est = ¢’est-a-dire I'ordre

et soit

des sommes correspondantes est

I !
by

N

En effet, au cas de la sommation exponentielle simple, ¢, = n!, de
sorte que Uordre de Ve, est lunité. La croissance de lafonction coin -
cide avec celle des sommes exponentielles, comme on a vu au para-
graphe 1T (30).

Si la fonetion sommatrice est

w
4 (l:,.”‘

0
did 1]

=]

~— 1
n yZa -~
\/<_)! ~en's
-

donc le facteur doit étre le nombre r, qui se véritie sans difficulté, étant
donné¢ que le symbole

(,'"" P

on a

1 1
(p *'i"(/a)-)I =prode g r;,
représente bien Ja fonclion
af"(rloga)?.
Regardons la fonction L(«). On a

1
Ven=1log(n +p)~logn = =

et nous avons conslaté vraiment que le facteur en question fut bien w.
Enfin, pour N(a),

ny=— 1
Ver=¢n" = g o
.
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par suite, d’apres la régle générale ('),

1 11
— ==
af3 B«
on a
1 T I I I
= ——=un— —;
I @ a w
oo — -
) 1)

ce que nous avons établi, il y a un moment.

La meéme rigle s’applique & une classe assez étendue des fonctions
entiéres sommatrices ot la méthode, développée pour ’étude des fone- -
tions. L(a) et N(a), rend de grands services en justifiant ainsi, plus
qu’il n’était jusqu’ici, I'idée de M. Borel d’apreés laquelle, si les coef-
ficients décroissent assez réguliérement, c’est le seul terme maximum
de la série qui détermine I’ordre de grandeur de la fonction entiére.
Mais, & présent, nous ne nous engageons pas dans cette direction qui
nous conduirait & la théorie particuliére de la croissance des fonctions
entiéres.

CHAPITRE III.

SUR LA RELATION GENERALE DE LA SUITE DES FONCTIONS REPRESENTATRICES
AUX SINGULARITES DE LA FONCTION REPRESENTEE.

VIII.

38. Les résultats des deux Chapitres précédents ont fait voir qu’il
y a une relation étroite entre les valeurs prises, en un sommet z, de
I'étoile, par la suite des fonctions représentatrices M(e, z,) et I'allure
de la fonction en z,, si du moins la singularité a ce point est de carac-
tére algébrico-logarithmique. On pourrait dire que la force représenta-
trice des fonctions M(a, ) ne s’épuise pas dans la représentation de

(Y) Bongw, Legons sur la théorie dela croissance, . 2.4, Paris, Gaathier-Villars, 1910, p. 24.
Ann, Ec, Norm., (3), XXVIII. — OcrosRE 1911, 56
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la fonction & I'intérieur de I'étoile ; mais dans beaucoup de cas, comme
on vient de le voir, les mémes fonctions M(a, &) représentent aussi,
pour ainsi dire, les singularités algébrico-logarithmiques aux sommets
de I’étoile.

La question se pose donc de trouver des représentations aptes a nous
JSournir des relations générales et simples entre les propriétés limites de la

suite numerique
lim M («, z,)

a=o
et Uallure de la fonction au point x,, et cela indépendamment du carac-
tere special de la singularité a ce point

Expliquons-nous. Sil’on ne spécialise pas lanatare de lasingularité
au point x,, ¢’est-a-dire sil’on n’indique pas qu’il s’agit d'un pole, point
essenticl ou point critique algébrico-logarithmique ou d’autres singu-
larités bien définies, dont le nombre est d’ailleurs trés limité, allure
de la fonction peut avoir des sens différents, comme il suit. Cette
expression peutsignifier que lafonction a une valeur bien déterminée si
on s’approche de ce point sur une ligne ou & Pintéricur d’un
domaine angulaire, oubien quela fonction reste bornée dans le domaine
envisagé, ou, enlin, que la fonction n’y est pas bornée; et 'on sait
qu’en beaucoup de questions d’analyse ce sont justement ces distine-
tions-ci qui jouent le role prépondérant. Nous sommes d’ailleurs bien
loin d’épuiser par cette énumération les allures générales possibles de
la fonction au voisinage d’un point. Méme dans la suite de ce Chapitre,
nous rencontrerons une allure bien différente, notamment celle qui
consiste & avoir, dans une direction déterminée, une inflinité de points
singuliers au voisinage du point.

Remarquons dés maintenant qu’un célebre probléme d’Abel, posé il
y a presque un sicle et pas encore résolu, est un cas trés particulier
du probléme qui nous occupe. Abel n’a cherché que la limite de la
fonction en un point du cercle de convergence ou la série de Taylor
diverge. Mais on voit immédiatement qu’on ne peut pas résoudre ce
probléme sans avoir examiné le cas ou la fonction n’a pas de limites,
si du moins I'on se propose d’établir des conditions 4 lafois nécessaires
et suffisantes.

39. Nous allons démontrer que les représentations de M. Mittag-
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Leffler (') étendues & une étoile curviligne quelconque par laméthode
de M. Painlevé (*) permettent de résoudre complétement le probleme,
qui nous parait assez important.

Voici les propriétés principales de ces représentations. La fonction
S (x), définie par une série de Taylor, est représentée, dans un
domaine A® dont la limite pour « = o est I’étoile principale curviligne
ou non, par une suite (ou série) de polynomes

(61) f(x)=lim S,,(x,oc)_—:ZGp,(x,a).

Vi=oo
=0
-]

La relation de cette série a la série de Taylor primitive, Za,,m", est
n=20

donnée par les égalités suivantes :
IO
(62) x = g(¢),

ce qui est la définition de la courbe génératrice /; g est holomorphe
pour o =¢Z1, mais n’est pas nécessairement réel quand ¢ variedeoa 1
on a encore

: g0)=o, gO)=g
2° Soit
(63) SLs(O]=/i(0)= R d,er;
n=0

3° Prenons une suite de représentations conformes
(64) v =9 (u, ),

qui transforment le cercle |u|<<R, R>1, en une surface finie et
simplement connexe, et supposons remplies les conditions suivantes :
les points w = o et ¢ =0, de méme que les pointsu=1ecty =1, se cor-
respondent; la courbe fermée ¢(e®, o) est intérieure & la courbe

(%) MirraG-LEFRLER, Sur la représentation analytique d'une branche uniforme d’une
fonction monogéne, 3¢ et 4° Notes (Acta Mathematica, t. XXIV et XXVI).

(2) ParNeevis, Note sur le développement des fonctions analytiques, parue dans les
Legons do M. BonreL, sur les fonctions de variables réellcs, Paris, Gauthier-Villars, 1905.
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e(e? o) si <o, excepté le point 1 ol elles se touchent, et enfin,
limg(e?, ) est le segment (o, 1).

=0

Effectuons maintenant le développement

v
(65) filto(w,a)]=f1(0)+ lim 2 I*‘i'— (])g”a’lt-i— Dg’&)a; T Dgﬂa@,t”)uﬂ,
V= .

p=1

d'(q)¥ M
[ 9. ]"20_1)”.

M. Mittag-Leffler démontre que, moyennant certaines restrictions
sur la fonction ¢(u, o), on peut poser au second membre u =1 sans
troubler la convergence, et ¢’est ainsi qu’on obtient pour la fonc-
tion £, (¢) un développement de U'espéce indiquée (6r).

4° Mais les a; sont des combinaisons linéaires et homogeénes des
a,(kZT), déterminées par g(¢). La méthode de M. Painlevé consiste a
passer d'une série (65) formée pour f,(¢) a une série (61) formée
pour f () 4 l'aide de la substitution des @ par leur expression en .
On a ainsi

v
66 (g (u,o)] =i ﬂ(},‘ z, i
(66) STz glua)]=lim 3 Gy (s, «)u

Poz==0

ou 'on a posé

o1 G, est linéaire, homogéne en a,, a,, ..., a,ct de degré (. en 5. Enfin,
c¢’est en posant w =1, ce qui entraine 5 =, qu’on obtient (6r1) pour
le cas général de I'étoile curviligne.

40. Ces préliminaires indiqués, nous abordons I'¢tude de la ques-
tion soulevée au commencement de ce Chapitre.

Dans la plupart des représentationsou des classes de représentations
proposées la fonction ¢ = ¢(u, a) est holomorphe pour u«=1. Sup-
posons-le pour le moment afin d’examiner ¢nsuite un cas intéressant
ol cette condition n’est plus remplie.

Pour simplifier I'énoncé de nos résultats, nous introduisons les
expressions : voisinage angulaire et circulaire de x, vers %o ol z, est un
sommet de I'étoile et la courbe /% est 'homothétique de £ par rapport
4 O tourné autour de O. Tracons au point x, un angle d’ouverture
inférieure a ™ et symétrique 4 la tangente de la courbe Foen ce point et
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ne considérons que la partie de I'angle la plus proche de z,. Ce
domaine angulaire arbitrairement petit, frontiere comprise, forme le
voisinage angulaire de x, vers /%. Si, au lieud’un angle, on trace un
cercle passant par x, et ayant pour diamétre arbitrairement petit un
segment de la tangente & la courbe /% au point =,, ce cercle, y compris
la circonférence, forme le voisinage circulaire de =, vers /.

Cela posé, démontrons le théoréme suivant :

St, pour a asses petit, la serie

D Gu(@, @) =f(x)

v=0

converge pour x,, la fonction f(x) est continue et, x, excepté, holo-
morphe au voisinage angulaire de x, vers [%, ¢’est-a-dire qu’elle tend
vers une valeur bien déterminée, sil’on s’approche de =, en ce voisi-
nage. C'est la généralisation directe du célebre théoréme d’Abel, et, si
I'étoile est rectiligne, on a pour I'étoile le théoréme d’Abel sans aucune
modification.

En effet, dans ce cas, la série de Taylor

(67) E Gy (2o, o) 0¥

converge pour u == I, a étant assez petit; donc, la fonction de u repré-
sentée par cette série est holomorphe & 'intérieur du cercle de rayon 1,
et, d’aprés le théoréme d’Abel, elle est continue dans le voisinage
angulaire de 1 vers le rayon (o, 1). Mais & ce domaine de la variable
correspond un domaine D7 de la variable  définie par I'équation

x=uxy9(u,a),

quand « parcourt la circonférence de rayon 1; et au voisinage angu-
laire de 1 vers le rayon (o0, 1) correspond le voisinage angulaire de «,
vers (%, ce qui démontre la proposition.

Remarquons que la simplicité extréme de la démonstration vient du
fait que @ est supposé holomorphe en 1, ce qui, grce aux propriétés
des représentations conformes, entraine immédiatement la correspon-
dance indiquée des deux voisinages.



446 PAUL ET VALERIE DIENES.

Inversement, si /() est continu et, x, excepté, holomorphe au voi-
sinage de z, vers (%, les moyennes arithmétiques o (z,, «) des S,(x,,a)
convergent pour o« assez pelit et représentent la valeur limite /(z, ).

En effet, d’aprés nos hypothéses et a cause des conditions imposées
4 9, on peut prendre o assez petit pour que £ («) soit holomorphe dans
le domaine D}. Mais cela revient 4 dire que la fonction de «,

(67) D Gyl @),
v=0

est holomorphe a I'intérieur du cercle de rayon 1 et qu’elle est continue
sur le cercle entier, tout en ayant le point 1 pour point singulier.
Mais, sil’on a une série de Taylor

J(w) ::.E b,un

qui représente une fonction continue i chaque point de son cercle de
“convergence, pour chemin’d’intégration dans la formule de Cauchy

1 S(u)du

by= ;,E'Z AL

v

on peut prendre le cercle de convergence. En effet, /(u), par consé-
quent sa partie réelle et sa partie imaginaire, y sont continues, donc
.intégrables. Il est aisé & montrer qu’en ce cas, en posant

w=e"  fle"Y=/1(0)+ifs(0),

on retrouve les mémes formules pour les cocfficients de /, et de /,
respeclivement, comme si P'on développait les fonctions f,(0) et £,(0)
dans leur série de Fourier. Donc, en f{in de compte, on obtient deux
séries de Fourier dont les deux fonctions génératrices sont continues.

D’aprés un théoréme de M. Fejér (*) il peut arriver qu’une telle série
de Fourier ne converge pas pour une valeur de 0, mais les moyennes
arithmétiques des s, convergent nécessairement et wniformément pour
les valeurs de 0 entre o et 1, limites comprises.

Appliquons ces remarques 4 la série (G7)au point « =13 on obtient

(1) Feair, Uber die Fourierschen Reihen (Math Annaler, t. LYIL).
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précisément que, pour « assez petit, lalimite des o, (2,, o) pour n = oo
existe et représente f(x,), comme il fallait le démontrer.

41. Silafonction envisagée n’a pas de limite pour = x, au voisi-
nage angulaire de x, vers [%, il est trés important de décider si elle
reste bornée ou non. A cet égard nous démontrerons le théoréme
suivant :

Si, pour o assez pelit, la série représentatrice (61) reste bornée pour x,,
la fonction représentée f(x) est bornée et, x, excepté, holomorphe au
voisinage angulaire du point vers [%; et inversement, sz la fonction est
bornée et, x, excepté, holormorphe au voisinage circulaire de x, vers [,

la suite
| o0 (20, ) | (n=o0,1,2,...,0)

est bornée pour « asses pelil.

Le raisonnement précédent s’applique aussi dans le cas présent. En
elfet, on voit facilement que, si S,(x,, ) est borné pour n =90, la
série

@ ©

(67) D (8 =Sin) =Y Gu(@y, @)

v=1 V=1

est convergente dans le cercle de rayon 1, et la fonction holomorphe
représentée par clle reste bornée si 'on s’approche du point 1 al'inté-
rieur du voisinage angulaire de 1 vers le rayon (o, 1). La suite du rai-
sonnement est identique au raisonnement précédent, et nous sommes
amenés ainsi & la premiére partie du théoreme.

Explicitons un peu le calcul qui nous montre que, si les s, sont bor-
nés, la fonction I'est aussi dans le voisinage indiqué.

On a
JS(u) O onon
p u:ksu,

n=0

de sdrte que
;f(u)[<[\—:l-‘5'T,

| 1
I_—

oll A est un nombre supérieur a la limite supérieure des s,.
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Posons

1—u|=a, == pele,
p

x—p:y’

et soit ¢ I’angle entre les segments (1, u) et (1, o). 1l est évident que
‘ @ =(1—pcose)~+p*sin*o =1+ p*—2pCOSQ
et que
l:_f.’ﬂ)i?i — COSLIJ.

De ces deux identités, on obtient

a?— (1—p)=2acosy —2(1—p),
c’est-a-dire
y(a—2cosy)=-—p—r,
qui s’écrit encore
. I+p
Y=3 cosy—a
Donc, si le chemin suivi pour atteindre 1 est tel que

— <Y <<
on obtient que

X
lin z
‘ 1;1:,.111[)}/ 05%7
ce qui entraine
A
C. Q. F.
MC B Q. F.D

Inversement, supposons que la fonction envisagée soit bornée et,
x, excepté, holomorphe au voisinage circulaire de x, vers [%, ce qui
revient & dire qu'il y a un domaine D* o1 la fonction est holomorphe,
de méme que sur sa [rontiére, excepté le point x,, et ouI'on a encore

|/(2)] <A;

et démontrons que les modules des moyennes arithmétiques | o, (2, @)
sont bornés.

D’aprés les hypothéses, la série de Taylor (67) représente pour a
assez petit une fonction de u holomorphe a I'intéricur du cercle de
rayon 1 qui correspond au domaine Dy et sur le cercle entier, excepté
le point 1 ou elle est bornée si 'on s .1pproche de ce point & lmte—
rieur ou sur la frontiére du cercle.
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Pour avoir une fonction bien déterminée surlacirconférence, posons
pour valeur de la fonction au point 1 une des limites, llm J(p), qu'on
obtient par exemple en passant par les valeurs p,, ,,q, ceny Pore... La
partie réelle et la partie imaginaire de la fonction de 'argument 0 ainsi
obtenue sont les limites des fonctions ¢,(0) et ,(0) pour v =0 ot

S(po ) = 0y(0) + iy (9).

Les deux fonctions limites ® (0) et W' (0) sont done intégrables au
sens de M. Lebesgue ('). Par suite, la formule fondamentale de Cauchy

f («) du
Un= T ol Tuntt

se décompose en deux formules qui se confondent avec les formules
de Fouricr et qui nous donnent les cocfficients des développements
de ® et U respectivement en série de Fourier.

Mais en général, si une fonction /(0) est développable en série de
Fourier, les intégrales étant prises au sens de M. Lebesgue, on voit par
un calcul élémentaire que les moyennes arithméthues des s, sont
déterminées par I'équation

o(0) = 1 /' 1——cos[n(.z'—-—0)]f(x)dx_

2nT 1— cos(xz—10)

Il en résulte que
Ty —cosnx

LACHE onm, I —cosz O

c’est-a-dire
[o.(0) |2 A;

car on voit facilement que
‘1 —cosnx
f ——— dzx=—onm.
o I—Cosx

42. 1l reste encore a étudier le cas ou la fonction devient infinie au
point considéré. A cet effet, faisons tout d’abord la remarque sui-

vante :

(1) Lengserr, Legons sur lintégration, Paris, Gauthier -Villars, 1904.
Ann. Ec. Norm., (3), XXVIII. — OCTOBRE 1911. 57
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La condition nécessaire et suffisante pour que /() soitholomorphe,
x, excepté, au voisinage circulaire de a, vers /%, est que, pour « assez
petit, on ait

lim sup V] Gy (@a, ) | =1.

V=
Il est ¢vident que
lim sup V] Gy (2o, @) | 21,
V=

car z, est un point singulier de la fonclion étudiée, ct le cercle de
rayon plus grand que 1 dans le plan dew« correspond & un domaine qui
contient , 4 son intérieur.

Supposons donc que, pour o asscz pelit, la limite supérieure en
question soit é¢gale & 1. On en conclut immédiatement (ue la méme
fonetion, considérée comme fonclion de 2, est holomorphe & I'inté-
rieur du domaine correspondant Dy’ et, a fortiori, au voisinage circu-
laire de @, vers (7.

Inversement, sila fonction, le point 2, excepté, est holomorphe au
voisinage circulaire de 2, vers I, en prenant e suffisamment petit,
on peut y tracer un domaine D3 & intérieur duquel la fonction soit
holomorphe. On en conclut que, d’apres le théorcme de M. Mittag-
Leffler, la séric de Taylor

w

VW A )
2 Gy (xy, ) e
V==0
représente la fonction /() a I'intéricur de Dje, ¢’est-a-dire & I'inté-
rieur du cercle de rayon 1 dans le plan de «, ce qui revient a dire que,
pour x assez pelit,

lim sup (/I Gy(2g, )| =1.
NVNemw

Notre remarque est donc vérifice.
Démontrons maintenant le théoréme suivant :

La condition nécessaire et suffisante pour que la fonction deyvienne
infinie (ne reste pas bornée) e, x, excepte, soit holomorphe au voisi-
nage circulaire de x, vers ™ est que, pour o asses petit,

lim sup Vl (xy (g, a ) , =1,
Vi
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et que, quelque petit que soit o,

lim sup | oy (2, &) | = co.
V=—o0

Montrons d’abord que la condition est nécessaire. On voit par nos
développements antérieurs que, d’aprés les hypothéses faites et « étant
suffisamment petit, la série de Taylor

i Gy (xo, o)’

V=0

représente unc fonction holomorphe al'intérieur du cercle de rayon 1;
la premiére condition est donc remplie pour o assez petit, grace a la
remarque faite il y a un instant.

Mais il est évident que les moyennes arithmétiques des S, (z,, )
deviennent infinies avec v; en effet, dans le cas contraire, d’aprés le
théoréme du paragraphe précédent, aussi la fonction envisagée serait
bornée au voisinage circulaire de 2, vers {; ce qui est contraire &
I'hypothese.

Démontrons maintenant que les deux conditions sont suffisantes.

La premiére ¢tant satisfaite, la fonction de «

-]
N .
> 6@, )

V=0

est holomorphe & lintérieur da cercle de rayon 1; par conséquent la
méme fonction, considérée comme fonction de z, est, z, excepté, holo-
morphe dans le domaine Dy et a fortiors, x, excepté, au voisinage cir-
culaire de x, vers {%.

D’autre part, la seconde conditionremplie, la fonction ne peutrester
bornée au voisinage envisagé. En elfet, si pour o quelconque elle res-
tait bornée, grace a ’holomorphie établie, on pourrait prendre « assez
petit pour que le théoréme du paragraphe précédent soit applicable, et
d’aprés ce théoréme la suite |o, (2, «)| serait bornée, ce qui est con-
traire & notre hypothtse. Par conséquent la fonction ne reste pas bor-
née, ce qui était & démontrer.

L’hypothose que la fonction soit holomorphe au voisinage considéré
est nécessaire pour écarter 'elfet des autres singularités possibles. On
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pourrait dire que la fonction devient infinic exclusivement a cause de
la singularité au point x,.

43. Reste encore 4 examiner le cas ol
lim sup Vl Gry( &gy )| >1.
V=

A cet égard, nous allons esquisser rapidement la démonstration du
théoréme suivant :

La condition nécessaire et suffisante pour que J () ait une infinité de
points singuliers au voisinage circulaire de x, vers I% est que, quelque
petit que soil o,

lim sup ‘{/F}:(.ru, a)[>1.
Ve

Supposons (ue nous ayons une infinité de points singuliers au voi-
sinage circulaire de @, vers (. Par définition, le point x, reste en
dehors de A® pour o quelconque, de sorte que la série de Taylor (67)
doit avoir un rayon de convergence inféricur & 1 pour a quelconque,
car dans le cas contraire /() serait holomorphe, x, excepté, dans
Dy et a_fordori dans le voisinage circulaire de @, vers . La condition
indiquée est done bien nécessaire.

Inversement, si, pour o quelconque, la condition proposée est rem-
plie, ¢’est que le rayon de convergence de lasérie (67) est moindre que
Punité. Iy a des points singuliers & Uintérieur de Dy, quelque petit
que soil oc; et comme, par hypothése, il n’y en a pas sur la ligne /%
(=, excepté), le voisinage circulaire de z, vers [# doit en contenir une
infinité.

Avee ce théoreme, nous avons le premier critére général, a ce qu'il
nous semble, pour élablir, en partant de la série de Taylor, I'exis-
tence d’une infinité de points singuliers au voisinage d’un point.

44. 1l n’est pas sans intérét d’examiner un cas particulier ot la fonc-
tion ¢(u, 2) n’est plus holomorphe pour w= 1. La difficulté princi-
pale qui s'introduit ainsi réside dans le fait qu’au voisinage circulaire
de w=1 vers le rayon (o, 1) ne correspond pas un voisinage circulaire
du point x, vers [, car dans la représentation proposée les angles ne
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se conservent plus. Dans chaque cas particulier un calcul spécial est
nécessaire pourregarder lacorrespondance des voisinages. Mais, d’autre
part, nous allons voir qu’on peut choisir ¢ de maniére qu’on obtienne
aussi des conditions & la fois nécessaires et sultisantes pour les deux
premiers théorémes o la fonction est supposée continue, respecti-
vement bornée dans un voisinage du point z,.

Prenons pour ¢ la fonction proposée par M. Mittag-Leffler dans sa

troisi¢me Note,
14100\ 1- “_ :In
« J ()
--—C
H

et regardons la correspondance des deux voisinages.

Quand « parcourt la circonférence de rayon 1, z, v déerit une figure
cordiforme By étudiée par M. Mittag-Leffler. Pour arriver & notre
but, aux propriétés de cette figure établies par lui nous devons ajouter
la remarque suivante :

Tragons au point u =1 un angle 3 < qui ait pour bissectrice le seg-

ment (1,0), et ne considérons que sa partie la plus proche de 1. A ce
domaine angulaire correspond dans le plan de v un domaine ayant un
contour lel que ses deux tangentes nécessairement distincles au poinl ¢ = 1
JSorment un angle intéricur } = ap qui aussi a pour bissectrice le seg-
ment (1,0).

En elfet, soit donnée la représentation conforme identique a la pré-
cédente

/‘ L(l-i—u il_l
l—u 14

(o<<aln).

Au point u =1 la dérivée ¢ («) devient infinie, de sorte que le théo-
réme sur les représentations conformes d’aprés lequel les angles se
conservent ne s’applique pas au point 1 aux courbes qui passent par
ce point.

Mais on voit facilement que 'argument de la dérivée tend vers une
valeur bien déterminée si 'on s’approche de ce point le long d’une
droite. Soit § I'angle entre la droite et le segment (1,0). L'argument
de v'(u) tend vers (1 — a)f.



454 PAUL ET VALERIE DIENES.

En effet,

u

V(1) = v(a) [”” s

I— U w’
on sait que
lime(u)=r1,
u=1
et I’on voit facilement que
(1 4 w)t—2
u

tend vers 2'-% si l’on s’achemine vers 1 sur la droite choisie. Par suite,
la valeur de I'argument de ¢'(«) 4 la limile est déterminée par celle de
(r—u)y-".

Soit r la valeur absolue de 1 — «; son argument sera évidemment
— B, de manicre que

(r— w)* Lee p=1 GiB(1 ~a),

ce (qui justifie la remarque que nous venons de faire.
Il en ressort qu’on obtient L'argument limite correspondant de v (w)
en ajoutant a celut de u l’argument § (1—a.).
En effet, dire que Pargument o de la dérivée existe sur la droite
envisagée équivaul a affirmer que Pargument de Uexpression
SO T i
Uy — u r
!

tend vers cette méme valeur . Done, si les limites de ¥/

pectivement v, et y,, nous avons

et y, sont res-

Y2 V1=,
c¢’est-i-dire

Yo=Y+ ®.
Dans notre cas

Yi== 1T — (3, n=(1—oa)f
par suite
= —p+ (1 —a)f=nr—ap.
Ou bien, si I'on s’approche de 1 le long de la droite symétrique &

I'autre par rapport a I'axe des z, on doit remplacer § par — f3, et
Ya= T A af.

Donc, si Pon délimite au plan de # un domaine angulaire d'une
ouverture totale 23, on a au plan de ¢ un domaine correspondant, dont
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les deux tangentes au point 1 forment un angle intérieur 2¢f, ce qu’il
fallait démontrer.

45. Cela posé, par des considérations toutes pareilles a celles que
nous avons rencontrées précédemment, on obtient les résultats sui-
vants.

Introduisons I'expression voisinage angulaire de (% pour désigner la
partie la plus proche de , d’un angle arbitrairement petit, ayant pour
sommet x,, et pour bissectrice la tangente de la courbe /% au pointa,;
et soit 3

Sf(z) :2 H,(z, «)
V=

la représentation envisagée.

La condition nécessaire et suffisante pour que la fonction, holomorphe
au voisinage angulaire de 1%, ait une limite bien deéterminée (respecti-
vement soit bornée) quand on s’approche de x, dans ce voisinage, est
que, o étant suffisamment petit, les moyennes arithmeétiques des

Sy (&g, ) = Hy(xy, a) ...+ Hy(2, &)

aient une limite (respectivement soient bhornées en valeur absolue),
pour n =o; et dans ce cas la limite trouvée est égale a la valeur

limite, f(x,).

Dans les autres théorémes, pour obtenir les théorémes nouveaux
correspondants, il ne faut que remplacer le voisinage circulaire de x,
vers /% par le voisinage angulaire de /%. Par exemple, le dernier
s’énonce ainsi :

La condition nécesscaire et suffisante pour que la fonction ait une infi-
ruté de points singuliers en x, au voisinage angulaire de I*, ¢’est-a-dire
dans la direction de la tangente a [% a ce point, est que, pour o. quelconque,

limsup V] Hy (@, &) | >1.
V=
Remarquons que, si la fonction est continue dans les voisinages

considérés, la série de polynomes converge uniformement a ces voisi-
nages, grace au théoréme indiqué de M. Fejér, et ce résultat s’obtient
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sans aucun calcul pour toute représentation de la classe envisagée ().

46. Une question importante se pose. L’emploi des étoiles curvi-
lignes donne une trés grande souplesse aux développements indiqués
en ce qui concerne le domaine ot la fonction peut étre représentée
par eux; dans quelle mesure ces développements sont-ils utilisables
pour I’étude générale de lallure de la fonction au voisinage d’un point
singulier quelconque ?

Au fond, la question se réduit & la suivante. Quels sont les points
singuliers qui, par un choix convenable de la courbe génératrice g (¢),
deviennent des sommets de I’étoile curviligne déterminée par la fonc-
tion étudiée et par g (¢)?

“Pour répondre a cette question du moins partiellement, faisons, con-
cernant les points singuliers, une distinction qui ne nous parait pas
artificielle. Soit , un point quelconque du plan complexe. De deux
choses I'une: ou bien il ya un chemin par lequel le prolongement
analytique permet de nous approcher de ce point, ou bienil n’y en a
pas. Dans le dernier cas, la fonction n’étant pas définie au voisinage
de ce point, nous n’avons rien & dire; le point a, est en dehors du
domaine d’existence de la fonction étadiée. Dans le premier, si nous
supposons que x, est un point singulier, le seul cas qui nous intéresse
4 ce moment, on peut s’approcher de ce point et celade deux maniéres
bien différentes : il peut arriver qu’en s’approchant de 2, surle chemin
envisagé, les rayons des cercles de convergence successifs tendent
vers o; le point singulier 2, ne peut pas ¢tre atteint directement; ou
bien on peut arriver & ce point par un nombre fini de cercles, de sorte
que x, est sur la circonférence du dernier cercle; le point singulier en

(*) Indépendamment de nous, M. M. Riesz est arrivé depuis, pour la représentation
toute particulidre de M. Mittag-Leffler dans le cas ol la fonclion est continue en xzy, & se
débarragser des moyennes arithmétiques [Sur un probléeme d’Abel (Rendiconti di
Palermo, 1910)]. Nous devons remarquer cependant que la simplification, obtenue par
M. Riesz 4 l'aide de caleuls assez compliqués, n'est guére sensible dans le probléme gé-
néral des singularilés qui demanderait plutdt de trouver des relations nouvelles liant les
coofficients, c¢'est-a-dire la représentation, aux propriétés de la fonction. D’ailleurs, en
modifiant 1égérement le raisonnement indiqué par M. Riesz, on peut arriver & supprimer
les moyennes arithmétiques aussi dans les autres théorémes si toutefois on se place dans
le cas de la représentalion particulicre de M. Mittag-Lelfler.
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question peut étre atteint directement. Il sc manifeste par I'impossi-
bilité de pousser plus loin le prolongement analytique dans la direc-
tion de z,.

On peut voir facilement que les points singuliers de la derniére caté-
gorie peuvent devenir des sommets de I'¢toile, si I’on choisit convena-
blement la courbe génératrice; par conséquent ils peuvent étre étu-
diés par la méthode de ce Chapitre. Chague point singulier, en tant gu’il
peut élre atleint directement, est a la portée de notre méthode.

Mais on peut aller plus loin. Les seuls points singuliers qui
échappent réellement aux moyens indiqués sont ceux qui ont une
infinité de points singuliers dans chaque direction pour chaque
branche de la fonction, ou, plus précisément, les points singuliers x,
tels que, si 'on s’approche d’eux par un chemin possible quel-
conque %, il y ait une infinité de points singuliers au voisinage
angulaire de /.

Remarquons enlin que tous nos résultats s’étendent assez facilement
aux fonctions analytiques quelconques de n variables complexes
moyennant la construction de I'étoile correspondante cffectuée par
M. Painlevé (loc. cie., p. 105). Au fond, il ne faut que définir conve-
nablement les différents voisinages des points singuliers pour arriver
a des résultats presque identiques & ceux obtenus pour les fonctions
d’une seule variable. Pour ces définitions nous renvoyons a notre Note
sur la série des polynomes etles singularités des fonctions analytiques
(Comptes rendus, 13 février 1911).

L’essentiel du mécanisme de ces développements ui nous a permis
d’arriver aux résultats simples et généraux de ce Chapitre est la suite
de représentations conformes ¢ = ¢ (u, «). Lt en cffet, la méme
méthode réussit dans la plupart des cas ol la série représentatrice est
formée par un tel mécanisme. C'est le cas par exemple pour les séries
de M. Faber (Mathem. Annalen, 1go3 et 19go7), qui se laissent traiter
de cette facon sans aucune difficulté.
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