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NOUVELLE METHODE D'INTEGRATION

D'UN

SYSTEME DE n EQUATIONS FONCTIONNELLES

LINEAIRES DU PREMIER ORDRE

DE LA FTORME

j=n
Ui(s) = 3 4iy(=) U ()

j=1

Par M. Luciex BOTTCHER,

Docteur &s Sciences, Assistant de la Chaire de Mathématiques
4 'Ecole Polytechnique & Lemberg.

Introduction.

Le but du travail présent est la solution générale d’un systéme de
n équations fonctionnelles, linéaires, homogénes, d'ordre premier,
dans lequel interviennent » fonctions inconnues

U, (5), Us(z), ..., Un(3),

donc de la forme

U;(.z):zAij(s)U,-[f(s)] (i=1,2,...,n),

et cela dans le cas favorable de la connaissance d’une solution parti-
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culitre quelconque de I'équation fonctionnelle élémentaire
Bf(s)=/2DB(s),

dans laquelle A posséde une valeur arbitraire de module moindre que
I'unité
| ] <1,

Nous pouvons faire ici la remarque que la région d’applicabilité
des régles que nous exposerons dans la suite grandit au fur et & me-
sure de I'extension de nos connaissances concernant les équations
fonctionnelles élémentaires

(1) C/f(s)=C(5),

(2) B /() =/B(s),
(3) Af(z)=A(s) +a
(4) D /(s)=[D(s)]",

et surtout de la seconde d’elles, et qu’elle comprend aujourd’hui, sans
aucune restriction, les cas

f(5)=As5+ B, f(;):%%t—:—i, S(5)=As",
JS(5)=0[Ao . (3)+B],  f(s)=0[A¢l,(5)], ce

3

ol ¢ est une fonction arbitraire de forme connue.

Cette région comprend méme les autres cas, sous certaines condi-
tions bien connues, des travaux de Keenigs, Grévy, Leméray, Léau et
que nous avons sommairement exposées dans notre étude intitulée :
Bases du calcul itéraire (Prace matematycsno-fizyczne; Varsovie, Red.
S. Dickstein, t. XII, 1go1, p. 97, §2; p. 98, § 4, art. 2; p. 100, §5,
art. 2; t. XIII, 1go2, p. 368, théoréme V).

On y a fourni les éléments nécessaires  la construction de la fone-
tion B(z) sous la forme d’une équation fonctionnelle

Ef(5) +1=5(3).

Avant d’aborder I’exposition de notre méthode, nous introduirons
les abréviations suivantes, souvent en usage dans la suite.
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Nous écrirons

35 au lieu de S(3),
IR » Jr(s)=/2(5),
53 » JIf(5) =Jfa(5) = fs(3),

.........................................

Nous admettons encore que le déterminant
A(3) :}: A (5) A (5) ... Apn(s)

n’est pas identiquement nul.

1. Déduction des formules

j=n
Ui(3) = Ayr(5) Uj(=))
j=1
(r—o, 1, kx2, £3, ..., Fw;i=1,2,...,2).
Au systéeme donné de n équations fonctionnelles
j=n
(1) U,-(;)::Z A (5)U;(5) (i=1,2,...,n),

j=1

correspond un systéme inverse de laméme quantité d’équations fonc-
tionnelles, représentable par

j=n

(2) U(5) =2 Ly(5) U(s0)  (2=1,2,...,n0),
j=1
et qu’on peut trouver de la maniére suivante :
Désignons par d;;(z) le mineur de I’élément A;;(z) de la matrice
Au(z), .oy Ap(2),

...... » “ ey D )

Apn(s), ..., Ann(5)-

Résolvant le systeme (1) par rapport aux U;(z), nous obtiendrons
Ann. Ec. Norm., (3), XXVI. — DECEMBRE 1909. 66
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alors -

(2) (,T,-(:,l):i NE )U,( z),
d’ou =

(2") =Y ‘i{‘((: D, (s-),
done =

dji(5-1)
Lij(s)= —AJ__(:—j .
Nous concluons des formules (1) que

1,2,....n
(3) U= X A A oo Ay (Gra) Us(ar).

JisTaveeeslr—1,f
Des formules (2) nous concluons que
1,2,..,7
(4) Ui)= X Lin(e) Lpplsa) oo Lypi(5oran) U (50).
[ A S
Nous combinons ces deux expressions sous la forme

j=n

U, (5) =2 Aijr(5) U (5,)

j=t

dans laquelle r accepte soit les valeurs positives 1, 2, 3, ..., alors

Asjor(3) = Z A (5) Az (50) o Ay (5m0) 3
Ty eeesfr—
soit la valeur o, alors
(1 quand { =/,

Aijo(s)= . .
4n0(2) | o quand i>/ ou i<<J;

soit les valeurs négatives — 1, — 2, — 3, ..., alors

1,...,n
'Aiqjv-"(z) = E L'jx(:) Lf(j::(z—i) L Ljr—-\j(s""*ﬁ‘l )‘
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2. Théoréme fondamental. Démonstration formelle.

Supposons que nous avons déja résolu I’équation fonctionnelle
B(s,)=A"B(3), | Rl <T, s =f(%).

Cet algorithme B(s) nous permettra précisément de résoudre notre
systéme d’équations, et cela au moyen du théoréme suivant :

TutorkME. — Si la fonction B(s) satisfait a l'équation fonction-
nelle
B(z)=1B(s5),
les fonctions
r=—o
: D A A () [B()
Uﬂ" ( :) = r=—l°'==+ @ = h-.‘:""-I‘A((;:’)) ’
2 Rt [ B (5) ]2

[ étant une constante arbitraire,
[I=1,2, ...,n, k=1,2,...,n,

Journissent n solutions independantes de notre systéme d’équations fonc-
tionnelles

j=n

Ui(:):ZA,‘,(z)U,-(zi) (i=1,2,...,0).

i=1

DEMONSTRATION FORMELLE. — 1. Discussion des numérateurs. — Ana-
lysons 'expression

re=o4

(1) Eir(3)= 3 W Ap(3) [B(3)]M
Déterminons dans ce but I’expression

j=n r=m— e, e

(2) H;x(z) :2 Aij(5) Bj(s) = 2 AT+ Ay (3) Ajrer (31) [ B (50) ]

j=1 j=1,..,n
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Puisque B(z,) = 4£B(z), nous en obtenons

P 0 e, L - 00 )
(3) H; .(2)= E R 12 A () A per(5) [B(S) ]2
j=12,...,n

Cherchons la signification du terme

I=n

() AL Apr(s))

=1

La substitution de =, 4 5 dans

j=n

Ui(s) = Auyr(=) Us())
j=1
nous donne
Jj=n
(5) Us(30) =3, Air(50) Uy (Srs)s
Jj=1
qui, introduites dans
j=n
(6) Ur(s) =X Ay () Us(30),
J=1
fournissent
. e,
() Us(s) = ) Ay () Asir(5) Us(s )
Jok

D’autre part, nous avons aussi

k=n
U,'(S) :2 AI’,/:,I'—!—I (5) Uk(51‘+l )y '
k=1
donc
Jj=n
(9) DAy Aper (1) = Astyr (5)-

j=1
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La formule (3) est susceptible donc de prendre la forme

1=
(ro) H;u(s)= 2 e p2r Ay g vy (5) [B(3) ]
A
— Z ]ll-3+211‘+2!‘ Az‘,k,r—!—x(z) [B(S)]‘"'
— 2 RO ==l AL (5) [B(5) 1200 [B(5) ]2
= roe=m-4-®
=[B(s)] A% Z AU Ay L (5)[B(5) ]2+
l'l:-:c:
=[B(a)] 2=t Y Ay, (3)[B(2)]¥
Nous avons donc
1=t
(1) i (5) = [B(3)]72 12 ) 22 Ay (5) [B ()]

=[B(3)]"* A5 (s)

Jj=n
DA () Bz = Hu(5) = [ B()] A1 Ey(3),
j=1
et en dernier lieu
j=n

(12) N AL () Ejul(s) =[B(s) ]2 h 1= B (3),

==
qui est la propriété fondamentale des numérateurs

Z(3) (i=1,2,..,0;k=1,2,...,n).

2. Discussion du dénominateur commun. — BExaminons l'expres-

sion
re=-t®

(13) E(s)= ) A [B(s)],
r=—me—c0

qui nous donne
r=-w

1

(14) (s,)= Z L+ [B(5,) ]2
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et
=t e
(l')) E(Ji): ‘: }I"z"':["[/lB(:)]l’l‘
-
= 2 hri+2lr+ar [B(:.)]i"
";-i-m
= 3 horrirestiren oo [B(2) 200 [ B ()]
AR ] I
=[B(s)]2 A1 E L) [B(5) JPO+D
l';—pw
=[B(s)] im0 ) W [B(s)],
¢’est-a-dire
(16) E(5) =[B(s)] 212 E(35),

propriété fondamentale du commun dénominateur.

3. Conclusions definitives et démonstration du théoréme fondamental.
— Vu les formules (12) et (16)

DA ERE)=[B(5)] A =B (s),  E(s)=[B(s)]7 A2 E(3),

j=1

nous obtenons

j=n

j=n - ZAU(S)E’/'/U(ZL) -
2 An(;)‘:j/"(;l) — =1 _ [B(z)]_g J—1—2 \'—"di/.-(s)’
j=t T EG) Z(51) [B(z)]2 At E(s)
ou bien
]=n ~ i
3 Au(a) S - Zal),
: CHER (=
J=1 :
1=n ion
ZAij(z)U”‘(z‘):Ui"(z)’ 'Uik(5>=E Ay (5) Ujr(s1)s ¢. Q. F. D.

1=1 . Jj=1
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3. Discussion au point de vue de la théorie des fonctions du théoréme
fondamental. Probléme de la convergence des séries intervenant
dans le théoréme fondamental.

L. Convergence en un point arbitrairement choisi : z ={. — Admet-
tons que pour une certaine valeur de = = { correspond une telle série
de valeurs

CI‘:fl‘(:)}

qu'aucun des nombres A;; () ne soit infiniment grand, ni qu’aucun
des nombres A({.) ne soit nul.

Remarque. — La premiére condition doit avoir lieu pour les va-
leursr=— =, ..., —1,0, +1, ..., + %, la seconde seulement pour
r—=-—u®, ..., —1I. _

La premiere de ces conditions, eu égard 4 I’équation (2"), a I'article
premier et aux remarques qui le précédent, nous garantit que les
expressions

A(GY), diy(Cr) (Feme—ct, ooy —1, 0, 41, .., +c0)

sont finies; la seconde, que le méme cas a lieu en ce qui concerne les
expressions
dij(:r)

AL

(r=—w, cv.,—1)3;

ensemble donc elles nous donnent la garantie que les expressions
Aip(50)s Lip(s)  (r=o0,1,2,3,...)

sont finies.

Il en résulte I'existence d’'un nombre M({) différent évidemment
pour chaque valeur {, tel que le plus grand des nombres |A;;(C ),
|L;;(C,.)] sera au plus égal & M(Y). Ecrivons pour simplifier

M(¢) =M.



528 LUCIEN BOTTCUER.
L’expression

Ajn(s) = E Ain () A0 (B AL (5) - Ay (Sem),s
TiFaveesdr-aad

comprenant »” termes, nous apprend que |A;;,(3) [ << (Mnr)", de méme
que I’expression

..., n
Arjr(3) = N L () Ly (50 Ly (520) + v Ly (5pt)
Tdas e Jreisd

contient la méme quantité »” de termes et sera

. [ Asj—r(5) | < (Mn).
La série

A— -]

2 R+ [B(5) ]2

r=-—o

du dénominateur est, ainsi que nous 'apprend I'analyse, convergente.
En effet, faisant usage du premier critére de Cauchy dans les deux

parties de cette série

AL ] "=
Z hre+2tr [B(2)] + 2 hr=2r[B(5)]-2,
7r=0 r=1

nous obtenons de la premiere partie

lim V[ A0 TB () Fr=| B (s) |* lim] A [+ =o.

De la seconde

lim VTR B (s) [7=| B(s) | lim| A% | =o.

Au numérateur nous avons la série

Pt
21 hrr Ay (s) [B(s) ]2
S >
= E Jre-relr Al‘jl-(z) [B (z)]2"+ E Lt Af;f)""(z) [B (z)]wzr.

r=90 r=1
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Les termes de la premiére partie ont des valeurs absolues moindres
que :
l h |r"+2/r(Mn )r | B (;) |')1-,

ceux de la seconde des valeurs moindres que
| A |re=2r(Mn)" | B(s) |2

Ces deux séries formées par les valeurs absolues de termes supé-
rieurs & ceux des séries examinées sont convergentes, leur somme
eo ipso le sera de méme, donc la série du numérateur est absolument
convergente.

2. Congergence a l'intérieur d’un domaine defini dans le plan de la
variable complexe. — Supposons que la variable = prenne toutes les
valeurs possibles remplissant d'une mani¢re continue I’aire d’'un cer-
tain champ fermé T,; les éléments corréspondants Z. rempliront cer-
taines diversités (Mannig faltigheit) T,(r = — =, ..., + ®).

Admettons que le champ fermé T,, ainsi que les diversités

e T-—:)’ T—-Q’ T—U Tu; T—’r-b T—@»:‘n Tz{»h RS

ne sortent point au deld d’un certain domaine fermé 0. Ce fait est
susceptible & notre imagination sur la sphére de Neumann.

Si, a 'intérieur du champ 0, A;;(z) est fini, et que A(=z) differe de
zéro, il existe un tel nombre M dépendant évidemment de ©, que

[ Ay (5,) | <<M(6), | Lij (30) | << M(8).

Si cette condition n’était pas réalisée, nous décririons des cercles
de rayons suffisamment petits autour des poles des fonctions A;; (=)
situés 4 'intérieur du champ @ ainsi qu’autour des points zéros de la
fonction A(z), de méme qu’autour de toutes les itérations positives ou
négatives & exposant entier de la base /(). Si nous désignons par &',
g”, ... les points critiques de premiére espéce [poles des fonctions
A;;i(3)], par 7', ", ... les points critiques de seconde espece [points
zéros de la fonction A(=)], il nous faudra alors décrire des cercles de

Ann. Ec. Norm., (3), XXVI. — DECEMBRE 10Q. 6~
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rayon g suffisamment petit, bien que fini, des points

b4 7"

! - Y —
v by et MNpy My (r=-—cw, ..., +x®)

EAY

comme centre.

Si nous parvenons de la sorte a éliminer du champ 6 une certaine
diversité 0, alors, a U'tniéricur de cette derniére, notre condition serait
remplie (réalisable).

Si un point { appartient & la diversité 0,, nous sommes alors en
état de trouver un rayon R, tel que le cercle de ce rayon, décrit du
point { comme centre, ne contient pas dans son étendue de points
n’appartenant pas 4 la diversité 0,, et que cela ne peut avoir lieu que
tout au plus sur la circonférence. Si le rayon maximum correspon-
dant R differe de zéro, nous obtiendrons de cette facon un champ cir-
culaire, continu, de convergence des expressions contenues dans le
théoréme fondamental. Si la valeur maximum R était zéro, le point {
pourrait étre un point singulier des expressions intervenant dans la
formule fondamentale, et pour siril en serait un, si nous voulions
développer ces expressions en séries ordonnées suivantles puissances
enti¢res positives de (z — {), ce que nous ne désirons pas ici, nous
satisfaisant de la convergence absolue des développements de la for-
mule fondamentale.

La seule difficulté qui résulterait en un tel point { de la supposition
R,.. = o consisterait dans I'impossibilité de décrire, du point{ comme
centre, un cercle de rayon fini limitant la convergence uniforme des
séries intervenant dans le théoréme fondamental.

Il nous faut observer de suite que la construction des champs de
convergence continue des expressions du théoréme fondamental est
jointe & de grandes difficultés et, en général, n’est point encore réso-
luble avec les moyens dont la Science dispose actuellement, en ce qui
concerne la convergence des itérations. La difficulté principale con-
siste 'en I'impossibilité de constater, a priort, s'il nous est possible de
déduire d'un champ continu 0 une diversité continue (Mannigfaliig-
keit) par la méthode exposée d’exclusion de ce domaine, ou bien est-
ce qu'une telle construction (un tel procédé) est impossible.
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Dans le cas oll nous nous contentons du postulat d’une convergence
absolue des développements connus, ¢’est-d-dire dans le cas ot nous
n’exigeons pas leur convergence uniforme, nous pouvons utiliser de
la maniére suivante les propriétés connues de la fonction

B(Z) - modB(:) eiargu(;,.

Résolvons I'équation A;;(z) = et désignons par &}, &7, £/

Sijy Sijr Sige vt
ses racines; de méme désignons par v, ", 7", ... les points corres-
pondant aux solutions de I'équation A(z) = o.

Résolvons I'équation fonctionnelle

B f(5)=AB(5)

en admettant pour 4 une valeur réelle, positive, moindre que ['unité.
Tracons les courbes

arg B(s) = arg B(&;),
argB(s) =arg B(&)),

.................. y

....................

Comme nous obtenons la formule

B f(z)="B(s),
B fu(z)=h"B(s) (n=o0, =1, 2, =3, ...),

donc puisque 4 est réel
argB f,(5) =argB(s),

et si le point = n’appartient & aucune des courbes définies plus haut,
nous n’aurons, pour aucune valeur entiére de 7,

fn(:)::é ou Ju(3)="m (n==0,F1,*2,%E3,...);

donc A;;(z,), A(z,) seront finis
Ces courbes, passant par les points &/, &/, ..., 7', 7, ..., et par
toutes leurs itérations 4 exposants entiers, diviserontle plan numéral,
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ou bien une certaine partie de ce plan, en rubans curvilignes ne conte-
nant plus de points critiques de I'espéce £ ni de I'espéce v. Si ces
courbes ne se sucetdent pas & des distances inliniment petites, il est
possible de trouver une certaine quantité de tels rubans, que nous
pourrons inscrire en leur intérieur des cercles & rayons finis. L’aire
d'un tel cercle constituera un champ continu du plan numéral possé-
dant la propriété que pour chaque point { de cette aire nous avons la
certitude que

[Ay(50) |

|A(z) | << qu’un certain nombre fini H.

Ce nombre H peut croitre infiniment seulement en méme temps que
le rayon r du cercle au centre au point { croit jusqu’au contact avec la
plus proche des courbes que nous venons de définir,

arg B(s) = arg B(¢),

ou bien
argB(s) =argB(x).

Ce champ sera aussi eo ipso un des champs continus, de conver-
gence absolue, des développements intervenant dans le théoréme fon-
damental.

Lorsque les fonctions A;;(=) et ce qui s’ensuit de la fonction A(z)
sont des fonctions algébriques de la variable =, alors les équations
A;;(z) =2z, ainsi que A(z) = o, ont une quantité finie de solutions
Z;; et m; cette éventualité est eo Zpso assurée.

Lorsque f(s) = az, la fonction B(z) = 2% résout ’équation fonc-
tionnelle

B(5,)=/~B(3), a’=nh,

car alors effectivement

B(z))=(az)=a’z'= 3=/ B(s). C. Q. F. D.

o~ . : rroga o« an’ 4
S1 nous avons aux points ¢, G .30, M’ vu

[El=R(&), arg(®)=o0(), |al=R(n), arg(n)=qo(1),
[s|=R, arg(s)=p,
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explicitement

E=TR(5)e#®), n=R(n)e?), 5= Re?,
E=¢&, 8, ... ({=1,2,..,n; j=1,2,...,n),
n=-n',n", ..., b= a,+ asi,

B (:) P ( R egi)a,-«»aai: (Ra, e—“z?) e‘.liglogl‘—l—(lx?ﬂ-’
les courbes cherchées adopteront la forme -

a 10gR + a0 = a, log R(&) + a4 ¢ (£), E=E Elys ey
a, lOgR+a1(P:ag logR(n) + a; o(n), n=1", 1", .

Ce seront des spirales logarithmiques passant par les points

- " . Lo . N
Eiiy &y oo (U=1,2, ...,n5/=1,2, ..., n), 0’y 0,

S'il existe une quantité finie de points £/, 57, ...; 7', 17, ..., ce qui

est possible, par exemple, avec des fonctions algébriques pour A;;(z),
A(z), ou bien dans le cas que ces points composent une diversité
(Mannigfaltigkeit) discontinue, ce qui de nouveau a lieu dans le cas
des fonctions transcendantes connues (fonctions analytiques), sauf
certaines fonctions transcendantes singuliéres, les courbes obtenues
ferment une certaine quantité de rubans curvilignes examinés plus
haut.
Dans le cas que la fonction

f(z)=az?,

ou b est un nombre réel, positif, supérieur de I'unité et que les fonc-
tions A;;(s)A~"'(s) ne possédent pas de.péles a I'intérieur du champ
| 5] <1, dans ce cas, sans aucune discussion, I’aire | z| < 1 constitue le
champ de convergence, aussi bien absolue que continue, des dévelop-
pements du théoréme fondamental.

4, Role de l'indice arbitraire 4 dans le théoréme fondamental.
Construction des solutions.

1. Déterminant de la matrice de systémes de n solutions genérales. —
Analysons maintenant le role que jouent les indices % dans les expres-
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7ri e 0

N A A (3) [B() ]

l’n( )'_ 1 Im et 30 ’

}-‘ L [B(s)

rom—

Ui(2) = S U,4(5) Uss(5) U (3) ... U (2).

Le déterminant | Uy (z) | différe de zéro.
Dans le cas contraire, on peut trouver de telles expressions E;(z)
que

k==

EE"(:) Ur(s)=o0 (i=1,2,...,n),

vl

mais cette somme a la valeur

r=-+4ow =n
Z LR B(2) ]212 Aur(3) Egf(3)
P — e =

> hrer[B(s)]r

D’autre part, nous savons que les déterminants
{Au(s) ], | Lu(s)]

different de zéro, et que des équations

A,/. i( )= 1/( ) Al',/n',—l(s):Li,/c(z)

c=n g=nr

Aria(3) =X Aisa () Aoi(51)  Agpoal _-2 Aty1(5) Loy (3 1)
G=1 =1
C=n C=n

Ai,k,a( 2‘ A; ,,_( )Ar;,/c(~'2) Ai,l.-,—-a(s) = Z Ai,a,—n(s) Lc,k(';-—z)
=1 =1
g=n

i (2) EA ()Asi(50)  Apims(3) =3 Avses () Loa(5 o)

o=1 g=1
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découlent les relations entre déterminants

)p\,-,-(:l) :‘;’A,'j(.sg) 'f...;'A,,-(:.,._l) "
3) Ly (GGo) | Ly (5-2) | o v e { Lij(5pid) I

; Aigr(3)

Le déterminant | A;, ,(5)| ne peut pas donc identiquement dispa-
raitre; donc toutes les expressions

k=n
E“MT(S}EI»‘(:) (i=12,...,n5 r=—o00, ..., + )
k=1

ne peuvent disparaitre simultanément, de quoi découle en dernier lieu
que tous les termes

k=n
D EL(s) Un(3)
k=1
ne peuvent s'annuler simultanément.
La matrice obtenue de » solutions est donc ecompléte, c’est-a-dire
nous fournit la possibilité de la déduction d’un systéme général de
n solutions.

2. Lot fondamentale :

TuioriMe. — Afin de construire une solution compléte et générale
du systeme de n équations fonctionnelles, lineaires,

j=n

Ui(z)zzAU(s)U](:I) (i=1,2, ..., 1),
j=t
nous lui ajoutons le systéme réciproque
j=n

U; (=) .—_z ‘i{"((;)) U;(z) (i=1,2,...,n)

J=1

dans lequel A(z) représente le déterminant

A () | =D A=) An(3) - Aua(5),
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d;;(z) le mineur du membre A;;(z); dans ce déterminant l'introduction

d;i(5-1)

Lij(=) = A(s-)

nous permet d’ecrire le systéme réciproque sous la forme

j=n

U,-(s):ZLij(s)Uj(z_l) (i=1,2, ..., n).

—
Puis nous formons les deux tables de formules

1, quand i=j,
0, quandi>; ou i</,

1,....n

Aijar(s)= Z A o(3)Ag, 5.(51) Ag,a(52) . Ag 0 (3r—2) Ag,_,i(5r—y),

Gy enny Tre—y

Aijo(s)= Aija(3)=A(3), Ai;-1(3)=Ly(3),

[ e ) ®
Ajj—r(5)= Z Lis(3) LG(,O':(:"‘l)LO'a,G'a(;—?) oo Loy po_ (5—r2) Lo,y (5—pier)-

Tas e 2Oy

Nous introduisons n _fonctions automorphes envers le groupe d’itéra-
tions a exposant entier de la fonction f(z), choisies de la fagon la plus

arbitraire,
Cl(:)’ :2(3)7 ‘:3(5)9 AN ] Cn(:')'

Enfin nous introduisons la fonction B( z) assujettie & la condition
B(s)="1B(5) (o< || <),

Nous obtenons la solution compléte cherchée sous la forme
rPe=o
N 297 e
jmn Sy B A (3) [B(5)]
| M- -]
Ui(s)=» =—=—=— 0 (5);

j=1 2 L [B(s) ]

Pe=—

{ est une quantité arbitraire.
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5. Discussion de la loi fondamentale, envisagée du point de vue
de la théorie des fonctions. Probléme des points singuliers.

Le théoréeme fondamental nous a fourni une série de fonctions trans-
cendantes résolvant le systéme d’équations fonctionnelles donné.
Apres avoir constaté la convergence des développements trouvés, la
discussion au point de vue de la théorie des fonctions des solutions
obtenues s’impose en premiére place, savoir la recherche :

1° Des points zéros;

2° Des points non essentiellement singuliers;

3° Des points essentiellement singuliers;

4° Des points de ramification (Verzweigungspunkte), c’est-a-dire de
points déterminant un changement de valeur des fonctions du théo-
reme fondamental, lorsque la variable z tourne autour d’eux.

I. Le premier de ces problémes concernant les fonctions
-
2 Ay (5) [B(a) I
Uy(s) ===

2 /—tl"+2//'[B(;)]2r

1T —— 00
est, avec les moyens dont nous disposons a cette heure, irrésoluble.
Il n’existe pas de points zéros dépendant de

r=-

Z Q2 [B(5) P = o,

r=—

car une telle relation est impossible, autre part qu'aux points essen-
tiellement singuliers des numérateurs comme du dénominateur, com-
pris dans les formules

B(s)=o ou hien B(5)=-c0.

Ann, Ec. Norm., (3), XXVI. — DECEMIRE 190g. 68
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Il faut done rechercher de tels points de I'équation

Jorie2le Ay () [B(s)]Pr=o.

«©

”

4

14!

==

Mais nous ne savons pas résoudre une telle équation dans le cas
général de fonctions A;;(=), /(=) arbitraires.

2. Nous sommes, par contre, & méme de résoudre complétement le
second probléme, sous la condition d’une certaine cxtension du con-
cept de la singularité¢ non essentielle, concernant de tels points de la
fonetion U;(z). Analysons I'équation

rime-

N nre Ay, (3) [B(3) o= ce.

roo—c

Il est facile de remarquer que cette équation peut avoir licu, par
exemple, dans le cas de la divergence de la série du coté gauche. Cette
derniere cependant est exclue lorsque

Ay (3m) (m=—o, ..., + %)
est fini, de méme que
A (zm) (m=—ot, ..., —1).

L’¢ventualité discutée est possible seulement lorsque A;;(8,) = =,
ou bien A(7,,) = o, pour au moins un des indices

E=1,2, ..., R

. M=, .., o0, resp. M=, ..., —1.
J=I,2, ...,

3. Construction d’un jfactewur complémentaire. — Supposons (ue,

dans la série de valeurs {__, ..., {, ., nous n’avons que des points non
essentiellement singuliers {,, ..., {, des fonctions A;;(z); compre-
nant cette singularité non essentielle de la maniére généralisée sui-
vante, que nous admettons 'existence d’une telle fonction préalable-
ment choisie

I{l(:) :P‘(; - ,;!"1)1')2(: - CH;\) e 1)1‘(:' — Cp.,),
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produit des facteurs de la forme p(s — ) disparaissant tour i tour
aux points g, , ..., §,, mais, outre cela, en aucun autre point de la série
{us ooos Cowy et qui sont finis en tous ces points. Cette fonction R, (z)
jouit de la propriété que les produits R, (s)A;;(z) seront finis en tout
point de la série T__, ..., {,, et surtout que les nombres

Ry(8p) Ay (Zp)

correspondant aux équations A;;(z,) = = différeront de zéro.

Nous admettons de méme que, parmi les valeurs C__, ..., {_;, nous
n’avons que des points non essenticllement singuliers ¢, , ..., Z.,? de la
fonction A='(z) comprenant d’une maniére analogue que plus haut
cette singularité non essentielle, c’est-d-dire nous admettons 'exis-
tence d’un facteur

Ri(5)=q:i(s—8,) ... f/p(s — :vg),

jouant le méme role envers la fonction A='(z) que le facteur R,(3)
envers la fonction A;;(z).

Revarue. — Nous adoptons d'une maniére générale le facteur qui
nous donne p({) =o au licu de (z—¥)*, par exemple, pour ne pas
trop limiter le libre choix des fonctlions A;;(s), ce qui nous semble
d’autant plus indiqué que nous ne pouvons pas, jusqu’a maintenant,
envisager la fonction B(z) comme appartenant au groupe de fonctions
nommeées analytiques. Nous nous résignons donc d’intégrales analy-
tiques et nous nous contentons de solutions calculables; ¢’est pourquoi
nous rejetons toutes les restrictions qui, n’étant pas utiles, ne sont
point indispensables.

Ecrivons maintenant

Ui(s) =R (5p,) - REH(5,) Ra(5y,) .o Ra(3,) Uy(2)

G == >
DRI () RET(5,) Ra(50,) o Ro(30,) A0 A o (3) [ B(2)]°
:6=“°° [ 2]
2 RO+ [B(5) ]2
[T
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En vertu de
L.o...n
. Ay () A5.00) - Ay i (Se—)s

LITRTREY

A ijobe =

nous voyons que lorsque s = { I'expression
R’xlml(:pq) e R‘.’.(Cv.) o A-ijrr(s)

s’annulera, car une certaine quantité de facteurs R, (z) constilueront
avee des facteurs respectifs des termes de la somme A;;5(s) des pro-
duits finis, tandis que les autres s’annuleront.

Comme
v a'j‘,-(:_,) e [ij,,__4(5—6)
Ll A(5—4) ... A(5-¢)

TRy P

AI',j,—G( 5) =

>

et comme d, g(z) estle mineur de I’élément A,g(=) de la matrice

An(s), ..., Ann(:);

¢’est-a-dire la somme de produits de (» — 1) de ces éléments, nous
voyons que ce n’est qu’apres Uintroduction du facteur Ry™'(s) que
nous possédons la garantie d’une valeur soit nulle, soit finie du pro-
duit R{™"(s)d,a(=) en un point singulier.

Done, lorsque = = ¢, le produit

1{7—1(‘:{1..) s P‘T_‘ (:y‘,) B-z(c*n) ce v)‘z(c"e)*‘\i,f’—v(c)

sera soit fini, soit s’annulera. Comme les facteurs infinis dépen-
dant de A;;($,) == forment avec des facteurs respectifs du produit
R  RIT(E,) des valeurs soit finies, soit nulles, et que de
méme les facteurs infiniment grands dérivant de A({.) = o se com-
pensent avec les facteurs infiniment petits du produit R, (C,,)- . .Ra(5,,)s
nous voyons donc que l'expression

G =4

RI7H(5p,) + o RE (5,) Ra(4,) o Ry(3) ) Auje(3) Ao 4205 [B(5)]¥

G=~~

sera pour sir, au point z =, soit finie, soit nulle. Le point { ne sera
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done pas un point essentiellement singulier de la fonction U,(s), car
le produit

Ui(2) = R{™ (3,) - - R (5,) Ra(5,) - o Ba(3,) Ui(3)

sera, au point 5 =, soit {ini, soit nul.
Ce qui nous donne le théoréme :

L’ensemble des licux non essentiellement singuliers des fonctions
r=to
E hreer Ay (3) [B(s) ]
Ui(s) ===

r=4®

2 e (B ()]

r=——o

se compose de trotis catégories de potnts qu’on peut dénombrer de la ma-
niére suivante :

a. Les racines de [’équation

"=

+

LB (z)]Pr=o.

»

il

—

Nous ne savons rien d’autre sur ces points, sinon qu’ils sont les
racines de I’équation

B(s) =20 (l=—o00, ..., +w;j=—00,...,+00),
dans laquelle de nouveau ¢, est une des racines en nombre infini de

I'équation

r=-4»

Z—j /Ll'ﬁ'+21ra2r: 0.
1o e

" Nous ne développerons pas le calcul des valeurs ¢;;, connu du reste
de la théorie des fonctions elliptiques 0, et représenté sous la forme

d;;—= ABI(C/ ({===—00, ..., +00;]=—00, ..., + ).

\ . . , . v N
Nous nous bornons & signaler que le point & défini par B(¢) = ¢y,
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est d’autant non essentiellement singulier envers la fonction U;(z) que,
outre U;(5) = =, nous avons en un tel point

s=¢ !in‘é[];(:)— 0,1 Ui (3)

finie, différente de zéro.
Nous disposons, dans ce cas, du facteur complémentaire B(z) — o,;.

b. Tous les nombres { choisis de sorte que le determinant

All(:‘l) R Aln(t‘/)
AE) == covvvee ven il
Alll(:'l) L A/zn(:v)

soit nul pour certaines valeurs finies, négatives (enticres), des indices
Viy «v -y Y, S0Us la condition cependant de U'existence d’un facteur com-
plémentaire de la fonction A~ (=) de forme

Ri(s)=qi(s—=0C,) ... (jp(i-' - :~;?),

¢’est-a-dire d’un facteur s’annulant aux points {,, ..., ‘C_‘,?, mais fini et
différent de zéro en tout autre point de la série {__, ..., (..

Ce facteur complémentaire R, (=) nous garantit en méme temps que
le produit R,(z) A~ (=) aura une valeur finie en tout point de la série
C_ws +vey oy sans excepter les points G, ..., ..

Le facteur complémentaire des intégrales U;(z) est donc, au point sin-
gulier ¢,
R(z) =Re(5)=q1(s—8&,) .. p(5— L)

¢. Tous les nombres { choisis de sorte que, parmi les éléments
A(%) (I=1,2, .o, 05 J2=0, 2, vuuy B3 VIS [y, My w0 vy M)y

quelques-uns deviennent infinis, mais seulement lorsque Uexposant r a

une valeur finie et encore sous la condition de 'existence d’un facteur
R, () de la forme

Rl(s):ljl(s '—Cp.,) e Pr(; "Cp.r):

s'annulant auz points (,, ..., (,, de la série (_, ..., (.., fini aux
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autres points, qui nous donne la certitude que les produits R, (z)A;; (=)
sont finis en tous ces poinls.
Le facteur complémentaire au pornt singulier T de Uintégrale U.(s)

est donc
R(s)=R{"'(s)=p1 (5 —Lu) - - pr (s — L)

d. Tous les nombres C choisis de sorte que pour certaines valeurs fintes
enlicres, négatives, des indicesde <, , . .., C, , la condition indiquée sous b
sott remplie, le factexr complémentaire R,(z) est de la forme

Ri(z)=q.(—2%,)) ... G,(5— E,,?),

et que pour les indices de ‘CW e+ oy L, la condition indiquée sous ¢ soit rem-
plie, le facteur complémentaire est

Rl(:) :1)1(: - cHx) A [)l'(:_ t!lr)'

Le facteur complémentaire des intégrales U;(s) en un point non essen-
tiellement singulier ¢ est donc de la forme

R(z) =R (=) Ry(3),
R(z)=pi~t (s —=Cu) .- - pr ' (5 —=Cp) 1 (5—04) - .. (/P(:——Z.,?).

3. Le troisitme probléme concernantles points essentiellement sin-
guliers des fonctions U;(=) est résolu par :

1° Les points zéros de la fonction B(z);

2° Les points essentiellement singuliers des fonctions A;;(=).

Le calcul itéraire nous apprend qu’a la premiere catégoric appar-
tiennent les racines des équations du type fy(s)=fy(z) (M et N
nombres entiers).

4. Le quatrieme probléme concernant les points de ramification des
fonctions U;;(z) est résolu par :

1° Les points de ramification de la fonction fondamentale f(z);

2° Les points de ramification des fonctions A;;(5);

3° Les points de ramification de la fonction B(s).

Ces derniers points, dans le cas ou ils ne peuvent étre envisagés
comme appartenant & la catégorie 1°, sont encore inaccessibles aux
investigations analytiques.



