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NOUVELLE MÉTHODE D'INTEGRATION

D (IN

SYSTÈME DE n ÉQUATIONS FONCTIONNELLES
LINÉAIRES DU P R E M I E R O R D R E

DE LA. FORME

/'=n

U,(z)=]^A/y(5)V(s);

/•:=!

PAR M. LUCIEN BÔÏTCHER,
Docteur es Sciences, Assistant de la Chaire de Mathématiques

à PÉcoIe Polytechnique à Lemberg.

Introduction.

Le but du travail présent est la solution générale d'un système de
n équations fonctionnelles, linéaires, homogènes, d'ordre premier,
dans lequel interviennent n fonctions inconnues

U i ( ^ ) , U^s), ..., U^),

donc de la forme
/=n

U,(.s) =^ A^s) U;[/(.)] (^=1, ̂  . . . , n),
/==!

et cela dans le cas favorable de la connaissance d'une solution parti-
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culière quelconque de l'équation fonctionnelle élémentaire

B/(3)=/ ,B(s) ,

dans laquelle h possède une valeur arbitraire de module moindre que
l'unité

|/i|<i.

Nous pouvons faire ici la remarque que la région d'applicabilité
des règles que nous exposerons dans la suite grandit au fur et à me-
sure de l'extension de nos connaissances concernant les équations
fonctionnolles élémentaires

(i)
(a)
(3)
(4)

C/(5)=C(5),

B/(5)=/<B(s) ,
A/(s)=A(a)+a,
D/(^=[D(3)]"S

et surtout de la seconde d'elles, et qu'elle comprend aujourd'hui, sans
aucune restriction, les cas

/ ( ^ )=As+B, /(^)=^—^' / (^)=A^,
\.j —> —1— JL./

/^)^<p[Aç^)+B], f(s)=o[^:, (.-)],

où © est une fonction arbitraire de forme connue.
Cette région comprend même les autres cas, sous certaines condi-

tions bien connues, des travaux de Kœnigs, Grévy, Lcméray, Léau et
que nous avons sommairement exposées dans notre étude int i tulée :
Bases du calcul ùéraire ÇPrace matematyczno'fizyczne; Varsovie, Red.
S. Dickstein, t. XII, 1901, p. 97, § 2; p. 98, §4, art. 2; p. 100, §5,
art. 2; t. XIII, 1902, p. 368, théorème V). ^

On y a fourni les éléments nécessaires à la construction de la fonc-
tion B(^) sous la forme d'une équation fonctionnelle

a/(^)4-i=a(^.

Avant d'aborder l'exposition de notre méthode, nous introduirons
les abréviations suivantes, souvent en usa^e dans la suite.
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Nous écrirons
^i au lieu de ./(-3)»
^ » ff(z)=Mz),
Z, )> ///(^)=y/^)=/3(^

Nous admettons encore que le déterminant

A(^)==^:±AH(5)A^(:O...A,^)

n'est pas identiquement nul.

1. Déduction des formules
/=re

V^)=^^^)Vj(z,)
;=i

( r==o, ±:i, ±: 2, ±3, . .., ±:co; i-=i, 2, . . ., n).

Au système donné de n équations fonctionnelles
j ^ n

(1) V^Z) =:̂  A,y(5) Uy(^) (/= I, 2, . . ., /Z),

/=!

correspond un système inverse de la même quantité d'équations fonc-
tionnelles, représentable par

;=n

(2) U^)=2L^)ÏJ^-1) ( î = r , 2 , . . . , n ) ,
/==!

et qu'on peut trouver de la manière suivante :
Désignons par d,j (s) le mineur de Félément A.ij(z) de la matrice

AU (^), ..., A^(2î),

A^i(,s) , ..., A^^(^) .

Résolvant le système (i) par rapport aux U^(s), nous obtiendrons
Ann. Éc. Norm., (3), XXVI. — DÉCEMBUE 1909. 66
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alors

(2') IJ^oJ^^U,^
;'=1

d'où

(.") • L )̂Jf̂ ^U,(.-,),
/==1

donc
r /^--^itr^l}.L/•/'(')-" A(^)

Nous concluons des formules (i) que
1 ,2 , ...,n

(3) U,(S)= ^ A,^(5)Ay. / , (5 , ) . . . Ay,,.j(^.-,)U/(5^).

/1</3f • • » / / • - l» 7

Des formules (2) nous concluons que
l,2,...,ra

(4) U/(^) = ^ L/y,(s) Ly,yJ^-i) . • • L^j(^-^i) U,(^.-.).
/ i , / 'aï---»/r-r7

Nous combinons ces deux expressions sous la forme
;==ra

U/,(^)==^A^.(^)Uy(^)

dans laquelle r accepte soit les valeurs positives i, 2, 3, ..., alors
l,...,ra

A,j^,(^) = ^ A/y,(^)A^(5i) ... A^,-(^,.-i);
/i,...,;r-i

soit la valeur o, alors
( i quand i= j ,

A.j ,o^}—^ ^ quand î>7 ou Kj;

soit les valeurs négatives — i, — 2, — 3, ..., alors
I,...,M

A;J-,,(S)= ^ L,y,(3)L,,,,(5-O...Ly,,,.,y(^-^i).
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2. Théorème fondamental. Démonstration formelle.

Supposons que nous avons déjà résolu l'équation fonctionnelle

B ( ^ ) = A B ( 5 ) , | A l < r , ^==/(^).

Cet algorithme B(s) nous permettra précisément de résoudre notre
système d'équations, et cela au moyen du théorème suivant :

THÉORÈME. — Si la fonction B(-s) satisfait à l'équation fonction-
nelle

B ( ^ ) = A B ( ^ ) ,
les fonctions

/•=•+- 00

V h^^A^nBW
—— W { ^ \

TT / \ 7'==--<»& >——'I/>-\ ,^/u/A-(s) = —^-j-;,——————— = -^Y'
^ A'-^'-[B(5)]»'-

/•==-- 30

/ étant une constante arbitraire^

Î = = = I , 2, . . ., H, /€==:!, 2, ..., ^,

fournissent n solutions indépendantes de notre système d'équations fonc-
tiojznelles

y=re

U,(^)=^A,y(^)Uy(^) ( 1 = = I , 2 , . . . , / Z ) .

/==!

DÉMONSTRATION FORMELLE. — 1. Discussion des numérateurs. — Ana-
lysons l'expression

/•==-(-00

(i) S,,A(S)= V A'-'+^A^.^tBCs)]"-.
* ^•ri

Déterminons dansée but l'expression
y==n ^===—co -+..,.-+-oo

(a) H;,/,(5)=^A,,(a)S^(--i)= 2 ^-^''A^A/A.^LB^)]1'-.
;=1 ;•=!,...,?»
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Puisque B( s,) == ÂB(.s), nous en obtenons

/• =~. -—- ao -h...-}•- oo

(3) IT/,/..(s)= ^ A'• ï+î/'•A"•A/,(5)A/•/,,,(3l)[R(5)]2'
;'==1,2, ...,»

Cherchons Ici signification du terme

/=-:n

(4) ]^A^)A,/,,.(^).

La substitution de ^i à s dans

/=/i
U,(^)=^A^(^)Uy(^.)

/==!

nous donne
y=:/i

(5) UK^i)==2A/7/.(=OUy(.-^,) ,
y = l

qui, introduites dans
y=n

(6) U K ^ ) - 2 A / / ( ^ ) U y ( ^ ) ,
/==:•!

iburnissent
1,..., n

(;) U,(^) ̂  ̂  A/,(^A,;,,(^) U,-(^.^).
7\A-

D'autre part, nous avons aussi

Â-==n

U/(.^) =^ A/,/,,^(^) U/,(^/^).
Â-==I

donc
;===n

(9) ^A/7(^)AyA-r(^t) =^,À.,r-i-i(^).

/==l
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La formule (3) est susceptible donc de prendre la forme
/• ;= -4- oo

(10) H,-,/,(s)=^ A'•^Î/'•AÎ'•A/,/,,^(5)[B(3)]S^

/•== — w
r==;-+-ao

== ̂  h^r^r A,̂ ,,̂  (S)[ÏÎW

/•=•: — 00

/•==-+- 00

= 2 '̂-^• '̂-'-'IA-'-Î/A,,,,,.^) [B(5)]Î('•+1' [B(:5)]-'

/'==-|-«

^CBC-s)]-2/»-'-2 ' ̂  A(r+l»s-*-2/('•+llA,•,/„^^(•=)[B(5)]s('-^l'
r == — oo

/•=:-+•<»

=[B(^)]-2^-1-2/ ^ /^^A^^.C^EB^^]'2-.

Nous avons donc
/•=-4- oo

( 1 1 ) H/,(5)-=[B(3)]-'A-'-î/^ /('••^'•A/,.,.(S)[B(S)P''
/• == — oo

^[B^)]-^-1-^,/,^)
/'—./l

^A/y(,3)3,,(^)^H^(,.)=[B(^^•2//"l^a,v,(^
;=1

et en dernier lieu
j'=n

( 1 2 ) ^A/,(.-)ay,(^)=[B(.^]^/z-^a/,(3),
y=:t

qui est la propriété fondamentale des numérateurs
S/A.(^) (/=!, 2, . . ., /2; />:==:!, 2, . . .,n).

2. Discussion du dénominateur commun. — Examinons rexpres-
sion

/.ss-t-oo

(.3) S(5)= ̂  A'-^/"[B(^)r'-,

qui nous donne

(i4) S(s.)= 2 /^^[BC^)]2-'
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et
/•=-+. w

( 1 5 ) S(^)= V Â^^[AB(3).r

/•==•+• 00

= y ^ra4-2/r-+-â/•[B(s)p/'
/•== —— 00

/•=:4- w

^ 2 ^ ( />+l)2+2/( r4- l )^ l '-2/[B(5)] lâ( / '+ l)[B(5)]--2

/' ^z. — oe
/•==:4- oo

= [Kt-')]"'2 A-1-^ y /^r+D^s^/'+i) [BC.^)]2^-1-^
/• rr; — oo

/•=:4- oo

= [ R ( s ) ]-2 h-1-^ ̂  /i7-1^2^ [ B ( s ) p^
/•== ~ 90

c'est-à-dire

(16 ) a(^)===[B(^)]^/^"l-^a(.;),

propriété fondamentale du commun dénominateur.

3. Conclusions dèfinitiçes et démonstration du théorème fondamental.
— Vu les formules (12) et (16)

/=n

^Ay(^a,.,(^)=-[B(^]-vz^^a/,(^, a(^=[B^)]^/r-^a(^
7=1

nous obtenons
/=n

2A,,(s)a/./,(^)
V A f^^-^')^^1________.^B^)]-2/^-2^,^)^ 'A^ ac.-o a(^) - [B(^)]-^"'-/a(5) '

ou bien
/"=" ^_ ^
V A c-'i^^fil —'-ïî Lil^A,,(.)-g^--^^-,

/=ra / }=-.n

^A^(^)U,7,(^)=U^(5), •Ua-(^)==^A,y(5)U^(^) ; C. Q. F. D.

/=! /=1
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3. Discussion au point de vue de la théorie des fonctions du théorème
fondamental. Problème de la convergence des séries intervenant
dans le théorème fondamental.

1. Convergence en un point arbitrairement choisi : z == S. — Admet-
tons que pour une certaine valeur de ^ = *( correspond une telle série
de valeurs

- Si Sa Çs • • • .. _ •P fr\
t y T T ^r'==-fr(Ç),Ç...i L,_2 <3_3

qu'aucun des nombres ^-ijÇÇ) ne soit inf in iment grand, ni qu'aucun
des nombres A(î^) ne soit nul .

Remarque. — La première condition doit avoir lieu pour les va-
leurs r== — ce, ..., — 1 , 0 , 4-i, ..., + 30, la seconde seulement pour
r ^^ — 'x;, • » •, i.

La première de ces conditions, eu égard à Féqualion (2^), à l'article
premier et aux remarques qui le précèdent, nous garantit que les
expressions

A(Ç,.), </(Çr) (r==—œ., .... —i, o, +ï, ..., +00)

sont finies; la seconde, que le même cas a lieu en ce qui concerne les
expressions

Wr) ,.._ ^ ..
TO^ ( /———œ, . . . ^ l ) ,

ensemble donc elles nous donnent la garantie que les expressions

A/y ( 5,.) , L,j ( S^r) ( /' = 0. 1 ? 2, 3, . . . )

sont finies.
Il en résulte l'existence d'un nombre M^C) différent évidemment

pour chaque valeur *C tel que le plus grand des nombres IA^C)],
| L^(O| sera au plus égal à M^). Écrivons pour simplifier

M(0==AL.
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L'expression
1 , . . . , n

\,,,(s) = ^ A,,,(s) A,,/,(s,) A^(^) ... A/,_,y(.-,_i),
7i/^-..»/r-- i /

comprenant n7' termes, nous apprend que [A^y(.s) [ ^(iM^y, de même
que l'expression

1, ...,n

A/j,_,.(s) == ^ L/y,(^)LyjJ^»i) Ly,^(^_2) . . . Ly^j(^-.r+-l)

/ i î / ' 3 î - - - 7 r~ i , /

contient la même quantité jf de termes et sera

|A^,^)|<(M^.
La série

f '=••+• W

^ /^^2/'•[B(s)]î'•
y==— oo

du dénominateur est, ainsi que nous l'apprend l'analyse, convergente.
En effety faisant usage du premier critère de Cauchy dans les deux
parties de cette série

^ /^^[B(^]^*+ ̂  /^^'[B^)]^,
/ l•==(ï 7'=1

nous obtenons de la première partie

llm \/| fi \t'^lr \ B(5) l27^ B (5) I 2 l i m j h \^= o.
/• == 00 /• == 00

De la seconde

lim \/ | /z|^-2^|B(.5)|-2^== 1 B (.s) |-2 l im| /^-^ ] == o.
/•==<» /'== oo

Au numérateur nous avons la série
/•;==4- oo

V A^-f-2/r ,^ A^^A,,,(^[B(^)]^

r ==•+•« /' -=. oo

=; ̂  /^-^'^^(s) [B(^)]2"+ ̂  /^-^A,,,-,-,(^) [B(^)]-"-.
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Les termes de la première partie ont des valeurs absolues moindres
que

\h\t•^îir(Wî^Y\i^(z)\ïl•,

ceux de la seconde des valeurs moindres que

\h ̂ -^(M^y'l B(^)|-2 '".

Ces deux séries formées par les valeurs absolues de termes supé-
rieurs à ceux des séries examinées sont convergentes, leur somme
eo ipso le sera de même, donc la série du rmmérateur est absolument
convergente.

2. Convergence à l'intérieur cU un domaine défini dans le plan de la
variable complexe. — Supposons que la variable -s prenne toutes les
valeurs possibles remplissant d'une manière continue l'aire d'un cer-
tain champ fermé ÏQ; les éléments correspondants Z/. rempliront cer-
taines diversités (Mannigfaltigkeù) T,.(r = — oc, . . . , -+- co).

Admettons que le champ fermé To, ainsi que les diversités
rai fin '•n m rn m rn

. . ., A—3, •jl•--2? • l•—l» -"•Oî i..-1-i» t.. 1-2» .i.-i-.3., • • . i

ne sortent point au delà d'un certain domaine fermé ©. Ce fait est
susceptible à notre imagination sur la sphère de Neumann.

Si, à l ' intérieur du champ ©, A/y(s) est fini, et que A(s) diffère de
zéro, il existe un tel nombre M dépendant évidemment de 0, que

|A/,(^)1<M(0), \L^(z,)\<M(6).

Si cette condition n'était pas réalisée, nous décririons des cercles
de rayons suffisamment petits autour des pôles des fonctions A/y (-s)
situés à l'intérieur du champ © ainsi qu'autour des points zéros de la
fonction A.(z\ de même qu'autour de toutes les itérations positives ou
négatives à exposant en t ie r de la base/(^). Si nous désignons par ^,
^/, ... les points critiques de première espèce [pôles des fonctions
At-(z)\, par T]', Y]", ... les points critiques de seconde espèce [points
zéros de la fonction A(^)], il nous faudra alors décrire des cercles de

Ann. Éc. J^ûrm., (3) , XXVI. — DÉCEMBRE XQOQ. 07
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rayon p suffisamment petit, bien que fini, des points

<., Y];', ... (r=--.oo, . . ., -S-oo)

comme centre.

Si nous parvenons clé la sorte à éliminer du champ 6 une certaine
diversité 0, alors, à l'inférieur de cette dernière, notre condition serait
remplie (réalisable).

Si un point *( appartient à la diversité 61, nous sommes alors en
état de trouver un rayon R, tel que le cercle de ce rayon, décrit du
point *( comme centre, ne contient pas dans son étendue de points
n'appartenant pas à la diversité 6,, et que cela ne peut avoir lieu que
tout au plus sur la circonférence. Si le rayon maximum correspon-
dant R diffère de zéro, nous obtiendrons de cette façon un champ cir-
culaire, continu, de convergence des expressions contenues dans le
théorème fondamental . Si la valeur maximum R était zéro, le point *(
pourrait être un point singulier des expressions intervenant dans la
formule fondamentale, et pour sûr il en serait un , si nous voulions
développer ces expressions en séries ordonnées suivantles puissances
entières positives de (s — Ç), ce que nous ne désirons pas ici, nous
satisfaisant de la convergence absolue des développements de la for-
mule fondamentale.

La seule difficulté qui résulterait en un tel point *( de la supposition
R^ == o consisterait dans l'impossibilité de décrire, du p o i n t Ç comme
centre, un cercle de rayon fini limitant la convergence uniforme des
séries in te rvenan t dans le théorème fondamental.

Il nous faut observer de suite que la construction des champs de
convergence continue des expressions da théorème fondamental est
jointe à de grandes difficultés et, en général, n'est point encore réso-
luble avec les moyens dont la Science dispose actuellement, en ce qui
concerne la convergence des itérations. La difficulté principale con-
siste en l'impossibilité de constater, a priori, s'il nous est possible de
déduire d'un champ continu 0 une diversité continue (Mannigfaltig-
/ceit) par la méthode exposée d'exclusion de ce domaine, ou bien est-
ce qu'uae telle construction (un tel procédé) est impossible.



INTÉGRATION D'UN SYSTÈME DE Tt ÉQUATIONS FONCTIONNELLES, ETC. 531

Dans le cas où nous nous contentons du postulat d'une convergence
absolue des développements connus, c'est-à-dire dans le cas où nous
n'exigeons pas leur convergence uniforme, nous pouvons utiliser de
la manière suivante les propriétés connues de la fonction

BC^rrrmodB^)^'11-^^.

Résolvons l'équation A,^(.s)==cc et désignons par-E- , ^ ^., ...
ses racines; de même désignons par Y]', r\\ rf\ ... les points corres-
pondant aux solutions de l 'équation A(s) == o.

Résolvons l'équation fonctionnelle

B / ( ^ ) = À B ( ^ )

en admettant pour h une valeur réelle, positive, moindre que l 'unité.
Traçons les courbes

a r§B(^)==argB(^) ,
a rgB(^ )=a rgB(^ ) ,

a rgB( ;3)=argB(Y/) ,
a rgB(^)=argB( ï f ) ,

Comme nous obtenons la formule

B/(^==^B(^
Bf^z) = h- B (^) (n = o, ±: î , ± 2, ± 3, ...),

donc puisque h est réel

argB//^)=:argB(^),

et si le point z n'appartient à aucune des courbes définies plus haut,
nous n'aurons, pour aucune valeur entière de n,

fn(z)^^ OU /^)=Ï3 (/Z==0,±:I,±2,±:3, ...);

donc A^(^), A(^) seront finis
Ces courbes, passant par les points Ç - y , E-, ..., 'y]7, r/', ..., et par

toutes leurs itérations à exposants entiers, diviseront le plan numéral,
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ou bien une certaine partie (le ce plan, en rubans curvilignes ne conte-
nant plus de points critiques de l'espèce ^ ni de l'espèce Y]. Si ces
courbes ne se succèdent pas à des distances infiniment petites, il est
possible de trouver une certaine quantité de tels rubans, que nous
pourrons inscrire en leur i n t é r i eu r des cercles à rayons finis. L'aire
d'un tel cercle constituera un champ continu du plan numéral possé-
dant la propriété que pour chaque point Ç de cette aire uous avons la
certitude que

|A/y(^)|

|A(^.)h1 < qifun certain nombre fini H.

Ce nombre H peut croître infiniment seulement en même temps que
le rayon r du cercle au centre au point *( croît jusqu'au contact avec la
plus proche des courbes que nous venons de définir,

ou bien
în-gB^rrrarg-B^),

î i rg 'B(s ) :=ârgB(Yî ) .

Ce champ sera aussi eo ipso un des champs continus, de conver-
gence absolue, des développements intervenant dans le théorème fon-
damental.

Lorsque les fonctions A^(-s) et ce qui s'ensuit de la fonction A(^)
sont des fonctions algébriques de la variable ^, alors les équations
AfjÇz) = ce, ainsi que A(z) == o, ont une quantité unie de solutions
2^ et T] ; cette éventualité est eo ipso assurée.

Lorsque /(-s) = <^? la fonction B(-s) == ^ résout l'équation fonc-
tionnelle

B ( 5 i ) = = A B ( 5 ) , a^h,

car alors effectivement

B(si )= {as')b•=alïsh=hzb=h'Q{s). c. Q. F. D.

Si nous avons aux points E;-, ^J.» ... ; Y)', T)^ ...,

|^|=R(^, arg(0=9(^), \^\=R('n), arg(Yî) = y (-/]),
|,s|=R, argO) ==cp,
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explicitement

i' = R(£) e^), Y] == R{'n) e1^, s -== R e^,
Ç==^y, ^y, . . . ( < = = r , 2 , . . . , 7l; y =1,2, . . ., /^),

Y] ==:y/, Y^, . . . , ô== a^ 4-a^,
B ( ̂  )== ̂  = ( R ê?^ )<S-+-a^' == ( R^, e-^.î ) e^ ̂ sï^^^

les courbes cherchées adopteront la forme •

a^ .log-R 4- ai o == ̂  log R(£) 4- ch 9 (i;), 1; •-= ^•y, ^y, . . .,
03 log'R4-a.iO = a2logR(Y])4-^ i y (^) , -/]==:r/, r/7, . . . .

Ce seront des spirales logarithmiques passant par les points

^7> ?//•» -• (^=== i, 2, . . . , / z ; y = î , 2, . . . , / i ) , -/]/, -//, ....

S'il existe une quant i té finie de points ^-j, ̂ j, ... ; Y]', TI", ..., ce qui
est possible, par exemple, avec des fonctions algébriques pour A^(-s),
AÇz), ou bien dans le cas que ces points composent une diversité
ÇMannigfaltigkeù') discontinue, ce qui de nouveau a lieu dans le cas
des fonctions transcendantes connues (fonctions analytiques), sauf
certaines fonctions transcendantes singulières, les courbes obtenues
ferment une certaine quantité de rabans curvilignes examinés plus
haut.

Dans le cas que la fonction
f(z)=az\

où b est un nombre réel, positif, supérieur de l'unité et que les fonc-
tions A^^A""1^) ne possèdent pas de pôles à l'intérieur du champ
1 ^ [ <; i, dans ce cas, sans aucune discussion, l'aire] z |<^i constitue le
champ de convergence, aussi bien absolue que continue, des dévelop-
pements du théorème fondamental.

4. Rôle de l'indice arbitraire k dans le théorème fondamental.
Construction des solutions.

L Déterminant de la matrice de systèmes de n solutions générales. —
Analysons maintenant le rôle que jouent les indices k dans les expres-
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sions

/•::•=-4- w

^ A'•2-^2/'•A,•A.„(3)[B(--):|•;'•

U,, (, ) = '—1^——————————— ,

^ /^/'-[BCs)?'-
/• ss — oo

s u ^^) s ̂ S^ ulu('") U 2 â ( 5 ) '^^•^ • • • u/^/l(^•
Le déterminant \ U/Â:(-s) i d i f Ïere de zéro.
Dans le cas contraire, on peut trouver de telles expressions E/c(^)

que
/l=: 00

^E/,(.3) U/ / , (^ )=0 ( ^ '= : ï , 2 , . . . , / l ) ,

/-."-l

mais cette somme a la valeur
/•==-4- oo À' •^ n.

^ A'•^'•[B(5)]Î'•^A,7,,.(5)EA(^)
/•'.=: —— 00 /l" =; 1

/•=s4- oo

^ /^"'•[B(^)]2'-
/•== ~ co

D'autre part, nous savons que les déterminants

|A / , (^ ) j , \Lu^\

diffèrent de zéro, et que des équations

A^(z) = A^(z) A/,,,^(5) == L/,/,(^)
(7 = n 0" == yz,

A/,/^2(^) =^ A / ^ , i ( ^ ) A ( r , A . ( ^ i ) A/,A-,-2(-s) : =^, A^^-i(^) Lcr,/c(^-i)
0-==! (7=-;1

<T = n (T .=• rt

A/,/c,3(5) ==^ A/,cr,î i (5)Ar7,A(52) A/,/,^3(^)--=^ A/,^ss(s)Lcr,/,(5..-.5>)

(7=1 <T=--1
o"'==:7i ir=:n

A/,/,,4(^)==:^ A/,cr,3(^)Acr^-(^3) A/,A.,_4(^) =:̂  A/,cr,-3(^) L.7,Â'(^ 3)
o-=i a-==i
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découlent les relations entre déterminants

JA^,,^) i=|A^) SA^,) | |A/y(^) i . . . |A/y(^) ;,

j A^-^) S = S L^(3) | | L^(^) j 11^(^) | ... 1 L/,(̂ .,M) ;•

Le déterminant |A^,/-(^)| "ô peiit pas donc identiquement dispa-
raître; donc toutes les expressions

A-=re

^A//,/^)E/,(5) O'=ï, 2, ...,^; r=-œ, . . . ,4-œ)

Â-=l

ne peuvent, disparaître simultanément, de quoi découle en dernier lieu
que tous les termes

À- = n

^ E , ( , G ) U / Â . ( ^ ) '
A = l

ne peuvent s'annuler simultanément.
m La matrice obtenue de n solutions est donc complète, c'est-à-dire

nous fournit la possibilité de la déduction d'un système général de
n solutions.

2. Loi fondamentale :

THÉORÈME. —• Afin de construire une solution complète et générale
du système de n équations fonctionnelles^ linéaires y

;=n
U,(^^A/y(^U,(^) (^=r, 2, . . . , /Q,

/=i

nous lui ajoutons le système réciproque

j = n

vi(•zl')=ïd^^ui(-3) (t==IJ 2' • • • ' /î)l
/• = 1

dans lequel A(^) représente le déterminant

\A^) ! =^ ±Au(^)A,,(^) ... A^(,s),
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rf^(^) le mineur du membre Aj^Çz}; dans ce déterminant F introduction

. . ^ - / ( ^ - t )
L^)-- A(^)

nous permet d'écrire le système réciproque sous la forme

f=^nu/^)=2L^(•:?)lJ^-l) (^==I^ • • •^ ) -
/=!

P^z^ nous formons les deux tables de formules

A/J,o(5)=J I? ^uand^; ^,i(^)==A/y(5), A^^i(^)==L^(^,
( o, quand i>j ou ^<./,

1, ....n

A/j,+r(^) == ^ A/,^(,5)A^,7,(-Si) A^^aC-^a) . • •Ao-^^<7/._,(^r-2) A(r^j(,^,.-i),

0-^...,/7/..-...i

î

-'-" •

A/j,—y.(-s) =: ^^ •IJ/,^T,l(-3)^'a•,t,^3•2(-s~l)lJc^â,(3•3(-;;—2)• • •Lo-/..-2,or/.-.i(^—r-t-2)L'o-^_^y(-S_/.4-i).

04,. .,cr/._.t

Nous introduisons n fonctions automorphes envers le groupe d'itéra-
tions à exposant entier de la fonction fÇz), choisies de la façon la plus
arbitraire^

C,(z), C^), C,(z), ..., C,^).

Enfin nous introduisons la fonction B(^) assujettie à la condition

B(^)=/2B(,s) (o<|A|<i) .

Nous obtenons la solution complète cherchée sous la forme

I- -=-. •+ 03

f=n 2 A'-^'-A;,,,^)^^)]2'-

U^=^'--——^———————————C,(.-);
/=i ^ ^'•'^"'•[BC-s)]2'-

/ est une quantité arbitraire.
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5. Discussion de la loi fondamentale, envisagée du point de vue
de la théorie des fonctions. Problème des points singuliers.

Le théorème fondamental nous a fourni une série de fonct ions trans-
cendantes résolvant le système d'équations fonctionnelles donné.
Après avoir constaté la convergence des développements trouvés, la
discussion au point de vue de la théorie des fonctions des solutions
obtenues s'impose en première place, savoir la recherche :

i° Des points zéros ;
2° Des points non essentiellement singuliers;
3° Des points essentiellement singuliers ;
4° Des points de ramification (Verweigungspunkte), c'est-à-dire de

points dé terminant un changement de valeur des fonctions du théo-
rème fondamenta l , lorsque la variable s tourne autour d'eux.

1. Le premier de ces problèmes concernant les fonctions

^ /^^^^/.(^[B^)]2/'
U / y ( ^ ) =

^ h^'[BW

est, avec les moyens dont nous disposons à cette heure, irrésoluble.
Il n'existe pas de points zéros dépendant de

/•=:-+- so

^ A'-s^/r[B(5)]•2'•==00,

r == — <»

car une telle relation est impossible, autre part qu'aux points essen-
tiellement singuliers des numérateurs comme du dénominateur, com-
pris dans les formules

B(-s )==-o ou bien B(^)==co.

Ânn. Éc. .N'or77t., (3), XXVI. — DÉCEMBRE 1909. 68
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Il faut donc rechercher de tels points de l'équation
f =: -!- X

^ A'-^/'•.A,,,,(--)[B(^)]2r=o.
;• = — oc

Mais nous ne savons pas résoudre une telle équation dans le cas
général de fonctions A/y(s),/(^) arbitraires.

à. Nous sommes, par contre, à même de résoudre complè tement le
second problème, sous la condi t ion d'une certaine extension du con-
cept de la singularité non essentielle, concernant de tels po in ts de la
fonction U/C's) . Analysons l 'équation,

/'s:-. 4-os

^ ^ /•^ /•A^(^)[B(3)r=cc.

II est facile de remarquer que cette équation peut avoir lieu, par
exemple, dans le cas de la divergence de la série du côté gauche. Cette
dernière cependant est exclue lorsque

A^,//) (m-==— oc, ..., -+-GO)

est f ini , de même que
A-1 ( -s//, ) ( m = — oo, ..., — T ).

L'éventualité discutée est possible seulement lorsque Af'jÇC^} == ^,
ou bien A(y]^) === o, pour au moins un des indices

t ==î, 2, ..., n
/=t, a, . .., n

ni =: -— GO, . . . , -4- cô^ resp. TU ==— co, ..., "— i.

3. Construcliojî d'un. feicteiir complémentaire. — Supposons que,
dans la série de valeurs ÎLoc? . • . ? C+o,» nous n'avons que des points non
essentiellement singuliers ̂ , ..., 'C .̂ des fonctions A^(^); compre-
nant cette singularité non essentielle de la manière généralisée sui-
vante, que nous admettons l'existence d'une telle fonction préalable-
ment choisie

R^ (.;) ==pi(3 - ̂ p,(z— Ç^) . . . p,{s — Ç^),
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produit des facteurs de la forme pÇz — t^} disparaissant tour à tour
aux points 2^,... , t^ mais, outre cela, en aucun autre point de la série
C-x? • • • ? 'C^i ^t qui sont finis en tous ces points. Cette fonction Rt(-s)
jouit de la propriété que les produits R, ( z ) A ^ Ç z ' ) seront finis en tout
poin t de la série C-x? - • ? C^oo ^t. surtout que les nombres

Ki(^)A/y(^)

correspondant aux équations A/y(:?n) == =o différeront de zéro.
Nous admettons de même que, parmi les valeurs tL^s .. .y C-i» nous

n'avons que des points non essent ie l lement singuliers *C^ ..., *€/ de la
fonction A""'(s) comprenant d'une manière analogue que plus haut
cette singularité non essentiel ley c'est-à-dire nous admet tons l'exis-
tence d 'un facteur

R^)=^-^) .. . ^(:;—^),

jouant le même rôle envers la fonction A"1^) que le facteur Ri ( s )
envers la fonc t ion A^('s).

RE^AROUE. — Nous adoptons d'une manière, générale le facteur qui
nous d o n n e pÇt )= o au lieu de (,^—t)^, p.ar exemple, pour ne pas
trop l imiter le l ibre choix des fonctions A^(-s), ce qui nous semble
d'autant plus ind iqué que nous ne pouvons pas, jusqu'à ma in tenan t ,
envisager la fonct ion B(.s) comme appartenant au groupe de fonctions
nommées analytiques. Nous nous résignons donc d'intégrales analy-
tiques et nous nous contentons de solut ions calculables; c'est pourquoi
nous rejetons toutes les restrictions qui, n'étant pas utiles, ne sont
point indispensables.

Écrivons maintenant

IÎ;(^=:R^(^) . . . Rr^^BâC^) . . • Ri(.^) U y ( ^ )
(J=-l-1»

^ R';-1^,) • • • Rï'-1^) l^(^)... R^/^^A,,^) [B(-;)]^
__ g =, — as___________________________________ _____________ _____________________^^

^ ^ _ ^ ^ — — — — ' — —

^ A^^CBCs)]-2^
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En verdi clé
1 , ..., n

A/J,-KJ"-= ^ A/y^( ,^ )Ay j , (^ i ) . . . A^,,.j(3cr-l)»

/'!,.. ,,/T«I

nous voyons que lorsque z === *( l'expression

.Rr1^) .- R2(^). . .A/y^)

s'annulera, car une certaine quant i té de facteurs Ri (s) const i tueront
avec des facteurs respectifs des termes de la somme A^ç(^) des pro-
duits finis, tandis que les autres s 'annuleront.

Comme
A /^-- V ^/v(^-i) • ' • ^-.(^-g)A^-^)- ^ A(^i)...A(^) '

7i,..-,/(î--i

et comme <'7^ft(s) est le mineur de l'élément A^p(-s) de la matrice

An (s), ..., Airt(,^),

A«i( .5) , . . . , A^^ ( s ) ,

c'est-à-dire la somme de produits de (/2 — i) de ces éléments, nous
voyons que ce n'est qu'après l 'introductioa du facteur R^~ ' (^ ) que
nous possédons la garantie d 'une valeur soit nul le , soit finie du pro-
duit, B^"1 (.s)^?^) en lm point singulier.

Donc, lorsque z == t, le produi t

Kr1^) . . .KÏ"^^/)^^?'^) - • • IMC^A/,/,-^)

sera soit f în i , soit s 'annulera. Comme les facteurs inf inis dépen-
dant de A/ / (^ )==cc forment avec des facteurs respectifs du produi t
R^CCal)* • -R^. 'CÇ/.) de3 valeurs soit finies, soit nulles, et que de
même les facteurs i n f i n i m e n t grands dérivant de A ( C / ' ) = = o se com-
pensent avec les facteurs in f in imentpe t i t sduprodui tR^C/ , ) - • •RaCCv )>
nous voyons donc que l'expression

<r==-+- os

B7,-1^) ... RÏ-'^W^) ... R.(^) ̂  A;^(5) /^-^[BW
0" =•:--• oo

sera pour sûr, au point z = Ç, soit finie, soit nulle. Le point Ç ne sera
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donc pas un po in t essentiellement singulier de la fonction U^(s), car
le produit

ÏÏ;(s) -= Rr1 (^)... RF1 (^) M^) • • . K,(^)U/( ̂

sera, au point ^ == Ç, soit fini, soit nul.
Ce qui nous donne le théorème :

L'ensemble des lieux non essentiellement singuliers des fonctions

r=-+- as

^ A"2^'•A,,,(.-)[B (.-)]"•

U/(s)=^-^———————————
^ /('•^/'•[B(3)]"-

/'.=:— oo

se compose de trois catégories dépeints qù'on peut dénombrer de la ma-
nière suivante :

a. Les racines de U équation

!'•==.-+• aoy /^^[B^p^o.
f^-~,—— 00

Nous ne savons rien d'autre sur ces points, sinon qu'ils sont les
racines de l'équation

B (,5)=: S/y ( f=—oo, . . . , + o o ; J = = — œ , . . . ,+oo) ,

dans laquelle de nouveau ^ est une des racines en nombre infini de
l'équation

V h'^lrryl'==:o.
r :.—. — ao

Nous ne développerons pas le calcul des valeurs S,j, connu du reste
de la théorie des fonctions elliptiques Ô, et représenté sous la forme

â/^AB^C/' ( î=:—oo, . . . , 4 - w ; 7 = = — o o , .. .,-l-oo).

Nous nous bornons à signaler que le point ^ défini par B($) == S/y
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est d'autant non essentiellement singulier envers la fonction U/(^) que,
outre' U^(^) ̂  ^Oî nous avons en un tel point

. ^ = ^ l m ^ [ B ( ^ ) - o / y ] U / ( ^ )

finie, différente de zéro.
Nous disposons, dans ce cas, du facteur complémentaire B(s) — §^.

&. Tous les nombres ^ choisis de sorte que le déterminant

An(Sv) ... Ai,(Çv)
A(^ ) ;

A^(?v) ... A^(Ç.)

^oà nul pour certaines valeurs finies^ négatives (entières), des indices
Vo ..., Vp .?o^ç /a condition cependant de l'existence d'un facteur com»
plémentaire de la fonction A'~1 (-s) déforme

R,(^)==^(^~^)...^(^-^),

c'est-à-dire d'un facteur s'annulant aux points C/^ • . . ? C^? inais fini et
différent de zéro en tout autre point de la série 'Coo? • • •? C+.oo.

Ce facteur complémentaire IL (s) iwas garantit en même temps que
le produit IL^yA''"1^) aura une valeur finie en tout point de la série
L-x? • • • ? C^eo sans excepter les points *C,̂  • . ' , Çy,.

Le facteur complémentaire des intég'rales U/(^) est donc, au point sin-
gulier Ç,

R(^) =ï\,{z ) =^ (^ ~ ̂ ) ... q^z - Ç^).

c. 7^z^ les nombres Ç choisis de sorte que^ parmi les éléments

A,7(Çv) ( l = = : I , 2 , . . . , /l; ./=I, 2, . . . , / l ; ^==^,fJ .3, . . . ,^ / , ) ,

quelques-uns deviennent infinis^ mais seulement lorsque l'exposant r a
une valeur finie et encore sous la condition de l'existence d'un facteur
R,(^) de la forme

Ri(5)=;^(.;—Ç^) .../),.(^—Ç^),

s annulant aux points '( ,̂ ,.., *C^, ^ la série C-çc? • • - ? C+oo» /lnl aux
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autres points, qui nous donne la certitude que les produits R^ (.s)A^-(^)
sont finis en tous ces points.

Le facteur complémentaire au point singulier ^ de l'intégrale U^)
est donc R(S) ̂  wr (G) -^pr1 ̂  - ç^) . . . ,^-1 (^ - ̂ .).

.̂ Tous les nombres Ç choisis de sorte que pour certaines valeurs finies
entières^ négatives', des indices de Ï^, .. *, ̂  , la condition indiquée sous b
soit remplie^ le facteur complémentaire ÏL(^) est de la forme

R , ( ^ ) = : ^ ( ^ - ^ ) . . . ^ ^ ^ - ^ ) ,

et que pour les indices de *€ , .. *, '(«. /a condition indiquée sous c soit rem-
pliey le facteur complémentaire est

R^)=p,(^^),^p,Çz^^

Le facteur complémentaire des intégrales U^(^) en un point non essen-
tiellement singulier Ç est donc de la forme

R(.;)=RÏ-^)R,(^
R(^=pï^(.^--^)...^^(^-^,)./,(^-^)...^(.-~^).

3. Le troisième problème concernant les points essentiellement sin"
guliers des fonctions U/(s) est résolu par :

i° Les points zéros de la fonction B(^);
2° Les points essentiellement singuliers des fonct ions A^(s).
Le calcul itéraire nous apprend qu'à la première catégorie appar-

t iennent les racines des équations du type f^(z')=fy{z) (M et N
nombres entiers).

4. Le quatrième problème concernant les points de ramification des
fonctions U^(s) est résolu par :

i° Les points de ramification de la fonction fondamentale /C^);
2° Les points de ramif ica t ion des fonctions A^(s);
3° Les points de ramification de la fonction B(^).
Ces derniers points, dans le cas où ils ne peuvent être envisagés

comme appartenant à la catégorie i°, sont encore inaccessibles aux
i nvesti gatio n s an a ly t ique s.


