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SUR CERTAINS SYSTEMES

D'EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES:

Pir M. Gaston DARBOUX.

[. Les systemes d’équations linéaires dont je veux développer les
propriétés sont analogues & celui qui se présente dans la théorie du
mouvement relatif. On sait que, si un solide invariable se meut dans
I'espace et si I’on connait, & chaque instant ¢, les composantes p, ¢, r
de la relation instantanée, relatives aux axes d’un triédre invariable-
ment lié & ce systéme mobile, la détermination de sa position absolue
dépend de l'intégration du systéme linéaire & trois inconnues

db de
(1) — = br —cq, — =¢p—ar %_aq——-bp,

qui admet I'intégrale quadratique a coefficients constants
(2) a*+ b+ c*= const.

Les systémes que je veux considérer sont ceux qu’on rencontre dans
I'étude des questions analogues relatives & un nombre quelconque de
dimensions. IIs se présentent sous la forme

k=n
dz;
(3) ?;;‘ :2/)1‘1.-$In
k=1

ol les indices 7 et £ peuvent prendre les valeurs 1, 2, ..., n, et ou les
Ann, Ec. Norm., (3), XXVI. — Qcronre 1909. 57



450 GASTON DARBOUX.

quantltes Pix $ satisfont aux deux conditions
(4) Piu==0, Pik = Pri= 0.

Ils admettent, eux aussi, l'intégrale quadratique

(5) Z.L}: counst.,

de sorte que toute solution particuliére définie par les formules

Xp= .T?

conduira & P'intégrale linéaire

E x}x = counst.

Indépendamment de leur intérét cinématique, les systémes (3)
méritent, au point de vue analytique, une étude approfondie. On peut
leur appliquer une remarque que j'ai déja faite pour le cas de trois va-
riables et montrer que tout systéme linéaire homogene admettant une
intégrale quadratique, a coefficients constants ou variables, peut se
ramener a la forme (3). Par suite, si 'on considére un systéme linéaire
quelconque

dx, _

(6) = Za”“z" (i, k=1,2,...,n),
et sion lui associe le systéme que j’ai appelé adjoint (Comptes rendus,
t. XC)
du;
(7) . s ._—-—2 AL U s

U'ensemble des systemes (6) et (7) admet U'intégrale quadratique
(8) Z w; ;= const.

et peut, par suite, étre ramené a la forme (3).

M. E. Goursat, dans deux Notes insérées aux Com;»tes rendus
(t. VI, 16 janvier 1888, p. 187, et t. CXLVIII, 8 mars 1909, p. 612),
M. John Eiesland, dans un Mémoire inséré a ’American Journal of
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Mathematics (t. XX, p. 245), et M. Ernesto Laura, dans deux Notes
insérées en 1907 et 1908 aux Aui della R. Accademia delle Sciense di
Torino (16 juin 19o7 et 12 janvier 19o8), se sont occupés du cas parti-
culier du systeme (3), oll n est égal & 4; et ils ont obtenu ce beau
résultat, qui peut étre considéré comme la généralisation de ce que
I'on sait pour n égal & 3, que ['intégration du systéme peut s’effectuer
par le moyen de deux équations de Riccati. Je me propose d’établir ce
théoréme par des méthodes qui peuvent s’étendre, dans une certaine
mesure, aux cas généraux.
Considérons donc le systéme

k=14
dz; O ,
(9) -(Ttlzzpikxk (l:H 2331-’1)7
k=1
oul'on a encore
(r0) Pii=0, Pik == Pri==0,

et qui admet ’intégrale quadratique
(r1) 2 x} = const.

La voie que je vais suivre repose sur la considération des solutions
pour lesquelles la constante du second membre est nulle, c’est-a-dire
pour lesquelles on a

(r2) 2%+ 2+ 2zt + xi=o.

Ces solutions ont été déja considérées par M. Eiesland, mais peut-
étre ne leur a-t-il pas attribué la place qu'elles méritent dans la
théorie.

La solution la plus générale de I’6quation (12) peut étre obtenue en
posant
(13) { 1’1+l:x2:otp, T3+ L:.Z“:-—f)a,

&y — {2y = 70, Zy— (2= oy,

«, B, 3, vy étant de nouvelles inconnues auxiliaires, qui ne sont méme
pas pleinement déterminées; car il est évidemment permis, sans
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changer les valeurs des x;, d’effectuer la substitution

(14) alah, ﬁ%s d]dh, y%,

olt A est une fonction qu’on pourra choisir arbitrairement. Nous ferons

plus loin usage de cette remarque.
On tire des équations (13) les valeurs suivantes des «; :

(13) 2z, =af + v9, 22, = oy — 36,
2, =1I(y0 —afB), 22, =i(ay + 39).
Pour avoir les équations différentielles auxquelles satisfont «, (3,
o .y . . , , e,
v, ¢, différentions les équations (13) et remplacons les dérivées des x:
par leurs valeurs. La premiére, par exemple, nous donnera le résultat
suivant :

d A T . .
0‘["5 -+ éﬁl)n“l— "g(Pw‘l‘ {Ps3) — g(‘]/’m—“[’eu):'

N N

dot { 0 .
+8 7 -+ Eaj)m"!‘ ;(1)13+ZP23) —

Q;

(ip1a —1)24)] =o.

2

En introduisant une inconnue auxiliaire A, on peut remplacer cette
équation quadratique par le systéme de deux équations lnéaires

d. . N .
2 2‘5 =—ia(pi+r) +0[—piz— pu+(pu—pa)ls

d . .
27{: =—B(pra—n) +y[  Pis—Pu-+ (Pt Pas)]

Différentions les autres équations (13), en tenant compte des deux
équations précédentes. Si, pour plus de symétrie, on pose

([6) )‘:P'—Piih
et si 'on introduit, pour abréger, les notations suivantes :

P12 P = Qg, P13+ Pa = Qy, Pra— Paz= Gy,

(17)
P12 — Pz = b, Piz— Pa= by, Pu— Paz= by,



SUR CERTAINS SYSTEMES D EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEATRES. 453

on sera conduit au systéme suivant :

[ d
s 271% =— to(f =+ by) + 0(— ay+ b,),
(18) q ds ,
( 2= ala;—+ib,) — id(p — bs).
dB .
| 2% = Blp—a) +y(by+ia),
(18") .
G _
[ 2op = b(=bs+ia) +iy(as+p),

qui se décompose en deux systémes linéaires & deux inconnues seulement.
Ces deux systémes sont absolument indépendants.

Si l'on effectue sur les variables o, 3, v, ¢ la substitution (14), il
faut effectuer de méme sur . la substitution
i dh
(19) !
w pourra donc étre choisie arbitrairement. Comme on sait que les sys-
téemes linéaires de la forme

dx nx -+ n dr Z—qy
—_— ] ’ —_— 4 s
dt Js a — P (B4

pour lesquels la somme m + ¢ est égale & zéro, jouissent de la pro-
priété que le déterminant z,y, — x,y, de deux systémes de solutions
particuliéres est constant, on sera conduit & poser ici

(20) pr=o,

pour donner cette propriété aux systémes (18) et (18”). Ils prendront
alors la forme détfinitive

2%: —ibyor -+ (— ay+ 0b,)0,
(21)
2;‘5_? (@y+ b))t —+ ibsd,
‘ N B O A
(217) oy . '
( 2 = (— b3+ ia,)B + iayy.
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On sait qu'on peut ramener U'intégration de ces systémes a celle de
deux équations de Riccati, qui seront

2

(\ da do
210

(22) . —tﬁ_az):(’"”3‘*‘[1)4)62—21.5216‘— (as=+ i) o,
29

! d d; , . . . .

2&72%-—— ﬁ): (by+ i) yP—20asBy — (— b+ ia,) 3%

8

et qui détermineront respectivement les rapports = et =- Si l'on se
° 7

reporte aux formules (13), on constate que ces rapports mutuels sont
les parameétres des deux familles de gencratrices rectilignes de la qua-
drique représentée par I'équation (12).

Il est facile maintenant d’avoir la solution générale du systéme
proposé. Si a, & et a,, &, sont deux systémes particuliers de solutions
du systeme (21) qu’on pourra, pour plus de netteté, supposer liés par
la relation

(23) ad; — da; =1,
la solution la plus générale de ce systéeme sera donnée par les formules
(24) a'=ca =+ ¢, ay, 0'=cd+ ¢, 0y,

ol ¢, ¢, désigneront deux constantes arbitraires.
De méme, si B, v; B,, v, désignent deux systémes de solutions du
systeme (21") liés également par la relation

(25) Bri—vBi=r,
la solution générale de ce systéme aura pour expression
(26) B'=cyf + ¢ B1, “//:cz}""cs’}’u

ou c¢,, ¢, seront deux nouvelles constantes.
En portant toutes ces valeurs dans les formules (15), on aura

22,= ccy(aff + y9) + ces(af,+ 0y,) + cyca(ay B+ 8,y) + c1cs(aBy+ v, 9y),
22y = icCy (Y0 — af}) + iccs ( Sy — afy) + iegea(y8; — Bory) + icycs(y1 01— o, By),
2x3= ccy(oty — Bd) + cey(ayi— 0B1) + cyea(yay + Boy) + ¢i¢5(a; ys— By 8y),
\ 22y =lccy (ay =+ B3) ~+ fecy(ayy + 0By) + degea(yoy + Bdy) + icycs( oty yy+ By 61).
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Ces formules, & la vérité, ne fournissent que les solutions pour les-
quelles Ia somme des carrés est nulle. Mais il est bien facile de passer
au cas général. Il suftit d'y remplacer les produits ¢, par des con-
stantes quelconques. On obtient ainsi la solution générale par les
formules

= G234+ y9)+ CiloBi+7:9)+ D(Bay+ y3)) + Dy (aB+ 071,
(28) J‘zr—“c(‘/a—9‘5)+5cl(”/161“9‘151)+ln 70— Bay) 4Dy ( oy —aBy),
xy= C(ay —B0)+ Gl yy—0,81)+ D(yor—Boy)+ Dy(ay—03),
2, =00 {2ty + 30) +iC (o y,+ B 0y )+ iD (yo,+ P0,) + Dy (ay+ 651),

ou G, C;, D, D, désignent des constantes entiérement arbitraires. 1l
est facile de voir qu'on aura

(29) 2l 2+ i+ ai=400,—4DD,.

La méthode précédente ne parait guére susceptible de s'étendre au
cas ol 2 est quelconque. Je me propose de montrer cependant que la
considération des solutions pour lesquelles la somme des carrés des
inconnues est nulle conduit encore 2 des simplifications pour les valeurs
les moins élevées de n. J'aurai également l'occasion de montrer qu'a
la considération d’un systeme d’équations linéaires et & celle de son
systéme adjoint, il faut lier I'étude de certains systémes intermédiaires
qui admettent comme solutions les divers déterminants qu'on peut
former avec un groupe plus ou moins étendu de solutions par-
ticuliéres.
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II.

2. Les résultats contenus dans l'article précédent ont été commu-
niqués 4 ’Académie des Sciences dans la séance du 4 janvier 19og
(Comptes rendus, t. CXLVIII, p. 16).

Depuis, dans une Note insérée aux Comptes rendus du 8 février sui-
vant (p. 332 du méme Tome), un géométre des plus habiles, M. Ves-
siot, est revenu sur ce sujet pour lui appliquer les méthodes tirées de la
théorie des groupes de Sophus Lie, qu’il avait déja proposées dans un
Mémoire antérieur. Je voudrais, & mon tour, terminer mon étude et
faire connaitre a la fois les méthodes et les résultats que j’ai sommai-
rement annoncés au cours et i la fin de ma premiére Communication.

Les méthodes reposent toujours sur la considération des généra-
trices rectilignes des surfaces du second degré dans un espace & un
nombre quelconque de dimensions. On sait, et il a été établi par
MM. Corrado Segre dans le Tome XXXVI des Mémoires de Turin
(2¢ série), par M. Emile Borel dans les Annales de I’Ecole Nor-
male (1892), qu'on peut étendre & un espace & un nombre quelconque
de dimensions la théorie des génératrices rectilignes des quadriques.

Sil'on considére, par exemple, I’équation quadratique homogene

O( &y, Zgs ooy Tap) =0,
contenant un nombre pair de variables, on peut toujours la ramener
a la forme
(3) PiEi+. ..+ p,x, =0,
ou les p;, x; désignent 2 fonctions linéairement indépendantes, et

I'on obtient alors deux systémes de génératrices rectilignes, I'un défini
par des équations

(4) piZZGik‘rln
.\ ’ k

ou l'on a

(5) Qip—t ap =03

'autre, qui dériverait des équations (4) par I'échange d’une des quan-
tités p; avec la quantité correspondante ;. Si, dans I'un oul’autre sys-
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teme, on échange un nombre pair de quantités p; avec les quantités
de méme indice a;, on retombe sur une génératrice rectiligne de méme
systeme.

Supposons au contraire qu’on envisage une relation quadratique
homogéne, & un nombre impair de variables,

C.D(‘Z.ly Lyy o v vy ‘r‘.’n+i) =0,
on pourra la ramener 4 la forme
(6) T PaZa—t o Pu T+ X5 =0,

et 'on n’obtiendra cette fois gu’un seul systéme de génératrices recti-
lignes, défini, par exemple, par les formules

s P1:2 Qi Xy

X py Zy A gy ,k'T/.'

avec les conditions
(8) Qi+ @pi= 0.

Au reste, ce cas se ramene au précédent si U'on identifie I'une des
quantités p; avec la quantité de méme indice ;.

Ces explications préliminaires aideront le lecteur & mieux com-
prendre la méthode que nous allons employer.

3. Revenons au systéeme (1) qui admet I'intégrale quadratique

2 2} = const.

Comme dans le cas ou n =4, nous ne considérerons que les solu-
tions du systeme pour lesquelles on a
(9) Y zi=o.

On verra facilement qu’elles fourniront sans intégration nouvelle la
solution générale.

Pour éviter 'emploi des imaginaires, je supposerai qu’on ait ramené
la relation (g) 4 la forme (3), dans le cas ol le nombre des variables

Ann. Ec. Norm., (3), XXVI. — OcropRe 1909, 38
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est pair, & la forme (6) si le nombre des variables est impair. Envisa-
geons d’abord la premiére hypothése, et supposons que la relation (g)
ait été réduite a la forme

(10) PL&Ty~ PaZa—t .. == PpXy==0.

Le systeme (1) pourra alors s’écrire comme il suit :

dx; Y
= :2 a,-,@,,—i—}_l @ Py
dp; QO

et, pour qu'il puisse admettre I'intégrale (10), il faudra qu’on ait
%+ Br=0, Qi+ 0 == 0, b+ b =o.
On pourra donc lui donner la forme

(l.l.",‘ \
T = Z i g +2 iy Prs

dp; O

(11)

les «;; étant des fonctions quelconques de ¢ et les ay, by étant, au
contraire, assujetties & vérifier les conditions

(12) Qi+ Ai=10, by + b =o,
pour toutes les valeurs des indices ¢ et 4.

4. Cela posé, je considére une génératrice rectiligne de la qua-
drique, définie par les équations

(13) p,-:Z Uiy (i=1,2, ..., n)
’

avec les conditions
(14) Wi+ W= 0,
et je vais déterminer les uy par la condition que la génératrice porte le

plus grand nombre possible de solutions du systéme (11).
Pour cela, je remarque que, si I'on substitue les valeurs des p; dans
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la premiére des équations (11), on obtient d’abord un systeme

. dx,-__v »
(ID) -(—l-z- =2 [I,,:_.,Z'/..,
]l.
oul’on a
Il,‘k: ik +E iy lly s,

B

v

de sorte que, si les u; sont connues, les ; devront d¢ja satisfaire au
systeme (15). Pour qu'ils restent les plus généraux possibles, il faudra
donc que les autres équations, celles qu’on obtient en portant les
valeurs des p; dans la seconde équation (11), soient identiquement
vérifiées. On est ainsi conduit, par un caleul facile, aux équations

. dugy —
(16) 7 =Z (Ot s — StyiUys) + Dux +}_‘ z @y Upsi Uprry

u.

“

w

qui détermineront les quantités u; et qui sont en méme nombre que
ces inconnues.

5. Appliquée au cas ot n = 2 et aux deux systémes de génératrices,
cette méthode fournirait les résultats de notre premiére Communica-
tion. Envisageons maintenant I’hypothése n = 3.

La relation identique deviendra ici

P1&y = PaZy—+ P3Zy= 0.

Pour ne pas compliquer les notations, nous remplacerons ., u,,,
,, respectivement par ¢, ¢,, ¢,. Nous aurons alors les équations d’une

. ’

u
génératrice

(17) P1= 92Xy — 3T, P2== 3%y — 01 Xy, Py== ¢y 020y,
puis la formule (16) donnera

(18 dv, — ) , :

18) Tz T Vs GV Gy A O

— 01 (0 Qg = Clyz = @ay ¥y~ @3y 9o == A2 ¢'3)

et les deux équations analogues.
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Posons

et déterminons V par la condition

dV i, R
v =l oy 4 g+ otys) V4 @y Vi + @y Vo + @,V
h étant une fonction arbitraire dont on pourra disposer a volonté, nous

serons ramenés au systéme suivant :

dV
a5 = (b + oy agy+ oyy) V + assVi+ a3 Vot @nVy,
av, ,
772— = b3gV+ (/L -+ a,,)V1+ ﬁlx_)‘ 5+ 0(13V3,
(19) 'V
—th} =8,V + oy, V, 4 (2 =4 090 ) Vo4 225V,
\4 ;
%73 =b, V4 a3V, + a3 Vo + (2 4+ 033) Vy,

qui est linéaire, homogtne et du quatriéme ordre seulement. Mais ce
systeme a perdu la propriété d’admettre une intégrale quadratique et,
lorsqu’on en connaitra les solutions, il restera encore a intégrer le
suivant :

dx . ) .
",—tl = (a2, V4 a,sVi— a3 Vo) o+ (20 V+ ay Vi) 2o+ (23 V—a,, Vi)
\ dr, . . ; ;
(20) ! A% p = (aﬁl" —_— az;;v-_)) £+ (agg\l -+ az:,\ = a-21V2) X+ (ag;}V'*" azl‘ 2) X3,

dr
, dz, 7 r
| V?Z‘ == (0t V4 a5y V) @14 (30 V— 13 V) @a+ (053 V- @3y Va— @3, V) 25,
qui déterminera les solutions portées sur la génératrice rectiligne
définie par les équations (17).

Cette réduction revient au fond & celle qui a été signalée par M. Ves-
siot & la page 334 du Tome CXVIII des Comptes rendus.

6. La méthode que nous venons de suivre s’applique, presque sans
modification, au cas ol le nombre total des variables est impair. Alors
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on peut prendre pour la forme réduite de la relation quadratique I’ex-
pression

(21) PL&y+PaZa—.. .= Pp Xy + T =0,
et il n’y aura qu’a supposer
Pr= X,

- . dx, d
dans les calculs précédents. La comparaison des valeurs de - —(%—‘

dans les formules (11) nous donnera les relations supplémentaires
entre les coefficients

(32) Ink— bn!:_-——ow Afen =+ Api= 0.

Iciles équations (13) se partageront. On aura d’abord

(23) [),-"_:lem;l}k (i=1,2, ..., n—1),
A,
puis
—
(24) ‘Tu:}_‘ Uyl L)

k

Les équations (16) subsisteront sans modification; mais le systéme
des ¢quations (15)

dx;

(23) : ar = Hyxp

DY
i
/I'
pourra étre ramené a ne contenir que les inconnues z, Z,, ..., Z,_,,

variz x, étant fournie pa uati a4).
la variable tant fournie par ’équation (24

Ainsi, dansle cas de cing variables comme dans celui de six variables,
on sera ramené i un systéme linéaire & quatre inconnues; mais le sys-
teme complémentaire analogue au systéme (20) ne contiendra plus
que deux inconnues.

7. Revenons maintenant au cas ol il yaun nombre pair devariables
et supposons n =/; alors il y a six quantités w; et le systeme (16) se
composera seulement de six équations. Il est vrai qu’il ne sera pas
linéaire. Je n’examinerai pas comment, par I'addition de certaines
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inconnues, on parviendrait & le transformer en un autre systéme
linéaire, et je me bornerai a faire remarquer ce fait curicux que, com-
paré au systeme primitif, il réalise un abaissement de 'ordre, puisque
le systéme proposé se composait de huit équations a huit inconnues,
tandis que le systéme (16) ne contient plus que six inconnues. Il est
vrai qu'apres U'avoir intégré, il restera encore & obtenir les solutions
d’un systéme linéaire & quatre inconnues, le systéme (15); mais c’est
précisément dans cette décomposition des difticultés du probléme que
réside 'intérét de la méthode que nous avons suivie.

8. Les résultats que nous venons d’exposer s’appliquent tous & un
systéme linéaire particulier, caractérisé par la propriété d’admettre
une intégrale quadratique. Il me paraitintéressant de les rattacher a des
remarques et & des méthodes générales, d’ailleurs trés élémentaires,
embrassant tous les systémes linéaires homogénes sans exception

Dans la Note qui a ¢té insérée en 1880 & 1'1 page 524 du Tome XC
des Comples rendus, j'ai donné une généralisation trés mmple de'équa-
tion adjointe de Lagrange, en montrant qu'il y a lieu d’associer a tout
systéme linéaire

dx

(26) dt

'__Ea,,u (L k=1,2,...,n)
le systéme suivant :

(27) %:—Eamuk (L A=1,2, ..., R),
que j’ai appelé le systéme adjoint. En s’inspirant des idées qui ont été
indiquées par Clebsch dans son Mémoire : Ueber eine Fundamentalauf-
gabe der Invariantentheorie, publié en 1872 dans les Mémoires dela Societé
de Geetiingue, on peut étendre beaucoup la notion du systéme adjoint.

Utilisant les notions fondamentales introduites par la méthode des
polaires réciproques de Poncelet et la géométrie des droites de Plicker,
Clebsch se propose, dans ce Mémoire, de formuler tout au moins
I'énoncé du probleme fondamental de [a théorie des invariants, et il est
conduit & considérer dans un espace & un nombre quelconque de
dimensions toutes les multiplicités linéaires, d'un nombre moindre de
dimensions, qui peuvent y entrer.
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Si, par exemple, I'espace est & » — 1 dimensions, il faudra y envi-
sager : 1° la multiplicité de dimension nulle formée par un point
unique; 2° les multiplicités linéaires & une, deux, ..., n—2 dimen-
sions déterminées par deux, trois, ..., n—1 points. Dans l'espace
ordinaire, elles forment le point, la ligne droite, le plan.

Si I'on étudie ces multiplicités au point de vue de la méthode des
polaires réciproques, en cherchant pour chacune d’elles les multipli-
cités d’ordre » — 2 qui la contiennent tout entiére, on verra facile-
ment qu'une multiplicité de la A4¥"° dimension est contenue dans des
multiplicités de la (n — 2)ime dimension qui forment un ensemble
linéaire a n — & — 2 parametres.

Analytiquement, la méthode de Clebsch revient & considérer, & coté
des multiplicités de dimensions nulles formées par des points tels que
les suivants :

"l"}a ‘liv ey x}z’
\ a3, x}, R T
(28) ( eeay ceny ey ey
(x 2l
xy, xy, ceey Xy

les multiplicités linéaires 4 une, deux, ... dimensions formées avec
deux, trois, ... de ces points. Par analogie avec ce qui se passe dans
I'espace ordinaire, on est conduit & prendre pour coordonnées de ces
multiplicités certains déterminants formés avec les coordonnées des
points qui les déterminent. Par exemple, pour la multiplicité d’ordre 2
assujettie & contenir les trois points de coordonnées

1 i i
xi, oz, .., xh,

2 2 2
Xy XLyy ey Ly,

xd, xE, ..., xh,
, n(n—1 n—29 4 .
les coordonnées seront les ( 25( ) déterminants
Piri= x} x} xj}
z} z} x}

entre lesquels existent, comme on sait, de nombreuses relations.
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Sil'on associe au Tableau (28) le Tableau suivant :

/
s wt, wl, ..., ul,

2 2 2

(29) Vi, w0 ug,
E 1 ey ey ey e
L 2

dont les ¢léments sont déterminés par les relations

(30) E utal=r,
(31) Euf’.r{f':o (h2 '),

i

chaque mineur du Tableau (28) est proportionnel au coefficient du
mineur correspondant dans le Tableau (29), de sorte que les coordon-
nées py,... d'une multiplicité linéaire quelconque peuvent s’exprimer,
soit en fonction des «, soit en fonction des v/ par les déterminants
dont nous venons d’établir les corrélations.

9. Aprés avoir rappelé ces idées de Clebsch, appliquons-les a la
question actuelle et revenons au systéme linéaire (26).

Supposons que le Tableau (28) définisse un systéme fondamental
d’intégrales de ce systéme, et cherchons a définir directement toutes
les multiplicités de dimensions quelconques qui y sont contenues.
Commencons par les plus simples, celles dont les coordonnées seraient
formées avec les déterminants de deux systemes de solutions, et posons

' .

W
! x
2

x} x

(32) U=

;0 S

On aura

U == Up; =0

et la différentiation montre trés simplement que les u;, satisfont aux
équations suivantes :

s d[(,'k W [l
(33) —r :Z Qip, lty_k—z @y Uiy
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n(n—r)
2

qui forment un systéme linéaire 3 inconnues définissant les

multiplicités a une dimension contenues dans la multiplicité formée
par 'ensemble des inconnues.

D’apres teur définition méme, les fonctions wy satisfont nécessaire-
ment a toutes les relations telles que la suivante :

Ajjerm = Uy, Wpp =+ Wi Uy =k Wy Ujp == O.

Or, I'emploi des équations (33) nous permet de démontrer les for-
mules
oy BAikim AN AN AN AN
(34) dt T el al'p.Aplcl;)z+‘,/_‘ al.-p.Aiy.lm +‘/_‘ ”ly.Ail.-;un +~ amp.Aiklp.)
o

[ w .

qui montrent que le systeme (33), envisagé en lui-méme et indépen-
damment de son origine, ne conduit pas nécessairement i des valeurs
nulles des A;,,. Ce résultat était facile & prévoir; mais il sera avanta-
geux dans certains cas de substituer ou d’adjoindre le systéme (34)
aux équations (33).

Supposons, par exemple, » = 4. Il y aura donc une seule quantité A,
A, 44, et on aura

% = (@1 Q23+ Qg3+ aiy) A

Comme on peut toujours, en employant une quadrature, faire en

sorte qu’on ait
A1y~ Qe+ A3+ Ay, =0,

on reconnait que, pour le cas particulier ou n =14, le systéme
linéaire & six inconnues (32) admettra une intégrale quadratique et
sera réductible, par conséquent, a ceux qui ont été 'occasion de cette
étude. C’est le résultat inverse de celui qui a été établi a I'article 3.

10. Aprés ce cas particulier, élevons-nous tout de suite au cas le
plus général, et voyons comment on pourrait déterminer les multipli-
cités 2 un nombre quelconque de dimensions formées avec les solu-
tions du systéme proposé. Pour ne pas compliquer les notations,

Ann. Ee. Norm., (3), XXVI. — OCTOBRE 1909. 59
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bornons-nous & envisager par exemple les expressions

1 IS NS P |

Xy Xy X I,

a 5 N N

o x; &} x} &)
( 33 ) WUipim = : ! "
3 .3 3 3

a} a2} 2} ),

I o S 4 S

En différentiant on aura le systéme des équations propres 2 les
déterminer :

d”iklnz

(36) 77

—
:2 Ay lpdcim +}_‘ Ay Wiutm +E Qi Uigpm +Z Apnp Wiferp.e
© B u w

On voit immédiatement le mode de formation de ces équations et le
moyen de les étendre & un nombre quelconque d’indices. Le nombre
de ces indices pouvant varier de 2 & n — 1, on aura ainsi n — 2 sys-
temes linéaires distincts. Nous dirons qu’ils sont associés au systéme
propose.

Il importe de remarquer d’abord que le dernier ne différe pas essen-
tiellement du systeme adjoint.

En effet, d’aprés ce que nous savons du systéme adjoint, les quan-
tités «f du Tableau (29), qui satisfont aux relations (30) et (31),
forment un systéme fondamental de solutions du systéme adjoint. Or,
si lon résout ces équations (30) en posant, suivant la notation de
Kronecker, ‘

A= dét | =z%],
on aura évidemment
wie— L 0A
F7A 0z,

. JA L . .
Les mineurs 5— sont précisément les inconnues qui figurent dans
A

notre dernier systéme associé. Quant a4 A, on peut le déterminer,
comme on sait, par une quadrature. Notre dernier systéme associé est
donc identique au fond au systéme adjoint.

Quant & ceux qui précédent, il résulte évidemment des relations
établies & 'article 8 qu’ils pourraient tous se déduire, dans un ordre
inverse, du systeme adjoint. L’avant-dernier, par exemple, serait le
premier qui se déduirait du systéme adjoint, et ainsi de suite.
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L1. Dés que le nombre des variables croitra quelque peu, tous les
systemes auxiliaires précédents comprendront un nombre rapidement
croissant d’inconnues. Ces inconnues, par exemple, seront au nombre
de 15 ou de 20 dés que n sera égal & 6.

Dans tous les cas, elles seront liées, il est vrai, par un grand nombre
de relations. Mais ces relations seront plus ou moins simples, plus ou
moins dépendantes les unes des autres, et leur considération peut
introduire de grandes complications. Nous allons montrer qu'on peut
substituer a ces systemes associés d’autres systémes d’équations diffe-
rentielles, qui a la vérité ne seraient plus linéaires, mais ou les fonc-
tions inconnues seront indépendantes, en ce sens que leurs valeurs
initiales pourront étre choisies arbitrairement. Ces systémes nous appa-
raissent comme la véritable généralisation de I'équation de Riceati.

Envisageons a cet effet un systéme linéaire homogéne de la forme la
plus générale tel que le systéme (26), et considérons un systeme fon-
damental de solutions donné par le Tableau (28). L’intégrale générale
du systéme sera de la forme
z; = Ciel + Gl +...+C,2f,
2y =Gy + Gzl +.. .+ Cpz?,

(38)

~ N P Al
x2,=Cix)+ G, +...+ 0,2}

Etablissons, entre les constantes C,, C,, .., C,, p relations linéaires

Ci=2y Cpiy+ AoCpia+. ..+ Ny ey Cr,
(39) C2:/"21C[)+1+]L22CP+2+"'+122,R—PC"7

Cp:/l[)l Cp+l+/lplcp+2+‘ e /lp,n—pcm

ou les %;; désignent des constantes quelconques, au nombre de p(n— p).
Les x; deviendront des fonctions linéaires de C,., Cprss - - ., Cp, et 'on
aura

(40) 2;= 01 Cpos + 912 Cpra =4 . . =4 010 p iy

les ¢; ayant pour valeurs
p=p

(41) o x;’*‘"-{-z hy .
m=1
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Par suite on aura, entre les z;, p relations indépendantes des con-
stantes C,.4, et p relations seulement. On peut d’ailleurs former ces
relations et les ¢erire comme il suit :

Xy iy Cia Cin—p
xZ ¢ e ¢ -
’ . p+1 p+11 p+in—=p | __
(42) A= = 0,
Ln nt e« Pan-p

i pouvant prendre foutes les valeurs 1, 2, ..., p.
On peut résoudre les équations précédentes par rapport aux x;, et
I'on aura

(53) ‘Z“i:"Vilxp+l+“'l'2xp+2+---+”'i,n-pwn (i—‘—-“ 2, '-"/))>

en posant, pour abréger,
0A;  OA

().'1'1)+‘ : ().7»',‘

(44) TS

On peut donc considérer comme connue la forme des expressions w
en fonction des constantes arbitraires 4, ; absolument comme on con-
nait, dans le cas de I'équation de Riceati, la forme de I'intégrale géné-
rale en fonction de la constante arbitraire.

Or on peut former aisément les équations différentielles qui déter-
minent les quantités w.

[2. Remarquons d’abord que, si l'on élimine x,, ..., x, d 'aide des
¢quations (43), on donnera aux équations différentielles proposées
la forme sulvante :

. dx;
(ﬁa) —[—lf = I’I“ L piq H,'Q.Z-'[H.g‘l— ‘e - [’[f’n_,, Xy
oul'on a
(46) Hir= a; pri+ @iys0in+ @pntag =+ o .= @ip W ppe

Si d’abord on met a part les p premieres équations (45), en y rem-
placant les 2; par leur valeur tirée des équations (43), il viendra

2l / (ll\"'/‘.
2‘ ~1«'p+1.~( 7['— — Hu +E m,-[_LH,,_._y_,,L.) =o.
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Comme il ne doit y avoir aucune relation linéaire entre les X, il
faut done qu’on ait

dﬂ‘-k !
(47) Ttl_ = Hm—}‘ Wiy Hpay g
0

Cela donne un systéme de p(n — p) équations différentielles du pre-
mier ordre propre & déterminer les p(n — p) fonctions wy. Elles ne
sont pas linéaires, mais, comme il arrive pour I'équation de Riccati,
leurs seconds membres sont du second degré par rapport aux fonc-
tions inconnues.

Supposons qu’on les ait intégrées. Alors les n — p derniéres équa-
tions (45) formeront un systeme linéaire
Az, ;.

dt

(48) = Hp-+—k,1-'r/)+l ..o Hp-t—l:,n-—pxn

qui déterminera les valeurs les plus générales des n—p inconnues
Xpery -+ oy Ty Quant aux p premiéres @, a,, ..., x,, elless’obtiendront
ensuite sans intégration nouvelle & 'aide des relations linéaires (43).

13. 1l nous reste maintenant a établir la relation que nous avons
énoncée a I'article 11, ¢’est-a-dire & montrer que la nouvelle méthode
de solution équivaut a celle que nous avons déduite de la considéra-
tion des systémes associés. Cela ne présente aucune difficulté. Si nous
substituons en effet, dans les formules (43), successivement n — p sys-
temes de solutions du systéme fondamental, choisis comme on voudra,

R N ] -
LYy Xgy Ty, ey Xy (t=1,2, ..., n—p),

on aura n — p équations
Y p— N 0, b
Xp= w hy. T papps

qui détermineront les w,, en fonction de ces solutions. Le dénomina-
teur commun des valeurs des wy, sera

oy | 1 W1
‘.r,,_H Ly .. T, l
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Quant aux numérateurs, on les obtiendra en remplacant; dans une
des colonnes du déterminant précédent, I'indice inférieur p + A par un
indice au plus égal a p.

Ces numérateurs et ces dénominateurs ne sont autres, par consé-
guent, que les déterminants qui entrent dans les solutions générales
d’un méme systéme associé. Ce sont ceux de ces déterminants entre
lesquels il n’existe, a priori, aucune relation.

4. Je laisserai au lecteur le soin de rapprocher les remarques
générales que je viens de présenter des méthodes que j’ai appliquées
au cas spécial ou il y a une intégrale quadratique; mais je terminerai
en donnant deux propositions relatives aux systémes associés.

La premiére n’est qu'une généralisation d’un théoréme que j’avais
établi pour I'équation de Riccati dans le Volume dédié & la mémoire
du P. Chelini et que j’ai étendu ensuite dans le Tome XC des Comptes
ren«lus aux systemes linéaires les plus généraux.

Sous une forme abrégée, ce théoréme s’énonce comme il suit :

St un systéme linéaire homogéne d’équations différentielles admet une
intégrale algebrique, nécessairement homogene, toutes les formes arjointes
(covariants, contrevariants, formesmixtes)donnent encore desintégrales
du méme systéme.

Les formes adjointes que j’avais ainsi considérées ne contenaient
que deux espéces différentes de variables, par exemple des coordon-
nées de points et des coordonnées de plans dans I’espace ordinaire,
L'introduction des systemes associés permet d’étendrele théoréme aux
formes invariantes les plus générales telles que Clebsch les a définies,
c’est-a-dire & celles qui contiennent les coordonnées de toutes les mul-
tiplités linéaires qui peuvent exister dans un espace donné. Dans l'es-
pace ordinaire, ces formes pourraient renfermer, ensemble ou séparé-
ment, non seulement des coordonnées de points et de plans, mais
aussi des coordonnées de lignes droites.

Pour ne donner qu’un exemple, si le systéme fondamental admet
une intégrale quadratique, il en est de méme de tous les systémes
associés.
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15. La seconde proposition sur laquelle j'insisterai est la suivante :

Quand on peut intégrer le systéme fondamental, on peut ausst intégrer
completement chacun des systémes associés, considéré indépendamment de
tous les autres.

Parmi les différentes manieres de la démontrer, je choisirai la sui-
vante :

Si l'on soumet le systéme fondamental & une substitution linéaire
quelconque, il est clair que tous les systémes associés seront soumis
4 une substitution linéaire dérivée de la premiére. Si on les soumet
a cette substitution dérivée, ils demeureront les systémes associés au
nouveau systéme fondamental.

D’apres cela, effectuons la substitution linéaire qui réduitle systéme
fondamental & la forme

(/"L‘,'

—— =0.
(49) 7
Toutes les quantités a;;, étant devenues nulles, les systémes associés
prendront les formes suivantes :

dl(,'/‘. dll,'/..[
—_— ) — N
dt ' de '

et pourront, par conséquent, étre immédiatement intégrés.
Ainsi la réduction du systéme fondamental & la forme (49), c’est-
a-dire son intégration, entraine celle de tous les systémes associés.

22 Mars 1909.



