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ESSAI
SUR LA

PROPAGATION PAR ONDES;
PAR M. E. VESSIOT.

Dans un précédent article ( j ) nous avons étudié analytiquement la
propagation par ondes dans un milieu dont la nature ne varie pas avec
le temps, et montré les relations étroitesde ce problème avec la théorie
des transformations de contact, avec celle des équations aux dérivées
partielles du premier ordre où ne figure pas explicitement la fonct ion
inconnue, et avec la recherclie des maxima et minima des intégrales
simples.

Les pages qui suivent sont consacrées à la propagation par ondes
dans un milieu dont la na ture varie avec le temps. Le problème est
traité à un point de vue purement cinématique. Le milieu est défini
par le système des ondes élémentaires qui ont pour origines, à chaque
instant, les divers points du milieu. La loi de la propagation est le
principe des ondes enveloppes; mais nous supposons seulement qu'il
ait lieu pour un intervalle de temps infinitésimal, et aux infiniment
petits près d'ordre supérieur. Un des résultats obtenus est que le
principe est alors rigoureusement vrai, dans tout intervalle de temps.

Nous raisonnons sur l'espace à n dimensions. Mais notre exposition
ne suppose connus que la notion drôlement de contact, celle de multi-

( i) Sur l'interprétation mécanique des transformations de contact infinitésimales
(Bulletin de la Société mathématique de France, t. X.XXIV, 1906).
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plicité, et les principes fondamentaux de la théorie des équations
différentielles ordinaires.

Deux faits essentiels se présentent : d'une part, la propagation se
fait par éléments de contact, les éléments de contact de l'onde origine
étant individuel lement transportés pour constituer les ondes nouvelles
qui en dérivent; et, d'autre part, la famille des ondes successivement
issues d'une même onde origine est définie par une équation aux
dérivées partielles, qui peut être l'équation aux dérivées partielles du
premier ordre, à n variables indépendantes, et à une fonction
inconnue, la plus générale*

De là découle, intuitivement, une théorie nouvelle de l'intégration
des équations aux dérivées partielles du premier ordre. La loi du
déplacement des éléments de contact du milieu est donnée par le
système différentiel que la théorie de Cauchy donne pour les caracté-
ristiques.

Dans le déplacement d'un élément de contact, le point de cet élément
décrit ce que nous appelons une trajectoire de l'ébranlement. Nous
établissons que, dans ce cas du régime variable, comme dans le cas du
régime permanent, les trajectoires correspondent à la durée minima
dans la propagation. La question équivaut à l'étude générale des con-
ditions nécessaires et suffisantes pour le minimum de l'intégrale d'une
équation différentielle de la forme

dt-=Sl{t\x^ ..;,^[^i, ...,^J,

où û est homogène du premier degré en dx^ ..., dxr, ; cette intégrale
est prise dans l'hypothèse où x^ ..., absent les coordonnées courantes
d'un point d'un arc de courbe, et a une valeur initiale donnée t^ à
l'origine de cet arc; et c'est la valeur qu'elle prend à l'extrémité de
l'arc qu'il s'agit de rendre minima, en choisissant convenablement
l'arc de courbe, dont les extrémités sont supposées données (1).

La considération de la variation simple conduit à des conditions
nécessaires, qui définissent la courbe cherchée comme une trajectoire
de la propagation. Nous montrons que ces conditions sont suffisantes,

(') Foir^ au sujet de problèmes de ce genre, A. MAYKK, Leipziger jBerichte, 1895, et
D. EGOROW, Mcitkematische Ânnalen, 1906.
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toutes les fois que les ondes élémentaires ont» en chacun de ceux de
leurs points qui interviennent, une forme concave vers. leur origine.

Le fait résulte de ce que la question de minimum précédente se
ramène à l'étude d'une question de maximum qui se présente dans la
propagation d'un ébranlement le long d'une courbe donnée; et pour
cette dernière question, la solution est presque intuitive.

Dans cette question de maximum, il s'agit de l'intégrale d'une équa-
tion de la forme

n

dt ==^ pi dx,,
;== i

prise le long d'une courbe fixe donnée; et il faut déterminer les fonc-
tions p^ ..., pn de manière qu'elles satisfassent à une relation
donnée

H(^ |^ i , . ..,^« |/-?i, ...,/^) =o.

et rendent maxima la valeur prise par l'intégrale à l'extrémité de rare
de courbe.

La méthode qui se présente ainsi d'elle-même est équivalente aux
méthodes de Weierstrass et d'Hilbert. Nous nous sommes bornés à
l'esquisser rapidement. Elle s'applique, à plus forte raison, à la théorie
des maxima et minima des intégrales simples, et peut s'étendre au cas
des intégrales multiples. Nous y reviendrons dans un autre travail.

Signalons enfin que nous avons supposé que les ondes élémentaires
ont cc7^1 points etco^-1 plans tangents. Nous nous proposons de revenir,
dans une autre occasion, sur les autres cas, qui offrent un intérêt
particulier, tant au point de vue de la théorie des équations aux dé-
rivées partielles que Lie a nommées semi-linéaires ou pseudo-linéaires
qu'au point de vue du calcul des variations ( f ).

( i ) Les pages qui suivent étaient rédigées quand j'ai eu connaissance du Mémoire de
M. CARATHÉODORY, Sur les maxima et minima de v intégrales simples {Math. Ânnalen,
t.LXII, 1906, p. 449-5o3), où l'auteur utilise, sous le nom ^indicatrices, les ondes déri-
vées, dans le cas n === 2, maïs sans rattacher la question à celle de la propagation par
ondes. Le problème traité par M. Carathéodory correspond du reste au cas du régime
permanent, tandis que nous traitons ici du cas du régime variable.
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I. — Équations différentielles de la propagation par ondes.

1. Soient a^, ..., ̂  les coordonnées d'un point quelconque de
l'espace E^ à n dimensions, supposé rapporté à un système de coor-
données rectangulaires quelconque : nous appellerons ce point le
point (x^ ...,a^), ou, par abréviation, le point (.r).

Nous considérerons l'espace E^ comme un milieu où peuvent se
produire, et se propager par ondes, des ébranlements d'une nature
déterminée.

Nous entendons par là que les points de E,, sont susceptibles d'ac-
quérir, d'une manière instantanée, une propriété de nature déter-
minée (sonorité, luminosité, électrisation, etc.); et que, du fait que
cette propriété se sera manifestée, à un instant quelconque /, en tous
les points d 'une multiplicité on, elle cessera, aux instants suivants,
d'appartenir aux points de Jit, et se manifestera, à chacun de ces
instants t -+- àt, aux divers points d'une autre multiplicité )̂1V, qui est
déterminée par la nature du milieu, relativement à la propriété consi-
dérée, par l'instant ty par l'intervalle de temps At écoulé depuis cet
instant, et par la multiplicité ̂ .

C'est l'apparition de la propriété considérée en un point Çx) que
nous appelons un ébranlement, produit en ce point. Nous appelons
onde toute multiplicité, lieu géométrique de points ébranlés à un
même instant.

Le problème de la propagation par oncles est le suivant : Dans un
milieu de nature déterminée, déduire d'une onde 01l-, donnée au temps t,
Fonde nouvelle qui en provient^ au bout du temps àt.

2. Il faut d'abord définir la nature du milieu, relativement à la
propriété considérée.

Imaginons, à cet effet, le cas le plus simple, celui où un point
isolé (x) est seul ébranlé à l'instant t. En se propageant, cet ébranle-
ment donne naissance, à chaque instant t +A^ à une onde M(.r] /,A^);
nous dirons que cette onde est issue de (oc\ ou encore qu'elle a(^)
pour origine.

Prenons l'homothétique de cette onde, par rapport à (a?), dans le
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rapport —, et admettons que celte lioniothétique tend vers une forme
limite, lorsque àt (end vers zéro. No'us appellerons cette forme limite
l'onde f/mW<?, qui ci (;r) pour origine, à rifisîant t.

Si, inversement, nous prenons l'iiomotliétique de Fonde dérivée,
par rapport à son origine (.y), dans le rapport in f in iment petit cit, la
multiplicité obtenue s'appellera Vonde élémentaire, ayant Çx) pour
origine, et correspondant à l'instant t ,

La nature du milieu y relativement à la propriété considérée, sera
définie par le système des ondes dérivées (ou des ondes élémentaires}
qui ont pour origines les divers points du milieu, à chaque i/ïslant t.

Ce système des ondes dérivées varie, en général, avec t. Dans le cas
contraire-, nous dirons qu'on est en régime permanent; nous verrons
que le mode de propagation d'une onde quelconque est alors indé-
pendant de l'instant auquel cet onde apparaît, et ne dépend que de sa
forme. Le cas général s'appellera le cas du régime 'variable.

Nous supposerons, dans ce Mémoire, que les ondes dérivées ont
co7^ points, et aussi cc^"* plans tangents. Nous reviendrons sur les
autres cas dans un autre travail; il y aura lieu de remarquer que les
ondes dérivées n'ont pas nécessairement le même nombre de dimen-
sions que les ondes finies issues des divers points de l'espace.

Dans le cas de l'espace ordinaire (n = 3), les ondes dérivées sont ,
dans le cas général, des surfaces non développables : on les appelle les
surfaces d'onde. Dans les cas exceptionnels, elles peuvent être des
surfaces développables, des courbes, des points.

3. Pour définir maintenant la loi suivant laquelle les ondes se pro-
pagent, nous admettrons que, pour une variation du temps infiniment
petite, la propagation satisfait au prijzcipe des ondes enveloppes, à des
infiniment petits près d'ordre supérieur.

La suite prouvera que ce principe n'implique pas contradiction.
Expliquons d'abord comment nous l 'entendons :

Soit c)lL une onde quelconque, à l'instant t ; et soit ôtV l'onde qui en
provient au bout du temps infiniment petit dt. Chacun des points (.z*)
de .)TL, s'il était seul ébranlé à l'instant t, aurait émis, au bout du
temps dt, une onde M(.r|^ dt); soit ÛÏL" l'enveloppe de toutes ces
ondes M(;r t, dt) issues des divers points («r) de JIL. Nous admettons

<• _ - y
52Ànn^ Êc^ Norm.f (3), XXVI. — SEPTEMBRE 1909.
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(/ne OÏL'" représenle '̂H/ aux infiniment petits prés d'ordre supérieur, l'infl-
niment petit principal étant dl; et nous entendons par là quil existe
une correspondance^ point par point, entre 51l/ et jR/, telle que les diffé-
rences des coordonnées de même nom de deux points homologues quel-
conques sont d'ordre supérieur à i, par rapport à dt.

Cette définition donne lieu aux remarques suivantes, pour lesquelles
nous nous bornerons, pour simplifier, à considérer des multiplicités
à (n •— i) dimensions.

i° Soient S et S'deux multiplicités, dont chacune représente l'autre,
à des infiniment petits près d'ordre supérieur; et soit 6 l ' infiniment
petit principal. La correspondance entre un point quelconque (X)
de S et le point homologue (X7) de £' sera mise en évidence dans les
équations des deux multiplicités

(I) X,=/,(^, • • • i ̂ -i \ ° ) {t=^ ̂  • • . , ^ ) ,
(r) XÎ-==^-(MI, ..., ̂ -.i \0) o'==i, '̂  ..., ̂ ),

deux points homologues correspondant aux mêmes valeurs des
paramètres a,, ..., u^

Et l 'identité des deux surfaces, aux infiniment petits près d'ordre
supérieur, revient à supposer que les fonctions/^- et ^-, et leurs dé-
rivées-^? ---l-sont, pour 6 = 0 , des fonctions identiques des para-
mètres u ^ y . . . , UH-.{ .

De là résulte l 'identité, deux à deux, des déterminants fonctionnels
formés avec les dérivées des fi et des gi, prises par rapport à u^
pour 9 = = o ; et aussi des dérivées de ces déterminants fonctionnels,
prises par rapport à 0 (po^r 0==o) . De sorte que les différences des
coordonnées de même nom des plans tangen(s à S et 2V 5 en deuœ points
homologues, sont aussi des infiniment petits d'ordre supérieur.

2° Supposons maintenant que S fasse partie d'une famille de oo^_^
multiplicités, à chacune desquelles corresponde une multiplicité 2',
la représentant aux infiniment petits près d'ordre supérieur. Une cor-
respondance de même nature aura lieu entre l'enveloppe des multiplicités S
et celle des multiplicités 2\
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En efîefc, les équations de S sont maintenant de la forme

(1) X,=//(^i, ..., »/^i |ai , ..., ^_i \6) (j'==i, à, . . , ^ ) ;

et l'enveloppe sera donnée par les équations

(2) Dét. ^ • • • -ft— ^ =o (/,=^,...,^n;àth au,, .1 da/, (,.=i^_^

c'est-à-dire qu'un point quelconque de l'enveloppe est fourni par les
équations (i), où u^ ..., ^_i sont les fonctions de a,, . . . ,a/^i (lé-
finies par les équations (2).

Pour passer de là à l'enveloppe des S', il faudra remplacer les/;- par
des fonctions gi des mêmes variables ; et, pour 9 == o, les gi et les -—

sont respectivement identiques aux/^ et aux —--• Mais alors les fonc-
tions Uk de Oi , ..., 0 .̂1 obtenues dans les deux cas seront, pour 0 == o,
les mêmes, ainsi que leurs dérivées prises par rapport à 0. D'où résulte
le théorème annoncé.

3° SiS représente S aux infiniment petits près d'ordre supérieur, et
si S^ représente de même S\ la même correspondance existe entre 27 et S.

La démonstration serait immédiate.

4° L'onde M(.r| ^, dt), émise par un point (cZ?) quelconque^ est repré-
sentée par l'onde élémentaire qui a ce même point pour origine, aux
infiniment petits près d'ordre supérieur.

Soient, en effet, P un point quelconque de MÇcc \ t, dt), et p sa distance
à l'origine Çx} de cette onde. Le pointhomologue de l'onde élémentaire
a pour rayon vecteur

(\ïm^\d£.
\rî/=o^7

La distance des deux points homologues est donc la différence entre
l ' infîniment petit p et sa partie principale; et la remarque énoncée en
résulte.

En combinant ces diverses remarques, nous pouvons énoncer le
principe des ondes enveloppes sous la forme suivante :
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A^ î'n/inimeflt pelils prés cF ordre supérieur y l'onde issue cl'ime onde
origine (juelconc/ue^ à pcirîîr d'un instant t quelconque, au bout du temps
infiniment petit dty est l'e/weloppe des ondes élémentaires (fui seraient
émises y dans les mêmes conditions^ par les divers points de l'onde origine.

4., Pour traduire analytiquement ce principe, il faut se donner
(T abord les ondes dérivées par leur équation générale. Nous imaginons
pour cela, en chaque point (x), un système d'axes ayant ce point pour
origine, et se déduisant par translation du système d'axes fondamental
auquel est rapporté le milieu considéré. L'équation générale des plans
étant supposée écrite sous la forme

ri

(î) ^ ̂ A— 1 ̂  0.

nous nous donnerons l'équation tangentiellc

(2) • ÎÏ{t -Ti, .. .,^n\ U^ .. ., l(n) = 0

de l'onde dérivée qui a (.r) poar origine, rapportée précisément au
système de coordonnées qui a (a?) pour origine. Dans cette équation,
u^ ..,, u^ sont donc les coordonnées tangentielles courantes, tandis
que t, x^ ..., x'n. jouent le rôle de paramètres ; et, dans l'équation (î),
^ , . . . , ^ son t les coordonnées ponctuelles courantes dans le même
système auxiliaire de coordonnées.

Pour avoir, dans les mêmes conditions, l'équation générale des
ondes élémentaires, nous remarquons que, si le plan ( î ) est tangent
à l'onde dérivée, le plan tangent à l'onde élémentaire qui lui corres-
pond est

n

^ui'£>l•'-d£=0.

^==1

Les coordonnées s'obtiennent donc en divisant par dt celles du plan
tangent à l'onde dérivée, et par suite satisfont à l'équation

(3) H .(t l.ri, ...,Xn\u,d£, ...,^ ^)==o.

Nous abrégerons les calculs ultérieurs en donnant a l'équation (2)
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une forme particulière : rendons-la homogène, résolvons-la par
rapport à la variable d'homogénéité, et donnons à cette variable la
valeur i. Nous obtiendrons une équation delà forme
(4) 11(^1^1, .. .,^ | « i , . . . , . • ^ )== ï ,

où n sera homogène, de degré i, par rapport à ^o ..., u^.
On peut encore dire que II est défini par l'identité

(5) II (t\X^ ...,^|^p . . . î ̂  E=0.

L'équation du point de contact d'un plan tangent (^,, . . . , u^) à
cette surface est alors

^ „, àU ^ àH
i11^^!"^.-15

1=1 (=i

et, par suite, les coordonnées de ce point de contact sont

(6) $,=^ (f=rl,2,...^).

Comme les seconds membres de ces formules (6) sont de degré zéro
enu^ ...,^, elles donnent en réalité les coordonnées du point de
contact d'un plan tangent à la surface (4). parallèle à un plan donné.

La résolution qu'on a dû faire pour passer de la forme générale (2)
à la forme canonique (4) revient donc à séparer l'onde dérivée en
nappes telles que chacune.de ces nappes ailun plan tangent et un seul
parallèle à un plan arbitrairement donné.

Enfin, si l'onde dérivée est donnée sous la forme (4)? l'onde élémen-
taire aura pour équation tangentielle

(7) II(^|^, ...,^| ̂  — — î Un)dt=:î-,

et, de même que l'onde dérivée est représentée paramétriquement, au
point de vue ponctuel, par les formules (6), où les rapports des ̂
interviennent seuls, de même Fonde élémentaire sera définie par les
formules
(8) ^=^^ (^=1 ,2 , ...,^).
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Nous allons avoir besoin aussi de l'équation générale des ondes
élémentaires rapportées au système de coordonnées primitif. Le plan,
qui a ( i ) pour équation dans le système d'origine (<y}, a pour équation
dans le système fondamental

n

V ^i(^-^t) — 1 = 0 .
i=-.i

Et si l'on ramène cette équation à la forme
n

(9) ^ Çf^-i— Ï == 0,

/==!

on a, pour transformer les coordonnées tangentielles, les formules
n

^ U^Xk +• l

U{ __ k^i •________ __________ / • _
C f i 1 '" " ' ~~ T l 2? ' ' < ? nt

1 ""^ ̂
kœk

/.==1

L'équation (7) devient donc
72

(10) If(^[^, . ..,^|^i, ...,^)^-4-^^^=I.

/== i

Les équations (8) sont remplacées, d'autre part, par les équations

/ ^ v ^II^ \x\q} , , .
( 1 1 ) X,=:^4-———-1——'^-A ( ^ = I , 2 , . . . , 7 l .

(7(7 /

5. Cela posé, reprenons les considérations du n° 3. Soit 1̂L une onde
quelconque, à l'instant t; et soit (x) l'un quelconque de ses points. Ce
point est l'origine de l'onde élémentaire [(10), n0 4],

n,

( I ) 11(^1-^1, . . . ,^ |^i, . . .,^)^+^^^-=I,

^•=1

et nous avons à chercher l'enveloppe de toutes les ondes élémentaires
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représentées par cette équation (i), quand (.2?) décrit ÔIL. Chacune
d'elles a en commun avec l'enveloppe un certain nombre d'éléments
de contact (point, plan tangent), que nous allons déterminer. Nous
écrivons pour cela qu'ils sont communs à (i) et aux ondes infiniment
voisines qui en résultent par variation infiniment petite de (^) sur OTL.

Désignons à cet effet par à toute différe-ntiation relative à une telle
variation : les variations §^i, . . . 5 S^ seront uniquement assujetties
à la condition

^ 2^-(3Xf== 0,

où/?, , . . . y pn sont des coefficients de direction pour le plan tangent
à 31L, en (.ï). Nous devons donc exprimer que l'équation obtenue en
appliquant à (i) la difFérentiation S est une conséquence de (2), ce qui
donne les équations

(3) ^^^dt^-q^mp, 0-= i, 2, ..., /z),

où m est un facteur qu'on déterminerait en tenant compte de (i).
Mais on peut laisser m indéterminé, car les équations (3) définissent

ainsi la direction des plans des éléments de contact cherchés, par les
rapports des c / , ; et les équations (iï) (n° 4), où ne figurent que les
rapports des q^ donnent alors le point auquel appîirtient chacun des
éléments de contact correspondants.

La forme des équations (3) montre qu'il y aune direction Çq^ ..., ̂ ),
satisfaisant à la question, qui tend vers la direction (p<, . . . ,j?n) lorsque dt
tend vers zéro; et qu'il n'y en a qu'une. Donc, parmi les éléments de
contact communs à l'onde élémentaire (i) et à toutes les ondes infini-
ment voisines, il y en a un et un seul qui tend, lorsque dt tend vers
zéro, vers l'élément de contact (x^ ..., x^\p^ .. .5 pn) de l'onde M.
Désignons par (<^,. . ̂ oc^\p'^ ...,J^) les coordonnées de cet élément
de contact. Désignons encore par t ' l'instant t+dt. Nous aurons les
équations

(4) ^^^n(^ |^)^,__^^^ ( , = l , 2 , . . . , 7 2 )
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et

(5) ^^^^^'-^^P^^ (.=i,2,...,n).

De plus, pour déterminer sans ambiguïté les/?^ dont les rapports seuls
étaient donnés jusqu'ici, nous les assujettirons à vérifier la condition

(6) n(^^.i, . ..,^/J/.?i, . . . . ,7.^)=i.

Et cela les définit bien sans ambiguïté, II étant homogène, de degré T .
De même, les^. seront assujettis à vérifier la relation analogue

( 7 ) I I(^K, ...,<|^, ... ,/ .^)=:i.

Alors^ lorsque dt tend vers zéro, chacune des différences (^—^)
et (^; — pi) tend vers zéro, et leurs parties principales, que nous dési-
gnerons par dx^ et dp^ s'obtiennent en difîérentiant les équations (4),
(5) et (7), par rapport à ï\ pour t ' = t ; ce qui donne (W^== clî)

(8) ^=ô-^^dt «--=, ,2, . . . ,») ,

(9) • 'j8 l p dt 4- rfyOf = Pi dp. (î'==I, 2, .. . , / l) ,

^n , ^ an , ^àîî. ,
(10 ) -^dt +^ ̂ ^•+2^ ̂ .̂ '̂  0-.

;==1 f'=l

En éliminant les dxi et les r//^-, la dernière fournit o?p,. Cela donne

âïï , ^ àïl ,
-àîcu-+-.L^l^€/p•=^

/==!

d'où, à cause de rhomogénéité de 11,

( 1 1 ) ^=^^^.

Nous arrivons donc au résultat suivant :

A chaque élément de contact (<r|p) d'une onde ^Tl, considérée à Vin"
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stant t, correspond, sur Fonde infiniment voisine qui en résulte au bout
du temps dt, un nouvel élément de contcïd, .qui est donné, aux infiniment
petits prés du second ordre, par les formules

àlî{t\.ï-\p} , , . ,(1-2 ) ^x'/= ———J——— cit (i -= i, a, . . ., n},upt
rà î Ï ( t \ . r \p } (M(^|^|pïT - , ,. ,

( 1 3 ) dp,-=- 1 — — ^ ^ -^-———^T^J (^=i ,^, ...,^).

en supposant que les coordonnées .z\,,.. .5 .r/̂  p,,..., p^ sont Uées par la
relation

(14) 11(^1^1, . ..,^|pi, . . . , / .?/ ,) =:i.

6. Si nous supposons, plus généralement, que le système des ondes
dérivées soit donné par l'équation (2) (ji° 4), la condition (i4.) sera
remplacée par

•(l) H^I .Z- i , . . .,^|^i, . . . , p n ) ==0.

Puis, de l ' identité (5) du n° 4, qui peut s'écrire1

H^|^.. . ,^ |Ç,. . . ,^)^o,

on déduit, en posant, pour abréger l'écriture,

w,=^ (^ '= i , a , . . . , 7 i ) ,

les identités

àïîÇt\x\ w) _ ̂  à ] î ( £ \ x \ w ) ̂  ^n .̂
^ ~ ^ dw, 11 àt " " 0 7

/= 1

^MC.) ^ ^ H ( ^ | ^ | ^ ) ^ j I I ^ , ^ r^, . . . , , . ) ,
^^ .̂J <}<y, ïï ^.r/,

/'-=i

<)H(^-M ^dH(^|.r|..) ^.jn_, (A-=., 2,...,/,.),
(}(^ j-J (7W^ <7pA.

/'=!

^ra^. Éc\ Nonn., (3), 5CXVI. — SEPTEMBRE 1909 ^ô
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Dans l'hypothèse ( î4) (n° 5), elles se réduisent à

.àJI(t\x\ /?) _ ôE(t\^\ / ) }M- àt àt
^n(.M^wMp) (,^^ _^

^Î-C <?-C,-

.-()II(<|.r|/)) àU[t\x\p^ , . ,M • ' ' / ' ——• ' ' ' , ( / —— T O Tî 1M ^ - ^ (^I ,2 , . . . , / l ) ,

à}ï(£ ^ \ p }M=J;^ api

Et les équations (12), ( i3) et ( î4 ) du ri° 5 seront remplacées par les
formules

d-r/ _ dpi _ c/^
(2) JH ~~ fôR à R \ ~ ~ ' n .rr

^ w[^^pl^) ^P^̂
/•?A1

Â-=i
jointes à l'équation (i).

II. — Les caractéristiques et la détermination des familles d'ondes.

7, Nous pouvons aborder maintenant le problème général de la
propagation par les ondes, énoncé au n° 1 : Connaissant une onde
origine ^TL^, donnée à l'instant t ^ y trower ronde 3TL qui en résulte à
l'instant t.

Il est naturel de penser que on. se déduira de SUo ^n appliquant, une
infinité de fois, la variation infinitésimale définie par les formules (12),
(i3), (î4) du n° 5. C'est ce que nous allons examiner; et nous
étudierons d'abord si l'application, indéfiniment répétée, de cette
variation infinitésimale à une multiplicité quelconque ^Tlo? prise à l'in-
stant IQ, donne bien une multiplicité nouvelle.

D'après la théorie des équations différentielles ordinaires, l'applica-
tion indéfiniment répétée de la variation (12), (ï3), (î4) (n° 5) équi-
vaut à l'emploi de la transformation qui en résulte par intégration.
Mais, ce système étant surabondant, il faut montrer que cette intégra-
tion est possible.
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Supposons donc intégré le système (12), (i3) (n0 5), c'est-à-dire

<•) ^=^ «=i,2,....«),

<.) ^-(^,^ (^,————).

L'intégrale générale est de la forme

<3) ^,=A.•(<l.^•••,•^lyDÎ--•'/?o-l f°) (<==i ,2, . . . , /Q,
^) /,,=B,-(<|^...^1^---'^1^ (;=i,2,...,").

où a;0, ..., a-0,; P^ • • • î P0,, sont le& valeurs initiales de a;,, ..., ^;
p,, . . . , pn , p o u r î = < o -

On déduit de plus, de (i) et (2),

^-o=^2^2l^.
àH ( y au \ ,— __ | i — ^ n/ —— | de-,^ y^p,)

=ff(,-n,.,.
Si donc nous posons

^5) C=n(^|Ai, ...,AJB,, ...,B.)—i,
_ <m^|A|B)(G) n,=——^-i—>

C est une fonction de t qui satisfait à l'équation différentielle

dC rr r ^
<7) Ttî^0^0'

et qui se réduit, pour t == ^o» à
00=11(^1^, ...,^1/?^ . . . , / ' ^ )— 1 -

Or l'équation (7) a une intégrale et une seule qui se réduit à^zéro
pour t = l, ; et cette intégrale est évidemment C==o. Donc, si L, est
nul, C est nul aussi quel que soit t.
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En d'autres termes, les valeurs (3), (4) vérifient, quel cfiie soit ^
l'équation (i4) du n0 5, c'est-à-dire

(8) I ï (^[^, . . . , . r« [pi, ...,?.,) =1,

pourvu, qu'elles la vérifient pour i = Î Q .
On peut encore dire que la transformation deÇoç^ ..., x^ J/^,.. .,j^)

en (x^ ..., ̂  | J^n ..., pn}, définie par (3), (4}y laisse invariante
F équation (8).

Il est prouvé par là qu'il est possible d'intégrer le système mixte (12)»
(i3), (i4) du n° 5; et que l'intégrale générale est donnée par les
formules (3), (4), où x\, ..., x^ p^ ...,j^; ^o ^oî^t assujettis seule-
ment à satisfaire à la condition

(9) n(^oK, < . . , ^ h ? . . . . , /^ ,)=i .
L'application, indéfiniment répétée, de la variation infinitésimale

considérée a donc un sens bien précis.

8. Les formules (3), (4) (n° 7) ont des propriétés d'homogénéité
qu'il est utile de remarquer. Posons, à cet effet, dans les équations ( ï )^
^)(n°7).

( i ) ^=A,, p,=mB, ( ^ = = ï , 2, .. . ,n ) .

Les équations
( 2 ) dxi == -.— c/t ( i == i, 2, . . • ) n )

api

sont encore vérifiées, les seconds membres étant homogènes de degré
zéro par rapport aux p^ Quant aux équations

(3) ^^-(l^^)^ (^=^...,n),

elles donneront, en tenant compte de l'homogénéité,

„, , r ^n ( ^ |A [B ) ,,, ^n(^A|B)1 , ,. ,m dB^ B^. dm == — m — — l '—- + /n2 B,———,———)- \dt (i = ï , 2,..., n) ;
l_ oAi Ôt J

ce qui se réduit, en tenant compte de la définition des A, et des B;, et
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de la notation introduite par la formule (6) du n° 7, à l'équation
unique

( 4 ) dm = m ( î — m ) IIi cit.

Cela posé, soit m^ une constante arbitraire, et soit M celle des inté-
grales de (4) qui se réduit à Wo pour t == ̂ . Les fonctions

Xf •==: A/, /?/= MB/ ( ( = î, a, . .., n )

consti tuent la solution du système (î), (2) qui est définie par les
conditions initiales

Xi=x^ p,=:mop^ (i=. î , -à, . . ., n).

Mais cette même solution est aussi donnée par

^==A/(^|^;, . . .,^,|mopî, . .., Wo7^1^o ) (/"=i,2, . ..,/Q,
p^B^I^, . . ..x^mQp^ ..., 7?iop^|^) (^"=1,2, ...,/i).

On a donc les identités

A^|^, ...,^°Jpî, ...,p°J^)=A,(^^, ..., ̂ l^opî, ..., Wôp°J^).
MB,(^.rî, ...,^|p;, ...,p°J^:=B^M, ...,^|m,)7.?<;, ..., moP?J^),

pour (^== î, 2 , . . . , //,),

Donc les fonctions A^ ainsi que les rapporis des fonctions B^ sont
homogènes de degré zéro par rapport à p^ ..., /^.

De là résulte qu'on pourra employer les formules (3), (4) (n° 7)
à la transformation de l'élément de contact (a?',1, ..., x^ \ p^ .. .5 /^) en
l'élément de contact nouveau (^,, ..., o^n\P\^ • - ̂ pn\ sa"^ astreindre
P^ - • •?^ à vérifier la condition (9) (n° 7).

9. Appliquons donc la transformation définie par les équations

( î ) ^.=AK^|^ ...,^ !/->;» ....p/0,!^) ( î== i ,3 , ...,^),
(2) p,=:BK^|^î. .•.,^|j^, ...,p°J^) ( î= i ,^ , ...,^)

à chacun des éléments de contact (^°, ..., ̂  | /^), ..., p,0) d'une même
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multiplicité M-o- Nous allons montrer que les nouveaux éléments de
contact ainsi obtenus appartiennent à une autre multiplicité.

Effectivement, ̂ , ..., ̂  ; p^ ..., p^ sont, par hypothèse, des fonc-
tions de (^ —-1) variables indépendantes a^ . . . ^ a^_o dont les diffé-
rentielles totales satisfont à l 'identité

"„'•
n

(3) ]^W=o;
;==!

et il faut montrer que les fonctions de o^, ..., a^_, , qui s'en déduisent
par les formules (i), (2), vérifient l'identité analogue

n

(4) ^S-P^^0-
<==i

Or, comme ces fonctions (i), (2) satisfont aux équations

d^, __ àTi dp, _ àH àU
<û) "dt^'àp^ ~dt~"'^~ô^,~pi~àt ^--i^..^^

on a
n n n n, n n

^2^' SJSi ̂ S ̂ P^Ô^•+•^P/Ô^"=^ dpiSxi-^- S^ /^•^•—^ Spida^,
/s i i=:l ï=i i^ï f'==l ^'==1

c'est-à-dire
n n n n

d vi ^ -̂n- v àU ^ àîl v „ yi àU .^^p,o^,=on^^o^,-^^^^-^^^
f==l /==! ^'=1 f=l

ou enfin, réductions faites,
n, n

(6) ^^/?,ô^-î-ni^^â^==o,
Z=l î=l

où IIi est de nouveau la fonction de t définie par (6) (n° 7).
n

On peut alors reprendre, pour la fonction ̂  pi^n 1^ raisonnement
t == i
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fait au n0 7 pour la fonction C; et conclure que, puisque sa valeur
initiale, pou r^==^ , est nulle, elle est nulle quel que soit t. Et c'est
ce qu'il fallait établir.

Donc la transformation (ï), (2), où t et t^ sont des constantes arbi-
traires, change toute multiplicité en une multiplicité. C'est, suivant le
langage de S. Lie» une transformation de contact.

10. Pour la commodité du langage, nous appellerons trajectoire, ou
rayon, le lieu des points représenté par les équations

(I) ^==A^[^, ...,^1^, ...,/^|^) ( ^ = = 1 , 2 , ...,/l),

quand t varie seul; ^ ; x^ ..., x^ p^ ..., p^ ayant des valeurs con-
stantes. A chaque point de la trajectoire correspond un instant t\ et
nous considérons cette loi de correspondance comme faisant partie
intégrante de la trajectoire. En d'autres termes, un point d'une trajec-
toire n'est considéré comme existant qu'à l'instant t qui lui cor-
respond.

Il y a, ainsi entendu, co2"-1 trajectoires. A chaque instant t, il en
passe co71"1 par chaque point de l'espace E^.

Les trajectoires peuvent être considérées comme servant au trans-
port des éléments de contact. Par chaque point de la trajectoire (ï)
passe en effet l'élément de contact dont la direction est donnée par les
formules

(-2) ^==B^|^;, ...,^|^. ...,/^|^) (,=I,2, ...,7l).

La correspondance entre les points d'une trajectoire et les éléments
de contact qu'ils portent est déjà donnée par les équations différen-
tielles
/ o. dx, 1̂1
(3) ^T=^ 0=^—.^)-

Car, d'après les explications du n° 4, ces équations différentielles
peuvent s'interpréter ainsi :

Étant donnée une trajectoire, soit Çx) le point de cette trajectoire qui
existe à l'instant t : ce point est, à cet instante l'origine d'une onde
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dérivée; et la direction de /a trajecîoire en (x) est ce/le qui va de Font"
^ine{x} au point de contact du pian tangent à l'onde dérivée qui est
parallèle à Félérne/it de contact porlé par le point Çx) de /a trajectoire,
à F instant t,

L'ensemble d'une trajectoire et des éléments de contact ainsi portés
par ses divers points s'appellera une caraciérisîique. Une caractéris-
tique est donc déf in ie par le système (i), (3), où / seul est variable.

La construction just i f iée au n° 9 peut , avec ce langage nouveau,
s'énoncer ainsi :

Étant donnée une multiplicité .X^, on considère les diverses caractéris-
tiques qui ont pour éléments, à un même instant t^y les éléments de con-
tact de 011 o. L'ensemble des éléments de toutes ces caractéristiques, qui
coexistent à un autre instant t, est une nouvelle multiplicité.

En d'autres termes, /a nouvelle multiplicité résulte du transport simul-
tané des éléments de la première par les trajectoires qui, à l'instant ^,
portent les éléments de contact de cette première multiplicité.

11. Nous devons ma in t enan t étudier si, la famil le des mul t ip l i c i t és JlV
qui sont ainsi issues d'une multiplicité origine OTLo, considérée à l ' in-
stant I Q , se confond avec la famille des ondes OÏL issues;, dans le mode
de propagation donné, de l 'onde origine t)lL(p supposée produite à l'in-
stant ^.

Nous remarquons d'abord que la famille des multiplicités on/ (en
vertu de son mode de construction) et la famille des ondes OÏL (en
vertu de l'hypothèse du 11° 3) jouissent de cette propriété commune
quon passe d'une multiplicité de la famille à la multiplicité infiniment
voisine (aux in f i n imen t petits près d'ordre supérieur) par la variation
définie /far les formules (i 2), (i3), ( i4) ^u no °-

Ceci prouve, en passant, que notre principe des ondes enveloppes n im-
plique pas contradiction. Et de là nous pourrons conclure aussi à l'iden-
tité des 01V avec les ^IL, en prouvant que la famille des ^V est la seule
qui satisfasse à cette propriété et contienne, pour 1=1^, la multi-
plicité donnée ôïUo.

Pour cela nous allons traduire d'abord analytiquement la propriété
énoncée pour une famille de multiplicités quelconque, dont l'équation
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générale pourra être supposée donnée sous la forme

(i) F(^, ..^^)=t.

Posons, pour abréger l'écriture,

()F
(2) ^==p/ 0"=I,2, ...,7l)

et

(3) i i(F| .^, . . . ,^ | ï \ , . . . , ï \)=n.

Alors, pour un élément de contact de (i), nous pourrons poser

(4) /^=P,:n (,=i,2, ...,n),

et ces valeurs vérifieront déjà la relation (4) du n° 5. Et il restera
seulement à exprimer que les différentielles données par les for-
mules (12) et (i3) du n° 5 satisfont aux équations obtenues en diffe-
r en fiant (i) et (4).

La différentiation de (i) donne, en tenant compte du fait que les
dérivées -,—sont homogènes de degré zéro, et aussi de l'équation (i)
elle-même,

n n, n _

dt =^ P, clx,-^ P, ̂ n dt -=^ P, ̂  rit = ÏÏ dt,

c'est-à-dire

(5) ÏÏ^i.

Ce premier résultat permet de simplifier les formules (4)? qui
deviennent

(6) /?,•=?/ O'==i, 2, .. ., n).

En les différentiant à leur tour, on obtient les conditions

_ / ôJi (m\ , fô'n. ^ âïi\ ,
^-^te.^^)^--^^^^ (--=i,.,...,n).

.•fnn. Éc. Norm., (3), XXVI. — SEPTEMBRE 1909. 54
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c^est-à-dire

V_^^f^^f-)^o (.=^...,n),
x-J^^A. \<^/ ^ (^
A=l

on encore

^ à n ^ à n à Ï l à ^ ^ ^ (.=l,.,...,
^ ^PÂ- ̂  ^ ^F ̂
Â-l

Mais elles résultent de (5^ en differentiant par rapport à ^
(?===!, 2, ..., ^). ^

Le principe des ondes enveloppes {au sens infinitésimal sous lequel nous
l'avons pris) trouve donc son expression analytique dans la condition (5),
cesl-à-dire dans f équation aux dérivées partielles

/ , àf àV \
(7) "^ l^---5^!^1"-^^^1 5

qui n'est autre que l'équation (i4) du n0 5, c'est-à-dire

(8) Iï(^|^, ...,^,1^1, . . . » Pn)=^

où l'on considère l comme une fonction de x^ ..., ̂  dont p^ ..., pn
sont les dérivées partielles

(9) ^=^-, (^=^^...^Q-

Ceci nous donne inversement une interprétation de l 'équation aux
dérivées partielles du premier ordre à une fonction inconnue la plus
générale, car nous avons vu, au n° 4, comment on pouvait ramener à
la forme canonique (8) Féquation générale de la forme

(10) H ( ^ | ^ i , ...,^|^ •••^) :=0•

La théorie des caractéristiques, exposée dans les numéros précédents,
montre comment on peut construire, au moyen de ^intégration du sys"
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terne (i)» (2) du n0 7, c'est-à-dire du système (2) du n° 6,

, , dxf clpi (h „ . .(II) -àîi^—m-—àïï^-'——-, c=^,..../,),
—— — -^— — n. ^ ()ti
àp, ,̂ P ' à t l/^

^•s=l

îme solution de F équation (10), prenant la valeur donnée ÎQ en tous les
points d'une multiplicité JR/o arbitrairement choisie.

Et il nous reste seulement à prouver que cette solution est la seule
qui satisfasse à cette condit ion init iale.

12. Supposons en effet une famille de multiplicités Dn,

(i) F(^, . . . ,^ , )=^

satisfaisant à l'équation aux dérivées partielles

(2) n = = n ( F | ^ . . . , ^ | p , , . . . , p , ) = i ,
où l'on suppose de nouveau

(3) P,=^ ( .= , , 2 , . . . , . ) .

Par chaque point (^) de l'espace En passe une mul t ip l i c i t é ;x ; et il lui
correspond une valeur de t [donnée par ( ï ) j . (^e point est, par suite,
l 'origine d'une onde dérivée déterminée. Prenons le plan tangent
à cette onde qui est parallèle clu plan tangent en (^) à la mult ipl ici té ôli,
et joignons-en le point de contact au point (x).

Nous obtenons ainsi , en chaque point de E^, une direction D; et il
existe une famille de courbes tangentes, en chacun de leurs points,
à la direction D correspondante. A chaque point de l 'une de ces courbes
correspond une valeur de /, et un élément de contact porté parce point,
à savoir celui de la multiplicité OÏL de la famil le considérée qui passe en
ce point . Et comme chaque multiplicité Dn est le lieu des éléments de
contact, ainsi portés par ces courbes, qui correspondent à une même
valeur de t, il suffira de prouver que la construction précédente donne
des caractéristiques, pour avoir montré du même coup que toute
famille (i), satisfaisant à (2), est fournie par la construction du n° 9.
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Effectivement, les courbes que nous venons de définir géométrique-
ment sont des intégrales du système

(4 ) dx^^dt ( 1 = 1 , 2 , ...,/i);
à Pi

car de ces équations résulte, à cause de (2),
n

ciF =^ t\ dx, -==. 5 dt == dt ;
/'== i

ce qui entraîne l'équation (i), pourvu qu'on assujettisse les données
initiales x\, ...,^; ^ à y satisfaire. Et, dès lors, les équations (4)
expriment (voir n° 10) la propriété des tangentes aux courbes consi-
dérées qui nous a servi à les définir.

Pour les éléments de contact que nous faisons correspondre aux
divers points de ces courbes, nous avons, par définition,

(5) p,=Pi (<'=t,2, ...,n).

Et il reste à vérifier que ces valeurs satisfont aux équations

dp, àïl àïl . , .(6) J^^-^^p^ (.=^,...,n);

c'est-à-dire qu'on a identiquement, en vertu de (i), (2), (3) et (5),

/ àH ,.. àïi\ , ,. ,
dpl=^ [^ + plW ) dt (l= l^ î • • • î /0;

ce qui équivaut à

^1 âp, àïi (m ,,, àji . . .
^^W,+^pfW=o (^^-•-^-
A - = l

ou enfin à

àïl àV àïi yi àQ. <)P/.
(7) ^^^i^^——0 ( ^^^ - - -^^

Â=l
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à cause des identités

àP^^àP_,
àxk àxî (^ /K==I , 2, .. ., n ] .

Or ces identités (7) s'obtiennent en différentiant, par rapport à ̂
( î ' = = ï , 2 , . . . , 7?), l ' identité (i) qui est vérifiée par hypothèse.
Il est donc bien établi que toute solution de (i), prenant la valeur t^

aux divers points d'une multiplicité donnée Oïlo» s'obtient par la construc-
tion du n° 9 ; et que, par suite, il n existe quune solution satisfaisant
à cette condition initiale.

Et il en résulte, en même temps, que cette construction définit bien
la propagation de Fonde OlLo, à partir de F instant t^.

13. La transformation du n0 9, qui donne l'onde 011, issue de l 'onde
origine OKo, donnée au temps t^, quand arrive l ' instant t, opère indivi-
duellement sur les éléments de contact de oiLo, pour fournir les élé-
ments de contact de DIL; et, pour un élément de contact particulier
de oïLç, elle ne dépend que de cet élément, et non de l'onde orio dont il
fait partie.

De là résulte que, si l'on imagine deux ondes origines ayant un élé-
ment de contact commun, les ondes ô1L q ui leur correspondent à l'instant t
auront ausn un élément de contact commun, qui sera le transformé du
précédent.

Comme l'une des ondes OTL imaginées peut être réduite à un point,
il résulte de là que le principe des ondes enveloppes, que nous avons
admis pour une variation inf iniment petite du temps, et aux in f in i -
ment petits près d'ordre supérieur, est rigoureusement vérifié pour une
variation finie quelconque du temps.

Et il en résulte immédiatement que si l'on connaît les ondes finies
émises, à partir d'an instant quelconque ^ o » pâ11 ̂  divers points du
milieu, au bout d'un temps quelconque t — ^? la propagation d'une
onde origine quelconque est aussi connue, sans intégration.

Mais on peut obtenir un résultat un peu plus général qui donne les
propriétés classiques des intégrales complètes.

Supposons en effet que nous connaissions la propagation de ce" ondes
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origines; c'est-à-dire une solution de l 'équation aux dérivées partielles

( 1) t = G (.ri, . . . , .r,, | ^ i , . . . , cin )

contenant n constantes arbitraires essentielles. Pour t = /o, les mul t i -
plicités (i) contiennent tous les ce2""1 éléments de contact de l'espace;
ot chacun d'eux peut être défini comme l'élément de contact commun
à la mult ipl ic i té

(2) ^=(î(.ri, . . . ,A»|^i , ..., a,,)

et à celles qui en résultent par les variations in f in imen t petites des
constantes a,, ..., a^ liées par une relation déterminée de la forme

n

(3) ^biSa,=.o.
/=!

Ces conditions donnent, en effet, pour déterminer cet élément,
les i7i •— i équations

/ / » y-, à\j , , cXj , .
(4) (r=^, __:=,7^ p^/ï ( ^ = 1 , 2, . . ., H ) ;

d'où l'on peut tirer inversement a^ ..., a^ et les rapports de b^ ..., b^
si l'élément est donné.

A cet élément correspondra, pour une autre valeur^ du temps, celui
qui est commun aux mukiplicités issues des premières, c'est-à-dire
à la mul t ip l ic i té (i) et à celles qui en dérivent par les variations des
constantes définies par la même équat ion (3). Cet élément transformé
est donc celui qui satisfait aux équations

, ̂ . ^ ^ ^J r ï àG , . .(o) Gr=:^ —•=.mbi, ^==A—^ (z==:i, a, .. ., /z ).

Ces dernières équations sont donc les équations générales des or"" ( carac-
îéristiques, si l'on y considère a,, ..., a^ et les rapports de b^, ..., b^
comme des constantes arbitraires.

Enfin toute multiplicité ^rio, donnée comme onde origine à l'in-
stante, est enveloppe de ^~1 multiplicités (2), définies par une équa-
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tion de la forme

(6) <Ï»(ai, . . . ,aJ==o.

L'onde ^L qui en résulte à l ' instante sera l'enveloppe des co"""1 multi-
plicités qui correspondent a celles-là, c'est-à-dire des multiplicités (i)
satisfaisant à la condition (6).

14. lîxaminons comment se modifient les résultats précédents dans
le cas du régime permanent.

L'équation générale des ondes dérivées

(1) H (.37i, . . . ,^[pi, ..., p,,)==0,

ou, sous forme canonique,

(2 ) IÏ(^i, . . . ,^ |p^, . . . , pn) =1,

ne contient pas le temps.
Le système différentiel des caractéristiques se simplifie et devient

i^ ^~_^~--_îL_ //- i , „)(6) ^ — ^ ^ , ^ -1 ,2 , ...,/^,

—— — —— "̂  On
api à.^ ZiP^.àpk

A=;t

ou, sous forme canonique,

dxi f)n dpi c)H , . .(4) ^r-^' w=-^ ( ^ • - ^ • • •> " ) .
Dans ce dernier, les seconds membres ne dépendent pas de i\ et son

intégrale générale est de la forme

(3) xi-=.^t—^\x\, ...,^|pî, ..., p^) ( (==1, ̂  ...,^),

(6) p,=:^)l„(^—/o[^^-•^/< i P ^ ' " ^ P ° t ) (<=I,2, . . . ,^) .

Il en résulte que la construction qui donne l'onde ^IL, émise, au bout
du temps ( l — t ^ ) , par une onde origine OlLy, ne dépend que de cet
intervalle de temps, et non de l'instant t^ où cette onde origine appa-
raît* C/est ce que nous avions annoncé au n° 2.
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On voit aussi qu'à une même trajectoire correspond ici une infinité
démodes de distribution des temps t entre ses divers points. A un
même point peuvent correspondre toutes les valeurs de t; mais la diffé-
rence des valeurs de t qui correspondent à deux des points est entiè-
rement déterminée.

Si l'on fait abstraction de la correspondance entre les points d'une
trajectoire (ouïes éléments de contact qui forment une caractéristique)
et le temps, il n'y a plus ici que -x^-2 trajectoires (ou caractéris-
tiques).

Quel que soit l'instant auquel part un élément de contact de l'espace,
il est toujours transporté par la même trajectoire, et prend la même
position nouvelle au bout d'un intervalle de temps donné.

On peut encore dire que la famille des transformations de contact
définies au n° 9, qui donnent la loi de la propagation, et qui, dans le cas
général, dépend des deux constantes / et t^ ne dépend plus, dans le cas
du régime permanent, que de la constante (ï — t^y et forme alors un
groupe à un paramétre.

III. — Propriétés des trajectoires.

15. On peut obtenir un système différentiel définissant les trajec-
toires, indépendamment des éléments de contact qu'elles transportent.
Il faut pour cela éliminer/?!, .. . , p n des équations (12),(i3), (i4) du
n° 5, c'est-à-dire

. an , .
(l) ^^'Jp. (<= ï ,2 , ...,7l),

/ , / àU àTL . ,(.) p^^^.^p^ (.=^,...^),

(3) n (^ |^ i , ...,^,|^i, . . . ,^)=i,

en désignant les dérivées —^ J— par x\ e t p ^ .
Pour effectuer cette élimination, nous introduisons l'équation géné-

rale des ondes dérivées, sous forme ponctuelle, en reprenant les
notations du n° 4. En raisonnant comme on l'a fait pour l'équation
tangentielle, dans ce n° 4, on voit que l'équation ponctuelle peut être



ESSAI SUR LA PROPAGATION PAR ONDES. 4^3

prise sous la forme canonique

(4) ^(^ |^i , ...,*rjc,, . . . , £ j== i ,

où û est homogène, de degré l y en ^, ..., ^.
' Le plan tangent en un point a pour équation, à cause de cette

homogénéité,
/^ ^ ^ à9.
< 5 ) i^-^-1-0-

de sorte qu'on a, pour les coordonnées de ce plan, définies comme au
n° 4, les formules

(6) ^^"l0 «=^,...,.);

de même qu'on avait, pour les coordonnées du point de contact,

, , . àïl(t\x\u)
(7) ^-=——^. ' (z=i,2, ...,n).

On remarquera encore que (4) résulte de l'élimination des rapports
de iii entre les équations (7), de même que

(8) Iï(^^i, .. .,X,,\U^ . .., Un)-==:l

résulterait de l'élimination des rapports des ^ entre les équations (6).
Une nappe de Fonde, représentée simultanément par les équations

canoniques (4) et (8), n'a qu'un point sur chaque droite issue de (^),
de même qu'elle n^a qu'un plan tangent parallèle à un plan donné :
cela dans des limites convenables^ bien entendu.

Cela posé, on voit que les équations ( i) et (3) auront, pour système
équivalent, les équations

(9) ^(^|^i, ...,.rn|^, ...,0=:i

et
, , àQ(t\^\^1) / .
(10) /?,==——-j^——— ( ^ = • 1 , 2 , . . . , ^ ) .

Pour transformer les équations (2), il faut encore calculer les-7—
Ann. Éc. Norrn., (3) , XXVI. — OCTOBRE 1909. 55
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et —. Nous remarquons à cet effet que, de l'identité

„ / , ,6?ÏI àTi\
' ^V!^- - -^ '^ - 1 - 5^^ 1 -

on tire, par difTérendation, en tenant compte de (i),

à^ y àQ. 6^31 __
Jt' ~^^W/, àp&àt~°'

k == 1

c'est-a-dire, à cause de (10),

àSl ^ y}00. . ̂  <pn
A - = iW^Z^à^.àt v ^^''àpkàt^0'

ou enfin, -.- étant homogène, de degré i, e n p i , . . . , p^

àQ. à1l
(II) •57+^=0•
On trouverait de même

, , di2 <?n ,. ,
(I2) ^4-^=0

 ( ^^^• • • . ^ ) -

Les équations (2) deviennent donc

,^
. ., %< ^ <?Q àQ ,. ,(i3) «^-^^-^-^=0 (z=i^...,n);

et les trajectoires sont définies par le système (9), ( i3).
Ce système est surabondant; mais on peut le simplifier. Nous avons y

en effet, vu Fliomogénéité de û,

<)̂  1.2 -1^ ) __ àil(£\x\d.v)
^ " " T d ^ i

^ ( ^ 1 ^ 1 ^ ) _ àâ(t\x\clx} i
^/ (^*r^ dt

àQ.{t\x\x1^ __ à^(t\^\^x) i^ _ ^ ^ .

(1=1, 2, .. .,n),

(^'==:ï, 2, ..., 7l),
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Et nous écrirons le système (ï3), en posant dorénavant

( •4) â=â{t\ ̂  .. .,^1 dx,, . . ., dxn).

sous la forme

/ ,, / àQ. où à9. 00. . .
( 1 5 ) ci —,——————-—^ o ( i == i, 2, ..., n).

ôdxi ôt àdxi àXi ' ' ' ' '

Multiplions ces équations par dxi (i = i, 2 , . . . , ri) et ajoutons. Cela
donne

,̂ i à^ , ^ <?Î2 ,, ^ à^ , ^ YI ^Î2 ,a Z T~~î—^^î"— ^ ~r-ï—cr^t— 7 ——a*r,— —— 7 ——dx,^ o,A-rf ^ ̂ ^ ^ ̂  dxi M àxi l à£ ̂  à dxi }

f==l i==l f==l i=l

c'est-à-dire, en simplifiant,

(16) ^(^^)=o.

Donc, si l'on est en régime variable, l'équation (9) est une consé-
quence des équations (ï3), ou (i5). Si l'on est en régime permanent,
les équations (i5) se réduisent à ( 7 i — i ) , et ne contiennent pas le
temps.

En d'autres termes : En régime variable, les trajectoires sont définies
par le système (i5), aussi bien quant à leur forme que quant à ia loi
suivant laquelle elles sont décrites.

En régime permanent, la forme des trajectoires est définie par le
système
/ \ , ̂  ^ „ . ,(I7) ^ro"^—0 (^^--^
qui se réduit an — i équations indépendantes ; et la loi suivant laquelle
elles sont décrites est donnée par l'équation

<i8) dt=:Q.(t\x^ .. .,^ | dx^ .. .,<^/,),

qui ne contient pas alors t explicitement.
Dans le cas du régime variable, cette équation ( 18) a toujours lieu,

mais est une conséquence des équations (i5).
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Enfin, les formules qui donnent l'élément de contact qu'il faut

associer à chaque point d'une trajectoire pour en faire une caractéris-
tique sont les formules (10), c'est-à-dire

àÛ.
(19) pl":='à~cl^• 0=ï,2, . . . ,72) .

Ces formules traduisent toujours la loi de correspondance entre la
direction de la trajectoire et la direction de l'élément qui a été énoncée
au n° 10.

16. Restons dorénavant dans le cas du régime variable, et dési-
gnons par le mot rayon une trajectoire dont on ne considère que la
forme, c'est-à-dire pour laquelle on fait abstraction de la loi de corres-
pondance entre les points de la trajectoire et les valeurs de t qui leur
correspondent.

Si l'on se donne un rayon, on en peut déduire, sans intégration, la
caractéristique correspondante.

En effet les équations (i5) du n° 15, où l'on remplacera dt par sa
valeur (18) (n° 15), donnent alors t explicitement. Et alors l'élément
de contact associé à chaque point résulte, suivant la loi connue (n° 10),
de la direction de la trajectoire en ce point.

Cela posé, imaginons une famille de co72"1 rayons; et, par la mé-
thode qui vient d'être donnée, transformons-les en caractéristiques.
S'il arrive que les co""-1 éléments de contact qui, sur ces rayons, cor-
respondent alors à une même valeur de t, appartiennent à une même
multiplicité, nous dirons que la famille de rayons considérée est con-
juguée à cette multiplicité.

Alors, les résultats du n° 9 peuvent s'énoncer : Si une famille de
oo"~1 rayons est conjuguée à une multiplicité, elle est conjuguée à oo1 mul-
tiplicités.

A une telle famille de rayons correspond, d'après le n° 11, une inté-
grale de l'équation aux dérivées partielles

(l) ïï{t\X^ . ..,^|pi, ...,/^)==I.

Et la réciproque est vraie, d'après le n° 12.
On peut donc considérer une intégrale de cette équation, c'est-à-
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dire une famille d'ondes obtenues par propagation successive de l'une
d'entre elles, comme une famille déco' multiplicités conjuguées à une
famille déco"""1 rflyons.

Et si nous remarquons que les valeurs de t associées aux divers
points d'un même rayon sont aussi définies par l'équation

(2) dt=-Sl(t\x^ ..., x^\dx^ . .^dxn},

des qu'on se donne la valeur ty qui correspond à un point particulier,
nous pourrons énoncer le théorème surent, qui est la généralisation
des théorèmes classiques de Thomson et Tait:

Lorsqu'une famille de x?1 multiplicités est conjuguée à une famille
de co""""1 rayons, l'intégrale de l'équation différentielle (2), prise le long
de l'un quelconque des rayons, entre deux quelconques des multiplicités^
prend la même valeur, quel que soit le rayon, en arrivant à la deuxième
multiplicité, si on lui a donné comme valeur initiale, au départ de la
première multiplicité, la valeur tç de t qui correspond à cette multiplicité.

17. L'intégrale de l'équation

(i) <^==û(< |*ri, . . .,Xn\dx^ . . ., ̂ r/Q,

prise le longd'un arc de courbe quelconque (G), allant d'un point (^°)
à un point (<r), en partant de la valeur t^, au point origine (x0), est
le temps que mettrait un ébranlement produit en (x°) à l'instant t^ pour
se propager jusqu en Çx) le long- de (C).

Il faut comprendre par là que l'on considère (C) comme un tube de
diamètre inf iniment petit, dont les parois n'exercent sur l'ébranlement
ni réflexion ni frottement.

Dans ces conditions, en effet, l'ébranlement se propage par ondes
élémentaires successives, ayant pour origines les points de (C); et, si
l'ébranlement est arrivé en Çx) à l'instant t, à l'instant t -h dl, il
aura atteint, aux infiniment petits près d'ordre supérieur, le point
^ ^-.dx^, ..., ̂ 4- dî\) qui est infiniment voisin de (.r) sur la
courbe, et qui est aussi sur l'onde élémentaire ayant (a?) pour origine
à l'instant t.

Or, c'est précisément ce qu'exprime l'équation ( i ) ; car, l'équation
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de l'onde dérivée étant

<2) ^(^ |^n • • • » ̂  l^ l î • • • î 4/0 == I

[quand (a?) est pris pour origine des coordonnées], l'équation de l'onde
élémentaire est

û(<i^...,^i|i,...40=1-
ou
(3) û( î, ...,^|Çi, ...,^)=^;

•et l'équation ( i ) exprime bien que le point de coordonnées Çdx^ ...dx^)
appartient à cette onde.

Cette durée de propagation peut aussi se définir, à cause de riiomo-
généité de û, par la formule

n

(4) dt-=^pidxi,
i = l

,à condition que pi, . . - ,J^ soient définis, en chaque point de la
courbe (C), par les formules

< 5 ) ^=^ ( ^ = ^ ^ . . - ^ ) î

ou, ce qui revient au même, par l'ensemble des équations

<6) €ÎXi-=p—— ( ^ ' = = 1 , 2 , . . . ,70

et de l'équation

<7) Jï(£ ^i, ...,.r//[^i, ...,^)=J,

Ce dernier résultat pourrait s'obtenir directement en remarquant
que, le long de (G), l'ébranlement doit se propager par une suite
d'arcs de trajectoires infiniment petits, tracés d'un point de (C) au
point infiniment voisin. L'un quelconque de ces arcs de trajectoires,
•ayant (.^) pour origine, a pour composantes dx^ ..., dxn\ et il aboutit
.au point de l'onde élémentaire [ayant Çx) pour origine à l'instant t]
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qui est le point de contact d'un certain plan tangent à cette onde : c'est
ce qu'expriment les équations (4)» (6), (7).

Nous admettons ici qu'il y a un arc de trajectoire joignant un point
quelconque (.f) à un point infiniment voisin quelconque, à un instant t
quelconque ; mais cela résulte de la forme des équations (i3) (n° 13).

En effet, ces équations sont du premier degré en d'^x^ ..., d^x^ Leur
déterminant est nul, car c'est le hessien de Q par rapport à dx^, ..., dxn ;
et ce hessien est nul, à cause des identités

^ à^ , / . .>, —,———.— dxf, ==o ( i = r , 2, .. ., n ),
--J à dxià cix/f
Â-==I

qui expriment que les dérivées
f)^

à dxi
(z== 1,2, . . ., n)

sont homogènes de degré zéro. Mais les mineurs du hessien ne sont
pas tous nuls, sans quoi les équations (5) entraîneraient plus d'une
relation entre p i , . . . , pn, et les ondes dérivées n'auraient pas ao71-1

plans tangents.
D'autre part, si l'on introduit l'équation ( i) , ces équations en

d^x^ ..., d^Xr, se réduisent, d'après ce qu'on a vu au n° 15, à n— i.
Et, les mineurs du hessien n'étant pas tous nuls, on pourra tirer n — r
des différentielles secondes en fonction de la n^116, qui pourra être
supposée nulle.

. . , , ,, . , dt d^x, cl^n-i
On aura ainsi, par exemple, les dérivées ̂ ? (^rj^ "" î \dx^

exprimées en fonction de l\ x,, .... ̂ ; ̂ -^ • • • ? c:^' ce q111 ^ablit
le fait en question.

Ce même fait résulte aussi de ce que, la direction d'une trajectoire
étant donnée en un point initial, à un instant initial donné, Félément
de contact initial de la caractéristique correspondante est déterminé
(n° 10). La caractéristique est par suite déterminée, d'après la forme
du système différentiel définissant les caractéristiques, et il en est de
même de la trajectoire.

18. La durée de la propagation d'un ébranlement le long d'une
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courbe (C)y c/ue nous venons de cîe/inir, peul être considérée comme
répondant à une propriété de maximum.

Reprenons, en effet, l 'équation différentielle
n,

(i) €it=^pîdxi,

en supposant que p^ .. . y p n sont des fonctions de x ^ y ..., x^ et de ^
assujettis seulement à vérifier l'équation

(2) Î I (^ | ^ i , . . . , ^ p^ .. ., pn)=î.

Et intégrons l'équation ( ï ) l e long de (C), en prenant pour valeur
initiale une valeur IQ donnée. A chaque choix des fonctions p^ ..., pn.
correspond une valeur de l'intégrale de (i), à l'extrémité de l'arc de
courbe (C); et nous demandons comment il faut choisir p^ ...,j^
pour que cette valeur de l'intégrale soit un maximum.

Le long de (C), x^ ..., x^ sont des fonctions données d'une variable
indépendante u; e tpi , . . . ,^ sont des fonctions de u et de t y qu'il
s'agit de déterminer. Nous avons à écrire que, dans ces conditions, la
variation de la valeur de l'intégrale est nulle. Or on aurait, pour la
déterminer, puisque les variations des x^ sont nulles, l'équation diffé-
rentielle

n

(3) dst==:^ ̂ ^-î
1 = 1

et le;? Spi sont assujettis seulement à l'équation de condition

/^ ^n., ^àïi.
(4) ^^i^.0^0'

^'==1

La propriété devant avoir lieu, quelle que soit l'extrémité de l'arc
de courbe choisi sur (G), nous trouvons comme condition nécessaire
que

u

2spï dxi
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doit s'annuler sous la seule condition

^ ' '" v^11-(o) j^o^o.
/'=: i

Et cela donne bien les équations (6) du n° 17 :

(6) ^=p—— (i'=i, 2, ..., n).
api

En tenant compte de (i), on trouve, remarquons-le en passant,

cit == p,
c'est-à-dire
, o, dxi àîl , . .(8) -dt=^ ( .=i , . , . . . , . ) .

Le maximum de l'intégrale considérée ne peut donc avoir lieu que
lorsque cette intégrale représente la durée de la propagation, le long
de (C), d'un ébranlement produit a l'origine de la courbe, au temps /o.

19. On peut interpréter géométriquement la relation qui existe
entre un déplacement infini tésimal sur (G) et la différentielle corres-
pondante de la fonction t considérée au numéro précédent.

En effet, l 'équation
n

( l ) ^:=2JO/<:/':r/

^"=1

exprime que le point Çx\ 4- dx^ . . . , x^ 4- clxn,) de la courbe (C) se
trouve sur le plan tangent à l 'onde élémentaire d'origine (a.1), dont les
coordonnées sont p^ ..., pn' Dans le cas où t est la durée de la pro-
pagation, le point (x -h dx) se trouve au point de contact même de ce
plan.

Cette remarque permet de voir qu'zÏy a un cas où la durée de la pro-
pagation constiiue bien un maximum pour l'intégrale t. C'est celui où
l'onde élémentaire est constamment concave vers son origine, cas qui
présente une importance toute spéciale pour les applications.

Supposons en effet, dans ce cas, que p^ ..., ^-aient des valeurs
Ann. Éc. Norrn., (3) , XXVI. •— OCTOBRE 1909. 56
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suff isamment voisines des valeurs

à°
(^ ^•=^r. (^=^1 ...^).

qui correspondent au cas de la variation nulle. Sur la tangente à (C)
au po in t (;r), on rencontrera, en partant de (.r), d'abord le point d'in-
tersection de la tangente avec l'onde élémentaire d'origine (.2?), puis
le point d ' in tersec t ion de cette tangente avec le plan tangent, de
coordonnées ( p ^ .. . ,^«). Donc à une même valeur positive de dl
correspondra une valeur de du (qu'on peut supposer positive) plus
peti te pour le cas de la variation nulle que pour le cas voisin.

Donc, pour une même valeur de u, et une même valeur de t, la
dérivée €— est plus grande pour le cas de la variation nu l le que pour le
cas voisin.

Cela posé, réservons la lettre t pour le cas de la variation nul le; et
employons la let tre 0 pour le cas voisin. Les fonct ions / et 9 sont les
intégrales de deux équations différentiel les :

(3) ^f^1^

(4) ^=^'^

qui prennent la même valeur /o, pour la valeur in i t ia le u^ de u; et l'on
a, quels que soient t et u, dans les intervalles où nous opérons, l 'iné-
galité

(5) f{t,u)>o{t,u).

Je dis qu'il en faut conclure que la différence (t — 6) est positive tout
le long de (C), en l i m i t a n t convenablement, s'il y a lieu, l'arc de (C)
que peut décrire le point (.r).

Je supposerai, pour cela, que la courbe (C) est une courbe analytique.
Alors les fonc t ions / ^ , . . . , pn qui sont données par les formules (2)
sont analytiques aussi, û étant supposée une fonction analyt ique de
ses arguments. Et nous supposerons encore que les fonctions p ^ , . " , p n ï
voisines des fonctions (2), soient analytiques également. Alors / et 9 sont
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elles-mêmes des fonctions analytiques de u, ainsi q u e ( / - - 0 )
et d(t-Q\ On devra se limiter, sur (C ), à un arc tel que la fonct ion t

du ' '
n'y ait aucun point singulier; et l'on peut supposer qu'il en est clé
même pour 0. Soit (a,, u, ) l'intervalle de variation de ^correspondant
à ces dernières hypothèses. Dans cet intervalle, (t - 0) et —^— sont
donc holomorphes. Pour u==u,, t=^=t, et (^-0) est nul; en
même temps d^Bl est positif, en vertu de (5). La fonction {t - 6)
commence donc'par être positive; et elle ne pourra cesser de l'être
qu'en s'annulant. Je dis qu'il est impossible qu'elle s'annule. Sup-
posons en effet qu'elle s'annule : ses zéros étant isolés, soit u' le
premier qui se rencontre. Dans un intervalle de la forme (ur—^ u/)
la dérivée serait de signe constant, car ses zéros sont aussi isolés; et
comme la fonction passe, dans cet intervalle (Y- £, <), d'une valeur
positive à la valeur zéro, la dérivée y serait constamment négative; et,
par suite, cette dérivée ne serait pas positive pour a = u ' . Or cela est en
contradiction avec l'hypothèse (5), puisque, pour u = u\ on a t = 0, de

sorte que d{t^ ) est alors égal à
/(^^-cp^^),

qui est positif d'après ( 5).
Donc la fonction Çt - 9) est nécessairement positive sur tout 1 arc

de la courbe (C) considéré; et la durée de la propagation le long de (G)
constitue bien un maximum pour l'intégrale t.

^0 Revenons maintenant aux trajectoires. Nous allons voir que les
trajectoires ùsues d-un point ̂ \ à Vinstant t,, sont les courbes le long-
desquelles un ébranlement, produit en (x°), au lempsf,, se propage le

plus rapidement.
Pour le démontrer , reprenons, par exemple, les équations

(,) ^=^,^ (.=I,2,...,7Q

et
(3) 11(^^1, . ..,^J Pi. ' " ^ Pn)^^
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qui peuvent être considérées comme définissant la durée de la propa-
gation d ' u n ébranlement le long d'une courbe (C), allant de (.Ty)
en (.r). De ces équat ions résulte la formule, déjà employée»

n

(3) dt=-^pidxi.
/'== 1

Ce sont ici les fonctions x^ ..., x^ de la variable u, que nous avons à
faire varier; au contraire p^ ..., pn sont connus, quand les fonctions
.r,,..., .t̂  sont données.

Nous avons, pour calculer la variation St, la formule
// ri

( 4 ) ci St =^ op, €/^f 4- ̂  pî d Sx,,
i == i /' = i

d'où il faudra éliminer les êp^ en tenant compte de (i) et (2). Or, à
cause de (i), l'équation (4) s'écrit

n fi

d St = V ̂ n op.- dt 4- V pi d Sx-t ;
^ ( jp i ^1

et l'on tire de (2), en prenant les variations des deux membres,

àïl,, y <m " V ()n -^o^+2^^;o•r/4-^^;o^•==o•
/' = i /' == i

II reste donc la formule
n n

, ^ 'V^ , ^ ^Y^ àîl ^ , àït ^ ,d §t = ̂  p, d Sx, — > —— Sa', cU — — ôl dt,^— j— (j j^.'^ o i,
i -== 1 /• == 1

que nous mettons sous la forme

( n \ / n \

(3) d St-y^p.Q^+^^St-^p.ôx.^dc
^, 7 " \ ^i /

v r , / an àîï \ , 1 ,=-i L^^ ̂  + ̂ - j t ) dt\sxt'
Ï == 1
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Nous l'écrirons plus simplement

(6) ^ + A A = B ,

en posant

(7) A^â^-^^ô^-,

A^,"'

•'=ifë^,^^)«-
;==i '

La courbe (C) est supposée varier de manière que ses extrémités
demeurent fixes; les Sx^ sont donc nuls à l'origine et à l 'extrémité
de (C), et A se réduit alors à St. De plus Si est nul à l'origine. Donc A
est celle des intégrales de (6) qui se réduit à zéro pour t = tç ; et nous
avons à écrire qu'elle est nulle, quel que soit le choix des Soc^ quand
on arrive à la valeur finale de t. Or A est donné par la formule

/»t Ft

- j Xf!f ^i \ A / / /

( 1 0 ) A^-" / B e ' ' 0 dt.
^/o

On voit donc que A ne peut être nul si B n'est pas identiquement nul (par
rapporta o^, ..., o.r,,); car, sans cela, on peut choisir Sx^ ..., S^n de
manière que B soit constamment positif dans l ' intervalle d'intégration.

Ce raisonnement suppose que A = -^ reste uni sur (C). Sous cette
hypothèse, nous concluons donc que la variation de l'intégrale / ne
peut être nulle que sous les conditions

(n) dp,=-(^^pi^dt (.=1,2, ,..,/o.

Et ce sont précisémentles équations qu'il faut adjoindre aux équations
( i ) e t ( 2 ) pour définir les caractéristiques; et, par conséquent, les
trajectoires seules peuvent répondre au problème du minimum de
durée dans la propagation, a

21. Les calculs précédents donnent aussi une interprétation de
l 'élément de contact associéàune trajectoire, en chacun de ses points.
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Car la condit ion pour que la variation ït reste nul le , lorsque l 'origine
(,To) seule de (C) reste fixe, est que l 'extrémité (a?), dans son dépla-
cement, satisfasse à là condit ion

( i ) ^p^x,= 0.

L'élément (x \ p}, associé au point (rr) cl'une trajectoire, pour l'instant t
correspondant à ce point, est celui sur lequel doit se déplacer le point Çx)
de la trajectoire pour que la durée de la propagation d9 un ébranlement^
le lon^ de cette trajecloire, entre le point fixe (<T°) d'où l'e'broulement
part à l'instant ÏQ et le point variable (.y ), ait une z^ariation nulle.

Cela revient à dire que l 'élément {^\p) est un élément de contact
de l'onde issue de (^•(>), à partir de l'instant /\p quand arrive l ' instant/ .
Ce qui est conforme aux résultats obtenus dans la construction des
familles d'ondes.

Remarquons encore qu'on aurait pu calculer la variation de l y dans
les conditions du n° 20, en partant de la formule
(2) dt-=^ (t\^i, . ..,^|^i, .. ., dxnY

On aurait alors
, „ à^l „ ^ cm . ^ à^ y .

d ût == —— 0^-4-7, -.— o^i -+- 7, T-,— a O^nàk ^ àXi A^ à dxi

d'où

0) ^o.-y^â^-f^^y^ô^^^^^' / \ Â»à à dxi i àt \ ^ ô cixi
\ / = = 1 / \ / = = ! /

=:_V / . à^ à^ à^ àâ\ ^_
Â»À Y à dxi àt ad Xi à x i ) xlï

i == 1

Et un raisonnement semblable à celui que nous avons fait au n° 20,
sur l 'équation (5) (n0 20), montrera que la condition ot = o oblige à
annuler identiquement le second membre de (3); ce qui donne , pour
conditions nécessaires du min imum, les équat ions

, <%2 ÔQ ôiî à^( 6 ) ( l —••— — — •—— — -— ==o { L = i ,'â, .. ., n ),v { / Oclxi cft àdxi à .Ci ' ' ' ' ''

c'est-à-dire qu'on retrouve bien le système (i5) du n° 15.
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Et un raisonnement semblable à celui du début du paragraphe
actuel donne, pour l 'é lément de contact associé au point ( x ) de la
trajectoire, la condition

/;
(5) y^L^=o,—^ à c/Xt;"== i

c'est-à-dire redonne les formules (iq) du n° 15 :
à0

W P^^ O'=i^...^,).

22. Il nous reste à montrer que les conditions trouvées suffisent pour
quon ail vraiment un minimum, si Von suppose, comme an n0 19, que
l'onde élémentaire est concave vers son origine,

Cela tient à u n e relation remarquable entre le problème actuel et le
problème traité aux n05 18, 19.

Soit (T) une trajectoire, issue de (a?0) à l ' instant ^ o ; soit (.r)run
quelconque de ses points ; et soit 0 l 'instant qui correspond a (a") sur
la trajectoire. Soit (C) une courbe voisine de (T), allant aussi de (a?0)
à Çx) ; et soit / le temps que mettrait l 'ébranlement, produit en (x°) a
l ' instant / o ? à se propager jusqu'en Çx) le long- de (G). Il s'agit de
prouver que la différence (l — 0) est positive, si (C) est suffisamment
voisine de (T » .

Considérons à cet effet l 'élément (^J^0) associé à T en son point
de départ (a?0), et concevons une onde origine ^iLo ayant cet élément
(^°|^°) pour l 'un de ses éléments de contact, et que nous suppose-
rons produite à l'instant t^. Dans la propagation de cette onde, l'élé-
ment (.r° |/)°) va suivre la trajectoire; et, de l ' instant t^ à l ' instant /,
l 'onde passera successivement par tous les points de l'arc de trajec-
toire considéré.

Nous admettrons que l'on puisse choisir Jli/y de manière que, dans
les mêmes conditions, l 'onde passe aussi successivement par tous les
points de l'arc de comparaison (C).

Soit alors
(0 F(^, . . . , ^ )=^

l'équation générale {voir n03 11 et suivants) de la fami l le d'ondes con-



44^ E- VESSÏOT» — ESSAI SUR LA PROPAGATION PAR ONDES.

sidérée. En chaque point de (T) nous avons Çvoir n0 12)
â¥

( 2 ) ^'^^ ( ^ = = 1 , 2 , . . . , n ) ;

de sorte que la formule
n

(3) df=:^pfd^
i= i

qui donne la durée de la propagation le long de (T), est équivalente à
n

(4) A==y ^-^,=r/F.
•̂J (JXi

/'== 1

Cette formule donnera donc la même valeur 9 pour la durée de la pro-
pagation de (^°) en Çx) le long de (T), qu'on l'intègre le long de (T)
ou le long de (C).

Donc 9 est la valeur de l'intégrale de l 'équation différentielle (3),
prise le long de (C), dans les mêmes conditions'qu'au n0 19, lorsque
/?,, . . . , /^. ont les valeurs (2). Et / est la valeur de celte intégrale,
quand on intègre le long de la même courbe (C), avec les valeurs
de /?< , ...,/^ données par les formules

(3) P^^ ( .=1,2 , . . .^) .

Enfin, les valeurs (5) et les valeurs (2) sont aussi voisines qu'on veut,
car elles se réduisent les unes aux autres, quand (G) coïncide avec (T);
et (C) est aussi voisine de (T) qu'on veut.

On se trouve donc, pour t et 9, exactement dans les conditions
du n° 19; et l'on doit conclure que {t — 0) est positif. C'est précisément
ce qu'il fallait établir.

On voit donc bien que l'existence d'un maximum pour le problème
du n° 18 et l'existence d'un minimum pour le problème du n° 20, ou
inversement, sont corrélatives.

C'est la relation entre ces deux problèmes que nous avions annoncée.

Lyon, le i5 novembre 1908.


