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ESSAI

SUR LA

PROPAGATION PAR ONDES;

Psr M. E. VESSIOT.

Dans un précédent article (') nous avons étudié analytiquement la
propagation par ondes dans un milieu dont la nature ne varie pas avec
le temps, et montré les relations étroiles de ce problémeavecla théorie
des transformations de contact, avec celle des équations aux dérivées
partielles du premier ordre ou ne figure pas explicitement la fonction
inconnue, et avec la recherche des maxima et minima des intégrales
simples.

Les pages qui suivent sont consacrées & la propagation par ondes
dans un milieu dont la nature varie avec le temps. Le probléme est
traité & un point de vue purement cinématique. Le milieu est défini
par le systéeme des ondes ¢lémentaires qui ont pour origines, a chaque
instant, les divers points du milieu. La loi de la propagation est le
principe des ondes enveloppes; mais nous supposons seulement qu'’il
ait lieu pour un intervalle de temps infinitésimal, et aux infiniment
petits prés d'ordre supérieur. Un des résultats obtenus est que le
principe est alors rigoureusement vrai, dans tout intervalle de temps.

Nous raisonnons sur I'espace & » dimensions. Mais notre exposition
ne suppose connus que la notion d’élément de contact, celle de multi-

(1) Sur Uinterprétation mécanique des transformations de contact infinitésimales
(Bulletin de la Société mathématique de France, t. XXXIV, 1906).



406 E. VESSIOT.

plicité, et les principes fondamentaux de la théorie des équations
différentielles ordinaires.

Deux faits essentiels se présentent : d’une part, la propagation se
fait par éléments de contact, les éléments de contact de I'onde origine
étant individuellement transportés pour constituer les ondes nouvelles
qui en dérivent; et, d’autre part, la famille des ondes successivement
issues d’'une méme onde origine est définie par une équation aux
dérivées partielles, qui peut étre I'équation aux dérivées partielles du
premier ordre, & n variables indépendantes, et a une fonction
inconnue, la plus générale.

De la découle, intuitivement, une théorie nouvelle de I'intégration
des équations aux dérivées partielles du premier ordre. La loi du
déplacement des éléments de contact du milieu est donnée par le
systeme différentiel que la théorie de Cauchy donne pour les caracté-
ristiques.

Dansle déplacement d'un élément de contact, le point de cet élément
décrit ce que nous appelons une trajectoire de (’ébranlement. Nous
établissons que, dans ce cas du régime variable, comme dans le casdu
régime permanent, les trajectoires correspondent i la durée minima
dans la propagation. La question équivaut & I'étude générale des con-
ditions nécessaires et suffisantes pour le minimum de I'intégrale d’une
équation différentielle de la forme

dt=Q(t|zy, ..., &, |dzy, ..., dz,),

ou Q est homogeéne du premier degré en dz,, ..., dz,; cette intégrale
est prise dans I’hypothése ou x,, ..., x, sontles coordonnées courantes
d’un point d’un arc de courbe, et a une valeur initiale donnée ¢, &
I'origine de cet arc; et c’est la valeur qu’elle prend & I'extrémité de
I’arc qu’il s’agit de rendre minima, en choisissant convenablement
I'arc de courbe, dont les extrémités sont supposées données (*).

La considération de la variation simple conduit & des conditions
nécessaires, qui définissent la courbe cherchée comme une trajectoire
de la propagation. Nous montrons que ces conditions sont suffisantes,

(1) Poir, au sujet de problémes de ce genre, A. MAYER, Leipziger Berichte, 1895, et
D. Ecorow, Mathematische Annalen, 1906.
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toutes les fois que les ondes élémentaires ont, en chacun de ceux de
leurs points qui interviennent, une forme concave vers leur origine.

Le fait résulte de ce que la question de minimum précédente se
raméne 4 I'étude d'une question de maximum qui se présente dans la
propagation d’un ébranlement le long d’une courbe donnée; et pour
cette derniere question, la solution est presque intuitive.

Dans cette question de maximum, il s’agitde I'intégrale d’une équa-
tion de la forme

dt :z Pi da:,-,

i=1

prise le long d’une courbe fixe donnée; et il faut déterminer les fone-
tions p,, ..., p, de maniére qu’elles satisfassent & une relation

donnée
H(tlmh oy Tn I[)h <.y Pn) =0,

et rendent maxima la valeur prise par I'intégrale & '’extrémité de I'arc
de courbe.

La méthode qui se présente ainsi d’elle-méme est équivalente aux
méthodes de Weierstrass et d’Hilbert. Nous nous sommes bornés a
I'esquisser rapidement. Elle s’applique, & plus forte raison, & la théorie
des maxima et minima des intégrales simples, et peut s’étendre au cas
des intégrales multiples. Nous y reviendrons dans un autre travail.

Signalons enfin que nous avons supposé que les ondes élémentaires
ont »™~' points eto”~! plans tangents. Nous nous proposons de revenir,
dans une autre occasion, sur les autres cas, qui offrent un intérét
particulier, tant au point de vue de la théorie des équations aux dé-
rivées partielles que Lie a nommées semi-linéaires ou pseudo-linéaires
qu’au point de vue du calcul des variations (*).

(1) Les pages qui suivent étaient rédigées quand j'ai eu connaissance du Mémoire de
M. CARATHEODORY, Sur les maxima et minima des intégrales simples (Math. Arnnalen,
t. LXII, 1906, p. 449-503), ol l'auteur utilise, sous le nom d’indicatrices, les ondes déri-
vées, dans le cas n == 2, mais sans rattacher la question & celle de la propagation par
ondes. Le probléme traité par M. Carathéodory correspond du reste au cas du régime
permarnent, tandis que nous traitons ici du cas du régime variable.
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I. — Equations différentielles de la propagation par ondes.

[. Soient @y, ..., @, les coordonnées d'un point quelconque de
I'espace E, & n dimensions, supposé rapporté & un systéme de coor-
données rectangulaires quelconque : nous appellerons ce point le
point (x,,...,x,), ou, par abréviation, le point (x).

Nous considérerons 'espace E, comme un miliez ol peuvent se
produire, et se propager par ondes, des ébranlements d’une nature
déterminée.

Nous entendons par la que les points de E, sont susceptibles d’ac-
quérir, d'une maniére instantanée, une propriété de nature déter-
minée (sonorité, luminosité, électrisation, etc.); et que, du fait que
cette propriété se sera manifestée, a un instant quelconque ¢, en tous
les points d’unc multiplicité ow, elle cessera, aux instants suivants,
d’appartenir aux points de o1, et se manifestera, & chacun de ces
instants £ + A¢, aux divers points d’une autre multiplicité o', qui est
déterminée par la nature du milieu, relativement 4 la propriété consi-
dérée, par l'instant ¢, par 'intervalle de temps Az écoulé depuis cet
instant, et par la multiplicité ow.

C’est I'apparition de la propriété considérée en un point () que
nous appelons un ébranlement, produit en ce point. Nous appelons
onde toute multiplicité, lieu géométrique de points ébranlés & un
méme instant.

Le probléme de la propagation par ondes est le suivant : Dans un
miliew de nature déterminée, déduire d’une onde o, donnee au temps t,
l’onde nouvelle qui en provient, au bout du temps At.

2. 1l faut d’abord définir la nature du milieu, relativement i la
propriété considérée.

Imaginons, a cet effet, le cas le plus simple, celui ou un point
isolé (z) est seul ébranlé a I'instant z. En se propageant, cet ébranle-
ment donne naissance, a chaque instantz + A¢, & une onde M (x| ¢,A¢);
nous dirons que cette onde est issue de («), ou encore qu’elle a (x)
pour origine.

Prenons 'homothétique de cette onde, par rapport a (), dans le
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rapport KX—Z; et admettons que cette homothétique tend vers une forme
limite, lorsque Az tend vers zéro. Nous appellerons cette forme limite
Vonde derivée, qui a () pour origine, a {'instant t.

Si, inversement, nous prenons 'homothétique de I'onde dérivée,
par rapport & son origine («), dans le rapport infiniment petit dz, la
multiplicité obtenue s’appellera Vonde elémentaire, ayant (x) pour
origine, et correspondant & {'instant t.

La nature du milieu, relativement & la propriété considerée, sera
definie par le systéme des ondes dérivées (ou des ondes élementaires)
qui ont pour origines les divers points du milieu, a chaque instani (.

Ce systéme des ondes dérivées varie, en général, avec ¢. Dans le cas
contraire, nous dirons qu’on est en régime permanent; nous verrons
que le mode de propagation d’une onde quelconque est alors indé-
pendant de I'instant auquel cet onde apparait, et ne dépend que de sa
forme. Le cas général s’appellera le cas du régime variable.

Nous supposerons, dans ce Mémoire, que les ondes dérivées ont
="' points, et aussi «"~' plans tangents. Nous reviendrons sur les
autres cas dans un autre travail; il y aura lieu de remarquer que les
ondes dérivées n’ont pas nécessairement le méme nombre de dimen-
sions que les ondes finies issues des divers points de 'espace.

Dans le cas de 'espace ordinaire (n = 3), les ondes dérivées sont,
dans le cas général, des surfaces non développables: onles appelle les
surfaces d’onde. Dans les cas exceptionnels, elles peuvent étre des
surfaces développables, des courbes, des points.

3. Pour définir maintenant la loi suivant laquelle les ondes se pro-
pagent, nous admettrons que, pour une variation du temps infiniment
petite, la propagation satisfait aw principe des ondes enveloppes, a des
infiniment petits prés d’ordre supérieur.

La suite prouvera que ce principe n’implique pas contradiction.
Expliquons d’abord comment nous I’entendons :

Soit oL une onde quelconque, & I'instant ¢; et soit o' 'onde qui en
provient au bout du temps infiniment petit #z. Chacun des points ()
de o, s’il était seul ébranlé a l'instant ¢, aurait émis, au bout du
temps ¢, une onde M(x|¢, dt); soit on” I'enveloppe de toutes ces
ondes M(z|¢, dt) issues des divers points (x) de oiL. Nous admettons

Ann. Ec. Norm.,, (3), XXVI. — SEPTEMBRE 1909. 52
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que L représente M’ aur infiniment petits prés d’ordre supérieur, Pinfi-
niment petit principal étant @z; et nous entendons par la qu'z/ existe
une correspondance, point par pornt, entre 9 et O, telle que les diffe-
rences des coordonnées de méme nom de deux points homologues quel-
congques sont d'ordre superieur a 1, par rapport a dt.

Cette définition donne lieu aux remarques suivantes, pour lesquelles
nous nous bornerons, pour simplifier, & considérer des multiplicités
i (n — 1) dimensions.

1° Soient T et X deux multiplicités, dont chacunereprésente I’autre,
d des infiniment petits prés d’ordre supérieur; et soit 0 I'infiniment
petit principal. La correspondance entre un point quelconque (X)
de ¥ et le point homclogue (X') de X’ sera mise en évidence dans les
équations des deux multiplicités

(E) Xi:fl'(uh ~~-wun—1le) ([:lﬁzﬂ "'an)v
(\E,) X:':gi(uh --w”u—llg) (l‘:“'—)‘» -"an)v

deux points homologues correspondant aux mémes valeurs des
parametres u,, ..., u,.

Et I'identité des deux surfaces, aux infiniment petits prés d’ordre
supérieur, revient & supposer que les fonctions f; et g;, et leurs dé-

.. dfl dé"i . . . .
rivées —, —= sont, pour § = o, des fonctions identiques des para-

Metres Uy, ..., U,_,.

De la résulte I'identité, deux a deux, des déterminants fonctionnels
formés avec les dérivées des f; et des g;, prises par rapport a uy,
pour f = o3 et aussi des dérivées de ces déterminants fonctionnels,
prises par rapport 4 0 (pour 6 = o). De sorte que les dyférences des
coordonnees de méme nom des plans tangents a X et X', en deux points
homologues, sont aussi des infiniment petits d’ordre supérieur.

2° Supposons maintenant que X fasse partie d’'une famille de ,_,
multiplicités, & chacune desquelles corresponde une multiplicité X7,
la représentant aux infiniment petits prés d’ordre supérieur. Une cor-
respondance de méme nature aura lieu entre I’ enveloppe des multiplicites T
et celle des multiplicites X'
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En effet, les équations de X sont maintenant de la forme
(1) Ni=fi(tyy ooy tpy| @y, ooy ay_y | 9) (i=1,2,. ..n);
et’enveloppe sera donnée par les équations

() pen| % ... 9 A

.. =o0 (h=1,92,...,n—1);
duy Oup 4 0 |(i=1,2,....n)

¢’est-a-dire qu'un point quelconque de ’enveloppe est fourni par les
équations (1), ou u,, ..., u,_, sont les fonctions de a,, ..., a,_, dé-
finies par les équations (2).

Pour passer de la a I’enveloppe des ¥/, il faudra remplacer les f; par

. R . do

des fonctions g; des mémes variables; et, pour 6 = o, les g; et les 7;,;’
. S df; . .

sont respectivement identiques aux /; et aux —(7'; Mais alors les fone-

tions w; de a,, ..., a,_, obtenues dansles deux cas seront, pour 6 = o,
les mémes, ainsi queleurs dérivées prises par rapporta 0. D’ou résulte
le théoréme annoncé.

3° St X represente T aqux infiniment pelits prés d’ordre superieur, et
2 F
st X repreésente de méme X', la méme correspondance existe entre ¥ el Y.

La démonstration serait immeédiate.

4° L’onde M(x|t, dt), émise par un point (x) quelconque, est repré-
sentée par ["onde élémentaire qui a ce méme point pour origine, aux
infiniment petits prés d’ordre superieur.

Soient, en effet, P un point quelconque de M(x|¢, dt), et p sa distance
a l'origine («) de cette onde. Le pointhomologue de I'onde élémentaire

a pour rayon vecteur
lim —P—> dt.
<d(=0 d[

La distance des deux points homologues est donc la différence entre
I'infiniment petit p et sa partie principale; et la remarque énoncée en
résulte.

En combinant ces diverses remarques, nous pouvons énoncer le
principe des ondes enveloppes sous la forme suivante :
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Aux infiniment petits prés d’ordre supérieur, "onde issue d’une onde
origine quelconque, & partir d’un instant t quelconque, au bout du temps
infiniment petit dt, est Uenveloppe des ondes élémeniaires qui seraient
émises, dans les mémes conditions, par les divers points de I’onde origine.

4. Pour traduire analytiquement ce principe, il faut se donner
d’abord les ondes dérivées par leur équation générale. Nous imaginons
pour cela, en chaque point (@), un systeme d’axes ayant ce point pour
origine, et se déduisant par translation dusystéme d’axes fondamental
auquel est rapporté le milieu considéré. L’équation générale des plans
étant supposée écrite sous la forme

n
(1) Z wuiki—1=o,

i=1
nous nous donnerons I’équation tangentielle
(2) - H(tay, .o @y, oo un) =0

de I'onde dérivée qui a (&) pour origine, rapportée précisément au
systtme de coordonnées qui a (x) pour origine. Dans cette équation,
i, ..., u, sont donc les coordonnées tangentielles courantes, tandis
que ¢, z,, ..., &, jouent le role de parametres; et, dans I’équation (1),
%y, .., 5, sont les coordonnées ponctuelles courantes dans le méme
systéme auxiliaire de coordonnées.

Pour avoir, dans les mémes conditions, I'équation générale des
ondes élémentaires, nous remarquons que, sile plan (1) est tangent
a 'onde dérivée, le plan tangent 2 I'onde élémentaire qui lui corres-
pond est

n

Z ;- dt = o.

i=1

Les coordonnées s’obtiennent donc en divisant par dt celles du plan
tangent & Uonde dérivéc, et par suite satisfont a I’équation

(3) H(tlan .., xp|ugde, ... u,de)=o.

Nous abrégerons les calculs ultérieurs en donnant a 'équation (2)
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une forme particuliére : rendons-la homogéne, résolvons-la par
rapport & la variable d’homogénéité, et donnons & cette variable la
valeur 1. Nous obtiendrons une équation de la forme

(%) H(t|laxy, .., xp ]y, ooy iiy) =1,

ou IT sera homogéne, de degré 1, par rapport a «, ..., u,.
On peut encore dire que II est défini par U'identité

(5) Ii(t].rl,...,w,l[%,~--7%>Eo.

L’équation du point de contact d’un plan tangent (u,, ..., u,) &
cette surface est alors

Il

e

@ Ol ~a Ol
zUim:leim 1

i=1 i=1
et, par suite, les coordonnées de ce point de contact sont

: ol .
(6) Et—ﬁ (I=1,2,...,n).

Comme les seconds membres de ces formules (6) sont de degré zéro
enu, ..., u, eles donnent en réalité les coordonnées du point de
contact d’un plan tangent a la surface (4), paralléele & un plan donné.

La résolution qu’on a du faire pour passer de la forme générale (2)
a la forme canonique (4) revient donc & séparer I'onde dérivée en
nappes telles que chacune. de ces nappes aitun plan tangent et un seul
paralléle & un plan arbitrairement donné.

Enfin, si Ponde dérivée est donnée sous la forme (4), 'onde élémen-
taire aura pour équation tangentielle

(7) W(t|@yoouy@p|tlyy .oy ttn)dt=1;

et, de méme que I’onde dérivée est représentée paramétriquement, au
point de vue ponctuel, par les formules (6), ou les rapports des ;
interviennent seuls, de méme l'onde élémentaire sera définie par les

formules

ol .
(8) E_[—J;‘l:dl (i=1,2,...,n0).
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Nous allons avoir besoin aussi de I’équation générale des ondes
élémentaires rapportées au systéeme de coordonnées primitif. Le plan,
qui a (1) pour équation dans Ie systéme d’origine (), a pour équation
dans le systeme fondamental

n

E i (Xj—a;)—1=o.

i=1

Et si I’on raméne cette équation a la forme

(9) Et][X;-—J:o,

i=1

on a, pour transformer les coordonnées tangentielles, les formules

n
?ll’l’—l—l
dk‘k

i’::kzi ~ = nl (i=r1,2,...,n).
qi %
qu‘xk
k=1
L’équation (7) devient donc
(10) H(t[xl,...,xnlqi,...,q,,)dt-f-zq,-xl-zl.

i=1

Les équations (8) sont remplacées, d’autre part, par les équations

(11) Xo= 2+ ‘—)-I-H—‘a%“'{lli)dt (i=1,2,...,n).

5. Cela posé, reprenons les considérations du n° 3. Soit 9w une onde
quelconque, & I'instant z; et soit («) 'un quelconque de ses points. Ce
point est 'origine de I'onde élémentaire [(10), n° 4],

(1) H(tl.:vi,...,x,z|ql,...,qn)dt—i—zq,-xi.:x,

i=1

et nous avons 4 chercher I’enveloppe de toutes les ondes élémentaires
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représentées par cette équation (1), quand (2) décrit o. Chacune
d’elles a en commun avec 'enveloppe un certain nombre d’éléments
de contact (point, plan tangent), que nous allons déterminer. Nous
écrivons pour cela qu’ils sont communs & (1) et aux ondes infiniment
voisines qui en résultent par variation infiniment petite de («) sur ow.

Désignons & cet effet par ¢ toute différentiation relative 2 une telle
variation : les variations éx,, ..., S, seront uniquement assujetties
a la condition

(#) Ep,-ax,: o,

i=1

ol py, ..., Po sont des coefficients de direction pour le plan tangent
a oL, en (). Nous devons donc exprimer que I'équation obtenue en
appliquant & (1) la différentiation ¢ estune conséquence de (2), ce qui
donne les équations

(¢l x]|q) _ .
—dr-;——dt+q,~~nzpi (i=r1,2,...,n),

(3)

ou m est un facteur qu’'on déterminerait en tenant compte de (1).

Mais on peut laisser m indéterminé, car les équations (3) définissent
ainsi la direction des plans des éléments de contact cherchés, par les
rapports des ¢;; et les équations (11) (n°® 4), ou ne figurent que les
rapports des ¢;, donnent alors le point auquel appartient chacun des
éléments de contact correspondants.

Laforme des équations (3) montre qu'il ya une direction (¢,, .-+, ¢x),
satisfaisant 4 la question, quitend versla direction (py, ..., p,)lorsque dz
tend vers zéro; et qu’il n’y en a qu'une. Donc, parmi les éléments de
contact communs 4 'onde élémentaire (1) et & toutcs les ondes infini-
ment voisines, il y en a un et un seul qui tend, lorsque dz tend vers
zéro, vers I’élément de contact (x,, ..., @,|p,, ..+, pn) de Uonde M.
Désignons par (&', ...,2,|p\, ..., p,) les coordonnées de cet élément
de contact. Désignons encore par ¢ I'instant z + d¢. Nous aurons les
équations

,_ Otz |p")

(4) z} P ('—¢t)+ x; (i=1,2,...,n)
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et

(5) _()_IH_%!.;_I.[)__) - 8) 4+ pi=mp; (f=1,2,...,n).

De plus, pour déterminer sans ambiguité les p;, dont les rapports seuls
étaient donnés jusqu’ici, nous les assujettirons & vérifier la condition

(6) Oty oo pry ooy pr) =10

Et cela les définit bien sans ambiguité, II étant homogene, de degré 1.
De méme, les p} seront assujettis & vérifier la relation analogue

(7) (e |2y, .o | pls ooy pr)=1.

Alors, lorsque @t tend vers zéro, chacune des différences (x; — ;)
et (p; — p;) tend vers zéro, et leurs parties principales, que nous dési-
gnerons par dz; et dp; s’obtiennent en différentiant les équations (4),
(5) et (7), par rapport a 2, pour ¢'=¢; ce qui donne (dt' = dt)

aM(|z|p)

(8) dz;= Ty (i=1,2,...,n),
(9) m_(gl_;_l_pldt.kdpi:pidp (i=1,2,...,n),
oIl oll \1 C)I .
(10) oz ¢ dt + Td + (/p,_.o
i=1 t—l

En éliminant les dx; et les dp,, la derniére fournit du.. Cela donne

%I-} dt —I—E/),g—ndp._o

iz==1
d’ou, & cause de ’homogénéité de II,

(11) c/p.——-—%—r-l—dt

Nous arrivons done au résultat suivant :

A chaque éelément de contact (x|p) d’une onde av, considérée a l'in-
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stant t, correspond, sur l'onde infiniment voisine qui en résulte au bout
dw temps dt, un nouvel clement de contact, qui est donne, aux infiniment
petits pres du second ordre, par les formules

dH(C[.z?[p)dt
()p[

M(e| &€
(13) dpi=— [Q—L[}i_l_m +/),ir[—(%zz——l-£l‘l dt (i=1,2,...,n),

(12) dx;= (i=1,2,...,0),

en supposant que les coordonnées x,, ..., x,; p,,
relation

vy Pa SOnt lies par la

(14) H(t|xy, ooy @y pry o v s pu) =10

6. Sinous supposons, plus généralement, que le systeme des ondes
dérivées soit donné par I'équation (2) (n° 4), la condition (14) sera
remplacée par

(1) H(t|xy, ..cien|piy oo oypr)=o0.

Puis, de I'identité (5) du n°® 4, qui peut s’écrire
H(t]x,, ...,m,,[%', %—)E ,

on déduit, en posant, pour abréger I’écriture,
D .
w,-:% (i=1,2,...,n),
les identités

n

OH(¢] x| w) _Z OH(¢]a|w) w; ol

da¢ dW’,’ II T)? =
(=1
JH(¢|z|w) ~o 0H(¢|z|w) w; O _ o
_—_-——_-dxk ~ 29w T oz =o0 (k=1,2,...,n),
i=1
JH(t|a|w) ~ oH(¢|x|w) o0 _ -
d —z I, o o =o0 (k=1,2,...,n),
i=1

v

(o8]

Ann. Ec. Norm., (3), XXVI. — SEPTEMBRE 1909
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Dans I’hypothése (14) (n°5), elles se réduisent &

Ozl p) _ B¢ x| p)

ot - at
wBZIR) S BUEZIR) (ypn o m),
Monudljlp)zdmgl/:lw (i=1,2,...,n),
o :épidﬂ(ijlpflp\_
i=1

Et les équations (12), (13) et (14) du n® 5 seront remplacées par les
Sormules

(2) dr; dp; _ dt
LY F: SO YR oH
Ip; oz Pz, EP“EEZ

Jjointes a Uéquation (1).

II. — Les caractéristiques et la détermination des familles d'ondes.

7. Nous pouvons aborder maintenant le probléeme général de la
propagation par les ondes, énoncé au n° | : Connaissant une onde
origine AN, donnée & l'instant t,, trouver l'onde 9 qui en résulte a
Uinstant t.

Il est naturel de penser que o se déduira de an, en appliquant, une
infinité de fois, la variation infinitésimale définie par les formules (12),
(13), (14) du n° 5. C’est ce que nous allons examiner; et nous
étudierons d’abord si I'application, indéfiniment répétée, de cette
variation infinitésimale & une multiplicité quelconque o1, prise & I'in-
stant ¢,, donne bien une multiplicité nouvelle.

D’aprés la théorie des équations différentielles ordinaires, I'applica-
tion indéfiniment répétée de la variation (12), (13), (14) (n°5) équi-
vaut & Pemploi de la transformation qui en résulte par intégration.
Mais, ce systéme étant surabondant, il faut montrer que cette intégra-
tion est possible.
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Supposons donc intégré le systeme (12), (13) (n° 5), c’est-a-dire

oIl

(1) dx,-::a—/-)—ldz ({t=1,2,....1n),

(2) dp;:—(g%—%—pi%—l-})dt (i=1,2,....n).
L’intégrale générale est de la forme

(3) = A (L] 28, oLz Pl o pY ] de) (i=1,2,...,n),
(4) pi=Bi(e]zy, o x| pYs o ph ] ) (i=1,2,...,n),

ou x}, ..., @,; pi, ..., p, sont les valeurs initiales de z,, ..., @,;

Pis «vey Pos pOUT L= 1,.
On déduit de plus, de (1) et (2),

dIl—1)= %itldt +2 %dxi—pv -(?—I—I-dp,-

a2y
i=1 =1
oI & ol
..__—()—t—<1 —Zpld_}_):)dt
i=1
ol
Si donc nous posons
(5) C:H(t}Au--qAnlBh ---7Bn)_1v
__JM(¢[A[B)
(6) Hl—'——ot—"——i

C est une fonction de z qui satisfait a I’équation différentielle

dC
(7) ‘—i;—!-ILC-——o,

et qui se réduit, pourz=¢,, a
Co=1I(¢ | 2%, ..o 25 |pYy - o) —1e

Or I’équation (7) a une intégrale et une seule qui se réduit & zéro
pour ¢ =1¢,; et cette intégrale est évidemment C=o. Donc, si G, est
nul, C est nul aussi quel que soit ¢.
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En d’autres termes, les valeurs (3), (4) vérifient, quel que soit ¢,
I'équation (14) du n°® 5, c’est-d-dire

() M(e|xy, ooy @u |Pry o v oy Pa) =1,

pourvu qu’elles la vérifient pour ¢ =¢,.

On peut encore dire que la transformation de (x|, ..., x, | p\s- -, py)
en (2, ..., 2, | piy ..., Pa), définie par (3), (4), laisse invariante
I'équation (8).

Il est prouvé par la qu’il est possible d’intégrer le systéme mixte (12),
(13), (14) du n° 5; et que 'intégrale générale est donnée par les
formules (3), (4), ot &}, ..., 2,5 p}, ..., pp; I, sont assyjettis seule-
ment & satisfaire 4 la condition

(9) Mty |2y ..o, 2y |pS, .., pl)=1.

~ L'application, indéfiniment répétée, de la variation infinitésimale
considérée a donc un sens bien précis.

8. Les formules (3), (4) (n°7) ont des propriétés d’homogénéité
qu'il est utile de remarquer. Posons, i cet effet, dans les équations (1),

(2) (n°7),

(1) ;= A, pi=mB; (i=r1,2,...,n).

Les équations
Jll .
(2) dx,-:aFdz ({=1,2,...,n)
3
sont encore vérifiées, les seconds membres étant homogénes de degré
zéro par rapport aux p;. Quant aux équations

(3) d])i:—<—g—g—j+pf%[->([t S (f=1,2,...,n),

elles donneront, en tenant compte de '’homogénéité,

mdB;+ B;dm = — [mw —|—1712]3~w] dt (I=1,2,....n);

0A; ¢ Jt

ce qui se réduit, en tenant compte de la définition des A; et des B, et
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de la notation introduite par la formule (6) du n° 7, & I’équation
unique

(4) dm=m(1—m) I, dt¢.

Cela posé, soit m, une constante arbitraire, et soit M celle des inté-
grales de (4) qui se réduit & m, pour ¢t = ¢,. Les fonctions

;= A;, pi= MB; ({=1,2,...,n)

constituent la solution du systéme (1), (2) qui est définie par les
conditions initiales

x;=x!, Pi= my, p} (i=1,2,...,n).
Mais celte méme solution est aussi donnée par

o= At @, @k mapl L, mplll)  (i=1,2, ., n),

pi=Bi(e| 2y, .. @y [ mepl, ..., meplh L) (i=1,2, ...,n).

On a donec les identités

A[(tlxtiv ---7x§”])(1)> ~-~7P?zlt0):Ai(t‘l"({’ AR f‘;’;l’"o[’?: R ”"ﬁpﬂlto)»
MB(efxd, ..., 20| po oo polE) =Bi(e| 2, oo @l mapls oo mepd | Ey),

pour (¢ =1,2,...,n).

Donc les fonctions A;, ainsi que les rapports des fonctions B;, sont
homogénes de degré séro par rapport a p}, ..., p,.

De 12 résulte qu’on pourra employer les formules (3), (4) (n° 7)
a la transformation de I’élément de contact (2!, ..., z,|p}, ..., p,) en
I’élément de contact nouveau (z,, ..., Z,|p.y - .., Pa), sans astreindre
Py .., py A véritier la condition (9) (n° 7).

9. Appliquons donc la transformation définie par les équations

(1) 2= A (|20, o2l pl o PY G (i=1,2,...,n),
(2) pi=B(t| 2%, .., 2N pY o Pl t) (i=1,2,...,n)

a chacun des éléments de contact (&, ..., o[ »}, ..., p,) d’'une méme
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multiplicité on,. Nous allons montrer que les nouveaux éléments de
contact ainsi obtenus appartiennent & une autre multiplicité.

Effectivement, @}, ..., )3 p}, ..., p, sont, par hypothése, des fonc-
tions de (r — 1) variables indépendantes a,, ..., %,_,, dont les diffé-
rentielles totales satisfont & I'identité

n

(3) Y psz=o;

i=1

et il faut montrer que les fonctions de «,, ..., «,_,, qui s’en déduisent
par les formules (1), (2), vérifient 'identité analogue

(4) Zpiami: o.

i=1
Or, comme ces fonctions (1), (2) satisfont aux équations

de, _ o0 dp_ oM _ 01

O Ty @ e o UFRmoom

on a
dz pi 0x; :2 dp; 6x,~+z pio dx,-:z dp; 0x;+ 62 Pi d:rl-—z op:dz;,
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

¢’est-a-dire
d o o Ol oIl < < oIl
a—t Z])[OJS'[_OII _A d—wlaa"',-— W Zp,—f?ri—zl 5};8}71,

i=1 i=1 i=1 i=1

ou enfin, réductions faites,
Ao s < .
(6) zl—th[oxi—}—H,Zpiox,-:o,
i=1 i=1

ou II, est de nouveau la fonction de z définie par (6) (n° 7).

On peut alors reprendre, pour la fonction Y p; x;, le raisonnement

=1
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fait au n° 7 pour la fonction C; et conclure que, puisque sa valeur
initiale, pour z = ¢,, est nulle, elle est nulle quel que soit z. Et c’est
ce qu’il fallait établir.

Donc la transformation (1), (2), ot t et ¢, sont des constantes arbi-
traires, change toute multiplicite en une multiplicieé. Cest, suivant le
langage de S. Lie, une transformation de contact.

10. Pour la commodité du langage, nous appellerons trajectoire, ou
rayon, le lieu des points représenté par les équations

(1) = A (2, oo 2| ply o po] ) (i=1,2,...,n),

quand ¢ varie seul; ¢, 2, ..., )3 p}, ..., ps ayant des valeurs con-

stantes. A chaque point de la trajectoire correspond un instant ¢; et
nous considérons cette loi de correspondance comme faisant partie
intégrante de la trajectoire. En d’autres termes, un point d’une trajec-
toire n’est considéré comme existant qu’a linstant z qui lui cor-
respond.

Il y a, ainsi entendu, %**~* trajectoires. A chaque instant z, il en
passe »"~* par chaque point de I'espace E,.

Les trajectoires peuvent étre considérées comme servant au trans-
port des éléments de contact. Par chaque point de la trajectoire (1)
passe en effet I’élément de contact dont la direction est donnée par les
formules

(2) pi=B:(¢lz}, ... x| pl.o L e ty) (i=1,2,...,n).

La correspondance entre les points d’une trajectoire et les éléments
de contact qu’ils portent est déja donnée par les équations différen-
tielles

dx; _ JIL .
(3) —5—_% (l-——l,‘2.....ll).
Car, d’apres les explications du n° 4, ces équations différentielles

peuvent s’interpréter ainsi :

Etant donnée une trajectoire, soit (%) le point de cette trajectoire qui
existe a 'instant t : ce point est, a cet instant, !'origine d’une onde
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e

deérivée; et la direction de la trajectoire en (x) est celle qui va de l'ori-
gine (x) au point de contact du plan tangent a l'onde dérivée qui est
parallele a Uelément de contact porte par /e pornt (x) de la trajectoire,
a linstant t.
L’ensemble d’une trajectoire et des éléments de contact ainsi portés
! ]
par ses divers points s’appellera une caraciéristique. Une caractéris-
tique est donc définie par le systéme (1), (3), ou ¢ seul est variable.
La construction justitice au n° 9 peut, avec ce langage nouveau,
848
s'énoncer ainsi :

Etant donnée une multiplicité o1, on considére les diverses caracterts-
trques qur ont pour éléments, a un méme instant t,, les éléments de con-
tact de o ,. L'ensemble des éléments de toutes ces caracteristiques, quig
coexistent a un autre instant t, est une nouvelle multiplicite.

En d’autres termes, la nouvelle multiplicité resulte du transport simul-
tané des élements de la premiere par les trajectoires qui, a Utnstant t,,
portent les éléments de contact de cette premiere multiplicite.

I'l. Nous devons maintenant étudier si la famille des multiplicités o’
qui sont ainsi issues d’une multiplicité origine oL, considérée a I'in-
stant ¢,, se confond avec la famille des ondes o1 issues, dans le mode
de propagation donné, de I'onde origine o1, supposée produite & l'in-
stant Z,.

Nous remarquons d’abord que la famille des multiplicités o’ (en
vertu de son mode de construction) et la famille des ondes o1v (en
vertu de I’hypothése du n° 3) jouissent de cette propriété commune
qu'on passe d’une multiplicité de la famille a la multiplicite infiniment
votsine (aux infiniment petits prés d’ordre supérieur) par la variation
definie par les formules (12), (13), (14) dun® 5.

Ceci prouve, en passant, que notre principe des ondes enveloppes n'im-
plique pas contradiction. Et de lanous pourrons conclure aussi al'iden-
tité des o' avec les oL, en prouvant que la famille des o’ est la seule
qui satisfasse & cette propriété et contienne, pour ¢=¢,, la multi-
plicité donnée o1w,.

Pour cela nous allons traduire d’abord analytiquement la propriété
énoncée pour une famille de multiplicités quelconque, dont I’équation
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générale pourra étre supposée donnée sous la forme
(1) Flazy, ..., x,) ="t
Posons, pour abréger I'écriture,

JF

(2) .()_E:Pi (i=1,2,...,n)
et
(3) H(le“...,«xaipp---apll)z-ﬁ

Alors, pour un élément de contact de (1), nous pourrons poser

(4) pi=P;: 10 (i=1,2,...,n),

-

et ces valeurs vérifieront déja la relation (4) du n° 5. Et il restera
seulement 4 exprimer que les différentielles données par les for-
mules (12) et (£3) du n° 5 satisfont aux équations obtenues en diffé-
rentiant (1) et (4).

La différentiation de (1) donne, en tenant compte du fait que les
dérivées %}I{ sont homogenes de degré zéro, et aussi de I'équation (1)
elle-méme,

dc—-VP dx,__z Pld di _>_‘P illf/z_ndz

1:1
c’est-a-dire
(5) M=1.

Ce premier résultat permet de simplifier les formules (4), qui
deviennent

(6) pi=P; (i=1,2,...,2).

En les différentiant & leur tour, on obtient les conditions

ol oM\ . (JI ol .
dpl__(gx‘—,—‘_'pl—d_[)dt——<d_JJ,+PIW)dt (L__I,Z,...,Il),

Ann. Ec. Norm., (3), XXVI. — SEPTEMBRE 1909. 54
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¢’est-h-dire

N 0*F dz, <1)ﬂ ol ()[4 )dt:o (i=1,2,...,n)

e Jx; 0Ty ()E
A=t

ou encore

P, ol ol oF o
T— (_ﬁ_— oF dz; =0 (i=1,2, ..., n).

LA -
%|§|
&

>
1
-

Mais elles résultent de (5), en différentiant par rapport a =

(I=1,2,...,n).
Le principe des ondes enveloppes ( au sens infinitésimal sous lequel nous
U’avons pris) trouve donc son expression analytique dans la condition (5),

c’est-a-dire dans ’équation aux dérivées partielles

JF aF
(7) I(F oy mnl S o0 g5 ) =1
qui n’est autre que I’équation (14) du n° 5, ¢’est-a-dire
(8) H(t]l‘l,-..,afni[),_,...,])”):l,

ou 'on considére ¢ comme une fonction de @y, ..., @, dont p,, ..., p,
sont les dérivées particlles

Jdt .
(9) [)f:aT‘,‘ (l:l,2,...,ll).
Ceci nous donne inversement une interprétation de I'équation aux
dérivées partielles du premier ordre & une fonction inconnue la plus
générale, car nous avons vu, au n° 4, comment on pouvait ramener i

9
la forme canonique (8) I'équation générale de la forme

(10) H(t|xy, ...,z p1y - -y Pa) =0.

La théorie des caractéristiques, exposée dans les numéros précédents,
montre comment on peut construire, au moyen de l'intégration du sys-
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BN |

téme (1), (2) du n°® 7, ¢’est-d-dire du systéme (2) du n° 6,

d‘l'[ _ (]I_)I. B dt . .
(1) —Q—E‘——_i)_li_pi}_[.“% I ({=1,2,....n),
d[«' i ()LF[ at P.s Pr m

une solution. de I’équation (10), prenant la valeur donnée t, en tous les
points d une multiplicité 0%, arbitrairement choisie.

Et il nous reste seulement & prouver que cette solution est la seule
qui satisfasse a cette condition initiale.

[2. Supposons en effet une famille de multiplicités o,
(1) Flx,...,2,)=2¢,
satisfaisant & I’équation aux dérivées partielles
(2) O=M(F|xy,...,2n| Py, ..., Py) =1,
ou I'on suppose de nouveau

(3) P[Z%; (i=1,2,....n0).

Par chaque point () de I’cspace £, passe une multiplicité o ; et il lui
correspond une valeur de ¢ [donnée par (r)]. Ce point est, par suite,
Porigine ’une onde dérivée déterminée. Prenons le plan tangent
a cette onde qui est parallele au plan tangent en () & la multiplicité or,
et joignons-en le point de contact au point (x).

Nous obtenons ainsi, en chaque point de E,, une direction D; et il
existe une famille de courbes tangentes, en chacun de leurs points,
a la direction D correspondante. A chaque pointde I'une de ces courbes
correspond une valeur de /, et un élément de contact porté par ce point,
a savoir celui de la multiplicité or de la famille considérée qui passe en
ce point. Et comme chaque multiplicité o est le lieu des éléments de
contact, ainsi portés par ces courbes, qui correspondent & une méme
valeur de ¢, il suffira de prouver que la construction précédente donne
des caractéristiques, pour avoir montré du méme coup que toute
famille (1), satisfaisant & (2), est fournie par la construction du n° 9.
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Effectivement, les courbes que nous venons de définir géométrique-
ment sont des intégrales du systéme

oll . .
1 dr;= Y di (=—1,2,...,n);
(1) z 5P ( )

i

car de ces équations résulte, & cause de (2),
n
dF =N P;de,=Tdl =

i::l

ce qui entraine l’équation (1), pourvu qu’'on assujettisse les données
initiales @, ..., .3 ¢, & y satisfaire. Et, dés lors, les équations (_;)
expriment (\vou n° 10) la propriété des tangentes aux courbes consi-
dérées qui nous a servi a les définir.

Pour les éléments de contact que nous faisons correspondre aux
divers points de ces courbes, nous avons, par définition,

(3) pi=P; (=12, ...,n).
Et il reste a vérifier que ces valeurs satisfont aux équations

dp; ol ol
(6) A= "o Piur

(i=1,2,...,n);

c¢’est-a-dire qu’on a identiquement, en vertu de (1), (2), (3) et (5),

dP,-:——(g-&[ 3?) dt (i=1,2,...,n);
ce qui équivaut a
ST SN SN S
:drk dPA dx, for
ou enfin &
oll oF oIl 0Py _

7) oF Oz, 03, Zdl)/. oz (i=r,2,...,n),
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3 cause des identités

()Pi . ()P;, .
dxr — dx; (L h=1,2,...,n).

Or ces identités (7) s’obtiennent en différentiant, par rapport 4 x;
(i=1,2,...,n), I'identité (1) qui est vérifiée par hypothése.

Il est donc bien établi que toute solution de (1), prenant la valeur t,
aux divers points d une mulliplicité donnée 9%, s obtient parla construc-
tion du n°9; et que, par suite, il n’existe qu'une solution satisfaisant
a cette condition tnitiale.

Etil en résulte, en méme temps, que cette construction définit bien
la propagation de l'vnde d%,, a partir de U'tnstant t,.

13. La transformation du n° 9, qui donne 'onde o, issue de I'onde
origine 9L, donnée au temps ¢,, quand arrive l'instant ¢, opére indivi-
duellement sur les éléments de contact de o, pour fournir les élé-
ments de contact de 91v; et, pour un élément de contact particulier
de o1y, elle ne dépend que de cet élément, et non de Uonde o, dont il
fait partie.

De la résulte que, si 'on imagine deux ondes origines ayant un éle-
ment de contact commun, les ondes O qui leur correspondent a l’instant ¢
auront ausst un élément de contact commun, qui sera le transformé du
précédent.

Comme 'une des ondes o imaginées peut étre réduite & un point,
il résulte de la que le principe des ondes enveloppes, que nous avons
admis pour une variation infiniment petite du temps, et aux infini-
ment petits prés d’ordre supérieur, est rigoureusement verifie pour une
variation finie quelconque du temps.

Et il en résulte immédiatement que si I'on connait les ondes finies
émises, & partir d’un instant quelconque ¢,, par les divers points du
milieu, au hout d’un temps quelconque ¢ — ¢,, la propagation d’une
onde origine quelconque est aussi connue, sans intégration.

Mais on peut obtenir un résultat un peu plus général qui donne les
propriétés classiques des intégrales complétes.

Supposons en effet que nous connaissions la propagation de =" ondes
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origines; ¢’est-a-dire une solution de I’équation aux dérivées partielles
(1) (=G (g, ..y |an, ... ay)

contenant n constantes arbitraires essentielles. Pour ¢ = ¢,, les multi-
plicités (1) contiennent tous les «=**=* éléments de contact de I'espace;
et chacun d’eux peut étre défini comme I’¢lément de contact commun
a la multiplicité

(q) to:(‘l({l’j....,l‘,,l(l,,...,a,,)

et a celles qui en résultent par les variations infiniment petites des
constantes a,, ..., a, liées par unc relation déterminée de la forme

(3) }: b,0a;= o.

i=1

Ces conditions donnent, en effet, pour déterminer cet élément,
les 2n — 1 équations

G oG .
(%) G =4, D—a—i::mb,-, pi:lz(—)}; (f=1,2,...,R);
d’ou I'on peut tirer inversement a,, ..., a, et les rapports de b,,..., 0,
si I'élément est donné.

A cet élément correspondra, pour une autre valeur du temps, celui
qui est commun aux multiplicités issues des premiéres, c’est-a-dire
a la multiplicité (1) et a celles qui en dérivent par les variations des
constantes définies par la méme équation (3). Cet élément transformé
est donc celui qui satisfait aux équations

- G aG .
(3) G=t, Fcz—[:nlbi’ p,-:/L-d—;i (f=1,2,...,n).

Ces dernieres équations sontdonc les équations generales des =*"~ ' carac-
teristiques, sil’on y considére @, ..., a, et les rapports de 0,, ..., b,
comme des constantes arbitraires.

Enfin toute multiplicité or,, donnée comme onde origine a l'in-
stant¢,, est enveloppe de «"~' multiplicités (2), définies par une équa-
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tion de la forme
(6) ®(a,...,a,)=o.
L’onde o qui en résulte & 'instant ¢ sera U'enveloppe des «o*~* multi-

plicités qui correspondent & celles-la, c’est-a-dire des multiplicités (1)
satisfaisant & la condition (6).

14. Examinons comment se modifient les résultats précédents dans
le cas du régime permanent.
L'équation générale des ondes dérivées

(I) H(‘Th--';‘rlzl[)h---,[)n):ov
ou, sous forme canonique,
(2) H(‘l‘l,...,x”ll)i,...,[),,):l.,

ne contient pas le temps.
Le systeme différentiel des caractéristiques se simplifie et devient

dx; _ dp,- _ dt
) OH = T OH T 7
Ip: oy Z P

k=1

(i=1,2,....20),

on
dj)k

ou, sous forme canonique,

(-lﬁ oIl dp; _ dll

(4) dt — dp,  dr Oy
Dans ce dernier, les seconds membres ne dépendent pas de ¢; et son
intégrale générale est de la forme

(3) xi:"ﬁ"i(t—'tola"?v--~7x2!1)?7---1[’)’;) (t=1,2,...,n),

(6) Pe= (¢ — ¢t |2y, o2y Pl YY) (i=1,2,...,n).

[l en résulte que la construction qui donne I'onde o1, émise, au bout
du temps (¢—¢,), par une onde origine oiv,, ne dépend que de cet
intervalle de temps, et non de I'instant ¢, ot cette onde origine appa-
rait. C’est ce que nous avions annoncé au n® 2.



432 E. VESSIOT.

On voit aussi qu’d une méme trajectoire correspond ici une infinité
de modes de distribution des temps ¢ entre ses divers points. A un
méme point peuvent correspondre toutes les valeursde ¢; mais la diffé-
rence des valeurs de z qui correspondent & deux des points est entié-
rement déterminée.

Si 'on fait abstraction de la correspondance entre les points d’'une
trajectoire (ou les éléments de contact qui forment une caractéristique)
et le temps, il n’y a plus ici que «**~* trajectoires (ou caractéris-
tiques). :

Quel que soit I'instant auquel part un élément de contact de I'espace,
il est toujours transporté par la méme trajectoire, et prend la méme
position nouvelle au bout d’un intervalle de temps donné.

On peut encore dire que la famille des transformations de contact
définies au n° 9, qui donnent la loi de la propagation, et qui, dans le cas
général, dépend des deux constantes ¢ et ¢,, ne depend plus, dans le cas
du régime permanent, que de la constante (t —t,), et forme alors un
groupe a un paramétre. ”

I1I. — Propriétés des trajectoires.

[5. On peut obtenir un systéme différentiel définissant les trajec-
toires, indépendamment des éléments de contact qu’elles transportent.
Il faut pour cela éliminer p,, ..., p, des équations (12), (13), (14) du
n°® 5, c¢’est-a-dire  °

oIl

l—-—-— .=

(1) wi_()p,- (t=1,2,...,n),
Jll 17) 1 .

l____________ — ——
(2) pr= oz Pig; (E==1,2,...,n),
(3) H(llxh ---wl'anu----,Pn):’,
en désignant les dérivées dz; dpi ar x) et p;

S1g ’ dt " ot par x; Pi-

Pour effectuer cette élimination, nous introduisons I’équation géné-
rale des ondes dérivées, sous forme ponctuelle, en reprenant les
notations du n° 4. En raisonnant comme on I’a fait pour I’équation
tangentielle, dans ce n° 4, on voit que I'équation ponctuelle peut étre
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prise sous la forme canonique

(-’%) Q(lia"h--~7~rnl.éls---3g_n):‘a

ol'Q est homogeéne, de degré 1, en%,, ..., %,.

e plan tangent en un point a pour équation, & cause de cette
homogénéité,
n

. - 0Q
(5) Z :-fd—&- —1==0,
i=t )
de sorte qu’on a, pour les coordonnées de ce plan, définies comme au
n®° 4, les formules

_02(¢]|¥)

(6) u;= JE. (i=1,2,...,n);

de méme qu’on avait, pour les coordonnées du point de contact,

(¢t x| u)

Fmme NI T y —
(7) = ou, (i=1,2,...,n).

On remarquera encore que (4) résulte de I’élimination des rapports
de u; entre les équations (7), de méme que

(8) Wty ..y x|y, .o u,) =1

résulterait de I’élimination des rapports des £, entre les équations (6).
Une nappe de 'onde, représentée simultanément par les équations
canoniques (4) et (8), n’a qu'un point sur chaque droite issue de (z),
de méme qu’elle n’a qu'un plan tangent paralléle & un plan donné :
cela dans des limites convenables, bien entendu.
Cela posé, on voit que les équations (1) et (3) auront, pour systéme
équivalent, les équations

(9) Qt| @y, ooy xp| Xy ooy 2),) =1
et
_0Q(t]|z| ") .
(10) pi—T (i=1,2,...,n).

, . . dll
Pour transformer les équations (2), il faut encore calculer les ——
'
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dIl

4
et — Nous remarquons & cet effet que, de l'identité

- 3

i Il ol
Q(t!ll, ...,1‘,,';}7)—1) L) m)

on tire, par différentiation, en tenant compte de (1),

92 00 oM _
9t ot 0x) dprdt

o,
¢’est-a-dire, & cause de (10),
02 oI
o +AZ Pk opedt
c=1

dIl \ .
ou enfin, — étant homogene, de degré 1, enp,, ..., p,,

02 o _
(rr) %t =
On trouverait de méme
0Q ol .
(12) Z-)-I—i—ka?i——o (i=1,2,...,0).

Les équations (2) deviennent donc

d 0Q
3 oz, 02 dQ  0Q _ PR ,
(13) az .—.?)701»';_51—',—0 (i=1,2,...,n);
et les trajectoires sont définies par le systeme (9), (13).
Ce systeme est surabondant; mais on peut le simplifier. Nous avons,
en effet, vu I'homogénéité de Q,
0t x|y _ 0R(t|x|da)

(i=1,2,...,n),

oa; ddx;
0Q(t|x|z') _ 02(¢t|z|dz) 1 .
oz, = o i (i=1,2, ..., n),

0Q(t|x|a) _ 0Q(t|lx|dz) 1
ot - ¢ dr’
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Et nous écrirons le systéme (13), en posant dorénavant
(4) Q=Qt| 2y, ooy, | day, ..., daey),
sous la forme

(15) 9Q 9@ 9@ e _ o
ddx; gt ddxi_}jz."‘o (i=1,2,...,n).

Multiplions ces équations par dz; ({ = 1, 2, ..., n) et ajoutons. Cela
donne

o 02 2, 0Q IR ¢ 0
4 5, P 25 o 2 Y T 2T,

i=1 i=1 =1 =1

da’[: 0,

¢’est-a-dire, en simplifiant,

6 02— @
(16) 22 (@t —2) =o.

Donc, si I’on est en régime variable, I’équation (g) est une consé-
quence des équations (13), ou (15). Si I'on est en régime permanent,
les équations (15) se réduisent & (n— 1), et ne contiennent pas le
temps.

En d’autres termes : En régime variable, les trajectoires sont definies
par le systeme (15), aussi bien quant a leur forme que quant a la loi
swivant laquelle elles sont décrites.

En régime permanent, la forme des trajectoires est definie par le
systeme

0Q 0Q .
(17) dm—-%_o (t=1,2,...,n),

qui se réduit a n — 1 équations indépendantes; et la lov suivant laquelle
elles sont decrites est donnée par 1’ équation

(18) dt=Q(t|zy, ..., 2z, | dzy, ...,dx,),
qui ne contient pas alors ¢ explicitement.

Dans le cas du régime variable, cette équation (18) a toujours lieu,
mais est une conséquence des équations (15).
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Enfin, les formules qui donnent I’élément de contact qu’il faut
associer A chaque point d’une trajectoire pour en faire une caractéris-
tique sont les formules (10), c’est-d-dire

0Q
(1g) Pi:m (t=1,2,...,n).

Ces formules traduisent toujours la loi de correspondance entre la
direction de la trajectoire et la direction de ’¢lément qui a été énoncée
aun°® 10.

16. Restons dorénavant dans le cas du régime variable, et dési-
gnons par le mot rayorn une trajectoire dont on ne considére que la
forme, c’est-a-dire pour laquelle on fait abstraction de la loi de corres-
pondance entre les points de la trajectoire et les valeurs de ¢ qui leur
correspondent.

Sil’on se donne un rayon, on en peut déduire, sans intégration, la
caractéristique correspondante.

En effet les équations (15) du n° 15, ou 'on remplacera d¢ par sa
valeur (18) (n° 15), donnent alors ¢ explicitement. Et alors I’élément
de contact associéa chaque point résulte, suivant la loi connue (n° 10),
de la direction de la trajectoire en ce point.

Cela posé, imaginons une famille de «™ ' rayons; et, par la mé-
thode qui vient d’étre donnée, transformons-les en caractéristiques.
S’il arrive que les "~ éléments de contact qui, sur ces rayons, cor-
respondent alors & une méme valeur de ¢, apparticnnent 4 une méme
multiplicité, nous dirons que la famille de rayons considérée est con-
Juguée a cette multiplicité.

Alors, les résultats du n° 9 peuvent s’énoncer : Si une famille de
"~ rayons est conjuguée a une multiplicité, elle est conjuguée a ' mul-
tiplicites.

A une telle famille de rayons correspond, d’aprés le n° 11, une inté-

’

grale de I’équation aux dérivées partielles
(1) W(¢| 2y ooy 2n | pyy o ooy pa) =1.

Et la réciproque est vraie, d’aprés le n° 12.
On peut donc considérer une intégrale de cette équation, c’est-a-
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dire une famille d’ondes obtenues par propagation successive de I'une
d’entre elles, comme une famille de ' multiplicités conjuguées d une
famille de oo™~ rayons.

Et si nous remarquons que les valeurs de ¢ associées aux divers
points d’'un méme rayon sont aussi définies par I'équation

(2) dt=Q(t|zy, ..., 2, |dx,, ...,dz,),

des qu’on se donne la valeur ¢, qui correspond & un point particulier,
nous pourrons énoncer le théoréme suivant, qui est la généralisation
des théorémes classiques de Thomson et Tait:

Lorsqu’une famille de ' multiplicités est conjuguée a une famille
de ="~' rayons, l'intégrale de I’équation differentielle (2), prise le long
de l'un quelconque des rayons, entre deux quelconques des multiplicités,
prend la méme valeur, quel que soit le rayon, en arrivant a la deuxiéme
multipliciié, st on lui a donné comme valeur initiale, auw départ de la
premiére multiplicité, la valeur t,de t qui correspond a cette multiplicite.

17. L’'intégrale de I'équation

(1) dt=Q (¢t |z, ..., 2, |dxy, ..., dr,),

prise le longd’un arc de courbe quelconque (C), allant d’un point (2°)
aun point (), en partant de la valeur £,, au point origine (x°), est
le temps que mettrait un ébranlement produit en (x°) a l'instant t, pour
se propager jusqu’en (x) le long de (C).

Il faut comprendre par 12 que 'on considére (C) comme un tube de
diameétre infiniment petit, dont les parois n’exercent sur I’ébranlement
ni réflexion ni frottement.

Dauns ces conditions, en effet, I’ébranlement se propage par ondes
élémentaires successives, ayant pour origines les points de (C); et, si
I'ébranlement est arrivé en («) & linstant ¢, & l'instant z + dt, il
aura atteint, aux infiniment petits prés d’ordre supérieur, le point
(%, +dz,, ..., v, +dr,) qui est infiniment voisin de («) sur la
courbe, et qui est aussi sur 'onde ¢lémentaire ayant () pour origine
a I'instant z.

Or, c’est précisément ce qu’exprime I'équation (1); car, équation



438 E. VESSIOT.
de I'onde dérivée étant
(?‘) 'Q‘(l[‘rn---71'111&:11-'-5&:):‘

[quand (z) est pris pour origine des coordonnées |, I'équation de 'onde
élémentaire est

Qit|x x]gl oy =1

19 =+ *y "a’t’ ’dt — 5

ou

(3) Qe @y v ey | Eyy -0y En) = di;

et ’équation (1) exprime bien quele point de coordonnées (dz, ... dx,)
appartient a cette onde.

Cette durée de propagation peut aussi se définir, 4 cause de I’homo-
généité de Q, par la formule

(4) dt=y pidz;,
i=1

a condition que p,, ..., p, soient définis, en chaque point de la
courbe (C), par les formules

0Q

'(5) pl:m (i’:l,2,...,n);

ou, ce qui revient au méme, par ’ensemble des équations

oIl

(6) dx,—:p—(}—[;’: (i=1,2,...,n)
et de I’équation
'(7) H(t!xia~"axanH""pn)=I'

Ce dernier résultat pourrait s’obtenir directement en remarquant
que, le long de (C), I’ébranlement doit se propager par une suite
d’arcs de trajectoires infiniment petits, tracés d’un point de (C) au
point infiniment voisin. L’un quelconque de ces arcs de trajectoires,
ayant () pour origine, a pour composantes dz,, . .., dx.; et il aboutit
au point de I’onde élémentaire [ayant () pour origine & I'instant ¢]
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qui est le point de contact d’un certain plan tangent & cette onde : c’est
ce qu'expriment les équations (4), (6), (7).

Nous admettons ici qu’il y a un arc de trajectoire joignant un point
quelconque («) & un point infiniment voisin quelconque, & un instant z
quelconque ; mais celarésulte de la forme des équations (15) (n° 15).

En effet, ces équations sont du premier degré end*x,, ..., d*x,. Leur
déterminant est nul, car c’est le hessien de Q par rapportade,, ..., dz,;
et ce hessien est nul, & cause des identités

o 0°Q .
zmd‘”ﬂ:o (i=r12,...,n),

hk=1
qui expriment que les dérivées

0
0 d.’L‘i

(i=1,2,...,n)

sont homogeénes de degré zéro. Mais les mineurs du hessien ne sont
pas tous nuls, sans quoi les équations (5) entraineraient plus d’'une
relation entre p,, ..., p,, et les ondes dérivées n’auraient pas «"
plans tangents.

D’autre part, si 'on introduit I'équation (1), ces équations en
d*z,, ..., d*z, seréduisent, d’aprés ce qu’on a vu aun® 15, 4 n — 1.
Et, les mineurs du hessien n’étant pas tous nuls, on pourra tirer n — 1
des différentielles secondes en fonction de la ni®™e, qui pourra étre
supposée nulle.

On aura ainsi, par exemple, les derlveeb Bz ceey LZy
> | pte, ((!1.”)‘ (dx,)?
dax, L‘/x,, 1

exprimées en fonctionde 25 @, ..., x,; o
(2

- Ce qui établit
le fait en question.

Ce méme fait résulte aussi de ce que, la direction d’une tra]ect(nre
étant donnée en un point initial, & un instant initial donné, I’élément
de contact initial de la caractéristique correspondante est déterminé
(n° 10). La caractéristique est par suite déterminée, d’aprés la forme
du systeme différentiel définissant les caractéristiques, et il en est de

méme de la trajectoire.

18. La durée de la propagation d un ébranlement le long d’une
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courbe (C), que nous venons de defimir, peut étre considérée comme
répondant a une proprielé de maximum.
Reprenons, en effet, I’équation différentielle

(1) di :2 p:adx;,

i=1

en supposant que p,,...,p, sont des fonctions de x,, ..., z, et de ¢,
assujettis seulement & vérifier I’équation

(2) Wty ooy Zu|Pry ooy Pa) =1.

Et intégrons I'équation (1) le long de (C), en prenant pour valeur
initiale une valeur ¢, donnée. A chaque choix des fonctions p,, ..., p,
correspond une valeur de I'intégrale de (1), & I'extrémité de I'arc de
courbe (C); et nous demandons comment il faut choisir p,, ...,p,
pour que cette valeur de I'intégrale soit un maximum.

Le longde (C), «,, ..., «, sont des fonctions données d’une variable
indépendante u; et p,,..., p, sont des fonctions de u et de 7, qu'il
s’agit de déterminer. Nous avons & écrire que, dans ces conditions, la
variation de la valeur de I'intégrale est nulle. Or on aurait, pour la
déterminer, puisque les variations des wx; sont nulles, I'équation diffé-
rentielle

(3) d ot ::E op; day;

et les Sp; sont assujettis seulement & I’équation de condition

O, ~a ol
/ dining N i ~ —
(4) 3 Ot—l—z o o=

i=1

La propriété devant avoir lieu, quelle que soit 'extrémité de I'arc
de courbe choisi sur (C), nous trouvons comme condition nécessaire
que

n

2 310‘ d.‘l?i
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doit s’annuler sous la seule condition

-4 . ‘v ( d Dy —
1) — = .
(5) p_op o

Et cela donne bien les équations (6) du n® 17 :

. oIl .
(6) a’x;_p-(m (i=1,2,...,n).

En tenant compte de (1), on trouve, remarquons-le en passant,

dt = o,

c’est-a-dire
(8) S

Le maximum de I'intégrale considérée ne peut donc avoir lieu que
lorsque cette intégrale représente la durée de la propagation, le long
de (C), d’'un ébranlement produit & 'origine de la courbe, au temps,.

9. On peut interpréter géométriquement la relation qui existe
entre un déplacement infinitésimal sur (C) et la différentielle corres-
pondante de la fonction ¢ considérée au numéro précédent.

En effet, I'équation

(1) dt :Z pidx;

i=1

exprime que le point (x, + dx,, ..., x,+ dx,) de la courbe (C) se
trouve sur le plan tangent 4 'onde élémentaire d’origine (x), dont les
coordonnées sont p,, ..., p,. Dans le cas ot # est la durée de la pro-
pagation, le point (x -+ dx) se trouve au point de contact méme de ce
plan.

Cette remarque permet de voir qu'e/ y @ un cas ot la durée de la pro-
pagation constilue bien un maximum pour l'intégrale t. C’est celui ou
Uonde élementaire est constamment concave vers son origine, cas (ui
présente une importance toute spéciale pour les applications.

Supposons en effet, dans ce cas, que p,, ..., p.-aient des valeurs
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suffisamment voisines des valeurs

(ﬂ p,-:-if-z— i=1,2,...,n),

0 dx;

qui correspondent au cas de la variation nulle. Sur la tangente & (C)
au point (), on rencontrera, en partant de (. ), d’abord le point d’in-
tersection de la tangente avec 'onde élémentaire d’origine (&), puis
le point d’intersection de cette tangente avec le plan tangent, de
coordonnées (p,, ..., p,). Donc & une méme valeur positive de ¢
correspondra une valeur de du (qu’on peut supposer positive) plus
petite pour le cas de la variation nulle que pour le cas voisin.

Done, pour une méme valeur de w, et une méme valeur de 7, la
dérivée C%[; est plus grande pour le cas de la variation nulle que pour le
cas voisin.

Cela posé, réservons la lettre £ pour le cas de la variation nulle; et
employons la lettre 0 pour le cas voisin. Les fonctions ¢ et § sont les
intégrales de deux équations différentielles :

d

(3) = fta),
df

(1) %ch(@,u),

qui prennent la méme valeur ¢, pour la valeur initiale «, de «; et 'on
a, quels que soient 7 et «, dans les intervalles ou nous opérons, I'iné-
galité

(M S, u)y>o(t, u).

Je dis qu'il en faut conclure que la différence (z — 0) est positive tout
le long de (C), en limitant convenablement, s’il y a lieu, I’arc de (C)
que peut décrire le point ().

Je supposerai, pour cela, quela courbe (C)est une courbe analytique.
Alors les fonctions p,, ..., p, qui sont données par les formules (2)
sont analytiques aussi, Q étant supposée une fonction analytique de
ses arguments. Et nous supposerons encore queles fonctions p,, ..., p,,
voisines des fonctions (2), soient analytiques également. Alors ¢ et sont



ESSAT SUR LA PROPAGATION PAR ONDES. 443

elles-mémes des fonctions analytiques de u, ainsi que (¢—0)
d(t—14 .. . .

et -LZE"*) On devrase limiter, sur (C), & unare tel que la fonction ¢

n’y ait aucun point singulier; et 'on peuat supposer qu'il en est de

méme pour f. Soit (z,, u,) I'intervalle de variation de « correspondant

d(t—95)
du

a ces dernitres hypotheses. Dans cet intervalle, (1 — 0) et sont

donc holomorphes. Pour u=u,, t=10=1¢, et (¢—0) est nul; en

R d(t—§ - . .
méme temps -((T—) est positif, en vertu de (5). La fonetion (¢ — 0)

commence done par étre positive; et elle ne pourra cesser de I'étre
qu’en s’annulant. Je dis qu’il est impossible qu’elle s’annule. Sup-
posons en effet qu’elle s’annule : ses zéros étant isolés, soit u' le
premier qui se rencontre. Dans un intervalle de la forme (¢'—¢, &)
la dérivée serait de signe constant, car ses zéros sont aussi isolés; et
comme la fonction passe, dans cet intervalle (¢’ — ¢, u'), d’'une valeur
positive & la valeur zéro, la dérivée y serait constamment négative; et,
par suite, cette dérivée ne serait pas positive pour « = . Orcela esten
contradiction avec I'hypothése (5), puisque, pour u = «’, onaz =14, de
d(t—0) .

i 4 s égal ¢
sorte que ———— est alors égal &

f(ts lL/) - CP(ta “’)7

qui est positif d’aprés (5).

Done la fonction (¢ — 0) est nécessairement positive sur tout I’arc
de la courbe (C) considéré; et la durée de la propagation le long de (C)
constitue bien un maximum pour I'intégrale 2.

20. Revenons maintenant aux trajectoires. Nous allons voir que les
trajectoires tssues d’un potnt (x°), a U'instant t,, sont les courbes le long
desquelles un ébranlement, produit en (x"), aw temps t,, se propage le
plus rapidement.

Pour le démontrer, reprenons, par exemple, les équations

JIL .
(1) dx;= ()p[a't (I=1,2,y...,70)
et

(2) H(‘ixh-"vd‘ulljh"'1Pn):]1
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qui peuvent étre considérées comme définissant la durée de la propa-
gation d'un ébranlement le long d’une courbe (C), allant de (a,)
en (). De ces équations résulte la formule, déja employée,

(3) at :Z/}idwi.

i=1

Ce sont ici les fonctions @, ..., @, de la variable u, que nous avons a
faire varier; au contraire p,, ..., p, sont connus, quand les fonctions
x,,...,2, sont données.

Nous avons, pour calculer la variation ¢z, la formule

n n

(4) ddt :2 6pidwf+z pidoxy,

i=1 i=1

d’out il faudra éliminer les Sp;, en tenant compte de (1) et (2). Or, &
cause de (1), I'équation (4) s’écrit

.~ Ol
dot.—_-_d o opy a'c—{—Zp, dox;;

i=1 i=1

et I'on tire de (2), en prenant les variations des deux membres,

op;= o.

Ol .~ ol . oI .
a9t 9+ 51—, gz, 2()}

i=1 i=1

Il reste done la formule

n

(l&t::\ pidox ~——-‘ ()ﬂ d[—%—noldt

J:
i:l 1::1

que nous mettons sous la forme

d(a[ -» /)[6.1‘[> + dd—l[l <8: — Y pida; ) dt

\ =1 i=1

—~
(513
—

o ol ol
..__-——Z [C/[)i+ <-()._1'1 -+ [)‘—zﬁ-) d[:‘ Bx,-.

i=1
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Nous I’écrirons plus simplement

d.
(6) d—? + AA =8,
en posant
(%) A::é‘t——-}:pfo‘hz'[,
i=1

ol

(8) A= 50
R WE/ISNE) SR PN

(9) B=2 (dt 9z, TPigE )0t

i=1

La courbe (C) est supposée varier de maniére que ses extrémités
demeurent fixes; les éx; sont donc nuls & Porigine et & 'extrémité
de (C), et A se réduit alors 4 ¢z. De plus 3¢ est nul & 'origine. Dounc A
est celle des intégrales de (6) quise réduit a zéro pour ¢ =¢,; et nous
avons a écrire qu’elle est nulle, quel que soit le choix des 8x;, quand
on arrive a la valeur finale de 2. Or A est donné par la formule

—_ t;\,l’[ o ZA(II
(10) A:e'f'“ ‘/Be‘/"D dt.
N

Onvoit donc que A ne peut étre nul si B n’est pas identiquement nul (par
rapportd ¢x,, ..., 6x,); car, sans cela, on peut choisir sz, ..., Sz, de
maniére que B soit constamment positif dans I'intervalle d’intégration.

Ce raisonnement suppose que A = 3171 reste fini sur (C). Sous cette

hypothese, nous concluons donc que la variation de l'intégrale ¢ ne
peut étre nulle que sous les conditions

oIl oIl
(r1) 4 dpi=—<;)7i +p,~3;>dt

(i=1,2,...,n).
Et ce sont précisémentles équations qu’il faut adjoindre aux équations
(1) et (2) pour définir les caractéristiques; et, par conséquent, les
trajectoires seules peuvent répondre au probléme du minimum de
durée dans la propagation.

21. Les calculs précédents donnent aussi une interprétation de
I'élément de contact associé a une trajectoire, en chacun de ses points.
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Car la condition pour que la variation ¢¢ reste nulle, lorsque 'origine
(x,) seule de (C) reste fixe, est que 'extrémité (x), dans son dépla-
cement, satisfasse a la condition

(1)

1=
=
.
1
e

il

1]

L’élement (x| p), assocté au potnt (x) d’une trajectoire, pour l'instant t
correspondant a ce point, est celut sur lequel dott se déplacer le point (x)
de la trajectoire pour que la durée de la propagation d’un ébranlement,
le long de cetie trajectoire, entre le point fixe (x°) d’od 'ébranlement
part a U'instant (, et le point variable (), ait une variation nulle.

Cela revient & dire que I'¢lément (x|p) est un élément de contact
de l'onde issue de («"), a partir de U'instant ¢,, quand arrive I'instant ¢.
Ce qui est conforme aux résultats obtenus dans la construction des
familles d’ondes.

Remarquons encore qu’on aurait pu calculer la variation de ¢, dans
les conditions du n° 20, en partant de la formule

(2) dt =Q(¢t|xy, ..., 2, | dxy, ..., dry).

On aurait alors

n n
N, 09 02 . N 0 -
dot = 3 Ot+2()_xiox'+ﬂdl ldo.r,,
i=1 i=1
d’ou
n g n
. . 0Q 0. 5 02
(3) d{ ot — ()d.L’[OJ’[)_W<Ot —,dmol',')
. i=1 / : i=1

O 08Q 02 9Q 0Q

T hed ( J d.r,‘ a¢ d({d),‘ ().L‘,)
i=1
Et un raisonnement semblable & celui que nous avons fait au n° 20,
sur I"équation (5) (n° 20), montrera que la condition ¢ = o oblige a
annuler identiquement le second membre de (3); ce qui donne, pour
conditions nécessaires du minimum, les équations

0Q 2Q 0 JQ

(4) (U([-Z','—_szdx[—_d:l—'(:o U=1,2, ..., 70t),

c’est-a-dire qu’on retrouve bien le systéme (15) du n° 15.
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Et un raisonnement semblable 4 celui du début du paragraphe

actucl donne, pour I'élément de contact associé¢ au point (2) de la
trajectoire, la condition

(3) N ()5.2_'6.1',-: o,

c¢’est-a-dire redonne les formules (19) du n° 15 :

082 .
(6) /)i:m (t=r1,2,...,n).

22. Il nous reste & montrer que les conditions trouvées suffisent pour
gu'on ail vraiment un mintmum, st {'on suppose, comme au n° 19, que
l'onde elémentaire est concave vers son origine.

Cela tient & une relation remarquable entre le probléme actuel et le
probléme traité aux n* 18, 19.

Soit (T) une (rajectoire, issue de () a l'instant ¢,; soit («) 'un
quelconque de ses points; et soit 6 P'instant qui correspond & (a) sur
la trajectoire. Soit () une courbe voisine de (T), allant aussi de (z")
a (x); et soit ¢ le temps que mettrait I'ébranlement, produit en (2°) &
Iinstant ¢,, & se propager jusqu'en (x) le long de (C). Il s’agit de
prouver que la différence (¢ — 0) est positive, si (C) est suffisamment
voisine de (T.

Considérons & cet effet I’élément (2| p*) associé & T en son point
de départ ("), et concevons unc onde origine dIL, ayant cet élément
(2°|p®) pour 'un de ses éléments de contact, et que nous suppose-
rons produite & U'instant ¢,. Dans la propagation de cette onde, 1"¢lé-
ment (z°|p") va suivre la trajectoire; et, de I'instant ¢, & I'instant ¢,
londe passera successivement par tous les points de l'arc de trajec-
toire considéré,

Nous admettrons que I'on puisse choisir orv, de maniére que, dans
les mémes conditions, I’onde passe aussi successivement par tous les
points de I'arc de comparaison (C).

Soit alors
(1) F(ay, ...;ap) =1t

I’6quation générale (vorr n® L1 et suivants) de la famille d’ondes con-
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sidérée. En chaque point de (T) nous avons (voir n° 12)

JoF

(2) ,0,'::5;? (t=1,2,...,n);
de sorte que la formule
®3) de="Y p;da;,

i=1

qui donne la durée de la propagation le long de (T), est équivalente a

4) dt:E %czl-,-z dF.

i=1
Cette formule donnera donc la méme valeur § pour la durée de la pro-
pagation de (z) en () le long de (T), qu’on I'intégre le long de (T)
oule long de (C).

Donc 0 est la valeur de I'intégrale de I’équation différentielle (3),
prise le long de (C), dans les mémes conditions-qu’an n° 19, lorsque
Puseosproont les valeurs (2). Et ¢ est la valeur de celte intégrale,
quand on intégre le long de la méme courbe (C), avec les valeurs
de p,, ..., p, données par les formules

0

(5) Pi:(—)—d_x% (i=1,2,...,n).

Enfin, les valeurs (5) etles valeurs (2) sont aussi voisines qu’on veut,
car elles seréduisent les unes aux autres, quand (C) coincide avec (T);
et (C) est aussi voisine de (T) qu’on veut.

On se trouve donc, pour ¢ et O, exactement dans les conditions
dune 19; etl’on doit conclure que (¢ — 0) est positif. C'est précisément
ce qu’il fallait établir.

On voit donc bien que existence d’un maximum pour le probléme
du n° 18 et l'existence d’un minimum pour le probléme du n° 20, ou
inversement, sont corrélatives.

Cestlarelation entre ces deux problémes que nous avions annoncée.

Lyon, le 15 novembre 1908.



