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PROBLEME BIHARMONIQUE RESTREINT;

Par M. S. ZAREMBA.

I. — Introduction.

L. Nous appellerons probléme biharmonigue le probléme survant :

Determiner, pour un domaine donné (D), une fonction w admettant
des valeurs périphérigues données, telle que sa derivée suivant la normale
intérieure a la frontiere (S) du domaine considere soit égale a une fonc-
tion donnée et telle enfin que, a Uintérieur du domaine (D), elle verifie
U'équation aux dérivées partielles du quatrieme ordre

(1) Aw =o,
ou A représente I opérateur de Laplace ().

Dans certains cas, comme par exemple dans celui ou il s’agit de
déterminer la figure d’équilibre d’une plaque élastique encastrée, on
connait & I'avance une fonction ¢ vérifiant les conditions aux limites
de la fonction demandée .

(1) Le probleme biharmonique a déja fait objet d'importants travaux (woir en parli-
culier le Mémoire de M. Korn dans le Bulletin de U'.Adcadémie de Cracogie, octobre 1907,
ainsi que les Rapports sur les Mémoires préscntés au dernier concours du prix Vaillant
dans les Comptes rendus de I'Adcadémie des Sciences de Paris, du 2 décembre 1907),
mais la méthode exposée dans ce travail est essenliellement différente de celles des
autres auteurs.

/
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Placons-nous dans Uhypothese ou la circonstance précédente se pré-
senterait, et supposons que la fonction 2 jouisse des propriétés sui-
vantes :

1° Elle est continue dans tout le domaine (D) et méme sur la fron-
tiere (S) de ce domaine;

2° Chacune des dérivées du premier ordre de lafonction considérée
est égale & une fonction vérifiant les mémes conditions de continuité
que la fonction 7 elle-méme;

3¢ L’équation

(2) U=A4A

-6

définit une fonction ¢ pouvant n’étre ni continue ni méme bornée,
mais telle que l'intégrale (*)

(3) ’ f 2 dr,
U]

ou d= représente I'élément du domaine (D), ait une valeur finie, bien
déterminée, et telle en outre que le potentiel [logarithmique ou new-
tonien suivant le nombre de dimensions du domaine (D)] dérivant
d’une masse, continue dans le domaine (D) et ayant en chaque point
une densité égale & la valeur correspondante de la fonction ¢, admette
des dérivées du premier ordre continues, non seulement & intérieur
du domaine considéré, mais aussi a la traversée de la frontiére (S) de
ce domaine.

On pourra alors énoncer les conditions aux limites relatives a la
fonction demandée « de la facon suivante :

Les valeurs périphériques de cette fonction et celles de ses dérivées
partielles du premier ordre devront coincider avec les éléments ana-
logues relatifs a la fonction ¢.

(est celte forme particuliére du probleme biharmonique que nous
désignerons par la dénomination de probléme brharmonique restreint.

L’énoncé de ce probléme offre I'avantage de conserver un sens
précis, quelles que soient les singularités de la frontiere du
domaine (D).

(*) Dans tout ce travail, nous nous placerons au point d¢ vue des quantités réelles,
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Pour plus de briéveté, nous nous bornerons au cas de deux variables
indépendantes, mais on verra que, & quelques restrictions pres, les
considérations qui vont suivre peuvent aisément étre étendues &
Iespace; plus particuliérement, 'extension & 'espace de la théorie
développée au Chapitre suivant est immédiate.

2. Dans tout ce Mé¢moire, nous représenterons par F(A) la valeur,
en un point A, d'une fonction F des coordonnées rectangulaires @ et v
d’un point variable et nous désignerons par = U'élément d’aire; tou-
tefois, lorsqu’il ¥ aura intérét & indiquer explicitement qu'un élément
d’aire se rapporte i un point B, nous remplaccrons le symbole d= par
le symbole /=y,

Ces conventions admises, reprenons les notations du numéro précé-
dent et posons

4 H=— w,

o = A,

Eu égard & I'équation (2), nous aurons

Au=d—v,
d’ott
‘ oA o
(6) WAy = 2= / [D(B) — ¢(B)]logXB dey,
i,
en tenant compte de ce que la fonction u et ses dérivées du premier
ordre s’annulent sur la frontiére (S) du domaine (D).
Les formules () et (6) raménent le probleme biharmonique res-
(reint au probléme suivant :

Déterminer une fonction ¢, harmonique a Utntérieur du domaine (D)
et telle que la fonction u et ses derivées partielles du premier ordre restent
continues, méme a la trasversée de la frontiere (S) du domaine (D), et se
redwisent sur elle a z2ro.

Nous verrons au Chapitre IIT que ce probléme équivaut au probléme
suivant :

Etant donnée une fonction Y telle que l'intégrale (3) ait un sens,
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determiner une fonction ¢, harmonique a 'tnterieur du domaine (D),

/1«"3 d=

ait une valeur finie et telle, en outre, que pour toute fonction h, harmo-
nique a !'tntérieur du domaine (D), on ait

/ u[J,/u/T:f oh ds,
YD D

sous {'unique condition que ['intégrale

[ h?dz
Jin,

ne sout pas depourvue de signification.

telle que U'tntégrale

%

Nous donnerons au probléme précédent la dénomination de probléme
biharmonique intermédiaire ou, plus simplement, celle de probléme
intermédiaire.

Le Chapitre suivant sera consacré au probléme intermédicire ; ce pro-
bléme y sera traité sans introduire aucune hypothése restrictive en
dehors des suivantes : le domaine (D) ne s’étend pas & U'infini; Daire
de ce domaine a une valeur bien déterminée; enfin, la fonctiop
donnée Y est tout a fait quelconque, & cela prés que I'intégrale

J Ut dr
. (R 1)
ait un sens.

Dans les Chapitres ultérieurs, nous devrons particulariser davan-
tage la nature du domaine (D). Néanmoins la frontiére (S) de ce
domaine pourra se composer d’'un nombre quelconque de lignes fer-
mées, clle pourra avoir un nombre fini quelconque de points anguleux
dont quelques-uns ou tous pourront dégénérer en points de rebrous-
sement; toutefois, estimé a I'intérieur du domaine (D), I'angle formé
par les deux arcs issus d'un point de rebroussement devra étre égal a
z€ro et non pas i 27%.

La théorie du probléme intermédiaire nous conduira a I'intéressant
théoreme que voiei :
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Désignons par 3 et 7, deux fonctions continues définies sur la fron-
ticre (S) du domaine (D) et envisageons 'ensemble (E) des fonctions
dont chacune, ¥, jouit des proprietes suivantes :

1° Chacune des fonctions

g O8O
d dy

est égale a une fonction continue a l'tntérieur du domaine (D) ainsi que
sur la frontiére elle-méme de ce domaine;

2° Les valeurs peripl.‘rigues de la fonction ¥ constituent une fonction
tdentique a la fonction @'

3° En tout point oula frontiére du domaine (D) admet une tangente
determinée, la derivée de la fonction F prise suivant la normale intérieure
a (S) en ce point est égale a la fonction .

S’tl existe dans U ensemble () une fonction o vérifiant les mémes con-
ditions geénérales que la fonction désignée par laméme letire dans ' énonce
du probléme biharmonique restreint, il existera aussi dans l’ensemble (E)
une fonction sw telle que, pour

F = w,
lintégrale
(AF)2dz
(D)
atteigne son minimum; la fonction w verifiera, a Uintérieur du do-
maine (D), {’équation
A?ew =0

elle sera donc une fonction biharmonique.

Dans le dernier Chapitre, je ferai connaitre une méthode générale
pour effectuer réellement le calcul de la fonction ¢, solution du pro-
bléme intermédiaire. Je donnerai par cela méme une méthode géné-
rale pour calculer la fonction demandée dans le probleme biharmo-
nique restreint.

La méthode dont je viens de parler nous conduira a un théoréme
qui me parait important et dont voici I’énoncé :
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Désignons [ ar ¢ une fonction donnée, harmonique @ Uinterieur du
domarne (D) et telle que l'intégrale
¢ dz
« Dy
ait une valeur finie; il sera toujours possible de faire correspondre a tout
nombre donné ¢, différent de zero et positif, mats arbitrairement pelit,
une fonction h, réguliérement harmonique a distance finte dans tout le
plan sauf en un rombre limité de pornts singuliers, situes a I’extérieur
du domaine (D), telle qu’on ait

/ (v — 2)dz <e;

YDy

au surplus, dans le cas ot la frontiére du domaine (D) ne se compose que
d’un seul contour, la fonction h se réduit a un polynome entier.

II. — Le probléme intermédiaire.

3. Le probléeme intermédiaire admet au plus une seule solution.

En effet, reprenons les notations de I'Introduction et supposons que
deux fonctions ¢ et ¢ représentent chacune une solution du probléme
considéré. Dans ce cas les fonctions ¢’ et ¢” jouiront, par hypothése, de
la propriété suivante : on aura

~ “

/ o Il / Lhdz,
“A4bhy 1Dy

f v”/td':::f Yhdz,
(D) (DY

pourvu que la fonction 4 soit une fonction harmonique & I'intérieur
du domaine (D) et telle que I'intégrale
J 5}

h2dr
D)

soit finie. Par conséquent, pourvu que la fonction % satisfasse i ces
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conditions, on aura aussi

(1) Lo — ¢")ydz = o.
Jip

Or les fonetions ¢ et ¢” sont chacune harmonique & intérieur du
domaine (D) et les intégrales

f o2 ds et f "2z
(D) (D)

sont finies par hypothése. Il en sera donc de méme de U'intégrale

(¢'—0")dx.

(D
Par conséquent, nous avons le droit de poser

h=¢' —¢".

L’équation (1) donnera alors
(¢'— ") dr=o.
Dy
Donc les fonctions ¢ et ¢” sont identiques. Cela prouve bien que le
probléme intermédiaire admet au plus une seule solution.
4. Supposons que le probleme intermédiaire soit possible, et soit ¢
la solution de ce probleme. Nous aurons

(2) ol de = Yhdz,
“(D} (D)

en désignant par 2 une fonction de méme nature qu’au numéro précé-

dent.
Posons, comme nous en avons le droit,

h=—v.

f ordr = / U dr.
(b} (D} .

Il viendra
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On aura done

(3) [ RN / vt —}a[ (Y — ).

D LR} iy

-

Cela prouve qu’on aura

~

f k!J*a’t>/ o dr,
o Y

/‘ (b—rv)dr=o,

o

4 moins qu’on n’ait

ce qui, lorsque la fonction Y est continue & U'intérieur du domaine (D),
ne peut arriver qu’a la condition d’avoir

b=y
en tout point intérieur & ce domaine.

5. Lorsque le domaine (D) coincide avec 'aire (T) limitée par un
cerele (C)de rayon r, la solution du probleéme intermédiaire est immé-
diate. En effet, désignons par ¢ une fonction quelconquet elle que I'in-

tégrale
f UL
(T)

ait un sens, et, en placant le pole d’un systeme de coordonnées
polaires (¢, 6) au centre O du cercle (C), posons

o =- ’

Yop—1= '],—Iq \/?(I_—}_Q p"' sinkf .

Fs
(h=1,2,3,...).

1 (L )
$ar = T /.Q_(K_;i_._'(._). pL’COS/{O
FET =
La fonction demandée ¢ sera alors donnée par la formule suivante :

(4) . V:E Apon,

n=0
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en posant
(5) A,,:/ b, de (R==o0, 1,2, ...).
T

Siaisée que soit la démonstration de ces formules, nous ne pouvons
nous dispenser de la développer, parce que ces formules serviront de

base & tout ce qui va suivre.
Je fais d’abord les remarques suivantes :

1° On aura

(6) A= [ vondss

YT

2° La série (4) sera uniformément et absolument convergente &
lintérieur de tout cercle concentrique au cercle (G) et de rayon plus
petit que lui;

3° L’intégrale

(7) / o dr =
aura une valeur finie (*).

Considérons maintenant une fonction 2 harmonique & I'intérieur du
cercle (C) et telle que 'intégrale

[ h* dz

(T
ait un sens. On aura
(8) I :E B¢,
j=0
en posant
(9) B,:f ho;de (J=o0,1,2.3,...).

T

J’observe maintenant ceci : quelle que soit une fonction F, telle que

(1) Foir pour tous ces points le paragraphe 7, page 15 de mon Mémoire Sur l'intégra-
tion de 1’équation biharmonique ( Bulletin de U’ -Académic de Cracosie, janvier 1908).
; /
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I'intégrale
/ ¥ d-
T

ait une valeur finie, on aura (')

N[
(10) / t‘I*dr:‘/\ ;\,,j ¢, Fodz,
T —_— (T
n=10
ainsi (]U(‘
[(2Faz=Y¥ n,f o F d=.
T B T

j=0

Posons dans cette dernicre relation F =1, il viendra

(r1) f /I’.!Jd’::EBj:\j,
Jirs ,
j=0

en vertu des formules (5). D'autre part, si, dans I'égalité (10), on
pose ¥ =4, il viendra

©

(12) / ¢l dd= :_}: A.B,

Ty n=0

en vertu des formules (g).
Les ¢quations (11) et (12) entrainent la suivante :

/ vhdr = / b dr.

YT (T

Cette ¢quation exprime précisément que la fonction ¢ est bien la
solution du probléme intermédiaire pour I'aire (T) par rapport a ta
fonction .

6. Supposons que le domaine (D) puisse étre défini comme 'en-
semble des points dont chacun est intérieur & I'un au moins de deux
autres domaines (D) et (D,) ayant des points intérieurs communs et

(1) Foir le paragraphe 6, page 10 du Mémoire cité a la page précédente; se reporter
en particalier & la remarque qui termine le paragraphe indiqué.
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tels que, pour chacun d’cux, on sache résoudre le probleme intermé-
diaire. Je vais montrer qu'une méthode, que jappellerai procéde alterné
a cause de son analogie avec la méthode connue sous ce nom et ima-
giné par M. Schwarz pour le probleme de Dirichlet, permettra de
résoudre, dans ce cas, le probléme intermédiaire pour le domaine (D)
lui-méme.

Désignons par {4 la fonction donnée par rapport a laquelle il s’agit
de résoudre le probléme intermédiaire. Formons une suite infinie de
fonctions

(Is) "I’u* '\’Jl* "’H:!’ '\’{3'
définies dans les limites du domaine (D) de la facon suivante. On a
Po=1

dans tout le domaine (D), et, d’'une facon générale, si 'on désigne
par o I'un des nombres 1 ou 2, la fonction J,,,, se déduira de la fone-
tion Y,4e. -, de la maniére que voici : & U'intérieur du domaine (D,,)
elle sera ¢gale & la fonction harmonique ui, pour ce domaine et par
rapport & la fonction Y,uyq,, représente lasolution du probleme inter-
médiaire; dans tout le reste du domaine (D) on aura

Yol = '~!/-1!.--w1 —1+

Je dis tout d’abord qu'il n’y aura pas d'obstacle & prolonger la
suite (13) autant qu'on le voudra. En effet, s'il devait s’en produire
un, il ne pourrait consister qu'en ce que l'intégrale

2 f-
/ 'I n d‘,
(b

pour une certaine valeur de I'indice », cesserait d’avoir un sens. Or
on a ¢videmment

(14) / d{&d?::/ e,

LR AN S

D’autre part (n° %), nous avons

[ TNPPCEY U NS

“" Dy, LS ]
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nous avons done ausst

/ '#3111:51172_5/ ‘:“_’/.'!1 =

< LR U

ce qui peut s’éerire ainsi :

~ P - 9 .
(13) j [,idr;/ i, dx.
(D

Par conséquent, 'intégrale

.

1,2 -
/ D dx
<y

aura une valeur finie quel que soit », et, comme nous I’avons annoncé,
la suite (13) pourra étre prolongée autant qu’on le voudra.

Désignons, comme précédemmmt, par o I'un quelconque des
nombres 1 ou 2. Je dis qu’on aura

/Y

(16) Gokra Yorpa dt = / Gatva Pario—y AT

) Dy

pour toutes les valeurs non négatives des entiers 4 et 7. En effet, il
résulte immédiatement de la définition de la fonction ..., et de ce que
la fonction .., est une fonction harmonique a I'intérieur du domaine
(D,) et telle que I'intégrale

ait un sens, qu’on aura

Yarrn Varpa de = Garra Yarra—1 dz.
(Dg) {Dg)

D’autre part, dans le domaine (D — D,) on a, par définition,
L!Jzt-;—u: %z+u—1-
On conclut immédiatement de la que la relation (16) sera bien véri-

fiée. Celte relation exprime qu’on aura

(17) Yply de = / Yp by 5,

(D < (D
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pourvu que les entiers p et ¢ vérifient les conditions suivantes ;

CpEg (mod. 2),

(18) L p>o,

Supposons que l'entier g vérifie I'inégalite
g
qg>1.

Dans ce cas, d’apreés ce qui précéde, on pourra changer, dans
I'équation (17), pen g—1 et g en p+1. Il viendra

[ Yprbgmde= [ 4,4, d=

YDy <Dy

Cette équation et I’équation (17) entrainent la suivante :

[ Spmtymidz= [ 8,0,
L LR
laquelle sera valable pourvu que les entiers p et g vérifient les condi-

tions que voicl :
pP=q (mod. 2),

p>o,
q>1.

Nous arrivons donc & la conclusion suivante : lorsque les entiers p
et ¢ sont d¢ méme parité et lorsque aucun d’eux n’est nul, l'intégrale

(19) [ 4pu,d=

D)
ne dépend que de leur somme. Moyennant la relation (17) on conclura
immédiatement de 1a qu’il en est encore de méme dans le cas ou les
indices p et ¢ sont de parité différente, et cela sans que la valeur zéro
pour 'un des indices p ou ¢ soit alors & exclure. Il est donc permis de
poser
(20) I[M‘-sz L'der'q d':v

D
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a condition de ne donner, dans le cas ol les indices p et ¢ seralent de
méme parité, la valeur zéro & aucun d’eux.

Les notations qui viennent d’étre définies permettent d’écrire I'équa-
tion (17) de la facon suivante :
(21) L, =Y.

Les 1,, sont évidemment tous positifs, et les relations (14) et (15)
nous apprennent qu’on a

f ’,Pgd':_z_l-_;;l',:lg};..'.
(D)

(22) liml,, =1,

n=w

On a donce

en désignant par I un nombre parfaitement déterminé vérifiant les
inégalités suivantes :

(23) o;;lﬁf‘ ULNTES
(D)

L’équation (22) entraine, & cause de I'égalité (21), I'égalité plus
générale

(24) liml,=1

n=ax

Observons maintenant qu’on a
f (Ynog — q',u)‘ld‘;- = lyniag— 2 I'.’IM-([+ L.
(D)

Douc, en vertu de I'équation (24), il est possible de faire corres-
pondre A tout nombre non nul et positif ¢, si petit qu’il soit d’ailleurs,
un nombre entier et positif N, tel que U'incgalité
(25) nzN
entraine la suivante
(26) (g — Y ) el < ¢

(Dy

pour toute valeur entitre et positive de I'entier g.
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Cette proposition servira de base aux considérations du numéro
suivant.

7. Le nombre N étant déterminé de facon que linégalité (25)
entraine I'inégalité (26), I'inégalité (25) entrainera & plus forte raison
chacune des inégalités suivantes :

("!)ll-"l] - '#:1)2({7 <z

by

2 ol -
/ ‘\q/n-i—q—ﬁbn)'d- < &.
Dy

Or, chacune des fonctions

2kl (h=o0,1,2,3, ...

est unc fonction harmonique & I'intérieur du domaine (D, ), et chacune

des fonctions
U (m=1,2,3, ...)

jouit de la méme propriété a U'intérieur du domaine (D,). Donc, en
s’appuyant sur des théorémes que j’ai eu Poccasion d’établir dans un
travail récent ('), on peut énoncer les propositions suivantes:

1° Lasérie

N
by ‘*‘Z (Yagss — Yarat)

k=0

est uniformément convergente dans tout domaine intéricur (*) au
domaine (D,), elle a pour somme une fonction ¢, harmonique & I'in-
térieur du domaine (D, ) et I'on a

(27) lim [ (0= du) de =03
il

koo o D,

(1) S. ZarEMBA, Sur Uintegration de Uéquation biharmonique ( Lulletin de ' Académie
de Cracovie, janvier 1908, § 3, p. 9, et § 6, p. 10).

(?) Un domaine (D') est dil iwtéricur & un aulre domaine (D) lorsqu’il existe une
longucur non nulle A telle que tout point intéricur & un cercle, déerit d’un point du
domaine (D) comme centre avec A comme rayon, soit inlérieur au domaine (D).
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2° Des circonstances tout a fait analogues se présentent pour le
domaine (D,) et pour la série

~
”‘p'l";_z ('~!J'lnt+2"_ !412/11) :

m=1

la somme de cette série sera une fonction ¢, harmonique a l'intérieur
du domaine (D,) et U'on aura

(28) lim f (9 — by )P d5 2= 0.

m==.p,,

Nous avons

(o= ot = [ [(r= darmt) o+ (i — B e,
YDy Dy

d’ou

- )

(0 — agrr ) e+ 2 j (Gasrs — b )2 s

Dyl

j (ey— )2 de <o /
(D)

Dy

Mais chacune des intégrales entrant dans le second membre de cette
équation tend vers zéro lorsque les entiers /& et p croissent indéfi-
niment. C'est ce qui résulte de 'équation (27) et du théoréme qui
termine le numéro précédent. Nous avons done

<

(29) limJ (¢y— Up)2de = o.
Dy

p==

On démontrera d’une facon analogue qu’on a

(30) Ml[(@—%ﬁ&:a

p== iy,

Désignons par (D,) le domaine formé par I’ensemble des points
intérieurs 4 la fois aux domaines (D,) et (D,). Les équations (29)
et (30) entraineront évidemment les suivantes :

lim f (0= dp)de = lim / (va—Up)dr=o.
(Dgh (Do)

p=o p===
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Ces ¢équations et 'incgalité

(vi— ) de << 2 / (vi—dp)de+ 2 / (ea—bp)dz,

iy <Dy iy

qui résulte de I'identité

(o= de= [ [(re—b,) = (ea— Y] 5,

<Dy <Dy

entrainent I’égalité suivante :

[ (¢, —)*dr=o.

iy
Cela prouve qu'a l'intéricur du domaine (D,), les fonctions ¢, et «,
coincident. Par conséquent, nous définirons une fonction ¢, harmo-
nique a U'intérieur de tout le domaine (D), en spécifiant qu'on a

="

a I'intérieur du domaine (D) et

NN

a l'intérieur du domaine (D,).

Je dis que la fonction ¢, définie de cette facon, représente la solution
cherchée du probléme intermédiaire pour le domaine (D) par rapport
a la fonction . )

Pour établir ce point, partons de la remarque suivante : il résulte
des équations (29) et (30) et dela définition de la fonction ¢ qu’on
aura
(31) lim (¢ —Yp)dr=o,

p= D)

équation qui, 4 cause de I'équation (24), entraine la suivante,

(32) f erde =1,
D)

Ann. Ee. Norm., (3), XXVI. — Aotr 1¢0g.
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ce qui prouve que U'intégrale
(33) e2ds
e iR
a une valeur finie.
Cela posé, considérons une fonction 2, harmonique a Uintéricur du
domaine (D), mais d’ailleurs quelconque & cela pres que Uintégrale

(34) / h*ds

=Dy

ait un sens. Il est aisé de voir qu’on a

(35) | ohds=[ Yyt

< by

pour toute valeur entiére et positive de p.

En effet, pourl'undes domaines (D, )You(D.,), soit(D,), la fonction
représente, par définition, la solution du probléme intermédiaive par
rapport & la foncetion g,_,. On a done

bohdz= [ 4y hets,

Dy LR P

D’autre part, dans le domaine (D — D,), nous avons, toujours par

définition,
Up=1dp-1

Yar conséquent, Pégalité (35) sera bien vérifice dans les conditions
annoncées.
On conclut timmeédiatement de (35) que

$plode= NN
(b) (D) )

(36) f Uphde= [ Yhds,
(D (D)

puisque la fonction ¢, n’est autre chose que la fonction .
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On a évidemment

/(‘/1(17:[(1‘-—'{),,)/1(1‘:—1——[L}J,,lz(l:,
)

Jop <o “iDy

d’olt

(3-) / (‘/ld’::[ ("_Lr’pk)b[/f‘i‘[ yhds,
LA 1 oy R

a cause de (36).

Or
[ / (v —dp)h n”::I-<

D

3

/

Dy

(¢ pyets [ 1eds,
i

par conséquent

lim [ (¢ —d ) hd==—=o0,

I!::ac . Vl'l
en vertu de I'équation (31) et de ce que I'intégrale (34) a une valear
finie. Moyennant la relation que nous venons d’¢tablir, on conclura de
Iéquation (37) la suivante :

(38) [ (‘/1‘(7:/‘ Lhdz.
<Dy i)

Cela prouve que la fonction harmonique ¢ représente, comme nous
I'avions annoncé, la solution du probleme intermédiaire pour le
domaine (D), par rapport a la fonction donnée .

En résumé, sachantrésoudre le probléme intermédiaire pour chacun
de deux domaines (D,) et (D,), ayant des points intérieurs communs,
on saura aussile résoudre, par le procédé alterné, pourle domaine (D)
formé par I'ensemble des points dont chacun est intérieur & I'un au
moins des domaines(D,) et (D,). Il n’est peut-étre pasinutile d'ajouter
que le nombre de parties séparées dont pourrait se composer le
domaine (D, ), form¢ par 'ensemble des points intérieurs & la fois aux
deux domaines (D,) et (D,), n’ajoué ancun role dans la démonstration
de la légitimité du procédé alterné; on aura donc le droit d’appliquer
ce procédé quelle que soit la nature du domaine (D).

8. Passons au cas général du probleme intermédiaire. Soit (D) un
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domaine quelconque a cela prés qu'il ne s’é¢tende pas & U'infin et que
Paive de ce domaine ait une valeur bien déterminée. On pourra tou-
jours définir une suite indéfinie de cercles

(39) (G (4G, (),

tels que tout point intérieur & I'un de ces cercles soit intéricur aun
domaine (D) et que tout point intéricur & ce domaine (et par suite non
situ¢ sur la frontiére) soit intérieur & I'un au moins des cercles
precédents.

Cela posé, désignons d’une facon générale par (D,) le domaine
formé par I'ensemble des points dont chacun est intérieur & I'un au
moins des 7 cercles

(Ul)) (C‘;‘)) ((:3)7 L] (Cn)~

Le domaine (D,) ne sera alors autre chose que le domaine intérieur
au cercle (G,).

Désignons par ¢ une fonction donnée quelconque & cela prés que
I'intégrale

(40) / 0 d=
(b

ait une valeur finie et bien déterminée.

Supposons provisoirement que nous sachions résoudre Ie probléme
intermédiaire pour le domaine (D,). Je dis que nous saurions aussi le
résoudre pour le domaine (D,4,). En cffet, s’il existe des points inté-
rieurs & la fois au domaine (D,) et au cercle (C,.,), le procédé alterné
nous conduira au but puisque, pour le cercle (n° 5), nous savons
résoudre le probléeme en question. Siau contraire les points intérieurs
au cercle (C,,,) sonl tous extérieurs au domaine (D,), le probléme
intermédiaire, pour le domaine (D,,), constituera en réalité I'en-
semble de deux problemes intermédiaires indépendants se rapportant
'un au domaine (D, ) et 'autre au domaine intérieur au cercle (C,4,);
done dans ce cas aussile probleme qui nous occupe pourra étre résolu
pour le domaine (D,,,). En résumé, sachant résoudre le probléeme
intermédiaire pourle domaine (D,), nous saurons, comme nous ’avions
annoncé, le résoudre pour le domaine (D,,,). Or nous savons résoudre
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le probléme en question pour le domaine (D)), puisque ¢’est le domaine
intérieur & un cercle, au cercle (G,). Done nous saurons résoudre le
probléme intermdédiaive pour fe domaine (D), quelque valeur entitre
et positive qu'ait 'indice 7. .

Cela pos¢, il sera possible de former une suite infinie de fonctions

(‘-"l) (Dn? d,lv “l);’v MR ]
ou le premier terme @, serait défini par I'équation

(42) (I’o: Y,

T

le terme général @, se déduisant du terme @, , de la fucon suivante :
a intérieur du domaine (D,,), la fonction @, coincidera avec la fonction
harmonique qui, pour ce domaine et par rapport & la fonction @, _,,
représente la solution du probléme intermédiaire; dans le reste du
domaine (D), on aura

(43) ¢, =0, .
J’observe tout d’abord ceci : on aura (n° 4) évidemment

Ve[ @3,
YDy i Dy
I'intégrale du premier membre ayant une valeur parfaitement déter-
minée. On aura donc aussi

[(wpae [ o, as,
Jin) Ji
puisqu’a 'extérieur du domaine (D,) on a I'égalité (43). Il est donc
prouvé que, pour toute valeur entiére et positive de n, I'intégrale
formant le premier membre de (44) aura une valeur finie et parfai-
tement déterminée. Par conséquent, rien n’empéchera de prolonger 1
suite (41) aussi loin qu’on le voudra.

Faisons maintenant la remarque générale suivante : si 'on désigne
par 0 une fonction harmonique & I'intérieur du domaine (D, ), quel-
conque dans le reste du domaine (D) mais telle que I'intégrale

/ 6*dz
(D)
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ait un sens, on aura

(43) [ @, 0d-= [ @, 0ds,
D,

b Y
pourvu que I'entier p vérifie la condition
(46) P .

Pour justifier cette remarque, observons que la fonction 0, étant
harmonique & I'intérieur du domaine (D,), le sera nécessairement aussi
a lintérieur du domaine (D,) lorsque I'inégalité (46) est vérifiée.
Done, en vertu de la définition de la fonction @, on aura

O, 0dc= [ ®,_,0dx,

L 11\’,) lDl,\

et, comme & I'extérieur du domaine (D,) on a
q)p: d)p-l
par définition, I'inégalité (46) entrainera bien la relation (45).

La fonction @, étant harmonique & 'intérieur du domaine (D,), nous
pouvons, dans I'égalité (45), poser

6=0,.

Par conséquent, I'inégalité (46) entraine la relation

-~

j ®, 0, a7 = [ ®,,®,dx.
(D)

« D)

Cela nous améne & la conclusion suivante : pour toute valeur de p
vérifiant 'inégalité (46), on aura

(47 ) / q)l’ (I)ll dr = Tm
()
en posant
(48) T,= [ @ dr -

(D)

Observons maintenant que les relations (42), (44) et (48) entrainent
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les sulvantes,

(49 mT, =T [ s,

n==x e

en désignant par T un nombre non négatif, parfaitement déterming.
Gela posé, il suffit de remarquer qu'en vertu de (47) on a

>
’ r ” 3 m
((Drz+/)— @, > dr = -l‘n+p‘— 2 «[‘/H—p -+ I-'n: r,— llu»/--
(D)

pour conclure de l'une des relations (49) que I'intégrale

(50) [ (=@,

YD)
tend uniformément vers zéro lorsque I'entier 2 croit indéfiniment, de
quelque facon que varie cn méme temps I'entier positif p.
Ce théoréme servira de base aux considérations exposées au numéro
suivant.

9. 11 serait ais¢ d’établir en toute rigueur qu’il correspond & tout
domaine (D) intérieur (') au domaine (D) un nombre entier et
positif N, tel que, pour

(51) n=N,

le domaine (D"), intérieur au domaine (D), soit aussi intérieur au
domaine (D,).

Mais il est inutile de développer la démonstration de ce point, parce
qu’il est toujours possible de former la suite (39) de facon a étre
certain a I'avance que la circonstance en question se présente réel-
lement.

Cela posé, considérons la série suivante :

(52) Q4 (Bpey— D))

])=n

(1) La détinition préeise de ce Lterme est donnée en nole & la page 351.
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Chaque terme de cette série représente une fonetion harmonique a
I'intérieur du domaine (D,): ¢’est li une conséquence immeédiate de
la définition de la suite (41). Cela étant, il suffira de se reporter au
théoréme qui termine le numéro précédent ainsi qu'a ceux qui ont é(¢
rappelés en note & la page 351, pour reconnaitre qu’on peut énoncer la
proposition suivante :

La série (52) est uni formément convergente dans loul domaine inté-
rieur au domaine (D,,), la somme ¢ de cette série est une fonction harmo-
nique a l'tntérieur du domaine (D,) et U'on a

(23) nm/ (¢ — 0, ) dz =o.
[y

P )

Rapprochons maintenant les circonstances suivantes : 'une part,
en vertu de la remarque faite au début de ce numéro on peut disposer
du nombre 2 de facon qu'un domaine (D), défini arbitrairement &
Iavance & l'intérieur du domaine (D), se trouve étre intéricur au
domaine (D,); d’autre part, la somme des £ premiers termes de la
série (52) est égale au terme de rang n + & dans la suite (41).

Ce rapprochement conduit immédiatement & la conclusion suivante :
la suite (41) est uniformément convergente dans toute 'étendue de
tout domaine (D’) intérieur au domaine (D), elle a pour limite une
fonction ¢ harmonique & U'intérieur du domaine (D) et cette fonction
vérifie I'équation (53), quelque valeur positive qu’on ait attribuée a
I'entier n,

[0. Je vais démontrer que la fonction ¢, limite de la suite (41),
représente la solution cherchée du probléeme intermédiaire pour le
domaine (D) par rapporti la fonction donnée {.

Nous avons

/ (0,— @) d"":/ [(@p—¢) + (¢ — Dg)]* dr,
. (D) (D)
d'ou
| (P, — ) dr = / (P, — e)dz
Dy, <, .
o / (@, — ¢) (¢ — @) de + / (¢ — @) d,

<Dy, Dy
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ce qui donne
(34 lim / (D, —d,)de = / (¢ —,) dx,
Po=ein, <Dy,
en vertu de (53).
D’autre part, en se reportant aux relations (47), (48) et (49), on
verra qu’on a
(33) lim / (®,— ®,) de = T,—T.

pP==

Il est évident d’ailleurs qu’on a

/(%—%ng(%—%wh
[RU « b

Par conséquent, lesrelations (54) et (55) entrainent 'inégalité sui-
vante :

(56) (¢ — @) cdc=T,—T
(Dp)
pour toute valeur entiere et positive de n.

Considérons maintenant un domaine quelconque (D") intérieur au
domaine (D). D’apres ce qu’on a vu au début du numéro précédent, il
sera toujours possible de donner & I'entier ~ une valeur assez grande
pour que le domaine (D") se trouve étre intérieur au domaine (D,).
Cette condition étant remplie, on aura évidemme
Cette condition étant remplie, on aura évidemment

[o—wpras [ (c—a,zde
)

Y <D,
Cela permet de tirer de (56) la conclusion suivante : pour tout do-

maine (D) intérieur au domaine (D), on a

/ (¢ — D) de=T,—"T.

iR U]
Cela prouve d’abord que I'intégrale
(¢ —D,)2dr

by

Ann. Ec. Norm., (3), XXVI. — Aovr 1gog. 40
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a un sens et que, par conséquent, il en est de méme de I'inté-
arale (')

(58) [ v2dr;

YD)

on voit en outre qu'on aura

/ (®,— ¢)2deST,—T
(DY
En se reportant & I'équation (49), on conclura de cette inégalité la
relation suivante :

(59) lim / (@,— ¢):de=o.

g==/(p)

Reportons-nous aux relations (45) et (46). La seconde entraine la
premikre pourvu que la fonction § soit une fonction harmonique a
I'intérieur du domaine (D,). Par conséquent, sil’on désigne par 4 une
fonction harmonique a 'intérieur du domaine (D) et telle que I'inté-
grale
(60) h*dr

(D)

ait un sens, on aura

O, hdr=| Dy hdr

(D) (D)

pour toute valeur entiere et positive de ¢; on aura donc aussi

/ O, hdr=1{ @yhd
. v (D) (D)
ou bien
(61) O, hdv= bhdr,
(D) (D)

puisque la fonction ®, n’est autre chose que la fonction .

(*) SiT'on avait le moindre doute & ce sujet, on le Ieverait sans peine au moyen d’un
raisonnement analogue 4 celui dont j’ai eu 4 me servir au paragraphe 6, p. 10 et suivantes
du Mémoire cité en note a la page 351.
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En partant des relations (59) et ( 61), on n’aura plus qu'a raisonner
comme & la fin du n® 7 pour établir la relation

(62) / o de = / LA d,
« b (D
et pour démontrer par cela méme que lafonction ¢ représente, comme
nous l'avions annoncé, la solution cherchée du probléme intermé-
diaire pour le domaine (D) par rapport & la fonetion donnée .
Ajoutons qu’il serait trés aisé de s’assurer qu’on a

il suffirait pour cela de poser

h=v¢

dans les relations (61) et (62) et de se reporter & 'équation (59).

En résumé, nous avons résolu le probléme intermédiaire en nous
bornant & admettre, en ce qui concerne le domaine (D), que ce do-
maine ne s’étende pas a Uinfini et qu’il ait une aire bien déterminée
et, en ce qui concerne la fonction ¢, que I'intégrale

/ Y2 dr
(D)

ait un sens.

III. — Réduction du probléme biharmonique restreint
au probléme intermédiaire.

L1. Reportons-nous aux équations (4) et (6) de IIntroduction.
Pour démontrer d’une fagon compléte que le probléme biharmonique
restreint se raméne au probléme intermédiaire, nous avons deux
choses & établir :

1° Que la valeur

(1) W= —u
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de la fonction ¢, tirée de I'équation ( 4), représentera une solution du
probleme biharmonique restreint si Fon y porte la valeur (6) de wen
regardant la lettre ¢ comme représentant la solution du probléme in-
termédiaive pour le domaine (D) par rapport i la fonction ;3

2° Que, en dehors de la solution précédente, le probléme bihar-
monique restreint n’en admet aucune autre.

Le premier de ces deux points sera établi au numéro suivant et le

second plus loin.

[2. Dans ce numéro, il nous suftira d’admettre que le domaine (D)
vérifie, en dehors des hypothéses adoptées au Chapitre précédent,
seulement la condition suivante : si 'on désigne par A un point quel-
conque situ¢ a Uintérieur de ce domaine, par « sa plus courte distance
a la fronticre et par O un point de celle-ci situ¢ 4 la distance @ du
point A, il existera, dans (e cas ot lalongueur @ ne sera pas supérieure
4 une certaine longuecur fixe /, sur le cercle, de centre O et de
rayon @ = OA, un point A’, extérieur au domaine (D) et tel que sa plus
courte distance @' a lafrontiére (8) du domaine considéré vérifie I'iné-
galité

(2) @' b,

ol A représente une constante numérique non nulle qui, suivant la
nature du domaine (D), pourra avoir une valeur quelconque infé-
rieure ou égale a I'unité (').

Cela posé, nous allons établir le lemme suivant :

Considérons une fonction v, harmonique & I'intérieur du domaine (D)
et telle que I'intégrale

.
(3) \/ v? a7
(D)

ait un sens. Posons ensuite

(4) w(A) = 0-‘; v(B) logAB dey

2T S

(') Cetle hypothése entraine la conséquence suivante : lorsque la frontiere du
domaine (D) a des points de rebroussements, ces points doivent salisfaire & la condition
indiquée dans 'Introduction.
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et supposons qu'a Uextériewr du domaine (D) la fonction w soit égale
a une fonction @ qui, sauf i l'infini, est, avee ses dérivées du premier
ordre, continue en tout point du plan, et par conséguent aussi a la
traversée de la frontiere (S) du domaine considéré. Dans ces condi-
tions, les dérivées du premier ordree de la fonction w jouiront des
mémes propriétés de continuité que celles de la fonction @.

La fonction w étant manifestement une fonction régulicrement ana-
Iytique dans le voisinage de tout point qui n'est situé ni & I'infini, ni
sur la fronti¢re (8) du domaine (D), il suffira, pour démontrer le
lemme, de faire voir que les dérivées du premier ordre de la fone-
tion w sont continues & la traversée de la frontiére du domaine con-
sidéreé.

Voici une seconde remarque préliminaire @ envisageons al'intérieur
du domaine (D) un point quelconque B et soit & la plus courte dis-
tance de ce point & la fronticre. Je dis que le produit

(3) Lo (B

tendra uniformément vers zéro avec la longueur 4. En effet, du point B
comme centre, décrivons un cercle (C) de rayon b et désignons
par (T) I'aire limitée par ce cercle; d’apres un théoréme que j'ai eu
I'occasion d’établir récemment ('), nous aurons

=]

(6) [e(B)]*: ;_—‘Z;/ w2 d~.

LR
L’'intégrale (3) ayant une valeur finie, I'intégrale

v dz
L
tendra uniformément vers zéro avec b, de quelque facon que se déplace
d’ailleurs le point B. Cela prouve que le produit (5) jouira bien de la
propriété annoncée.
Considérons maintenant, & U'intérieur du domaine (D), un point A,
tel que sa plus courte distance « a la fronticre ne soit pas supérieure

1Y Bulletin de ' Académie de Cracovie, janvier tgo8, p. 8, indealilé (1g). Foir aussi
( J 900, | ) 3 L9
T. Boeeio, Transformasioni di alcune funsioni potensiali ( Rendiconti del Circolo mat.
di Palermo, 19o6).
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A la longueur ¢ envisagée au début de ce numéro. Soit O un point
situé sur (8) & la distance @ du point A. Il existera par hypothése sur
le cercle de centre O et de ravon « un point A’ extéricur au do-
maine (D) et tel que sa plus courte distance « & la frontiére vérifie
Uinégalite (2). Cela posé, déerivons du point O comme centre un
cercle (C) de rayon r (rZ2a). Désignons par (D,) la partie du do-
maine (D) intérieure au cercle (C) et par (D, ) le reste de ce domaine.
Posons

“

(7) w (M) = — / o(B) log MB =y,
27 Jy,

(8) w(M)= = [ (B)loghB dr..
e {Dy)

Nous aurons
w(M) =w, (M) + w,(M);
par conséquent,

Jdw du _ /ow, dw, (2112 . %)
<(_);>\_<$)Ar_ (5;)‘\—<—(ﬁ-)‘\r+ ()‘Z?)\ (dﬁ ;\r’

ot les indices font connaitre les points pour lesquels les dérivées
doivent étre calculées. L'équation précédente donne

@ (@)= @)l<[ G 1@+ G2)- (G

Lorsque le point B est A I'extérieur du cercle (C), on a

l(dlogﬁ) _(dlogM_B> <87,
9z Ja dz /al " OB

puisque, par construction, on a

nv

r-2da.

Par conséquent, la formule (8) nous donnera

(22— (1), <22 [ 5 [ v
0x / dx Jx ™ Jiny OB Yo

On aura donc a foruor:

(10) |<%>A— <%%>\ =

=

Vr ©
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C::‘/ [ v2dz.
I.(D‘\

On déduit de la formule (7)

() < [ 2 [ e
\NOX Sy 4T ' A'B

LR Dy

en posant

en tenant compte de ce que le point A’ est extérieur au domaine (D).
Or la distance @’ du point A& la frontitre vérifie I'inégalité (2). Done,
dans I'intégrale

dzy
.
Yo A'B
la longueur A’B vérifie 'inégalité
ABka.

Dans la méme intégrale, on a évidemment encore

A'BZa+r<ar.

Il est donc aisé de voir qu’on aura

Jw, 2 L, ar . 7
(11) [(’5}?)&] <EIOUE [ 02 dz.

“(Dy)

Reste encore & déterminer une limite supérieure du premier terme
du second membre de l'inégalité (9). Pour y arriver, décrivons du
- ’ avon & Aei (D
point A comme centre un cercle (C’) de rayon —- Désignons par (D))

le domaine intérieur i ce cercle et par (D') le reste du domaine (D).
La formule (7) nous donnera

@11) l_f B, Lf [2B)| 4
= KOJ’"A 2T Ju,y AB BT iy AB -

Dans la premiére intégrale du second membre de cette inégalité, la
plus courte distance du point B A la frontiére du domaine (D) varie

A

a 3a . <y . ,
entre — et —- Donc, puisque le produit (5) tend uniformément vers
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Z6ro avece b, on aura
sa)

o( DB -
fo(B) [ < —
dans intégrale en question, en deésignant par <(a) une quantité posi-
tive, tendant vers zéro avee «, mais indépendante des autres éléments
qui déterminent la position du point A dans le domaine (D). Nous
aurons done

. SR EUY ]
(13) / I——.L:_——)—]d‘:“<27:s(a).

t'{])’lx \l;

Passons au second terme du second membre de I'inégalité (12).

L’inégalité de Schwarz donnera

(B, e w._’u‘ s,
[v/ T f{~l:_ < 27mlog p / v d=.

iy )

On aura done a fortior:
, (B T “__,”_[ .
('4) [/ _B. doy | <o 10,.\7 v?dt.

Les inégalités (12), (13) et (14) entrainent la suivante :

%)
\dz /s

J'observe mainlenant ceci : puisque intégrale (3) a une valeur
finie, on aurs

(13)

1 4r
<s(:\)+\ ~——l()g—‘r—/‘ vz,
27 a .

(D,

vidT <z (1),
(RN P
en désignant par ¢, (7) une fonction positive et décroissante, tendant
vers zéro avee r, mais indépendante de la position du point O sur la
frontiére du domaine (D). On pourra done, en faisant tendre « vers
zéro, ¢tablir entre @ ct r une relation telle que les quantités
a [

,

- el log = / vt dz

r at,
0

tendent I'une et 'autre uniformément vers zéro avec a de quelque
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facon que se déplace d’ailleurs le point A dans le domaine (D); il suf-
firait par exemple de poser

,”
log - = .

a Ve(r)

La relation précédente entre a et r étant établie, voici ce que 'on
conclura immédiatement des relations (g), (10), (r1) et (15) : la

différence
“dw Jw
(5%).~ (5,

tend uniformément vers zéro avec a de quelque facon que se déplace
d’ailleurs le point A dans le domaine (D).

La position des axes dans le raisonnement précédent n’ayant été
particularisée en aucune facon, ce raisonnement prouve que la diflé-

rence
Jw’ Jw’
(7).~ (F).
tend aussi uniformément vers zéro avec «.

Or, & 'extérieur du domaine (D), la fonction w est, par hypothese,
égale a une fonction @ dont les dérivées du premier ordre sont conti-
nues i la traversée de la frontiére. Il en est donc de méme des déri-
vées du premier ordre de la fonction w. C’est ce que nous avions &
établir.

Revenons au probléme biharmonique restreint, et désignons, comme
dans l'Introduction, par w la fonction demandée, par 3 la fonction
donnée vérifiant les conditions aux limites de la fonction demandée
et par P la fonction définie par I'équation

Posons ensuite
I S ; —_—
(16) II(A):E [L(B) —¢(B)]logAB dzy,

“Dby

en désignant par ¢ la fonction harmonique qui constitue, pour le do-

maine (D) et par rapport & la fonction ¢, la solution du probléme

intermédiaire. Il n'y a qu’ase reporter a ’énoncé de ce probléme pour
Ann. Ec. Norm., (3), XXVI. — Aotr 196g. 47
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reconnaitre que la fonetion « (A) sera nulle identiquement & Pexte-
ricur du domaine (D).

Or les dérivées du premier ordre de la fonction représentée par
Pintégrale

/q U(B) logAB dzy

(D

1
27T

sont, par hypothése, continues méme a la traversée de la frontiére du
domaine (D). Par conséquent, en vertu du lemme qui vient d’¢tre
démontré, il en sera de méme des dérivées du premier ordre de la
fonction que représente I'intégrale

L

— ¢ (B) 1033’1?(1:1,;

o
[ (DY

il en sera done encore de meme des dérivées du premier ordre de la
fonction «. Mais, comme nous avons eu déja a le faire remarquer, la
fonction u est nulle identiquement & I'extérieur du domaine (D); elle
est d'ailleurs continue dans tout le plan a distance finie. Nous arri-
vons donc 4 la conclusion suivante :
Les quantités
Au du

u, P et (7}—/
calculées pour un point quelconque A, intérieur au domaine (D),
tendent uniformément vers zéro avec la plus courte distance de ce
point & la frontiére. Il résulte de 1a que la formule

(17) Ww=0—u

fera connaitre une solution ¢ du probléme biharmonique. Done, le
premier des deux points indiqués au numéro précédent est établi.

13. Il nous reste & démontrer que le probléme biharmonique ne
peut admettre qu'une seule solution.

Pour démontrer ce théoréme, nous serons obligés de restreindre
dans une certaine mesure la généralité du domaine (D). Cela ne tient,
il faut le craindre, qu'a ane imperfection de notre méthode. En re-
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vanche, nous aurons & établir des inégalités qui pourront certainement
¢étre utiles dans d’autres questions.

Lafronti¢re du domaine (D) pourra se composer d'un nombre quel-
conque de contours; chacun de ces contours pourra avoir un nombre
fini quelconque de points anguleux et méme de points de rebrousse-
ment; toutefols, estimé & l'intérieur du domaine (D), I'angle formé
par les deux ares issus d’un point de rebroussement devra étre ¢gal
& zéro et non pas a 2w.

Les points singuliers dont nous venons de parler s’appelleront som-
mets de la frontiére (8) du domaine (D); les autres points de cette
fronti¢re, points ordinaires.

Nous admettrons que I'arc de (8), compris entre deux sommets
consécutifs, jouit des propriétés suivantes :

1° L’angle aigu formé par deux normales sera inférieur au produit
d’une constante par la distance des pieds des deux normales;

2° 81 d’un point O choisi arbitrairement sur 'arc considéré on dé-
crit un cercle ayant ce point pour centre et pour rayon, une longueur
non supérieure & une longueur fixe, ce cercle rencontrera l'are au
plus en deux points et la portion de cet arc situce a l'intérieur du
cercle précédent satisfera & la condition que voici : une parallele &
["une quelconque de ses normales ne pourra le rencontrer qu’en un
seul point au plus.

Pour achever I'énoncé des hypothéses que nous adoptons au sujet
de la frontiére du domaine (D), il nous reste encore & dire qu'elle
devra satisfaire aux deux conditions suivantes :

1° Tout cercle décrit d’'un sommet comme centre avec un rayon plus
petit ou égal & une longueur fixe ¢, inférieure dans tous les cas i la
moitié du minimum de distance de deux sommets, rencontrera la fron-
tiere précisément en deux points;

2° Tout cercle ayant pour rayon une longueur non supérieure & une
longueur fixe et pour centre un point situé sur (S) et tel que sa dis-
tance au sommetl le plus voisin soit supérieure ou égale & la lon-
gueur o, considérée tout & ’heure, rencontrera la frontiére (8) préci-
sément en deux points et interceptera sur elle un arc ne comprenant
aucun sommet.
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14. En vue des considérations qui vont suivre, il est utile de faire
correspondre i tout point A, intérieuraudomaine (D), unelonguecurR.
Nous appellerons cette longueur rayor relatif au point A, et nous la
> . . . N ~N . .
définirons en introduisant deux longueurs constantes o, et o, ainsi
qu'une constante numérique 4,. Le choix de ces trois éléments sera
précisé tout a Uheure; pour le moment, il suffira de dire que la lon-
gueur ¢, satisfera a la condition
< .
(18) 5,58,
ot ¢ représente lu méme longueur qu'au numéro précédent.
Lorsque la distance ¢ d’un point A du domaine (D) au sommet le
plus voisin vérifiera U'inégalité

(19) d = ay,
le rayon R relatif au point A sera simplement défini par I'équation
(20) R=2,.

Si au contraire on avait
(21) d <9,
on aurait
(22) R = /s,

en désignant par s la longueur de I'arc intercepté par le domaine (D)
sur le cercle mené par le point A et ayant pourcentre le sommetde(S)
le plus voisin de ce point

On s’assurera aisément que les longueurs &, et 3, et la constante
numérique £, pourront étre choisies de fagon que pour tout point A,
situé a 'intérieur du domaine (D) et tel que sa plus courte distance a
& la frontiere soit inférieure ou ¢gale au rayon R, relatif & ce point,
les circonstances suivantes se présentent i la fois :

1° Il n’existe surlafronticre (S) du domaine (D) qu'un seul point A,
situé & la distance @ du point A.
2° Si dupoint A, comme centre on décrit un cercle () derayon 7R,
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ce cercle rencontrera la frontiere du domaine (D) précisément en deux
points; I'arc (S,) quil interceptera sur elle ne comprendra aucun
sommet; une paralléle & une normale & Parc (8,) ne le rencontrera
qu’en un seul point au plus; enfin, angle aigu formé par deux nor-
males & cet arc ne pourra pas étre supéricur & :

3° Il correspondra sur (S) & tout point M, situé & lafois i 'intérieur
du domaine (D) et du cercle (X), un point unique M’ tel que la lon-
gueur MM’ soit la plus petite possible, et, par le point M’, on pourra
faire passer deux cercles de rayon R, tels que les points intérieurs a
I'un de ces cercles soient tous tntéricurs au domaine (D) et les points
intérieurs au second, exiérieurs & ce domaine.

Nous supposerons, dans la suite, que le choix des longueurs g,
et 8, et de la constante numérique £, satisfasse aux conditions précé-
dentes.

5. Les considérations ultérieures reposeront sur un théoréme re-
latif au cercle et que nous allons établir rapidement.

Considérons un cercle (C) de centre O et de rayon R, limitant une
aire (T), et désignons par v une fonction harmonique a l'intérieur de
ce cercle et telle que I'intégrale

f v2dzt
i

ait une valeur finie.
Posons

w (P)= -Z—I;f o(M) log PM d=.
Sy

Le plan étant rapporté & un systéme de coordonnées polaires (p, 0)
ayant le centre O du cercle (C) pour péle, on aura, pour lafonction w,
le développement en série bien connu

“ . nn
v = AM—Z(AN cosni -+ B, sinnd) (ﬁ) .

n=1

On conclura facilement de cette formule qu’a lexterieur de 'aire (T)
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la fonction w, pourra étre représentée an moyen de fa série suivante :

E
— A R2 loe s SN A, cosnf+B,sinni /Ry"
—_— 0 — — - .
! 2 = 4 nin-r1) 2

n=1

Au moyen de ces formules, on établira avec la plus grande facilité
le théoréme suivant :

St L'on deésigne par B un point quelconque situé a lintérieur du
cercle (C), a une distance non nulle du centre, et par B’ le point ingerse
au potnt B par rapport au cercle considere, on aura

(23) 1By =— 4= (22 —e(o,
oB

ou {'indice B' sert a indiquer que la derivee

J%w,

dp*

doit étre calculée pour le point B'.

6. Considérons une fonction v définie d 'intérieur du domaine (D),
pouvant ne pas veérifier 'équation

Av=o0

dans toute I'¢tendue du domaine (D), mais jouissant cependant de
cette propriété a U'intéricur de la partic du domaine (D) constituée par
I'ensemble des points M tels que la plus courte distance m, de chacun
d’eux a la frontiere (S) du domaine (D), vérifie I'inégalité

(24) m <2,

ol A représente une longueur déterminée dilférente de zéro. Suppo-
sons de plus que I'intégrale

(295) C*= vl
)
alt un sens, ¢t posons

(26) w(Py=— [ »(M)logVD dry.

2Ty
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Nous nous proposons d’étudierla facon dont se comportent, dansle
voisinage de lafrontiére dudomaine (D) et & intérienr de ce domaine,
les dérivées du second ordre de la fonetion w, la fonction v et les
dérivées du premier ordre de cette fonction dans le cas olt, & lextérieur
du domaine (D), les dérivées partielles de la fonction w jusqu’au troi-
si¢tme ordre inclusivement admettraient chacune, par rapport a la
frontiere (S) de ce domaine, des valeurs périphériques définissant
sur (S) une fonction continue (').

En se reportant au n° 13, on reconnaitra de suite que la longueur R,
que nous avons appelée rayon relatif & un point A du domaine (D),
pourra toujours étre définie de facon que, pour toute position du
point A, on ait

(26 a) 2R < 3,

ou A représente la méme longueur qu'au second membre de I'inéga-
lité (24). Nous supposerons que cette condition soit vérifiée.

Considérons un point A situé a I'intérieur du domaine (D) et tel que
sa plus courte distance @ & la frontiére vérifie I'inégalité

(26 b) azR,

en désignant par R le rayon relatif au point A. Soit A, le point de (S)
le plus voisin du point A. Du point A, comme centre décrivons un
cercle (2) de rayon 7R et considérons un point B, intérieur & la fois au
domaine (D) et au cercle (X). Il existera alors sur (S) un point
unique B, dont la distance au point B soit la plus petite possible. Par
le point B, on pourra faire passer deux cercles de rayon R (rayon
relatif au point A), 'un (C) de centre O, tel que tous les points inté-
rieurs i ce cercle soient intérieurs au domaine (D), et 'autre (C') de
centre O, tel que Ies points situés a son intérieur soient tous extérieurs
au domaine considéré. Désignons par (T) la portion du domaine (D)
intérieure au cercle (C) et par (D,) le reste de ce domaine. Décrivons
du point B, comme centre un cercle (C,) de méme rayon R que les
cercles (C) et (C'). Le cercle (C,) partagera le domaine (D,) en deux

(1) On trouvera les résultats de cette étude a la fin du n° 21.
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autres : 'un (D), intérieur & ce cerele, et Pautre (D), qui lui sera
extéricur. Notons en passant que le domaine (D,) se composera de
deux parties dont les fronticres n'auront qu'un seul point commun :
le point B,, lequel sera un point de vebroussement pour lafrontiére de
chacune des deux parties dont se compose le domaine (D,).

Posous
(27) w (P) = L v (M) logMP d=y,
RS
(28) w(Py== = [ u(M) logWP sy,
2T/,
(29) w, ()= ;i: [ a(M) logMPD d=y.
iy
Nous aurons
(30) w(P)=w (P)+w,(P)+wy (D).

Nous admettrons ¢u’on ait

(31) b==B,BZR,

et, dans cette hypotheése, nous allons chercher une limite supérieure
de la quantité [v(B)].
Dans le cas ol 'on aurait

— R

(32) O=D1,1

)
-,
nous pourrions nous borner & appliquer le théoréme rappelé en note
a la page 36).

D’aprés ce théoréme nous aurons

[0(B)]2 < —1—/ vt d,

mbr ).
“(T
d’ou a fortiors
C
33 (B | < —=
(33) .I (B)] TV

ou C représente le nombre positif défini par I'équation (25). Mais, pour
établir unc inégalité qui puisse nous servir utilement pour toutes les
valeurs de & vérifiant 'inégalité (31), il faut soumettre d’abord i une
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¢tude spéciale le cas ou 'on aurait
R

)

Prenons le point B, pour origine d'un systéme de coordonnées
rectangulaires (@, ), en ayant soin de diriger I'axe des v suivant la
normale en By & (8), vers Uintérieur du domaine (D). Si I'on désigne
alors par B le point inverse du point B par rapport au cercle (C),
Pordonnée »" du point B” sera liée & b par I'équation

, Ro

(35) YET R

/

et, en se reportant aux relations (23) et (27), on verra qu'on a

o v RR2 07w\
(36) o(B)=—} =57 (

D’autre part, I'équation (30) donne

Y 2w ")’ w,’ 7 0%w,
(37) ),.ﬂ) = T?),“( 2 ) —(_ :
Ayt Jw vty O g\ Ayt e
D’apres les hypotheses adoptées au sujet de la fonction w, nous
aurons

2Q ()21\‘ ‘
G0 (555 ), [ <

en désignant par M, une constante positive qui devra étre regardée
comme donnée. Pour estimer le second terme du second membre de
'équation (37), j'observe que la formule (29) donne

0%\ ? [, Ty
<————-(),y2 v <C ?1——112 / v? dt =
. <Dy (g B'M

En se reportant & 'équation (25) on verra de suite qu'on a

f v dr < G2
Dy}

et, d’autre part, on trouve facilement

/. ([‘.'“ <£_’
Joa M SR

Ann. Ee. Norm., (3), XXVIL. — Aott 1909. 48
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en tenant compte de ce qu'en vertu des relations (34) et (35) on a
(39) — Ry =B,8<o.

On aura done tinalement

F ¥ wg \" G
Jo AR
(40) o | SR
en désignant par V, une constante numérique.

7. Reste & estimer le troisiéme terme du second membre de (37).
Nous allons faire usage de trois approximations successives en res-
treignant & chaque nouvelle approximation la limite supéricure de la
distance du point B au point A,.

Pour trouver une premiere approximation, nous raisonnerons
comme nous l'avons fait déja pour établir I'inc¢galité (4o). Il vient

02m2‘ 9 G2 f (‘l‘.'“
Y2 <7z =_"
( dy }n' T by B'M

Le domaine (D,) étant contenu dans le domaine (T,) formé par
ensemble des points intérieurs au cercle (G,) mais exiérieurs aux
cercles (C) et ((7) tangents entre cux en B,, on (rouve

" (173[ * d?_\l b+
f — < | =<y
v B'M Yoty B'M

en tenant compte des relations (34) et (35). Nous arrivons donc &

'inégalité
(() W, > l V,i,_
Jyt \/KZ}7

en désignant par V, une nouvelle constante numérique.
Les relations (38), (40) et (41) entrainent la suivante,

dg Wy > ‘ \ (J \7 (1
" <M+ — + —
|< 9y* TR VRS

(41)

laquelle, en vertu de Péquation (36) et de ce que 'inégalité (33)
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donne
(42) lo(o) | < —=>
v\ T
entraine a4 son tour
lo(B)] <16 My Yrt o Yl )+ s
R VRO, Ry=

pour les valeurs de & vérifiant I'inégalite (34).
. . . R o
Mais, puisque pour les valeurs de & comprises entre — et R U'inéga-
lité (33) entraine celle-ci :
2(
[e(B)| < —7=>
Ryr
on voit qu’on peut énoncer la proposition suivante : lorsque le point B
ne sort pas du cercle (X), I'inégalité (31) entraine I'inégalité

Q
./ 9 ) B < 7‘
(43) [v(B)] NV
en posant
(44) Q=V,M,L+V,(

ou I'on a désigné par V, et V, des constantes numériques et par L une
limite supéricure de R, soit, pour plus de simplicité, le maximum de
distance de deux points du domaine (D).

[8. Pour passer a la seconde approximation, supposons que le
point B ne sorte pas du cercle (£,), concentrique au cercle (X), mais
ayant SR au lieu de 7R pour rayon. Supposons en outre que la lon-
gueur b vérifie 'inégalite (34) et observons que la formule (28) donne

dz D\ /’:‘
) l<5‘[“/ (M) | =5
\0Y" Jw 2T oy B'M

(43)

Il est aisé de voir que pour aucun ¢lément de Pintégrale précédente
le point M ne sortira du cercle (X) et que, pour chacun d’eux, la plus
courte distance m du point M & la fronti¢re du domaine (D) satisfera &
I'inégalité

(46) m<R.
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3

), B en M et ben m; on

Il est done permis de changer, dans (-
trouve alors

(7 o) | < —=
Vi

Les indgalités (45) et (47) donnent aisément

J*w,
48 —
(4%) I(df")n'

en désignant par Q une quantit¢ qui ne differe de la quantité Q,
définie par I'équation (44), que par les constantes numériques.

Ralsonnons maintenant comme nous I'avons fait & la fin du numéro
précédent, en ayant soin toutefois de substituer Pinégalité (48) &
I'inégalit¢ (41). Nous arriverens au résultat suivant : lorsque le point B
ne sort pas du cercle (X)), 'inégalité (31) entraine la suivante,

Q) 2k
<—[T 277

, ) 2R
(o) o(B)] < g2l
en posant
(30) Q,=V,M,L +V,(,

ou les symboles V, et V, ont une signification analogue a celle qu’ont
les symboles V; et V, dans (44).

19. Pour passeri la troisiéme approximation, astreignons le point B
a ne pas sortir du cercle (X,), concentrique aux cercles (X) et (%)),
mais ayant seulement 3R pour rayon, et reprenons I'inégalité (45).

L’inégalité (46) sera vérifiée comme précédemment, et, puisque le
point B ne sort pas du cerele (I,), le point M ne sortira du cercle ()
pour aucun élément de 'intégrale qui entre au second membre de
inégalité (45). Nous pourrons done, dans I'inégalité (49), changer B
en M et & en m; 1l viendra alors
2R

m

|n(M)[<%‘log

Substituons, dans les calculs indiqués au numéro précédent, cette
inégalité & I'inégalite (47).
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Nous arriverons aisément au résultat suivant : lorsque le point B

ne sort pas du cercle (3,), Vinégalité (31) entraine Pinégalité sui-
vante :

. . O,
(51) (B | < 32
1
en posant
(52) Q.= V.;M,L + V,C,

ot V; et Vi représentent de nouvelles constantes numériques.

20. Il nous faut maintenant examiner la facon dont se comportent
les dérivées du premier ordre de la fonction » dans le voisinage de
la frontiére du domaine (D).

Les notations précédentes étant conservées, ce seront les quantités

&), . @)
Jda )y dy /g
que nous aurons 4 étudier.

Nous supposerons que le point B ne sorte pas du cercle (X,), concen-
trique aux cercles (), (,) et (¥,), mais ayant R pour rayon, et, bien
entendu, nous admettrons que U'inégalité (31) soit vérifiée.

Nous aurons & nous appuyer sur une remarque d’ordre général :
considérons une fonction A2 harmonique i U'intérieur d’un cercle (C)
de centre O et de rayon R, limitant une aire (T), et supposons que
Iintégrale

l? dx
(n)
ait une valeur finie. Il suffira de partir du développement classique de
la fonction 4 & I'intérieur du cercle (C) pour reconnaitre que la valeur

(%)
dox/,

ah

ox

de la dérivée

au centre O du cercle (C) peut étre représentée par la formule sui-
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vante :

(54

O 3 / .
—_) = . (M) cos(OM, Ox') dzy,
( ‘)‘l’,.)o =R ' 3 ' ) v
en désignant par O’ un axe de méme sens que l'axe des .
L’équation (54) entraine U'incégalité
"o\ ? 9 /
55 —— — h?dz.
(33) (0.1') < R/,

0 o/

C’est cette inégalité qui constitue la remarque que nous avions
en vue.

Revenons aux quantités (53). Une application facile de I'inéga-
lité (55) nous donnera

(52 |G <=
\dx /| Oy /el T yE

ou C représente, comme précédemment, le nombre positif défini par
Péquation (25).

Les inégalités (56) ne pourraient pas étre utilement employées
pour toutes les valeurs de & comprises entre zéro et R. Pour en établir
d’autres, ne présentant pas Uinconvénient précédent, il st nécessaire
de soumettre & une étude spéciale le cas ol & ne sortirait pas de l'in-
tervalle (o, {5)

La formule (36) donne immédiatement

. Ju . R Jw, , R+ P w,
Ry — ) =8 —— b= =) -
(57) <d)’)u Ll{——b):’(t)u)‘z)u'_*_ l(l.’\——())"(()_)’” )".

En partant des théorémes qu’exprime I’équation (23), on trouve
tout aussi aisément '

5 f dv? R* 3w
. S —_— —_ ’ 1 .

D’autre part, I'équation (30) donne

‘ / ():xmI \) . ()_’E> (0:; 111;‘\ <0:) \11._)>
( ay* Jy (d)"’ v Cdy? )u' dys s

(39) o i \ P
[ (Gom) = (2) = (gme) —(me) .
L\ dyrda JyT \0)y* ) v dy*dx Ju (()V}-"-’ ox )y

(56)
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Cela posé, il n'y a plus qu'a estimer les diflérents termes des
seconds membres des ¢quations (59).

En vertu des hypothéses adoptées au sujet de la fonetion w, nous
aurons

CO3w " P

60 | -— ] b M.,
oo el (703 ) <
en désignant par M, une constante positive qui devra étre regardée

comme donnce.
D’autre part, la formule (29) donne

. dPwy\? Puy \? ¢
(61) ( :‘) ) ( 3 ) <
AR LIy o g It
ot C représente, comme plus haut, la constante positive deéfinie par
Iéquation (25).
Enfin, on déduit de I'équation (28) les inégalités

. 0w, [ 0tw, [o(M)]
b (Tl G < 55t
( 2) { . ()_)’" n «c)y' dx )y <z (RS "M

by

Or le point B ne sort pas du cercle (X;) de centre A, et de rayon R.
Done, pour aucun ¢lément de I'intégrale ci-dessus, le point M ne sort
du cercle (X,); dailleurs la plus courte distance #2 du point M & la
frontiere du domaine (D) reste, pour chaque élément de cette inté-
grale, inférieure & R. Par conséquent rien n’empéche de remplacer,
dans I'inégalité (51), la lettre B par la lettre M; cela donne

o(M) | < 3.

En s’appuyant sur cette inégalité, on déduira des inégalités (62) les

suivantes :
. Jd3w, / PPw, 32Q, “2[{
o '( dy? )w ” (0}/” ()Lz~>n' < ?R—zloc w

Il est aisé de voir qu’en développant les calculs indiqués au numéro
précédent, on aurait obtenu, entre autres, une inégalit¢ de la forme

02w,
4 -2
(64) '( oy* )B'
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en désignant par Q, une quantité de meéme genre que la quantité Q,.
Cela posé, les relations (59), (6o), (61) et (G3) permettront de

trouver une limite supérieure commune des quantités

A T'aide de ce résultat et de I'inégalité (64) on déduira des équa-
tions (57) et (58) une limite supérieure commune des quantités

(65) (:))—:’)I et (\%\

Cette limite supérieure des quantités précédentes ne scra stirement
valable que pour les valeurs de & comprises entre zéro et %; mais, en
se reportant aux inégalités (56), on (rouvera une limite supéricure
commune des quantités (65), valable pour toutes les valeurs de &
comprises en(re zéro et R. Le résultat final pourra étre présenté de la
facon suivante : lorsque le point B ne sort pas du cercle (¥,), on a

o Juv ) du .
(66) Kﬂ,)nm“ + (5;>Bsmo:

quelque valeur qu'on donne & 'angle «, en posant

Q, Wo,l{
<’R71[0~OT7

(67) Qs= VoM, L2+ V,;,M,L + V,,C,

ou l'on a désigné par L, comme précédemment, le maximum de dis-
tance de deux points du domaine (D) et par V,, V,, et V,, des con-
stantes numériques ne dépendant que de la nature du domaine (D).

Il va sans dire que I'inégalité (66) est indépendante de I'oricntation
des axes.

21. Il résulte immédiatement de 'inégalité (66) qu’en tout point
ordinaire P dela frontiére (S) du domaine (D), la fonction v admet une
valeur périphérique déterminée v(P) variant d’une facon continue
tant que le point P se déplace contindment sans passer par un sommet
de (8).

Cela posé¢, considérons le centre A, du cercle (£,), & Uintérieur
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duquel on a I'inégalit¢ (66), et cherchons une limite supérieure de
I'expression
[0(M) — v(A,) .

en supposant, bien entendu, que le point M ne sorte pas du cercle (Zy).

A cet effet, suivons, pour aller du point A, au point M, le chemin
suivant : déplacons-nous d’abord le long de la normale en A, & (S), en
nous dirigeant vers l'intérieur du domaine (D), jusqu'au point E, (el
qu’on ait

AE=AM;

suivons ensuite de & & M la circonférence du cercle du centre A,,
mené par les points E et M. Nous aurons

/ Ju dv
o) —o(A) = [(L e+ Laay),
|4 ) ( 0) \()‘l‘( r ,)), .:)/
en supposant que l'intégrale du second membre soit prise suivant le
chemin que nous venons de définir. En s’appuyant sur'inégalité (66),
on établira aisément I'inégalité suivante,

Q. /AM

(68) [ —v(A0) | < T2/ S

L A

L’inégalité (68) va nous permettre de trouver, pour 'expression

0o du .
(8) e () ]
une limite supérieure plus approchée que celle qui résulterait de
Pinégalité (66).

Pour arriver &4 ce résultat considérons la formule (28) en nous
placant dans I’hypothése ou le point B, qui, on se le rappelle, intervient
dans la définition du domaine (D,), se serait confondu avec le point A.
Nous pouvons écrire cette formule de la facon suivante :

en désignant par Q) une quantité de méme genre que la quantité Q

mg(P):E%: [ [2(M) —1(A,)]logPM dry + L(gé’—)/ log PM dry.
f iy N (Dy)

Dans les conditions ou nous nous sommes placés, le domaine (D,)
Ann. Ee. Norm., (3), XXVI. — SEPTEMBRE 190Q). 49
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sera contenu dans le cercle (X,); nous pourrons done faire usage de
I'incgalité (68) pour trouver une limite supérieure des dérivées de la
premiére intégrale du second membre de cette équation. D’ailleurs,
I'inégalité (51) nous donnera

0?

IU(AO) | < —T'

En s’appuyant sur ces remarques, on trouvera facilement

A I, O, Qj
00) [CaNNICoDNS o

en désignant par Q) une quantité de méme genre (ue la quantité Q,
délinie par I'équation (G7) et par A’ le point avec lequel se confond le
point B” lorsque le point B vient en A.

Cela posé, il suffira de supposer, dansles calculs indiquésa la fin du
numéro précédent, que le point B se confond avec le point A et de
remplacer en outre les incégalités en lesquelles se transformeraient
alors les inégalités (63) par les inégalités (69), pour arriver & l'iné-
galité snivante,

o) Ju '’ o5 v’ i
(70} m;)\(,o‘oc—*— df'—;-).\bl]a

endésignant paraun arc arbitrairve et par Q, une quantité qui ne différe
de la quantité Q, que par les valeurs des constantes numériques.

Il convient d’ajouter que les relations qui nous ont permis d’établir
'in¢galité (70) aménent aisément i la conclusion suivante : chacune

des quantités
&), o (%
()cl’ A ' d}’):\

tend vers une limite déterminée lorsque le segment AjA tend vers
zéro; il est méme facile de voir que la limite de chacune de ces quan-
tités pour

Q.
< R

:\OA =0

varie contintment lorsque le point A, se déplace sur (S) sans passer
par un sommet. Pour achever cette longue étude de la fonction w, il
nous reste seulement & faire remarquer que I'inégalité (66) permet de
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démontrer sans peine qu’on a

) 0w J*w “J*w
(71) pr=d L Pyl L ==

dx? ) | dx 0y /) s dy* /4
en désignant par Q; une quantité de méme genre que les quantités Q,
et Q,.

En résumé, voici les résultats que nous avons obtenus en étudiant la
fonction w introduite au n® 15 : lorsque la plus courte distance @ du
point A situé dans le domaine (D) & la frontiére de ce domaine n’est
pas supérieure & la longueur R que nous avons appelée (n°13) rayor
relatif au point A et qui devra vérifier U'inégalité (26a), on a les iné-
galités (7o) et (71) ainsi que l'inégalité

{72) ]u(A)[<%§,

0,
< T

qui résulte de I'inégalité (51) en faisant coincider le point B avec le
point A; en outre, en tout point ordinaire P de la frontiere (S) du
domaine (D), chacune des quantités

v 25,.. et .@

'odx dy
admet une valeur périphérique déterminée, et la valeur périphérique
en P de chacune de ces trois quantités varie d’'une facon continue
lorsque le point P se déplace continiment sur (S) sans passer par un
sommet.

22. Pour établir 'unicité de la solution du probléme biharmonique
restreint nous nous servirons de la fonction appelée par certains
auteurs fonction de Green du deuxiéme ordre et nous consacrerons ce
numéro a établir celles des propriétés de cette fonction sur lesquelles
nous aurons & nous appuyer dans la suite.

Considérons un point quelconque Q situé a I'intérieur du domaine (D)
et désignons par H(Q, M) la fonction qui, considérée comme fonction
des coordonnées du point M, est la fonction harmonique quireprésente,
pour le domaine (D) et par rapport 4 la fonction

I
— log Q)
27 o8 \M’

3
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regardée, elle aussi, comme fonetion des coordonnées du point M, la
solution du probléme intermédiaire. Posons ensuite

(74) R(Q. M) = ;]—logQM — Q. M).
™

(=5) G2(Q.P) = _’;[ R(Q. M) logPM d=y.
ey

La fonction G,(Q, P) ne scra autre chose que la fonction de Green
du second ordre.

En effet, considérée comme fonction des coordonnées du point P, elle
jouit manifestement des propriétés suivantes :

1° Dans tout le domaine (D) saufen Q on a

A2Gy=o0;

20 On a
AGy(Q.P)=R(Q,P);

dOnC la diﬂ‘él’(“,nce
3 ) — .l_ o)
A(l-_)(O,I ) L]()aQ’\I

est continue dans le voisinage du point Q;

3° Lafonction G, (Q, P) et ses dérivées du premier ordre s’annulent
sur la frontiére du domaine (D); c’est ce quirésulte immédiatement du
lemme dun° 11.

Cela posé, il suffit de considérer les formules (74) et (75) et de tenir
compte de ce que la valeur (75) de la fonction G,(Q, P) est nulle
identiquement lorsque le point Pse trouve a 'extérieur du domaine (D),
pour apercevoir immédiatement que les théorémes énoncés a la fin du
numéro précédent sont applicables a la fonction G,(Q, P), regardée
comme fonction des coordonnées du point P. On arrive de cette fagon
aux conclusions suivantes : si l'on désigne par A un point intérieur au
domaine (D) et par R le rayon relatif au point A; si 'on admet de plus
qu’en délinissant la longueur R, on se soit arrangé de facon que I'iné-

galité
2R<gq,

ol ¢ représente la plus courte distance du point Q i la frontiere du
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domaine (D), soit vérifice pour toute position du point A dans le
domaine (D), dans ce cas I'inégalite

(76) azR,

olt @ représente la plus courte distance du point Aala frontiere du
domaine (D), entrainera les inégalités suivantes :

77 IRQ. A< B,

/7

ainsi que

JR IR K(Q)
(78) l(ﬂ),‘ ’ !<5}7)\ R*
et
3G, 902G ()”G, K(Q)
(79) ((cw )A ’ (\oxay,),\ ’ R o;- R’

ou les dérivations se rapportent aux coordonnées du point A et oul’on
adésigné parK(Q) une quantité positive finie dépendantuniquement de
la nature du domaine (D) et de la position du point Q dans ce domaine.
Il nous reste encore & faire la remarque suivante : si 'on désigne,
comme tout & I'heure, par @ la plus courte distance d’un point A, situé
dans le domaine (D), & la fronti¢re (S) de ce domaine, les produits

2 OR(QA)

2 OR(Q.4)
dx dy

(80) aR(Q,A),

ou les dérivées doivent étre prises par rapport aux coordonnées du
point a, tendent uniformeément vers zéro avec a.

Cette proposition ne résulte nullement des inégalités (77) et (78),
parce que la longueur R tend vers zéro lorsque le point A tend vers un
sommet; mais elle résulte immédiatement des théorémes exprimés par
les inégalités (6) et (55) et des circonstances suivantes : 1° la fonction
R(Q, A) considérée comme fonction des coordonnées du point A est,
sauf en Q, régulierement harmonique dans tout le domaine (D), et, par
conséquent, elle jouit de cette propriété en tout point assez voisin de



390 S. ZAREMBA.
la frontiére ; 2° U'intégrale
O

/" [R(Q.M) 2oy = | (103-63_1‘)‘%/;—“—f [H(Q M) Fd=y (1)
(b

—2
i, XD ipg

est Hinie.

Les théorémes relatifs aux fonetions G,(Q, M) et R(Q, M) que nous
venons d’établir permettraient de démontrer en toute rigueur, par le
théoreme de Green, la symétrie de la fonction G.(Q, M) par rapport
aux points Q et M. Nous ne développerons pourtant pas la démons-
tration de cc théoreme, parce que, d'une part, nous n’aurons pas & en
faire usage et parce que, d’autre part, les précautions avec lesquelles
il faudrait appliquer le théoréme de Green sont identiques i celles avec
lesquelles nous aurons & nous servir de ce théoréme au numéro
suivant.

23. Pour établir I'unicité de la solution du probleme biharmonique
restreint nous n’avons qu'a démontrer le théoreme suivant :

Lorsqu’une fonction w satisfait a l’tntérieur du domaine (D) a
léquation

A2y = o,
et lorsque les quantités
iy oy
8 , o v
(81) ¥, Iz dy’

calculées pour un point intérieur du domaine consideéré, tendent, avec
la plus courte distance de ce point & la frontiére, uniformeément vers z€ro,
la fonction w est nulle identiquement dans tout le domaine (D).

Pour établir ce théoréme, posons
(82) = Aw

et commencons par faire la remarque suivante : si’on désigne par a
la plus courte distance d’'un point A, situé dans le domaine (D), i la

(1) Se reporter a I'équation (3), p. 343.
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frontiére de ce domaine, les produits

ot @ ()V(.'\.)

83 '(A). 2 ‘ —_—
(83) avr(A). a e Ty

tendent uniformément vers zéro avec a.

La justification de cette remarque est immédiate : du point A comme
centre décrivons un cercle (C) de rayon a. La formule bien connue
pour la solution générale du probléme biharmonique pour le cercle
donne

—1 dw
(A= — —db,
(4) T J ¢, dN
de (A — 4 4 [ dw
-—(——):—fl / W Cosh ds — —— / —— cos b ds,
da, Ta' J ., T, w'ch\
Jde (A —_— . 4 dw .
——()L—lzz——-—é‘ ig su)@a’s-———ﬂ_—'l—3 Tsm@ds
)y Tat Jg, wat J . dl

en désignant par 0 I'angle formé, avec I'axe des @, par la demi-droite
allant du centre A du cercle (C) vers 'élément ds.

Eu égard aux propriétés dont jouissent, par hypothése, les quan-
tités (81), on s’assurera immédiatement, au moyen des formules preé-
cédentes, que les produits (83)jouissentbien de la propriété annoncée.

Cela posé, retranchons du domaine (D) les parties intérieures a des
petits cercles () de rayon commun p, décrits des sommets de la
fronticre (S) comme centres, et soit (D,) le domaine ainsi obtenu.
Retranchons ensuite du domaine (D,) I’ensemble des points tels que
la distance de chacun d’eux & la frontiére du domaine (D) soit infé-
rieure 4 une petite longueur A. Nous obtiendrons de la sorte un nouveau
domaine (D, ).

Désignons par ¢’ I'ensemble des arcs des cercles (X) faisant partie
de la frontiére du domaine (D,,3), par (8') le reste de cette frontiére
et par (¢’ + S’) toute la frontiére en question.

Considérons maintenant un point quelconque Q intérieur au
domaine (D) et envisageons les fonctions G, (Q, A) et R(Q, A), définies
aunuméro précédent, en les regardant comme fonctions des coordonnées
du point A.

Appliquons ensuite le théoréme de Green, par rapport au
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domaine (D,;), une premitre fois aux fonctions G,(Q, A) et ¢(A), et
une seconde fois aux fonctions R(Q, A) et ww(A), en donnant, aux
longueur o et %, des valeurs assez I)(.‘tl[@m pour que le pomt Q soit
situé & l'intérieur du domaine (D;;). On trouvera facilement

(h(O.A) ,({T’_ (‘(A)R(Q.A)d‘.‘_\ﬁ— ((\) d(':d&,
, N . ) N
( ,) 4-8") D?),_\ YT ')
/ R(Q,A) e (A) dry+ R(Q A) dV Y ds=w Q)+ 22 (A) ([R
Dy ) (T +57) (54 s")

Faisons tendre la longueur A vers zéro et considérons en méme
temps les intégrales curvilignes entrant dans les équations précédentes.
Celles des parties de ces intégrales qui se rapportent & la portion (S')
de la frontiére du domaine (D,,) tendront vers zéro. On le vérifiera
aisément en tenant compte des propriétés des quantités (81) et (83)
et en se reportant aux inégalités (77), (78) et (79).

Par conséquent, le passage a la limite, pour * = o, donne

dG,

dy
Go(Q, AV ds= [ ¢(A)R(Q,A) ’““f o(A) L2 g
(85) (G) ? dN \D) () dN
R(Q,A) ¢(A)dey+ R(Q,A)ili‘iclszw(Q)+f w(A) R g,
(De) (@) dN (7) dN

en désignant par (o) 'ensemble des arcs des cercles (X) faisant partic
de la frontwre du domaine (D).

Je dis que les intégrales curvilignes entrant dans les équations (85)
tendent vers zéro en méme temps que la longueur p. Pour le démon-
trer, supposons que la longueur g soit assez petite pour que la valeur
d = ¢ de la longueur & vérifie Pinégalité (21) (p. 372). Dans ce cas,
chacun des cercles (£) rencontrera la frontiére (S) du domaine (D)
précisément en deux points, et ce domaine lui-méme interceptera sur
chacun de ces cercles un seul arc. L’ensemble de ces arcs formera la
portion (o) de lafrontiére du domaine (D,). Désignons par (s) 'un des
ares précédents. D’apres les définitions du n° 14 (p. 372 et suivantes),
les rayons relatifs aux différents points de I'arc (s) auront unc méme
valeur R définie par I'équation

R=4s,
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en désignant par %, une constante numérique non nulle et par s la
longueur de I'arc (s). Désignons par (s”) Uensemble des points de (s)
tels que la plus courte distance de chacun d'eux i la frontiere du
domaine (D) soit supérieure & la longueur R. Le reste de Pare (s) se
composera de deux ares (s') et (s7) séparés par 'are (7).

Envisageons maintenant, dans les équations (85), les intégrales
curvilignes se rapportant & la portion (s) de (o), et soit
)
I'une de ces intégrales. Décomposons-la en trois parties comme
Pindique I'équation symbolique

[=[ [ [
(%) s (8" )

On trouve aisément

lim =0,
P=0 )

en tenant compte de ce que les quantités (80), (81), (83) et les sui-
vantes

dx ’ dy

(85) G(Q, A),

tendent uniformément vers zéro avec la plus courte distance a du
point A & la frontiére du domaine (D).

D’autre part, en se reportant aux inégalités (77), (78), (79) et aux
propriétés, rappelées tout & I'heure, des quantités (81) et (83), on
s’assurera immédiatement qu’on a aussi

lim/ :limf =o.
p:l)..(_\.:) £ =0 (s")

+

lim =o.

520y

On adonce

Cela prouve que le passage a la limite, pour ¢ = o, permet de déduire

dAnn. Ee. Norm , (3), XXVI. — SEPTEMBRE 1009. 50
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des équations (85) la suivante :
w(Q) =o.

Done, comme nous voulions I'établir, la fonetion ¢ est nulle identi-
quement dans tout le domaine (D).

Il résulte de la que le second des deux points indiqués au n°® L1
(p. 363) est établi.

En résumé, la réduction du probleme biharmonique restreint au
probléme intermédiaire est complétement effectuce.

IV. — Sur le minimum d'une intégrale double.

24. Considérons deux fonctions continues s et o, définies sur la
frontiére (S) du domaine (D), et envisageons I’ensemble (E) des fonc-
tions des coordonnées rectangulaires x et y, telles que chacune de ces
fonctions F jouisse des propriétés suivantes :

1° Les quantités

oF ¥

F, (TI} e ()y

sont continues a I'intérieur du domaine (D), et chacune d’elles admet
des valeurs périphériques qui constituent une fonction continue sur
la frontiére du domaine considéré;

2° Lesvaleurs périphériques de la fonction F définissent sur (S) une
fonction identique & la fonction o;

.- dF . . . c
3° Ladérivée o5 de la fonction F, prise suivantla normale intérieure

a la frontiére du domaine (D), est égale & la fonction o,.

Cela posc, je vais démontrer le théoréme suivant : Sl existe dans
Uensemble E une fonction o vérifiant les hypotheses du n° 1, il existera
ausst dans cet ensemble une fonction w, telle que pour

(1) F=w
Uintégrale
(2) (AF Y dz

< (D)
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atteigne sa borne inférieure. Vajoute qu'a I'tntérieur du domaine (D)

la fonction w satisfera a I'équation

Aw=0 ().

Pour démontrer ce théoréme considérons, dans 'ensemble (E), une
fonction F telle que la valeur correspondante de I'intégrale (2) soit

finie et bien déterminée. Nous aurons

>

(3) /q:ﬂdf: (AF)? dz.
YD) (D}

en posant

(4 @ = AF.

Posons, comme dans 'Introduction,

(5) b=A9

et désignons par ¢ la solution du probléme intermédiaire, pour le

domaine (D), par rapporta la fonction ®.

Soit ¢ I'élément analogue relatif & lafonction 4. Je dis que, dans tout

le domaine (D), on a identiquement
(6) o=,

Pour établir cette relation, posons

(7) v== ¢ — ¢/,
(8) P=o¢—F,
(9) Q=4 —2.
L’intégrale
(10) Q2dr
(D)

ayant ¢vidlemment une valeur finie et bien déterminée, la fonction

(x1) ——l—/j Q(B)logAB dx

(1) Comparer Fusixt, 70 principio di minimo, etc. (Rendiconti del Circolo mat.

Palermo, 1°" semestre 1907). . .

dt
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des coordonnées du point A sera continue dans tout le plan a distance
finie.

Or il résulte des équations (4), (5), (8) et (9):

1 Qu'on a
AP = Q

a I'intérieur du domaine (D);

2° Que les dérivées du premier ordre de la fonction P, ainsi que
cette fonction elle-méme, admettent en tout point de la frontiére du
domaine (D) des valeurs périphériques égales & zéro. On en conclura
de suite, au moyen du théoréme de Green, que la fonction (11) jouit
des propriétés suivantes : & I'intérieur du domaine (D) on a

(12) P(A) = o‘IF Q(B)logAB dsy

“Jp)

et, & I'extérieur de ce domaine, la fonction représentée par l'inté-
grale (11) est nulle identiquement. Sil’on rapproche de ces remarques
ce fait que les dérivées du premier ordre de la fonction P s’annulent
sur (S), on arrivera & la conclusion suivante : les dérivées premiéres
de la fonction (11) sont, comme cette fonction elle-méme, continues
dans tout le plan 2 distance finie. On pourra donc substituer, dans
I'énoncé du probleme biharmonique restreint, tel qu’il a été traité
aun® 11, la fonction (11) a la fonction 2. Soit alors W la solution de ce
probléeme. D’aprés la théorie développée au Chapitre précédent, la

quantité
Aw

sera égale & la fonction représentant la solution du probléme intermé-
diaire pour le domaine (D) par rapport & la fonction Q. Or cette fonc-
tion n’est autre chose que la fonction v définie par I’équation (7).
Nous aurons done

(13) v = Aw.

Mais puisque, comme nous avons déja eu i le faire remarquer, la
fonction (11) et ses dérivées de premier ordre s’annulent sur (8), il
en serade méme de la fonction w. Cette fonction sera donc nulle iden-
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tiquement. Donc, envertu de (13), il en sera de méme de la fonction v.
Eu égard & (7), cette circonstance prouve que la relation (6) sera

vérifice dans tout le domaine (D). C’est ce que nous avions annoncé.
D’apres ce qui vient d’étre établi, la fonction ¢ peut étre regardée

comme la solution du probleme intermédiaire pour le domaine (D)

aussi bien par rapport & la fonction @ que par rapport & la fonction .
En se reportant au n° 4, on conclura de la qu'on a

(14) [‘ Pde= | dr+ /’ (P — ¢)*dr,

v (D) (D YD)

et, en se reportant au n° 11, on verra ceci : si 'on désigne par s la
fonction qui, & I'intérieur du domaine (D) et par rapportalafonction o,
représente la solution du probléme biharmonique restreint, on aura

(15) ¢ = Aw,

Or, il est aisé de conclure des équations (4) et (15), en (enant
compte des conditions aux limites que vérifient les fonctions F et w,

que 'intégrale
f (@ — o) d=
(D)

ne peut s’annuler sans que les fonctions F et @ ne se confondent. Par
conséquent, en vertu des relations (4), (14) et (15), on aura

f (AF)yrde> [ (Aw)ds,
(D)

(D)

2 moins que la fonction F ne se confonde avec la fonction w. Donc, on
le voit aisément, le théortme énoncé au début de ce Chapitre est
démontré.

V. — Méthode pratique pour résoudre le probléme biharmonique restreint.

25. Le domaine (D), tel que nous I'avons envisagé dans les deux
derniers Chapitres, est une portion de plan limitée par un contour
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extérieur (C,) et un certain nombre p de contours intérieurs
() (C)r (o) oeer (G

Désignons par (D) la région du plan s’étendant & I'infini & lexté-
rieur du contour (G,) et par

(2) (D). (D). ...y (D)

les portions de plan limitées par les contours (1).

D’aprés ce qui précede, tout le plan se composera du domaine (D)
et des p-+1 régions qu'on obtient en adjoignant la région (D,) aux
p domaines (2).

Introduisons pour un instant I'unité imaginaire ¢ et, en désignant
par £ et v des variables réelles, posons

(E+in)r=ur(én)+ Qe (Eyn).

en désignant par u, et ;. des polynomes réels.

Le plan étant rapporté & un systéme de coordonnées rectangulaires
(x, y), désignons par a, et bg les coordonnées d’un point déterminé,
choisi arbitrairement & 1'tneérieur du domaine (D).

Posous

TPa=\/(x — ag )*+ (¥ — ba)?,

en ayant soin de prendre la détermination positive du radical, et consi-
dérons I’ensemble des fonctions harmoniques définies par les formules
sulvantes :

/10,0: I ho,z/.'q: "/c(“l"af); /lo,zk'—_- wy (e, )’)s
vrlr—ag y—> up(r—a —0
hao=logre, hyop—1= ( ?/.? m), Ngon= x( f;y a)
(3) ri ri

(e=1,2,3,...,p),
(h=1,2,3,...).

Nous composerons avec les fonctions précédentes des fonctions
nouvelles qui permettront de résoudre, au moyen d’'une méthode se
prétant au calcul effectif, le probléme intermédiaire et par suite aussi
le probléme biharmonique restreint.
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26. D’aprés les premiers éléments de la théorie des ensembles, il
sera possible de former une suite infinie de fonctions

U, U, U,

de facon que chaque terme U, de cette suite soit égal & une des fonc-
tions de 'ensemble (3) et que, de plus, la suite considérée contienne
sans omission ni répétition toutes les fonctions de cet ensemble.

Je vais établir le lemme suivant :

Désignons parv une fonction harmonique al'intérieur dudomaine (D)
et telle que I'intégrale

(3) f v dt
(D)

ait une valeur finie. Lorsqu’on a

(6) f WU, ds = o
(D}

our toutes les valeurs entiéres et non négatives de I'indice n, on a
P g
(7) v=o

dans tout le domaine (D).
Pour le démontrer, posons

(8) w(A) = 5% v(B) logAB dxy,

(0)

et envisageons un cercle (X) ayant I'origine des coordonnées pour
centre et un rayon assez grand pour que tout le domaine (D) lui soit
intérieur. A I'extérieur de ce cercle nous aurons, pour la fonction w,
le développement classique suivant :

(9) w = Au logr +Z Ak u,‘.(x’ _')') + Bk('k(‘r"),)>

ek
k=1

£n posant
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Or, les équations (6) entrainent les suivantes,

/ vy, dr =0 (n=mo.1.2.3,...)
vy

et celles-ci, en vertu de formules classiques, entrainent & leur tour la
conséquence que voici : les coefficients de lasérie (9) sont tous nuls.
Done, la fonction w sera nulle & I'extérieur du cercle (X) et, par consé-
quent aussi, dans tout le domaine (D).

D’autre part, il suffirait d’envisager le développement classique de
la fonction w, procédant suivant les fonctions

(e —ag, ¥ — by), e¢p(x—ay, y—by) (k=1,2,3,...)

et valable & l'intérieur d'un cercle (X.) assez petit et ayant le point
(aq, b,) pour centre, al'effet des’assurer que, en vertu des équations (6),
la fonction w sera nulle & U'intérieur du cercle (Z.) et, par suite, dans
" toutle domaine (D).

En résumé, il est établi que, en vertu des équations (6), la fonction w
est nulle & Pextérieur du domaine (D). 1l résulte de la, moyennant le
lemme établi au n® 12, que les dérivées du premier ordre de la fone-
tion w seront continues & la traversée de la frontiére du domaine (D)
et seront, par conséquent, sur elle ¢gales & zéro.

Cela prouve (n° 23) que la fonetion w sera nulle identiquement.
Donc, en vertu de ’équation

v = Aw,

il en sera de méme de la fonetion v. C’est ce que nous avions a démon-
trer.

Vo = ayo Uy,
( ) n
1o O ‘
\7,L=Za,,’,..Uk (n=1,2,3,...).
k=0

Comme il n’existe aucune relation linéaire et homogéne a coeffi-
cients constants entre un nombre fini de fonctions de la suite (4), il
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sera possible de déterminer les constantes a,; de facon quonait (")

(11) / Vide=1 (n=o0,1,2,3,...)

At O]
et que I'inégalité
(12) nZj

entraine la suivante :

(13) / V,V oz =o.
(D

(D)
Il arrivera alors qu’on aura
<14) Apn7 0

pour toutes les valeurs entiéres et non négatives de 7.
Il résulte des inégalités (14), qu’il sera possible d’exprimer les
fonctions U, au moyen des fonctions V; de la fa¢on suivante :

Up= by Voa

n
UIL:E b Vk7
k=0

en désignant par les b, des constantes.
Par conséquent, les équations
(15) va,Ldr::o (n=o0,1,2,3,...)
(D)
entrainent les équations (6). Nous avonc donc, en vertu de lemme
établi au numéro précédent, le théoréme suivant :

Lorsque pour une fonction v, harmonique a l'intérieur du domaine (D),

Uintégrale
f v2dr
(D)

(') Poir mon Mémoire Sur l’intégration de l’équation biharmonique ( Bulletin de I’ A ca-
démie de Cracovie, janvier 19o8, p. 4 et 5).

Ann. Ee. Norm., (3), XXVI. — SEPTEMBRE 190g. 51




o2 S. ZAREMBA.

a une valeur finie et lorsque, de plus, cette fonction satisfait aux équa-
tions (15), elle est nulle identiquement dans le domaine (D).

28. Admettons que, pour une fonction 4, harmonique & I'intérieur
du domaine (D), I'intégrale

(16) h de
J,

ait une valeur finie et posons

(17) C.=| AV,dr (n=o0,1,2,...).
(D)
Les théorémes rappelés en note (p. 351) permettent d’énoncer les
propositions suivantes :

1° La série

(18) m:Zc,,V,,
n=0
sera absolument et uniformément convergente dans toute I’étendue de
tout domaine intérieur au domaine (D); la somme %’ de cette série
sera donc une fonction harmonique 4 U'intérieur du domaine (D) ;
2° L’intégrale
/' n'* de

Y (D)
aura une valeur finie;
3° Si l'on désigne par F une fonction quelconque, a cela prés que
I'intégrale

F2 dr
) (D)
ait un sens, on aura
(19) R'Fdz :2 C.,f FV,drz.
(D) = Yo

Posons

(20) s =nh ——i C.V,.

n=0
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Si I’on tient compte, d’une part, des trois propositions qui viennent
d’étre énoncées et, d’autre part, des formules (17), on reconnait sans
peine que le théoreme du numéro précédent est applicable & la
valeur (20) de la fonction v.

Nous avons done, pour la fonction #, le développement en série
sulvant :

1\4 3

(21) h = 2 V.

il
<

n

Il est permis d’ajouter qu’on aura
(22) . / /z'*dr:E C2;
V(D) =0

cela résulte du théoréme exprimé par I'équation (19) et de ce qu'on a

R =h.

En résumé, pourvu que pour une fonction 4, harmonique a 'inté-
rieur du domaine (D), 'intégrale (16) ait une valeur finie, cette fonc-
tion pourra étre développée en une série de la forme (21).

Le théoréme précédent entraine l'intéressant corollaire suivant :
étant donnée une fonction 4 harmonique & 'intérieur du domaine(D)
et telle que D'intégrale (16) ait une valeur finie, il sera toujours
possible de trouver une fonction 4,, réguliérement harmonique dans
tout le plan sauf & I'infini et aux points

(@a, ba) (a=1,2,3,...,p)

réguliérement harmonique par conséquent dans le domaine (D) et sur
la frontiére de ce domaine, telle qu’on ait

f (h— )t de <,
(D)

en désignant par € un nombre positif, donné a I'avance, différent de
zéro, mais arbitrairement petit. Au surplus, dans le cas ou le
domaine (D) ne serait limité que par un seul contour, il sera possible
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de satisfaire aux conditions précédentes en prenant pour %, un poly-
nome entier par rapport aux variables a et y.
Pour justifier cette proposition, il suffit de remarquer qu’on pourra

prendre
4

=3 C,V,,

n=0
en donnant & 'entier ¢ une valeur assez grande.

29. Appliquons le théoreme du numéro précédent au probleme
intermédiaire. Soient, comme précédemment, Y la fonction donnée
et ¢ la fonction demandée.

D’apres le théoréme du numéro précédent, nous aurons

o«
. Wl
(23) ¢ :z A Vo,
n=0

desorte que le probleme seréduiraala détermination des coefficients A,
du développement précédent. Or on a

(24) Yhde :—.—f vhdr
(D) (D)

pour toute fonction 4, harmonique & l'intérieur du domaine (D) et
telle que 'intégrale

soit finie. Posons

La relation (24) nous donnera

An:/ LZJV,, d,
(D)
en vertu de I'équation (23). Donc, le probléme intermédiaire et, par
conséquent, le probléme biharmonique restreint peuvent facilement
étre résolus dans le cas général au moyen des fonctions V,,.



