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SUR LE NOMBRE

DES

INTEGRALES DOUBLES DE SECONDE ESPECE

D’'UNE

CLASSE DE SURFACES ALGEBRIQUES;

Par M. L. REMY.

Dans un Mémoire précédant celui-ci dans ces Annales, j'ai déterminé
la valeur de l'invariant relatif p de M. Picard pour les surfaces qui
représentent les couples de points d’une courbe algébrique, supposée
non singuliére; je me propose d’en déduire le nombre p, des intégrales
doubles distinctes de seconde espece des surfaces algébriques de cette
classe par une généralisation de la méthode déja indiquée dans le cas
particulier d'une courbe de genre zrois.

L.

L. Soitune courbe algébrique C, de genre p et d’équation f(z,y)=o,
ayant pour intégrales normales de premiére espéce

[egma . [a@me

x,y xyy!
Up= 5’k(E’ﬂ)Cl£+f gk(a,“ﬂ)dg (k=1,2, ..., p),
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et envisageons la surface définie en coordonnées homogénes par les
équations

Z;=0; (w0, + ¢, Ua=Cay +vvy Up—+Cp) (i=1, 2,3, 4),

ot les quatre fonctions ©; sont des fonctions théta normales de p va-
riables, construites au moyen du Tableau de périodes des intégrales

/gk(é',,v]>d2, de caractéristique nulle et d’ordre %, supposées sans

zéro commun, et ol ¢,, ..., ¢, désignent des constantes arbitraires.

La surface algébrique S ainsi définie correspond point par couple &
la courbe C, d’'une maniére univoque et sans courbe exceptionnelle;
nous appliquerons & cette surface la formule fondamentale de
M. Picard

pe=N—fnr—(m—1)+o2r—(o—1),

ol m et N désignent respectivement 'ordre et la classe de la surface,
= le genre d’une section plane arbitraire et 7 le nombre des intégrales
de différenticlles totales de seconde espéce de la surface.

La surface S considérée posséde 2p intégrales de différentielles
totales de seconde espéce

fyk(x,y)dw +yr(2',y') da' (hk=1,2, ...,2p),

1x(%,m)dz désignant 2p dilferentielles de seconde espice de la courbe G,
linéairement indépendantes. D’autre part, d’aprés un théoréme rap-
pelé plus haut, I'invariant relatif o est égal & dewx pour les surfaces
dont les points admettent une correspondance univoque, sans point
fondamental ni courbe exceptionnelle, avec les couples de points
d’une courbe algéhrique non unicursale, supposée non singuliére.

2. Le degré m de la surface est égal au nombre des couples
(@,y), (2,¥) communs aux deux correspondances définies par les
équations

O; (i ta+Cyy oy Uy cp)=o,
O; (w4 cyy uy+cy, ..., Up~+Cp)=o0.

Or, le nombre des couples communs 4 deux correspondances algé-
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briques symétriques entre deux points (x,y) et (2',»") d’une courbe
de genre p a pour expression, d’aprés Hurwitz,

ac'— pyy',

z,y et o',y désignant respectivement les entiers caractéristiques de
ces correspondances.
D’ailleurs, si 'on considere d’'une part la correspondance

F(Uy+Cpy Us=+=Cay vovy Up—+Cp)=0

définie par la fonction normale du premier ordre et de caractéristique
nulle S, et, d’autre part, une correspondance du type

O,(us+cy, Ug+Cay ooy Up+Cp) =0

définie au moyen d’une fonction théta d’ordre 4, il est manifeste que
les entiers caractéristiques «,, v, et a4, v, de ces deux correspondances
sont liés par les relations

o= ho, et Yr="ny1.

Ceci posé, les limites inférieures des intégrales

Gi(2,y) =f gu(E n)

peuvent étre choisies de telle sorte que les relations

p—1t
iuﬁ‘: Z G/I.((L‘,', .)’i) (k: I, 2, ...,p)

i=p
entrainent, comme conséquence, I'équation
Tty Uyy «ony Up) =0,
et réciproquement. D’autre part il est possible, et cela d’une infinité
de maniéres, de déterminer sur la courbe C un groupe de (3p — 5)
points (§;, n;) tels que
j=3p—%

Cp= 2 Gr(&5my) (h=1,2, ..., P);

Jj=1
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dés lors, I’équation
F(uy+Cqy Us+Cov vy Up—+Cp) =0

est équivalente au systéme

i=p—1 Jj=3p—%
Gi(2,) + Gr(2, ) + 3, Gr(@nyi)+ 2, Gu(Epny)=o
i=1 =1

(k_'—_l;21 --‘1/))7

lequel exprime queles (4 p — 4) points (z,y), (z',¥"), (2 y:) et
(8;,m;) sont situés sur une courbe I' d’ordre (2 — 6), biadjointe 4 la
courbe C (n désignantl’ordre de C).

En définitive, les couples de points (a,y), («', ¥'), définis par
I’équation considérée, sont découpés sur la courbe C par un faisceau
de courbes de la famille I" passant par (3p — 5) points fixes de C; de
cette définition géométrique, il résulte que
oy == et =1,
d’olt o "

oap=ph et Y= h.

Dés lors, 'application de la formule de Hurwitz donne, pour le
nombre des points communs a deux sections planes de la surfaceS,

m = (o) — p(ya)=p(p —1) A"

3. Nous aurons également recours & la formule de Hurwitz pour
déterminer le genre = d’une section plane arbitraire de la surface. Si
'on remarque en effet que, sur cette section plane, les groupes cano-
niques G,_, sont découpés par les surfaces sous-adjointes d’ordre
(m — 3), il suffit de connaitre le nombre des points de rencontre de
la section plane avec une telle surface, ou, ce qui revient au méme,
avec I'ensemble d'un plan et d’une surface du systéme canonique.

Or, les intégrales doubles de premiére espéce de la surface S étant
de la forme

ffciuiduk“-:ff[é’x(x,y)gk(x’,y’) —gi(®y) g, y)] de dz!
(¢, k=1, 2, e P,
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la courbe générale du systéme canonique est définie par la correspon-
dance

2 lanlgdz ) gu(@, ) — gul2, y) g, y )] =o.
i k

Cette correspondance associe 2 un point donné (=, y) les points
d’intersection (2',y") de la courbe C avec une adjointe d’ordre (n» — 3)
passant par le point (2, y), d’olt 'on déduit que les entiers caractéris-
tiques «,, Y, d’'une courbe du systéme canonique sont respectivement
égaux a

ay=2p —3 el Yo=T.

D’autre part, les entiers caractéristiques d’une section plane ont

pour valeurs
oan=ph et Yr="h;

de la résulte que

Lot 2 —2=ph(2p — 3+ ph) —ph(1+ R),
ou

= !)—QB—;——L)/ﬂ—l—p(p-—g)/z—l—l.

4. Déterminons enfin la classe N de la surface. Les points de con-
tact des plans tangents menés 4 S par la droite d’intersection de deux
plans ayant respectivement pour équations ® = o et 6 = o sont définis
par les conditions

00 00 Jdu, 00 Ju, 90 . 09 Ju, 00 Ju,
E 0 du, = du; du, = ;)}7;, Jdu, _OQuy,  duy duy " Qup du, ,
B 5= 09 du, 96 0w, — 95 99 dus 95 du,
Ou, © Oug ou, " (-)7,: Ouy  Ouy ' Ouz 0uy ' Ou, Ous

les parametres u, et u, étant pris pour variables indépendantes. On a,
d’ailleurs,

ou; __[2.7] du; __ [1,1¢]

— et _— =

duy — [1,2] du, ~ [2,1]

en désignant par la notation [¢, k] le déterminant

gi(z, y)gr(2 y')— gu(2,y)8i(2, ¥ ).
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Les équations (E) peuvent se mettre sous la forme

29 09 )
@[m[l,2]+m[2,3]+...+ U—J; »,P:]]

00 00 . -
— o[ S tna) = G (3814 g (2]
(x)

98 99 0
o| glm )+ 131+ .+ [0, p)

00 00 00
—0| — —[1,3]+...+ —[1, =o,
\ G[dztz[z’l]+dlta[” T4+...+ ()up[x_p]J o
mais ce dernier systéme admet des solutions étrangéres au probléme,
4 savoir, d'une part, celles qui satisfont aux deux équations

| @'_—_O,
(2)

'f 8 —=o,

et, d’autre part ('), celles qui annulent le déterminant |1, 2]. Ces der-
niéres sont les solutions du systéme

[1,2] =0,

3) <« .
©) ’ Q[ﬁe—[% 3]—!—--.—!—19;[2,[9]}—6[0@ [2,3]+...+(—;)—L%[2,p]]-_—0,

duy Jdu Juy
a I'exception toutefois de celles qui vérifient les deux équations

&2z, y) =o,
0 y o
ga(z'yy') =o.
On reconnait aisément, par I’application de la formule de Hurwitz,

que les solutions des systémes (1), (2), (3) sont respectivement au
nombre de

Ni=[2ph + (2p — 3)1’— p(2/h +1)%,
2 =p(p—1) A2,
No=[2ph+ (2p — 3)][2p—3] — p(2h+1);

(1) En effet, dans la recherche des plans tangents, on peut remplacer les équations (E)
par les équalions analogues qui s’en déduisent par permutation des lettres uy, ug, ..., %p.
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enfin, les équations (4) admettent
No=(p—1)(2p—3)

solutions, correspondant aux combinaisons deux i deux des points de
rencontre de la courbe C avec son adjointe g, (x,y) = o.
La classe de la surface S a donc pour expression

N=N,—No—(N;— N, )=3p(p—1)R*+4p(p—2)h + (2p*— 5p + 3).
On trouve deés lors, apres réductions,

N—bGrn—m=op*—35p—1.

5. Ce résultat pourrait également se déduire d’une formule de
MM. Castelnuovo et Enriques (') qui établit un lien entre I’expression

invariante
I=N—{rn—m,

le genre numérique p, de la surface et le genre p*) de la courbe géné-
rale du systéme canonique, & savoir :

p+I=12p,+ 9.

D’ailleurs, le nombre p!" est lui-méme lié au degré p® du systéme
canonique par la relation de M. Nother

PO = p® 1,

Au cas actuel, le degré du systéme canonique a pour expression, en
vertu du théoréme de Hurwitz,

PR = (ay)*—p(y0)*=(2p— 3)*—p.

D’autre part, la détermination du genre numérique p, résulte d’un
théoréme de MM. Castelnuovo et Enriques, d’apres lequel la différence
entre le genre géométrique et le genre numérique d’une surface est
égale au nombre de ses intégrales de différentielles totales de premiére

(1) dnnali di Matematica, 3¢ série, t. VI, 1gor.
Ann. Ec. Norm., (3), XXVI. — JuN 190g. 34
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1)

N L p(p—1)._ ., . .
espéce : lasurface S possédant /—(—/2——— intégrales doubles de premiére

espece
f [gi(mv}‘)gk(w/ayl)—g/v("rsy)gl'(xl’yl)]d‘rd‘zl (‘.:/“':Iﬁza-"ap)v

et, d’autre part, p intégrales de différentielles totales de premicre
espéce

/g,,(x,y) dx =+ gp(2', y') dx'’ (h=1,2, ..., p),

[X

il en résulte que
_plp—n

n 9

P
Dés lors
l=r12p,+9—(p*+1)=2p"—5p—1.

6. Nous sommes maintenant en mesure d’appliquer la formule fon-

damentale
po=N—4n—(m—1)+2r—(p—1);-

comme 1l devait étre, la valeur de /4 s’élimine et ’on trouve immédia-

tement
po=2p*—p —1.

D’ou cette conclusion : Les surfaces algébriques dont les points admet-
tent une correspondance univoque avec les couples de points d’une courbe
algebrique de genre p, supposée non singuliére, possédent

o2pr—p—1

intégrales doubles de seconde espéce distinctes.

Ce théoréme peut étre présenté sous une autre forme. Si Ion
désigne par
il y)de, ..., '/2/)(51;7.)')(1'7}

2p différentielles normales de seconde espéce de la courbe C, linéai-
rement indépendantes, il est manifeste que les combinaisons

fj Lyila, Yy yu(@, y') — yiu( 2, ¥) v (2!, y')] doe d',
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au nombre de (2p* — p), sont des intégrales doubles de seconde espece
de la surface S; mais, en vertu du théoréme précédent, ces intégrales
ne sont pas distinctes. En d’autres termes :

Les diyfférentielles normales de seconde espéce d'une courbe algébrigue
vérifient une identite de la forme

Vo (ot ;g 9R 08
D 2 Aalyile, y) (e’ y) =y ) i@, v ] = o :_x"
i k

R et S étant deux fonctions rationnelles de (x,v) et (', y").

L’existence de cette identité a d’ailleurs été établie directement par
Weierstrass : il est digne de remarque qu’elle puisse étre rattachée a la
théorie des fonctions algébriques de deux variables au point de vue
transcendant de M. Picard.

I1.

7. Il a été supposé dans la section précédente que les coordonnées
d’un point de la surface S étaient des fonctions symeétriques des deux
points (x, y)et (', y’) du couple homologue de la courbe C; on peut
envisager de méme les surfaces algébriques T dont les points admettent
une correspondance univoque avec les couples non symeétriques de
points d’une courbe algébrique. Proposons-nous de déterminer égale-
ment pour les surfaces de ce type la valeur des invariants p et p,.

8. Soit une telle surface T, supposée sans point fondamental ni
courbe exceptionnelle, et considérons les trois courbes particuliéres
L, L, et J définies respectivement par les correspondances suivantes

entre les points (=, y) et (', ') :

(Lo)ovenn. x = =)o
(L)oo on e x' =z, y' =y,
(Jyeernnn. x =z y =)'

Il résulte de la démonstration que nous avons exposée (') dans le

(1) Sur une classe de surfaces algébrigues. .., § 13.
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cas des surfaces S, qu’il n’existe pas d’intégrale de différentielle totale
de la forme

fR(x,y; ',y dx + S(x, y; 2, y') da'

ayant seulement pour courbes logarithmiques, sur la surface T, les
courbes J, L, et L, ou encore la courbe J et 'une des deux courbes
L,, L,. Dailleurs, il ne saurait exister d’intégrale de ce type n’admet-
tant que L, et L, pour courbes logarithmiques, car, dans cette hypo-
thése, I'intégrale simple

fR(‘Z‘a ¥ &y de

correspondant i une position fixe (@), ;) du point (2, y') ne possé-
derait qu'un seul point logarithmique x = «,, y =¥,. En résumé, il
n’existe pas d’intégrale de différentielle totale de troisieme espéce de
la surface T ayant sculement pour courbes logarithmiques la totalité
ou une partie des courbes L,, L; et J.

9. Soit, d’autre part, I' une courbe algébrique quelconque de la
surface : il résulte du théoreme fondamental de Hurwitz qu'on peut
former une fonction rationnelle P(x, y; 2/, ") qui n’admette comme
lignes de zéros et d’infinis, en dehors de la courbe considérée T', que
la courbe

—_— ! e el
z=2x, y=y

et un certain nombre de courbes des deux familles

T =z, Yy =1
et

ol — Y J—
.l—.-l'j’ ,}’—J’j-

Dailleurs, si I'on désigne par G,;(%, n)d% la différentielle normale -
de troisiéme espéce attachée i la courbe C et relative aux deux points
(245 y0) et (2, ¥;), 1l est manifeste que les expressions

Io,"—‘f(}o,-(x,y)d.r
et

I’ojszoj(w',y’)c/x’
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sont des intégrales de différentielles totales de la surface admettant
respectivement pour courbes logarithmiques, la premiere L, et L;, la
seconde L et L;. Dés lors il est possible, en retranchant de Pexpres-
sion
logP(z, y; z'y")

une combinaison linéaire des intégrales Iy, ... et I};, ..., de for-
mer une intégrale de différentielle totale de la surface qui n’admette
pas, en dehors de I', d’autres courbes logarithmiques que les courbes
L,, L; et J.

Donc : L'invariant relatif ¢ est égal a TROIS pour les surfaces algé-
briques dont les points admettent une correspondance univoque (sans
courbe exceptionnelle) avec les couples Nox sYMETRIQUES de points d’une
courbe algebrique non unicursale, supposée non singuliére.

10. De la valeur du nombre o, on déduit aisément celle de I'inva-
riant absolu p,. La surface considérée possédant p* intégrales doubles
de premiére espece distinctes

f [gi(@,y)gu(, y)]dzdx' (i, k=1,2,...,p),

et, d’autre part, 2p intégrales de différentielles totales de premiére
espéce, linéairement indépendantes

fgi(x,y)dx et fg;,(x’,y’)dx’ (Lhk=1,2,...,p)

on en conclut que son genre numérique est égal &
Po=pr—2p.
Déterminons, d’autre part, la valeur de I'expression (N — 4w — m)

et, & cet effet, celle du second genre.p!). Les courbes du systeme
canonique étant définies par des équations de la forme-

2 Z Atkgt(-r,)’)gk(x’,y/) =o,
k

1

il suffit, pour obtenir le degré p® du systéme canonique, de considé-
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rer les deux équations particulieres

gz(éva,}')g/:(J-"',}”) =0,
o

a.j(‘l'ﬁ ,}”)g‘[(‘llﬂ .)'I) =0,
lesquelles possédent 2 (2 p — 2)* solutions communes ; par suite

pH=8(p—1)+1

et
N—bdrn—m=12pp+9—p V=4 p>*—8p.

On trouve dés lors
po=4p*—1,

résultat qui peut étre prévu a priort, eu égard a 'identité de Weier-
strass.

D’ou cette conclusion : Les surfaces algebrigues dont les points
admettent une correspondance univoque avec les couples NON SYMETRIQUES
de points d'une courbe algébrique de genre p, supposée non singuliere,

possédent
4p2—1

intégrales doubles de seconde espéce distinctes.

III.

I1. Les théorémes précédents supposent que la courbe algébrique
considérée n’est pas singuliere, c’est-a-dire qu’il n’existe aucune rela-
tion singuliére, & coefficients entiers, entre les périodes de ses inté-
grales abéliennes normales de premiére espéce ; cette hypothése est
essentielle, et nous allons préciser ce point par ’étude d'un exemple
emprunté aux courbes de genre deux.

Envisageons une surface de Kummer K, définie analytiquement au
moyen des fonctions théta de deux variables correspondant au Tableau
normal de périodes

et supposons que lespériodes g, 4, g’ vérifient une relation singuliére,
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/
laquelle peut étre ramenée, au moyen d’une transformation du premier
ordre, & la forme

(I ag+pBh+yg'=o,

a, 3, v étant des nombres entiers.

12. D’aprés un théoréme de M. Humbert, toute courbe algébrique
tracée sur une surface de Kummer, représentée en coordonnées homo-
génes par des équations de la forme

z;=0;(u, ) (£=1,2,3,4),

s'obtient en égalant & zéro une fonction intermédiaire des variables
u, ¢, paire ou impaire. Or, dans I'hypothese ou les périodes g, %, g
satisfont a la relation (I), il existe, en dehors des fonctions théta pro-
prement dites, des fonctions intermédiaires singuliéres oz (u, ¢), les-
quelles vérifient des équations fonctionnelles du type

o(u—+r, ) =0 (u, ),

o(u, v +1) =o(u,v),

o(u-+g,0+h) =o(u, )™ lurkyy

CP(” + /2, g+ g/) — ‘P(”v ‘,)ez-r:z'[-/mu—(l+/c(:i)ol+v',

let £ étant deux nombres entiers assujettis seulement & certaines iné-
galités relatives 4 la convergence des développements en série.

Ceci posé, considérons sur la surface K deux courbes algébriques
C, et C, ayant respectivement pour équations

?11/1‘1(“7 ‘)):O et ('Dlgkg(u’ V):O

et choisies de telle sorte que le déterminant formé avec les indices
l,, k, et l,, k, soit différent de zéro; soit, d’autre part, une courbe
algébrique quelconque C de la surface, définie par I’équation

o, v)=o.

On peut déterminer trois entiers positifs ou négatifs n,, n, et n (ce
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dernier différent de zéro) tels que

nily +nyly +nl =o,
niki+nyhy+nk =o;

les nombres n,, n,, n étant ainsi choisis, le produit
P = ((?11 /l.i)ni(CID[u],.u)"’u(C‘le)”

est une fonction quadruplement périodique des variables u, v, et, par
conséquent, une fonction rationnelle des coordonnées d’un point de
la surface. Dés lors, 'expression logP est une intégrale de différen-
tielle totale de troisiéme espéce de la surface qui ne posséde pas
d’autres courbes logarithmiques que les courbes C, C,, C,. En d’autres
termes, 'invariant relatif o est au plus égal a deuzx pour la surface
considérée.

13. On peut démontrer que ce nombre est effectivement égal a deux.
A cet effet, nous nous appuierons sur un théoreme du & M. Severi,
d’apres lequel « la condition nécessaire et suffisante pour que toutes
les intégrales de différenticlles totales d’une surface algébrique soient
réductibles & des combinaisons algébrico-logarithmiques, c’est que la
surface soit réguliére ». La surface de Kummer étant une surface régu-
liere, on peut donc affirmer que toutes ses intégrales de différentielles
totales de troisieme espéce sont algébrico-logarithmiques. Or, cette
propriété, ainsi que 1'a montré M. Picard, entraine la conséquence
suivante : « Sil’on prend arbitrairement sur la surface (p + 1) courbes
algébriques irréductibles, il est possible de former une fonction ration-
nelle qui admette seulement ces (p -+ 1) courbes ¢omme lignes de
zéros ou d’infinis. » 8i donc I'invariant relatif ¢ était égal & I'unité
pour la surface de Kummer considérée, il existeraitune fonction ration-
nelle des coordonnées d’un point de la surface s’annulant le long de
la courbe C, et infinie le long de C,, laquelle serait nécessairement une
fonction des variables u, ¢ de la forme

[’ugl.lci (l(, ")]/u‘
{"?1,/.’5( u, p)]lua’

m, et m, étant deux entiers différents de zéro; or, cette conclusion est
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en contradiction avec I'hypothése que le déterminant

Lk
' Ly h, ‘
est différent de zéro.
Donc : L’tnvariant relatif o est égal a veux pour les surfaces de
Kummer simplement singuliéres (alors qu’il est égal a I'unité pour
les surfaces de Kummer non singuliéres).

4. L’analyse précédente peut s’étendre aux cas ou les périodes g,
h, g’ des fonctions abéliennes, dont dérive la surface de Kummer, sa-
tisfont a deux ou & trois relations singuliéres distinctes. Dans ['hypo-
thése ou elles vérifient, par exemple, dewux telles relations, il existe
des fonctions intermédiaires de u, ¢ dépendant de rrois entiers [, &, A ;
on considére alors sur la surface trois courbes algébriques C,, C,, C,
définies respectivement par les équations

Du a8, (U, 0) =0,
Dk, ky (U, 0) =0,

tyhy 5 (U ) =0,

et choisies de telle sorte que le déterminant

L koK
L ky I,
Ly ky K,

soit différent de zéro, et I’on démontre parle méme mode de raisonne-
ment que, dans ce cas, le nombre p est égal a trois.

5. Si l'on se reporte, d’autre part, i la formule de M. Picard rela-
tive & I'invariant absolu p,, on reconnait de suite que, & ’exception du
nombre ¢, tous les éléments qui interviennent dans I'expression de g,
conservent la méme valeur dans le cas singulier que dans le cas géné-
ral; on peut donc énoncer le théoréme suivant :

Lorsque les periodes g, h, g' des intégrales normales de premiére espéce
d'une courbe algébrique de genre deux vérifient o relations distinctes a

- a5
Adnn. Ec. Norm., (3), XXVI. — Juy 109, 99
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coefficients endiers de la forme

Ag+Bh+Cg'+ DA =gg)+E=0,

le nombre 3, des integrales doubles distunctes de seconde espece de la sur-
face de Kummer qui correspond a cette courbe est diminuée de ce fait de
7 uniles.

Ce théoréme met bien en évidence le caractere arithmétique de I'in-
variant absolu g, de M. Picard, lequel dépend non seulement des singu-
larités géométriques de la surface, mais encore de certaines relations
d'un caractére arithmétique entre les coeflicients de son équation (1),

(1) Jai énoncé les principaux résultats de ce travail dans trois Notes publiées dans les
Comptes rendus de ' dcadémie des Sciences des 2 novembre 1908, 23 novembre 1go8 et
t4 décembre 1go8. Depuis lors, j'ai eu connaissance que M. Severi avail éludié anté-
ricurement les surfaces qui correspondent point par couple & une courbe algébrique
( Mémoires de I'dcadémic des Sciences de Turin, 1. LIV, 1903); toutefois ma méthode
est distinete du point de vue géométrique auquel s'est placé M. Severi, et je ne crois pas
d'ailleurs que ses recherches aient porté sur la valeur de l'invariant o, ni sur le réle joué
par les fonctions intermédiaires singuliéres. Je dois aussi citer une Note de M. de Franchis
(Circolo mat. di Palermo, t. XVIII, 1g03).



