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SUR

U N E CLASSE DE S U R F A C E S ALGÉBRIQUES
LIÉES AUX FONCTIONS ÀBÉLIENNES DE GENRE TROIS;

PAK M. L. REMY.

Ce Mémoire a pour objet l 'étude générale des surfaces algébriques
dont les points correspondent aux couples de points d'une courbe de
genre trois, et il a pour point de départ la représentation paramétrique
des surfaces de la classe considérée par les fonctions abéliennes de
trois variables.

De même que pour les surfaces hyperelliptiques, il convient d'éta-
blir une distinction fondamentale suivant que à un point de la surface
répondent un ou plusieurs couples de points de la courbe. La première
Partie de ce Mémoire traite des surfaces algébriques qui admettent
une correspondance univoque avec une courbe de genre trois, et la
seconde Partie est consacrée aux surfaces algébriques dont la corres-
pondance avec cette courbe est du type (i, 2).

Ann. Ec. Norm., ( 3 ) , XXVI . — MAI 1909. 20



IÛ.4 î- ÏU3MY.

PREMIÈRE PARTIE.
SUR LES SURFACES ALGÉBRIQUES LIÉES A UNE COURBE DE GENRE TROIS

PAR UNE COai^ESPONDANCE U N I V O Q U E .

Représentation paramétrique des surfaces S.

1. On doit à M. Humbert ( < ) une représentation paramétrique des
surfaces considérées au moyen des fonctions abéliennes de trois varia-
bles u, p, (P, à six systèmes de périodes simultanées, représentation
dont nous ferons un fréquent usage dans l'étude de ces surfaces.

Désignons par ̂  {x, y ) doc, g\, ( x , y ) doc, g, (,r, y ) dx trois différen-
tielles abéliennes distinctes de première espèce attachées à la courbe
de genre trois C, d'équation f(x, r) = o, et posons

éTi(^i»Ji) ̂ i -+- gi{x^y^dx^ g-i (^,.73) dx^ = du,
^(^ Ji ) dx, + ̂  ( x^ y, ) dx^ •+- ^2 ( ̂ 3, j» ) dx, = cl^,
ûTa (.^i» Ji ) dx^ + g-, ( .z-â, ya ) dx^ + g^ ( ̂ 3, y^ ) dx^ = clw.

Toute fonction rationnelle symétrique par rapport à {x, , y ^ ) , (-r^y,),
(^^Ja) est une fonction abélienne do ̂  (^ w ; i l en osl* de même si
l'on suppose que le point Ç^,y,) est fixe, mais alors a, 9, w sont liés
par la relation

Sr ( u -f- X, p + ̂ ., (̂  + v ) = o,

S-(^, (^, (^) désignant la fonction thêta normale du premier ordre et de
caractéristique nulle, et À, ̂  v des constantes.

Si Fon désigne par G(.r,j) l/intégrale Ç g{x,y}dx on peut, en
augmentant u, ̂  w de constantes et en choisissant convenablement les
hmitesinférieures des intégrales, ramener les relations précédentes
a la forme

Gi(^y ) -t-Gi(.^y):=^
G2(^7)4-G,(^,y)=<',
Gs(^,y) ^r^x'.y1}'^^,

3" ( / / ,p ,w) =:o.

( l ) Journal de Mathématiques, 5e série, t. llî, 1896.
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Dès lors, les surfaces S peuvent être représentées paramétriquement
par des équations de la forme

X==:<ïïi(^,w),
Y=<^(^,(P),
Z =€»3(«,p,w),

oà les fonctions <& .yo/^ des fonctions abéliennes à six systèmes de périodes
des trois paramètres u, 9, w liés eux-mêmes par la relation

3 { i ( , c, (P)=O.

La fonction S- étant une fonction paire, la représentation précédente
met en évidence une transformation birationnelle de la surface S en
elle-même, à savoir celle qui fait correspondre au point d'argu-
ments (u, v, w) le point d'arguments (— u, — v, — (P) : deux tels
points seront dits conjugués.

Sur le genre des surfaces S et sur leur système canonique.

2. Sur la surface S les trois intégrales doubles

f \ clic ch\ f j dv dw, ^ ^ dw du

sont des intégrales de première espèce, car elles ne deviennent jamais
infinies à l 'intérieur d'un prismatoïde de périodes.

Réciproquement, on établit aisément que toute intégrale de première
espèce de la surface

r fR(X,Y,z)^x^y

est nécessairement de la forme

f f1Latk[^?y) (ér/c(^ y ) ~"gk{x 'y ) ̂ '9 y)] dx dxl
J J ( , - ,À - -1 ,2 ,3 )

ou encore
I ( a^ du dv + rt23 dv dw -h 031 dw du.

Donc le genre géométrique des surfaces S est égal à trois.
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Les surfaces S possèdent trois intégrales deditterentielles totales de
première espèce linéaireo;ient distinctes :

Çdu, f dv , chv.

Réciproquement toute intégrale de différentielle totale de première
espèce de la surface est une combinaison linéaire de ces trois inté-
grales. Soit en effet une telle intégrale

f M </X-+-Ni-

elle devient, lorsqu'on y remplace X, Y, Z en fonction de Çx, r),
c<y)-

( P ( x, y ; x\ y ' ) dx -4- Q ( x, y ; a?', y ' ) dx1,

P et Q étant deux fonctions rat ionnelles de x,y et^y. Si l'on sup-
pose .r', y constants, l'intégrale précédente doit se réduire à une inté-
grale abélienne de première espèce de la courbe C. Dès lors

P(^,r; x', y ' ) = ̂  g,(x, y) + 1, g^ (r, y) + \ ̂ (^../).

À i , À 2 , ^3 étant a priori des fonctions rat ionnelles de oc'\ y; mais,
comme ces fonctions doivent rester finies quel que soit le point (x\y1 ] ^
elles se réduisent nécessairement à. des constantes.

D'autre part, la différentielle doit rester inaltérée lorsqu'on permute
les points (x, y} et («r7, y), ce qui exige

Q(^yî^y)===À,^(^,y)4-?4^(.^7 /)+A,^3(^^y)<

11 est donc établi que l'intégrale considérée est de la forme

• . ( M dX 4- N JY = (\, du + \ dv •+- \ dw.

Donc les surfaces S possèdent trois intégrales de différentielles totales
de première espèce distinctes.

En d'autres termes, les surfaces S sont des surfaces irrégulières et
leur :genre numérique^ diffère de leur genre géométrique /^.; d'après
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un théorème de M. Casteinuovo, la différence ( p ^ — p n ) ^st égale au
nombre des intégrales de différentielles totales de première espèce.

Dès lors, le genre numérique des surfaces S est égal à zéro.

3. Proposons-nous de déterminer la valeur des invariants de
M. Nôther/?^ et/?^ dont la définition est la suivante: l'invariant y^0

est le genre de la courbe générale du système canonique (ou système
découpé sur la surface par ses adjointes d'ordre m — 4)^ et l'inva-
riant p^ est le nombre des points d'intersection mobiles de deux
courbes de ce système. M. Nôther a d'ailleurs établi que

/ /^^p^+f,

dans le cas où les surfaces adjointes d'ordre m — 4 ne passent par
aucun point fixe de la surface en dehors des courbes multiples et de
certains points multiples de la surface.

L'équation en u, v, w des courbes du système canonique s'obtient
par un calcul simple. Les intégrales doubles de première espèce de la
surface sont nécessairement de la forme

F frvY Y y^^JJQ(X,Y,/)-^-,

S(X,Y,2) désignant le premier membre de l 'équation cartésienne de
la, surface et Q(X, Y, Z) un. polynôme adjoint d'ordre m — 4 ; or on
trouve de suite

en posant

ciX 6/Y == J du dv,o-^
àw

, :D(,X,Y^)
" D ( f { , c, < ï ' )

L'intégrale double générale de première espèce est donc de la forme

I I }. dv dw 4- p. dw du -4- ^ du dv

r r^ (fi à^ à^ \ r/X dV F F^ dX dY^ { n 4,» n — + ̂  — —,— = ; y Q —^— ?J J \ au • àv ô w j S J J ^i

d'où il résulte que la courbe générale L du système canonique a pour
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équationI , ô^ à^ (BL(^. ,^)=^+^^4- .^=o.

Il convient de remarquer que les dérivées partielles j^' ̂  j^ (qui
ne sont pas des fonctions thêta des trois variables indépendantes u,
ç, w) satisfont aux mêmes relations fonctionnelles que & dans l'hypo-
thèse où les arguments vérifient la relation

S"(u, ^, w) = o.

Ceci posé, l'invariant p^ est égal au nombre des solutions non fixes
du système

. <tô <fâ à^/ -1_ p — "+•• Y] — == o,
au ' c)^ àw

. à^ à^ à^}., — -^ u^ —— -4- v ——— == 0,
d</- "' àv àw

5-(//, ^ w) ==o.

Or, ces fonctions satisfaisant sur la surface aux équations fonct ion-
nelles d'une fonction thêta du premier ordre, on peut leur appliquer
le théorème de M. Poincaré d'après lequel trois fonc t ions thêta de
genre trois, d'ordre m, n, p possèdent 6 x m x 'n X p zéros communs.
D'ailleurs ces équations n'ont pas de solution commune fixe, car les
quatre fonctions &, — , 1 , (— n'ont pas de zéro commun (si toutefois1 ou o^ ûw l t

on exclut le cas hyperelliptique qui sera examiné à part).
On a dès lors pour les surfaces S

p^=z6 et y/1)^.

4. 11 existe entre le système canonique de la surface S et la courbe
fondamentale de genre trois C des relations géométriques intéres-
santes; on peut d'ailleurs supposer que G est une courbe plane du
quatrième ordre, le cas hyperelliptique étant exclu.

Les intégrales doubles de première espèce de la surface S sont néces-
sairement de la forme

// ^[,
•y-[^(^j)^(^,y)-é";>("t'>y)(?î(^y')]

o'-^.r» i/\ fy. { ^l ^/\ ^ //•,/. » / \ /,. / ^>/ „,,/ \"\

*-'<'" \ / ,/ / 0 a- \ " 7 J 1 Cl <i \"- 7 ./ / 0 -^•\w 7 ^ / A \

+fAt.y3(^J)5'l(^,/)-éyl(^y)é'•3(^•',y)] \dxdx'
+ ̂ éM^j^^^-éM^j^i^'.yyil
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et les différentielles g Ç x , y ' ) d x ont elles-mêmes pour expression
, , , x cîxg\(x,y)dx^ ——5

J y

^2(^,7)^= -
y âx
'-j—^
./.r

, . . dx^(^y)^^-:—
J y

De là résulte que les courbes du système canonique sont définies
par l'équation

^ pi ^

^ y i =o,
^•/ r^ i

équation qui exprime que le couple de points Çx,y), (<^\y) de la
courbe C est en ligne droite avec le point ( ^ ' ^ ) "

Donc les points d'une courbe L du système canonique correspondent
aux couples de points découpés sur Ici courbe du quatrième ordre C f/ar
une sécante qui tourne autour d'un point fixe a.

Cette représentation géométrique appelle l 'attention sur le cas où le
po in t a est situé sur la courbe C : la courbe L se décompose alors
en deux courbes distinctes : l 'une ̂  définie par les couples de C for-
més du point a et d'un point quelconque, et l'autre ̂  définie par les

couples situés en ligne droite avec le pointa. Les courbes ^a et ̂  sont
conjuguées l 'une de l 'autre et, d'après leur définition même, elles
admettent une correspondance univoque avec la courbe G. Enfin elles
se rencontrent en deux points d'intersection qui correspondent aux
couples (a, m) et (a, n) déterminés sur la courbe G par la tangente au
point a : la surface adjointe considérée est tangente en ces deux points
à la surface S.
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En résumé, il existe une infinité de surfaces adjointes d'ordre m — A
de la surface S qui lui sont tangentes en deux points conjugués, et cha-
cune d'elles découpe sur S deux courbes distinctes j^et ̂  de genre trois et
de mêmes modules que la courbe fondamentale C.

Voici enfin quelques propriétés des familles.^ et ̂  q u i se déduisent
aisément de leur liaison avec ta courbe G. Le lieu ^éornétriqae des
points de contact des surfaces adjointes d'ordre m -— 4 tangentes à S
est la courbe (ô définie par les couples (a, w), (a, n) découpés sur G
par une tangente mobile amn; la courbe (0 possède vingt-huit points
doubles correspondant aux bitangentes de G. Les courbes de la fa-
mille^ ont pour enveloppe la courbe ^ défi n ie par les couples de C
formés de deux points confondus (a, a) et celles de la famille .̂  ont
pour enveloppe la courbe .3'définie par les couples (m, n) découpés
sur C par une tangente mobile; chacune de ces courbes touche son
enveloppe en un point.

Enfin, la courbe (D est tangente à chacune des courbes ^ et ^/ en
vingt-quatre points qui correspondent aux tangentes d/inflexion de la
courbe du quatrième ordre C.

Sur les courbes algébriques tracées sur une surface S.

5. Avant d'aborder la théorie générale des courbes algébriques
tracées sur une surface S, nous étudierons une famille particulière
dont la considération nous sera très utile, savoir la f a m i l l e définie par
l'équation

^ ( u -+- À, (; -4- p., (,p 4^ .; ) = o,

où 5 désigne la fonction thêta normale du premier ordre et de caracté-
ristique nulle, et À, ̂  y trois constantes arbitraires.

Nous supposons toujours que les limites infér ieures des trois
intégrales de première espèce G(.r,y) sont choisies de telle sorte que
les relations

^=Gi(.r,j)+(i,(^y),
^ =Gs(^y)-+.G,(^,y),
w=:G3(.^y)4-G3(^,j^)
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entraînent comme conséquence Inéquation
S-(//, c, w)=.o.

Dans ces conditions, le système des deux équations
^,p,w)==o,

&( u 4- ̂ , (' 4- ̂ , w -t- v) = o

est équivalent aux relations

« =Gi^+Gi^=-^ +GiX-hGiX,
(II ) ^ = G^ -t- Gî .r7 = - /x -+- G-^X + Ga r,

^ = G^A- -h G^'-==- v + G;(X + G,X',

où la notation G/c.y représente l'intégrale G^, y ) et où {x, j), (.'a?', y)
et (X, Y), (X/, Y') désignent deux couples de points de la courbe du
quatrième ordre C. *

D'autre part, étant données trois constantes quelconques X, [JL, ^, il
est toujours possible, et cela d'une infinité de manières, de détermi-
ner sur la courbe C quatre points (^p yo), ..., Çx^, Y$) tels que^o? jo / ' • • • ? y"-.»»

(s=3
'^,yz-),^ ==^0'i(^,^),

^==^G2(^,J(),
î=;0
(•=3

v =2G^3(^y^•
» <=0

Si l'on désigne enfin par (S;, y]), (^, Y]') les deux points de C en ligne
droite avec les points (X, Y), (F, T), lesquels vérifient les relations

((^.X+GA.X^^G^+GÂ.^^O (/f== 1 , 2 , 3 ) ,

on déduit immédiatement du système (II) les trois équations

(G/,^4-G/,^)+(G/,S+GÀ.?)+^(ïA^==o (/:=i, a, 3),JA ̂  /"'"Zj 'JÂ'wz — u ^ A ~~ } ?

qui établissent que les [couples de points {oc,y), {x1, f) et (E;, T]),
^%n. £'c. M<m., (3), XXVI. — MAI 1909. t2^
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(E', Y)') sont situés sur une conique passant par les quatre points

(^o?yo)» • • • » (^3?ya)-

En définitive, /a courbe définie par l'équation
3(u -h ^, ^ -I- ^, w -l- v) == o

correspond aux couples de points découpés sur la courbe G par les co-
niques passant par quatre points fixes de-cette courbe.

Cette définition géométrique appelle l 'attention sur un cas intéres-
sant, celui où les trois points fixes (^oj0? (^Ja)? (x'^ Vs) sont en
ligne droite, car les coniques en question se décomposent alors en une
droite fixe menée par ces trois points et une droite var iable menée par
le point(a?o?yo)* Po^ qu'il en soit ainsi, i l faut et il s u f f i t que les con-
stantes X, p., v soient de la forme

« ^^o.ro
À=Gi(^o,7o)-Gi(Xo, Yo)== / g , { x , y ' ) d x ,

J^ Yo
^•o.ro

p.=Gâ(^o,jo)--G2(X,ô, Yo)== \ g^x,y)€lx,
^ X o Y o

^•ay»
V= Gî(^o, Jo) — G3(X.o, Yo) == / ^3(^? j) ̂ .

•AoYo

(Xo, Yo) désignant le quatrième point d'intersection de C avec la droite
menée par les trois points fixes (.r,,^), Çx.^ y a? (^yO-

D'où cette conclusion : Lorsque les constantes ^., p-, v sont de la forme
/ '̂r pxy ^yy

^ =- \ ^i(^ J) dx, p. = ^ ^(.r, y) dx, v ==: / ,̂(̂ . J) ̂
" X Y ^'XY ^ 'XY

l'équation
^{u + ̂ , p 4- [J-, w + -y ) = ô

définit sur la sur face S deux courbes algébriques distinctes : l'une J^xv
correspond aux couples de C formés du point fixe (X, Y) <?/ d'un point
variable; l'autre ,ç̂  correspond aux couples de points situés en ligne
droite avec le point (x, j) de cette courbe.

Nous présenterons une dernière remarque : lorsqu'on fait tendre le
point (X, Y) vers le point (>,j), féquation précédente définit à la
limite l'ensemble des deux courbes ^y et <^; cette équation limite
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s'obtient en prenant la dérivée de la fonction par rapport au para-
mètre X pour la valeur X == x^ d'où

'^^^ rï ̂ ^J^^ ^ ̂ )+^(^ ^ H')==O.

La forme de l'équation met en évidence le fait que les deux
courbes ^^. et ^^. sont l'intersection de la surface S par une de ses
adjointes d'ordre m — 4.

La représentation analytique en u, 9, w des courbes particulières f
jouera un rôle important dans l'étude des courbes algébriques de la
surface.

6. D'après la définition même des surfaces S, toute courbe algébrique
irréductible de la surface définit une correspondance algébrique entre
les deux points (^, y) et (^/, y ) de la courbe de genre trois C liée à S,
et réciproquement. On doit à Hùrwitz une étude des correspondances
entre deux points d'une courbe algébrique quelconque qui peut servir
de point de départ dans la recherche des courbes algébriques tracées
sur une surface S. Il convient de rappeler d'abord certains résultats
fondamentaux du Mémoire de Hùrwitz ( < ) .

Soit une correspondance algébrique quelconque entre les deux
points (^,y) et (.r',y) de la courbe G de genre trois (2) , d'équation
/'(^>, y ) =: o; désignons par

(^y^ (^SpJ'a)» • • • » (^a^J'a)

les a points que la correspondance associe au point (.z',j), et par
(^1,71), (^2,72)» • • • » (^p^Jp)

les (î points qu'elle associe au point (^y).
Désignons par G,(^j), G^Çx,y), G^Çx, y) les trois intégrales

normales de première espèce attachées à la courbe G, lesquelles pos-
sèdent un Tableau de périodes de la forme

I ô 0 CL\\ âîls ^13

(T) o i o ^21 a^ 023
o o i ci^i <^3îî d,^

(1) Mathernatische Annalen, t. XXVIII, p. 56l.
( 2 ) La même démonstration est applicable à une courbe de genre p.
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et considérons avec Hûrwitz les sommes
z=a
—,
^G^oY;-) ( / c = ï , 2 , 3 ) .
<=i

Ces sommes, vues comme fonctions de (^,.y), sont des intégrales
de première espèce : elles peuvent donc s'exprimer par des relations
de la forme

iE=a

W ^G^'.,y'i}^^vGA^,y)+^ c/=<,a,3).
1=1 j

Si l'on fait décrire à la variable (se, y) un contour fermé tel que les
intégrales G,(a?,j), G^x,y), G;, (a;, y) augmentent respectivement
d'un de leurs systèmes de périodes simultanées, les premiers membres
des équations (I) reprennent en même temps leurs valeurs initiales à
une période près : il existe donc des entiers h, g, H et G tels que

^!el= hfct•+•^gîlak/

(/:,/== 1 , 2 , 3).

^ -v-kj a// == H/,< + ̂  G-y/ a^
i i

Éliminant les quantités v^ entre les équations prccéduntcy, on ob-
tient, un système d'équations à coefficients entiers entre les périodes a :

(n ) ̂  hkj an + ̂  ̂  g,,,, a/,,,, ajt = HA/ + ̂  G,./ a,,, ( k, l = i, 2, 3 ).
' '" i

II convient dès lors de distinguer deux cas, suivant qu'il existe ou
non des relations à coefficients entiers du type (II) entre les périodes a
des intégrales de première espèce attachées à la courbe; lorsqu'il
existe une telle relation, la courbe et les fonctions abéliennes qui en
dérivent s o n t d i tes singulières. Dorénavant, nous supposerons expressé-
ment que la courbe considérée C n'est pas une courbe singulière.

Dans cette hypothèse les équations (II) doivent être vérifiées iden-
tiquement, ce qui exige que

Aii == h^ == A3, = G^ = (̂  ̂  Q^
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et que tous les autres coefficients À, g, H et G soient nuls; nous dési-
gnerons par — y la valeur commune des entiers hj, et G , / (1).

Le système (I) prend dès lors la forme
z'==a

(m) 2 G/c(^? yo + y6^ y) = ̂  (^= I . ^ 3).
/=!

Ceci posé, désignons par S"(^, ç7, w) la fonction thêta normale du
premier ordre et de caractéristique nulle correspondant au Tableau de
périodes (T), et envisageons la fonction suivante des deux points
(X, Y) et (X\ T) de la courbe C :

^[G^x.Y^G^r.Y)^,
G,(X,Y)-G,(X / /Y /)+^
G , ( X , Y ) - G 3 ( X ^ Y / ) + C 3 : | ,

ou, pour abréger,
^(GX—GX/).

Pour un choix convenable des constantes c;c, cette expression, con-
sidérée comme fonction du point (X, Y), est infiniment petite du pre-
mier ordre lorsque le poin t (X, Y) coïncide avec le point (X', Y7), ou
avec deux poin ts ( 4 ) fixes dépendant de la valeur des constantes c^

Soient Ça, b) un po in t fixe de la courbe, (a,, //,), ..., (<^, &a) ^es

a points que lu i associe la correspondance considérée ; soit enfin (c\ d^
un autre point fixe de la courbe et formons le produit

p-TÎ F ^(G^-G.^) -1
"""" /' [_^(G^'—iial,)'3(Gc'---G^)]

1" ^(G^-^G^) l y
x [^(G^—Ga^G^—G^)] '

On démontre aisément, en vertu des relations fondamentales (III),
que ce produit est une fonction reitio/inelle des deux points ( x , y ) ,
(^,y). C'est précisément cette fonction P introduite par Hùrwitz qui
va jouer le rôle fondamental dans l'étude des courbes algébriques des
surfaces S.

( 1 ) L'entier y est, désigné par HiirwiLz sous le noiu (le cûrrespondenzwerthig/œit.
( l ) Ces points fixes sont en général au nombre de ( p — ï ) , p étant le genre de la

courbe.



200 L. REMY.

7. Si l'on désigne par P' la fonction qui se déduit de P par permu-
tation des deux points (^,j) et (^,y), le produit PP' est une fonc-
tion rationnelle symétrique R(.-r,j-;^/,y) des deux points (x, y),
(a/, y) : c'est donc une fonction ra t ionnel le R(X, Y, Z) des coordon-
nées d'un point de la surface [puisque la correspondance entre les
couples (x, y ) (^,y) et les points (X, Y, Z) est univoque], ou encore
une fonction abélienne sextuplement périodique des variables u, v, w
supposées liées par la relation S"(^, p, w) = o.

D'après sa formation même, la fonction B, s'annule pour tous les
points de la courbe T définie sur la surface par la correspondance
considérée entre les points (oc, y ) et (^,y); i l importe de déterminer
avec précision toutes les lignes de zéros ou d ' inf in is de cette fonction.

Or, la fonction P deHûrwitz devient infinie du premier ordre lorsque
le point (a/, y) coïncide avec l 'un quelconque des a points

«,^), ..., (aa^a),

ce que nous exprimerons par la notation

(^,y)=(^, b[),

(^y)=(aa,^),

et également brsque le point (^ cÏ} coïncide avec l ^ u n quelconque
des points (^, y) ou, ce qui revient au même, lorsque le point (x, y)
coïncide avec l'une quelconque des ? déterminations

(^^i), -., (cp,<^)

de (^y) correspondant à la détermination ( c , ^ ) de (^, /), c'est-à-dire lorsque . \ </ /
(^,j)=(d, d,),
* ' " * " ' ' ' * " ' * • • • • ?
(.2-,j)=(C(3,û?p).

Enfin la fonction P devient infiniment petite ( f ) d'ordre y pour

^,y)==^',y'),

(1) Ou infiniment grande d'ordre -y, si l'entier Y est négatif.
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et infiniment grande (Tordre y pour
(^,y)=(a^)

et
{ x , y ) = . { c ' , d ' ) .

Dès lors, la détermination des lignes de zéros et d'infinis de R est
immédiate. Si l'on désigne par r5 la courbe de S définie par la corres-
pondance
1 (^y)=(^ ,y)

et par .̂  ,, ^ celle définie par Fensemble des deux correspondances
(,r, y) = (.To, yo) et (^/, y ' ) = (^o, j-o) :

1° La fonction B s'annule le long de la courbe r;
2° Elle est inf in iment petite d'ordre sy le long de la courbe s ;
3° Enfin elle est infinie du premier ordre le long des a 4- ^ courbes

•C'i^i» • ' • > -C/^a» 'Cc^/i? • • • > -VCprfp?

et infinie d'ordre Y le long des deux courbes

-Cz// et -C^*

On peut modifier l'analyse précédente de manière a n'avoir plus à
considérer la courbe 5. Admettons, pour fixer les idées, que la
courbe C est une courbe du quatrième ordre, en écartant le cas hyper-
elliptique qui sera examiné plus loin : soit^.yo) un point fixe de C,
et envisageons la courbe <^ de la surface définie par la correspondance
qui associe à un point {oc, y) de C les points (^,y^) et (^,72) situés
sur la droite qu i joint les points (^o» Vo) et ( x , y ) Çfig. 2). Il est
possible de former une fonction rationnelle de (se, y) et (Y, Y) qui
s'annule le long de <^ et de 5, et n'admette, en outre, comme lignes
de zéros et d'infinis, qu'un certain nombre de courbes .çj effecti-
vement, si (A, B) désigne un point fixe quelconque de C et si le
point (x^y^ est pris pour origine des coordonnées, la fonction

y x ' — xy'
^(yA-^BKyA-^B)

répond à la question.
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De là résulte que le produit RQ""^ est une fonct ion rationnelle
F(X,Y,Z) qui admet les mêmes l ignes de zéros et d'infinis que la

FijS^. 2.

^oYo

fonction R(X,Y,Z), excepté la courbe ^ et s 'annule en outre à
l'ordre ay le long de chacune des trois courbes -(^,1$? "LA^? •CA.^.I O-

Or, nous avons étudié précédemment la représentation des courbes^
au moyen des fonctions thêta de u, v, w, et nous avons établi que la
fonction

/ /^'oyo /••A'or» /»•»•<) y o \
^ ̂ Qr^u-+- ^ dsc, v + ^ g., dx, w -h ^ ^ doc )

\ "-vin " x i y i . *• x-iyi /

s'annule le long des deux courbes J^/; et .ç^.
Dès lors, si la fonction F admet la courbe ̂  comme ligne de zéros

(ou d'infinis) d'ordre^, le produit F^)^ admet la courbe ̂  comme
ligne d'infinis (ou de zéros) d'ordre y, mais reste fini et différent de
zéro le long de la courbe J^. Il est donc possible, par cette voie, de

(1) Lorsque la correspondance entre les points (.y,j), (^,y) est symétrique, cette
méthode conduit à une fonction F qui est infiniment petite du second ordre le long de la
courbe r. Dans ce cas il suffit de considérer le produit PQ~T qui est une fonction ration-
nelle Symétrique des points (^ j) et (^,y'), à la condition qu'on donne une même
valeur aux constantes (a, b) et (c', d ' ) dans l'expression P de Hurwitz.
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former une fonction ©(^ v, w) jouissant sur la surface des propriétés
d'une fonction thêta de u, P, w qui s 'annule le long de la courbe I\
mais reste finie et différente de zéro pour tout autre point de la sur-
face, sauf peut-être le long de la courbe .ç .̂

Il est aisé de préciser ce dernier point : en se reportant à la méthode
de réduction employée, on reconnaît de suite que l'ordre de multipli-
cité de la courbe ̂  pour la fonction @ est égal à

a-+- (3 -—6y.

Dès lors, trois cas sont à considérer :
•

i° Si a 4 - ( 3 — 6 Y = = o , la fonction @Çu,ç,w) reste toujours finie
sur la surface et ne s'annule que le long de la courbe F;

2° Si a + [3 — 6y > o, cette fonction s'annule, en outre, le long de
la courbe .̂  (à l'ordre de multiplicité a -+- p — 6y);

3° Si a •+" (3 — 6y<o, la fonction ©(^y^-0^ reste toujours finie
sur la surface et ne s'annule en dehors de r que le long de la courbe ç_o
(à l'ordre 6y — a — ? de multiplicité).

8. Il importe de remarquer que la fonction © ( ^ , ^ , w ) à laquelle
conduit l'analyse précédente n'est pas une fonction thêta proprement
dite des trois variables indépendantes u, P, ^P, mais qu'elle joue pour
les points clé la surface le même rôle qu'une fonction thêta. D'autre
part, l'équation ©(a, v, w) === o est susceptible de formes diverses,, en
raison de l'existence de la relation fondamentale &(^,^)==o : à
titre d'exemple, les équations

0.0 0,.2
^ ï 'J 0
S"2<3 i

et
^^(^ c,^)+yo^^(^^^)+ ̂ (^^)=û

sont équivalentes sous la condition &(^, (;, w) == o. Ce sont là des
circonstances qui ne se présentent pas dans la théorie des surfaces
hyperelliptiques dont les arguments u, v sont des variables indépen-
dantes. Dans l'étude des surfaces S, nous entendrons désormais par
fonction thêta sur la surface toute fonction de u, ^, w qui reste tou"

Ann. Éc. Norm,, (3), XXVI, — IVUl. 1909. ^
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jours finie et vérifie les équations fonct ionnel les d'une fonction thêta
proprement dite, sous la condition &(^, (^ w) === o.

Nous présenterons une dernière remarque relative aux entiers a, [î
et Y* Dans l'étude des surfaces S, il n'y a pas lieu d'envisager isolé-
ment une correspondance non symétrique par rapport aux deux points
(^,j) et(^,y), mais seulement l'ensemble de cette correspondance
(d'entiers a7, j^, y') et de la correspondance symétrique (d'entiers p',
a', y'); or, il est permis de considérer cet ensemble comme une cor-
respondance (non irréductible) ayant pour entiers caractéristiques

a = (3= (a7-4-(S') et y =i2/.

Les courbes de la surface S sont donc caractérisées par les deux
entiers a et y ainsi définis.

Il convient de résumer les conclusions de l'analyse précédente :
Toute courbe algébrique F de la surface S peut être représentée par

une équation de la forme QÇuy ç7, w) == o, la fonction © jouissant des
deux propriétés suivantes :

Elle satisfait aux équations fonctionnelles d'une fonction thêta de u,
9, w et reste toujours finie, sous la condition ̂ (u, (% w) == o ;

Elle ne s'annule pas sur la sur face en dehors de la courbe considérée,
si ce n'est peut-être le long de l'une ou l'autre de deux courbes détermi-
nées ̂  <^

En fait, la fonction @ s'annule le long de J^, ou bien clé ̂ , ou enfin
ne s'annule pas le long de ces courbes, suivant que Fexpression

a — 3 y

est positive, négative ou nulle, a et y étant deux entiers caractéristiques
de la courbe T définis comme suit : a est le nombre des points de T tels que
l'un des points du couple homologue de la courbe C, (^, Y)), (x^ y,}, ait
une position donnée {x^, y^ ) ; quant à y, c'est l'entier de IIùrwitz défini
par les relations

?=a

^^(^^.)-+-yG/,(^o,^)=7r/, ( / f==i ,a,3).

9. Le théorème précédent met en évidence une circonstance qui ne
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se présente point dans la théorie des surfaces hyperelliptiques, a
savoir l'impossibilité de représenter individuellement toute courbe
algébrique clé la surface par une équation de la forme

©(^, (', (P) == 0.

Toutefois on pourrait craindre que cette impossibilité apparente ne
tienne à la méthode de réduction employée : il convient donc d'en
donner une démonstration directe.

Soit F une courbe de la surface, d'entiers caractéristiques a, y, et
dont, par hypothèse, l'équation spéciale s'obtient en égalant à zéro
une fonction @^ d'ordre N.

Considérons, d'autre part, la courbe r\ définie par l'équation

& ( u -f~ )., v -4- |̂ , w + ̂ ) ===• o

qui correspond, ainsi que nous l'avons établi plus haut, aux couples
(<r,j), (a/, y) découpés sur la courbe C par les coniques passant par
quatre points fixes de cette courbe. D'après sa définition géométrique,
cette courbe a pour entiers caractéristiques a'=3 et Y=ï. Or,
d'après un théorème de Hûrwitz, le nombre des couples communs à
deux correspondances ayant respectivement pour entiers caractéris-
tiques a, p, y et a', y , Y est donné par l'expression

ajî '+a'P—ayjy,

expression qui doit toutefois être divisée par 2 lorsque les correspon-
dances considérées sont symétriques. Le nombre des points d'inter-
section ( j ) des deux courbes F et 1̂  a donc pour valeur (3 a — 3y);
mais il est égal d'autre part à 6N, en vertu du théorème de M. Poin-
caré sur le nombre des zéros communs à trois fonctions thêta de u,
v, w. Dès lors
(i) a--y=:2N.

La considération des points communs à deux courbes appartenant à

(1) Ce raisonnement suppose essentiellement que les points de S et les couples de C se
correspondent univoquement sans exception; on verra plus loin qu'il n'est pas valable
dans le cas hyperelliptique, en raison de Inexistence d'un point fondamental.
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la même série linéaire que T conduit, de* même à la relation
( 2 ) a '—Sy^GN2 .

Éliminant N entre les équations (i) et (-2), on obtient la relation
(3) (a—Syy-^o.

Si donc une courbe r est susceptible d'être représentée individuel-
lement par une équation de la forme © = = o , ses entiers a, y vérifient
nécessairement la relation (3); or, cette relation n'est point vérifiée
pour toutes les courbes de la surface? notamment pour s> ainsi que
pour les courbes dont l'entier y est négatif : la proposition que nous
avions en vue se trouve donc par là même établie.

Il résulte encore des équations (x) et (3) que, dans le cas où une
courbe algébrique de S est représentable individuellement par une
équation @==o, l'ordre de la fonction © est précisément égal, à
l'entier y de Hûrwitz.

Sur le genre des courbes algébriques tracées sur une surface S.

10. L'impossibilité de représenter une courbe algébrique quel-
conque de la surface S par une équation spéciale de la forme

B(u, v, w) == ô

complique singulièrement l'étude de ces courbes : aussi laisserons-
nous de côté la recherche et la classification des familles de courbes
algébriques qa'on peut tracer sur la surface. Nous nous proposerons
seulement de donner une expression générale du genre d'une courbe
algébrique quelconque de la surface; deux cas sont à distinguer sui-
vant que la courbe est représentable ou non par une équation spéciale

©(^, P, W) = 0.

Considérons en premier lieu une courbe F représentée par l'équa-
tion spéciale

ê^(^, v, w) == o,

où ©„ désigne une fonction thêta d'ordre n sur la surface.
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Nous chercherons d'abord à former une intégrale abélienne de
première espèce attachée à la courbe F. Si l'on désigne par X, Y, Z les
coordonnées non homogènes d'un point de la courbe, on a le long de
cette courbe

,„. àX. , àX , àli ,
d\ == — au •+• -T- av + -r- aw»é^ àv àw

à3 , ( ) 9 , (fô .,
o == — du -^r — dv + —• aw,

(7« (/^ (7W

à%n , ^©,, , à@n yô == —i du + —-i ̂ ^ -+- -— ^w,
(?« <7^ (/^

d'où
^=H-^^,

D ( P , ^ )
en posant

H ;
J)(X,Sr,OJ
D(^, ^, ^')

La fonction H(^,^^) n'est pas une fonction thêta proprement dite;
mais, lorsque le point u, v, w appartient à la courbe considérée, les
dérivées partielles de la fonction &(^^^) satisfont aux mêmes
relations fonctionnelles que &, et, d'autre part, les dérivées partielles
de la fonction %^u, v, w) satisfont aux mêmes relations fonctionnelles
que ©„; quanta ^x, ̂  ̂  ce sont des fonctions abéliennes de u,
^ w. Par suite, la fonction H(^,^) joue, pour les points de la
courbe ©„== o, le môme rôle qu'une fonction thêta d'ordre Çn •+-1) et
de mêmes multiplicateurs que©^.

Dès lors, si l'on désigne par ©^i une fonction thêta de mêmes mul-
tiplicateurs et de même ordre (n-+-1) que la fonction H, le quotient

©«-n
'"""ÏT

est une fonction sextuplement périodique des paramètres u, v, w
supposés liés par les deux relations

^(^^w):^ et %^V,W}-=^Q,

et, par conséquent, une fonction rationnelle des coordonnées X, Y, X
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d'un point de la courbe. En définitive, l'intégrale

„ r <=>«+•! du,
~~ 1 JH^®»)

J D(c,w)
ou encore

/ f\
•^n+l j-v^x

est une intégrale abélienne attachée à la courbe ©„— o.

Nous allons établir que l'intégrale ^ est de première espèce. Les ar-
guments u, 9, w restant toujours finis dans un prismatoïde de périodes,
l'intégrale ne saurait devenir infinie que dans le cas où la fonct ion

D(^Q.)
I)(P,^)

s'annule. Or on a sur la courbe
du _ dv _ dw

l)(^e.) """' B(Sr,9») - D(^e») 5

D(p,w) D(^,^) D(u,v)

d'où ron déduit que l'intégrale ne peut devenir infinie que pour les
valeurs de u, ç», w qui sont solutions du système

(I)

3{u, v, w)==o,
©„((<;, ̂ ^^TO,

D(^e^) _ P(^e») _ i)(Sr ,Q^)
l)(^w)"~ D(w,^) ~ Û { u , v )

: o.

Considérons dans l'espace de coordonnées u, v^ ^(ou plutôt dans la
portion de cet espace qui correspond à un prismatoïde des périodes)
les deux surfaces définies respectivement par les équations

2r( u^ (̂  w) ==o et ®,i( u, v, w) == o.

Toute solution du système (I) définit un point double de la courbe
d'intersection de ces deux surfaces. Or elles ne sauraient être tangentes
entre elles, si les constantes dont dépend linéairement la fonction @n
sont prises arbitrairement; d'autre part, la surface

2r(«, f, w) == o
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ne possède aucun point double (1), et il en est de même de la surface
©,,0, v, (T ' )=O,

si ©^désigne, ainsi que nous le supposons, la fonction générale d'ordre n
et de multiplicateurs donnés. Les quatre équations du système (I)
n'admettent donc, dans ces conditions, aucune solution commune.

En définitive, l'intégrale
r %n^du

D(^OJ
D(^)

est une intégrale abélienne de première espèce pour la courbe ©^= o,
si la fonction ©„ est la fonction générale de son ordre.

Combien cette forme donne-t-elle d'intégrales linéairement dis-
tinctes? Les fonctions 0^, considérées d'ordre Çn -+• i) sont au nombre
de ( n + i)3 linéairement distinctes; mais parmi ces fonctions figurent
les produits de &(u, y , w) par les fonctions thêta d'ordres et de mêmes
multiplicateurs que ©^,, en nombre n3.

De plus, les produits
. rtô ., à:-! „ à^
^ ^ 0^

qui jouent sur la surface le même rôle que les fonctions 0^,, sont iden-
tiquement nuls le long de la courbe. La formule donne donc

( , i+l)3—/%3 -3

intégrales distinctes, auxquelles il faut ajouter les trois intégrales

( du, ( d v , j dw,

soit au total
3 / z ( n + i ) + i

intégrales distinctes.
On peut démontrer que ce sont bien là toutes les intégrales de pre-

(i) Ceci suppose que les fonctions abéliennes considérées ne dérivent pas (Tane courbe
hyperelliptique.
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mière espèce de la courbe ©^=o. D'après un théorème connu de
M- Nôther, le genre p d'une courbe algébrique est lié au nombre v
des points d'intersection variables de cette courbe avec une de ses
surfaces adjointes par la relation

V = 2 ( p — l ) .

Au cas actuel ^ est égal au nombre des points d'intersection variables
des courbes ©„== o et ©^ = o, ou encore au nombre des solutions du
système

©,,==o, ©^i===o, ^=o,

D'après le théorème de M. Poincaré, ce nombre est égal a 6n(n +1),
ce qui établit la proposition énoncée.

D'où cette conclusion : Le genre d'une courbe algébrique de la sur-
face S dont l'équation spéciale s'obtient en égalant à zéro une/onction ©^
d'ordre n a pour expression

p =: 3 n ( n -4- i)+ i.

Cette formule donne en particulier pour les courbes définies par les
fonctions thêta du premier ordre p •== 7, ainsi que nous l'avons déjà
établi pour les courbes du système canonique.

1l. Considérons, en second lieu, une courbe F de la surface S,
d'entiers caractéristiques oc et y, définie par une équation ©^= o, où
©^ désigne une fonction d'ordre n qui s'annule en outre le long de la
courbe ̂  a l'ordre de multiplicité à == a "- 3y.

De même que dans le cas précédent, l'intégrale

â=
^n-+-l du

D^©^)5

D(^)
%

où ©a+i désigne une fonction d'ordre n^r i et de mêmes multiplicateurs
que ©,„ est une intégrale abélienne attachée à la courbe I\ et elle ne
saurait devenir infinie que pour les systèmes de valeurs annulant à la
fois les fonctions ^{u, 9, ^), © ,̂ ̂  w) et les trois déterminants
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fonctionnels
i)(^e») i)(^^) D(^(^)
DO^V) 5 S)((F, u) ' :D(M,i1) '

Or, par hypothèse, la fonction ©,/ est in f in imen t petite d'ordre
($ -+-1) au voisinage des po in t s d'intersection des courbes F et ̂  : dès
lors les dérivées partielles de cette fonct ion o sont infiniment petites
d'ordre S, et il en est de même des trois déterminants fonctionnels.
Pour que l'intégrale ^ soit de première espèce, il est donc nécessaire
et suffisant que la fonction ©,^, soit elle-même inf iniment petite
d'ordre S en chacun des points d'intersection des courbes r et .ç^.

Ceci posé, il nous suffit de déterminer le nombre des points d'inter-
section non fixes de la courbe T avec ses adjointes @»_n = o, pour en
déduire le genre de la courbe r au moyen de la relation de M. Nôther.

A cet effet, déterminons d'abord la valeur des entiers caractéristiques
de la courbe ©^i = o. Les entiers caractéristiques d'une courbe défi-
nie par une équation d'ordre n sont respectivement égaux à (a -+' 2 S)
et (y -}- S), car l 'équation particulière ©^-•==0 définit d'une part la
courbe F, d'entiers a et y, et d'autre part la courbe ̂ , d'entiers ao = 2
et •Y() == i, comptée o fois ; d'ailleurs les courbes définies par une équa-
tion du premier ordre ont pour entiers caractéristiques les nombres 3
et i : dès lors les entiers caractéristiques des courbes ®^-, == o ont pour
valeurs respectives

a' == a -h i ô 4" 3 et y ' ==" y -+- 3 •+- ï •

Le nombre total des points d'intersection de la courbe r avec ses
adjointes ©^, == o est donc égal, d'après un théorème de Hûrwitz, à

a (a "+- i à -+- 3 ) -.- 3y (y -+- à -t- i) ;

mais dans ce nombre les points d'intersection de T et de ^',, comptent,
au total, pour

8 ( 2 a — 3 y )

unités. Par suite, le nombre v des po in t s d'intersection variables de F
avec ses adjointes est égal à

^ = a ( a - + - 3 ) 1--3y(y "h.ï).
Ann. Éc, ,Vorm., (3), XXVI. — MAI 1909. a^
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La conclusion est d'ailleurs la même dans le cas où la fonction ©//
s'annule le long de la courbe ^^ au lieu de la courbe < /„. Nous par-
venons ainsi au résultat suivant :

Le crenre d'une courbe algébrique de la surface S a pour expression

générale
oc (a+3 ) -3y (y -h i )p^———————^——————— 4-i,

a et 7 désignant les deux entiers caractemlù/ues de la courbe.

Dans l'hypothèse où a==3y, cette formule se confond avec celle
donnée plus haut, puisque les entiers n et y sont égaux dans ce cas.

L'application de la formule précédente donne en particulier :

Pour les courbes . »^ . . . . . . . . a == îï, y == î , p = 3
Pour la courbe s . . . . . . . . . . . a == i , y == -•-• i , p -= 3
Pour la courbe ^ . . . . . . . . . a =-1 o, y :-= 6, /^ •== 3

ainsi qu'on pouvait le prévoir a priori.

Sur le nombre des intégrales doubles de seconde espèce des surfaces S.

12. Les théorèmes établis dans les précédents Chapitres trouvent
une app l ica t ion dans la détermination du nombre des intégrales
doubles de seconde espèce des sur faces S : d'après un thcorèrne fon-
damental de M. Picard ( f ) , toute surface algébrique F(X, Y, Z) === o
possède en effet un nombre limité po d'intégrales doubles de seconde
espèce distinctes^ c'est-à-dire telles qu'il n'existe aucune combinaison
linéaire de ces intégrales de la forme

/•/(à\] àV\ ^ ,„
àK-^)^^9

U et V étant des fonctions rationnelles de X, Y, Z.
Dans la recherche de cet invariant po , nous aurons recours à la for-

( 1 ) Théwie des fonctions algébric[ucs de deux variable,^ t. iï, chap. VII CL XIL
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mule suivante due également à M'. Picard :
p o = : N - l - ^ — / i / j — {m — i) -)- a r — ( p — i ) ,

où l'on désigne par

m le degré de la surface,
N la classe de la surface,
d le nombre de ses points doubles isolés ( j ) ,
/• le nombre de ses intégrales de différentielles totales de seconde

espèce,
p le genre d'une section plane arbitraire.

Enfin la définition du nombre p est la suivante : on peut tracer sur
la surface p courbes algébriques irréductibles G,, telles qu'il n'existe
pas d'intégrale de différentielle totale de troisième espèce n'ayant
d'autres courbes logarithmiques que la totalité ou une partie des
courbes C^, mais telles que, si on leur adjoint une autre courbe algé-
brique irréductible quelconque de la surface, il existe une intégrale de
troisième espèce n'ayant comme courbes logarithmiques que cette der-
nière courbe et la totalité ou une partie des courbes Ci.

Envisageons la surface S définie en coordonnées homogènes par les
équations

X,==0,(^r,w)
( ^ = = 1 , 2 , 3 , 4 ) ,

^Çu, ^, w) === o

où les ©^ désignent quatre fonctions thêta normales de caractéristique
nulle et d'ordre h, ne s'annulant à la fois pour aucun système de
valeurs des arguments. Dans ces conditions, la correspondance des
points de la surface S avec les points du champ abélien u, p, <^, ou
encore avec les couples de points de la courbe de genre trois C, est une
correspondance univoque, sans point fondamental (répondant à une
infinité de couples), ni courbe exceptionnelle (répondant à un seul
couple).

Déterminons pour cette surface S particulière la valeur des différents
éléments qui interviennent dans la formule de M. Picard : on. trouve

(1) La formule est établie dans le cas on la surface ne possède pas d'autres singularités
qu'une courbe double avec des points triples, ainsi que des points doubles isolés.
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immédiatement
d •=. o,
m = 6 A2,
p = 3 À ( h 4"- i ) + i.

D'autre part
r=6,

car, d'après un théorème de MM. Casteinuovo et Severi, le nombre des
intégrales de différentielles totales de seconde espèce d'une surface
algébrique est double de celui de ses intégrales de différentielles to-
tales de première espèce.

Evaluons enfin la classe N de la surface. Soient ® = o et 0 == o les
équations de deux sections planes quelconques : les points de contact
des plans tangents menés à la surface par la d ro i t e d'intersection de
ces deux plans sont déterminés par les équations

(E)
()Q ()Q

0 ad ô{>j = r̂ = -^r
àu ô^

où l'on suppose que r/, ^ w vérifient la relation &(a, ̂  w) = o, et où
les dérivées ̂  et ̂  sont prises en considérant w connne fonction de u
et r. Ces équations peuvent s'écrire

(,) • ( ^W.- ÔW ~ ̂ 0,^-0,^,) -= o,
( ^(^^-^^^-^O^^Q.yj^o.

Mais le système (i) admet des solutions étrangères : ce sont, d'une
part, les solutions du système

W ^ 0=0,
) 0=o,

et, d'autre part ( l ) , celles du système

(3) ^==0,

©0;^e;,==o.

(1) En effet, dams la recherche des plans Latents, on pont remplacer le système (E)
par les deux systèmes analogues qui s-en déduisent par permutation des lettres </, ^ ̂
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D'après le théorème de M. Poincaré, le système (i) admet 6(2À -+" i)2

solutions, le système (2) en admet 6//2 et le système (3) i2Â : de là
résulte que le nombre des solut ions propres des équations (E) , c'est-
à-dire la classe de la surface., est égal à

N = 6 (3/^4-2^+1) .

13. I l , nous reste à rechercher la valeur du nombre ? dont dépend
essentielletnent la détermination de l ' invar iant po . Nous envisagerons
la question à un p o i n t de vue p lus général, en nous proposant le pro-
blème suivant : Quelle est Ici. valeur de l'iwciriant relatif p de M. Picard
pour les surfaces algébriques S^ dont les points admettent une correspon-
dance univoque avec les couples de points Çx, y), (.r', yf ) d'une courbe
algébrique C«, d'équation fÇx,y)=o et de genre quelconque pi On
suppose d'ai l leurs que la surface ne possède ni point fondamental
(correspondant à une inimité de couples de points de G^), ni courbe
exceptionnelle (correspondant à un seul couple).

Nous démontrerons en premier l ieu qu'on peut tracer sur la sur-
face S» deux' courbes particulières telles qu'il, ne saurait exister d'inté-
grale de différentielle totale de la surface ayant seulement ces deux
courbes pour courbes logarithmiques. A cet effet, nous considérerons
d'une part la courbe ^ qui correspond aux couples de C^ formés de
de 'x points confondus et d'autre part la courbe .^o qui correspond
aux couples formés d'un po in t variable et d'un point fixe (^Jo)-

Les coordonnées X, Y, Z dun point de la surface étant des fonctions
rationnelles de Ç ' x ^ y ) et (,z/,y), toute intégrale de différentielle totale
de la surface est de1 la forme

fR(.^y; x \ y ' ) dx + S(^ j; ̂  Y) d x ' .

Admettons donc qu'il existe une telle intégrale ayant seulement ^
et .^o pour courbes logarithmiques. Si on laisse x ' constant, on obtient
une intégrale simple

f R { . T , f ; x ' , y ' ) d x

dont les périodes (c'est là un point essentiel.) ne doivent pas dépendre
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du paramètre x ' . Il est permis de supposer en particulier que le résidu
relatif au point logarithmique (^ = x', y =y) est égal à -4- i.

Ceci posé, envisageons la surface de Riemann qui correspond à
l'équation algébrique /(^\y) = o, de degré m en y et de genre p ;
d'après un théorème de Clebsch, cette surface peut être constituée
par m feuillets dont chacun est réuni au suivant par une seule ligne de
croisement, à l'exception des deux premiers, réunis entre eux par
Çp -4-. ̂  lignes de croisement aa'y bb\ ... ; nous écarterons l'hypothèse
où p serait nul, auquel cas le nombre p est égal à l 'unité . Traçons sur
le premier feuillet un cycle y enveloppant les deux points de ramifica-
tion a et a"' et donnons au point (^/,y) une position voisine du pointa,
mais extérieure au cycle y.

Si l'on prend l'intégrale

j H (.y, y; se'', y ' ) clx

le long du cycle y avec la détermination («r', y') du paramètre, on
obtient une période déterminée o/. Si l'on f a i t ensuite tourner le

point (^,y) autour du point de ramification h, sans rencontrer le
cycle y, le paramètre prend une nouvelle détermination (.r'.y) cor-
respondant au second feuillet, sans que d'ailleurs le cycle y soitaltéré.
La période considérée o/ se transforme donc en co", o/' désignant la va-
leur de l'intégrale j ^clx prise le long du cycle y avec la détermina-
tion (a^y7) du paramètre. Or cette période doit rester invariable
puisque, par hypothèse, elle n'est pas fonction du paramètre ^ /;
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dès lors
( i ) û/^a/.

Faisons maintenant tourner le point {x1\y') autour du point de ra-
mification ci : y se change de même en y\ mais en même temps le

cycle y se déforme, fuyant en quelque sorte devant le point {x'\y\ et
il prend une position y"; on reconnait aisément par la comparaison
des deux cycles que la période transformée a pour valeur "
d'où i l résulte que

OJ •— 2 TU,

(2i) (',/== G/— 2 71:1.

Les relations (i) et (2) étant incompatibles, on en conclut que l'in-
tégrale dont nous avions admis l'existence ne saurait exister.

En second l ieu, nous démontrerons qu'étant donnée une courbe irré-
ductible que lconque F de la surface S/,, il, est possible de former une
intégrale de di f férent ie l le totale ayant seulement pour courbes loga-
rithmiques la courbeF, ainsi que les courbes ^ et ^o (ou l'une d'elles).

A cet effet, reportons-nous au théorème de Hùrwitz que nous avons
précédemment utilisé pour l 'étude des courbes algébriques tracées sur
les surfaces S : étant donnée une correspondance quelconque T entre les
points (^",y) et (x\ y ) d'une courbé algébrique Cp non singulière, on
peut former une fonction rationnelle P(^,y; x , y ) qui n'admette pas,
en dehors de la correspondance considérée, d^ autres lignes de z é / o s ou
d'infinis que la correspondance x ==== x\ y === y\ ainsi que les correspon-
dances associant respectivement à un point variable certains points fixes
(^'r0. •-, (^/o,y/c).
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Ceci posé, le produit

P^jî.^j^P^r^j)

est une fonction rationnelle symétrique de ( x , y ) , (,z-', y ' ) et, par con-
séquent , u n e fonction ra t ionnel le des coordonnées X, Y, Z d 'un point
de la surface; il en résulte que la fonct ion

1 =-= LogP(^, y; x\ y ' ) + L<)^P( .^ , y 1 ' , x, v )

est une intégrale de différentielle totale de la surface ayant pour
courbes logarithmiques les courbes T, ^, -^ i , ... et .^/c.

Si l'on désigne d'autre part par

J GoK^? ,y) dx

l'intégrale abélienne normale de troisième espèce attachée a la courbe

/ (^y)==o
et relative aux deux points ÇxQ,y^) et (^,y/), il est manifeste que
l'intégrale de différentielle totale

Ioi== j Go,(,r, y) dx 4- fioK^ y ' ) dx'

a pour courbes logarithmiques ̂  et ^. Des lors i l est possible de
déterminer les constantes A ^ , , ..,, Ao^. de manière que l'intégrale

1 •+ A(ii loi H-. . .-{- AOA-IO/C

n'ait pas les courbes ^,, ..., ̂  pour courbes logarithmiques. En
d'autres termes, cette intégrale n'admet pas, en dehors de F, d'autres
courbes logarithmiques que les courbes ^ et 4^.

D'où cette conclusion :

L'mvariant relatif p ̂  égal à DEUX /wur /^ surfaces dont les points
admettent une correspondance uni^oc/ue, sans point fondamental m
courbe exceptionnelle, avec les cou pies de points d'une courba algébrique
non singulière et non unicursale ( 1 ).

( 1 ) Cu résultai paraU en contradiction avec un théorème de M. Picard, d'après lequel
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II importe de remarquer que la démonstration suppose que la courbe
considérée n'est pas une courbe singulière, c'est-à-dire qu'il n'existe
pas de relation à coefficients entiers de la forme considérée précé-
demment entre les périodes de ses intégrales abéliennes de première
espèce.

14. Revenons à la surface S considérée plus haut : elle appartient à
la classe des surfaces S^ et ne possède d'ailleurs ni point fondamental,
ni courbe exceptionnelle; on a donc pour cette surface

p=2.

Nous sommes m a i n t e n a n t en mesure d'appliquer la formule fonda-
mentale de M. Picard :

po == N -4- d — 4 P — ( ̂  — l) 4- 2 /• — ( p — l ) ;

comme il devait être, la valeur de h s'élimine et l'on trouve immédia-
tement

po== i4.

Nous parvenons ainsi au théorème suivant :
Les surfaces algébriques dont les points admettent une correspondance

univoque avec les couples de points d'une courbe algébrique de genre trois
non singulière possèdent quatorze intégrales doubles distinctes de seconde
espèce.

Ce théorème peut être présenté sous une autre forpie. Désignons
par

g^x, y ) dx, g^x, j) dx, ^{x, y ) dx,

les différentielles normales de première espèce attachées à la courbe
de genre trois C et par

é'4 ( ̂  y ) ̂ (, ^ ( ̂ » y ) ̂  ^ ( ̂  y )dx

l'invariant p est égal à ï pour les surfaces hyporelliptiques qui correspondent point par
point, sans exception, au prismatoïde dos périodes; en réalité la correspondance enLro
une telle surface et la courbo do genre deux possède un point fondamental qui répond aux
couples découpés sur la courbe par ses adjointes d'ordre m—3, et la valeur de p est, de
ce fait, diminuée do u ie unité.

Ânn. Éc. Norm., ( 3 ) , X X V I . — MAI 1909. ^
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les différentielles normales de seconde espèce relatives à trois points
déterminés de la courbe. Il est clair que les intégrales de la forme

f f^^^y^^^y'^s'^^^y^1'^1'19^ ç i ) /c=î9 ^ " • • » 6 )

sont des intégrales de seconde espèce de la surface S : ces combinai-
sons sont au nombre de quinze, mais, d'après le théorème précédent,
elles ne sont pas distinctes; en d'autres termes, il existe une relation
de la forme

22^ ff^'^' .r)^(^ Y) --^(^ r)^r^, y)] cîx^
i î\

r rfô\] ôv\ _ ^
-JJ^^JY)^^-

U et V étant des fonctions rationnelles de X, Y, Z et les A^ des con-
stantes.

En vertu de son invariance vis-à-vis des transformations biration-
nelles, le second membre peut se mettre sous la forme

jy[^R(^r; ̂ ,y)+^S(^y; ̂ ./)j dxdx',

R et S étant des fonctions rationnelles.
D'où cette conclusion :

Les digèrenitelles abéliefînes normales de seconde espèce d'une courbe
algébrique de genre trois vérifient une relation de la forme

^^^•^'^^^^'^^^^—^(^J)^^^^^ + ̂ P
i k

B et S étant deux/onctions rationneHe^ de (.'x*,r) el (.y', y').

15. Nous indiquerons enfin une conséquence intéressante de la
relation p = 2 établie précédemment, en démontrant qu'elle entraîne
l'impossibilité de représenter individuellement toute courbe de la sur-
face S par une équation spéciale de la forme 6(^, p, (^) = o.
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Admettons en effet que cette représentation soit possible, et mon-
trons que dans cette hypothèse p est égal à un. Étant donnée une fonc-
tion @(u, v, w) quelconque d'ordre a, on peut choisir les constantes 7^,
^o? ^o ^e t6!^ sorte que la fonction

[9-(^ — Ào, (• — ^o, w -- ^)]11,

ou simplement (&o)^ admette les mêmes multiplicateurs que la fonc-
tion @(^, v, (P). Dès lors le quotient —I— est, sur la surface, une fonc-

\ ""o )
tion sextuplement pér iodique des variables u, v, w; c'est donc une
fonction rationnelle des coordonnées X, Y, Z d 'un point arbitraire de
la surface, et par conséquent la fonction

Lo,——
W

est une intégrale de d i f ïe ren t ie l l e totale de la surface possédant les
deux courbes logarithmiques

e=o et Sro=o.

On peut donc se borner pour l'étude des courbes de la surface, en
tant que courbes logarithmiques d'intégrales de troisième espèce, aux
courbes définies par une équation de la forme

& ( II —— À, (-' — p., (P — Zl) = 0.

Si l'on considère deux telles courbes G, et Ça correspondant aux
équations

2r ( u — Ai, (; — .̂i, w — ^i ) == o
et

^{u — )^, p — ^.2, r^—^2) == o,

on établit aisément qu'il existe une intégrale de différentielle totale
ayant seulement G, et €3 comme courbes logarithmiques, en ayant
recours à une démonstration que M* Picard a donnée dans le cas des
surfaces hyperelliptiques (1), mais qui s'applique sans modification

( 1 ) Annales de l'École fiorinrilc^ t. XVÏiï, 190
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dans le cas actuel, d'où il résulte que p = i. La proposition que nous
avions en vue se trouve par là même établie.

Or la première partie de la démonstration du n° 13, de laquelle il
résulte que p est au moins égal à deux est absolument indépendante
des résultats de Hùrwitz : nous avons donc démontré à nouveau, par
une voie toute différente, le théorème fondamental sur la représen-
tation paramétrique des courbes algébriques des surfaces S.

Sur le cas hyperelliptiçue.

16. Nous avons supposé dans les précédents Chapitres que la courbe
fondamentale G liée à la surface S était une courbe générale de genre
trois, non hyperelliptique. Le cas hyperelliptique présente des particu-
larités qui méritent une étude spéciale.

Tonte courbe hyperelliptique de genre p peut être transformée bira-
tionnellement en une courbe plane de degré (/?+2) possédant un
point multiple d'ordre^ : il est donc permis de supposer que la courbe C
est une courbe du cinquième ordre avec un point triple o. Toute sécante
issue du point triple rencontre la courbe C en deux points qui seront
dits conjugués : c'est précisément la considération de la correspon-
dance 5C associant à un point quelconque de C le point conjugué qui
joue le rôle essentiel dans l'étude du cas hyperelliptique.

Tous les couples formés de deux points conjugués définissent un
même système de valeurs UQ, ç^, ^o des arguments

^=:G^.r,r)4-(ri(^,yh
p==G,(^jQ+G,(^,y),
w=G3(,y,j)+G3(^,y),

et ron peut faire en sorte que u, = ̂  == w^ == o. Il impj r te (l 'ailleurs
de remarquer que le point (^, p,, ^) est un zéro double de la
fonction &(^,^^).

17. Nous supposerons que les coordonnées homogènes

X,=e,(^, r, (F) (i ==:!,%, 3,^)
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d'un point de la surface S ne s 'annulent pas toutes pour

u == {) ==. iv =-.0 ( 1 ) ;

dans cette hypothèse, ce système de valeurs des arguments dé f in i t sur
la surface un point double, car, si l'on considère deux plans variables
Q == o et 9 == o menés par ce point, la demi-période u •=. v= w = o
compte pour deux unités parmi les solutions du système

&==o, 0==o, Or=o.

De même que dans le cas général, le genre géométrique de la surface
est égal à trois et le genre numérique à zéro.

Le degré du système canonique p^ n'a pas la même valeur que dans
le cas général : le point u == v == w = o figure en effet parmi les solu-
t ions du système

- , , . à^ à^ ()^
\^u, r, œ)=À^ 4-^ -^ ̂  -o,

, , à^ à^ à^
L2(^^?( IT• ) )1=5>2^+^^^'2^""=03

^(//, i', W)2=0,

pour de'Mic unités, ce qui réduit a quatre le nombre des points de ren-
contre mobiles de deux courbes Li et La du système canonique, d'où

/^)^4.

Nous déterminerons directement la valeur de l ' i nva r i an t p^\ car
nous sommes précisément dans le cas d'exception du théorème de
M. Nôther, les courbes du système canonique passant toutes par le
point u = 9 == w == o.

La courbe générale L du système canonique possède, en dehors des
trois intégrales ( d u , fdv, Çdw, trois autres intégrales de première

( l ) Lorsque le svsLômc de vulenrs u = c •-=- <r == o annule les quatre coordunnccs e/, i l
d-jtlinL sur la surface, non pas un point, niais une courbe unicursalo; il scraii aisiS duns
ce cas, d ' in t roduire les modifications nécessaires dans les énoncés.
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espèce, linéaireinent distinctes, de la forme

©^ étant une fonction thêta du second ordre et de caractéristique
nulle, s'annulant de plus pour u = p = w = o. Dès lors

p^=6.

Il est utile de préciser le lien qui rattache le système canonique de
la surface S à la courbe hyperelliptique C. Si l'on choisit le point triple
de cette courbe pour origine des coordonnées, les d i f fé ren t ie l les abé-
liennes de première espèce attachées à G prennent la forme

/ . , oc^ dx
g^x,y)clx-^=: ———?

J y
, . , xy cfx^{œ.,y}cfx-^ ~— ,.

« / y

g^x,y)dx^y^.
J y

D'autre part, les intégrales doubles de première espèce de la surface
ont pour expression générale

llêy^y)^(^,^)-^{^y)^{^,yf)]
^^^^ëi^'.y^—g^,^^^^1)}
v L^(^ y)^(^, Y) -^(^ y)ê\(^, Y)]

elœ cÏx' :

de là résulte que les courbes du système canonique sont définies par la
correspondance suivante entre les points Çx,y) et (x\ y') de la courbeC :

W—yx") \\yy'+ ^a:/+ya;1) + y^'] =, o,

ou encore, après suppression du facteur étranger {ccy'-yx'),

avec ^'^-«+<')+.=o

t=^ et <'=^.

D'où cette conclusion : Les courbes-L du système canonique de la w-
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face S correspondent aux couples de points découpés sur la courbe C par
deux sécantes en insolation, issues de son point triple.

Un cas intéressant est celui où rinvolution est constituée par une
sécante fixe oaa' et une sécante variable ounn'' : la courbe L se décom-
pose alors en deux courbes distinctes .^a et ̂  qui correspondent
respectivement aux couples (a, m) et (a\ m'). D'après leur définition
même, les courbes de la famille ^correspondent point par point à la
courbe G; elles sont d'ailleurs susceptibles d'une définition géomé-
trique : si l'on remarque en effet que les sécantes issues du point
triple de la courbe C correspondent un ivoquement aux tangentes à la
surface S en son point double 0, on en conclut que les deuxcoubcs ̂
et fa admettent même tangente au point 0, et par suite que la surface
adjointe passant par ces deux courbes est tangente à la surface S en
son point double.

En résumé, les surfaces adjointes d'ordre m — 4 de la surface S qui
lui sont tangentes en son point double découpent sur cette surface deux
courbes distinctes de genre trois et de mêmes modules que la courbe fonda-
mentale C.

Si l'on suppose que la sécante oaa' coïncide avec l'une des tan-
gentes ot à la courbe C issues de son point triple, la courbe ̂  se
confond avec la courbe ^a' I^où cette conséquence : I I existe huit
courbes particulières du système canonique suivant chacune desquelles on
peut circonscrire à S une sur face adjointe d'ordre m"4.

18. La représentation analytique des courbes de la famille ^présente
des particularités spéciales au cas hyperelliptiqne. Envisageons encore
le système

(0
3(u, v, w) ==o,

/ ^X,Yi ^XiY, /.X,Y, \
2r ( u •+• \ g\ ̂  (? ̂  / Sï dx^ w + ^ dx ) = °»

\ ^'oyo ^"<,yo ^•oro /

qui est équivalent à l 'ensemble des deux systèmes

/ u == Gi (^0. jo) + Gi (^ y\
(2) < (. = G^XQ, jo) + <^(^ y\

{ ^==G3(^o»7o)+Gâ(^j)»
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el l «==--(x,(X,,Y,)~G,(X,Y),
(3) <- =-G,(Xi,Y,)-G,(X, Y),

( <T'=-G3(X,,YO-G3(X,Y).

Le système (3) peut encore s'écrire, dans le cas hyperelliptique,

u =Gi (^ i ,7 i )+Gi ( . r , j ),
(3') ( (? =Gâ(^ i ,7 i )+Gâ(^ ,y ) ,

^ = = G 3 ( ^ i , y i ) + G 3 ( ^ , y ) ,

en désignant par (^1,71) le point conjugué de (X, , Y,) ; dès lors le
système (i) définit sur la surface l'ensemble des deux courbes ^o et^
de la même famille. Si l'on suppose que le poin t (<r^ y, ) tend vers le
point (;ro,Jo)? o11 parvient à la conclusion suivante :

Dans le cas hyperelliptique, la courbe ̂  de la surface S qui correspond
aux couples de G formés d'un point variable et du point fixe (.r^p y,,)
peut être représentée par une équation de la forme

S- ( u — 'k, v — fJ., w — ^) == o,

où 'Â, a, v désignent des constantes^ cette équation n'étant vérifiée par
aucun point de la surface en dehors de la courbe considérée.

Nous présenterons une dernière remarque relativement a la faim! le
des courbes ^. Considérons l'un des couples formés des points de
contact de deux des tangentes à la courbe C issues de son point triple,
et soit iii, ç^, Wi le système correspondant d'arguments, lequel est une
demi-période des fonctions abéliennes de u^ p, w. On sait que la
fonction

Q! ( II 4- 11^ V •+• ^i, W -+- (V f )

est égale, a un facteur exponentiel près, à une des fonctions thêta
normales du premier ordre à;; d'ailleurs cette fonction 3^ s'annule
pour la demi-période

u == p == w =z o.

Donc les vingt-huit fonctions thêta normales du premier ordre qu i
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s ^ a n n u l e n t pour la derm-période qui. est un zéro double de S-(^ e, w)
définissent respectivement su,r la surface les couples de courbes ^qu i
correspondent aux combinaisons deux à deux des hui t tangentes
à C issues du point triple.

19. Abordons maintenant l'étude des courbes algébriques tracées
sur une surface S liée à une courbe de genre trois hyperelliptique. La
première partie de la démonstration d'un0 7 subsiste sans modif icat ion
dans le cas hyperelliptique ; en voici, la conclus ion : étant donnée une
courbe algébrique quelconque F de la surface, on peut former une
fonction ra t ionnel le R , (X . ,Y ,Z) s ' annu l an t le long de la courbe con-
sidérée et, en outre, le long de la courber (à l 'ordre de multiplicité 2y),
et devenant inf in ie le long d'un certain nombre de courbes . ^ i , . . . , ̂
de la famille ̂ .

Introduisons d'autre p a r t la fonction r a t ionne l l e et symét r ique

yx -— .n
Q(^,j; x\f)

(y.ro — ^,»'o ) (v^Tn — ^v» ).

le point Lr ip le de la courbe C étant pris pour origine des coordonnées,
^ (^«, .Yo) désignant un point quelconque de la courbe. Cette fonction
s 'annule lorsque les deux points (;^,y), (^/,./) sont, ou bien confon-
dus, ou bien conjugués l 'un de l 'autre, et elle devient infinie le long
des deux courbes <,,̂  et <,<y,, (^.Vo) désignant le point conjugué
du po in t ( ^ o . V o ) " Or la correspondance X qui associe les couples de
points conjugués de C déf in i t , par hypothèse, su r la surface, non pas
une courbe, mais u n point . Dès lors le produit

/ . (f^ à^ . cfâ 'Y.9( //, p, «.•) ~ (j (^ ̂  .+ .royo ̂  + y<, ̂ )

est une fonction de / / , v, w qui reste toujours f inie sur la surface et qui
n'admet pas d'autre ligne de zéros que la courbe ^ ( ( ) .

(1) II est aisé d'expliciter la fonction ^{u, c, w). D'après sa définition même, c'est, sur
la surface, unô fonction thêta dii second ordre et de caractéristique nulle; elle s'annule
d'ailleurs pour u == p = w == o à un ordre de multiplicité 5 qu'on peut déterminer de la
manière suivante : la courbe ^ rencontre un plan quelconque mené par le point double 0
de la surlace eu ^ points confondus on 0; or, a priori, elle possède hua branches passant

^nn. Éc. Norm., (3 ) , XX Vr. — MAI 1909. 60
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Ceci posé, il est manifeste qu'en multipliant la fonction R ( X , Y, Z)

définie plus haut par un produit convenablement choisi de la forme

[œ(^, ̂  (,-)] -^ [<i(</, P, (T')]^. .. [<^/, F, ̂ -J^

on peut former une fonction 0(u, ç^, (P) qui reste finie sur la surface S
et ne possède pas d'autre ligne de zéros que la courbe F. D'où cette
conclusion :

Toutes les courbes algébriques d'une surface S liées à une courbe de
g'enre trois hypereUlptique pewent être représentées ïNDïYïDUELLEMETNïyjar
une équation de la forme

%{lt, V, W) -=0,

la fonction @ jouissant sur Ici surface des propriétés d'une fonction thêta
de u» v^ w> et ne s annulant pas en dehors de la courbe considérée.

La contradiction apparente de ce résultat avec le théorème énoncé
dans le cas général s'explique par le fait que la surface S possède dans

par 0, lesquelles correspondent aux tangentes à la courbe C issues de son point triple ;
par suite S = 4.

Ceci posé la fonction générale du second ordre et de caractéristique nulle 6 dépend
linéairement de huit constantes arbitraires. Soient, d'autre part,

^(u, v, w)=f^(u, v, w)^.f^(i^ ^ ^)^..,
©t

8(ï/, P, w)-== ^Q-+- ^2(^, (?, CV)4- ^^(M, P, ^)-h. . .

les développements des fonctions 3 et 6 autour du point u = v == w = o, les/et les ^
désignant des polynômes de degré égal à leur indice; pour que la fbncLion 0 soit infini-
ment petite d'ordre quatre au voisinage du point u = t' = w = o sur la surface, il faut
que

^0=0,
<^(^ v, ^)== kf^(u, ^, w),

k étant une constante, ce qui implique sùx conditions pour la fonction cherchée. Dès lors
on en conclut qu'elle est nécessairement de la forme

A -p(y, p, w)+ B[3(^ p, w)p.

La fonction <?(M,P, a ' ) est précisément celle que nous nous proposions de déterminer.
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le cas hyperelliptique un point fondamental correspondant à l ' infinité
des couples conjugués de la courbe hyperelliptique G.

20. La formule du n0 10 relative au genre des courbes algébriques de
la surface S ne saurait être appliquée sans modification au cas hyper-
elliptique ^ il ^ ^té supposé en effet au cours du raisonnement, que la
fonction â(^, P, ^) ne possédait pas de zéro double vérifiant également
l'équation de la courbe considérée ©^ = o.

Supposons donc que le point
//, :r= (» == w r--- 0

annule la fonction ©„ à l'ordre de multiplicité d. Pour que l'intégrale

/ « .̂.-i dit
i)(^(^)
D(^(Ï ')

reste f inie au voisinage de ce point, il faut et il suffit que la fonc-
tion ©^ soit inf iniment petite d'un ordre au moins égal à celui du
dénominateur D(^^,1 c'est-à-dire d'ordre d. Dans ces conditions, le
point fixe u == ç =w == o compte pour id1 unités parmi les solutions
du système

2r=o, e«=o, O^+i = o-

Le nombre v des poin ts de rencontre mobiles de la courbe considérée
avec son adjointe se trouvant ainsi d iminué de ^d'\ on en conclut,
d'après le théorème de M. NÔther, que le genre de la courbe s'abaisse
de d2 unités.

En résumé, le ^enre d'une courbe algébrique quelconque de la surface
de finie par U équation @^ = o a pour expression

p=:3n(n^rî)—d\

n désignant l'ordre de la fonction ©„ et d l'ordre de multiplicité auquel
elle s'annule au point 1 1 = 9 === w == o.

Il convient de rappeler que la démonstration suppose que la fonc-
tion ©„ estprise arbitrairement, ou, d'une manière plus précise, qu'elle
n'admet aucun zéro multiple en dehors du point u = v == w = o.
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21. Quel est enf in le nombre des intégrales doubles distinctes de
seconde espèce d'une surface S liée à une courbe de genre trois hyper-
ellipîiaue? Considérons de nouveau une surface dont les coordonnées
homogènes d 'un point sont proport ionnel les à quatre fondions thêta
normales de caractéristique nulle et d'ordre A, lesquelles ue s 'annulent
à la fois pour aucun système de valeurs des arguments.

Dans la fonnnie fondamentale de M. Picard

po == N -+• cl — 4 p — ( tti — i ) -+- 2 r — (p — i ),

les éléments r, m et p conservent la même valeur que dans le cas
général, savoir :

/• -= 6, m -= 6A2 , p •= 3 h (h ~\~ i ) 4- i ;

d'autre part
Cl --= T .

La classe N de la surface est égale, d'après les considérations du
11° 12, au nombre des solutions non fixes clu système

( ^=o,
(i) wr^- e^ï - 0[XX- ̂ /J = o.

( ©[^2r;,,-0;^]~0[^2r;,~©;,^-| = o,

qui ne sont solutions d'aucun des deux systèmes

(2 )

(3 )

i ^ = 0,

" 0 = o,
( 6 ==-0,

, c- =0,

^0,

Ô^-@0;^o.

Or, le point ^=== <-' == w = o compte, parmi les so lu t ions du sys-
tème (i), pour deux unités, sans vérifier d'ailleurs aucun des sys-
tèmes (2) et (3)..La classe de la surface se trouve donc diminuée de
ce fait de deux unités dans le cas hyperelliptique et elle a pour expres-
sion

: , . , : \ N=18^+12/1+4.
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Enf in , le théorème du si0 13 relatif au nombre p n'est pas applicable
immédiatenient à la surlace S dans le cas hyperelliptique, parce que
la correspondance entre les points de la surface et les couples de
poin t s de la courbe dcfgenre trois C possède un point fondamental qui
répond à l ' inf ini té des couples formés de deux points conjugués.

Considérons une autre surface S' liée à la même courbe C, mais
dont: les coordonnées homogènes d'un point sont proportionnelles à
quatre fonctions @\{uy ^, w) s 'annulant à la fois pour

la, correspondance entre la surface S' et la courbe G ne possédant pas
de point fondamental, le nombre p' est égal a 2. Or, diaprés un théo-
rème de M. Picard, les invariants relatifs p et p' de deux surfaces S
et S' qui se correspondent birationnellement sont liées par la relation

p + F = p ^ + r ,
F désignant le nombre des po in t s fondamentaux de la surface S.

Dans le cas actuel

: 2, F==:r, F^o,
roù

p==i.

L'appl icat ion de la formule fondamentale de M. Picard, donne dès
lors, dans le cas hyperelliplique,

po== \(\,

de même que dans le cas général.
Donc : Les surfaces algébriques dont les points admettent une corres-

pondance u'niçoque avec les couples de points d^une courbe hyperelliptique
de genre (rois non singulière possèdent quatorze intégrales doubles
distinctes de seconde espèce.

22. On peut établir ce résultat par une voie toute différente. Envi-
sageons les six intégrales abél iennes distinctes de seconde espèce de
la courbe hypereli iptique G, lesquelles peuvent être ramenées à la
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forme / ^ ̂

P(^) désignant un polynôme du septième degré et l'exposant, y rece-
vant les valeurs o, i, ..., 5 ; formons les intégrales doubles

(I) ffw^w^'3^ (^•=0 ' I ' ••• '5 )•
D'après leur formation même, ces expressions sont des intégrales

doubles de seconde espèce de la surface S; elles sont d'ailleurs au
nombre de quinze. Mais on peut établir qu'elles ne sont pas distinctes
au moyen d'une identité de Weierstrass qui est fondamentale dans la
théorie des intégrales hyperelliptiques

à r P(^) 1 à r P(^) __1 ^ v(^l_
^4( , /^^^p^)p(^) j - ^[(^z1)^^)?^)^ ~ ^ P ( z ) P ^ ) '

U(^, s') étant un polynôme en z, z'\ défini par cette identité même et
qui est du cinquième degré par rapport à z et par rapport à z\ Cette
identité montre, en effet, qu'on peut former une combinaison l inéaire
à coefficients constants (non tous nuls) clés expressions

^ z11'— ^z^l

TF^TTÏ^
(<7, / •==o, i, . .., 5)

qui se réduit à une somme de dérivées partielles, et, par suite, qu'il
existe une combinaison linéaire des intégrales (i) réductible a la
forme œ^)^.
R et S étant des fonctions rationnelles des coordonnées X, Y, Z d'un
point de la surface.

On obtient donc par cette voie quatorze intégrales doubles de
seconde espèce de la surface S, lesquelles sont distinctes si le poly-
nôme f.Çz) est pris arbitrairement.

Toutefois cette démonstration ne précise pas le sens de l'expression
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« pris arbitrairenient », tandis que nous avons établi par d'autres
considérations que le cas d'exception est celui, où la courbe hyperellip-
tique ̂ = P(^) est une courbe singulière.

DEUXIÈME PARTIE.
S U U LES SURFACES A L G E B R I Q U E S L I É E S A U N E COURBE DE (yENRE TROIS

PAR U N E C O R R E S P O N D A N C E N O N U N I V O Q U E .

23. La seconde partie de ce travail est consacrée à l'étude des sur-
faces algébriques dont les points admettent une correspondance non
unwoque avec les couples de points d'une courbe algébrique de genre
trois; nous nous bornerons d'ail leurs au cas où un p o i n t arbitraire de
la surface H répond à deux couples de points de la courbe C.

On obtient des surfaces de ce type en égalant les coordonnées non
homogènes d'un point X, Y, Z à trois fonctions abéliennes paires
<I^ {u, v, w), <&a(^ ^ ^)» ^(^ ̂  ̂ ) ̂  variables u, ^ (P, liées elles-
mêmes par la relat ion

3(u, ̂ w)=o,

car les deux systèmes d'arguments (//, ^ w) et (— u, —! (-», — w} défi-
nissent un même p o i n t de la surface. Les deux couples correspondants
(.r,y), (Y,y) efc ' (X/Y), (X/, T) de la 1 courbe C sont découpés sur
cette courbe par une de ses adjointes d'ordre m — 3 , en vertu des
relations

[Ga(^j) -h (x^7,./)] + [(ia( X, Y) + G^X7, r)] =0 (a = ï , 2, 3).

Réciproquement on peut établir que toute surface algébrique S dont
les points admettent une correspondance (i, 2) avec les couples de
points d'une courbe de genre trois G est nécessairement de ce type.

Envisageons à cet eflet""une surface S dont les points correspondent
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d'une manière univoque aux couples de points de la courbe consi-
dérée C. A tout p o i n t m de S correspond un point p. de S, mais à tout
point p. de S correspondent deux points m^ m' de S; dès lors, la cor-
respondance (m, m) définit une transformation birationnelle de la
surface S en elle-même. 11 suffit donc, pour démontrer la proposition
énoncée, d'établir qu'il n'existe pas d'autre transformation biration-
nelle de la surface S en elle-même, que celle associant à un point
{u, v, w) le point conjugué (— / / , — i7, — (p).

Soit donc une telle transformation associant au point m ( X , Y , Z ) ,
d'arguments /./, ^, w, le point /^('X', Y^Z') d'argurnents u\ ç>\ w\ On
a sur la surface

^/^Mir/X^Ni^T,
d ^ ' ^Ms^-hN^Y',
cW-^M^lX'^R.dY^

M^ et N^ désig'nant des fonctions rationnelles de X', Y", Z'.
Par hypothèse X', Y", Z' sont des fonctions rat ionnel les de X, Y, Z,

dès lors
^^IV/X+Oi^Y,
dv1 ==:P,dX-^Q^€lY,
d^/^iP,r/.X.•+-Q,dV,

P, et Q/ désignant des fonctions rationnelles de X, Y, Z.
En d'autres termes, fdu\ j c h ' , i dw1 sont des intégrales de difle-

rentielles totales de première espèce de la surface S et, par suite, elles
sont nécessairement des combinaisons linéaires des trois intégrales
f du, f ûfp, f dw :

/ l(! = TTn U + Tria V •+- 7:13 W +• TTi,
( i ) . (/ = TTai u -|- TT^ ^ +• ^23 ̂  •4- TTa,

( (.ï.̂  == 7:3.1 U -(- 7Î39 (-' 4- 71:33 Ï'P "+- 71; 3.

Envisageons d'autre part le Tableau des périodes des intégrales
considérées

I , 0, 0, On, 012, 013,

Ô, I , 0, f f^ î ^22? ^2;î»

o, o, i, ^31, a^, 033,



SUR UNE CLASSE DE SURFACES ALGÉBRIQUES, ETC. 1/\ï

et faisons décrire à la variable d'intégration un contour fermé tel que
les intégrales u, ^, w s'augmentent respectivement d'un de leurs sys-
tèmes de périodes simultanées : de leur côté u\ /, w' doivent
reprendre leurs valeurs initiales, à une période près ; il existe donc des
entiers A, g et H, G, tels que

7T/,/ == ki,[ ^~^^§jl akj

7 \ ( Â - , ^ = Ï , 2 , 3 ) .

^ '77/,Y ajl ̂  HÂ-/ -4- ̂  Gy7 Okj

1 1

Ces équations sont précisément celles qui se présentent dans la
théorie des correspondances clé Hùrwitz. Nous avons reconnu précé-
demment (n° G) que, dans l'hypothèse où les fonctions abéliennes
considérées ne dérivent pas d ' u n e courbe singulière, ces équations
exigent que

/<H == //.22 ='"= //33 = tx-i i, = (.Ï22 ̂  ^33 '.

et que tous les autres entiers h, g et H, G soient nuls. Par suite

-7TH== 7T^~= TT;}:} »

alors que les autres constantes TC/^ sont nulles, et les équations f i )
prennent la forme

n' •==. T: a •+• TTi,
^ ^_^ç ^ ̂  .

^'••=.. TTtP -h- TTa.

Ceci posé, soient (^,y)? (^Vy) efc (^ ^)? (^ /» 71/) ^es ^eux couple
de points de la courbe de genre trois C qui répondent respectivement
aux deux points {u, çs w) et {u/, (/, w') de la surface S : il résulte des
relations précédentes que

é'aC^ 'n ) c^ + g^'E;, r/) d'^ n ̂ a(^, y) ̂  + ̂  ̂ (^'^ Y ) ̂ '
(a m, 9., 3).

Or, ^r et ^' étant arbitraires, ces trois équations exigent que
^/////. Kc. /\'n/-/n., (:î), XK^'I. — JriN iQOt). 3 1



2,/[2

les deux déterminants
L. ÏVEAiY.

^i(^j) ^i(^y) ^i(ê^)
^2(^7) ffî^'/) ^â(^)

^(•^y) ^3(^7') ^të"^)
et

^1(^7) ^i(^y) ^aw)
^2(^7) ^(^,./) ^î(^/)
^(^.r) ^(^.Y) ^(^)

soient nuls, ce qui exprime précisément qu'il existe une ad jo in te
d'ordre m — 3 à la courbe C :

\ ̂ i O? y ) + ^ é^ (^» J ) + ^3 é^ ( ;y, y ) == o
passant par les quatre poin is :

Or,j), (^y), (t,Y)), (^^Y] ' ) .

D'où cette conclusion : Les surfaces S dérivant d'une courbe de genre
trois 7io7i singulière ne possèdent pas d'autre transformation biration-
nelle en elles-mêmes que celle associant les points conjugués.

Dès lors : Si une surface algébrique S admet une correspondance (1,2)
avec les couples de points d'une courbe de genre trois non singulière, les
deux couples de points de la courbe qui correspondent à un même point de
la sur face sont nécessairement les points de rencontre de cette courbe avec
une de ses adjointes d'ordre m — 3.

On peut d'ailleurs supposer que la courbe C est une courbe plane
du quatrième ordre (sauf dans le cas hyperelliptique) : les deux
couples de C homologue.', d 'un même point de S sont alors situés sur
une même droite.

Sur le genre des surfaces I.

24. De même que les surfaces générales S, les surfaces S possèdent
trois intégrales doublés de première espèce

j j duch^ i f d v d w , ( Çdwdu,
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mais elles ne possèdent manifes tement aucune intégrale de différen-
tielle totale de première espèce :

Les surfaces 2 sont donc des surfaces régulières de genre trois.

On établ i t , par la même méthode que précédemment, que les inva-
riants de M. Nôther ont pour valeurs, dans le cas des surfaces S,

pw=î et ^ l)=4•

Les propriétés géométriques du système canonique des surfaces S
rappellent de trop prés celles des surfaces S pour qu'il y ait lieu de
nous y arrêter (1). Nous nous bornerons à énoncer les résultats sui-
vants :

Toute surface adjointe d'ordre m — 4 tangente à la surfaces découpe
sur elle une courbe .̂  de genre trois et de mêmes modules que la
courbe fondamentale C. L'enveloppe de la famille des courbes ^
d'une part, et le lieu géométrique de leur point double, d'autre part,
sont également deux courbes de genre trois et de mêmes modules
que C.

Sur les courbes algébriques tracées sur une surface I.

25. Envisageons en même temps une surface S admettant une cor-
respondance univoque point par couple avec une courbe de genre
trois et une surface S admettant une correspondance (i, 2) avec cette
même courbe : à toute courbe algébrique C de la surface S correspond
une courbe T de la surface S, et réc iproquement à (ou te courbe T de
la surface S correspondent deux courbes G et C/ de la surface S, les-
quelles peuvent d'ailleurs coïncider.

D'après le théorème fondamental du n° 8, étant donnée une courbe C
de la surface S, il est possible de former une fonction 0(z/, ^, ̂ ) jouis-
sant sur la surface des propriétés d'une fonction thêta, s 'annulant le
long de la courbe considérée et peut-être aussi le long de l 'une ou
l'autre de deux courbes déterminées .^o et .(^y.

( i) Foir noire Mémoire Sur certaines surj'accs al^ébriquc'i liées eau: fondions abc-
llenncs de genre trois (Joanial de Mra/tématiqiies, 0e série, t. IV, 1908),
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Ceci posé formons le produit

6(</, r,(p)=0(^, r, (P)6) (— //, -c, — H") [.%]-"5,

en désignant par à l'ordre de multiplicité auquel la fonction ( ) ( u , c, (P)
s'annule le long de la courbe <o (ou .i^y), et par &„ la fonc t ion

^o ̂ (^(?»(Tf) -+yo^(^ ^ ̂ ) •+- j^^^1^ïs îp)-

D'après sa fbrmalion même, la fonction @Çu, (, w) n'est jamais infi-
nie sur la surface S et ne s'y annule que le long de la courbe consi-
dérée F; de plus c'est une fonction paire ou impaire (car la fonc t ion S'o
est impaire).

Nous pouvons donc énoncer le théorème suivant, qui peut servir de-
point de départ pour l 'étude des courbes algébriques de la surface :

Toute courbe algébrique tracée sur une surface S 7ion singulière peut
être représentée par une équation de Ici forme

©(/ / , t',tP) =0,

@ désignant une fonction paire ou impaire qui jouit des propriétés d'une
fonction thêta de u, v, w sous la con'Iiiion 5 (u, p, w) == o.

L'étude des courbes algébriques des surfaces S se trouve donc nota-
blement simplifiée, grâce à cette circonstance que les multiplici tés J^o
et ̂  distinctes sur les surfaces S, se recouvrent l ' une l 'autre sur les
surfaces S.

26. Les propriétés des systèmes linéaires de courbes tracées sur la
surface découlent des propriétés des fonctions thêta de trois variables;
il suffit d'ailleurs de considérer les fonctions thêta normales, puisque
les courbes de la surface S sont définies par les fonctions Q(u, P, w)
de parité déterminée. Nous rappellerons d'abord quelques propriétés
des fonctions thêta normales de genre trois.

Soit un tableau normal de périodes
î, o, o, On, Oiâ, ^13,
ô, ï, o, Oâi , ay^ a.^,
o, o, i, ^i, a^ a^



SUR UNE CLASSE DE SUKVACES ALGÉl ï lUQUES, ETC. ^45

dans l eque l on suppose
flf^= €t/,i.

On appelleyb/zc/îo/z ^Â^a normale d'ordre n une fonc t ion uni forme,
ent ière de u, P, ^, vérifiant les relat ions

0(^+ï, r, (P) •=e^1 0(«, ^, n-),
@{^, r4-i , (T') =6^ C(z/, p, tr),

©(^, r, «1 -4- i) = ̂ 'ÎT/ 9(^, c, ïï/'),

© ( ^ / + an, f + (^12, ( ï ' 4 -^13) == ^^^(z/, ^, (F)(? "" /"—,
//<j^

0(^^ 4- ^âi, c + 033, (Y ' 4- ^â;i) ==-- e^^1 0(z^, r, n')^ 1 l ï ,
/?;,;,

© ( / z -4- ^31, v '{- a^, (F 4- a.^) ̂  é^1 6(// , (\ <r)c 'H " :i ,

£ , , £^, £;(, Y ] , , y]^. Y];, désignant o OLI T .
L'ensemble des six nombres

£ i » Sa? £3»

^l? "12? "/];tï

est dit la caractéristique de la fonction thêta; la caractéristique est d i t e
nulle si les six nombres sont nuls. D'après cela il existe 64 caractéris-
tiques différentes et, par suite , 64 systèmes de fonct ions thêta nor-
males d 'un ordre donné .

Fonctions thêta du premier ord/e, - - Parmi les 64 fonctions thêta nor-
males du premier ordre, 36 sont paires et û8 sont impaires : chacune
s'annule pour 28 demi-périodes, c'est-à-dire pour 28 systèmes de
valeurs de u, p, w compris dans les formules

, . ^ 1 1 ^ià Cl \t
u -.= t-Ki ^-p—— -4-^—— 4 - / " — — 5

Â 2 / 2 2

Citïi Cte>e> Cis>-\
r •=. /n-K c -+- p — 4- q — -}-/•—?/ 2 J 2 a

c-i-ti a'ï'1 ci-ï-ï
^ = nnt 4- P — 4- q — 4- /" —?

- 2 " 2 2

(/, m, ̂ , p, y , r ^z o ou i),

Fonctions thêta d^rdre impair. — Pour chacune des 64 caractéris-
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tiques, il existe n3-^1 fonctions de même parité que la fonct ion S-, du
premier ordre et de la même caractéristique; chacune d'elles s 'annule
pour les 28 demi-périodes qui sont des zéros de &/.

Il existe ̂ ^ fonctions de parité contraire à ^-; elles s 'annulent
foutes pour les 36 demi-périodes qui ne sont pas des zéros de .°r,.

Fonctions thêta d'ordre pair — Ce cas se subdivise en deux suivant
que la caractéristique est nulle ou non .

Les 7i3 fonctions de caractéristique nul le comprennent n—— fou-

tions paires ne s 'annulant pour aucune demi-période, et —^— fonc-
tions impaires s'annulant pour les 64 demi-périodes.

Pour chacune des 63 caractéristiques non nulles, il existe -^ fonc-

tions paires et ̂  fonctions impaires. Soit £-, la fonct ion du premier
ordre et de la même caractéristique, et & celle du premier ordre et de
caractéristique nulle : les ^- fonctions de même parité que le pro-

2

duit(2^2r) admettant pour zéros les 82 demi-périodes qui annulent
une seule des deux fonctions 2^- et 2r; et les n- fonctions de parité con-
traire au produit (S^&) s'annulent pour les 32 autres demi-périodes.

27. Dans l'étude des courbes algébriques d'une surface S, il importe
de remarquer que certaines combinaisons linéaires des fonctions
thêta sont identiquement nulles sur la surface, en vertu de la relation

3(t/, ^w)=r0.

Le nombre à des paramètres homogènes dont dépend le système
linéaire défini par une équation de la forme (w^(î^,ç ? ,^)==o nîest

donc pas égal au nombre des fonctions thêta de trois variables,
d'ordre n, de caractéristique et de parité données, linéairement dis-
tinctes, car ces fonctions comprennent les produits de 9(^,p,w) par
une fonction ©^-o d'ordre n —• i, de même caractéristique et de même
parité que ©„; en fait, le nombre S est égal à la différence du nombre
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des fonctions ©„, linéairement indépendantes et de celui des fonc-
tions ©^.

Différents cas sont à considérer suivant la caractéristique et la parité
de la fonction ©„ ; voici les résultats :

La série linéaire de courbes définies par l'équation @/;(^, ç', ^)==o
dépend d'un nombre de paramètres homogènes

À — î i'Lz1) -L-k"0 == ——————— 4- .K,
2

où n désigne l'ordre de la fonction thêta et K une constante numérique
ne dépendant que de la caractéristique et de la parité de la ^fonc»
tion^^).

Les valeurs de la constante K sont données par le Tableau suivant :

%n est de caractéristique nulle.

La fonction 0^ et l'entier n sont de même parité . . . . . . K == 4
La fonction 0,,, et l'entier n sont de parité contraire ... K ==— 3

ô/, est de caractéristique non nulle.
Le produit (2^©,,) et rentier n sont de même parité.... K •===. o
Le produit (2r^0,,) et l'entier n sont de parité contraire. K = r

(2't désigne la fonction du premier ordre et de même caractéristique queG^) .

On peut disposer des coefficients de la fonction ©^ de manière
qu'elle admette pour zéros multiples certaines demi-périodes [prises
parmi les zéros de &(z/ ,p ,w)] : il nous sera utile de connaître le
nombre des conditions linéaires qui expriment qu 'une demi-période
(^•, ̂ , q^.) est un zéro d'ordre ^ pour la fonction ©^.

On a, au voisinage du point Çu^ ç^, ̂ ),
S- ( u, p, w) == ai ( u —" z/i ) 4- a.i ( v — t'i ) 4- 03 ( w — (FI ) +... = o,

d'où, en résolvant par rapport à Çw —• w^ ),
(i) w — W i = = S ( ^ / — u^ ^ — ^ i ) ,

( 1 ) Cette formule n'est pas valable pour n, == i.
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S désignant une série entière et impaire en Çu—u,) et ( ^ — ^ ) .
Ceci posé, deux cas sont à distinguer :

i° Si la fonct ion ©„ ne s'annule pas normalement pour la demi-
période u^ P ( , ^,, elle est nécessairement une fonction paire de
(u -^ ^), Çv — ^), {w — ^i), et son développemement est, en vertu
de ( i ) , de la forme

0,= 6o4- b,(u- u,y+b,(u - u,) (^-~ c^) + ̂ ((^ — rO2^. . ..

Le nombre des conditions linéaires qui expriment que u^ ?,, w, est
un zéro d'ordre (2r) pour ©^ est donc égal à

1-4-3 -h. . .-+- ( a / ' — ï ) =/-2.

2° Si la fonction ©„ s'annule normalement pour la demi-période
(u^ ç^ ^), elle est nécessairement une fonction impaire de {u — u^),
^ .^. ç^^ ̂  — <^^ et son développement est de la forme

©„ = c^ ( «— //i ) 4- 6-2 ( t' ~ Ci ) + <3 ( /< — ^i )3 -+-....

Le nombre des conditions linéaires exprimant que u^ ^ i , ^i est un
zéro d'ordre 2^+1 pour ©„ est donc égal à

2 + 4 - l - . . . + 2 / 7 = ç ( < 7 + î ) .

Sur le genre des courbes algébriques tracées sur une surface ^.

28. Soit une courbe algébrique quelconque de la surface 2 définie
par l'équation

©»(^, r ,w)=o,

©^ étant, sur la surface, une fonction thêta d'ordre H y de caractéris-
tique quelconque, paire ou impaire; proposons-nous de déterminer
le genre de cette courbe.

De même que précédemment, nous formerons d'abord une intégrale
abélienne de première espèce attachée à la courbe ©^==0. Si l'on
désigne par X, Y, Z les coordonnées non homogènes d'un point de la
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courbe, on a le long de cette courbe
H du.

dX •r=
.I)(^0.)
DO^y-)

en posant
D(X^^,)
[)(«, r, tï')H=

249

La fonction îï(u, p, <P) joue, pour les points de la courbe ©^== o, le
même rôle qu'une fonction thêta d'ordre (n -+-1) de même caractéris-
tique que ©/;, mais de parité contraire. Si, donc on désigne par Qn+\
une fonction quelconque d'ordre (n4--i) , de même caractéristique
que ©„, et de parité contraire, l 'intégrale

ir _

est une intégrale abélienne attachée à la courbe @^= o.
On démontre, par un raisonnement déjà employé, que cette inté-

grale est de première espèce dans l'hypothèse où ©^ désigne la fonction
générale d'ordre n, d'une caractéristique et d^une parité données.

Combien cette forme donne-t-elle d'intégrales linéairement dis-
tinctes? Nous avons déterminé, dans la section précédente, le nombre
des fonctions thêta d'ordre ( /z+i), de caractéristique et de parité
données, non identiquement nulles sur la surface; mais, parmi ces
fonctions, il en est trois qui sont identiquement nulles sur la courbe
©„== o : à savoir les produits

<• ^9-.^
Dès lors, le nombre CT des intégrales jl linéairement distinctes est

donné par la formule
3n(^-n) ,,. o

ÇJ •^z, •—————————— ••+- JY —— 0 •
2

On peut démontrer, au moyen du théorème de M. Nôther, que ce sont
bien là toutes les intégrales de première espèce de la courbe consi-

Ann. Éc, fform., (3), XX.VI. —• JUIN 1909. 32
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dérée. A cet effet, déterminons le nombre v des points de rencontre
mobiles de la courbe ©/,=o avec son adjointe ©,,,,==o, lequel, est
égal à la moitié du nombre des solutions non fixes du système

^=0, ®/,,=o, ©,^=:o.

Ce système admet au total QnÇn •+-1) solutions, dont il faut déduire
les solutions fixes, à savoir les o- demi-périodes annulant à la fois 5,
<^et©^.

La détermination du nombre o- dans les différents cas ne présente
aucune difficulté, si l'on se reporte au Tableau des zéros des fonctions
thêta de trois variables (n° 26). Voici, les résultats :

©„, est de caractéristique nulle.
La fonction ©,i et l'entier n sont de même parité . . . . . . . cr =- o
La fonction @n et l'entier n sont de parité contraire . . . . 0-== 28

©^ est de caractéristique /ion nulle.

Le produit (S-AO et l'entier n sont de même parité . . . . . o-= 16
Le produit (2r,ô,J et l'entier n sont de pari té contraire . . cr== 12

(2r, désigne la fonction du premier ordre et de même caractéristique que 0,,)-

11 convient d'ailleurs de remarquer que, dans tous les cas, les demi-
périodes annulant à la fois 5- et ©„ sont les mêmes que celles annulant
à la fois 2r et ©^4.1.

En résumé, le nombre v des points de rencontre mobiles de la courbe
considérée avec son adjointe a pour valeur

6 n ( n -+- i) — o"
2

Dès lors, pour s'assurer que les intégrales 1 comprennent toutes les
intégrales de première espèce de la courbe ©„,=== o, il suffît de vérifier
l'égalité suivante dans les quatre cas distingués précédemment :

^ - ^ ( C T — I ) ,
c'est-à-dire

6 n ( n ^ i ) ^ ^ ^ r / 3 n ( n + i ) ^ 1<1 LÀ <2 ) y
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ou encore
4K.-+-cr=i6.

Cette vérification est immédiate d'après les valeurs de Ket de cr don-
nées aux n^ 27 et 28.

29. Nous avons supposé jusqu'ici que la courbe algébrique considé-
rée était la courbe générale de la série linéaire définie par l'équa-
t ion ©„=== o : il, nous reste à examiner le cas où la fonction ©^ admet
certains systèmes de valeurs des arguments pour zéros d'ordre de mul-
tiplicité s^ Un tel système définit sur la courbe @^= o un point mul-
tiple à ^ branches ; en effet, d'après les développements

S' ( u, t^ w) == a ( u — Ui ) 4- b ( ('' — P/) 4- c ( w -— (P,) -\- d( u —- Ui )3 -h .. . == o,
€„ ( u, c, w ) == A ( « — ̂  4- B ( u — M,)^-1 ( p — v, )+...=: o,

les développements des coordonnées d'un point de la courbe au voisi-
nage du point u^ v^ (^ sont de la forme

X=s[(^-"^Â|,

S désignant une série entière.\j
II convient de distinguer parmi les zéros multiples de @n les demi-

périodes qui, annulent la fonction S"(^, Vy w).
Soit Ui, ^, Wi une telle demi-période, annulant la fonction Qn

à l'ordre ^ de multiplicité : pour'que l'intégrale
O//-H du
».)(^(^)
l)(r,w)

reste finie au voisinage du point u^ ^, ^,, il est nécessaire que la fonc-
tion ©^ y soit infïni lnent petite d'ordre (s, - i) au moins. Mais,
d'après une remarque précédente, les demi-périQdes annulant £r et ©„
sont les mêmes que celles annulant Sr et 0,,-n, et, par suite, l'ordre de
multiplicité du zéro u,, p,, w, est de même parité pouf®^ qne pour 0^ :
on en conclut que u/, ^, t^-doit nécessairement être un zéro d'ordre ̂
pour la fonction @^,. Le nombre total des conditions linéaires (1) im-

(1) Ces relations linéaires pourraient n'être pas toutes distinctes, auquel cas rabaisse-
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posées de ce fait à la fonction 0^o c'est-à-dire l'abaissement du genre,
a donc pour expression

Sr2-? 2 ̂ 7 4- i).

Enfin si la fonction ©/, s'annule à l'ordre Sj poar un système de va-
leurs u ' , P,, Wj des arguments qui n'est pas une des demi-périodes an-
nulant &(a, v, w), il faut et il suffit, pour que l'intégrale considérée
reste finie en ce point, que la fonction ©^i y soit infiniment petite
d'ordre ( s j — i), ce qui entraîne un nombre de conditions linéaires
égal à

s A s j — ï )
2

Voici donc le théorème général auquel conduit l'analyse précédente :

Le genre d'une courbe algébrique quelconque de la surface S, définie
var l'équation QnÇu, v, w) = o, a pour expression

3n(n-^i) ^ 3 <-, ^ „ / . ^ s ( s - ï )p -̂ : ——^———i 4- K. — 3 — 2< /- — Z q{q 4- x ) — Z ————— 9

où l'on désigne par :

n l'ordre de /a fonction ©^;
2/\, ir^y ..., (2<7^ 4- t), ('2(72 4- i), ... les ordres de multiplicité des zéros

de 0,^ cpifont partie des vingt-huit demi-périodes annulant 5(^ (7, w) ;

ment du genre sérail inférieur à [S/-2-!- S<y( /y -4- i ) " J . Cette objection peut étro ecarlôe à
Faide du Lhéorènie de M. Ndther. En effet, le nombre '/ des points de rencontre mobiles
de la courbe particuliai'e 0^==o avec son adjointe est au plus égal à

, , V /=3^(7^--hI")—- l• [S(2/•y2"+-^(2(7-4-, l )2 ]

==37?(n.4- ï )— -2 [S/ - "24-S(7(^-+- i ) ]— -î?

tandis qu'on a pour la courbe générale

v r= 3n(n~^-1)— î;
'2

d'où l'on conclut que rabaissement du genre, qui est donné par la différence —"• s est au
moins égal à

Sr2-hSr/(g -+-1).
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s s», ... /es ordres de multiplicité des autres zéros multiples de 6^;
K enfin une constante numérique qui dépend de la caractéristique et de

[a parité de la fonction ()„, et dont les valeurs ont été données au n° 27.

Il résulte en particulier de la formule précédente que les courbes dé-
finies sur la surface S par les soixante-trois fonctions thêta du premier
ordre et de caractéristique non nulle sont de genre un, et que les
courbes du système canonique sont de genre quatre,

Sur le nombre des intégrales doubles de seconde espèce
des surfaces 2.

30. Nous nous proposons de déterminer la valeur de l'invariant po
pour les surfaces S par la méthode déjà exposée pour les surfaces S.

Envisageons une surface S définie en coordonnées homogènes par
les équations

^(u, v, w) =0,
X^==Q/(^( ' ,nQ ( /== ï ,2 ,3 ,4 ) ,

où les ©/ sont quatre fonctions thêta normales d'orde À, clé caractéris-
tique nulle, et de même parité que l'entier À, qui ne s'annulent à la
fois pour aucun système de valeurs de u, v, w.

Les vingt-huit demi-périodes u^ ^, ^ annulant £r(^ v, w} défi-
nissent des points doubles de la surface; en effet les fonctions ©„ ne
s'annulant point pour la demi-période u^ P,, w,, admettent au voisi-
nage de ce point des développements suivant les puissances paires
de (u - ̂ .), (P -- ^), (w - Wi), d'où l'on conclut aisément qu'une
droite menée par le po in t (u,, ^, ̂ ) de la surface S, a, avec celle-ci,
deux intersections confondues au point considéré. Dès lors

D'autre part,
cl == 28.

m = 3 7i2,
3 h\h 4-i)

/•• == o.

Pour déterminer la classe N de la surface, on considère les solutions
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propres du système d'équations

à@ àQ
0 _ au _ àv
^ — ^ — ^ ^

au à^

ces solutions sont au nombre de 6(3A2 -+- ih -4- i), deux à deux égales
et de signes contraires; mais il faut en déduire les vingt-huit demi-
périodes annulant 5(^, ^, w), auxquelles il ne correspond pas de plan
tangent proprement dit. La classe de la surface a donc pour expression

N=6(3^2-t^-±-I^^^
2

Enfin la valeur du nombre p se déduit immédiatement du théorème
général sur les courbes algébriques tracées sur la surface S (n° 25).

Soient en effet deux courbes algébriques quelconques C^ C^ dû la
surface S, représentées par les équations

0i {u, v, w) ==o et 02 ( u ? ( ? ? ( ï ' ) = °5

respectivement d'ordre n^ et T?^. Le quotient

(ô^
W-

est, sur la surface, une fonction sextuplement périodique de if, (;, w :
c'est donc une fonction rationnelle des coordonnées X, Y, Z d'un point
de la surface. Dès lors, l'expression

Lo-^-1^0 ̂ ^

est une intégrale de différentielle totale de troisième espèce ne possé-
dant pas d'autre courbe logarithmique que les courbes C, et Ça.

On a donc pour toute surf ace S non singulière et sans courbe excep-
tionnelle p = ï.

Dès lors, l'application de la formule fondamentale de M. Picard

p Q = ^ N 4 ~ ^ — 4 ^ - ~ ( w — i ) +;2r — ( p — i )
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donne, pour la surface considérée,

p o = = i 4 -

L'invariant po a donc la même valeur pour les surfaces S que pour les
surfaces S.

Sur le cas hyperelliptique.

31. Les particularités des surfaces S/spéciales au cas hyperellip-
tique, rappellent celles exposées précédemment pour les surfaces S.

Le point ^ = = ^ = = w = = o , qui est un zéro double de la fonction
5(^, (;, w) dans le cas hyperelliptique, définit un point quadruple 0 de
la surface S (dans rhypothèse où il n'annule pas les quatre fonctions
coordonnées); en effet, si l'on considère deux plans variables @ -= o
et 9 == o menés par ce point, la demi-période u = v == w == o compte
pour 2 x 2 x 2 unités parmi les solutions du système

5- == o, 0 == o, Q == o,

d'où l'on déduit qu'une droite, menée par le point 0 de la surface S, a,
avec celle-ci, quatre intersections confondues au point considéré.

Les surfaces S dérivant d'une courbe hyperelliptique sont des sur-
faces régulières de genre trois; mais leurs invariants p{i) et p^ n'ont
pas la même valeur que dans le cas général : on établit aisément que

p(2)=â et /?^=3.

Les courbes du système canonique correspondent aux couples dé-
coupés sur la courbe du cinquième ordre G par deux sécantes en invo-
lution issues de son point triple; elles comprennent en particulier la
famille des courbes .Gqui correspondent aux couples de C découpés
par une sécante fixe oaa' et une sécante variable ommf. D'après leur
définition même, les courbes ^ correspondent point par point à la
courbe C; toutefois cette conclusion se trouve en défaut pour les huit
courbes particulières A qu'on obtient en faisant coïncider la sécante
oaa' avec l'une des tangentes ot à la courbe C issues de son point
triple; en effet les points a et a' étant confondus, les couples conju-
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gués am et a ' m ' ne sont plus séparés analytiquement et la courbe A de
la surface correspond d'une manière univoque, non plus aux points de
la courbe G, mais aux sécantes menées par le point triple : elle est
donc unicursale.

En définitive, il existe huit surfaces adjointes d'ordre m — L\ circon-
scrites à la surface S le long d'une courbe unicursale A.

Voici encore une propriété des courbes A qui découle de leur cor-
respondance avec G : si l'on considère sur l'une de ces courbes les
sept points d'intersection des autres courbes A, ainsi que le point qua-
druple de la surface, les huit points en question ont mêmes rapports
anharmoniques que les huit tangentes à G issues de son point triple.

32. La représentation analytique des courbes algébriques delà sur-
face S ne présente pas de particularités spéciales dans le cas hyper-
elliptique. Toutefois la formule du n° 29, relative au genre de la courbe
algébrique définie sur la surface par l'équation 0^= o, doit être com-
plétée lorsque la fonction 0^ s'annule, à l'ordre de multiplicité^/, pour
la demi-période

u •==. v == w == o

qui est un zéro double de la fonction S"(z/,, v, (P).
Pour que l'intégrale

r Qn^du
j D(^0J

J D(i^)

reste f inie au voisinage du point u = v = w == o, il faut et il suffit que
la fonction Q^^ soit infiniment petite, d'ordre au moins égal à celui du
dénominateur, c'est-à-dire à d. Or les fonctions 0^ et 0,, sont de pa-
rité contraire : il en est donc de même des ordres de multiplicité de
leur zéro commun u= y==. w == o, et, par suite, la fonction O/^ est
nécessairement d'ordre (d-+-1) en ce point.

Évaluons le nombre des conditions linéaires imposées de ce fait à la
fonction ô/^. Supposons d'abord la fonction 6^ impaire et s'annulant à
l'ordre d= 2^4-1 pour u= p==qp= o; on a, autour de ce point, des
développements de la forme

2r(^, p, w) =f^u, v, w) -4-.AO, V, w) + . . . = 0,

^.M ( ̂ , ̂  ^) == Fo -+- Fa ( u, P, ( ? ) -+- . . . ,
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les /et les F désignant des polynômes homogènes de degré égal à l'in-
dice.

Pour que 0^., soit d'ordre 2m + 2, eu égard à Ici relation

2r(^, p, (<} == o,

i l faut et il suffît que
Fo=o ,
F2=/a?o»

F4— /4Ço==-'/202,

Faw —— fîm ^O — • • • —— .A ?2/«~- f.. =/2 ?2M-2?

les ^ étant des polynômes arbitraires de degré égal à leur indice, ce
qui implique pour la fonction 6^4.1 un nombre de conditions égal à

''i(4^)=^^-
Dans le cas où la fonction 9/, est paire et d'ordre d=^m pour

u = v = w = o, on établit de la même manière que le nombre des con-
ditions imposées de ce fait à la fonction 0^ est égal à

^(^-.0: d ( d ^ i)

En résumé, lorsque la fonction 6^ admet le point u=v=w= o pour
zéro d'ordre d, l'expression du genre de la courbe Qn = o est diminuée
, , cî(d-+- i) / , .du terme ——:——- ( ).

Donc : Le genre de la courbe définie sur une surface S par l'équa-
tion 9^(^, P, w) = o a pour expression, dans le cas hyper elliptique,

3,^.+.i) .-> r^ . v ^ \ v^-'-^l d(d-^i)p= —{-——— + K — 3 — pr2+S^(<7 -+-i) +^——^——J — ——^——'

d désignant F ordre de multiplicité auquel la fonction Qn s'annule pour le

( l ) On vérifie rindépendance des conditions linéaires imposées à la fonction ô/i-n au
moyen du théorème de M. NÔther ; le point u c= v == w = o diminue en effet de d(d+1)
tinités le nombre des points d'intersection variables des courbes 6^= o et 6^1= o.

^
Ann. Êc. Norm., (3), XXVI. —• JUIN 1909.



258 L. REMY. — SUR UNE CLASSE DE SURFACES ALGÉBRIQUES, ETC.

zéro double de 5(^, 9, (-?), ̂  /^ a^r^ lettres ayant la même significa-
tion que dans le cas général.

33. Quelle est enfin la valeur de l'invariant po pour les surfaces algé-
briques S dont les points admettent une correspondance (1,2) avec les
couples de points d'une courbe de genre trois, kyperelliptique?

Si Von désigne respectivement par

g-^z)ds= ——1 ( î==o, i, ..., 5)

les six différentielles abéliennes distinctes de seconde espèce attachées
à la courbe hyperelliptique de genre trois G, d'équation

Z^P^),
les expressions

(0 f ([giWgk^^-gk^gi^^dzdz' (/, /c=o, i , . . . ,5 )

présentent les caractères d'une intégrale de seconde espèce; d'ailleurs
elles restent invariables lorsqu'on remplace respectivement les deux
points ÇZf Z) et (^ Z^) par leurs conjugués hyperelliptiques (s, — Z)
et(^, —Z') ; dès lors ce sont des intégrales doubles de seconde espèce
de la surface S.

Les combinaisons de la forme (i), au nombre de quinze, donnent au
plus quatorze intégrales distinctes, en vertu de Pidentité fondamentale
de Weierstrass; elles en donnent effectivement, quatorze dans l'hypo-
thèse où la courbe n'est pas singulière, d'après les considérations ex-
posées à propos des surfaces S.

Nous pouvons donc énoncer le théorème suivant :

L'invariant po est égal à quatorze pour les surfaces algébriques dont les
points admettent sou une correspondance unwoque» soit une correspon-
dance (i, ̂ ) avec les couples de points d'une courbe de genre trois, géné-
rale ou hyperelliptique, mais non singulière.


