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SUR

UNE CLASSE DE SURFACES ALGEBRIQUES

LIEES AUX FONCTIONS ABELIENNES DE GENRE TROIS;
Par M. L. REMY.

——

Ce Mémoire a pour objet I'étude générale des surfaces algébriques
dont les points correspondent aux couples de points d’une courbe de
genre lrots, et il a pour point de départ la représentation paramétrique
des surfaces de la classe considérée par les fonctions abéliennes de
trois variables.

De méme que pour les surfaces hyperelliptiques, il convient d’éta-
blir une distinction fondamentale suivant que 2 un point de la surface
répondent un ou plusieurs couples de points de la courbe. La premiére
Partie de ce Mémoire traite des surfaces algébriques qui admettent
une correspondance univoque avec une courbe de genre trois, et la
seconde Partic est consacrée aux surfaces algébriques dont la corres-
pondance avec cette courbe est du type (1, 2).

Ann, Ec, Norm., (3), XXVI. — Mar 1909.



194 L. REMY.

PREMIERE PARTIE.

SUR LES SURFACES ALGEBRIQUES LIEES A UNE COURBE DE GENRE TROIS
PAR UNE CORRESPONDANCGE UNIVOQUE.

Représentation paramétrique des surfaces S.

1. On doit & M. Humbert (*) une représentation paramétrique des
surfaces considérées au moyen des fonctions abéliennes de trois varia-
bles u, ¢, w, & six systemes de périodes simultancées, représentation
dont nous ferons un fréquent usage dans étude de ces surfaces.

Désignons par g, (=, y)dx, g,(z, y)dx, g,(z, y) dr trois différen-
tielles abéliennes distinctes de premiere espéce attachées a la courbe
de genre trois C, d’équation /'(z, v) = o, et posons

g (xyy 1) daey + g4 (g, ¥a)dey+ g (23, 1) dxy = du,
&al @y, y1) doi 4 &9 (Xay ¥y) dxy + &3 (g, yy) dovy=dv,
&al@y y1) doy+ g3( @y, o) dey - gy (25, yy) dacy = dow.

~ Toute fonction rationnelle symaétrique par rapporta (z1, y,), (22, 7,),
(x,,y,) est une fonction abélienne de «, ¢, w3 il en est de méme si
I'on suppose que le point (z,, y,) est fixe, mais alors «, ¢, w sont liés
par la relation

T+ 0+ p, w4v)=o,

5 (u, 9, w) désignant la fonction théta normale du premier ordre et de
caractéristique nulle, et A, u., v des constantes.

Si l'on désigne par G(z, y) U'intégrale /.g(x,y) dx on peut, en
augmentant , ¢, w de constantes et en choisissant convenablement les
limites inférieures des intégrales, ramener les relations précédentes
a la forme

Gi(z, y) + Gl(w',_y’) =u,
Go(, )+ Gy, y' ) = v,
Gy (2, y) + Gy(2/, ') = w,

=
I(u, v, ) =o.

(1) Journal de Mathématiques, 5¢ série, {. 1M1, 18¢6.
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Dés lors, les surfaces S peuvent étre représentées parametriquement
par des équations de la forme
X==®,(u,0,w),
Y =@,(u, 0, w),
L =d;(u, e, w),

ou les fonctions ® sont des fonctions abéliennes & siz systemes de periodes
des trois parameétres u, ¢, w liés ewr-mémes par la relation

F(u, 0, w)=o.

La fonction 5 étant une fonction paire, la représentation précédente
met en évidence une transformation birationnelle de la surface S en
elle-méme, a savoir celle qui fait correspondre au point d’argu-
ments (u, ¢, @) le point d’arguments (—w, — v, — w) : deux tels
points seront dits conjugues.

~

Sur le genre des surfaces S et sur leur systéme canonique.

2. Sur la surface S les trois intégrales doubles

ffa’u dv, /.\[{lv dwv, f /.dm du

sont des intégrales de premicre espéce, carelles ne dewennentjamals
infinies & Uintérieur d’un prismatoide de périodes.
Réciproquement, on établitaisément que toute intégrale de premiére

espece de la surface
[ rex.¥,zyaxax

est nécessairement de la forme

ff‘>am[cz($ }’ n/u(L’V)_D'/-.(x")bl(‘r97 )]dxd‘l
(6, k=1,2,3)
ou encore

ffal, didy + sy dy dw + az dw du.

y 2 ' . ’ \ A AT~
Donc le genre géometrigue des surfaces S est €gal a trois. -



196 L. REMY.
Les surfaces S possédent trois integrales de différentielles totales de
premiére espéce lincaivement distinetes :

fa’u, fdv, fdu'.

Réciproquement toute intégrale de différentielle totale de premiére
espece de la surface est unc combinaison lindaire de ces trois inté-
grales. Soit en effet une telle intégrale

ch{erchY;

elle devient, lorsqu’on y remplace X, Y, Z en fonction de (=, ),
(@, ¥

Pla,y; 2,y Yde + Q(x,y; 2',y ) dx!,
Y Y Y Y

P et Q étant deux fonctions rationnelles de @, v et ', ¥'. Si 'on sup-
pose &', ¥ constants, 'intégrale précédente doit se réduire & une inté-
grale abélienne de premiére espece de lacourbe G. Des lors

P(-T,.}'§ x', )'7) =N gz, y)+ Yo g (e, y) -+ 2y g3(2, ¥),

Ay, Ay, Ay btant @ priord des fonctions rationnelles de @', y'; mais,
comme ces fonctions doiventrester finies quel que soitle point (2, y),
elles se réduisent nécessairement i des constantes.

D’autre part, la ditférentielle doit rester inaltérée lorsqu’on permute
les points (x, y) et (2, '), ce qui exige

Q(z,y; 2,y )=\ g2 y') + 1y g (2, y') + by g3 (2, y')-

[T est donc établi que I'intégrale considérée est de la forme
fM dX +~NdY :f}l dw -+ Ny dy + hy iy,

Donc les surfaces S possédent trows intégrales de différentielles totales
de premiére espece distinctes.

En d autres termes, les surfaces S sont des surfaces irrégulicres et
leur genre numérique p, differe de leur genre géomeétrique pg; d’apres
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un théor&me. de M. Caslelnqovo, la différence (p, — p,) est égale au
nombre des intégrales de dilférentielles totales de premiéro espece.
Des lors, le genre numerique des sur ‘faces S est égal a zéro.

3. Proposons-nous de déterminer la valeur des invariants de
M. Nother pt7 et p® dont la définition est la suivante : I'invariant p
est le genre de la courbe géncrale du systéme canonique (ou systéme
découpé sur la surface par ses adjointes d’ordre m — 4), et I'inva-
riant p® est le nombre des points d’intersection mobiles de deux
courbes de ce systeme. M. Nother a d’ailleurs é¢tabli que

l)'l):: p(2) —+1,

dans le cas ou les surfaces adjointes d’ordre m — 4 ne passent par
aucun point fixe de la surface en dehors des courbes multiples et de
certains points multiples de la surface.

L’équation en «, ¢, w des courbes du systeme canonique s’obtient
par un calcul simple. Les intégrales doubles de premiere espéce de la
surface sont nécessairement de la forme

f QX,Y,7) 'lX‘,dY

\A
S(X,Y,Z)désignant le premier membre de 'équation cartésienne de
’ 8
la surface et Q(X, Y, Z) un polynome adjoint d’ordre m — 4; or on
trouve de suite

dX dY = )]
()W
en posant
) b(X,Y,5)

= D(u, 0y 00) ’

L’intégrale double générale de premiére espece est donc de la forme

f/) do dw + p.dw du +vdu do

_ 07 07 07" a’)\(lY fo dX (IY
,/[( Ju trg Y ()w J

d’ou il résulte que la courbe géncérale L du systéme canonique a pour
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équation

07
y— =0
O

03 0%
L(u,o,0)=12 7a

Aalarrs

ient d g les dérivées partielles 22, 9%, 9% (qui

Il convient de remarquer que part S 9a’ 750 T (qui

ne sont pas des fonctions théta des trois variables indépendantes v,

¢, w) satisfont aux mémes relations fonctionnelles que T dans I’hypo-
thése ou les arguments vérifient la relation

J(u, ¢y w) == o,

Ceci posé, l'invariant p® est égal au nombre des solutions non fixes
du systéme

\ ()u (J'l 0" -+ Yy [)((,’ =0,
) QE -+ .0_:7 —t—y .d_rj_.
2 9a TG, 2 ow

T(uy vy w) =o.

=o,

Or, ces fonctions satisfaisant sur la surface aux ¢quations fonction-
nelles d’une fonction théta du premier ordre, on peut leur appliquer
le théoréme de M. Poincaré d’aprés lequel trois fonctions théta de
genre trois, d’ordre m, n, p possédent 6 >< m > n > p zéros communs.
D'ailleurs ces équations n'ont pas de solution commune fixe, car les
quatre fonctions S, ‘%, (d)—f, S—E n’ont pas de zéro commun (si toutefois
on exclut le cas hyperelliptique qui sera examiné  part).

On a dés lors pour les surfaces S

pH=6 et p=s.

4. Il existe entre le systtme canonique de la surface S et la courbe
fondamentale de genre trois G des relations géométriques intéres-
santes; on peut d’ailleurs supposer que C est une courbe plane du
quatrieme ordre, le cas hyperelliptique étant exclu.

Les intégrales doubles de premitre espece de la surface S sont néces-
sairement de la forme

‘ Mgz, 5) 8:(2, y') — g3 (2, y) g2(&y )]
f (+plgey) (@, y) —gi(x, ) gy (2, ¥')] s da dx'
(-*— v[g1(2, y) g (2, y') — ga (@, y) i (2, ¥
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et les différentielles g(z, y)dx ont elles-mémes pour expression

gz, y)dx = a_j(//;v’
da
&o(x,y)de = 1f) 5
dx
gy, y)de = —-
Iy

De la résulte que les courbes du systtme canonique sont définies

par I'équation
A v
x

1 |=o,

KR E

x! U

<

équation qui exprime que le couple de points (x,y), (',y") de la
courbe C est en ligne droite avec le point (7;, [—j—)

Donc les points d’une courbe L du systéme canonique correspondent
aux couples de points découpés sur lu courbe du quatrieme ordre C par
une sécante qui tourne autour d’un point fixe a.

Cette représentation géométrique appelle attention sur le cas oule
point a est situé sur la courbe C:la courbe L se décompose alors
en deux courbes distinctes : I'une ¢, définie par les couples de C for-

!

més du point @ et d’un point quelconque, et I'autre ¢, définie par les

couples situés en ligne droite avec le point a. Les courbes . , et ¢, sont
conjuguées 'une de l'autre et, d’aprés leur définition méme, elles
‘admettent une correspondance univoque avec la courbe C. Enfin elles
se rencontrent en deux points d’intersection qui correspondent aux
couples (a, m) et (a, n) déterminés sur la courbe C par la tangente au
point a : la surface adjointe considérée est tangente en ces deux points
a la surface S.
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En résumé, il existe une infinité de surfaces adjointes d’ordre m — 4
de la surface S qui lui sont tangentes en dewr points conjugues, et cha-
cune d’elles découpe sur S deux courbes distincles ¢ et &' de genre (rois et
de mémes modules que la courbe fondamentale C.

Yoici enfin quelques propriétés des familles ¢ et ' qui se déduisent
aisément de leur liaison avec la courbe C. Le lieu géométrique des
points de contact des surfaces adjointes d’ordre m — 4 tangentes & S
est la courbe ® définie par les couples (a, m), (@, ) découpés sur G
par une tangente mobile amn; la courbe @ posséde vingt-huit points
doubles correspondant aux bitangentes de C. Les courbes de la fa-
mille ¢ ont pour enveloppe la courbe 5 définie par les couples de C
formés de deux points confondus (a, a) et celles de la famille £’ ont
pour enveloppe la courbe 3" définie par les couples (m, n) découpés
sur C par une tangente mobile; chacune de ces courbes touche son
enveloppe en un point.

Enfin, la courbe ® est tangente a4 chacune des courbes 5 et 3" en
vingt-quatre points qui correspondent aux tangentes d’inflexion de la
courbe du quatrieme ordre C.

Sur les courbes algébriques tracées sur une surface S.

5. Avant d’aborder la théorie géncérale des courbes algébriques
tracées sur une surface S, nous étudierons une lamille particulicre
dont la considération nous sera trés utile, savoir la famille définie par
I’équation

F(e—+2k ¢+ p,w4v)=o,

ot 5 désigne la fonction théta normale du premier ordre et de caracté-
ristique nulle, et A, U, v trois constantes arbitraires.

Nous supposons toujours que les limites inférieures des trois
intégrales de premiére espece G(a, y) sont choisies de telle sorte que
les relations

u="G(x,y)+ G, (2, 5),
v =0Gy(z,y) + Gy (2, y'),
w=Gy(z,y)+ Gy(a’, y")
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entrainent comme conséquence I'équation
I(uyv,w)=o. .
Dans ces conditions, le systéme des deux équations

I(u,r,w)=o0,

1
(D J(u+A v+ wH+v)=o0

est équivalent aux relations

t=0z+Gz=—1+6X+xX,
(IT) ¢ =0y + G’ =—p+ GX + G, X,
w="02x + Gy’ =—v + ;X + G; X,

oula notation G représente I'intégrale G, (, y) et ot (z, y), (', ¥')
et (X,Y), (X', Y') désignent deux couples de points de la courbe du
quatrieme ordre C. .

D’autre part, étant données trois constantes quelconques A, w, v, il
est toujours possible, et cela d’une infinité de maniéres, de détermi-
ner sur la courbe C quatre points (,, yo), ..., (@4, y;) tels que

i=3

D RCIR

=3
= EGﬁ(wﬁ }/i),
i=0
% i=0
Sil'on désigne enfin par (§, n), (£, n') les deux points de C en ligne
droite avec les points (X, Y), (X', Y'), lesquels vérifient les relations
((}/;XH—(}/L-XI)-I—(G/UE-FG/,E’):O (k=1,2,3),
on déduit immédiatement du systeme (II) les trois équations
i=3
(61 + Gia) + (b + G )+ JGaz=0  (k=1,2,3)
i=0
qui établissent que les lcouples de points (@, ), (&', ') et (& 1),
Ann. Ee, Norm., (3), XXVI. — Ma1 1gog. 26
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£, ') sont situés sur une conique passant par les quatre points
: (Zo, Y0)y -5 (@5, ¥3)-
En définitive, la courbe définie par I’ équation
F(u—+2A ¢+ p, w+v)=o0

correspond aux couples de points découpés sur la courbe C par les co-
niques passant par quatre points fizes de cette courbe.

Cette définition géométrique appelle 'attention sur un cas intéres-
sant, celui ou les trois points fixes (x,, ¥,), (2., ¥4), (24, ¥, ) sont en
ligne droite, car les coniques en question se décomposent alors en une
droite fixe menée par ces trois points et une droite variable menée par
le point(z,, y,). Pour qu’il en soit ainsi, il faut et il suffit que les con-
stantes A, i, v soient de la forme

PY o Yo
7\—_—(}1(%,3’0)—(}1()(0, YO): é’x(fl’, J’)dx‘,
X, Yo
XoYo
B= By (@ 30— Ga(Xo, Yo = [ gl ) e,
X, Y,
X0 Yo
v =Gy (20, ¥,) — G3(Xo, Yo):/ g3z, y)de,
X, Y, M

(X, Y, ) désignant le quatriéme point d’intersection de C avecla droite
menée par les trois points fixes (@, y,), (2, ¥ 2, (24, ¥,).
D’ou cette conclusion : Lorsque les constantes \, ., v sont de la forme

l‘l._T J'j' .1'y
r=[ sl ) de, ;sz ala, ) dz,  v=[ gfa ) ds,
XY XY Jxy O °

I’équation
S(u+A0+p, w4v)=o0

definit sur la surface S deux courbes algébriques distinctes : ['une £ xy
correspond auz couples de C. formés du point fize (X, Y) et d’un point
ariable; Uautre (), correspond aux couples de points situés en ligne
droite avec le point (x, y) de cette courbe.

Nous présenterons une derniére remarque : lorsqu’on fait tendre le
point (X, Y) vers le point (=, y), I'équation précédente définit 2 la
limite 'ensemble des deux courbes Lay 0t £, ; cette équation limite
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s’obtient en prenant la dérivée de la fonction par rapport au para-
métre X pour la valeur X = x, d’ou

) 0 . 0 -
"3:)-[;5’(!‘, 0, W) +)’()—‘,-'~7(", 9, ) =+ ()—”;.7((1, ¢, w)=o.

La forme de l'équation met en évidence le fait que les deux
courbes ( ., 6t £, sont U'intersection de la surface S par une de ses
adjointes d’ordre m — 4.

La représentation analytique en u, ¢, w des courbes particuliéres ¢
jouera un réle important dans I’étude des courbes algébriques de la
surface.

6. D’aprés la définition méme des surfaces S, toute courbe algébrique
irréductible de la surface définit une correspondance algébrique entre
les deux points (=, y) et («', ¥') de la courbe de genre zrois C liée 4 S,
et réciproquement. On doit & Hirwitz une ¢tude des correspondances
entre deux points d'une courbe algébrique quelconque qui peut servir
de point de départ dans la recherche des courbes algébriques tracées
sur une surface S. Il convient de rappeler d’abord certains résultats
fondamentaux du Mémoire de Harwitz (*).
Soit une correspondance algébrique quelconque entre les deux
points (z, y) et («, ¥') de la courbe C de genre trois (*), d’équation
S (z, y)=o0;3 désignons par
(21 71 (@5, 00) oo (P ya)

les « points que la correspondance associe au point (#, y), et par
(24, ¥1)s (22 Ya)s oy (285 78)

les 8 points qu’elle associe au point (a’, y).

Désignons par G,(z,y), G,(x,y), G,(z, y) les trois intégrales
normales de premiere espéce attachées a la courbe C, lesquelles pos-
sédent un Tableau de périodes de la forme

I 0 O @)y Qg O3
(T)

I O @y Qg Qg3 |

0
0 0 I @y Qg Gy

() Mathematische Annalen, t. XXVII, p. 561.
(%) La méme démonstration est applicable 4 une courbe de genre p.
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et considérons avec Hirwitz les sommes

i=0

Gr(z), ¥) (k=r1, 2, 3).

b

i=1

Il

Ces sommes, vues comme fonctions de (2, y), sont des intégrales
de premiére espéce : elles peuvent donc s’exprimer par des relations
de la forme |

i=0

(1) sz(x:"yzl’):znijj(x’y)""71'/: (J=1,2,3).
i=1 J

Si l'on fait décrire & la variable (2, y) un contour fermé tel que les
mtégrales G, (z, y), G.(2, y), G,(x, y) augmentent respectivement
d’un de leurs systémes de périodes simultanées, les premiers membres
des équations (I) reprennent en méme temps leurs valeurs initiales @
une période pres : il existe donc des entiers 4, g, H et G tels que

.
TR = /l/ct"‘zg/‘l iy
(kyl=1,9,3).
Eﬁkjaﬂ—_— Hk1+2Gjlalcj
J J

Eliminant les quantités =4 entre les équations précedentes, on ob-
tient un systéme d’équations a coefficients entiers entre les périodesa:

(II) Ellkjajl+ Zzg‘mjamnauzﬂm—l—Zﬂjlakj (fky L=1, 2, 3).
Jj m j

Il convient dés lors de distinguer deux cas, suivant qu'il existe ou
non des relations & coefficients entiers du type (II) entre les périodes a
des intégrales de premiere espece attachées i la courbe; lorsqu’il
existe une telle relation, la courbe et les fonctions abéliennes qui en
dérivent sont dites singulicres. Dorénavant, nous supposerons expressé-
ment que la courbe considérée G n’est pas une courbe singulicre.

Dans cette hypothése les équations (11) doivent étre vérifiées iden-
tiquement, ce qui exige que

hyy= hyy= hyy = Gy= Gy = (g3,
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et que tous les autres coefficients %, g, H et G soient nuls; nous dési-
gnerons par — v la valeur commune des entiers 4;; et G;; (*).
Le systeme (I) prend dés lors la forme
=0
(1) D Gl )+ 6@, y)=m (k=1 2, 3).
i=1
Ceci posé, désignons par (u, ¢, w) la fonction théta normale du
premier ordre et de caractéristique nulle correspondant au Tableau de
périodes (T), et envisageons la fonction suivante des deux points
(X, Y)et (X, Y) de la courbe C:

F[G(X, Y) -G (X, YY)+ ey,
Gy (X, Y) — Gy (X, Y') + ¢,

Gy (X, V) — Gy (X5, YY) + 5],
ou, pour abréger,
5(GX — GX').

Pour un choix convenable des constantes c;, cette expression, con-
sidérée comme fonction du point (X, Y), est infiniment petite du pre-
mier ordre lorsque le point (X, Y) coincide avec le point (X', Y'), ou
avec deux points (') fixes dépendant de la valeur des constantes c;.

Soient (@, &) un point fixe de la courbe, (d,, b)), ..., (ay, b,) les
a points que lui associe la correspondance considérée ; soit enfin (¢, &)
un autre point fixe de la courbe et formons le produit

[ Yol ;. .
P':_'II,-[ F(Gx'— Gxp) ]

5(Go—Ga)3(Gd—Gap)
- 5 (G’ — Ga) v
X | 5G2—6Ga)5(Gc—G=)

On démontre aisément, en vertu des relations fondamentales (I1I),
que ce produit est une fonction rationnelle des deux points (z,y),
(2, ). Cest précisément cette fonction P introduite par Hirwitz qui
va jouer le role fondamental dans I’étude des courbes algébriques des
surfaces S.

(1) L'entier v est désigné par Hiirwilz sous le nom de correspondenzwerthigkedt.
(1) Ces points fixes sont en général au nombre de (p —1), p 6tant le genre de la
courbe.
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7. Silon désigne par P’ la fonction qui se déduit de P par permu-
tation des deux points (x, y) et («',y"), le produit PP’ est une fonc-
tion rationnelle symétrique R(z, y; «', y') des deux points (z, y),
(', y') : ¢’est donc une fonction rationnelle R(X, Y, Z) des coordon-
nées d’un point de la surface [puisque la correspondance entre les
couples (z, y) (', y') et les points (X, Y, Z) est univoque], ou encore
une fonction abélienne sextuplement périodique des variables u, ¢, w,
supposées liées par la relation S (u, ¢, w) = o.

D’aprés sa formation méme, la fonction R s’annule pour tous les
points de la courbe T' définie sur la surface par la correspondance
considérée entre les points (x, y) et (', ¥'); il importe de déterminer
avec précision toutes les lignes de zéros ou d’infinis de cette fonction.

Or, lafonction P de Hirwitz devient infinie du premier ordre lorsque
le point (&', y') coincide avec 'un quelconque des o points

(@i, b)), ..oy (aa, ba),
ce que nous exprimerons par la notation

(2, y') = (a}, b)),

(@', y") = (ag, ba),

et également lorsque le point (¢, &) coincide avee I'un quelconque

des points (27, y;) ou, ce qui revient au méme, lorsque le point (z, y)
o ; , L

coincide avec I'une quelconque des § déterminations

(e, dy), ..., (cp, dp)

de (z, y) correspondant & la détermination (¢',d"y de (', y'), cest-
a-dire lorsque

(x’ ,}’) = (cy, d1):
(2, y)= (Cﬁ’ d{‘i)‘
Enfin la fonction P devient infiniment petite (') d’ordre y pour

(z, y)=(', ¥'),

(*) Ou infiniment grande d’ordre — 7, si lentier v est néyatif.
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et infiniment grande d’ordre v pour
(', Y =(a,b)
(x,y)=(c',d')~

et

Dés lors, la détermination des lignes de zéros et d’infinis de R est
immédiate. Si 'on désigne par 5 la courbe de S définie par la corres-
pondance

(z,y)= (2", ¥")
et par ¢ , . celle définie par 'ensemble des deux correspondances
(“1‘,3’):(-1'0,3’0) et (x',y')=(1‘o»)’o) :

1° La fonction R s’annule le long de la courbe T';
2° Elle est infiniment petite d’ordre 2+ le long de la courbe 5;
3° Enfin elle est infinie du premier ordre le long des « + 8 courbes

"Luib’,’ ceey -Q_a{.‘b{,.’ 'Qc((lp ey 'QCF(IQQ
et infinie d’ordre v le long des deux courbes
't

-(,ab et -’; o'd'

On peut modifier ’'analyse précédente de maniére a4 n’avoir plus a
considérer la courbe 5. Admettons, pour fixer les idées, que la
courbe C est une courbe du quatriéme ordre, en écartant le cas hyper-
elliptique qui sera examiné plus loin : soit (z,, y,) un point fixe de C,
et envisageons la courbe £', de la surface définie par la correspondance
qui associe &4 un point (z, y) de C les points (o}, y,) et (z, ;) situés
sur la droite qui joint les points (z,, y,) et (@, y) (fig. 2). 1l est
possible de former une fonction rationnelle de (x, y) et (2, »') qui
s’annule le long de ¢/, et de s, et n’admette, en outre, comme lignes
de zéros et d’infinis, qu'un certain nombre de courbes ¢; effecti-
vement, si (A, B) désigne un point fixe quelconque de C et si le
point (z,, y,) est pris pour origine des coordonnées, la fonction

Q= ye—zy
ST (yA—2B)(y’'A— 2'B)

répond & la question.
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De la résulte que le produit RQ~*Y est une fonction rationnelle
F(X,Y,Z) qui admet les mémes lignes de zéros et d’infinis que la

Fig. 2.

fonction R(X,Y, Z), excepté la courbe 5, et s’annule en outre 3
Pordre 2v Ie long de chacune des trois courbes ¢ 4y, £ 4wy 2 agng ()

Or, nous avons étudié précédemment la représentation des courbes ¢
au moyen des fonctions théta de u, ¢, w, ¢t nous avons établi que la
fonction

o¥o X4 Yo +XaYo
N=9(u+ gidx, v —i-f &ada, w -+ &3 dw)
xiye iy MY
s’annule le long des deux courbes £ ; et ¢/,.

Des lors, si la fonction F admet la courbe 2 ; comme ligne de zéros
(ou d’infinis) d’ordre g, le produit F(3?)~7 admet la courbe ¢, comme
ligne d'infinis (ou de zéros) d’ordre ¢, mais reste fini et different de
zéro le long de la courbe ¢ ;. 1l est donc possible, par cette voie, de

(*) Lorsque la correspondance entre les points (z, y), (2', ') est symétrique, cetle
méthode conduit 4 une fonclion F qui est infiniment petite du second ordre lo long de la
courbe T'. Dans ¢e cas il suffit de considérer lo produit PQ—Y qui est une fonction ration-
nelle symétrique des points (z, y) et («, ¥"), & la condition quon donne une méme
valeur aux constantes (a, b) et (¢', ') dans Pexpression P de Hitrwitz.
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former une fonction O (u, ¢, w) jouissant sur la surface des propriétés
d’une fonction théta de u, ¢, w qui s’annule le long de la courbe T,
mais reste {inie et différente de zéro pour tout autre point de la sur-
face, sauf peut-étre le long de la courbe ¢',.

Il est aisé de préciser ce dernier point: en se reportant 4la méthode
de réduction employée, on reconnait de suite que 'ordre de multipli-
cité de la courbe ', pour la fonction @ est égal &

o+ 3 —67.
Dés lors, trois cas sont & considérer :

1 Si o+ p— 6y =o, la fonction @(u,¢,w) reste toujours finie
sur la surface et ne s’annule que le long de la courbe T';

2° Sia—+ B — 6y > o, cette fonction s'annule, en outre, le long de
la courbe ', (& Pordre de multiplicité o + 3 — Gy);

3° Sia+f — 6y <o, la fonction O(3))r*P reste toujours finie
sur la surface et ne s’annule en dehors deI' que le long de la courbe ¢,
(alordre 6y — o« — ( de multiplicité).

8. Il importe de remarquer que la fonction @(u, ¢, w) & laquelle
conduit 'analyse précédente n’est pas une fonction théta proprement
dite des trois variables indépendantes «, ¢, &, mais qu’elle joue powr
les points de la surface le méme role qu'une fonction théta. D’autre
part, I'équation @(u, ¢, w) = o est susceptible de formes diverses, en
raison de I'existence de la relation fondamentale S(u,¢,w)=0: 2
titre d’exemple, les équations

e
w
o

29
I
°

et

J . J - 9 .
Ly =& e — T(w, v, w — S (u, v, w)=—o0
Z.O()uj(u’(’”)_{—yo()() (2, vy 0 )+()(V (u, v, w)

sont équivalentes sous la condition 3(u, v, w)=o0. Ce sont la des

circonstances qui ne se présentent pas dans la théorie des surfaces

hyperelliptiques dont les arguments «, ¢ sont des variables indépen-

dantes. Dans I'étude des surfaces S, nous entendrons désormais par

Jenction théta sur la surface toute fonction de u, ¢, w qui reste tou-
Ann. Ee. Norm,, (3), XXVI, — Mar 190g. 27
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jours finie et vérifie les équations fonctionnelles d’une fonction théta
proprement dite, sous la condition S(u, ¢, w) = o.

Nous présenterons une derniére remarque relative aux entiers o, 3
et . Dans I'étude des surfaces S, il n'y a pas lieu d’envisager isolé-
ment une correspondance non symétrique par rapport aux deux points
(z, y) et («/, '), mais seulement I’ensemble de cette correspondance
(Uentiers o, B/, y') et de la correspondance symétrique (d’entiers ',
o', v'); or, il est permis de considérer cet ensemble comme une cor-
respondance (non irréductible) ayant pour entiers caractéristiques

a=p=(a+B") et y=27y.

Les courbes de la surface S sont donc caractérisées par les deux
entiers « et y ainsi définis.
Il convient de résumer les conclusions de I'analyse précédente :

Toute courbe algebrique T' de la surface S peut éire représentce par
une equation de la forme O(u, v, w)=o0, la fonction @ jouissant des
deux proprietés sutpantes :

Elle satis fait aux équations fonctionnelles d’une Jonction théta de u,
¢, W et reste toujours finie, sous la condition S(u, v, w) = 0;

Elle ne s’annule pas sur la surface en dehors de la courbe considereée,
st ce n’est peut-étre le long de Uune ou l'autre de deuzx courbes détermi-
nées £ ,, £'.
En fait, la fonction O s’annule le long de 1, ou bien de ¢ ,, ou enfin

~ 07

ne s annule pas le long de ces courbes, suipant que 'expression
o—3y

est positive, négative ou nulle, o« et y étant deux entiers caractéristiques
de la courbe T' définis comme suit : o est le nombre des points deT tels que
l'un des points du couple homologue de la courbe C, (%, 7)), (24, ¥o), @il

une position donnée (@0 ¥0)s quant a v, c¢’est I entier de Hiirwits definy
par les relations

i=0o

EGk(Ei»“ﬂi)-*—)/(}k(xo, Yo) =T (k=1,2,3).

i=1

9. Le théoréme précedent met en évidence une circonstance qui ne
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se présente point dans la théorie des surfaces hyperelliptiques, &
savoir I'impossibilité de représenter individuellement toute courbe
algébrique de la surface par une équation de la forme

O(u, v, w)=no.

Toutefois on pourrait craindre que cette impossibilité apparente ne
tienne & la méthode de réduction employée : il convient donc d’en
donner une démonstration directe.

Soit T' une courbe de la surface, d’entiers caractéristiques «, v, et
dont, par hypothése, 'équation spéciale s’obtient en égalant & zéro
une fonction Oy d’ordre N.

Considérons, d’autre part, la courbe I', définie par I'équation

F(u—+h 0+, wHv)=o0

qui correspond, ainsi que nous I'avons établi plus haut, aux couples
(z,y), (z', y") découpés sur la courbe C par les coniques passant par
quatre points fixes de cette courbe. D’aprés sa définition géométrique,
cette courbe a pour entiers caractéristiques o'=3 et y'=1. Or,
d’aprés un théoréme de Hirwitz, le nombre des couples communs &
deux correspondances ayant respectivement pour entiers caractéris-
tiques «, B, y et o', B, ¥ est donné par 'expression

aB'+a'B—apy,

expression qui doit toutefois étre divisée par 2 lorsque les correspon-
dances considérées sont symétriques. Le nombre des points d’inter-
section (') des deux courbes I' et I', a donc pour valeur (3o —37);
mais il est égal d’autre part & 6N, en vertu du théoréme de M. Poin-
caré sur le nombre des zéros communs & trois fonctions théta de u,
¢, w. Dés lors

(1) a—y=2N.

La considération des points communs & deux courbes appartenant a

(1) Ce raisonnement suppose essentiellement que les points de S et les couples de C se
correspondent univoquement sars exception; on verra plus loin qu'il n’est pas valable
dans le cas hyperelliptique, en raison de I'existence d’un point fondamental.
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la méme série linéaire que I' conduit de méme & la relation
(2) ot~ 3y2=O6N=
Eliminant N entre les équations (1) et (2), on obtient la relation
(3) (06—3}/)2:0,

Si donc une courbe T est susceptible d’étre représentée individuel-
lement par une équation de la forme ® = o, ses entiers o, y vérifient
nécessairement la relation (3); or, cetle relation n’est point vérifiée
pour toutes les courbes de la surface, notamment pour s ainsi que
pour les courbes dont 'entier v est négatif : la proposition que nous
avions en vue se trouve donc par la méme établie.

Il résulte encore des équations (1) et (3) que, dans le cas ou une
courbe algébrique de S est représentable individuellement par une
équation @ =o, lordre de la fonction © est précisément égal a

Dentier y de Hirwitz.

Sur le genre des courbes algébriques tracées sur une surface S.

10. L'impossibilit¢ de représenter une courbe algébrique quel-
conque de la surface S par une équation spéciale de la forme

O(u,v,w)=o0

complique singuliérement ’6tude de ces courbes : aussi laisserons-
nous de coté la recherche et la classification des familles de courbes
algébriques qu’on peut tracer sur la surface. Nous nous proposerons
seulement de donner une expression générale du genre d’une courbe
algébrique quelconque de la surface; deux cas sont a distinguer sul-
vant que la courbe est représentable ou non par une équation spéciale

O (u, v, w)=o.
Considérons en premier lieu une courbe T' représentée par I'équa-

tion spéciale
0,(u,v,w)=o,

ou @, désigne une fonction théta d’ordre » sur la surface.
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Nous chercherons d’abord 4 former une intégrale abélienne de
premiére espéce attachée & la courbe T'. Sil’on désigne par X, Y, Z les
coordonnées non homogénes d’un point de la courbe, on a le long de

cette courbe
X 0X 0X

dX = oo du+ == dv + 3 9
03 0% 2% .
o= 5 du + 35 4+ Pl
00, 20, 00,
0= —0—u-dll -+ de+ ()Tdﬂ),
d’ou
du
RS TEX
D (v, w)
en posant
H= D(X,3,0,)
T D (u, 0, w)

La fonetion H(x, ¢, w) n’est pas une fonction théta proprement dite;
mais, lorsque le point u, ¢, w appartient a la courbe considérée, les
dérivées particlles de la fonction S(«,¢,w) satisfont aux mémes
relations fonctionnelles que 9, et, d’autre part, les dérivées partielles
de la fonction ©,(u, ¢, w) satisfont aux mémes relations fonctionnelles
dX 09X 0X
ou’ ¢’ ow’
¢, w. Par suite, la fonction H(w,¢,w) joue, pour les points de la
courbe @,= o, le méme role qu'une fonction théta d’ordre (2 + 1) et
de mémes multiplicateurs que ©,.

Dés lors, sil’on désigne par @,,, une fonction théta de mémes mul-
tiplicateurs et de méme ordre (n -+ 1) que la fonction H, le quotient

que 0,; quant a ce sont des fonctions abéliennes de x,

®n+1
H

est une fonction sextuplement périodique des paramétres u, v, w-
supposés liés par les deux relations

J(u,v,w)=o et 0,(u, v, w)=o0,

et, par conséquent, une fonction rationnelle des coordonnées X, Y, Z
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d’un point de la courbe. En définitive, I'intégrale

5 — 0, du
c D(3,0,)
Do, w)
0,
f nt gX

est une intégrale abélienne attachce & la courbe 0, =— o.

ou encore

Nous allons établir que 'intégrale 5 est de premitre espece. Les ar-
guments u, ¢, w restant toujours finis dans un prismatoide de périodes,
I'intéerale ne saurait devenir infinie que dans le cas ou la fonction

o]

D(3, 0,)
D(e, )

s’annule. Or on a sur la courbe

du o dy . dw
D(F,0,)  D(E,6,)  D(E0.)’
D(p,w) D(w, u) D(u, )

d’ott 'on déduit que 'intégrale ne peut devenir infinie que pour les
valeurs de u, ¢, w qui sont solutions du systéme

F(u, v, w)=o,
%0 0,(u,¢, w)=o,
D(5,0,) _D(3,0,) D30,
D(e,w) 7 D(w,u) = D(u,v) =9

Considérons dans I'espace de coordonnées u, ¢, w (ou plutot dans la
portion de cet espace qui correspond & un prismatoide des périodes)
les deux surfaces définies respectivement par les équations

I(u, v, w)=o0 et 0,(u, v, w)=o.

To_ute solution du systéme (I) définit un point double de la courbe
d’intersection de ces deux surfaces. Or elles ne sauraient étre tangentes
entre elles, si les constantes dont dépend linéairement la fonction 0,
sont prises arbitrairement ; d’autre part, la surface

F(u, v, w)=o
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ne posséde aucun point double ('), et il en est de méme de la surface

0,(u, v, w)=o,

510, désigne, ainsi que nous le supposons, lafonction générale d’ordre n
et de multiplicateurs donnés. Les quatre équations du systéme (I)
n’admettent done, dans ces conditions, aucune solution commune.
En définitive, l'intégrale
* 0,4, du
D(5,0,)
D (¢, w)

N =

est une intégrale abélienne de premiere espéce pour la courbe ©,=o,
si la fonction @, est la fonction générale de son ordre.

Combien cette forme donne-t-elle d’intégrales linéairement dis-
tinctes? Les fonctions @,.., considérées d’ordre (n + 1) sont au nombre
de (n + 1)* linéairement distinctes ; mais parmi ces fonctions figurent
les produits de S(u, v, w) par les fonctions théta d’ordre 7 et de mémes
multiplicateurs que ©,.,,, en nombre 7°.

De plus, les produits

03 0 07 (l'.z
n '(72; 2 n ‘(7; > n d“/

0

b

qui jouent sur la surface le méme role que les fonctions ©,.,, sont iden-
tiquement nuls le long de la courbe. La formule donne donc

(n41¥—nt—3

intégrales distinctes, auxquelles il faut ajouter les trois intégrales

fdu, fdv, fciw, '

3n(n+1)+1

soit au total

intégrales distinctes.
On peut démontrer que ce sont bien la toutes les intégrales de pre-

() Ceci suppose que les fonctions abgliennes considérées ne dérivent pas d’une courbe
hyperelliptique.
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miére espéce de la courbe ®,=o. D'aprés un théoréme connu de
M. Néther, le genre p d’une courbe algébrique est lié au nombre v
des points d’intersection variables de cette courbe avec une de ses
surfaces adjointes par la relation

v=2a(p—1).

Au cas actuel v est égal au nombre des points d’intersection variables
des courbes ®,= o et ®,,, = 0, ou encore au nombre des solutions du
systeme

0,—o, 0, ,=o0, I=—o.

D’apres le théoréme de M. Poincaré, ce nombre est égal & 6n(n +1),
ce qui établit la proposition énoncée.

D’ou cette conclusion : Le genre d’une courbe algébrique de la sur-
Sace S dont [’équation spéciale s’obtient en égalant a zéro une fonction 0,
d’ordre n a pour expression

p=3n(n+r1)-+r1.

Cette formule donne en particulier pour les courbes définies par les
fonctions théta du premier ordre p = 7, ainsi que nous 'avons déja
établi pour les courbes du systeme canonique.

[1. Considérons, en second lieu, une courbe I' de la surface S,
d’entiers caractéristiques « et vy, définie par une équation ©,= o, ol
0, désigne une fonction d’ordre n qui s’annule en outre le long de la
courbe £ | & ordre de multiplicité 8§ = o — 3.

De méme que dans le cas précédent, 'intégrale

0, du
D(5,6,)’
D(e, w)

S =

.
ou 0,., désigne une fonction d’ordre 7+ 1 et de mémes multiplicateurs
que @,, est une intégrale abélienne attachée 2 la courbe T, et elle ne
saurait devenir infinie que pour les systéemes de valeurs annulant a la
fQiS les fonctions $(u, ¢, w), 0,(u, v, w) et les trois déterminants
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fonctionnels

D(Z,0,) D(%,0,) D(3,0,)
D(v, o) D(v, u) D (e, v) )

Or, par hypothise, la fonction ©, est infiniment petite d’ordre
(2 -+ 1) au voisinage des points d’intersection des courbes T ¢t ¢ |« des
lors les dérivées partielles de cette fonction = sont infiniment petites
Q’ordre ¢, et il en est de méme des trois déterminants fonctionnels.
Pour que l'intégrale 5 soit de premiere espece, il est done nécessaire
et suffisant que la fonction ©,., soit elle-méme infiniment petite
d’ordre & en chacun des points d’intersection des courbes T' et ¢/.

Ceci posé, il nous suffit de déterminer le nombre des points d’inter-
section non fixes de la courbe I" avec ses adjointes ©,,, = o, pour en
déduire le genre de la courbe I au moyen de la relation de M. Néther.

A cet cffet, déterminons d’abord la valeur des entiers caractéristiques
de la courbe @,,, = o. Les entiers caractéristiques d’une courbe défi-
nie par une équation d’ordre n sont respectivement ¢gaux a (a + 28)
et (y+ 0), car Péquation particuliére ©,= o définit d’une part la
courbe T, d’entiers « et vy, et d’autre part la courbe ¢, d’entiers ¢y =2
et v, =1, comptée ¢ fois; d’ailleurs les courbes définies par une équa-
tion du premier ordre ont pour entiers caractéristiques les nombres 3
et 1 : deés lors les entiers caractéristiques des courbes ©,.., == o ont pour
valeurs respectives

a'=a+20-+3 et Y=y +0d+r.

Le nombre total des points d’intersection de la courbe I' avec ses
adjointes 0,,, = o est donc égal, d’aprés un théoréme de Hurwilz,

a(o-+28+3)-—3y(y +3-+1);

mais dans ce nombre les points d’intersection de T' et de ¢, comptent,

au total, pour
d(2a —3y)

unités. Par suite, le nombre v des points d’intersection variables de T’
avec ses adjointes est ¢gal a

ve=o(o +3) —37(y +1).
Ann. Le, Norm., (3), XXVI. — Mar 190g. 28



218 L. REMY.

La conclusion est d’ailleurs la méme dans le cas ou lafonction 0,
sannule le long de la courbe ¢ ,, au lieu de la courbe £ . Nous par-
venons ainsi au résultat suivant :

Le genre d’une courbe algebrique de la surface S a pour expression
genérale
a(o—+3)—3 +1
) == ( ) 5 Y(Y ) -+ 1,

w et y désignant les deux entiers caractéristiques de la courbe.

Dans 'hypothése ou o= 3y, cette formule se confond avee celle
donnée plus haut, puisque les entiers n et v sont égaux dans ce cas.
L’application de la formule précédente donne en particulier :

Pour les courhes ./........ o= o2, y= 1, p =
Pour la courbe 5.......... o= 1, y=-1, p ==
Pour la courbe g'......... a=10, = 6, p =3

ainsi qu’on pouvait le prévoir a priore.

Sur le nombre des intégrales doubles de seconde espéce des surfaces S.

12. Les théorémes établis dans les précédents Chapitres trouvent
une application dans la détermination du nombre des intégrales
doubles de seconde espice des surfaces S @ apres un théoréme fon-
damental de M. Picard ('), toute surface algébrique F(X, Y, Z) =o
posséde en effet un nombre limité o, d'intégrales doubles de seconde
espéce dusiinctes, c’est-ia-dire telles qu’il n’existe aucune combinaison
lincaire de ces intégrales de la forme

“r/ou o ov v
U et V étant des fonctions rationnelles de X, Y, Z.
Dans la recherche de cet invariant 4> NOUs aurons recours i la for-

(1) Théorie des fonctions algdbriques de dews variables, 1. 11, chap. VII et X1I.
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mule suivante due également 3 M. Picard :
po=N-—+d—fhp—(m—1)+2r—(s—1),
ou ’on désigne par

m le degré de la surface,

N la classe de la surface,

d le nombre de ses points doubles isolés ('),

r le nombre de ses intégrales de différentielles totales de seconde
espeéce,

p le genre d’une section plane arbitraire.

Enfin la définition du nombre p est la suivante : on peut tracer sur
la surface p courbes algébriques irréductibles G;, telles qu’il n’existe
pas d’intégrale de différenticlle totale de troisiéme espéce n’ayant
d’autres courbes logarithmiques que la totalité ou une partie des
courbes C;, mais telles que, si on leur adjoint une autre courbe algé-
brique irréductible quelconque de la surface, il existe une intégrale de
troisieme espice n’ayant comme courbes logarithmiques que cette der-
niere courbe et la totalité ou une partie des courbes C,.

Envisageons la surface S définie en coordonnées homogénes par les
équations
X;=0;(u, vy, w)

 —1,2,3
F(u, 0, w)=o0 (i=1,2,3,4),

ou les ©; désignent quatre fonctions théta normales de caractéristique
nulle et d’ordre 4, ne s’annulant 2 la fois pour aucun systéme de
valeurs des arguments. Dans ces conditions, la correspondance des
points de la surface S avec les points du champ abélien u, ¢, w, ou
encore avec les couples de points de la courbe de genre trois G, est une
correspondance univoque, sans point fondamental (répondant & une
infinité de couples), ni courbe exceptionnelle (répondant 4 un seul
couple).

Déterminons pour cette surface S particuliére la valeur des différents
éléments qui interviennent dans la formule de M. Picard : on.trouve

(1) La formule est ¢lablic dans lo cas ot la surface ne posséde pas d’autres singularilés
qu'une courhe double avee des points triples, ainsi que des points doubles isolés.
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immeédiatement

d =o,

m =672,

p =3h(h+1)+1.

D’autre part
r =26,

car, d’aprés un théoréme de MM. Castelnuovo et Severi, le nombre des
intégrales de différentielles totales de seconde espece d’une surface
algébrique est double de celui de ses intégrales de différentielles to-
tales de premiere espéce.

Evaluons enfin la classe N de la surface. Soient @ = o0 et 0 = o les
¢quations de deux sections planes quelconques : les points de contact
des plans tangents menés & la surface par la droite d’intersection de
ces deux plans sont déterminés par les équations

J0 00

0 Jdu v
E —_— I e I ———
(E) 8= 95 T 09

ol I'on suppose que u, v, w vérifient la relation («, ¢, w) = o, et ol
les dérivées % et D% sont prises en considérant w comme fonetion de «
et 0. Ges équations peuvent s’écrire

| ©(0,5,—6,7,)—06(0,%,— 0,
| O(6,%,—5,%,)— 6(68, %, — 6,3

W v

(1)

il

W) =0,
L) =o.

Mais le systéme (1) admet des solutions étrangtres : ce sont, d’une
part, les solutions du systéme

(2) ) 9=0,

et, d’autre part ('), celles du systéme

3) J.=o,
06, —00,=o.

(1) En cffet, dans la recherche des plans langents, on peut remplacer le systdme (E)
par les deux systdmes analogues qui s'en déduisent par permutation des letires u, ¢, w.
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D’apres le théoréme de M. Poincaré, le systéme (1) admet 6(24 + 1)?
solutions, le systéme (2) en admet G/4* et le systéme (3) 124 : de la
résulte que le nombre des solutions propres des équations (E), c’est-
a-dire la classe de la surface, est égal &

N=6(3r*+2/+1).

[3. 1l nous reste & rechercher la valeur du nombre 7 dont dépend
essenticllement la détermination de l'invariant 3,. Nous envisagerons
la question & un point de vue plus général, en nous proposant le pro-
bléme suivant : Quelle est la valeur de Uinvariant relaiif o de M. Picard
pour les surfaces algebriques S, dont les points admettent une correspon-
dance univoque avec les couples de points (z, y), (x', y') d’'une courbe
algébriqgue C,, d’équation f(x,y)=o0 et de genre quelconque p? On
suppose d’ailleurs que la surface ne posséde ni point fondamental
(correspondant & une infinité de couples de points de C,), ni courbe
exceptionnelle (correspondant & un seul couple).

Nous démontrerons en premier lieu qu’on peut tracer sur la sur-
face S, dewx courbes particuliéres telles qu’il ne saurait exister d’inté-
grale de différentielle totale de la surface ayant seulement ces deux
courbes pour courbes logarithmiques. A cet effet, nous considérerons
d’une part la courbe 5 qui correspond aux couples de C, formés de
de x points confondus ct d’autre part la courbe £, qui correspond
aux couples formés d’un point variable et d’un point fixe (x,,y,)-

Les coordonnées X, Y, Z d’un point de la surface étant des fonctions
rationnelles de (i, y) et (2, y"), toute intégrale de différentielle totale
de la surface est de la forme

/R(.u,y; z',y')dx +S(z, y; 2, y") dz'.

Admettons donc qu'il existe une telle intégrale ayant seulement 5
et £, pour courbes logarithmiques. Si on laisse 2’ constant, on obtient
une intégrale simple

/.R(.fr, ria,y')dx

dont les périodes (¢’estld un point essentiel) ne doivent pas dépendre
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du paramétre 2. Il est permis de supposer en particulier que le résidu
relatif au point logarithmique (z = 2/, y = y’) est égal & + 1.

Ceci posé, envisageons la surface de Riemann qui correspond &
I’équation algébrique f(x,y) =o, de degré m en y et de genre p;
d’aprés un théoreme de Clebsch, cette surface peut étre constituée
par m feuillets dont chacun estréuni au suivant par une seule ligne de
croisement, & ’cxception des deux premiers, réunis entre eux par
(p + 1) lignes de croisement aa’, bd’, ...; nous écarterons ’hypothése
olt p serait nul, auquel cas le nombre ¢ est égal & I'unité. Tracons sur
le premier feuillet un cycle ¥ enveloppant les deux points de ramifica-
tion @ et @’ et donnons au point (&', y") une position voisine du point a,
mais extérieure au cycle v.

Sil'on prend I'intégrale

[Raysa,y da

le long du cycle v avec la détermination (', ") du parameétre, on
obtient une période déterminée w’. Si l'on fait ensuite tourner le

Fig. 3.
Y

Xy

point (&', ") autour du point de ramification 4, sans rencontrer le
cycle v, le paramétre prend une nouvelle détermination (',y”) cor-
respondant au second feuillet, sans que d’ailleurs le cycle y soitaltéré.
La période considérée o’ se transforme donc en »’, " désignant la va-
leur de l'intégrale fRda: prise le long du cycle y avec la détermina-
tion («',y”) du parametre. Or cette période doit rester invariable
puisque, par hypothése, elle n’est pas fonction du paramétre z';
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]
[
oo

dos lors
() o' =",

Faisons maintenant tourner le point («', ") autour du point de ra-
mification @ : ¥ se change de méme en y”, mais en méme temps le

Fig. 4.

cycle vy se déforme, fuyanl en quelque sorte devant le point (2, y’) et
il prend une posltmn Y'; on reconnait aisément par la comparalson
des deux cycles que la période transformée a pour valeur o’ — 2wy,
d’ou il résulte que

(2) o' = un"—aomnl.

Les relations (1) et (2) ¢étant incompatibles, on en conclut que I'in-
tégrale dont nous avions admis 'existence ne saurait exister.

En second licu nous démontrerons qu’étant donnée une courbe irré-
ductible quelconque I" de la surface S, il est possible de former une
intégrale de différenticlle totale ayant seulement pour courbes loga-
rithmiques la courbe T, ainsi que les courbes 5 et ¢, (ou M'une d’elles).

A cet effet, reportons-nous au théoréme de Hirwitz que nous avons
précédemment utilisé pour I’étude des courbes algébriques tracées sur
les surfaces S : étant donnée une correspondance quelconque T entre les
points (x,y) et (¥,y') d’une courbe algébriqgue C, non singuliére, or
peut former une fonction rationnelle P(x,y; «',y") qui r’admette pas,
en dehors de la correspondance considerée, d’autres lignes de =éros ou
d’infinis que la correspondance x = &', y =y, ainsi que les correspon-
dances associant respectivement & un point variable certains points fizes

(xw,}’i>y ey ("L‘/ry(ylc)
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Geci posé, le produit
P(re,ys 2, yyP(2, y'5 2, p)

est une fonction rationnelle symétrique de (@, y), (27, y') et, par con-
sequent, une fonction rationnelle des coordonnées X, Y, Z d’un point
de la surfaces il en résulte que la fonction

I=LogP(x, y;a, y") + LogP (', y'; 2, v)

est une intégrale de différentielle totale de la surface ayant pour
courbes logarithmiques les courbes T', 3, 4, ... et £ 4.
Si 'on désigne d’autre part par

f ‘GO e, y) dee

l'intégrale abélienne normale de troisieme espéce attachée a la courbe
f(x: .7) =0

et relative aux deux points (@,,y,) et (z;y;), il est manifeste que
Iintégrale de différentielle totale

Im--:./(’-o,- (x, ) dx 4+ Go; (2, y') dx’

a pour courbes logarithmiques ¢, et ¢ .. Des lors il est possible de
déterminer les constantes A, ..,, Ay de maniére que P'integrale

l + A'Ol ]01 +. . .+ Agklo/c

n’ait pas les courbes ¢, ..., £, pour courbes logarithmiques. En
d’autres termes, cette intégrale n’admet pas, en dehors de T, d’autres
courbes logarithmiques que les courbes 5 et g ,.

D’ou cette conclusion :

L nvariant relanf ¢ est égal a weux pour les surfaces dont les points
admeiient une correspondunce univoque, sans point fondamental ni

courbe exceptionnelle, avec les couples de potnts d’une courbe alge’brique
non stn guliére et non unicursale ('). .

1 v prdR arail e » racdioti . A p 1 ¢
(') Ce résultat parail en contradiction avee un théoreme de M. Picard, d’aprées lequel
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Il importe de remarquer que la démonstration suppose que la courbe
considérée n’est pas une courbe singuliere, c’est-a-dire qu’il n’existe
pas de relation & coefficients entiers de la forme considérée précé-
demment entre les périodes de ses intégrales abéliennes de premiére
espéce.

14. Revenons a la surface S considérée plus haut : elle appartient &
la classe des surfaces S, ¢t ne posséde d’ailleurs ni point fondamental,
ni courbe exceptionnelle; on a done pour cette surface

pP=2.
Nous sommes maintenant en mesure d’appliquer la formule fonda-
mentale de M. Picard :
po=N—A4d—4p—(m—1)+2r—(p—1);

comme 1l devait étre, la valeur de 2 s’¢limine et ’on trouve immédia-

tement
po=14.

Nous parvenons ainsi au théoréme suivant :

Les sur faces algébriques dont les points admettent une correspondance
univoque avec les couples de points d’une courbe algébrique de genre trois
non singulicre possedent quatorse intégrales doubles distinctes de seconde
espéce.

Ce théoréeme peut ttre présenté sous une autre forme. Désignons

par
gz, y)Yde, gz, y)dz, g(x,y)dz,

les différentielles normales de premiére espéce attachées a la courbe
de genre trois C et par

go(2, y)de, gi(z, y)dz, g(x,y)dz

Vinvariant p est égal & t pour les surfaces hyporelliptiques qui correspondent point par
point, sans exceplion, au prismatoide des périodes; en réalité la correspondance entre
une telle surface et la courbe de genre dewx posséde un point fondamental qui répond aux
couples découpds sur la courbo par ses adjointes d'ordre n2—3, et la valeur de p est, de
ce fait, diminuée de u1c unité.

Ann, Ec. Norm., (3), XX VL. — Ma1 190g. 29
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les différenticlles normales de seconde espece relatives a trois points
déterminés de la courbe. 11 est clair que les intégrales de la forme

ff[g,-(a', P g, y) — gilx, ¥) gi(@y y)dedx' (i, k=1, 2, ..., 6)

sont des intégrales de scconde espéce de la surface S : ces combinai-
sons sont au nombre de guinze, mais, d’aprés le théoréme précédent,
elles ne sont pas distinctes; en d’autres termes, il existe une relation
de la forme

S X [ [t ) gulals 7) = g, ) gl y ) e ot
ik

90 | oV’
:u['f<;)—x— -+ '()—\7> dXdy,

U et V étant des fonctions rationnelles de X, Y, Z ¢t les A des con-
stantes.

En vertu de son invariance vis-a-vis des transformations biration-
nelles, le second membre peut se mettre sous la forme '

f/ [d—aiﬁ(x, vy aly )+ -()%S(m, v @, y’)- dx dx',

R et S étant des fonctions rationnelles.
D’ou cette conclusion :

Les différentielles abéliennes normales de seconde espéce d’une courbe
algebrique de genre trois vérifient une relation de la forme

Ai' & 4 N ! ! —_— o, ——@ éé_
2; eLgi(@, y) ge(@, ') —gi(@, y) gi(2', )] = oz T oz’

4

RerS étant deux fonctions rationnelles de (z,y)el(x',y").

1[5.. Nous indiquerons enfin une conséquence intéressante de la
rglatlon p =2 Ctablie précédemment, en démontrant qu’elle entraine
I'impossibilité de représenter individuellement toute courbe de la sur-
face S par une équation spéciale de la forme O(u, o, w)=o.
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Admettons en effet que cette représentation soit possible, et mon-
trons que dans cette hypothése p est égal i un. Etant donnée une fone-
tion O(u, v, w) quelconque d’ordre 2, on peut choisir les constantes X,
Wy, ¥, de telle sorte que la fonction

[F(u—2Ag 0 — o, % —v)]%,

ou simplement (Z,)", admette les mémes multiplicateurs que la fone-

. \ . 0

tion O (u, ¢, w). Dés lors le quotient AL est, sur la surface, une fonc-
0

tion sextuplement périodique des variables «, ¢, w; c¢’est done une

fonction rationnelle des coordonnées X, Y, Z d’un point arbitraire de

la surface, et par conséquent la fonction

Log
=] (30 )u

est une intégrale de différentielle totale de la surface possédant les

deux courbes logarithmiques

O=o0 et Fy=o.

On peut donc se borner pour I'é¢tude des courbes de la surface, en
tant que courbes logarithmiques d’intégrales de troisiéme espece, aux
courbes définies par une équation de la forme

F(u—X, ¢ —p, v—v)==o.

Si I'on considére deuzx telles courbes G, et C, correspondant aux
équations
F(uw—N, ¢ — g, ¥ —v)=0
et
T(t —day 0 — P, W—Y,y) =0,

on établit aisément qu’il existe une intégrale de différentielle totale
ayant seulement C, et C, comme courbes logarithmiques, en ayant
recours & une démonstration que M. Picard a donnée dans le cas des
surfaces hyperelliptiques (*), mais qui s’applique sans modification

(Y) dnnales de ' Ecole normale, L. XVII, 1901,
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dans le cas actuel, d’ott il vésulte que p = 1. La proposition que nous
avions en vue se trouve par 1a méme établie. _

Or la premiére partie de la démonstration du n°® 13, de laquelle il
résulte que p est aw moins égal @ deux cst absolument indépendante
des résultats de Harwitz : nous avons donc démontré & nouveau, par
une voie toute différente, le théoreme fondamental sur la représen-
tation paramétrique des courbes algébriques des surfaces S.

Sur le cas hyperelliptique.

16. Nous avons supposé dans les précédents Chapitres que la courbe
fondamentale C liée & la surface S était une courbe générale de genre
trots, non hyperelliptique. Le cas hyperelliptique présente des particu-
larités qui méritent une étude spéciale.

Toute courbe hyperelliptique de genre p peut étre transformée bira-
tionnellement en une courbe plane de degré (p -+ 2) possédant un
point multiple d’ordrep : il est done permis de supposer que la courbe C
est une courbe du cinquiéme ordre avec un point triple o. Toute sécante
issue du point triple rencontre la courbe G en deux points qui seront
dits conjugués : c’est précisément la considération de la correspon-
dance % associant & un point quelconque de C le point conjugué qui
joue le role essentiel dans 'étude du cas hyperelliptique.

Tous les couples formés de deux points conjugués définissent un
méme systéme de valeurs u,, ¢,, %, des arguments

w="G,(x, ¥) + G, (2, y' )
v =Gy(x, )+ Gy (2, '),
w=G;(x, y) + Gy (2, y'),
et lion pelll f‘aire en sorte que uo —_ VO ot (Vo = 0. ” ilnpv)f't(} (.l’ai“.ﬂurs

de remarquer que le point (u,, ¢,, w,) est un zéro double de la
fonction S (u, ¢, w).

17. Nous supposerons que les coordonnées homogtnes

Xi=0;(u, v, w) (=1,2,3,4%)
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d'un point de la surface S ne s’annulent pas toutes pour

u=y¢=gwz=o0 (1);

dans cette hypothése, ce systéme de valeurs des arguments définit sur
la surface un point double, car, sil’on considére deux plans variables
O =o0et H=o0 menés par ce point, la demi-période u =v=w = o
compte pour deux unités parmi les solutions du systeme

J=o, 0 =o, h=o.

De méme que dans le cas général, le genre géométrique de la surface
est égal & ¢rois et le genre numérique a zero.

Le degré du systéme canonique p n’a pas la méme valeur que dans
le cas général : le point u = ¢ = w =o figure en effet parmi les solu-
tions du systéme

Ly(w, ¢, o) 705-1,;03—1,-)03

y N Ay — A Yy — O

EA You l Lav Yow ’
0= 0% 0F

Lo(u, ¢, w)= 7'2()_u —l—‘u.z—(—)—p- g =0,
T(u, v, w):z=o,

pour de:x unités, ce qui réduit & quatre le nombre des points de ren-
contre mobiles de deux courbes L, et L, du systéeme canonique, d’olt

JAREE

Nous déterminerons directement la valeur de Iinvariant pt, car
nous sommes précisément dans le cas d’exception du théoréme de
M. Nother, les courbes du systéme canonique passant toutes par le
point u=y¢=w = o.

La courbe générale L du systéme canonique possede, en dehors des

trois intégrales /(lu, f(lv, f(lw, trovs autres intégrales de premiére

(1) Lorsque le systéme de valears w = ¢ =« = o annule les quatre coordonudes €, il
Adtinit sur la surface, non pas un point, mais une courbe unicursale; il scrait aisé, dans
ce cas, d'introduire les modifications nécessaires dans les énoncés.
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espéce, linéairement distinctes, de la forme
0,du
D(E, L’
D (e, w)
0, étant une fonction théta du second ordre ct de caractéristique
nulle, s’annulant de plus pour u = ¢ = w = 0. Dés lors

p'Y=_6.

Il est utile de préciser le lien qui rattache le systéme canonique de
la surface S 4 la courbe hyperelliptique C. Sil’on choisit le point triple
de celte courbe pour origine des coordonnées, les différenticlles abe-
liennes de premiére espéce attachées a C prennent la forme

x* dx
o (2, y)de = —
él( }') f_y

l
as(z, y)clx—yf[’,c

D’autre part, les intégrales doubles de premiére espéce de la surface
ont pour expression générale

Mgz, y) (2, Y —gs(z, ¥) g2 (2, ¥')]
f + p[g(, &2, y)— gz, )) g (2, y')] ) dxd'
“'[cl(w’ )oz(“,y)_cz(a"y)éﬂ(x’y )]

de Ia résulte que les courbes du systéme canonique sont définies par la
correspondance suivante entre les points (x, y) et (=, y)de la courbeC:

(zy'—yx")[Ayy + play' + ya') +vaez'] = o,
ou encore, aprés suppression du facteur étranger (zy’ — ya'),

Ml p(t+)y+v=0

avec
!
ct =Y

!

SIS

8

LR s
D’ou cette conclusion : Les courbes L du sysiéme canonigue de la sur-
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face S correspondent aux couples de points découpés sur la courbe C par
deuzx sécantes en tnyolution, issues de son point triple.

Un cas intéressant est celui ot 'involution est constituée par une
séeante fixe oaa’ et une sécante variable omm’: lacourbe L se décom-
pose alors en deux courbes distinctes ¢, et £ qui correspondent
respectivement aux couples («, m) et (a’, m'). D’aprés leur définition
méme, les courbes de la famille ¢ correspondent point par point a la
courbe C; elles sont d’ailleurs susceptibles d'une définition géomsé-
trique : si Pon remarque en effet que les sécantes issues du point
triple de la courbe C correspondent univoquement aux tangentes i la
surface S en son point double O, on en conclut que les deux coubes ¢,
et £, admettent méme tangente au point O, et par suite que la surface
adjointe passant par ces deux courbes est tangente & la surface S en
son point double.

En résumé, les surfaces adjointes d’ordre m — 4 de la surface S qui
lui sont tangentes en son point double découpent sur cette surface deux
courbes distinctes de genre (rois et de mémes modules que la courbe fonda-
mentale C.

Silon suppose que la sécante oaa’ coincide avec I'une des tan-
gentes oz 4 la courbe C issues de son point triple, la courbe £, se
confond avec la courbe ¢,. D’ou cette conséquence : Il existe huit
courbes particuliéres du systéme canonique suivant chacune desquelles on
peut circonscrire & S une surface adjointe d’ordre m-4.

18. Lareprésentation analytique des courbes de la famille ¢ présente
des particularités spéciales au cas hyperelliptique. Envisageons encore
le systéme

F(w, v, w)=o,

(1) X, Y, X, Y, X, Y,
Slu +f g dxe, ¢ +f Sodx, w -{—f &dx ) =o,
X0 Yo

X0 Yo XoYo
qui est équivalent & 'ensemble des deux systémes

u = Gy (24, y0) + Gy (2, y),
(2) 2 p == G (20, J’o)’*“Gz(-T’ )
== (}3(1‘0, y(,) -+ G;;(.Z‘, J'),
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\ U —=— Gl(xh Yl)“"Gl(X7 Y),
(3) e =— (X, Vi) — G(X, Y),
V= G;;(X;, Y]) - (‘;;;(X, ‘17).

9

Le systéme (3) peut encore s’écrire, dans le cas hyperelliptique,

s u = G,(x, )q)—l—Gx(l": s
¢ = Ga(@y, y1) + Ga(2, ¥),
[§ G;;({L'l, ,}’1) -+ G.}(xv y)’

(3"

en désignant par (,, y,) le point conjugué de (X, Y,); dés lorsle
systéme (1) deéfinit sur lasurface'ensemble des deux courbes 2 et ¢
de la méme famille. Si1'on suppose que le point (x,, y,) tend vers le
point (@, ¥,), on parvient i la conclusion suivante :

Dans le cas hyperelliptique, la courbe ¢ , de la surface S qui correspond
aux couples de C formés d’un point variable et du point fixe (x4, y,)
peut étre représentée par une équation de la forme

S(e—2A, ¢ —p, w—v)=o,

ot '\, u, v désignent des constantes, cette équation r’étant verifice par
aucun pointde la sur face en dehors de la courbe considerée. '

Nous présenterons une derniére remarque relativement a la famille
des courbes ¢. Considérons I'un des couples formés des points de
contact de deux des tangentes & la courbe C issues de son point triple,
et soit u;, v;, w; le systéme correspondant d’arguments, lequel est une
demi-période des fonctions abéliennes de u, ¢, w. On sait que la
fonction

T(u 4ty 04 0 W4 vy)

est égale, & un facteur exponentiel prés, 4 une des fonctions théta

normales du premier ordre §;; d'ailleurs cette fonction $; s’annule
pour la demi-période

=9 =1f=0.

Donc les vingt-huit fonctions théta normales du premier ordre qut
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s'annulent pour la demi-période qui est un zéro double de S (u, ¢, )
définissent respectivement sur la surface les couples de courbes ¢ qui
correspondent aux combinaisons deux & deux des huit tangentes
a Cissues du point triple.

19. Abordons maintenant I'étude des courbes algébriques tracées
sur une surface S lice & une courbe de genre trois Ayperelliptique. La
premicre partic de la démonstration dun®7 subsiste sans modification
dans le cas hyperelliptique ; en voici la conclusion : étant donnée une
courbe algébrique quelconque T de la surface, on peut former une
fonction rationnelle R(X, Y, Z) s’annulant le long de la courbe con-
sidérée et, en outre, le long de la courbe s (A lordre de multiplicité 2+v),
et devenant infinie le long d’un certain nombre de courbes ¢, ..., ¢z
de la famille g .

Introduisons d’autre part la fonetion rationnelle et symétrique

ya'— e’ 2

Qa, ys ', y') = I
(&, )5 i A(‘}/.’I'O — &)y ) (')’/ Ty .’l»‘/')’n ),

le point triple de la courbe G étant pris pour origine des coordonnées,
et (), y,) désignant un point quelconque de la courbe. Cette fonction
s’annule lorsque les deux points (z, y), (', ¥') sont, ou bien confon-
dus, ou bien conjugués 'un de P'autre, et elle devient infinie le fong
des deux courbes ¢, . et £ 4, (2,,v,) désignant le point conjugué
du point (2, ¥,). Or la correspondance Je qui associe les couples de
points conjugués de ¢ definit, par hypothese, sur la surface, non pas
une courbe, mais an point. Dés lors le produit

J7 97 L 0T \?
O, 0, ) =0 (.’133 T Y5 + ¥ m)

est une fonction de w, ¢, o qui reste togjours [inie sur la surface etqui
n’admet pas d’autre ligne de zéros que la courbe 5 ().

(1) T est aisé d’expliciter la fonction ¢(w, ¢, w). D'aprés sa définition méme, c'est, sur
la surface, une fonction théta du second ordre et de caracléristique nulle; elle s’annule
d’ailleurs pour # = ¢ = w == 0 & un ordre de multiplicité ¢ qu’on peut déterminer de la
manicre suivante : la courbe 3 rencontre un plan queleonque mené par le point double O
de la surface on 2.9 points confondus en O; or, a priori, elle possede huit hranches passant

dnn. Ee. Norm., (3), XXVI. — MAL 1909. 30
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Cect posé, 11 est manifeste qu'en multipliant la fonction R (X, Y, Z)
définie plus haut par un produit convenablement choisi de la forme

[o(u, oy 0)] 727 [La(u, 0y 0) %o [La (1 0y 9)]%,

on peut former une fonction @ (u, ¢, w) qui reste finie sur la surface S
et ne posséde pas d’autre ligne de zéros que la courbe T'. Dou cette
conclusion :

Toutes les courbes algébriques d’une surface S lies a une courbe de
genre trois ﬁypergllzptrque peuvent ére représentées INDIVIDUELLEMENT par
une équation de la forme

O(u, ¢, w)=o,

la fonction O jouissant sur la surface des propriétés d’une fonction théta
de u, v, w et ne s’ annulant pasen dehors de la courbe considerée.

La contradiction apparente de ce résultat avec le théoréme énoncé
dans le cas général s’explique par le fait que la surface S possede dans

par O, lesquelles correspondent aux tangenles & la courbe C issues de son point triple;
par suite 8 = 4.

Ceeci posé la fonction générale du second ordre et de caractéristique nulle 6 dépend
linéairement de huit constantes arbitraires. Soient, d’autre part,

s(z" 0, "‘)=.f.2(u, ‘)’ W)+f‘b(u’ V7 “’)+' -
et
8(u, o, w)y= do+ Ya(u, ¢, w)+ Yu(u, ¢, w)+...

les développements des fonctions & et 0 autour du point u =¢ = w =o, les f el les ¢
désignant des polynomes de degré égal a leur indice; pour que la fonction 0 soit infini-
ment pelite d’ordre guatre au voisinage du point « = ¢ = w = o sur la surface, il faut
que

"PO‘_"_ 0,
Ya(u, v, wy=k fa(u, o, w),

k élant une constante, ce qui implique siz conditions pour la fonction cherchée. Dés lors
on en conclut qu'elle est nécessairement de la forme

A, 0, @)+ B[F (4, 0, ]2,

La fonction ¢ («, v, w) est précisément celle que nous nous proposions de déterminer.
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le cas hyperelliptique un point fondamental correspondant a I'infinité
des couples conjugués de la courbe hyperelliptique C.

20. La formule du n® 10 relative au genre des courbes algébriques de
la surface S ne saurait étre appliquée sans modification au cas hyper-
elliptique : il a ¢té supposé en effet au cours du raisonnement, que la
fonction 3 (u, ¢, w) ne possédait pas de zéro double vérifiant également
I'équation de la courbe considérée 0, = o.

Supposons done que le point

U= Q== =20

annule la fonction @, & 'ordre de multiplicité . Pour que I'intégrale

0, du
D(5,0,)
D(v, w)

reste {inie au voisinage de ce point, il faut et il suffit que la fonc-
tion @,,, soit infiniment petite d’un ordre au moins égal & celui du
D (3,0,
point fixe u = ¢ = w = o compte pour 2¢* unités parmi les solutions
du systéme

dénominateur » ¢’ est-a-dire d’ordre d. Dans ces conditions, le

F=o, 0,=o, 0, =o0.

Le nombre v des points de rencontre mobiles de la courbe considérée
avee son adjointe se trouvant ainsi diminué de 2%, on en conclut,
d’apres le théoréme de M. Nother, que le genre de la courbe s’abaisse
de d* unités.

En résumé, le genre d’une courbe algébrigue quelconque de la surface
définie par [’équation ©, = o a pour expresston

p=3n(n-+1)—d,

n désignant U'ordre de la fonction ®, et d U'ordre de mulliplicité auquel
elle s’annule au point 1 =y = w = o.

Il convient de rappeler que la démonstration suppose que la fonc-
tion @, est prise arbitrairement, ou, d’une maniére plus précise, qu’elle
n’admet aucun zéro multiple en dehors du point u=¢=w =o.
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21. Quel est enfin Ie nombre des intégrales doubles distinctes de
seconde espece d’une surface S liée i une courbe de genre trois Avper-
elliptique? Considérons de nouveau une surface dont les coordonnées
homogénes d'un point sont proportionnelles a quatre fonctions theta
normales de caractéristique nulle et d’ordre 4, lesquelles ne s’annulent
a la fois pour aucun systéme de valeurs des arguments.

Dans la formule fondamentale de M. Picard

po=N+d—4p—(m—1)+2r—(p-—1),

les éléments r, m et p conservent la méme valeur que dans le cas
général, savoir:

r==a, m=6Ah2 p=3h(h-+1)4+1;

d’autre part
. d=1.

La classe N de la surface est égale, d’apres les considérations du
n® 12, au nombre des solutions non fixes du systeme

(-
~ =0,

(]) . ? 9[9;{ 3:\' - eiuﬁjﬂ - 9[®Iu'%:v"" 8'\%;—[ =0,
- 0[0,5,—6,5,]1—0[0,%,— 6,7, ] =o,

W

qui ne sont solutions d’aucun des deux systémes

\fﬂ;WO,
(”) ¢ ("‘)'::O,
‘0 = o,
3 =—o,
(3) \ =4

Or, le point w=¢ =w =0 compte, parmi les solutions du sys-
ttme (1), pour dewx unités, sans véritier d’ailleurs aucun des sys-
ttmes (2) et (3). La classe de la surface se trouve done diminuée de
ce fait de deux unités dans le cas hyperelliptique et elle a pour expres-
sion

N=18hr*+ 124 + 4.
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Enfin, le théortme du n® 13 relatif au nombre g n’est pas applicable
immédiatement & la surface S dans le cas hyperelliptique, parce que
la correspondance entre les points de la surface et les couples de
points de la courbe de genre trots G posséde un point fondamental qui
répond & Pinfinité des couples formés de deux points conjugueés.

Considérons une autre surface S'liée & la méme courbe C, mais
dont les coordonncées homogenes d’un point sont proportionnelles i
quatre fonctions ©;(u, ¢, ) s’annulant a la fois pour

== ¢ == (v =203

la correspondance entre la surface S’ et la courbe C ne possédant pas
de point fondamental, le nombre o’ est égal & 2. Or, d’aprés un théo-
réme de M. Picard, les invariants relatifs p et 3° de deux surfaces S
et S’ qui se corresponden( birationnellement sont liées par la relation

P“i‘F:P,"l“FI,

F désignant le nombre des points fondamentaux de la surface S.
Dans le cas actuel

pl=-2, F=r, [’'—= o,
d’ou

L’application de la formule fondamentale de M. Picard donne dés
lors, dans le cas hyperelliptique, .

—y
po=14,

de méme que dans le cas général.

Done : Les surfaces algebrigues dont les points admettent une corres-
pondance univoque avec les couples de points d’une courbe hyperelliptique
de genre (rois non singulicre possédent quatorze intégrales doubles
distinctes de seconde espéce.

22. On peut établir ce résultat par une voie toute différente. Envi-
sageons les six integrales abéliennes distinctes de seconde espéce de
la courbe hyperclliptique C, lesquelles peuvent étre ramenées & la
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forme
37 ds

VP (=)

P(z) désignant un polynome du septieme degré et 'exposant ¢ rece-
vant les valeurs o, 1, ..., 5; formons les intégrales deubles

Uzt — srgla
ds ds' (g, r=o0,1,...,d).
W [ Fowe !

D'apres leur formation méme, ces expressions sont des intégrales
doubles de seconde espéce de la surface S; elles sont d’ailleurs au
nombre de quinze. Mais on peut établir qu’elles ne sont pas distincles
au moyen d'une identit¢ de Weierstrass qui est fondamentale dans la
théorie des intégrales hyperelliptiques

0[ P(s) ]_i[ P(z") ]: U(s,3") ’
BUS=)VPH P 5 L= VPHPEN] VPG P(E)

U(-, ") étant un polynome en 5, &, défini par cette identité méme et
qui est du cinquitme degré par rapport & z et par rapport i 5. Celte
identité montre, en effet, qu'on peut former une combinaison linéaire
& coefficients constants (non tous nuls) des expressions

395" — 57l

*(5) VP (s)

(gyr=0,1,...,3)

qui se réduit & une somme de dérivées partielles, ct, par suite, qu'’il
existe une combinaisun linéaire des intégrales (1) réductible i la

forme
f] <()R ()b)dXdY_

R et S étant des fonctions rationnelles des coordonnées X, Y, Z d’un
point de la surface.
On obtient donc par cette voie guatorse intégrales doubles de

seconde espéce de la surface S, lesquelles sont distinctes si le poly-
nome P(z) est pris arbitrairement.

Toutefois cette démonstration ne précise pas le sens de 'expression
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« pris arbitrairement », tandis que nous avons établi par d’autres
considérations que le cas d’exception est celui ot la courbe hyperellip-
tique «*=P(=) est une courbe singuliere.

DEUXIEME PARTIE.

SUR LES SURFACES ALGEBRIQUES LIEES A UNE COURBE DE GENRE TROIS
PAR UNE CORRESPONDANCE NON UNIVOQUE.

23. La scconde partie de ce travail est consacrée a I'étude des sur-
faces algébriques dont les points admettent une correspondance non
univoque avec les couples de points d’une courbe algébrique de genre
trots; nous nous bornerons d’ailleurs au cas ot un point arbitraire de
la surface X répond a deux couples de points de la courbe C.

On obtient des surfaces de ce type en égalant les coordonnées non
homogeénes d'un point X, Y, Z & trois fonctions abdéliennes paires
O, (u,9,w), Oy(u,0,w), ®,(u,v,w) des variables u, ¢, w, lices elles-
mémes par la relation

I(u, v, w)=o,

car les deux systémes d’arguments («, ¢, w) et (—u, — ¢, — w) défi-
nissent un méme point de la surface. Les deux couples correspondants
(2, y) (2, ) et (X,Y), (X, Y') de la courbe G sont découpés sur
cette courbe par une de ses adjointes d’ordre m— 3, en vertu des
relations

[Ga(z, ) + Gyl y')] + [Ga(X, Y) 4+ Go( X, Y)] =0 (a=1,2,3).

Réciproquement on peut établir que toute surface algébrique X dont
les points admettent une correspondance (1, 2) avec les couples de
points d’une courbe de genre trois C est nécessairement de ce type.

Envisageons & cet effet une surface S dont les points correspondent
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d'une maniére univoque aux couples de points de la courbe consi-
derée C. A tout point m de S correspond un point p. de X, mais & tout
point . de X correspondent deux points 7, m’ de S; dés lors, la cor-
respondance (m, m') définit une transformation birationnelle de la
surface S en elle-méme. 11 suffit donc, pour démontrer la proposition
énoncée, d’établir qu’il n’existe pas d’autre transformation biration-
nelle de la surface S en elle-méme, que celle associant & un point
(u, ¢, w) le point conjugué (— «, — ¢, — w).

Soit donc une telle transformation associant au point m(X, Y, Z),
d’arguments «, ¢, w, le point m' (X', Y', Z") d’arguments «’, ¢', ¢’'. On
a sur la surface

due' =M, dX'+ N, dY’,
dv' =MydX' -+ N, dY',
dw' =M, dX'+ N, dY',

M; et N; désignant des fonctions rationnelles de X', Y, Z'.
Par hypothese X', Y/, Z’ sont des fonctions rationnelles de X, Y, Z,
dés lors ‘
di' =P, dX + Q,dY,
de! =P, dX + Q. dY,
dw' =P, dX + Q, dY,

P; et Q; désignant des fonctions rationnelles de X, Y, Z.
En d’autres termes, fdu', [(/v’, /dw’ sont des intégrales de diffé-

rentielles totales de premiere espéce de la surface S et, par suite, elles
sont nécessairement des combinaisons lincaires des trois intégrales

f(/u, ‘fa'v, f(iw :
W =T U+ Ty @ ~ Ty + Ty,

(h 0 T T U Tgg @ - Ty W - Ty

[ W= T U T 0 4 Ty 0 - .

Envisageons d’autre part le Tableau des périodes des intégrales
considérées
I, 0, 0O, Q115  Qq, g3,
o I, 0, Qo1y  Qany g3,

o, O, |9 31, (‘32, (ty3,
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et faisons décrire a la variable d’intégration un contour fermé tel que
les intégrales u, ¢, w s’augmentent respectivement d’un de leurs sys-
ttmes de périodes simultanées : de leur coté w/, ¢, o' doivent
reprendre leurs valeurs initiales, @ une période pres; il existe donc des
enticrs 2, g et H, G, fels que

—
Tt =y + 2 St Arj

J
—
Z ThjAj1 == H/‘-/-i— E,Gj/(t/;j
J j

b (A, l=1,2,3).

Ces équations sont précisément celles qui se présentent dans la
théorie des correspondances de Hirwitz. Nous avons reconnu précé-
demment (n° 6) que, dans I'hypothése ou les fonctions abéliennes
considérées ne dérivent pas d’une courbe singuliére, ces équations
exigent que

foyy==leyy== lyy == Gyy = Gy =Gy -,
et que tous les autres entiers £, g et H, G soient nuls. Par suite
Toy1 == a2 == T3z,

alors que les autres constantes = sont nulles, et les ¢quations (1)
prennent la forme

W= rnu + T,

pl = e T,

wl= mw - my.

Ceci posé, soient (2, y), («/, ¥") et (§, 1), (&, 7’) les deux couples
de points de la courbe de genre zrois (. qui répondent respectivement
aux deux points (u, ¢, w) et (u’, o', w') de la surface S : il résulte des
relations précédentes que

gu(Eyn)dé + gu (&, ) dE =T gu(2, ¥) dox 4+ T ga (&', y') d’

(et =1, 2, 3).

Or, dx el do otant arbitraires, ces (rois équations exigent que
dun. Feo Norm., (3), XXVI. — Jvix 190g. 31
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les deux déterminants

gz, ) g2,y ()
(2, y) &2,y &8 M)
(

K24
8
Sz y) gu(2y ") g:;(E,-n')

Oy

et
1(-1‘, _)/) ,5’1( :.)") 5’1(62,,'0/)
gz, ¥) g2y y) ¢
( ¢

&
Sz, ) &2 0") &

O3

-1 .

2( = fll

(C,,; T‘/)
soient nufs, cc qui exprime précisément qu’il existe une adjointe
d’ordre m — 3 & la courbe C :

M g:(d?’ .}’) + % o, y) + Ay a3(x, y) =0
passant par les quatre points :
(m’)’): (*'I"l’.)'l)r (E"fl>, (&j/: 'fl")-

D’ou cette conclusion : Les surfaces S dérivant {'une courbe de genre
trois non singuliere ne possédent pas d’autre transformation biration-
nelle en elles-mémes que celle associant les points conjugués.

Dés lors : St une surface algebrique % admet une correspondance (1, 2)
avec les couples de points d’une courbe de genre trois non singuliére, les
deux couples de poinis de la courbe qui correspondent & un méme point de
la surface sont nécessairement les points de rencontre de cette courbe avec
une de ses adjointes d’ordre m — 3.

On peut d’ailleurs supposer que la courbe C est une courbe plane
du quatriéme ordre (sauf dans le cas hyperelliptique) : les deux
couples de C homologues d'un méme point de X sont alors situés sur
une méme droite.

Sur le genre des surfaces X.

7 A i > ’ ) ~ 3 - X
24. De méme que les surfaces générales S, les surfaces ¥ possedent
trois intégrales doublés de premiére espéce

// du do, /.‘fdv dw, ‘/‘fdw du,
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mais elles ne possédent manifestement aucune intégrale de différen-
tielle totale de premiére espéce :

Les surfaces = sont donc des surfaces réguliéres de genre trois.

On établit, par la méme méthode que précédemment, que les inva-
riants de M. Nother ont pour valeurs, dans le cas des surfaces X,

p("-’):‘g et 1)“):4_

Les propriétés géométriques du systéme canonique des surfaces X
rappellent de trop pres celles des surfaces S pour qu'il y ait lieu de
nous y arréter ('). Nous nous bornerons & énoncer les résultats sui-
vants :

Toute surface adjointe d’ordre m — 4 tangente a la surface = découpe
sur elle une courbe £ de genre trois et de mémes modules que la
courbe fondamentale C. L’enveloppe de la famille des courbes 1,
d’une part, et le lieu géomdctrique de leur point double, d’autre part,
sont également deux courbes de genre /rois et de mémes modules
que C.

Sur les courbes algébriques tracées sur une surface X.

25. Envisageons en méme temps une surface S admettant une cor-
respondance univoque point par couple avec une courbe de genre
trots et une surface X admettant une correspondance (1, 2) avee cette
méme courbe : & toute courbe algébrique C de la surface S correspond
une courbe I' de la surface X, et réciproquement & foute courbe I' de
la surface X correspondent deux courbes G et €7 de la surface S, les-
quelles peuvent d’ailleurs coincider.

D’aprés le théoréme fondamental dun®8, étant donnée une courbe G
de la surface S, il est possible de former une fonction 0(x, ¢, %) jouis-
sant sur la surface des propriétés d’une fonction théta, s’annulant le
long de la courbe considérée et peut-étre aussi le long de I'une ou
lautre de deux courbes déterminées £ , et £',.

(Y) Poir nolre Mémoire Sur certaines surfuces 1:151?1;1'[(/:103 lides aux foru:tion.c‘ abi-
liennes de genre trois (Journal de Mathématiques, 6¢ série, t. IV, 1908).
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Ceci posé formons le produit
O(uy 0y ) =0(u, ¢, w)0(— 1, —c, —) [%,]°¢,

en désignant par ¢ 'ordre de multiplicité auquel la fonetion 0 (w, ¢, )
s'annule le long de la courbe £, (ou £), et par 3, la fonction

J a d
20 551, 0, 0) + 3o 5= (1, 0, ) + ST, 0, ).

D’aprés sa formation méme, la fonction @ («, ¢, &) n’est jamais infi-
nie sur la surface = et ne s’y annule que le long de la courbe consi-
dérée T'; de plus ¢’est une fonction paire ou impaire (car la fonction
est impaire).

Nous pouvouns donc énoncer le théoreme suivant, qui peut servir de
point de départ pour I'étude des courbes algébriques de la surface :

Toute courbe algébrique tracée sur une surface = non singulicre peut
éire représentée par une équation de la forme

O(u, v, w)=o,

0 désignant une fonction paire ou impaire qui jowit des propriétés d’une
JSonction théta de u, ¢, w sous la con-lition S (u, v, w) = o.

L’étude des courbes algébriques des surfaces 2 se trouve donc nota-
blement simplifiée, grace a cette circonstance que les multiplicités £,
et ¢, distinctes sur les surfaces S, se recouvrent I'une I'autre sur les
surfaces X.

26. Les propriétés des systémes linéaires de courbes (racces sur la
surface découlent des propriétés des fonctions théta de trois variables;
il suffit d’ailleurs de considérer les fonctions théta rormales, puisque
les courbes de la surface = sont définies par les fonctions @ (u, ¢, w)
de parité déterminée. Nous rappellerons d’abord quelques propriétés
des fonctions théta normales de genre trois.

Soit un tableau normal de périodes

I,y 0, 0, @, ., dapy,
0, T, 0, @iy, @,

0, O, I, @y, A3, Ay,



~
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dans lequel on suppose

i == .

On appelle fonction théta normale d’ordre n une fonction uniforme,
entiere de «, ¢, w, vérifiant les relations

O(u—+r1, v w) =euT @ (u, v, ),
O(u, ¢ 41, ) =™ O (u, ¢, ),
0O (u, ¢, wr) = eST 0 (u, v, w),

o
—nw —n =4

O(we~+ayy, ¢+ gy WV 4+ a;3) =W O(u, ¢, w)e

119 12y 13 » ¥y )
o —ny -—n(—'_:‘E
O (t+ @y, ¢ Asay W A= dyy) = 1TEO(u, 0, v)e 2

b

oy
—nw - #

O (1~ ctyy, -+ Qyay W + Ay3) = 1O (u, 0, v)e
1y 3 3 ’

€5 Eay B4y N4y Nas 1, désignant o ou 1.
L’ensemble des six nombres

est dit la caractéristique de la fonction théta ; la caractéristique est dite
nulle si les six nombres sont nuls. D'apres cela il existe 64 caractéris-
tiques différentes ct, par suite, 64 systtmes de fonctions théta nor-
males d’un ordre donné.

Fonctions théta du premier ordre. — Parmi les 64 fonctions théta nor-
males du premier ordre, 36 sont paires et 28 sont impaires : chacune
s’annule pour 28 demi-périodes, c’est-a-dire pour 28 systeémes de
valeurs de «, ¢, w compris dans les formules

. Ly 22T BE
w=Igl +p—+q¢g— +r—,
2 2 2

. Aoy 22} Qay

MRl p— g — I —>
2 2 2

. ayy Ay Ly

V= nt —l*'[)T—l—q-z—-—i—l—z—)

(Lymyn,p,q,r="o0 ou I1).

Fonctions théta d’vrdre impair. -— Pour chacune des 64 caractéris-
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3—{—-1’

P2}

2

fonctions de méme parité que la fonction 5; du

. - . n
tiques, il existe —
premier ordre et de la méme caractéristique; chacune d’elles s’annule
pour les 28 demi-périodes qui sont des zéros de 3.

. n3—1
Il existe

fonctions de parité contraire & Z;; elles s’annulent

toutes pour les 36 demi-périodes qui ne sont pas des zéros de ;.

Fonctions théta d’ordre pair — Ce cas se subdivise en deux suivant

que la caractéristique est nulle ou non.
n®—+8
fonc-

Les »° fonctions de caractéristique nulle comprennent

n*—8

tions paires ne s’annulant pour aucune demi-période, et fone-
tions impaires s’annulant pour les 64 demi-périodes.

o Lo . . n?
Pour chacune des 63 caractéristiques non nulles, il existe — fone-

tions paires et i;: fonctions impaires. Soit =; la fonction du premier
ordre et de laméme caractéristique, et & celle du premier ordre et de
caractéristique nulle : les 'i—s fonctions de méme parité que le pro-
duit (9;5) admettant pour zéros les 32 demi-périodes qui annulent
une seule des deux fonctions S; et &5 et les % fonctions de parité con-

traire au produit (%, ) s’annulent pour les 32 autres demi-périodes.

27. Dans 'étude des courbes algébriques d'une surface X, il importe
de remarquer que certaines combinaisons lin¢aires des fonctions
théta sont identiquement nulles sur la surface, en vertu de la relation

F(u,vyw) = o.

Le nombre & des paramétres homogenes dont dépend le systéme
linéaire défini par une équation de la forme @,(u,¢, w)=o0 n’est
donc pas égal au nombre des fonctions théta de trois variables,
d’ordre n, de caractéristique et de parité données, linéairement dis-
tinctes, car ces fonctions comprennent les produits de $(u,¢,w) par
une fonction ©,_,,d’ordre 2 — 1, de méme caractéristique et de méme
parité que 0,; en fait, le nombre ¢ est égal i la différence du nombre
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des fonctions 0, linéairement indépendantes et de celui des fone-

tions ©,_,.
Différents cas sont & considérer suivant la caractéristique et la parité
de la fonction ©,; voicl les résultats :

La série linéaire de courbes définies par I'équation 0,(u,¢, w)=o0
dépend d’un nombre de parameétres homogenes

:3n(n—1)+K
2

Qs

’

ou n designe ['ordre de la fonction théla et K une constante numérique
ne dependant que de la caractéristique et de la parité de la fonc-
ton O, ().

Les valeurs de la constante K sont données par le Tableau suivant :

0, est de caractéristique nulle.

La fonction ®, el ’entier 2 sont de méme parité ...... K=
La fonction 0, et I’entier n sont de parité contraire... K=—3

0, est de caractéristique non nulle.

Le produit (5,;0,) et 'entier » sont de méme parité.... K=o
Le produit (7;0,) ct I’entier n sont de parité contraire. K =1

(%; désigne la fonclion du premier ordre et de méme caractéristique que 0,,).

On peut disposer des coefficients de la fonction @, de maniére
qu’elle admette pour zéros multiples certaines demi-périodes [ prises
parmi les zéros de I(u,¢,w)| : il nous sera utile de connaitre le
nombre des conditions linéaires qui expriment qu'une demi-période
(s 94, w;) est un zéro d’ordre s; pour la fonction 0,.

On a, au voisinage du point (u,, ¢,, w,),

F(uy0,w) =a, (. —t)+ a, (v — 1) +a(w—wy) +...=0,
d9 3 ’ .,
ou, en résolvant par rapport & (w — w, ),

(r) w— =S (u—u, ¢ —vy),

(1) Cette formule n’est pas valable pour n = 1.
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S désignant une série entiére et impaire en (u—u,) et (¢ — o).
Ceci posé, deux cas sont & distinguer :

1° Si la fonction @, ne s’annule pas normalement pour la demi-
période «,, ¢y, w,, clle est nécessairement une fonction paire de

(w—u), (¢ —9), (w—w,), et son développemement est, en vertu
de (1), de la forme

O, = by by (et — w )24 0y (u — ty) (¢ — 0;) + Dy (¢ — 1) 4. . .,

Le nombre des conditions lincaires qui expriment que u,, ¢y, w, est
un zéro d’ordre (2r) pour @, est donc égal a

I+ 3 ..o (2r—1)=12%

2° Si la fonction ®, s’annule normalement pour la demi-période
(u,y0,, w,), elle est nécessairement une fonction impaire de (¢ — u,),
(¢ -—¢,), (w—w,), et son développement est de la forme

O,=c, (v — )+ cy(v— 1)+ cz(w—u)d+....

Le nombre des conditions linéaives exprimant que «,, ¢;, %, est un
zéro d’ordre 2¢ + 1 pour 0, est donc égal a

2+44+.. . +2¢0=¢q(qg+1)

Sur le genre des courbes algébriques tracées sur une surface X.

28. Soit une courbe algébrique quelconque de la surface X définie
par I'équation
0, (u, v, w)=o,

0, étant, sur la surface, une fonction théta d’ordre », de caractéris-
tique quelconque, paire ou impaire; proposons-nous de déterminer
le genre de cette courbe.

De méme que précédemment, nous formerons d’abord une intégrale
abélienne de premiére espéce attachée a la courbe ®,=o. Si l'on
désigne par X, Y, Z les coordonnées non homogenes d’un point de la
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courbe, on a le long de cette courbe

H du
R TEACN)
D (¢, w)
en posant_
H= I)(Xy 3: ®n)

D(u, s, o)

La fonction H(w, ¢, w) joue, pour les points de la courbe ®,= o, le
méme role qu'une fonction théta d’ordre (2 + 1) de méme caractéris-
tique que ®,, mais de parité contraire. Si donc on désigne par 0,
une fonction quelconque d’ordre (2 +1), de méme caractéristique
que 0, et de parité contraire, U'intégrale
O, due _ [O
D(Z,0,)

D (v, »)

1= 2L X

est une intégrale abélienne attachée & la courbe ©,= o.

On démontre, par un raisonnement déja employé, que cette inté-
grale est de premiére espéce dans ’hypothese o ®, désigne la fonction
genérale d’ordre n, d'une caractéristique et d’une parité données.

Combien cette forme donne-t-elle d’intégrales linéairement dis-
tinctes? Nous avons déterminé, dans la section précédente, le nombre
des fonctions théta d’ordre (n+ 1), de caractéristique et de parité
données, non identiquement nulles sur la surface; mais, parmi ces
fonctions, il en est ¢rois qui sont identiquement nulles sur la courbe
©,=o : & savoir les produits

97 03 07

QILZ)—“" Gn (—)7’ ®IL(-);;'

Dés lors, le nombre & des intégrales I linéairement distinctes est
donné par la formule
o — 3n(n—+r1) +K—3.

2

2

On peut démontrer, au moyen du théoréme de M. Nother, que ce sont
bien I toutes les intégrales de premiére espéce de la courbe consi-
Ann. Ec. Norm., (3), XXVI. —- JuNx 190g. 32



250 L. REMY.

dérée. A cet effet, déterminons le nombre v des points de rencontre
mobiles de la courbe ©,= o avec son adjointe ©,,,= o, lequel est
égal & la moitié du nombre des solutions non fixes du systéme

I=o, 0,=o, 0, ,=o.

Ce systéme admet au total 6r(n + 1) solutions, dont il faut déduire
les solutions fixes, a savoir les ¢ demi-périodes annulant & la fois S,
Gn et ®n+| .

La détermination du nombre ¢ dans les dilférents cas ne présente
aucune difficulté, sil’on se reporte au Tableau des zéros des fonctions
théta de trois variables (n° 26). Voict les résultats : ‘

@, est de caractéristique nulle.

La fonction ®, et I'entier » sont de méme parité.... .. . 6=—o0
La fonction @, et I’entier n sont de parité contraire.. .. o=—28

0, est de caractéristique non nulle.

Le produit (3;0,) et I’entier » sont de méme parité .. ... c=—16
Le produit (7,0,) et 'entier n sont de parité contraire.. oc=—12

(7, désigne la fonction du premier ordre et de méme caractéristique que 9,,).

1l convient d’ailleurs de remarquer que, dans tous les cas, les demi-
périodes annulant & la fois 5 et ©, sont les mémes que celles annulant
a la fois S et 0,,.,.

En résumé, le nombre v des points de rencontre mobiles de la courbe
considérée avec son adjointe a pour valeur

v__6n(n+l)~—a'
- 2

Dés lors, pour s’assurer que les intégrales I comprennent toutes les
intégrales de premiére espéce de la courbe ©,= o, il suffit de vérifier
LR K ; e , A
I'égalité suivante dans les quatre cas distingués précédemment :

N N . V= o(z;y-_ ')’
¢’est-a-dire

2

6ﬂ(ll+l)—“__:2l:<§_’f~(ﬁ;*:ﬂ +K—3>—‘]7
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ou encore
4K + o =16.

Cette vérification est immédiate d’apres les valeurs de K et de o don-
nées aux n® 27 et 28.

29. Nous avons supposé jusqu’ici que la courbe algébrique considé-
rée était la courbe générale de la série lincaire définie par I'équa-
tion ®, = o : il nous reste & examiner le cas ou la fonction ®, admet
certains systémes de valeurs des arguments pour zéros d’ordre de mul-
tiplicité s;. Un tel systéme définit sur la courbe ®,= o un point mul-
tiple & s; branches ; en effet, d’apres les développements

F(u, o, w)y==a(u—u;)+b(v—¢;)+c(w— ) +d(u—u;)*+...=o,
O, (u, vy w)=A(u— u;)%+B(u—u;)s (¢ —¢;)+...=0,

les développements des coordonnées d'un point de la courbe au voisi-
nage du point u;, v;, w; sont de la forme

3
X=S8 [( w— u;)%|,

S désignant une série enticre.
Il convient de distinguer parmi les zéros multiples de @, les demi-
périodes qui annulent la fonction S («, ¢, w).
Soit w; ¢;, w; une telle demi-période, annulant la fonction 0,
alordre s; de multiplicité : pour que 'intégrale
0, du
D(,0,)
D (e, o)

reste finie au voisinage du point u;, ¢;, w;, il est nécessaire que la fone-
tion @,., y soit infiniment petite d’ordre (s, — 1) au moins. Mais,
d’aprés une remarque précédente, les demi-périodes annulant S et 0,
sont les mémes que celles annulant % et ©,,, et, par suite, I'ordre de
multiplicité du zéro u;, ¢;, 9; est de méme parité pour‘@,’l;‘ que pour @, :
on en conclut que w;, v;, w; doit nécessairement étre un zéro d’ordre s;
“pour la fonction @,,,. Le nombre total des conditions linéaires (') im-

(') Ces relations linéaires pourraient n’étre pas toutes distinctes, auquel cas I'abaisse-
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posées de ce fait 4 la fonction @,..,, ¢’est-a-dire ’abaissement du genre,
a donc pour expression

Eri4+Zq(qg +1).

Enfin si la fonction @, s’annule 4 'ordre s; pour un systéme de va-
leurs u;, ¢;, w; des arguments qui n’est pas une des demi-périodes an-
nulant % (u, ¢, w), il faut et il suffit, pour que l'intégrale considérée
reste finie en ce point, que la fonction ®,,, y soit infiniment petite
d’ordre (s; — 1), ce qui entraine un nombre de conditions linéaires
égal &

8,08, —1).
)

Voici done le théoréme général auquel conduit analyse précédente :

. 2 . 7 . . Ay ’ -

Le genre d’une courbe algeébrigue quelconque de la surface X, definie
var U'équation 9,(u, ¢, w) = o, a pour expression

—3—3r_3g(gen—3iE=0,

3n(n—+1
="K :

ou 'on désigne par :

n lordre de la fonction 0,;
28, 2y, veny (2¢,+1), (2¢y+ 1), ... les ordres de multiplicité des zéros
de 0, qui font partie des vingt-huit demi-périodes annulant 5(u, ¢, w);

ment du genre serait inférieur & [Sr2+ S ¢ (¢ +1)]. Cetle objection peut élre éearlée &
l'aide du théordme de M. Nither. En effet, le nombre v des points de rencontre mobiles
de la courbe particulidre 0, = o avee son adjointe est au plus égal &
2 l Sl - \l 2]
vVi=3n(n+1)— ;I.‘.(‘).I‘)"—i— S(2q -+1)2]
. - . g
=3n(n+1)— 2[2r2+Sq(qg+1)]— 3’

tandis qu'on a pour la courbe générale

N . G
ve=3n(n—+1)— -3
. 2
NP . . , s v—v'
@'olt on conclut que I'abaissement du genre, qui est denné par la différence ——-» est au
moins égal a -
Iri4-2q(q +1).
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Sy Sy, -.. les ordres de mulupliciié des autres zéros multiples de 0,;
K enfin une constante numerique qui dépend de la caracteristique et de
la parité de la fonction 9, et dont lesvaleurs ont été données au n° 27.

Il résulte en particulier de laformule précédente que les courbes dé-
finies sur la surface X par les soixante-trois fonctions théta du premier
ordre et de caractéristique non nulle sont de genre un, et que les
courbes du systéme canonique sont de genre guatre.

Sur le nombre des intégrales doubles de seconde espéce
des surfaces X.

30. Nous nous proposons de déterminer la valeur de 'invariant o,
pour les surfaces X par la méthode déjaexposée pour les surfaces S.
Envisageons une surface X définie en coordonnées homogénes par

les équations
T(u, v, w)=o,

Xl'—:@i(ll’"?“’) (i:l:293s[|)’

ou les @; sont quatre fonctions théta normales d’orde /%, de caractéris-
tique nulle, et de méme parité que Pentier %, qui ne s’annulent a la
fois pour aucun systéme de valeurs de «, ¢, w.

Les vingt-huit demi-périodes wu,, ¢;, w; annulant S(u, v, w) défi-
nissent des points doubles de la surface; en elfet les fonctions ©,, ne
s'annulant point pour la demi-période u;, ¢; wi, admettent au voisi-
nage de ce point des développements suivant les puissances paires
de (v —w), (¢ — ¢;), (w — w;), d’ou I'on conclut aisément qu'une
droite menée par le point (u;, ¢;, w;) de la surface X, a, avec celle-ci,
deux intersections confondues au point considéré. Dés lors

d = 28,
D’autre part,
m == 3h?,
3h(h+1)
) T —— e ]
2

2

7’ == 0.

Pour déterminer la classe N de la surface, on considére les solutions
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propres du systeme d’équations

00 00
0  Ju _ 00
%~ 08 — 96’

du 9

ces solutions sont au nombre de 6(3A*+ 2/ + 1), deux & deux égales

et de signes contraires; mais il faut en déduire les vingt-huit demi-

périodes annulant S (u, ¢, w), auxquelles il ne correspond pas de plan

tangent proprement dit. La classe de la surface a donc pour expression
__6(3R 42~ +4-1)—28

N= 5 =9gh*+6-h—r11.

Enfin la valeur du nombre ¢ se déduit immédiatement du théoréme
général sur les courbes algébriques tracées sur la surface T (n° 25).

Soient en effet deux courbes algébriques quelconques G,, C, de la
surface X, représentées par les équations

0, (u, v, w)=0 et Oy (te, 0y iv) =0,

respectivement d’ordre n, et n,. Le quotient

est, sur la surface, une fonction sextuplement périodique de u, ¢, w:
c’est donc une fonction rationnelle des coordonnées X, Y, Z d’un point
de la surface. Dés lors, I'expression

est une intégrale de différentielle totale de troisieme espiéce ne possé-
dant pas d’autre courbe logarithmique que les courbes G, et G,.

On a donc pour toute surface X non singulicre et sans courbe excep-
tionnelle p = 1.

Dés lors, application de la formule fondamentale de M. Picard

po=N+d—4p—(m—r1)+2r—(p—1)
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donne, pour la surface considérée,

po=14.

L’invariant p, a donc la méme valeur pour les surfaces = que pour les
surfaces S.

Sur le cas hyperelliptique.

31. Les particularités des surfaces Z, spéciales au cas hyperellip-
tique, rappellent celles exposées précédemment pour les surfaces S.

Le point u=y¢ = =o0, qui est un zéro double de la fonction
S(u, ¢,w) dans le cas hyperelliptique, définit un point quadruple O de
la surface T (dans I’hypothése ou il n’annule pas les quatre fonctions
coordonnées); en effet, si 'on considére deux plans variables ® =o
et 0 = o menés par ce point, la demi-période u=y¢ =w = o compte
pour 2 X 2 X 2 unités parmi les solutions du systéme

F=o, 0 =o, 6=o,

d’ou 'on déduit qu’une droite, menée par le point O de la surface X, a,
avec celle-ci, quatre intersections confondues au point considéré.

Les surfaces X dérivant d’une courbe hyperelliptique sont des sur-
faces réguliéres de genre zrovs; mais leurs invariants pi* et p® n’ont
pas la méme valeur que dans le cas général : on établit aisément que

p =2 et pH=3.

Les courbes du systéme canonique correspondent aux couples dé-
coupés sur la courbe du cinquiéme ordre C par deux sécantes en invo-
lution issues de son point triple; elles comprennent en particulier la
famille des courbes ¢ qui correspondent aux couples de G découpés
par une sécante fixe oaa’ et une sécante variable omm’. D’aprés leur
définition méme, les courbes ¢ correspondent point par point & la
courbe C; toutefois cette conclusion se trouve en défaut pour les huit
courbes particuliéres A qu’on obtient en faisant coincider la sécante
oad’ avec l'une des tangentes o¢ & la courbe C issues de son point
triple; en effet les points @ et @' étant confondus, les couples conju-
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gués am et a’m’ ne sont plus séparés analytiquement et la courbe A de
la surface correspond d’'une maniére univoque, non plus aux points de
la courbe C, mais aux sécantes menées par le point triple : elle est
donc unicursale.

En définitive, ¢/ existe huit surfaces adjointes d’ordre m — 4 circon-
scrites a la surface X le long d’une courbe unicursale A. .

Voici encore une propriété des courbes A qui découle de leur cor-
respondance avec C: si 'on considére sur I'une de ces courbes les
sept points d’intersection des autres courbes A, ainsi que le point qua-
druple de la surface, les huit points en question ont mémes rapports
anharmoniques que les huit tangentes & C issues de son point triple.

32. Lareprésentation analytique des courbes algébriques dela sur-
face X ne présente pas de particularités spéciales dans le cas hyper-
elliptique. Toutefois la formule du n°® 29, relative au genre dela courbe
algébrique définie sur la surface par I'équation 0, = o, doit étre com-
plétée lorsque la fonction 0, s’annule, & 'ordre de multiplicité «, pour
la demi-période

U—pP=WwW=—20
qui est un zéro double de la fonction S(u, ¢, w).

Pour que l'intégrale
0 du
D5, 6,)
D(e, w)

reste finie au voisinage du point v = ¢ = & = o, il faut et il suffit que
la fonction 0., soit infiniment petite, d’ordre au moins égal i celuidu
dénominateur, c¢’est-a-dire & &. Or les fonctions 0,,, et 0, sont de pa-
rité contraire : il en est donc de méme des ordres de multiplicité de
leur zéro commun u =y = w = o, et, par suite, la fonction 0,,, est
nécessairement d’ordre (4 + 1) en ce point.

Evaluons le nombre des conditions linéaires imposées de ce fait & la
fonction 0,,,. Supposons d’abord la fonction 6, impaire et s’annulant a
Vordre d = 2m + 1 pour u = ¢ =w=o0; on a, autour de ce point, des
développements de la forme

F(u, 0, w) = folu, v, w) 4+ fi (&, 0, ) +...==o0,
Ourr(uy 0, w) =Fo+ Fy(u, ¢, w) +. ..,
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les 7 et les F désignant des polynomes homogenes de degré égal al’in-
dice.
Pour que 0,., soit d’ordre 2m —+ 2, eu égard a la relation

F(u, v, v)=o,
il faut et il suffit que
Fo: o,
F,=/,90,

F,— f. Qo= /92,

F2nz _jzfGCPo T e e _'/"C,D:!m~5:‘f'2".32m-—‘29

les o étant des polynomes arbitraires de degré égal a leur indice, ce
qui implique pour la fonction 6,., un nombre de conditions égal a

N=m
O d(d+1)
2‘(4‘)—}—!):: —
N=0
Dans le cas ou la fonction 6, est paire et d’ordre d=2m pour
~u=v¢=w = o0, on établit de la méme maniére que le nombre des con-

ditions imposées de ce fait a la fonction 6, est égal a

N=m

Z(é’i—l)zd(dq_l_l)'

Y =1

En résumé, lorsque la fonction f,, admet le point u=¢=w = o pour
zéro d’ordre o/, I'expression du genre de la courbe 0, = o est diminuée

du terme [—lifl—)iﬁ (").

Donc : Le genre de la courbe definie sur une surface & par l’équa-
tion 8,(u, v, w) = o a pour expression, dans le cas hyperelliptique,
_3n(n—+1) ¢ S(s—1)

P——-—————+K—3—[Er9+2q((/+x)+‘ ]

2 2

_d(d~+1)

2

d désignant I'ordre de multiplicité auguel la fonction 8, s’annule pour le

(1) On vérifie I'indépendance des conditions linéaires imposées a la fonetion 0, au
moyen du théoréme de M. N6ther ; le point z = ¢ = w = o diminue en effet de d(d +1)
unités le nombre des points d’intersection variables des courbes 8, =0 et 8,41 = 0.

Ann. Ec. Norm., (3), XXVI. — JuIx 190g. 33
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zéro double de 3(u, v, w), et les autres lelires ayant la méme significa-
tion que dans le cas général.

33. Quelie est enfin la valeur de I'invariant p, pour les surfaces algé-
briques X dont les points admettent une correspondance (1, 2)avec les
couples de points d’une courbe de genre trois, hyperelliptique?

Si l'on désigne respectivement par

slds

gi(s8)ds= — (i=o0,1,...,5)

les six différentielles abéliennes distinctes de seconde espéce attachées
a la courbe hyperelliptique de genre trois C, d’équation

2:="P(s),
les expressions

(1) ff[gi(z)gk(z’)——g/:(z)gi(z’)] ds dsz' (6, k=o0,1,...,5)

présentent les caractéres d’une intégrale de seconde espéce; d’ailleurs
elles restent invariables lorsqu’on remplace respectivement les deux
points (5, Z) et (s, Z') par leurs conjugués hyperelliptiques (s, — Z)
et (z', —Z'); dés lors ce sont des intégrales doubles de seconde espéce
de la surface X.

Les combinaisons de la forme (1), au nombre de quinze, donnent au
plus quatorze intégrales distinctes, en vertu de 'identité fondamentale
de Weierstrass; elles en donnent effectivement quatorze dans ’hypo-
thése ou la courbe n'est pas singuliére, d’aprés les considérations ex-
posées & propos des surfaces S.

Nous pouvons done énoncer le théoréme suivant :

L’invariant g, est égal a quatorze pour les surfaces algebriques dont les
points admettent soit une correspondance univoque, soit une correspon-
dance (1, 2) avec les couples de points d’une courbe de genre trois, géné-
rale ou hyperelliptique, mais non singulicre.



