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LES

GROUPES DE TRANSFORMATIONS
CONTINUS, INFINIS, SIMPLES;
Par E. CARTAN.

On sait quelle est I'importance des groupes simples dans les diffé-
rentes applications qu'on peut faive de la théorie des groupes de trans-
formations. En particulier, en ce qui concerne I'intégration des sys-
temes différentiels qui admettent un groupe de transformations con-
tinu G de structure connue (), cette importance résulte des recherches
déja anciennes de S. Lie, et de celles, plus récentes, dues & M. Ves-
siot (*). L'intégration d’un systéme différentiel donné admettant le
groupe G est, en effet, ramenée 4 celle d'un systéme résolvant dont la
nature peut étre quelconque, et & celle d’une suite de systémes parti-
culiers (systémes automorphes de M. Vessiot) dont chacun correspond
4 I'un des groupes simples qui se présentent dans la décomposition du
groupe G en une série normale de sous-groupes, et dont la nature ne
dépend que de la structure du groupe simple considéré.

En ce qui concerne les groupes simples finis, leur détermination

(1) Celle structure est connue si lon connait les équations de définition des transfor-
mations finies du groupe.
(2) E. Vassior, Sur Ulintégration des systémes différentiels, etc. (dcta Mathem.,
t. XXVIII, rgof, p. 307-349).
Ann. Ee. Norm., (3), XXVI. — Mirs 1909. 12



94 E. CARTAN.

compléte résulte des recherches de M. Killing ('), confirmées par les
miennes (*); en dehors d’un nombre trés restreint de groupes simples
particuliers, tous les autres se partagent en quatre grandes classes,
connues d’ailleurs depuis longtemps.

En ce qui concerne au centraire les groupes simples infinis, S. Lie
en avait indiqué également quatre grandes classes, mais on ne savait
s'il en existait d’autres; le probléme paraissait difficile & aborder en
'absence de toute théorie précise sur la structure des groupes infinis.
Il était méme plus compliqué qu’on ne pouvait a priori se le figurer,
car, & l'inverse de ce qui se passe pour les groupes finis, il existe des
groupes infinis rntransitifs qui ne sont isomorphes & aucun groupe
transitif, et, parmi ces groupes intransitifs, il peut en exister de
simples.

La détermination de tous les groupes infinis primirifs & n variables
permettrait immédiatement de connaitre les structures de tous les
groupes infinis transitifs simples. Cette détermination a été faite, en
partie incidemment, par S. Lie pour n = 2,3, et par M. Kowalewski
pour » = 5; il s’est trouvé que, dans aucun des trois cas qui viennent
d’étre indiqués, il n’existait de groupe infini primitif ne rentrant pas
dans certains types généraux connus. J'ai essayé de résoudre le pro-
bléeme dans toute sa généralité, et je suis arrivé & ce résultat, assuré-
ment le plus simple de ceux qu'on pouvait espérer, que tous les groupes
infints primitifs @ n variables appartiennent @ six grandes classes seu-
lement, i savoir :

1° Le groupe de toutes les transformations a n variables ;

2° Le groupe des transformations & n vartables qui laissent invariants
les volumes ;

3° Le groupe des transformations & n variables qui reproduisent les
volumes a un facteur constant pres;

4° Le g tf "mations a abl 7 3

4° Le groupe des transformations a n> 4 variables (n pair) qui

(*) Kiuuixe, Die Zusammensetsung der stetigen endlichen Transformationsgruppen
(Math. Ann., t. XXXI, 1888, p. 2525 t. XXXIII, 1889, p. r; t. XXXIV, 188, p. 57;
t. XXXVI, 18go, p. 161).

(%) E. CARTAN, Sur la structure des groupes de transformations finis et continus (Thése ).
Paris, Nony, 1894.
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laissent tnvariante 'tniégrale double
/fdx1dwg+...+ A de,s

- S, , . .
5 Le groupe des transformations a n2 4 variables (n pair) qui repro-
duwisent l'tntégrale double précédente a un facteur constant preés;
G° Le groupe de toutes les transformations de contact dans !’espace

v+
a

dimensions (n impair), considére comme groupe de transforma-

tions ponctuelles a n variables (nZ3).

Les groupes 1°, 2° 4° 0° sont simples; le groupe 3° admet le
groupe 2° comme sous-groupe invariant; le groupe 5° admet le
groupe 4° comme sous-groupe invariant.

Ce qui précede montre qu’i/ existe quatre grandes classes de groupes
infinis transitifs simples, les groupes 1°, 2°, 4°, 6°.

Les groupes infinis simples, qui ne sont isomorphes & aucun groupe
transitif, peuvent assez facilement étre déterminés en partant des résul-
tats précédents. Ils se partagent en deux catégories :

1° Les groupes simples proprement dits : on les obtient en prenant un
groupe simple transitf (fini ou infint) et en farsant dépendre de la ma-
niére la plus générale possible les éléments arbitraires de p variables in-
variantes par le groupe; un groupe simple transitif fini d’ordre r devient
ainsi un groupe simple infini intransitif dépendant de r fonctions arbi-
traires de p arguments.

2° Les groupes simples improprement dits ; chacun d’eux est isomorphe
a un groupe dont les équations ont la forme swivante :

[—— I'— o —_—
Xy = Ty, Xy = Ta, ches Xpey = Tn—1

x;l.—: él',, +f(xls xzs R ] *rlz—l)’

en désignant par f la solution la plus générale d’un certain systeme
d’équations auz deérivées partielles linéaires et homogeénes, a coefficients
Jonctions données de x, @, ..., Tp_;.

Les résultats précédents, joints 4 ceux des recherches de M. Vessiot,
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conduisent & la conclusion suivante, que je mentionne, bien qu’elle
soit étrangére au présent Mémoire :

Les systémes automorphes qui se presentent dans ['intégration d’un
systeme dufférentiel donné admetiant un groupe G de structure connue
s'intégrent au moyen d'équations dyfférentielles ordinaires et, suivant les
cas, de systémes d’équations aux dérivées partielles lireaires a une fonc-
tion inconnue d’un certain nombre de variables indépendantes.

Ce Mémoire est divisé en cinq Parties. Les deux premiéres, les plus
courtes, contiennent I'exposé de la méthode qui m’a conduit a la déter-
mination des groupes infinis primitifs; cette méthode s’appuie sur les
théoremes fondamentaux relatifs & la structure des groupes infinis (')
et en particulier sur les propriétés du groupe linéaire I' qui indique
comment un groupe transitif infini donné G 4 n variables transforme
les ¢léments linéaires issus d'un point arbitraire; elle s’appuie égale-
ment sur les propriétés de certains groupes linéaires qui ne laissent
invariante aucune multiplicité plane et que j'appelle semi-involutifs.

La troisicme et la quatriéme Partie sont consacrées aux calculs qui
conduisent, une fois la méthode trouvée, a la détermination des
groupes infinis primitifs et des groupes infinis intransitifs simples. On
v trouvera incidemment la détermination de tous les groupes, finis
ou infinis, pour lesquels les éléments linéaires issus d’un point arhi-
traire sont transformés avec la méme généralité que pour les groupes
infinis primitifs & n variables; cette détermination avait été déja faite
par S. Lie pour les trois premieres classes de groupes primitifs.

La cinquiéme Partie contient la détermination des groupes linéaires
et homogénes semi-involutifs qui ne laissent invariante aucune mul-
tiplicité plane; elle s’appuie sur des résultats relatifs a la structure des
groupes finis simples et exposés précédemment par 'auteur dans sa
These (*).

Juin rgo7.

(1) Foir E. CaArTAN, Sur la structure des groupes infinis (A4nn. Ec. Norm., 3¢ série,
t. XXI, 1gof, p. 153; t. XXII, 1903, p. 219).

() Les résullats contenus dans ce Mémoire ont éLé communiqués a I'Académie des
Sciences dans une Note portant le méme titre el insérée dans les Comptes rendus le
21 mai rgo7. Ce qui précéde, & parl les derniers alinéas, est la reproduction presque
textuelle de cette Note.
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I. — Les groupes linéaires involutifs et semi-involutifs.

Lorsqu’un groupe infini G & n variables a ses équations de définition
du premier ordre, le groupe linéaire T' d’ordre r qui indique com-
ment G transforme les éléments lincaires issus d'un point arbitraire
(groupe adjoint) jouit des propriétés suivantes :

Soient
N t=n P'——-l'
00X
(1) Bt‘ :E Ea,‘,lg,sepxz‘,- (s=1,2,...,n)
i=1 p=1

les formules qui définissent la transformation infinitésimale la plus
générale de I'; les a,,; sont des coefficients constants, les e, sont les
rparamétres indépendants de cette transformation infinitésimale. En
désignant pavi, t,, ..., """, n systtmes de r variables indépendantes,
formons la matrice &4 n colonnes et »* lignes :

O O
Z (Zi!pvl tP \A ag’p’l t? . oo L (Z",pJ tF
Dapate  Xaeat el
O
L A pntp E @s0.nlp e S Anpnlp
Z Q101 2 Ay 01ty An o, by
O ’
E Ay onlp L A po.n ‘E: cee E Qn,o.n s
1 ‘-‘ Y U
E @01 1l ‘\_, Ay, Lo 2 Tnyp,1 by
~ N - —-1)
D tipntf™ Fapntt o X gt

Désignons par :
o, le rang (degré du déterminant principal) de la matrice formée
des n premiéres lignes;

Ann. Ee. Norm., (3), XXVI. — Mars 1909. 13



98 E. CARTAN.
o, g, le rang de la matrice formée des 2n premiéres lignes;
o, o, + o, le rang de la matrice formée des 3~ premiéres lignes;

L R @ e e s s s s e @ 4 s e s s e e 8 e e a s 8 s s e e e s s s e s s Y

o+ G, + ...+ g, le rang de la matrice totale.

Désignons enfin par r, le nombre des solutions linéairement indé-
pendantes du systeme d’équations linéaires en w,; (o=1,...,7;

k=1,2,...,r),

p:l
Q .
(2) ‘\_‘ (@ip,stlo k= Qpop,sllp i) = O (G, kys=1,2, ..., n).
p=1

On a, dans I'hypothése faite plus haut, entre les entiers o; et’entier r,,
la relation

(3) ry=a,+ 26+ 303+...4 no,.

Un groupe linéaire I' qui jouira de la propriété précédente sera
appelé un groupe linéaire involutif. La relation (3) caractérise donc
les groupes involutifs.

Si le groupe infini G n’a pas ses équations de définition du premier
ordre, le groupe I' n’est pas involutif. Considérons alors le systéme (2)
et soit

.
u“:\ bs natis ($=1,2,...,n; 0=1,2,...,7)
RERCNN-alk

la solution la plus générale de ce systéme, ou les r, quantités n, sont
des parametres arbitraires. Considérons enfin le groupe linéaire T,
d’ordre r,, & n+ rvariables @, ..., @, ¥, ..., ¥, et dont la trans-
formation infinitésimale la plus générale est définie par les formules

oxg
656:0 (s=1,2,...,n),
(4) [N i=n p=r,
oY s OO
( gt T i }db"vp,aﬂpr (e=1,2, ..., 7).
i=1 o=1

Ce groupe I, est dit le premier groupe déduit de T'.
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De T', on peut déduire un nouveau groupe I', par le méme procédé ;
ce groupe 'y est & n 47— r variables z,, ..., 20 vy .o s Vi 515 oo 0y 5,
et & un certain nombre r, de parameétres. Et ainsi de suite.

Si le groupe G est infini, I'un des groupes déduits de T (ainsi que tous
les suivants) est involutif. Nous dirons dans ce cas que le groupe primitif T
est sermi-tnvolutif.

Si un groupe linéaire T n’est pas semi-involutif, 'un de ses
deduits successifs se réduit a la transformation identique.

groupes

En désignant par w,, w,, ..., w,, n expressions de Pfaff indépen-
dantes convenablement choisies, formées avec les n variables trans-
formées par le groupe G et leurs différentielles, le groupe G échange
entre elles ces n expressions par un groupe linéaire qui est précisé-
ment le groupe adjoint I'. Si le groupe G est infini, on démontre que
chacun des systémes d’équations

(5) Eai'p,gﬁ)f:O (§=1,2, ..., 05 0==I1,2, ..., 1),
—
(6) Zb,p,o—m,_o (6 =1, 2, , Ty p=1, 2, , ),

correspondants au groupe I' et aux groupes déduits T, .. ., est complele-
ment intégrable. De plus, le groupe G laisse invariant chacun de ces sys-
témes complétement iniégrables, ¢ est-a-dire transforme entre elles leurs
intégrales.

Il résulte de la que, si le groupe G est primatif, chacun des systémes
d’équations (5), (6), ... est équivalent au systeme

6= W, ==...= ®,=O0.
Ce résultat peut étre énoncé sous la forme suivante :

TukoriyMe I. — S le groupe infini G est pranitif, les accroissements in-
Siniment petits des variables, dansle groupe adjoint T et dans chacun des
groupes linéaires déduits de T', ne peuvent dependre de motns de n com-
binaisons linéaires independantes de x,, x,, ..., z,.



100 E. CARTAN.

Cela étant, supposons que G soit un groupe infini primitif et que le
groupe linéaire adjoint T laisse invariante une multiplicité plane M,
qu’on peut supposer définie par les équations

Lpr =Xppa=...= T =0.

oxr, ox
Alors =22, ..o, 2

ot at
des transformations de I' qui laissent invariante chacune des variables
Bpy1y Lpyay -+ -, &, forme un sous-groupe invariant v, défini par exemple
par les équations

ne dépendent que de x,.,, ..., z,. L’ensemble

g = €gr2a=...= €, = 0.

D’apres les équations (2), les accroissements

N o N ’
0V g+1 Y g+ r
g, MR L., XL
ol 0 ¢

1
cd

[«%

subis par y,.,, ..., ¥- dans le groupe T';, ne dépendent aussi que de
Zpety +e.y T, Les variables z,, @, ..., z, ne peuvent donc entrer que
dans les ¢ premiéres équations (4), celles qui donnent

6)’1 0 Vy a}’,,
s s e, XA,
ot ot ot

Elles y entrent d'ailleurs comme si I'on supprimait, dans les p pre-
mieres équations (1), tous les termes qui contiennent soit

. xP‘f‘i’ mp-}-i’ ey .17",
so1t
eq+19 e«]+2’ ey Epe
Ce qui préceéde estd’ailleurs vrai pour les groupes déduits successifs.
Si le groupe G est primitif, les variables #,, @,, ..., z, doivent entrer
effectivement dans tous les groupes I',, T, ...; par suite, le groupe
linéaire y en x,, ®,, ..., @, quon obtient en faisant dans les for-

mules (1)
Zppy=...=Zp=0, g1 =...=e¢, =0,

est semi-tnyolutif.
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Ce groupe linéaire est d’ailleurs celui qui indique comment le

groupe vy transforme entre eux les points de la multiplicité M. Le

groupe y étant d’autre part sous-groupe invariant de T, le groupe v

est un sous-groupe invariant du groupe I' qui indique comment T

transforme entre eux les points de M. Nous pouvons donc énoncer le
théoréme suivant :

Tukorive II. — Si le groupe infini G est primitif, et si le groupe
adjoint I" laisse invariante une multiplicité plane M,

Lp| =«. . =Zp=—0,

le groupe T a p variables qui indique comment T transforme entre eux
les points de M, ainsi que le sous-groupe invariant < de T qui indigue
comment les points de M sont transformeés entre eux par celles des trans-
Sormations deT qui laissent invariante chacune des variables x,.,, ..., %,
sont semi-tnvolutifs.

Supposons enfin que le groupe I' ne laisse invariante aucune multi-
plicité plane contenue dans M; alors le groupe T & p variables x,,
Xy, ..., @, ne laisse lui-méme invariante aucune multiplicité plane, et il est
semi-tnyolutif.

Les remarques et les théorémes précédents nous conduisent ainsi
a considérer les groupes linéaires semi-involutifs qui ne laissent inva-
riante aucune multiplicité plane.

II. — Détermination des groupes adjoints des groupes infinis primitifs.

Pour ne pas interrompre la suite des raisonnements, admettons
maintenant le théoréme suivant, qui sera démontré dans le para-
graphe IV :

Tueorime III. — Tout groupe linéaire (et homogene) semi-involutif
@ n variables qui ne laisse invariante aucune multiplicité plane est l'un
des quatre groupes suivanls :

1° Le groupe linéaire et homogeéne general;
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2% Le groupe lineaire et homogéne spécial;
< . r . . . .
3° Sin est pair, le groupe linéaire le plus général qui laisse inpariante
[’expression différentielle

rydey— x,dx,+ x23de, — z,dey+. ..+ 2y dv, — xpde,

4° Sin est pair, le groupe linéaire le plus géneral qui reproduit I'ex-
pression dyférentielle précédente a un facteur constant pres.

Les groupes 2° et 3° sont simples; les groupes 1° et 4° sont respec-
tivement formés des groupes 2° et 3° et du groupe engendré par la
transformation infinitésimale

of of of
Uf=ay 5=+ 2a5— ...+ Tp5—-
f== dx, * 0z, %oz,

Par suite, tout sous-groupe invariant semi-involutif des groupes 1°, 2°,
3°, 4° se confond respectivement avec les groupes 1° ou 2°, 2°, 3°, 3° o 4°.

Cela étant, considérons un groupe infini primitif G & n variables. Il
existe n expressions de Pfaff linéairement indépendantes

Wiy Wy ooy Oy

qui sont transformées entre elles par le groupe linéaire adjoint I'. Deux
cas sont & distinguer :

1° Le groupe adjoint I' ne laisse invariante aucune multiplicité
plane; alorsil est 'un des quatre groupes précédemment énoncés;

2° Le groupe adjoint I' laisse invariante au moins une multiplicité
plane. Supposons qu'il laisse invariante la multiplicité plane M

(1) Wpit = Wpi2=—... = Wp=—0

sans laisser invariante aucune multiplicité plane contenue dans M. Il
est d’abord évident que p est au moins égal a 2, sinon le systeme (1)
serait complétement intégrable, et le groupe G, qui transformerait
entre elles ses intégrales, ne serait pas primitif.

Les covariants bilinéaires de w,., ..., w, sont, en tenant compte
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des équations (1), de la forme

, 1
{ r

I
Wyt v Ai k1O 0 ks

ik
(2) e ,
1, op
[—
®, —_ 2 Ai,k,n—p ;&) /ey
ik

les coefficients A;, ; désignant des constantes. Le groupe linéaire v,
dont il est question au théoréme II du paragraphe précédent, qui
indique comment sont transformées les expressions w,, ..., w, par
celles des transformations de T' qui laissent invariantes w,.,, ..., ®,,
laisse évidemment invariante chacune des expressions bilinéaires qui
se trouvent dans les seconds membres des formules (2). Et ce groupe
linéaire v est semi-involutif; de plus, il est invariant dans un groupe
semi-involutif T' qui ne laisse invariante aucune multiplicité plane.
Donc y est I'un des quatre groupes linéaires énoncés plus haut.

Les seconds membres des formules (2) ne sont pas tous nuls, sinon
le systéme (1) serait complétement intégrable, et par suite le groupe G
serait imprimitif. Donc le groupe v ne contient pas la transformation
infinitésimale U/. Le groupe v est donc 1'un des groupes 2° et 3°. Ce
ne peut étre le groupe 2°, qui ne laisse invariante aucune expression
bilinéaire. C’est donc le groupe 3°.

Or le groupe simple 3°, il est facile de le démontrer, ne laisse inva-
riante qu’une expression différentielle bilinéaire, soit

Wy~ ...+ Op—1Wp;
par suite, les covariants ,, ..., o, lorsqu’on tient compte de (1),
sont proportionnels entre eux et I'on peut faire en sorte qu’on ait,

si p<<n—1,

(3) & (MOd@pagy « -y On)e

W, =W O;+...+ Wy 0p
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Supposons d’abord p << n — 1. On a alors des formules de la forme
suivante :

'1' t=pn

‘s‘ a, Wy
mzzed ?

(=1

'
Wpyy = On

(4) (T - ) (MOd® sy, Bpras «v oy Onoy)e

i=p

’
W, =0 y Qpegmp i W;
l n—-1 n n—1—p, ¢
\ i=1 !

Les n — p —1 combinaisons linéaires de w,, w,, ..., ®, qui se
trouvent dans les seconds membres des formules (3) sont au nombre
de p indépendantes, parce que, d’aprés un théoréme général, le sys-
téme
=V

Wpr = Wpis==.. . = Wp_y = mn:E A, ;0 =... P Ap—pyty,iW;= 0
est complétementintégrable, et que, de plus, G est primitif.
Appliquons alors le théoréme II du paragraphe 1 & la multiplicité

plane

Wpp = Wpya="...=0p_ 4 =0,

invariante par T'. Le groupe y & p + 1 variables correspondant laisse
invariante I’équation w,=o et laisse invariant chacun des seconds
membres de (4); ce groupe ; doit étre semi-involutif, et il doit encore
le rester sil’on fait w, = o; or il se réduit & un groupe & un paramétre

by ’\’

X, *Zp
=éx

t\t 1%1y L) ‘\t

—=e x,,

et ce groupe n’est pas serni-involutif.
Donc 'hypothése p < n—1 est tmpossible. Donc n est un nombre
impair et
p=n—i.

Tueorime IV. — St G est un groupe infini primitif & n variables, le
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groupe linéatre adjoint ' satisfail a I'une des cing hypothéses suivantes :

A. Le groupe T ne laisse invariante aucune multiplicité plane et coin-
cide avec le groupe linéaire et homogéne genéral ¢ n variables.

B. Le groupeT ne laisse invariante aucune multiplicité plane et coin-
cide avec le groupe linéaire et homogéne spécial a n variables.

C. Le groupe I ne latsse invariante aucune multiplicité plane et coin-
cide avec le groupe linéaire le plus général qui laisse invariante I’expres-
ston dyfferentielle bilinéaire (n pair)

W W+ W3W, ... Wy g Wpe

D. Le groupe T ne laisse invariante aucune multiplicité plane et coin-
cide avec le groupe linéaire le plus genéral qui reproduit, a un facteur
constant pres, I’ expression différentielle bilinéaire (n pair)

W Wy =+ W3t Wy g Wy

E. Le groupe T laisse invariante une seule multiplicité plane a
n — 1 dimensions (n impair)

W, =0

et transforme les points de cette multiplicité plane par le groupe linéaire
le plus géneral qui reproduwit, a un facteur constant prés, {’expression
bilinéaire

0y We T+ W30+ ...+ WpyoWy_y,

qui se déduit du covariant bilinéaire w, en faisant

W, == 0.

Dans le dernier cas, le groupe I' ne laisse pas, en faisant w,=o,
invariant le covariant w,, sinon I' laisserait w, invariant, et le systéme

n?

Jdw), — 0w, . Jdw,, —o,
dw, Jw,y Jdw,

qui est d’ordre pair n — 1, serait complétement intégrable, ce qui con-
tredirait la primitivité du groupe G.
Remarquons enfin, dans le dernier cas, que le groupe I' n’est pas
Ann. Ee. Norm., (3), XXVI. — Mars 190g9. 14
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complétement déterminé; sa détermination exacte sera faite dans le
paragraphe suivant en méme temps que celle des groupes G corres-
pondants.

III. — Détermination des groupes infinis primitifs & » variables.

Il nous reste maintenant a reprendre chacun des cinq groupes
linéaires I' qui viennent d’étre énumérés et a rechercher, pour chacun
d’eux, les groupes G correspondants.

Cette recherche a été faite par S. Lie dans les deux premiers cas.
Voici les résultats auxquels il est arrivé :

A. Ily a deux groupes infinis & nvariables dont le groupe adjoint est
le groupe linéaire géneral; ce sont :

1° Le groupe geénéral a n variables ;
2° Le groupe qui reproduit les volumes a un facteur constant pres,
autrement dit le groupe défini par I’équation
D(Xh X2y o ",XIL)

D(xy, ey ooy 2y)

:a,

en designant par x,, x,, ..., &, les variables primitives, par X,, X,, ...,
X, les variables transformées et par a une constante arbitraire.

B. Il y a un groupe infini a n variables dont le groupe adjoint est le
groupe linéaire special; c’est le groupe qui laisse invariants les volumes ;
il est defini par 'équation

D(XU XZ!’ ey Xn) —

D(z,, z,, . vy Zp)

Il ne nous reste donc qu’a examiner les cas C, D et E. Nous com-
mencerons par le cas D, en dirigeant nos calculs de maniére qu'ils
puissent servir en méme temps pour le cas C.

D. Le groupe I" est le groupe linéaire le plus général & un nombre
pair 27 de variables, qui reproduise, & un facteur constant prés, une
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expression bilinéaire
W0y~ WaWi—. ..~ Waop—y Wapye

Les accroissements que subissent les w; par la transformation infi-
nitésimale la plus générale de T' peuvent étre représentés par les for-
mules

k=

19

n

N O
O)gj1 == €(Wa; + €ri ke Wik

I\:
() ( esn ’ (i=1,2, ..., n),
0wy == €y Wy _Z €ai—1, 1 Wik ‘
k=1

ove;,; =e;;(i,j=1,2,...,2n)désignent n(2n + 1) parametres indé-
pendants, e, un auatre parameétre indépendant des précédents si I’on
est dans le cas D, identiquement nul sil’on est dans le cas C.

Les équations de structure du groupe cherché G contiennent d’abord
2n équations de la forme suivante :

| h=2n 1,2,...,2n \
«‘
;
Wy iy = Wi Wyt }_‘ 0 Do+ E Asijo w0
k=1 ik

(2) | k=2n L2,...,2n (‘:]’2’ e IZ).
’ —
Wy =Wy Uo—z W Wai—y, o+ E Azf—l,j,kwjmk
k=1 ok

SiI'on ajoutait aux expressions @,, @, ; des combinaisons linéaires
a coefficients constants arbitraires de w,, w,, ..., ©,,, les coefficients
constants A, ;, seraient changés; leurs nouvelles valeurs A;;, se
déduiraient des anciennes par des formules qu'on peut condenser
dans les équations

2,...,2n k=2n
E (Anz,/, — A )&)j 0= Wai—q g+ ? W &34 ks
Ik A=1
/
1,2,...,2n k=2n
<
} < 28--1,7,k Agiey ,J,A)w/ W= Wy Qy— /v 21—1,1;-

>_-
i
-

s
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Dans ces équations (3), Q, et

Qi, j = Qj

J N3

désignent
n(2n—+1)-+1

combinaisons linéaires a coefficients arbitraires des w;. Si l’'on désigne

ar o, ces
£
n(2n®—+n—+1)

coefticients arbitraires, les équations (3) expriment, en somme,
chaque différence
Adjik = i,k

par une combinaison linéaire déterminée des coefficients .

Mais, d’autre part, les équations de structure (2) sont invariantes
par le groupe I'; exprimons simplement qu’elles sont invariantes par
le sous-groupe de I' défini par les équations

Owajmy = €aj—1,2i Wai—1,
0w —=— €aj—1,2; Wa;-
Convenons de poser
Nojmy == N2; == €9/~1,2;
et formons les équations
k=2n 1,...,2n
, O
Naieg Wojy = Naj—1 Waj—1 Wy —+ Z N W Way 4 Z Ao j (= nz) wjg
k=1 Ik
k=2n

N |
+ Waimy 0+ }_, 04 0B/ 4y

k=1
k=2n 1,...,n
’ ul ul
M2 Wy ;== N Wy Wy — 2 N WL Dai—1 i =+ Z Agiy,j e (0j+ M) 00
k=1 ik
k=2n
ul
—+ ;0w — 2 wkawgf-1,1.-,
k=1

qui expriment que les formules (2) sontinvariantes parle sous-groupe
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considéré de T'. Ces équations peuvent s’écrire

Z A j i (M)~ Mg+ Ty )0y,
Ik
k=2n
—+ Wajmq Oy —+ 2 W[ 0w 4+ (N =+ Nk )®ain ] = 0,
k=1
(4)
Z Asig jr(Nj N+ Naiey) 0%
ik k=2n
—+ @y 0@ — E Wy [5Ezi—1,1.-+ (N2imt + N2 ) Barog 1] =00,
A=1

et I'on voit que, dans ces équations éw,, 8w, ; — (1;+ 1;)®;; sont des
combinaisons linéaires convenablement choisies de w,, w,, ..., w,,.

On remarquera ’analogie entre les formules (3) et les formules (4);
les derniéres se déduisent des premiéres en remplagant

ANijjor— A par (ni+=n;4+12)A¢j 0
2, » 0w,
Q ; » 0w, + (N4 n;) ®; .

Cela étant, on peut profiter de 'indétermination des n(2n* + n +1)
coefficients « qui entrent dans Q, et Q;; pour donner au plus grand
nombre possible de coefficients A, ;, des valeurs particuliéres, par
exemple la valeur zéro. Pour ces coefficients-la, on pourra d’ailleurs
supposer que les valeurs primitives étaient déja zéro. Cela veut dire
que I'élimination des « dans les équations (3) conduit aux équations

Agj o= Aij ks

ou A, ; x désigne successivement tous les coefficients qui n’ont pas pu
étre annulés a priori. Mais alors’élimination des coefficients inconnus
de dw, et 0w, ; + (n;+n;)®;; dans les équations (4) conduit aux
équations analogues

(407 -+0r) Ay 6= 0,

ou les A;;, sont les mémes coefficients qui n’ont pu étre annulés
a priori. Mais, comme 1;+ n;+ 1y ne peut pas étre nul, il en résulte
que tous les coefficients A; ; ; sont nuls.
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On peut donc toujours supposer que, dans les équations de structure (2),
tous les coefficients A; ; . sont nuls.

Cela étant, si le groupe linéaire T" était involutif, les équations (2)
définiraient complétement une structure de groupe infini, et tous les
groupes G cherchés seraient des sous-groupes d’un seul et méme
groupe infini, celui qui serait défini par les équations (2). Mais le
groupe I' n’est pas involutif, du moins dans le cas D; ses caractires
sont

g, = n, Ga==n, oy=n-—1I, o, =n —2, ceey Ch=2;

d’autre part, le groupe déduit IT', est de la forme

> €0 kT (Yig=xnis LJ=1,2, ..., 2n),

ou les paramétres sont les

- n(n—+1)(n-+2)
- 6
quantités
0 €1, ),k == €1k T € ik = € ki == €yt j = Ok e
rona
- n(in—+1)(n—+2)
1 — ~
6

< G+ 20—+ ... Nay.

Mais le fait que la variable y,, qui correspond au paramétre e, de T,
est invariante par le groupe I',, nous conduit & calculer Ie covariant
bilinéaire de ,. Si 'on applique I'identité fondamentale aux équa-
tions (2), on obtient les équations

k=2n k=2n
S omh, = ok o
032:——1730"\“‘ WETai % —-—-0321-1730"1“_‘ ® W2, ks
k=1 k=1
k=2n k=2n

’ ! !
Wy w;— E WL W2 imy, e — Wag "’0—2 ®WWai-1,ke

pa— h=1
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Ces équations sont véritiées, en particulier, si I'on prend

@, = o,
g=n
’ - .
mi'j:E (zrr,-,«,pm'jd\g__1 + 20,251 ) (6, j=1,2, ...,2n).
p=t

Leur solution générale s’obtient en ajoutant aux seconds membres
les expressions bilinéaires II,, II; ; les plus générales satisfaisant aux
équations

‘=2n
w21y +E willi . =o,
k=1

k=2n
Way Ho‘—z wzllyiy . =0o0.
k=1

L’expression II,, en particulier, est de la forme

HOZE (INASHOP” +E b j k01 e
ik

On a donce

’
ZD‘O:S’ @ f ;W) 1 E b,~,,-,1,ml~mj,;,..

Si nous exprimons que les équations de structure sont invariantes
par la transformation

Qs

®;
= e Wy

o;l
A

qui entraine
8‘50 _ 665,",'
ot~ ot

=0,

nous obtenons

0=2¢, 51 Qi Wi W+ 802 b,—,j,/,-wimj,/‘.,

d’ol enfin
(5) @, =o.

TukoRiME. — Les équations de structure de tout groupe G dont le
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groupe adjoint T satisfait a la condition D contiennent les équations
k=2n
WYy = Gaj—y Wy + E Wi ks

k=1

(6) ( =2n
wi =Wy wo-—-z WrDait ks
k=1
®, =o.
Les équations (6) sont d’ailleurs les équations de structure d’un
groupe infini déterminé; par exemple, celui qui reproduit, a un fac-
teur constant prés, I’expression différentielle bilinéaire

de,dxs+ dxsdz, +. ..+ dxgy_ d2sy,.

Donc tous les groupes G cherchés sont des sous-groupes infinis de
celui-la.

Tm‘:oFEME V. — Tout groupe infini primutif G dont le groupe adjoint
satisfait a la condition D est semblable, soit au plus grand groupe qui
reproduil, a un facteur constant pres, I'expression différentielle bilinéaire

dzx,dzy ...+ dZep_y dXsp,

sott & l'un de ses sous-groupes.
8

Il nous reste donc, pour résoudre complétement le probléme dans
le cas D, & rechercher tous ceux des sous-groupes du groupe (6) dont
les équations de structure contiennent les équations (6).

Formons les prolongements normaux du groupe (6); leurs équa-
tions de structure s’obtiennent en ajoutant aux équations (6), suc-
cessivement, les équations

p=n k=2n
I
(7) @, ——Z (W20 201 = B 20 Tiap—1) +2 WL ks
p=1 k=1
p=n
-
(8) Ok —-E Wi2p W), k,2p—1 = W20 Tik,20—1 = Tk 201, j,2p~1
p=1
+ Wi, j,00 Bk 2p—1 " Bi,k,20 0,201 + B k,20 i, 20—1
h=2n

-+ 2 WrT, 5,k ks
h=1
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Les ©; .4 ®ijrn --- sont de nouvelles expressions de Pfaff, dans
lesquelles on peut intervertir d’'une maniére quelconque Pordre des
indices; nous appellerons egré d’une de ces expressions le nombre
de ses indices.

On obtiendra les équations de structure de 'un quelconque des
sous-groupes cherchés de (G), en prenant un des prolongements nor-
maux de (6), par exemple le pi™me, et en liant ©;, @y, ®;j, T jao - -
@i, ..ips, PAT Certaines relations linéaires & coefficients constants. Par
hypothése, 1l n’y a aucune relation entre les w;, @, et @, ;. Nous allons
montrer qu’il y en a nécessairement entre les o, @,, @;; et @, ;. Sup-
posons, en effet, qu’il n’en soit pas ainsi, qu'il n'y ait aucune relation
entre les w;, @, et les @ de degré inférieur i ¢, mais qu’il y en ait au
moins une contenant les @ de degré ¢ 2 4, soit

(9) M A

: Wiy, by, .

~+...=0,

N g

les termes non écrits étant de degré inférieur 4 ¢. Le covariant bili-
néaire du premier membre de I'équation (g) devant étre nul en vertu
des relations cherchées, considérons dans ce covariant les termes pro-
duits d’une expression m» du troisieme degré ct d’une expression @ de
degré ¢ — 1; I'ensemble de ces termes doit étre nul. On a done

(ro) EAi,,i‘,.,...,iq(wil,i,.zpmia....,r'q,‘zp—l—wi,,f._.,ﬂ -1y, 2g) = 0.

cenyig?

Cette équation montre d’abord que tous les coefficients A, pour
lesquels deux au moins des indices sont égaux, sont nuls; il suffit,
par exemple, de considérer dans (10) le terme en

Wyt Wy, g, ey Ggen 29

ce terme est en effet multiplié, & un coefficient numérique prés,
par A, g, ..., De méme tous les A, pour lesquels deux des coefticients
sont de la forme 2A — 1, 22X, sont nuls; il suffit de considérer, par
exemple, dans (10), le terme en

©1.2,2W00,, 8y, .00y Gy 1

dont le coefficient est A, , ..., _,- Enfin, tous les autres coefficients A
Ann. Ec. Norm., (3), XXVI. — Mars 1909. 15
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sont nuls ausst; il suffit, par exemple, de considérer dans (1o0) le
terme en
©1,1,300, .., %020
dont le coefticient est — Ay ;. . .-
Il est donec démontré que ¢ ne peut étre supérieur a 3.
Prenons done une relation entre les o, @,, @;; et &, soit

—~
(r1) }_‘Af,j,l,-wi'j'k—i—...:o,

les termes non écrits étant ceux en w;, @,, @;;. Formons le covariant
du premier membre de (11) et ne conservons dans ce covariant que
les termes qui ne contiennent pas les w;. Il y aura alors des produits
qui contiendront une expression du deuxiéme degré et une du troi-
siéme, et des produits qui contiendront deux expressions du deuxiéme
degré. Comme il ny a aucune relation possible entre les @, ;, on voit
que dans les premiers groupes de termes le coefficient de 'une quel-
conque des expressions @,g doit étre nul & des expressions prés du
second degré. Désignons par r,, ry, ..., 7y, des indéterminées liées par
les n relations

M ry=r;+nr=—...=Ty_1+ I'pa=0;
appelons poids d’une expression o; ; , la quantité r;+ r; + r,. Alors la
oIy i J k

considération, dans le covariant du premier membre de (11), des
termes en @, o, @a 4y « - .y Tany,2e cOnduit & la conclusion suivante :

Toute relation de la forme (11) entraine l'existence de la relation
-l
Z (ry+ ry-+ r) z\,“j,k‘lﬁ,-,j,/,-i— C..==0.

Autrement dit, on peut toujours supposer que, dans chaque rela-
tion (11), toutes les expressions @; ; + sont de méme poids.
Ce poids peut étre de 'une des formes

3ry, eri4ry ri+rsrs, Iy

L’existence d'une relation du premier type, soit

Wyt =0,
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entraine, d’aprés la forme de @) , , I'existence des 2n relations
wi,hl—i-. N .:m’,,l,g—l—. - .:.‘531,1,3—&-. P e =, . .:'E)'ly,’-_,,,ﬁ-. <. =0,

puis celle des n(27n + 1) relations

@+ =0 (L7=1,2, ..., 2n),
an{n—+1)(2n—+1) .
et enfin celle des : relations
@i e+...=0 (4, k=1,2, ..., 2n).

L’existence d’une relation du second type, soit

©yy,3 +...=0,

entraine, d’aprés la forme de @' , ,, I'existence d’une relation du pre-

mier type, ct, par suite, de ann+ ‘; (2r+1) relations distinctes. Il en

est de méme de l'existence d’une relation du troisiéme type, telle que

GS,’3,5+. ..== 0.
Enfin 'existence d’une relation du quatriéme type,
A 2+ Aw ,+ A8 50+ ..+ AT apyon+...= 0,

entraine, si A, n’est pas nul, en prenant dans le covariant le coeffi-
cient de @, ., I'existence d'une relation

@yt =0,

et, si A, n’est pas nul, en prenant le coefficient de @, ;, I’existence
d’une relation

Wy g5+ .= 03

an(n+1)(2n+1)
3
Nous voyons donc que chaque expression o, §exprime par une
combinaison linéaire a coefficients constants des w;, @,, @; j.
De 1a résulte enfin que tout sous-groupe du groupe (6), qui admet le
méme groupe adjoint que le groupe (), est fint.

dans les deux cas, ’existence de relations distinctes.




116 E. CARTAN.

On peut démontrer sans difficulté que tous ces sous-groupes sont
homologues dans le groupe (6) et quon peut prendre, par exemple,
W =0 (4 ), A=1,2, ...,2n).

Nous admettrons ce résultat dont la démonstration serait un peu
étrangére au sujet. Le sous-groupe unique ainsi obtenu est un groupe

linéaire (non homogéne); il s'obtient en prenant le plus grand
groupe linéaire et homogéne qui laisse invariante I'équation

2, dwy— 2ydxy 4. . A Zyp_ dXoy — Loy dXyp_y =0,
et en le composant avec le groupe des translations.

Tutoreme VI. — I/ existe, a 2 n variables, deux groupes dont le groupe
adjoint satisfait a la condition D :

1° Le groupe infini, qui reproduit, & un fucteur constant pres, I’ex-
pression différentielle bilinéaire

dxdry—+ dzydzx, ...+ dxsn_dzs,;

2° Le groupe fini linéaire d’ordre (n + 1) (2n +1) qu'on obtient en
composant avec le groupe des translations le groupe linéaire et homogene
qui laisse invariante {’équation

21 0By — Z2AZ .« o Zapy ALy — L2, 2oy = 0.

C. Dans le cas G, les raisonnements sont identiques; il n’y a par-
tout qu'a supprimer I'expression @,. On arrive ainsi au théoréme
suivant :

Tugonime VII. — I/ existe, a 2n variables, deux groupes dont le
groupe adjoint satisfait a la condition C :

1° Le groupe infini, qui laisse invariante Uexpression différentielle
bilineaire
dridz,+ drsdr, 4. ..+ dzg, 4 dzsn;

2° Le groupe fini d’ordre n(2n + 3) qu’on oblient en composant avec
le groupe des translations le groupe linéaire et homogéne qui laisse inva-
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riante l'expression
Ly A2y — Z9dXy .. A Xy dXyy— XandTop_,.

Le premier de ces groupes est simple.

E. En changeant un peu les notations, nous pourrons définir le
groupe linéaire I" par les formules suivantes :

Owg ne \
= o)
6[ 0,0 %o
k=2n
Sz €oo® -i—ze +e
‘ — €g,0Waj—1 ol k Wk al Wy
(12) ¢ 8¢ ’ ’ 40 (i=1,2, ..., n),
k=1 :
5 k=2n
Wey
> == €y,0 Wa; —/vezi—i,k&)k—eii-l,owo .
k=1
ou
€o,0, €l =€, €i0

désignent (n + 1) (2n + 1) parametres, les paramétres ¢, , et ¢; ; étant
indépendants, les e;, pouvant aussi étre indépendants, mais pouvant
¢étre liés entre eux et avec les autres parametres par certaines relations
linéaires.

Les équations de structure de tout groupe G cherché contiennent
nécessairement des équations de la forme

Wy = 20¢W, —F 0Wa—+ W30 ...+ Wap—y Dagy
k=2n 1,2,...,2n
Wa1= WWas, —+ Wiy W0+ s‘ WrWa ke Z Avijih ®j0p,
0 el
(13) (=1 Ik
k=2n 1,2,...,.2n
I4
Wa; = —Wy Baj—q,g+ Wa; Wy,0— y W1,k E, Ani,j k0 W
. k=1 Ik

Les expressions o,, ®; @;; sont indépendantes entre elles, mais
les @;, peuvent étre liées entre elles et avec les précédentes par cer-
taines relations linéaires a coefficients constants.

Si l'on ajoutait aux =;; des combinaisons linéaires a coefficients
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constants arbitraires de w,, w,, ..., w,,, les coefficients constants A; ; x

seraient changés : leurs nouvelles valeurs A;;, se déduiraient des
anciennes par des formules qu’on peut condenser dans les équations

S22 k=2n
\ 2 (Kzi.j.k _Agi,j’k )(r.)j(n)kz E mk.g2i,k,
.k k=1
(14) 1,2,]...,271 k=2n
Z (K‘zz’—i,j‘k_ Azi—x,j,/.-)mjw/.-Z—E (O3 92:‘—1‘1.-,
Ik k=1

o Q,;=Q;; désignent n(2n-1) combinaisons linéaires & coeffi-
cients arbitraires de ,, w., ..., ©.,.

Exprimons maintenant que les équations de structure (13) sont
invariantes par le groupe linéaire (12); ce groupe (12) contient, en
particulier, une transformation de la forme suivante :

60.)0 —on
oc T 7@
06g;_,
3 = Wy Xo; Wy
6032:
3z = Wy T ®aieg Wy

ou «; désignent n constantes convenablement choisies. On en déduit

0wy, o =—3 (i + Aata ... Cap®ayn),
puis
1...2n 8
Wai0k-1 4
E Asijh 0= E Waj—1 ( o + Loap- ey —F % W
.k
01 0k 1 1
-+ gy Y, g Oap  Wajmg 5Oy Wak—g )
1.:71 aw
_ 2i—1,24—1 1
)/ Aai—:,j,k W =— Wof—1 < St — F O Way  — § Olaiy Wag >
ok

? 0Waj—1,2k 1 1
— 2y @ak s — O Wi oy daig Wag—q ).

La comparaison des équations précédentes avec les formules (14)
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montre, comme dans le cas D, qu'on peut supposer tous les coefficients
A, nuls.

Cela étant, les équations (13), ot I'on suppose tous les A, ;, nuls,
définissent la structure d’un groupe infini, savoir le groupe des trans-
formations de contact de I’espace & » dimensions. Tous les groupes G
cherchés s’obtiendront en déterminant ceux des sous-groupes du
groupe (13) pour lesquels les expressions w,, w;, ©,,, @;; ne sont
liées par aucune relation.

Cherchons d’abord ceux de ces sous-groupes pour lesquels il existe
au moins une relation entre w,, w;, @, ,, @;; et ;,. Formons pour cela
les équations de structure du prolongement normal du groupe (13);
elles s’obtiennent en ajoutant aux équations (13) les suivantes :

! — 1 '
Wy 0 =— 3 (W1 Ty,0+ Wa@a,0~ .« . == D2 Ban,g) + ©5,0,0s
! —_1 {1 1 j
@ =5 (— 1) w3 (— 1) ey
p=n r=2n

+\ (Ei,zpmj,gp_j, -+ W00 mi'gp_i) -+ 2 W, j kT WD, .09

=1 k=1

d

(13) ¢

p=n
T AN . )
Wio = Wo,0Wi 0+ 2 (@i,20Tap—1,0 + B2p,0D7,20—1 )

p=1 k=3n
i AN
+ (— 1)P0rBy,0,0 + W Wiy0,0 + Ly OETik0e

k=1

On a, dans ces équations, fait la convention de désigner par ¢’ I'indice
{1 si7estimpair, et 7 — 1 si ¢ est pair.
Cela étant, on montre, comme dans le cas D, que I'existence d’une
relation
2 A g+...=0,

ou les termes non écrits ne dépendent que des w,, ®,;, @, 0, Tj»
entraine I'existence de 2r relations indépendantes de cette nature :

on considére pour cela, dauos le covariant EA,-G'[,O, les coefficients des
différentes expressions @, ;.
Soient donc

-l .
(16) @ = E Qi j kTj, %+ ai,omo,o‘i'\‘ @i O AWy (i=1,2,...,2n)
ik k
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les 27 relations cherchées. 1l résulte de la théorie des sous-groupes
et du fait que @, contient le terme @, ,;, qu'on peut supposer tous
les coefficients a;, nuls. On voit alors, en prenant dans le covariant
du premier membre de I'une quelconque des équations (16) les
termes en @, ,, que ous les coefficients a, j  sont nuls. Le groupe a donc
ses équations de structure de la forme

!

Wy =20 Wo,o T WyWet. .. Wapy Wan,y
k=2n k=2n
’ ____ ? AN
Wojmy = Wojmy Wy,o+ CVASEIN S SR T
(17) k=1 k=1
k=2n k=2n
Ii
We; =Wa; Wy, ? WEWai—1,k~— Y Aajmy e Wy WOy
k=1 k=1

et 'on démontre, comme tout  'heure, qu’on peut ajouter aux expres-
sions @, et ®;; des expressions a,w,, &;;®,, de maniére a annuler
tous les coefficients a; .

Le groupe ainsi obtenu n’est pas primitif, car le systéme

est complétement intégrable.

Pour tout groupe primutif, fini ou infint, satisfaisant aux conditionsE,
le groupe linéaire T est donc d’ordre (n+1)(2n-+1), et les
(n+1)(2nr +1) expressions w,,, @;;, ®;, sont independantes entre
elles et independantes de w, et des ;. '

Cela étant, formons les prolongements normaux successifs du
groupe (13). Le premier prolongement normal a introduit les expres-
sions, de degré 3,

wo,o.o,a mi,o,o’ wi,j,o’ mi,j,k;

le deuxitme prolongement normal introduira les expressions de
degré 4

0,0,0,00  D4,0,0,00 D4,7,0,00 Wi, j, k0  Bij ki hy

et ainsi de suite.
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On aura, en particulier pour les expressions du troisiéme degré,

! _.

Wo,0,0 = 2Wy,09,0,0 T D1,0D2,0+ -« -+ Dap—y,0Dap,0
1

— 3 (@1 Dy 0.0 . .+ @o, Wan.o,0) + ©eT0,0,0,09
p=2n g=22n
N N
o0 = 3Wo,0Ws,0,0 + 2 \ (— X)Pw,,‘,mi,p"o—i— \ (— l)PUi,pwp',o,o
p:t p:i

k=2n

= (— 1) @, Ty 0,0,0 + @y T1,0,0,0 + ? WL} k0,00

k=1
©ij0 = 2W0,004,j,0— 3 (— 1) @ Tj,0,0— 5 (— 1) 00,0
p=2n
-+ Z (— 1) (®p,0®i,j,g = Bi,pT,p,0+ T,0i,0%0)
(18) p=1

k=2n
N
-+ W@, 50,0+ Y, x5 k09
k=1
! — 1 ! .
ik = Wo,0@ijk— 3 (— 1) 0e®j 10
1 j 1 .
— (=1 0p@in0— 3 (— 1) 0r®i ;0
p='2n
-
+ 3 (— DP (W10, kep0 + @0 B4k =+ Tp Tijp’)

=1
P h=2n

-+ ©®,j,k,0 ? @ j ke, ke
h=1

Quant aux expressions de degré 4 supérieur au troisiéme, on a

l wé,o,...,o = (2h— [I)mo,owo,o,...,o
(3 2

-+ (/L — I)(/l -—-4)60,0,0'@0,0',,,’0-‘}—. cir @
N——

h—1
ZU:‘,o,...,o = (2h— 3)'550,0w’i,o,...,o
S
h—1 h—1
+ (A —1)(h— 3)T%,0,0D1,0,c0 - s
h—2
(19) E‘f‘,j,w = (27— 4)®,0:,/,0,...,0
h—2 h—2
+ (A —2)(h —3)®0,0,0004,/,0,..,0 T+« +»
S
h—3
et e e e e e ,

’ —_— —_ Lo .
iy, iy, enylgy0,.ny 00— (212 —q 2)w010w‘l:12’“‘:lqvu

h—gq h—gq
+ (h—q)(h— 3)130,0,05’;‘.1',,...,i,,,o,\.._.,/o—l—- .

h—q —1
Ann., Ec. Norm., (3), XXVI. — MaRs 1909. 16
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On a négligé d’écrire dans les seconds membres les produits partiels
qui ne contiennent ni @,, ni @,,,, et de plus ceux pour lesquels la
somme des degrés des facteurs ne dépasse pash +1.

Cela étant, supposons que pour le groupe cherché il n’y ait pas de
relations contenant d’expressions de degré inférieur & £, mais qu’il y
en ait au moins une contenant une expression de degré A. Si A est
supérieur & 3, en prenant dans le covariant bilinéaire du premier
membre de la relation les produits partiels de degré total 2 + 2 et,
parmi eux, ceux qui contiennent a,,,, on voit, d’aprés les for-
mules (19), que la relation ne peut contenir que @,,, ., comme
expressions de degré 4, et alors 2 =4, 4 moins qu’elle ne contienne
que des expressions de la forme @, , _,, et, si I'on calcule compléte-

fylay e
ment @, , , ,» On trouve

n i=2n

' —
o,0,0,0 — 4 Wo,0830,0,0,0

§1
2

R

. I
X (= 1) wg,0@r0— > y @; W 0,0,0 T ®00,0,0,0,0¢

i=1

it

1

De quelque maniére que @,,,, s'exprime au moyen des expres-
sions de degré inférieur, les termes en @;, ,@; , ne peuvent disparaitre
dans le covariant. Quant au cas ou la relation contiendrait des expres-
sions @, , . ,, on en montre 'impossibilité comme dans le cas C.
L'hypothése 2> 3 est donc impossible.

Tout groupe cherché G est donc défini par des relations linéaires
entre les expressions de degré 3, 2 et 1. Comme dans la discussion du
cas D, on voit qu’on peut attribuer & chaque expression de degré 3 un
pouds qui est

2r, pour ©0,0,00
3ry+r; » 0,05
2Py I 1 oy @505
Fo+Iri+T1;+71 » i j ks

en désignant par r,, r,, ..., r,, des indéterminées liées par les relations
Mt re== 3+, = =Ty + "9y = 0.

Toute relation peut étre supposée ne contenir que des expressions
du troisiétme degré de méme poids. Elle sera donc de 'une des formes
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suivantes :
Wy,0,0+ ... =0,
Wig,n+...=0,
®ij,0F .. -=0 (i+ /7= 0),
Anwu,u,ﬂ -+ :\15'51,2,0 '¥':\~_y'533ﬂ5~9+ R :\nmg/;—“g,,.a-‘}—. ..=o0,
@i =0  [(E+ /) (E+ K/ + k)=o),
Awi o+ @i+ o+ Ay Tian—yon+. .. =0,

les termes non écrits ne dépendant que des v, et des @, ;.
L’existence d’une relation de la deuxiéme forme entraine (d’aprés
la nature de =, ) celle de 2z relations de cette forme, puis celle

de n(2n + 1) relations de la troisitme forme, puis celle de
an(n—+r1)(e2n—+r1)
: 3

relations de la forme
©i,j.kt+ ... .= 0.

L’existence d'une relation de la troisitme forme ou de la quatriéme
entraine l'existence de relations de la cinquiéme ou de la sixiéme
forme; l'existence d’une relation de la cinquitme ou de la sixiéme

forme entraine I'existence des > nin+ ‘.;(M U relations
k... =0 (& J, k=1,2, ...,2n).
En définitive, il existe toujours :
Soit une relation de la forme
wo,o,o"“- ..=—=o0,
Soit 222+ '; (221 pelations de la forme
@i j =0 (i /y k=12, ...,2n).

La premiére hypothése est impossible, car, dans le covariant du pre-
mier membre de la relation considérée, les termes

Wy,0W2,0+ -« -+ Ban—1,02n,0

ne peuvent disparaitre.
Dans la seconde hypothése, on peut toujours supposer que les rela-
tions s’écrivent

« AY L wg=
@ikt ? A%S w8 +Z AdP 1 ®a0+ 2 (ALj ke ALj 0= 0y
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'expression @, , n’entrant pas dans le premier membre. En prenant le
covariant bilinéaire et, dans ce covariant, les termes en @, ,, on voit
immédiatement que tous les coefficients A¥%, sont nuls. On a ensuite,
en prenant dans le covariant les termes en @,,,

=2n p=2n

N (= 1P (AH @i g+ AR o+ Al @) = (— 1)* > AL,

P
1 g=1

i

o
It

et cette relation montre, en faisant d’abord { = j = 4, puis / =/, puis
i=£J # k successivement, que tous les coefficients A¥’, sont nuls.

La comparaison des coefficients de wy et de wy dans les covariants
des deux équations relatives & @, ;; et @;; montre alors que @,
s'exprime au moyen de @,g, ®,. On voit, comme pour @ ;;, que @,
ne dépend que des w,. On montre de méme que les @, , s’expriment
au moyen des w,. Soient donc

aA=2n
; !

(20) { @i j0= \; AZ o 0
%=1
®=2n

N\

ij k= 2
®=1

o
Ai,j,/.- Woe

On peut, sans changer les formules de structure (15), supposer
que w, n’entre pas dans les seconds membres de ces relations et, de
plus, ajouter i ces seconds membres des expressions

a==2n
2 Qi,e,0,0 Doty
®x=1

- n

;. jo,0 Do,

bt

x=1

2

-2

=2n
—~
2 Qi gy ko Way
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a condition que dans les coeflicients a; ;4 on puisse intervertir d’une
maniére quelconque 'ordre des indices.
En écrivant que dans le covariant

Thoo— X, Af 000k
le coefficient de w; est nul, et que dans I'expression

! __v « ’
;0,0 ‘/_‘Aj,om Wy

le coefficient de w; est nul, on obtient, par comparaison,

p=1n

G(Afg— /,o 0) Wo,0+ 2 v ("‘ I)P(Azp o—-‘\/l':p',o)wp.o

1)e( Ap oo_'Apn 0)Bip

-+ ""l AP oo—-Af,M)ZB_,'O_O (mod&)a)
1
(J+i7#0),
p:'.!n
G(Afpo— Abog) W02 X, (= NP(Aly— Al pa) w0
p=1
p=2n
-+ 2( )(Apoo ‘oo)mz,p
p=1
p=2n
D (= DP(Afa—Afpa) Br g+ 2 (— 1) Wo0,0,0=0
p..—'.i

([nod(ﬂa).
De la premiére relation on déduit, si /+ ¢ est différent de zéro,

P A Pl
A{.o.o-—— 7,0,09 A?I/» 0— ,4k,09

2 oo— Aby o= Al — Ao o= Afgo—Al, . =0.

1,0,0

On peut, par suite, déja supposer tous les Ay, , nuls.
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La seconde relation donne

p=2n
(— 1) 0 0.0.0 + E (—0P(Alpo— Al p)Tpe=0  (M0dws, @y, « -y W2z,
p=1
soit

(21)  @o,0,0,0= 41 Wy,0+ AWy g+ « .+ X2y Wap,0+ 1@ - - .+ BarnOane
On déduit, en prenant dans le covariant les termes en @, ,
== oty ==...== oy, = O,

d’ou I'on tire
Af:k,u: Af/,&-,m

Par suite, on peut supposer tous les cocfficients A7 ; , nuls.
En exprimant maintenant que @; ; , est nul, on obtient

E (= 1)PAY; 0 0aTp,0 = Wy Bi,0,0,0 +2 W T, 50,03
P, «

cela montre que
AZ o= Alugs

par suite, que tous les coefficients A7 ; , peuvent étre supposés nuls.
Enfin on déduit de 13 que les @, ©,j,0,00 Tija,0 S €Xpriment au
moyen des w. De la résulte, en prenant dans les covariants des deux

membres de (21) les termes en &, ,,
Bi=By=...= Py =o.
Finalement, on arrive aux relations suivantes :

Q’Ji,o,o =0,
(22) Btio =0

( Wi i,k =0,

Wo,0,0,0 == O»

qui conduisent & un groupe fini & (n +1) (27 + 3) paramétres.
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Les équations de structure de ce groupe fini sont

I Wy = 20,0+ 00—t Oymy ... Oap g Wap,
|
g=2n
: ¥
! +— + { 3
W = ;W0 (— 1)1 \ W, @y 5+ (— D) @y,
p=1
p=2n
" ! AN
Weo — — > 4 Wp Wy, 0+ Wy Tp,0,9
J p=t
(23) { p:'l",
, .
Wi = W,,0Wi0+ /v (— 1P ®,@g 0+ (— 1) 0r@g0,0,
g=1
o=2n
W = = 1) w4 = 1) w4+ Y (— 1P @,
L =2 W0y r Wi+ X (— 1P 0,
=1

\ ms,o,o: 280,0,0,0 1+ Ty,002,0 1« » « + Bap—y Da2p,0-
C'est le plus grand groupe projectif qui laisse invariante I'équation
Axy+ x1dxy— Zodx, ...+ oy AXs, — Topdre,_1= 0.

En résumé, nous avons le théoréme suivant :

Tutorime VIII. — 11 existe dans Uespace a 2n + 1 dimensions deux
groupes primutifs pour lesquels le groupe adjoint T satisfait a Uéqua-
tion B :

1° Le groupe infini le plus général qui laisse inpariante une équation
de Pfaff

doy+ x1dx, — Xodx, 4. . . = Zapy_1 Aoy — s, AXop_y == 0}

2° Le groupe projectif le plus général, d’ordre (n + 1)(2n+ 3), qui
laisse invariante la méme équation de Pfaff.

Nous sommes donc arrivé a la détermination complete des groupes
infinis primitifs.

Tutorime IX. — I/ existe six classes de groupes infinis primitifs :

1” Le groupe générala n variables ;
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2° Le groupe a n variables qui reproduit les volumes dans un rapport
constant ;

3° Le groupe a n variables qui laisse invariants les volumes ;

4° Le groupe a 2n variables (nZ 2) qui reproduit, a un facteur con-
stant pres, I’ expression differentielle bilinéaire

dxdzxy 4. ..+ dxy,1d2op;

5¢ Le groupe a 2n variables (n2 2) qui laisse invariante ’expression
differentielle bilincaire

dridzy+...+ dxyy_dxeys

6° Le groupe a 2n + 1 variables qui laisse invariante une équation
de Pfaff

dwy+ xrydxy— 2, dxy .. .+ 2, dx, — X,dx, =0

(groupe genéral des trans formations de contact de I’ espace a n+ 1 dimen-
sions).

Nous avons en méme temps démontré, pour les trois derniéres
classes, le théoréme suivant, généralisation d’un théoréme démontré
par S. Lie pour la premiere et la troisiéme classe :

Tutorive X. — St un groupe transforme les elements linéaires issus
d’un point arbitraire de la méme maniere que le groupe 4°, il est fini et
semblable au groupe linéaire (non homogene) le plus géneral qui repro-
duit, a un facteur constant pres, I expression

dz dzy+. ..+ dxrey_dae,.

St un groupe transforme les éléments linéaires issus d’un poirnt arbi-
traire de la méme maniere que le groupe 5°, il est fini et semblable au
groupe linéaire (non homogene) le plus général qui laisse invariante
lexpression différentielle

dx, d.l'z“‘ ee.t d.z‘g,,_, d;rg"-

St un groupe transforme les éléments linéaires issus d’un point arbi-



LES GROUPES DE TRANSFORMATIONS CONTINUS, INFINIS, SIMPLES. 12Q
traire de la méme maniere que le groupe 6°, il est fini et semblable au
groupe projectif le plus général qui laisse invariante I'équation

Adxg—+ 21dxy — 2adry 4. . .+ Zapy ATsp — L9 dXay_ = 0.

Enfin, si nous remarquons que, des six groupes infinis énumérés
dans le théoréme IX, les groupes 1°, 3°, 5° et 6° sont simples, les
groupes 2° et 4° composés, nous arrivons au théoréme suivant :

Tueorkvne XI. — Il existe quatre classes de groupes transitifs infinis
simples. Les groupes de chaque classe sont respectivement isomorphes :

1° Au groupe general a n vartables;
2° Au groupe a n variables qui laisse inpariants les volumes;
3° Au groupe a 2n variables qui laisse invariante [’expression difeé-

rentielle bilinéaire
dr dxy 4+ de;dz, ...+ dzy,_ dx,,;

4° Au groupe a 2n + 1 variables qui laisse invariante une équation
de Pfaff

dry—+ x,dx, — x9dx| 4. ..+ Top_dXspy— Tspdzy, = o0.

IV. — Les groupes infinis intransitifs simples.

Considérons un groupe intransitif infini G. Soient

WUyy Usy «vvy Ups Ty Xy evy Zp

les variables transformées par ce groupe, les p premiéres étant les

invariants du groupe. Désignons par G le groupe obtenu en donnant,

dans les équations finies de G, aux invariants ., «,, ..., @, des valeurs

numériques fixes. Ce groupe continu G 4 ~ variables est infini ou fini.

Dans tous les cas il existe au moins un groupe g simple, qui lui est

isomorphe (holoédrique ou mériédrique). Nous pouvons toujours
Ann. Ee. Norm., (3), XXVI. — Mars 190g. 17
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supposer ce groupe g simplement transitif, s’il est fini; primitif, s’il
est infini; nous pouvons, de plus, supposer que les variables qu'il
‘transforme sont certaines des variables @, @, ..., x,, par exemple

Ty Koy ooy Tys

Appelons g le groupe (intransitif) qui indique comment G trans-
forme les variables

Uy, U, tecy ll,,; Ty Ty ceey DTy

Ce groupe g est isomorphe (holoédrique ou mériédrique) de G. C’est,
d’autre part, un sous-groupe du groupe obtenu en regardant les

éléments arbitraires de g comme des fonctions arbitraires de u,,
Usy ooy Up .
Les considérations précédentes nous conduisent au théoréme sui-

vant :

Tueorine XII. — Tout groupe infini intransitif simple peut s obtenir
en partant d’un groupe transitif simple fini ou infini, et en faisant
dépendre de p nouvelles variables invariantes u,, u,, ..., u, les éléments
arbiiraires qui entrent dans les équations finies de ce groupe.

Nous allons donc passer en revue les différents groupes transitifs
simples connus (simplement transitifs s’ils sont finis, primitifs s'ils
sont infinis) et chercher & faire dépendre leurs éléments arbitraires
de p nouvelles variables indépendantes de maniére 2 obtenir encore
un groupe simple.

1. Groupes intransitifs simples qui se déduisent de groupes transitifs
sumples finis. — Soit gun groupe transitif simple fini (simplement tran-
sitif), d’ordre 7 > 1. (Nous examinerons en dernier lieu le cas r=1.)
Soient

1,...,7r
[ A— — -
Wy = Zc,-‘,‘.’sw@mk (s=1,2,...,1r)
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les équations de structure de ce groupe. En regardant les paramétres
de g comme des fonctions arbitraires de «,, u,, ..., u,, on obtient un
groupe infini G dont les équations de structure sont les suivantes :

Lo.,r p=p
O N

(1 ws= ‘\_‘ c,-,/,.,sm,-m;,.—l—s dugws,  (s=1,2, ...,7).
L k) p=1

Ce groupe intransitif G cst manifestement simple; il dépend de
r fonctions arbitraires de p arguments u,, w,, ..., u,. Il nous faut
chercher s’il n’admet pas de sous-groupes également simples; mais
nous pouvons évidemment supposer que ces sous-groupes ont exacte-
ment p invariants essentiels.

Formons les prolongements normaux successifs de G; on les obtient
en ajoutant aux équations (1), successivement, les suivantes :

-

!

W, i '—'-'Z Cp,3,5 (0T, + Ty, i05) +}d dugw; i g,
(p>5) p

' N\ \!
s, i,j -—}_, Co,a,s (0Tt + B, i D, + Bp,jBa,i + Bg,i,j O5) +}_‘ dug®;. i j0)
(g, o) 4

! —_— n ..
l"s,i,j,/:——z Cpya,s (0 Bayij 1+ B, i W, 1+ Bp,j Bo,i )+ B 1 B, j

~+ Wp,i,j B,k + ©p,i, ki Va,j = ©p,j, kB, + Tp,1,j,k 0g) +E d“pms,f.i,k,p’

Tout sous-groupe de G s’obtiendra en établissant entre les e, @,
@, --- des relations linéaires & coefficients fonctions des u, mais
sans qu'il y ait de relations entre les o seuls. Supposons qu’il n’y ait
pas de relations ne contenant que les @ & moins de %+ 1 indices,
mais qu'il y en ait au moins une contenant les @ & % + 1 indices, et
supposons d’abord 22 2; soit

E, Asyin iy ony i3T5, iy gy ooy Hoe » == 0
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une telle relation. En prenant dans le covariant bilinéaire du premier
membre le terme en

[CENACT N AN

ol p, &, [y, Ia, ..., i, Sont des indices donnés, on voit qu’on doit avoir

s=r
2 ‘AA"Y“:J-}. .‘.,(']‘Cp,’.\‘,s =0.

s=1

De li on déduit
S:‘

A
2 As,i,,i-_‘,..”iy.w.v =0,

s=1

ce qui n’est possible que si tous les coefficients A, ; ., sont nuls.
On arrive donc & une impossibilité.

Soit done
h =1,

et supposons qu’on ait une relation de la forme

s=r i=p

Z EAS’I'ES‘[‘F. ..=0,

s=1 i=1

les termes non écrits ne dépendant que des w, les coefficients A, ; étant
des fonctions des w. La forme du covariant o, montre que I’existence
de la relation précédente entraine celle de toutes les relations

-
ch,s‘pAp,,-w_;,,~~+—...:o (hk=1,2, ... 1)
N

Si nous ne conservons dans les relations considérées qui existent
entre les @, et les © que les termes qui ne contiennent pas les o, ces
relations définissent une multiplicité plane (les coordonnées étant =, ,,
@iy ++ -5 Bry). Cette multiplicité plane est invariante par le groupe
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linéaire dont les transformations infinitésimales sont

aof
kys,p z'3'.:,1‘()—"—

.
Pt

N e
=
EN-Ri

(A=1,2, ..., 1)

Or le groupe I' linéaire en ¢, t,, ..., Z,,

N )
A\_‘ Chys,p tsg‘t{- (h=1,2, ..., 1),
5P

ne laisse invariante aucune multiplicité plane. De la résulte que, si
tous les A;, ne sont pas nuls, le systéme de relations cherché contient
au moins r relations de la forme

s=r i=p
I
s=1 i=2

s=r i=p

ANER N AL —
Wy 1 ‘l“/_‘ N AT B i =0,
s=1 i=2
............................ N
s=r i=p
Wl .
(ot +2 ‘,\ A;{,‘) W ;+...=0.

S'il n’en contient pas plus de r, le groupe linéaire I' laisse invariante
la multiplicité plane

ol p désigne une constante quelconque; en prenant pour p 'une des
racines du déterminant des coefficients des # dans ces équations, on
voit que ces équations doivent se réduire & des identités; parsuite, ona

Ay,): o si (], A=Al =...= A.(s{/)
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Finalement les relations cherchées sont de la forme

QT |+ GT o+ QB 3+...+ ATy p-F...=0,
AWy AWy o+ A3Wag3—+...+ ApWy p=+...= 0,
........................................... ,
AW+ BB+ UBp 3+ .o AT p—+...=0.

S’il y avait plus de r relations, on arriverait & un résultat analogue :
il existerait un certain nombre de groupes de r relations de la forme

précédente.
Du résultat précédent on déduit, faisant un changement de variables

sur les «,, qu’on peut supposer
Wy +...=0 (s=1,2, ..., 7);

par suite, le nombre des invariants essentiels du sous-groupe consi-
déré de G est inférieur a p.

Done finalement tout sous-groupe de G qui admet le méme nombre
d’invariants essentiels se confond avec G.

Tutorime XIII. — De chaque groupe transitif simple fini g, on ne peut
déduire qu'un groupe intransitif infini simple G, admettant un nombre
donné p d’invariants essentiels; c’est le groupe obtenu en regardant les
paramétres de g comme des fonctions arbitraires de ces p invariants.

L. Groupes intransitifs simples qui se déduisent de groupes transitifs
stmples infinis. — Nous allons passer successivement en revae les
quatre classes de groupes transitifs infinis simples :

1° Le groupe g est le groupe géneral a n variables. Le groupe G a
alors pour équations de structure

=p

p=n 3
-l
wézz mpws’p-{—Ea’upmgP) (s=1,2, ..., n).
p=1 P

=1

Formons les prolongements normaux successifs de G. On les oblient
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en ajoutant aux équations précédentes les suivantes :

F':"‘ p:]}
1] j ﬁ 1)
Wi | —_—z (Wp,iWs,p =+ 0 s,40) +:‘ du,m ),
p:i p:l
P:n F:p
W3 ZE (0,1, 05,0+ Wp,i 05,5+ Ws jOs,i,0 = Vg0 j.0) ‘*"2 du, o),
p=1 e=1
p—.:.n,
' __S‘
Wik = 2 (W ik 5,0+ @p i, j W5 k0 Dpik Os.j,p = 0,7,k Os,ip
p:l
p=p
+ Wp,iWs, j,k,p T Wp,j Ws,iyk,p H Wp 2 Ws,i, 7,0 Wp "’s.i,j,k,p) “‘E dupw(ﬂ,f’k’
p:i
................... A

p:ll p:p
oyl :2 (@ 5,0+ wp @) +2 du, &',

p= 1 =1

p=n p=p
=D (s 000+ B 051+ 0p0) + Y dupwlE),

p=1 p=1

p:".
Bl = X (W58 00 0,0+ BEi0s )0+ B weg

=1
° : p=p
+ gD+ 0 D+ T e 00 0w ) + 3 TS,
p=1

........................ e e e et erita ey

p=n p=
wi@p :2 (P 50+ m},“'wﬁ% +wP o+ ww%P) +2 du,wke),

p:i p=1

p=n
o =N (9558 0,0+ o + ool + vy o

=1
P p=p
+ w“;"ﬁ’ W, i0+ Ty wigfp + o' w4+ w, wi-f‘,-’,%’) -i-z du,w3e),
p=t

Appelons degre d’une expression » ou @ le nombre de ses indices.
Parmi les relations entre ces expressions qui définissent un des sous-
groupes cherchés de G, supposons qu'il n’y en ait pas de degré infé-
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rieur & A, mais qu'il y en ait au moins une de degré 4. Supposons
d’abord A2 4. Soit alors

(14} (f-4]
J/ A.c,i,,i.., v e Oy iy -+ :\-\‘,i,. TSRO 8 Y

(&, &) (%, &a)
-+ A.«‘.q,....u.-gws,t,,....Ih—n+’ .

-+ AL-“"“"‘""’ “I:«x\mffaxyza ----- -l e .= O

une des relations considérées, les termes non écrits étant tous de
degré inférieur & A. La considération dans le covariant bilinéaire du
premier membre des termes de la forme

C’)-"vp-ix (")va:'- cenyp—y?

() o
m-\'yP mPJu- oy {h—a?

) () .
Ws,o Bp,iy,.nyiey

'55_(;‘:“9) m‘plm-«-,ah—:)
montre, sans difficultés, que tous les coefficients sont nuls, sauf peut-
étre si n =1, A= /4; dans ce dernier cas, on devrait avoir

) B By —
&)1,1,1,1—!—21\“5\1“’,’1—%-2 Au’ﬁm(ﬁl“-l‘z Aq’ﬁ,Ym‘?‘ Y‘—-——O,

et I'on se rend facilement compte qu'une telle relation est impossible.
Si A =3 et sil’on ne considére dans les relations cherchées que les

termes en o,;;, @, o ¥, on peut supposer que dans chaque

relation tous ces termes sont de méme poids, en convenant que

Wy, i, j est de poids Ps—r;—rj,
wﬁfz) » rs—rg,
o .
i » rs.

Par suite, les expressions w,;; n’entrent dans aucune de ces rela-
tions. La considération du terme en @}’ v, ; , dans le covariant bilinéaire
du premier membre de la relation montre de méme qu’il n’entre dans
cette relation aucune expression @(; de méme la considération des
termes en @@/’ montre qu’il n’entre aucune expression @®®. Il est

donc impossible que /4 soit égal a 3.
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Si enfin A est égal & 2, I'existence d’une relation

N .
A %) {fo4 —-—
N Afmd 4. .. =o,

s, %

les termes non écrits ne dépendant que des w, et des w,, entraine
I’existence de toutes les relations obtenues en prenant dans la précé-
dente les termes pour lesquels s a une méme valeur donnée; de plus,
I'existence de la relation

X=p
?agm§“’+. ..=—o0

=1

entraine celle des n relations

W (
Z agw® 4. . .:2 Ao 4. .. =.. .:zaam‘,f“+. ..=o.
On peut supposer d’ailleurs, en faisant un changement de variables
sur les , qu’on a

Enfin la forme de =" montre, d’aprés la théorie des sous-groupes,
qu’on peut supposer les relations de la forme
i=n j=n
=t :E Z @i g Oij e ey

i=1 j=1

i=n j=n
-\ \ d
w, = ) A joW; j=T o
2 - / 4,7.2 WL, J ’

=1 j=1

z:.)'f,“:z E Qi jn®ij—t ooy
i=1 j=1

les termes non écrits ne dépendant que de ©,, @y, ..., w,. La forme du

covariant de =''' montre alors que tous les coefficients @, ;,, sont nuls,

ainsi que ceux des coefficients a; j», ..., a;j,, pour lesquels 7 est diffé-

rent de 1, que de plus a,;,=a,;; les covariants de @, ..., &,

montrent ensuite que tous ces coefficients aussi sont nuls. Les expres-

Ann, Ec. Norm., (3), XXVI. — Mars 1909. 18
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sions @', ..., @' ne dépendant que de w,, w,, ..., ®,, on voit immé-
diatement que le sous-groupe cherché de G admet, contrairement &
I'hypothése, moins de p invariants essentiels.

Tntowine XIV. — Du groupe général a n variables on ne peut déduire
qu'un groupe intransuif simple a p invariants essentiels ; ce groupe est
defint par les équations

= uy, U W, = Up,

L= fi( @y ooy X3 Uy ooy UY), ceny Xy, = frn(Zyy ooy Tp3 Usy ooy lly),

ot les f; sont n fonctions arbitraires de leurs n + p arguments.

2° Le groupe g est le groupe a nvariables qui laisse invariants les
volumes. Ce cas se traite d’une maniére analogue au précédent. Les
notations employées peuvent étre conservées a condition de lier les
expressions introduites par les relations

(AT —+ 039 +..oF Wy, =o,

DL ,dy, e iy 02,20, iy e oo On iy, Lin = 0

(G, ey GR), (0, +ouy OOR), (Rgyoney Q)
m'l,l 1‘,‘..,1/.+w:z,‘.’,1,,...,::.+~ ot wﬂ,n’li,...,lh— 0.

On montre, comme tout & I'heure, que I’entier désigné par A ne
peut dépasser 3. Si A est égal & 3, on peut attribuer encore des poids
aux différentes expressions, mais les » indéterminées ry, ..., r, sont
maintenant liées par la relation

'—+7ry+...+7r,=0.

Les w,;; ne peuvent entrer dans les relations cherchées que si n =2,
et alors il n’entre que w, , , et », , ., ce qu’on démontre facilement étre
impossible, en négligeant tous les termes en ts‘p“’, @ - - .- On montre
alors, comme auparavant, qu'aucune des expressions @\, @ ne peut
exister dans les relations cherchées, c’est-a-dire, enfin, que A ne peut
oétre égal a 3. '

Si A est égal & 2, le raisonnement fait plus haut conduit 4 la méme
conclusion.

TuioriMe XV. — Du groupe infini a n variables qui conserve les
volumes, on peut déduire un seul groupe intransitif simple a p invariants
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essentiels ; ce groupe est deéfini par les équations

L r [ — o
uy = uy, Ly == Uy, cen Up==Up;

7= 1(Zyy .y Tni Uyy ooy Up), ey 2= fu(@yy «ovy Tyt Uyy oo oy Up),
ou les f; sont assujetties a la seule condition

D/ So o oon Si)

D(wlrrm-'-awn)——

3 Lc.groupe g est le groupe a 2n variables qui laisse invariante
U expression
deydxs—+. ..+ dxy,—y dz,,.

Le groupe G a ici pour équations de structure

p=2n g=p
W= (—1)i+! \ a)pm,,p-l-\ dugwl (i=1,2, ...,2n—1,2n),
p——i g=1

ou I'on a désigné par ¢ le nombre ¢ +1 ou ¢ — 1 suivant que ¢ est
impair ou pair. Les expressions @;; sont liées par les relations

W=D (4, j=1,2, ..., 2n).

Les équations de structure des prolongements normaux successifs
de G s’obtiendront en ajoutant aux équations précédentes les sui-

vantes :
p=2n p=2n e=r
i "2 (= 1)f®i @i +\ Wp®i g0t 2 > dupw ),
p=1 p—l =1
p=2n p=2n p=p
Wijk —-Z (= D (1,05} ke,pr + B, 0B k" + k0 D7) +Y Wp®i,j,kp+ 2 D dupwif) 1
p=1 p--1 p=1
p=2n p=2n p=p
o =y (—1)Pwy @ +2 0¥ o7 +Z du,w e,
p= P:l
p=2n g=2n p=p
@y 2 (— D) (@i @)+ BB+ B @i ) + ? W, p‘*‘? dupwf,
p= =1 p=1
P, e e e
p=2n p=2n g=p

aﬁ)l—E(__‘)p(m(a B, p-l—m‘“’ }?P"-e—w(ﬁ) <a>>+zwpmna ﬁ)_*_? dl[pmluﬁpu
p=t o=1 p_.l
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Tout sous-groupe cherché de G sera défini par certaines relations
linéaires entre les expressions o relatives & I'un des prolongements
normaux de G. De la discussion faite au paragraphe précédent résulte

que si, dans ces relations, on supprimait tous les termes en =,
@ *, , ..., les relations restantes, ou bien ne contiendraient que

les w et les @;;, ou bien contiendraient aussi les o, ;, mais alors il y
aurait au moins autant de relations distinctes que d’expressions ©, ; s,
chacune de ces expressions entrant seule dans l'une de ces rela-
tions.

Cela étant, appelons degré d’une relation le nombre maximum des
indices des expressions qui entrent dans cette relation et supposons
que A soit le degré minimum des relations cherchées. Si d’abord 4 est
au moins égal A 4, aucune expression ©, ; , n’entre dans ces rela-
tions, d’aprés ce qui a été dit plus haut. La considération successive,
dans le covariant bilinéaire du premier membre de la relation consi-
dérée des termes en

3]
wP G)iniz,u-.ih—x.P"

(o) ()
mP ' m’(y ceerin—g, @2

(&g, Og)

12y)
Wiyl ih—s, 244

@g

() g Oay oy Xpmy)
Piwlp.; »hz,

montre qu'aucune des expressions de degré 2 ne peut entrer dans
cette relation.

Si 4 est égal & 3, on peut s’arranger pour que dans chaque relation
n’entrent que des expressions @, ;;, ®%, &, ¥ de méme poids. Si
certaines expressions @, ;, entraient, elles entreraient toutes, d’aprés
ce qui a été dit plus haut; 'une par exemple des relations serait de la
forme

Wy,1,3 +E APg® 4., . =o,

mais aucune des expressions @¥ n’a son poids r; égal & celui 2r, + 7,
de @, ; on aurait donc une relation entre @, , ;, les @, ; et les w, ce
qui est impossible. Le raisonnement fait pour 224 peut alors se
répéter pour & = 3.

Si /& est égal & 2, la considération des poids montre qu'on peut sup-
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poser chaque relation de la forme

x=p ,2,....2n f=2n

T ¥l Wl .
Y A¥ o® + N Aj,;,.mj_,,.—i—\ B‘,Jr,)lszo ({=1,2, ..., 2n),
a=1 ik a=t

I'indice 7 conservant Ja méme valeur dans tous les termes de la rela-
tion; on voit, de plus, en prenant dans le covariant bilinéaire du pre-
mier membre les termes qui contiennent ©,;, que la relation pré-
cédente entraine 22 relations de la forme

a:p
EA‘[“"Z:D“J“'—%-...:O (J=1,2, ..., 2n).
a=1
Finalement, en faisant un changement de variables sur les «, on
peut supposer I'existence de 2n relations

J=2n
ul
() N\ . -
o+ N AT+ \ B;jw;=o (i=1,2, ...,2n0).

Ik J=1

La forme du covariant de =" montre, d’apreés la théorie des sous-
groupes, qu’on peut supposer les coefficients A, ; , nuls dés que I'un
des indices /, £ est égal & 1. Le covariant bilinéaire de la premiere
relation montre alors que tous les A;; , sont nuls et que, de plus, les
A, x pour lesquels 7, j et £ sont tous les trois différents de r sont tous
nuls. On montre ensuite que tous les coefficients A, ; ; sont nuls.

On voit done que tous les =} ne dépendent que des w; par suite, le

sous-groupe cherché de G admet p — 1 invariants essentiels au plus.

Tutoniyne XVI. — Du groupe infini a 2nvariables qui laisse invariante
Uexpression bilinéaire dx, dx,~+ ...+ dx,,, dx,,, on ne peut déduire
qu'un groupe infini intransitif simple & p invarianis essentiels u,, u,, . ..,
u,; c'est celut qui satisfait a la congruence

da’dey 4+ .. .+ drh,_ dey,=dr dey+. ..+ dry,_ drs,
(modduy, ..., du,).

4o Le groupe g est le groupe général des transformations de contact
de U’espace a n + 1 dimensions.
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Le groupe G a pour équations de structure

p:,)
W) = 2@ W0+ WM. .. Wapyy wan+ Y dusw ',
p=1
g=2n g=p
. O
[ 1 (5)
w; = ;@ 0+ (— 1) w4 \ We®pr g~ ) d”pmi'
p:l g=1

Les prolongements normaux successifs de G introduisent des
expressions

&)
Wiyigy ey iy Oiy

ou les indices inférieurs ¢ peuvent prendre les valeurs o, 1, 2, ..., 2n;
les indices supérieurs « les valeurs 1, 2, ..., p.

On montre que, pour tout sous-groupe cherché de G, le degré
minimum % des relations qui le définissent est au plus égal & 3. Si,
en effet, 424, les relations de degré A ne peuvent contenir aucune
des expressions @, , . ,, d’aprés la discussion faite au paragraphe
précédent dans I'étude du groupe g. La considération successive, dans
le covariant bilinéaire du premier membre de I'une des relations, des
termes en

3]
w? w"b lyy ooy fhmyy B9

(%) (o)
mp mi,, ceenlh—n, B9
............. 5
(04) o (%ayaney Cfe
m—p 1 @ 5 he—y)

montre qu'aucun terme de degré 4 ne peut entrer dans cette relation.
Si/ est égal & 3, la considération des poids

ar, pour ©0,0,00
3ro+r; » ©,0,00
2y I'i;'}- ry » Wi 7,09
o= r;+ /‘j+ P » i,j ks
0 » @\,
ry=+r; » m‘i‘:‘& s
ri+rj » 'CD",%} ’
—ar, » w‘f'?”,

—_ry » m(i“yﬁ)



LES GROUPES DE TRANSFORMATIONS CONTINUS, INFINIS, SIMPLES. 143

montre que dans chaque relation on peut supposer qu'il n’entre que
celles des expressions précédentes qui ont le méme poids. Comme
d"autre part aucune de ces relations ne peut contenir que des expres-
SIONS @y 0,0y B 0,00 Tijror Tijks ON VOIt que ©, , 4, par exemple, n’entre
nulle part. Par suite, d’aprés la discussion faite & propos du groupe g,
aucune des expressions ©, 4, @i o.0» T/, @4 ;. Dentre dans les rela-
tions cherchées. La considération, dans le covariant bilinéaire du pre-
mier nombre de 'une des relations, des termes en

(&) (& . (2% .. 3 {2 1%) g1l
Wy Wo,0,00 Wy Ti0,00 By Bije Oy mos,o’ oy mi?o

montre qu’aucune des expressions de degré 3 ne peut entrer dans
cette relation.

Supposons enfin
h=o.

La présence d’une relation
P

D AFEE + Y AR .. =o,

« I3

les termes non écrits ne contenant que les o ;, ©;,, @,,, ®; ©,,
entraine, en prenant le covariant bilinéaire, celle des relations

—
N Ay &% +...=o0,

Y AgwE+...=o,

-3

ZA‘,-“”G;'@"-’:—...:O (i==1,2, ..., 2n0),
&%

ZA&“‘m‘j‘“—}—...:o (&) =1,2, cc., 2n).
&%

On peut, par suite, toujours supposer I'existence d'une relation de
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la forme 4 )

i=2n 1=2n

N L 1 -l -
(1 —_—e
w, ' + \ Ao+ \ Ao+ \ B,w,=o0;

i=1 n i=1

on n'a pas écrit de terme en @, & cause de la présence dans le cova-
riant de ©" du terme 2w,'' @, ,. On voit alors immédiatement, en pre-
nant le covariant bilinéaire, que tous les coefficients A;, et A;; sont
nuls et, de plus, que tous les =" doivent s’exprimer en fonctions
linéaires de @, ,, @, @), @, ©;. La présence dans le covariant de @}’
du terme @' @, , montre qu’on peutsupposer @' indépendant de @, ,.
Il en résulte facilement que les @' ne dépendent que des .

Les expressions =i, =", ..., &) ne dépendant que de w,,
Wy, «.., W, le sous-groupe considéré du groupe G n’admet que

p — I invariants essentiels au plus.

Tugorine XVII. — Du groupe infini des transformations de contact de
Pespace a n dimensions on ne peut déduire qu’un groupe infint intransitif
. \ . . . . » >
simple a p invartiants essentiels u,, ..., u,; il est formé de !’ensemble des
trans formations qui laissent invariante la congruence

dxrg— 2y@x | — 2, drg—. .. — L3, AZs,_, =0 (modduy, ..., duy).

III. Groupes intransitifs simples improprement dits. — Il nous reste a
examiner le cas ou le groupe transitif g est fini et 3 un paramétre. Dans
ce cas, le groupe G est défini par les équations

' ' r
= uy, Uy = Uy, R Up= Uy,

@'=x 4 f(Uy, Uay oy Uy).

Les groupes intransitifs simples correspondants sont, outre le
groupe G, certains de ses sous-groupes. La fonction £, au lieu d’étre
une fonction arbitraire de ses p arguments, peut satisfaire alors & un
certain systeme d’équations aux dérivées partielles linéaires, les coef-
ficients étant des fonctions données des invariants u,, ..., u,. La
discussion des conditions auxquelles doit satisfaire ce systéme d’équa-
tions aux dérivées partielles pour que le groupe correspondant mérite
encore le nom de simple est en dehors de notre sujet. Remarquons
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simplement que tous ces groupes admettent des sous-groupes inva-
riants (car tous leurs sous-groupes sont invariants). On dira que 'un
d’eux, ¢, est un groupe simple improprement dit si, ¢, étant 'un quel-
conque de ses sous-groupes invariants, il existe un sous-groupe ¢,
de ¢, (pouvant se réduire 4 la transformation identique) tel que le
groupe G,|¢, soit isomorphe holoédrique de ¢. Il se peut d’ailleurs
que ¢|¢, ne soit pas lui-méme isomorphe holoédrique de ¢. Il sera
naturel dans ce cas de convenir de dire que ¢ et ¢| ¢, sont isomorphes
holoédriques au sens etendu. Ces deux groupes sont, en effet, absolu-
ment équivalents au point de vue des applications & 'intégration des
systemes différenticls.
Citons, comme exemple, le groupe ¢ :

w=u,
OB r—

=+ f(u, ),
ou f(u, ¢) estla solution la plus générale de I'équation

2 _ o

(2) dur v

|

Prenons pour ¢, le sous-groupe 4 deux parametres

! —
u=u,
r—
ol =9,

2=+ a(u*+2¢)+ b,

défini par la condition

of _

_— U= =0

du a¢
Le groupe ¢|y, a pour équations

‘ u = u,
(3) =y,
f f=t+o(u, ),

Ann. Ec. Norm., (3), XXVI. — AvriL 190g. 19
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ou l'on pose

_of _ of
— 5—(-{ —_— U =)

o

c’est-i-dire o o est la solution la plus générale de I'équation

]

Les groupes ¢ et ¢|¢, ne sont pas isomorphes holoédriques, on le
démontre sans difficulté, les équations (2) et (4) n’étant pas réduc-
tibles I'une & I'autre par un changement de variables. Néanmoins, si
I'on considére le sous-groupe ¢, de ¢, défini par

99
du =9
et dont les équations sont
‘ u'=u,
(3) (=,
¥ =E%+a,

le groupe ¢,| ¢, a pour équations
= u,

L,
V=0,

X=X+ d(u, ),

g="29_ 9/
T u du duoe’

c’est-a-dire ot Y est la solution la plus générale de 1’équation

P _ Y

Jdu? dv’

Le ‘groupe G, |¢, est donc isomorphe holoédrique de ¢. Les deux
groupes (1) et (3) sont donc isomorphes holoédriques au sens étendu.
Cela tient, au fond, 4 ce que la solution générale de chacune des équa-
tions (2) et (4) peut se déduire par différentiation de la solution géné-
rale de I'autre.
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V. — Détermination des groupes linéaires semi-involutifs
qui ne laissent invariante aucune multiplicité plane.

Il nous reste a démontrer le théor¢me III énoncé au début du para-
graphe II. A cet effet, quelques remarques sur la structure des groupes
linéaires et homogénes qui ne laissent invariante aucune multiplicite
plane sont nécessaires.

S. Lie a démontré qu’un groupe linéaire et homogéne ntégrable T
laisse invariante au moins une multiplicit¢ plane & une dimension
(droite) M,, au moins une multiplicité plane & deux dimensions M,
contenant M,, au moins une multiplicité plane & trois dimensions M,
contenant M,, et ainsi de suite. On peut ajouter que, si une multiplicite
(non plane) continue (C) est engendrée par des droites toutes inva-
riantes par T', la plus petite multiplicité plane M contenant (C) est
invariante par I et que toutes les droites qui I’ engendrent sont également
invariantes par I

Cette derniére propriété tient au fond & ce que chaque droite inva-
riante correspond & une racine déterminée de I'équation caracteristique
du groupe linéaire, et & ce que toutes les droites qui engendrent (C)
doivent, par raison de continuité, correspondre a la méme racine de
cette équation caractéristique.

Cela étant, si un groupe linéaire et homogeéne ne laisse invariante
aucune multiplicité plane, il ne saurait étre intégrable. Il peut alors
étre ou non semi-simple.

Sile groupe I" n’est pas semi-simple, il admet un plus grand sous-
groupe invariant intégrable v; considérons une des droites M, inva-
riantes par vy et considérons le lieu (C) des transformées de M, par le
groupe total I'; cette multiplicité (C) est évidemment formée de droites
toutes invariantes par I'; or, la plus petite multiplicit¢ plane qui con-
tient (C) est, d'une part, invariante par le groupe total I'; d’autre part,
formée de droites toutes invariantes pary. La premiére propriété n’est
possible que si cette plus petite multiplicité plane comprend tout
I'espace; la seconde propriété montre, par suite, que y laisse inva-
riantes toutes les droites de I'espace; autrement dit v est formé de la
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seule transformation infinitésimale

01‘".

Uf__al—q[-—\— dv‘{

Le groupe T se décompose, par suite, dans le groupe & un para-
metre des transformations homothétiques et dans un groupe simple ou
semi-simple, celui qui est formé des transformations de I' 2 détermi-

nant égal a 1.

Tukorene XVIII. — Si un groupe linéaire et homogene ne laisse inva-
riante aucune mudtiplicité plane,

Ou bien il est simple ou semi-sumple,

Ou bien 1l se décompose en un groupe simple ou sermi-simple et dans le
groupe a un parameétre des transformations homothetiques.

Ce théoréme raméne la recherche des groupes linéaires qui ne
laissent invariante aucune multiplicité plane 4 I’étude des groupes
linéaires semi-simples.

Rappelons les théorémes suivants sur la structure des groupes
simples ou semi-simples.

Etant donné un groupe simple ou semi-simple T' de rang ( et
d’ordre r, on peut toujours choisir » transformations infinitésimales
indépendantes de la mani¢re suivante :

1° [ transformations Y, £, Y, /, ..., Y, f échangeables entre elles;
2° r — I =1L transformations X, /, X, 7, ..., X, /, telles que (Y,;X;)
reproduise X; /4 un facteur constant prés

A chaque transformation X,/ on peut faire correspondre un poids r;
qui est une forme linéaire de / indéterminée. Les L poids r; sont deux
a deux égaux et de signes contraires; & un poids donné ne correspond
qu’'une transformation X f.

Il existe un systéme de L* entiers a;; jouissant de la propriété qu’il
existe, en méme temps qu’une transformation X; # de poids r; et une
transformation X; £ de poids r;, une transformation X, £ de poids

Fp=7ri+Qi;rj;
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de plus, si a;; est différent de zéro et de =1, il existe une transfor-
mation de poids 7;+ mr;, m désignant un entier quelconque compris
entre zéro et a;;.

Le crochet de deux transformations (X;X;) est nul s'il n’existe
aucune transformation de poids r;+ r;, sinon il est égal, & un facteur
constant prés, & la transformation de poids r;~+ r;. Si r;~+r; est nul,
(X;X;) est égal & une combinaison linéaire des transformations Y f.

On peut supposer les transformations X, /, X, /. ..., X,/ choisies
de maniere que les poids r, r,, ..., r, soient linéairement indépen-
dants et, de plus, que les L — / autres poids soient des combinaisons
linéaires a coefficients entiersde r,, r,, ...,'r;. Sil'on a

Vi == TR T = M g Ty~ oo = T 1 T (i=1,2, ..., L—10),
on a
Qroi,; = M Gy j= Myl ;o myay;  (I=1,2,....L—{;/=1,2,...,L).

On peut aussi choisir en méme temps Y, f, Y. f, ..., Y, f, de
maniére qu’on ait

(Y,-X_,-):aj,ijf (L'-":l,2, ...,l).

Si un groupe simple ou semi-simple est linéaire et homogene, a
n variables x,, @,, ..., 2,, on peut supposer les variables choisies de
manidre & satisfaire aux propriétés suivantes :

A chaque variable xz, on peut attribuer un poids g, combinaison
linéaire A coefficients rationnels des poids r,, r,, ..., r, des transfor-
mations X, f, X, f, ..., X, f:

Dy == Mg Iy~ Mg aTs .o . My 1 7y

Deux variables différentes peuvent avoir le méme poids.
Si I'on pose

Oo i = Mgy @y = My oy == oo My 1Ay (i=1,2, ..., L),

les entiers b, ; jouissent de la propriété qu’il existe autant de variables
de poids p, + by ;r; que de variables de poids g,; de plus, si b,; n’est
égal ni & zéro nia =1, il y a au moins autant de variables de poids
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oo+ mr; que de poids z,. Nous appellerons I'entier b, ; le poids relatif
de la variable a, par rapport i la transformation X, f.
, . o . . . .
L’accroissement 6—;‘ d’une variable de poids ¢, par la transformation

infinitésimale
Y./ (i=1.,2,.... 0

est égal & b, ;2. ; par la transformation

Xif (i=1,2, ..., L),

cet accroissement est nul si aucune variable n’est de poids zo—+ 7,
sinon il est une combinaison linéaire des variables de poids g, —+ 73
cette combinaison linéaire n’est certainement pas identiquement nulle
81 by, Cest-t-dire le poids relatif de la variable a, par rapport & la
transformation X, /, est positif.

Sile groupe I" ne laisse invariante aucune multiplicité plane, tous
les poids g, doivent pouvoir se déduire de I'un d’entre eux par addi-
tions successives des poids r,, ry, ..., 7.

Nous voulons déterminer tous les groupes semi-simples linéaires et
homogénes qui ne laissent invariante aucune multiplicité plane et qui
sont semi-involutifs. Nous n’entrerons pas dans le détail des caleuls
qui conduisent a cette détermination, ces calculs étant assez longs et
fastidieux. Nous nous contenterons de donner des indications permet-
tant au lecteur de les faire lui-méme.

On peut d’abord commencer par résoudre le probléme plus général
de la détermination des groupes linéaires et homogénes qui ne laissent
invariante aucune multiplicité plane et powr lesquels le groupe déduit
ne se réduit pas a la transformation identique; on peut meéme supposer
que ces groupes contienncnt la transformation U/ que nous appelle-
rons Y, /.

Le groupe déduit est & n +r+1 variables, d’abord les variables
primitives @,, @,, ..., &,, puis les variables

Yoo Yo --en Yi
que nous ferons correspondre a

Yofs, Yiofs .., Yuf,
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enfin les variables
Sty B2y ey B,
que nous ferons correspondre &
Xl./.’ x'—’f\ EERE] XLf-
Si nous appelons
eoYof+e Y f+...+e YV f+0 Xy f+. ..+ Xnf

la transformation infinitésimale générale du groupe donné T, le
groupe déduit sera & » 4+ r + 1 variables, d’abord les variables primi-
tives
Ty Ty vy g,
puis les /+ 1 variables
Yoy Vir  eees Vi correspondant & €0y €1y eeey €,
enfin les L variables

51y B2y,  eeey AL correspondant a gy Nay -y AL

L’accroissement d'une variable x, par la transformation infinitési-
male générale du groupe donné I est de la forme

i=1

oy
ox O
(1) at“:(eo—r— by er+...+ ba,,e,)xa—)—}_‘mxw

i=1

en désignant par X,, suivant les cas, zéro ou une combinaison linéaire
des variables de poids g+ 7.
On peut d’abord voir facilement que, dans le groupe déduit I',, I'un
. . 93 05 . <pe. .
au moins des accroissements =%, -« -6—; doit étre différent de zéro;
si en effet tous ces accroissements étaient nuls, la formule (1) montre
que

3}/0 6)’ 6)’[
Kby by
5 T Oy + buig

ne dépendrait que de x,. En donnant & « les valeurs 1, 2, ..., 7, on
obtiendrait certainement au moins {-+ 1 combinaisons linéaires indé-
avy BJ’.',

TR mais, si le nombre ~ des variables x

< de 9o
pendantes de °
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dépasse [+ 1, tous ces accroissements sont nécessairement nuls. O,
c’est ce que le calcul vérifie; chaque fois que les % sont tous nuls, le
nombre des poids g, distinets est au moins égal & /+ 2.

Il suftit donc d’exprimer que I'un des %—S/—‘ n’est pas nul.

On peut s’aider pour cela des remarques suivantes.

Supposons que 93 ne soit pas nul par le groupe T',, et qu’il existe

au wmoins deux poids distincts g, et gg tels qu’il existe des variables
de poids g+ r; et des variables  de poids g5+ r;.

l

03 ,
Alors la formule (1) montre que -2 ne peut dépendre que des
variables de poids

gy PatT1y, PatTey ..y Pa—+I'L3
. 05; \ . .
de méme —=ne peut dépendre que des variables de poids
PRy PR+ Ty PR Tay ..y PR TR

Il est donc nécessaire que dans ces deux suites il existe au moins
deux poids égaux, soit

.f‘oz+"j:P{3+"A‘ (./.1 /":07 L, 2, -"»L)

(on convient de poser r, = o).
Autrement dit, la différence p, — ¢g est égale a la différence de deux
des poids ry=10, 7\, 7'y, ..., 7.

Si
t
deduit T, n’est pas nul et s°il existe deux poids distincts g, et pg tels qu'tl
exuste des variables x de poids g, —+ r; et g+ i, 1l est nécessaire que la
dyfference o,— g puisse se mettre sous la forme de lu différence de deux
des poids ry=0, r, ..., 1. S8 g, — pg peut se mettre de p manieres diffé-

renies sous la forme

TuetonimMe. — St accroissement de la variable =; par le groupe

]
X
0

Pd— Pﬁ: ,‘/"1 - 71/.1: r"a—— ,.J'::' s ’.",’_ I‘]'P_,

> . 03 , . .
l’accroissement -?)“_ti ne depend que des variables x de poids

PR+ Thy PRHTThy ...y PR Tk,
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Ce théoréme permet, pour chaque structure de groupe simple ou
semi-simple, de former tous les systémes possibles de poids corres-
pondant aux variables transformées par les groupes linéaires cherchés.
Certains systémes de poids compatibles avec 'usage de ce théoréme
seront d’ailleurs exclus si le groupe déduit I'; se réduit & la transfor-
mation identique.

Nous allons passer en revue toutes les classes de groupes simples
et semi-simples, et indiquer, pour chacune d’elles, quels sont les
groupes I" correspondants (contenant tous la transformation U /).

Il y a six classes de groupes simples, désignées par les lettres A, B,
G, D,E,F, G.

Groupes simples de la classe A. — Dans les groupes de cette classe
on peut, en changeant un peu les notations, mettre les poids des
transformations X,/ sous laforme

ri—7; (i, j=1,2, «..y L+1).
Le poids p, d’'une quelconque des variables x, peut se mettre sous
la forme
D= My Iy My ol o My 1y i
les coefficients m, ; étant des nombres rationnels liés par la relation

Mgy = Mg o~ .« o= My 1 = O,

Il existe, pour cette classe, quatre groupes linéaires et homogénes
qui ne laissent invariante aucune multiplicité plane et dont le groupe
déduit ne se réduit pas i la transformation identique :

1° Un groupe correspondant au systéeme de poids

-
]

!

+

1
1

r—r; I==1,2, ..., {+1);
{1 A i ( k] ) )’

4 R

il

c’est le groupe linéaire et homogene général a /-1 variables; il est
involutif.
Aunn. Ec. Norm., (3), XXVI. — AvriL 1909. 20
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2° Un groupe correspondant au systéme de poids

A=l+1 h=l+1
2 AN 2 AN .. ~
>y —2r; > I\N—Ti—Ty L J=1,2, e, {41 [Z9);
l+l e ) 1y l—'r"l s 7\ z J ( .1 ) ( )1
A=1 J=1

c’est le groupe linéaire et homogene qui indique comment sont trans-
formés les coefficients de la forme quadratique

Xy e B by 280 b by 22 g £ s
lorsqu’on soumet les indéterminées ¢,, ..., ., aux transformations
du groupe linéaire et homogéne général. On a

N p=L{+1
ox; ; O )
6[ - z (e'spra9+ejqpr79)'
p=1

Le groupe déduit est défini par les formules

. p=l+1

3z ..

5;’ = E Ajoxip (L j=r1,2, ..., l+1) (aij=a;;);
p=1

quant au deuxiéme groupe déduit, il se réduit a la transformation
identique.

3° Un groupe correspondant au systéme de poids

hm=l+1
2N, e > 2.
T e T (L{z3);

c’est le groupe linéaire et homogeéne qui indique comment sont trans-

formés les coefficients
Zij = Zj,i

de la forme bilinéaire alternée
Zy 0 (6 Qla— Ladly) 4+ 2y 5 (L dby— tydt) 4. ..+ 2y (G by — Erq dUy),

quand les variables ¢ sont transformées par le groupe linéaire et homo-
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gene général. Ce groupe T est défini par les formules

g=1I+1
6;’17,'.“,'__ l ) . e L,e s s
5 = \ (€rpxp,j+ €j.a%ip) ({Z)s i, j=1,2, ..., [+1).

g=1

Son groupe déduit T', est défini par les formules

p=I+1

S

03;; .o

L = v @j.oZip (@qii=o0, @ j==—a; ;5 L, J =1, ... L+ 1),
=1

Le deuxiéme groupe déduit T, se réduit & la transformation identique.

4° Un groupe correspondant au systeme de poids
o, I'i—1Ij;

c¢’est celui qui indique comment les parametres de la transformation
infinitésimale la plus générale d’'un groupe simple G de classe A sont
transformés par le groupe G ( groupe linéaire adjoint au sens de S. Lie).
Son groupe déduit I', se réduit & la transformation identique si {2 2;
pour /=1, il est défini par les formules

R
05) . ‘

- = ax;+ Zb;l'g“l"cl‘g.,
ot

N

034

i =lar,—fcxy,

N

03,

< :a.r,—l—bxh

ot

N

03

2= bz, + cxs.

ot

Le deuxiéme groupe I'; se réduit a la transformation identique.

Groupes simples de la classe B. — Dans ce cas, les poids des tranfor-
mations X,/ peuvent se mettre sous la forme

ry, rirj (222 i, j==%1,E£2,...,%) (123),
avec la condition

ri-r=ri+ryp=o (' =—1).



156 E. CARTAN.
Nous trouvons ici un seul groupe I', correspondant au systéme de
poids
o, Iy *=1);
c’est le groupe linéaire et homogene qui laisse invariante I'équation

XF 28, Ty 4 29Ty . . 22X p =0,

Il est défini par les formules

=1, ...,
~
5, \
—_ =y Ty— € oy
ot 040 / P04 g
) .
N 0,==1,...,=4
(o 2F) \ﬂ .
= e, &0y (==*x1,*x2, ..., =/
St 0 L+ o Lewe ( 1 I ) )1
PR

L 2

€ j=—2¢€ ;.

ou les paramétres sont

e, et

Le groupe déduit T, est défini par les formules

N
03
S AT+ T+ Ay Tyt Ay,

O5ii — oo
=UjX— QX

Le deuxi¢me groupe réduit I', se réduit 4 la transformation identique.

Groupes simples de la classe C. — Ici les poids des transformations X; f

0 (lz2),

2, ...

peuvent se mettre sous la forme
(B L =1,

ry tri Ly

(i =—1).

avec la condition
7',‘—|'— r;=ri+rp=—=o

Nous trouvons ici un seul groupe I' correspondant au systéme de

L =)

poids
ir; (==, ..
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c’est le groupe linéaire et homogéne qui laisse invariante 1'équation

zydxy — 2y dey+ 2ydxy — o drs+. ..+ 2,dxy — 2y dey= 03

il est semi-involutif.
Groupes simples de la classeD. — Iciles poids des transformations X; f

peuvent se mettre sous la forme
ri+rj (PZy =%, =2, ..., ),

avec la condition
ri+r_;=7ri+ r=~0

Il existe un seul groupe I' correspondant au systéme de poids
e (i=E1 ., E D
c’est le groupe linéaire et homogéne qui laisse invariante I’équation

Ly Ly == Xy Xyt =+ oo o 1= X1 Xp = 0.

Il est défini par les formules

=1,k
ox;
.g_‘:eom,-—}— Z €Ty ({==1, =+ 1),
o
ou les paramétres sont
et & j=— €

€9

Le groupe déduit T', est donné par les formules

=+ Ay +...+aqraxyp,

~0
ot
’t” =ajx;—axj.

Le deuxiéme groupe déduit I', se réduit 4 la transformation iden-

Q,

[« %]
(3

[« %

tique.
Groupes simples des classes E, F, G. — Aucun groupe I' n’existe.
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Groupes semi-simples. — Pour qu'il existe un groupe I, il faut que
le groupe semi-simple soit composé de deux groupes simples appar-
tenant i la classe A. On a alors un groupe I', celui qui indique com-
ment les coefficients x; ; de I'équation bilinéaire

i=m j=n
E E.’l’ﬂjl{,‘(’j: 9}

i=1 J=1
sont transformés lorsqu’on soumet les variables « et les variables ¢ a

deux substitutions linéaires arbitraires indépendantes. Le groupe I
est défini par les formules

N p:nl p::n,

OJU[J . y ) , |l . = P . — .

-—(;T—_eoxf.j-w‘-__‘wp’,-xp,j—t— Np,j Tip (C==1, 2, cecyms J==1,2, ..., 11).
p=t p=

Les paramétres sont e, ¢;;, v;;; ils sont liés par les deux relations

Ci = Con oot € =N a5 O

Le groupe déduit I'; est défini par les équations

PTJIII G=n

0%, MR )

3T Tmn ek 0T
p=1 G=1

N f=n p=m TFT=n

05;; O AN 3

T G » ‘} \, o505 (6yg==1,2, ..., m),
P:[ ‘;:::l T =]

"C p=m f=m Ge==n

USTER N IR NERAN

o Tl Qi Fp = D N Ah6%0,5 (6,7 ==1,2, ..., 1),
=1 9 w1 T

ou les paramétres sont les mn quantités a, ,, et ot e, ; désigne o si i =£
et 1si7=/.
Le second groupe deduit T, se réduit i la transformation identique.
De cette discussion résulte le théoréme suivant :

— . S
Tuorime XIX. — I/ existe quatre classes de groupes lincaires et homo-
genes semu-tngolutifs ne laissant invariante aucune multiplicité planc :

¢} P s U N 12 ' \ .
1° Le groupe lineaire et hormogéne gencral a n vartables ;
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2° Le groupe linéaire et homogene special & n variables ;
30 Le groupe linéaire et homogeéne & 2n2 4 variables qut laisse inva-
riante U’équation

Ty Ay — Xy A2y 2y Ay, — 2, d2y+ ..+ 24, AZop— Zop Ay = 03

4° Le groupe linéaire et homogeéne a >n2 4 variables qui laisse inva-
riante [’expression

&y dey— 2y dz, + 2y d2,— 2, d2y~+ . . A Zopyy A2y — 24, dzxy, 4.

De plus il existe, oulre les quatre classes précédentes, quatre classes de
groupes linéaires et homogénes ne laissant invariante aucune multiplicité
plane et joaissanz.(l(» l_a pr()./)rz'e'le' que leur groupe déduit ne se réduit pas
a la transformation identique.

o 4 . \ wn(n -1 . .« . .
a. Le groupe linéaire et homogene a ——(—2———) 2 6 variables qui indique

comment les coefficients de l’équation d’un cdne dans ['espace & n2 3 di-
mensions sont transformes par une substitution linéaire effectude sur les
coordonnées des points de I espace.

oy y v n(n -1 . . .
B. Le groupe linéaire et homogeéne a —L—;———z Z 10 variables quiindique

2

comment les coefficients de Uédquation d’un complexe linéaire dans
Uespace a n — 124 dimensions sont transformés lorsqu’on effectue sur
les coordonnées homogénes des points de cel espace une substitution
linéaire quelconque.

v. Le groupe linéaire et homogéne a nZ3 variables qui laisse inva-
riant un cone non dégéncrescent de ’espace & n dimensions.

N ., . \ \ - R . . .
c. Le groupe lindaire et homogéne a mnZ6 variables qui indique

comment les coefficients de I’ équation bilinéaire
Q . .
Z‘x,-'/uivjzo (E=1,2,m; j=1,2, ..., 1)
sont transformés lorsqu’on effectue sur les variables u et sur les variables ¢

des substitutions linéaires indépendantes arbitraires.
Chacun de ces quatre groupes contient la transformation infinités-
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male

of of

T AR e A
"oz, "da,

Enfin on peut, sans difficulté, déduire du théoréme précédent le
suivant :

Trtoriye XX. — St un groupe G fini @ n variables transforme les éle-
ments linéaires issus d’'un point arbitraire par un groupe linéaire T
d’ordre r ne laissant invariante aucune multiplicité plane, ou bien ['ordre
de G est égala n +r, ou bien I' appartient a l'une des classes €noncées
au théoréme précédent.

n(n-+r)

SiT estle groupe o. a vartables, le groupe Gest a n(2n-+1) pa-

rameétres, simple, et appartient & la classe C. Ses équations de structure
sont

p=n
’ Ql
6)jj = Z (h)jqpﬁ)’,’qp—%— 0,6 ).0) (h),"jz fn)jﬂ‘),
p=1
p=n f=n
< ~
w,{,-:—-z t,0Wg,/ ‘*‘}__‘ RINY IR
p=1 [EERS
P::II
AN N .
Lij= }_, (0,0 %0+ B,y ie) (i == A1)
p==1

.  n(n—1 . \
StT est le groupe 3 a —-(—;——)» vartables, le groupe Gest an(2n—1) va-

riables, simple, et appartient a la classe1). Ses équations de structure sont :

p=n
[ \Y )
0y, j = Z(G)p,jmi,p-i-m,',pwj,p) (0= 0, M, j == )0 ),
p=1
p=n O=n
W= \!
A m"7pwp7~/+ Z 6)[1pyujip7
p=1 p=1
p=n
’ -l
X = Z(wF’fXPJ + o, %isp) (Leg==0y i, ==—%),i)-
p==1

SiT est le groupe Y @ n variables, le groupe (x est ¢ (et (nb2)
2
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riables (groupe conforme), sump'e, et appartient a la classe B ou D,
suivant que n est umpair ou pair (ou A st n=14). Ses équations de
structure sont :

p=n
w; :w,:wo—l—zmpm,-,p,
pon P
’
5= wpren
=1
P o=n
P . S’! )
Wij= Oify— W%+ X @ip®jp (T i=0, Wiyy=—:),
p=lr. P=l
—
% =woxf+zwp,fz9~
’ p=1

SiT est le groupe S & mn variables, le groupe G est a (m + n)* — 1 va-
riables, simple, et appartient a la classe A. Ses équations de structure
sont :

p:lu P.—:n
I O ) - . .
(')i,i——‘wi,jwo'l'"}_‘ ")p,jwp,i+2.‘ 0,0 Wp, j (=1, ...,m; =1, ..., n),
r/::l =1

(le" G=n

N AN

S
PO T e i 07T
p=1 G:=1
rJ-—-IIl rJ—--Il P_"l G=n
wll:'“'zml pmru“"\ W0 Aip— . Zmp,ﬂl{p,a (G, j=1, ..., m),
p=t pa=1 -—1 Te=1
PT:IZ P:"l m=m T=n
= _ Y — — Y . E,j ..
mlyi—_zwi,Pmp,j"f'}_‘mp,jx,p,f 2‘ Z“’p,c,(.oc (4L j=1, ..., n)
p=1 p:l
F:”’ F:’L
o N <« R " — N . R
Xij= wo/.f,l"'"z wi,‘a/vrﬂ,j"*"zw/,p/\./,p (=1, ..., m; J=1, ..., n),
@== p=1

(m1,1 T Wyt Wy, =B Tt T = O>~

dnn. Fe. Norm., (3), XX VL. == AVRIL 190g. 21



