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LES

GROUPES DE TRANSFORMATIONS
CONTINUS, INFINIS, SIMPLES;

PAR E. CARTAN.

On sait quelle est r'importance des groupes simples dans les diffé-
rentes applications qu'on peut faire de la théorie des groupes de trans-
formations. En particulier, en ce qui concerne l'intégration des sys"
ternes différent iels qui admettent un groupe de transformations con-
tinu G de structure connue (1), cette importance résulte des recherches
déjà anciennes de S. Lie, et de celles, plus récentes, dues à M. Ves-
siot (2). L'intégration (Fun système différentiel donné admettant le
groupe G est, en effet, ramenée à celle d'un système résolvant dont la
nature peut être quelconque, et à celle d'une suite de systèmes parti-
culiers (systèmes aulomorpkes de M. Vessie t) dont chacun correspond
à l'un des groupes simples qui se présentent dans la décomposition du
groupe G en une série normale de sous-groupes, et dont la nature ne
dépend que de la structure du groupe simple considéré.

En ce qui concerne les groupes simples finis, leur détermination

( 1 ) Celle strucLuro est connue si Fon connaît les équations de défmUioni des transfor-
mations finies du groupe.

(2) E. VESSIOT, Sur F intégration des systèmes différentiels, etc. {Âcta Mathem^
t .XXVHî , igoi, p. 307-349).

Ànn. Éc. Norm., (3), X.KVÏ. — MA.RS 1909. 12
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complète résulte des reclierclies de M. Kill ing ( i ) , confirmées par les
miennes ( 2 ) ; en dehors d\ïû nombre très restreint de. groupes simples
particuliers, tous les antres se partagent en quatre grandes classes,
connues d'ailleurs depuis longtemps.

En ce qui concerne au contraire les groupes simples infinis, S. Lie
en avait indiqué également quatre grandes classes, mais on ne savait
s'il en existait d'autres; le problème paraissait difficile à aborder en
l'absence de toute théorie précise sur la structure des groupes infinis.
Il était même plus compliqué qu'on ne pouvait a priori se le figurer,1

car, à l'inverse de ce qui se passe pour les groupes finis, il existe des
groupes infinis iniransitifs qui ne sont isomorphes à aucun groupe
transitif, et, parmi ces groupes intransitifs, il peut en exister de
simples.

La détermination de tous les groupes infinis primi/ifs à n variables
permettrait immédiatement de connaître les structures de tous les
groupes infinis transitifs simples. Cette détermination a été faite, en
partie incidemment, par S. Lie pour 71= 2,3, et par M. Kowalewski
pour n = 5; il s'est trouvé que, dans aucun des trois cas qui viennent
d^tre indiqués, il n'existait de groupe infini primitif ne rentrant pas
dans certains types généraux connus. J'ai essayé de résoudre le pro-
blème dans ( o u ï e sa généralité, et je suis arrivé à ce résultat , assuré-
ment le plus simple de ceux qu'on pouvait espérer, que tous les groupes
infinis primitifs à n variables appartiennent à six grandes classes seu-
lement, à savoir :

i° Le groupe de toutes les transformations à n variables;
2° Le groupe des transformations à n variables qui laissent invariants

les volumes;
3° Le groupe des transformations à n variables qui reproduisent les

volumes à un facteur coûtant près ;
4° Le groupe des transformations à /i>4 variables Çn pair) qui

( l) KILLING) Die Zitsammensetwig der stetigen endiicken Transfûrmationsgru.ppen
{Math. Ânn^ l. XXXI, ï888, p. •25â; t. XXXÏH, 1^9, p. i; t. XXXIV, 1889, p. 57;
t. XXXVÏ, 1890, p. 1 6 1 ) .

(2 ) E. CAHTAN, Sur la structure des groupes de transformations finis et continus (Thèse ).
Paris, Nony, 1894.
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laissent invariante l'intégrale double

f f dj?^ CÎX^ -+- . . . -h- d.Xn^i dx,t ;

5° Le groupe des transformations à ̂ ^4 variables Çn pair) qiu repro-
duisent /^intégrale double précédente à un facteur constant près ;

6° Le groupe de toutes les transformations de contact dans l'espace

à —— dimensions (n impair"), considéré comme groupe de transforma-

tions ponctuelles à n variables (/?• ̂  3 ).

Les groupes i°, 2°, 4°» 6° sont simples; le groupe 3° admet le
groupe 2° comme sous-groupe invariant; le groupe 5° admet le
groupe 4° comme sous-groupe invariant.

Ce qui précède montre qu'il eociste quatre grandes classes de groupes
infinis transitifs simples, les groupes i°, 2°, 4°? 6°.

Les groupes infinis simples, qui ne sont isomorphes à aucun groupe
transitif, peuvent assez facilement être déterminés en partant des résul-
tats précédents. Ils se partagent en deux catégories :

i° Les groupes simples proprement dûs : on les obtient en prenant un
groupe simple transitif (fini ou infini) et en faisant dépendre de la ma-
nière la plus générale possible les éléments arbitraires de p variables in-
variantes par le groupe; un groupe simple transitif fini d'ordre r devient
ainsi un groupe simple infini intransitif dépendant de r fonctions arbi-
traires dej9 arguments.

2° Les groupes simples improprement dits; chacun d'eux est isomorphe
à un groupe dont les équations ont la forme suivante :

x\=x^ x^==x^, ..., î=^-.i,
^=^+/(;r.i,.z'â, ...,^_i),

en désignant par f la solution la plus générale d'un certain système
d'équations aux dérivées partielles linéaires et homogènes, à coefficients
fonctions données de x^, o^, ..., ̂ -i.

Les résultats précédents, joints à ceux des recherches deM.Vessiot,
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conduisent à la conclusion suivante, que je mentionne, bien qu'elle
soit étrangère au présent Mémoire :

Les systèmes aulomorphes qui se pré sentent dans l'intégration d'un
sj^sfême différentiel donné admeticmt un groupe G de structure connue
s'intègrent au moyen d'équations différentielles ordinaires et, suivant les
cas, de systèmes d'équations aux dérivées partielles linéaires à une fonc-
tion inconnue d'un certain nombre de variables inclépe/idantes.

Ce Mémoire est, divisé en cinq Parties. Les deux premières, les plus
courtes, cont iennent l'exposé de la méthode qui m'a conduit à la déter-
mination des groupes infinis primit ifs ; cette méthode s'appuie sur les
théorèmes fondamentaux relatifs à la structure des groupes inf in is ( ' )
et en particulier sur les propriétés du groupe linéaire F qui indique
comm.ent un groupe transitif i n f i n i donné G à n variables transforme
les éléments linéaires issus d'un point arbitraire; elle s'appuie égale-
ment sur les propriétés de certains groupes linéaires qui ne laissent.
invariante aucune mul t ip l ic i té plane et que j'appelle semi-iwolutifs.

La troisième et la quatrième Partie sont consacrées aux calculs qui
conduisent, une fois la méthode trouvée, à la détermination des
groupes infinis primitifs et des groupes infinis intransitifs simples. On
y trouvera incidemment la détermination de tous les groupes, f inis
ou inf inis , pour lesquels les éléments linéaires issus d'un point arbi-
traire sont transformés avec la même généralité que pour les groupes
infinis primitifs à n variables; cette déterminat ion avait été déjà faite
par S. Lie pour les trois premières classes de groupes primitifs.

La cinquième Partie con t i en t la détermination des groupes linéaires
et homogènes semi-.involuti.fs qui ne laissent invariante aucune mul-
tiplicité plane; elle s'appuie sur des résultats relatifs à la structure des
groupes finis simples et exposés précédemment par l'auteur dans sa
Thèse (:2).

Juin 1907.

( 1 ) / ' " "o i r E. CARTAN, Sur/a structure de.f groupes infinis (Ànn. Éc. 'j^orm., 3e série,
l. XXI, 1904, p- i53; t. XXII, 1905, p. '219).

(2) Les résultais contenus dans ce Mémoire ont été communiqués» a l'Académie des
Scîenees dans une Noie portant le même titre et insérée dans les Comptes rendw le
Î>T mai 1907. Ce qui précède, à part les derniers alinéas, est la reproduction presque
lextueiïe de cette Note*
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I. — Les groupes, linéaires invointifs et seini-invointifs.

Lorsqu'un groupe infini G à n variables a ses équations de définition
du premier ordre, le groupe linéaire T d'ordre r qui indique com-
ment G transforme les éléments linéaires issus d'un point arbitraire
(groupe adjoint) jouit des propriétés suivantes :

Soient
t == /( Q s= /'

'N •

(I) ^^S S^P^P^' ( À ' = = î , 2 , ...,0
/ = l p = l

les formules qui définissent la transformation infinitésimale la plus
générale de r; les a^ç^ son^ des coefficients constants, les ^p sont les
r paramètres indépendants de cette transformation inOnitésimale. En
désignant par tç, t ' 3 , ..., 4"~'13» n systèmes de r variables indépendantes,
formons la matrice a n colonnes et n1 lignes :

^

2

2
y

2
2

2

^l,?,! ^p

^l,p,2 ^p

^'l,?,^. ̂ p

^l,?,! ^p

^"1,?,^^?

^l,?,! ^p

/y /(/l~l)"!,?,» "p

2
y

2
2
v̂̂
y

T

<^2,p,l ^p

^Sip,^ ^p

a•î^,n ^p

^a.p,! ^p

^2,p,/î ^p

^â,?,! ^0

,~ /{^-D
(•^â,?,» "•p

^J a7^?11 ^p

" ' ' ' J 1
 €ln^•>ss• p

^ ^"'F^^P

^ an^•l{ ^

' ' ' y7^ ^n^^ii "p

'V /'... y ^ ^'rt,p,i ^p

^ yy /17Î--1)
^L an^^i9

Désignons par :
o-^ le rang (degré du déterminant principal) de la matrice formée

des n premières lignes;
l3Ànn. Éc. Nwm^ (3), XXVI. -- MAKS 3909.
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o",, 4- Œa le rang de la matrice formée des 271 premières lignes;
o-i 4" cr^ 4- a;, le rang de la matrice formée des 3n premières lignes ;

a-^ 4- 0-2 4- ... 4- o^ le rang de la matrice totale.

Désignons enfin par r< le nombre des solutions linéairement indé-
pendantes du système d'équations linéaires en u^ ( p = = i , . . . , r ;
À = = l , 2 , . . . , r ) ,

p==r

(2) ^ (O/,p, ,^p,A.— ^Â.,p,^p,/)==0 (/', À-, .9=!, 2, . . . , 7 l ) .

p=l

On a, dans l'hypothèse faite plus haut, entre les entiers o"^ et l 'entier^,
la relation

( 3) /•i== CTi4- 2 €72-4- 3(734-. . .4- 71 O-/;.

Un groupe linéaire F qui jouira de la propriété précédente sera
appelé un groupe linéaire inwlulif. La relation (3) caractérise donc
les groupes involutifs.

Si le groupe inûni G n'a pas ses équations de définition du premier
ordre, le groupe F n'est pas involutif. Considérons alors le système (2)
et soit

?==/• !

"<r,.s-==^^p,cr^p (^==1, 2, ..., n; cr==i, 2, . .., r)
p=i

la solution la plus générale de ce système, où les T\ quantités Y]? sont
des paramètres arbitraires. Considérons enfin le groupe linéaire I\
d'ordre ^, à n 4- r variables x,,. .., x^ y,, ..., y,, et dont la trans-
formation infinitésimale la plus générale est définie par les formules

QXs

"57" o (^=i, a, ..., /i),

(4) { ^ ^ P=^
-^f==^ ^^,p^^p^- ((T=I, 2, * . , , r).

1 = 1 0=1

Ce groupe I\ est dit le premier groupe déduit de F*
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De 1̂  on peut déduire un nouveau groupe I\ par le même procédé ;
ce groupe Fa est a n -+- r + r^ variables x^ ..., Xy^ y, , . . . , y^ ^i» • • •? ^n
et à un certain nombre r^ de paramètres. Et ainsi de suite.

Si le groupe G est infini, l'un clés groupes déduits de T (ainsi que tous
les suivants) est iwolutif. Nous dirons dans ce cas que le groupe primitif T
est semi-involutij.

Si un groupe linéaire T nest pas semi'involuîif, l'un de ses groupes
déduits successifs se réduit à la transformation identique.

En désignant par co^ , co^, ..., co,,, n expressions de Pfaif indépen-
dantes convenablement choisies, formées avec les n variables trans-
formées par le groupe G et leurs différentielles, le groupe G échange
entre elles ces n expressions par un groupe linéaire qui est précisé-
ment le groupe adjoint F. Si le groupe G est infini , on démontre que
chacun des systèmes d'équations

(5) y^/.p,^/:==o (,s'=i, 2, . . ., n; p=i, 2, ..., r),

(6) y^p^co,=o (o-==i, 2, ..., r; p=i, 2, . .., r,i),

correspondants au groupe T et aux groupes déduits T^ ..., est complète-
ment intégrable. De plus, le groupe G laisse invariant chacun de ces sys-
tèmes complètement inlégrables, c est-à-dire transforme entre elles leurs
intégrales.

Il résulte de là que, si le groupe G est primitif, chacun des systèmes
d'équations (5), (6), ... est équivalent au système

&j ^ == 0)3 =:...=: co,^ =: 0.

Ce résultat peut être énoncé sous la forme suivante :

THÉORÈME I. — Si le groupe infini G est primitif, les accroissements in-
finiment petits des variables, clans le groupe adjoint F et dans chacun des
groupes linéaires déduits de T, ne peuvent dépendre de moins de n com-
binaisons linéaires indépendantes de x^, ^3, ..., sCn-
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Cela étant, supposons que G soit un groupe infini primitif et que le
groupe linéaire adjoint T laisse invariante une multiplicité plane M,
qu'on peut supposer détinie par les équations

Alors -—^5 • • -, — ne dépendent que de ^4-1, ..., ̂ . L'ensemble
des transformations de T qui laissent invariante chacune des variables
^4-1, ^H-2? • • • î ^n forme un sous-groupe invariant y, défini par exemple
par les équations

ey+i •= <?g+2 ==...== €r~= 0.

D'après les équations (2), les accroissements

^.r<y-M (̂ 4.2 oy,.
————— î ——<—— î ... 3 ——— ,

o£ o£ àt

subis pary^, - • • » J r dans le groupe 1 ,̂ ne dépendent aussi que de
cz^,, ..., .T^. Les variables x ^ , ^2, ..., Xp ne peuvent donc entrer que
dans les q premières équations (4)? celles qui donnent

o^ c^j oy,j
S t 5 S £ ' ' t ' t ^ '

Elles y entrent d'ailleurs comme si l'on supprimait, dans les p pre-
mières équations (i), tous les termes qui contiennent soit

'^p-H» ^jDi+'â» ' • • ? ^n f
soit

^y-t-l? ^/4-â» . « . y £'/••

Ce qui précède est d'ailleurs vrai pour les groupes déduits successifs.
Si le groupe G est primitif, les variables x ^ x ^ , ...,^ doivent entrer

effectivement dans tous les groupes T^ T^y , . . ; par suite, le groupe
linéaire y en x^ x^, ..., Xp, quon obtient en faisant dans les for-
mules (i)

^p4-i=.. .==^^=0, e^-==:. ..==€,.:= o,

est semi-iwolutif.
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Ce groupe linéaire est d'ailleurs celui qui indique comment le
groupe y transforme entre eux les points de la multiplicité M. Le
groupe 7 étant d'autre part sous-groupe invariant de F, le groupe y
est un sous-groupe invariant du groupe F qui indique comment T
transforme entre eux les points de M. Nous pouvons donc énoncer le
théorème suivant :

THÉORÈME II. — Si le groupe infini G est primitif, et si le groupe
adjoint T laisse invariante une multiplicité plane M,

le groupe T à p variables qui indique comment Y transforme entre eux
les points de M, ainsi que le sous-groupe invariant y de T qui indique
comment les points de M sont transformés entre eux par celles des trans-
formations de T qui laissent invariante chacune des variables Xp^^, ..., x^
sont semi-involutifs.

Supposons enfin que le groupe T ne laisse invariante aucune multi-
plicité plane contenue dans M; alors le groupe T à p variables ^,
^2, ..., Xp ne laisse lui-même invariante aucune multiplicité plane, et il est
semi'involutif.

Les remarques et les théorèmes précédents nous conduisent ainsi
à considérer les groupes linéaires semi-involutifs qui ne laissent inva-
riante aucune multiplicité plane-

Il. — Détermination des groupes adjoints des groupes infinis primitifs.

Pour ne pas interrompre la suite des raisonnements, admettons
maintenant le théorème suivant, qui sera démontré dans le para-
graphe IV :

THÉORÈME III. — Tout groupe linéaire Cet homogène) semi-involutif
à n variables qui ne laisse invariante aucune multiplicité plane est l'un
des quatre groupes suivants :

î ° Le groupe linéaire et homogène général;
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2° Le groupe linéaire et homogène spécial;
3° Si n est pair^ le groupe linéaire le plus général qui laisse invariante

l'expression différentielle

X 1 €lx^ —— .Z'a d^i •+" ^3 dXî, — ^4 ̂ 3 + • ' • -+• .a?re -i ̂ ?rt — ^ra dx,^^ ;

4° S& ^ est pair, le groupe linéaire le plus général qui reproduit l'ex-
pression différentielle précédente à un facteur constant près.

Les groupes 2° et 3° sont simples; les groupes i° et 4° so^t respec-
tivement formés des groupes 2° et 3° et du groupe engendré parla
transformation infinitésimale

T T ^ àf à/ ÔfU/= ̂ i —- + ̂ 3 —L -+-...+ ̂  —L •' à^i âx^ àxn,

Par suite y tout sous-groupe invariant semi-iwolutif des groupes i°, 2°,
3°, 4° se confond respectivement wec les groupes i° ou 2°, 2°, 3°, 3° ou 4°.

Cela éteint, considérons un groupe infini primitif G à n variables. Il
existe n expressions de Pfaff linéairement indépendantes

œi, ûOg, ..., G)/,

qui sont transformées entre elles par le groupe linéaire adjoint I\ Deux
cas sont à distinguer :

i° Le groupe adjoint F ne laisse invariante aucune multiplicité
plane; alors il est l'un des quatre groupes précédemment énoncés;

2° Le groupe adjoint T laisse invariante au moins une multiplicité
plane. Supposons qu'il laisse invariante la multiplicité plane M

( I ) C .̂+-i = GJp.4.2 ==...=: Cx)« == 0

sans laisser invariante aucune multiplicité plane contenue dans M. Il
est d'abord évident que p est au moins égal à 2, sinon le système (i)
serait complètement intégrabley et le groupe G, qui transformerait
entre elles ses intégrales, ne serait pas primitif.

Les covariants bilinéaires de œp+.^ ..., o^ sont, en tenant compte
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des équations (i), de la forme
i...../'

^p+ T == ̂  A /,/,, î <^ G) /,,
f ,Â -

(2 )

1, . . . , / •

)" ^ j^L ^l\k.n-pù^cs)^^

io3

les coefficients A^,,/ désignant des constantes. Le groupe linéaire y,
dont il est question au théorème II du paragraphe précédent, qui
indique comment sont transformées les expressions co^ , . . . y co, par
celles des transformations de T qui laissent invariantes œ,^, ..., o^,
laisse évideiiiment invariante chacune des expressions bilinéaires qui
se trouvent dans les seconds membres des formules (2). Et ce groupe
linéaire y est semi-involutif; de plus, il est invariant dans un groupe
semi-involutif F qui ne laisse invariante aucune multiplicité plane.
Donc y est l 'un des quatre groupes linéaires énoncés plus haut.

Les seconds membres des formules (2) ne sont pas tous nuls, sinon
le système (i) serait complètement intégrable, et par suite le groupe G
serait imprimitif. Donc le groupe y ne contient pas la transformation
infinitésimale U/. Le groupe y est donc l'un des groupes 2° et 3°. Ce
ne peut être le groupe 2°, qui ne laisse invariante aucune expression
bilinéaire. C'est donc le groupe 3^.

Or le groupe simple 3°, il est facile de le démontrer, ne laisse inva-
riante qu'une expression différentielle bilinéaire, soit

ûûiû)2-+-. . .-4- Up-iUp;

suite, les covariants CA) .^ , ..., oj^ lorsqu'on tient compte de (i\
sont proportionnels entre eux et l'on peut faire en sorte qu'on ait,
s i / ? < / z — i,

par

û)P-H :

(3 ) (modco^-i, ..., con).

(jû,, = CO^ CO^ + . . . + ^p—ï. &)p



io4 E" GABTAN.
Supposons d'abord p < n — ï . On a alors des formules de la forme

suivante :

t ^ . ^
p+i

• ^
&)«4. ̂  ù)n ,7, ̂ i,/^/

(4)
^

i cûp,., s (x)^ 7, ^â,/^/ / ï \^ /-r- ^^ ^ (nïodc«)/,+i, ^/,+2» • • • » <*^-i5.
it s= 1 (

i^p

.̂̂  = ̂ "S ̂ -1-- '̂̂ '

1 ' .=1

Les n — p — i combinaisons linéaires de C D < , oj^ • • • ? CD/? q111 se

trouvent dans les seconds membres des formules (3) sont au nombre
de p indépendantes, parce que, d'après un théorème général, le sys-
tème

^p^-==. ûô^2=.. .== &)TO-I== ̂ ^^ ai^^=. . •=^ an-p^ï^i^ 0

est complètement intégrable, et que, de plus, G est primitif.
Appliquons alors le théorème II du paragraphe 1 à la multiplicité

plane
Cû/,4.1 == Cû .̂2 ==...=: &),̂ i == 0,

invariante par F. Le groupe y à^+ ï variables correspondant laisse
invariante l'équation co^==o et laisse invariant chacun des seconds
membres de (4) ; ce groupe y doit être semi-involutif, et il doit encore
le rester si l'on fait co^== o; or il se réduit à un groupe à un paramètre

ch?i _ §Xp _
~^—^x^ -•' -jj-—e^^

et ce groupe n'est pas semi-involutif.
Doncl'hypothèse p < ; / % — ï est impossible. Donc n est un nombre

impair et
p = n — T .

THÉORÈME IV. — Si G est un groupe infini primitif à n variables, le
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groupe linéaire adjoint T satisfait à F une des cinq hypothèses suivantes :

A. Le groupe T ne laisse invariante aucune multiplicité plane et coïn-
cide avec le groupe linéaire et homogène général à n variables.

B. Le groupe T ne laisse invariante aucune multiplicité plane et coïn-
cide avec le groupe linéaire et homogène spécial à n variables.

C. Le groupe T ne laisse invariante aucune multiplicité plane et coïn-
cide avec le groupe linéaire le plus général qui laisse invariante l'expres-
sion différentielle bilinéaire (n pair)

u! ^2 -+" ^a ̂  ""î"" • • - •+• ûJ/î—l ̂ n'

D. Le groupe T ne laisse invariante aucune multiplicité plane et coïn-
cide avec le groupe linéaire le plus général qui reproduit, à un facteur
constant près, l'expression différentielle bilinéaire Çn pair)

&)^<Dâ-t- 0)30^4-. . .-4-. G,)^_i C0«.

E. Le groupe T laisse invariante une seule multiplicité plane à
n — i dimensions Çn impair)

ûû,, == 0

et transforme les points de celle multiplicité plane par le groupe linéaire
le plus général qui reproduit, à un facteur constant prèSy l'expression
bilinéaire

Ci)i COa "+- ^a û.)4 -h . . . -+- (^rt+î^n-ii

qui se déduit du covariant bilinéaire co^ en faisant

&)»==0.

Dans le dernier cas, le groupe r ne laisse pas, en faisant œ^= o,
invariant le covariant co^, sinon r laisserait co^ invariant, et le système

à^ ̂  à^ ̂  ^ à^ ̂  ̂
à^i 6^3 * ' à^n,

qui est d'ordre pair n — i, serait complètement intcgrable, ce qui con-
tredirait la primitivité du groupe G.

Remarquons enfin, dans le dernier cas, que le groupe F n'est pas
Ann. Éc. Norm,, (3 ) , XXVI. — MARS 1909. ^
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coinpiètement déterminé; sa détermination exacte sera faite dans le
paragraphe suivant en même temps que celle des groupes G corres-
pondants.

III. — Détermination des groupes infinis primitifs à rz variables.

Il nous reste maintenant à reprendre chacun des cinq groupes
linéaires F qui viennent d 'être énumérés et à rechercher, pour chacun
d'eux, les groupes G correspondants.

Cette recherche a été faite par S. Lie dans les deux premiers cas.
Voici les résultats auxquels il est arrivé :

A. Il y a deux groupes ïnfînù à n variables dont le groupe adjoint est
le groupe linéaire général; ce sont :

i° Le groupe général à n variables ;
2° Le groupe qui reproduit les volumes à un facteur constant prés,

autrement dit le groupe défini par l'équation

D(X, ,X, , . . . ,XJ_
i)(^,^, ...,^,J 9

en désignant par x^ x 2, ..., ̂  ̂ s variables primitives, par X,, Xa, ...,
X/; les variables transformées et par a une constante arbitraire.

B. Il y a un groupe infini à n variables dont le groupe adjoint est le
groupe linéaire spécial; c'est le groupe qui laisse invariants les volumes;
il est défini par V équation

D(X, ,X , , . . . ,XJ ̂
D(^i,^, . . . ,a^)

II ne nous reste donc qu'à examiner les cas C, D et E. Nous com-
mencerons par le cas D, en dirigeant nos calculs de manière qu'ils
puissent servir en même temps pour le cas C.

D, Le groupe F est le groupe linéaire le plus général a un nombre
pair 2.71 de variables, qui reproduise, à un facteur constant près, une
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expression bilméaire

(ï)t ûjg -4- (^(o^-+- . . . -i- c»)^_^ c,) .̂

Les accroissements que subissent les œ^ par la transformation infi-
nitésimale la plus générale de r peuvent être représentés par les for-
mules

(0

À- = 2 n
^ ^
ÔCOs^-l == ^O^S/-! +^ ̂ ,fr û.)/,

Â - = = l

k=.în

w.^ =e^w^ —^^/-i^-^Â-
A-==l

(/==!, 2, .. ., /Q,

où e^j === e^iÇi^j = 1,2, . . . , 2/z) dés ignent ^,(2/1 -}- i) paramètres indé-
pendants, e^ un autre paramètre indépendant des précédents si l'on
est dans le cas D, identiquement nul si l'on est clans le cas C.

Les équations de structure du groupe cherché G contiennent d'abord
27z équations de la forme suivante :

(2)

i Â-=:2n. l,2,...,2n

^ûj3,_^=G)2^iWo+j^c«.^.CT2/,/, -4- ^ Aa/j,^ ^y^
] Â-=I /\Â-

"^ ^A:^2/,Âr

Â-=l

À- =: 2 /E
(^==1, 2, ..., 71).

VJO——^J ^/^2/-l,/c"+- ^, Aaf-.ij^ûOyO/,.^ ^-2<-1JCiJ ̂  .̂ == Cûg/ VJo —— ,7^ &) /,.

/.A'

Si l'on ajoutait aux expressions CTQ, ©'/j des combinaisons linéaires
à coefficients constants arbitraires de c o ^ , co^, ..., co^, les coefficients
constants A/.y^ seraient changés; leurs nouvelles valeurs A/j^. se
déduiraient des anciennes par des formules qu'on peut condenser
dans les équations

V (A2/,7,/c ——AS/J,/, )ûJ/C^=: C.)2^i^o-+-^ COÀ-^2/,/0

(3)
A==l

À- == 2 n

^7^ (Aâf--i,y,A — A2/»-^y^A.}c«)y a)A.== ûj.2/ ^2o— ^, ^k ^â/-i,A-
7',^ Â-==l
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Dans ces équations (3), ûo et

^,j=^,,
désignent

n ( i n 4- i, ) -h i

combinaisons linéaires à coefficients arbitraires desco^. Si l'on désigne
par a? ces

^(a/i2-^- /i 4- ï )

coefficients arbitraires, les équations (3) expriment, en somme,
chaque différence

A/ ,y ,Â -—— A/J,^.

par une combinaison linéaire déterminée des coefficients a.
Mais, d'autre part, les équations de structure (2) sont invariantes

parle grouper; exprimons simplement qu'elles sont invariantes par
le sous-groupe de T défini par les équations

ÔCO^-i = <?âi-l,s/^-l?

â&)^ =—^2/-1,2/'<^2/-

Convenons de poser

Y3â/-i==—T^== e^-i^/

et formons les équations
^=2rt l,...,2n

yÎ2^lCô^_^==^2/_i(<)â^_iOTo+^ ^A^A-W2/^-4- ^ A2/, / ,Â-(^7- i -^A)cOyû3A

A - = = l /,Â-
À- == 2 n

•+- ûôâ^i cteyo-4- ̂  ûù^^OTâ^/,.,

Â-=l

A'==2ra l,..,,/î

Y]3/CO^-=Y]2^2^0—^ ^/^Â:^2^-1,A-4- y, Aat-iJ,A(TOy+-y]/,)Ci)yœ/..

Â - = = l / ,A-

A'==2 7i

-4- coa^'o^ô— ̂  ̂ 5î2^_^.»
À- = ï

qui expriment que les formules (^) sontinvariantesparle sous-groupe
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considéré de r. Ces équations peuvent s'écrire

^, AS/J,/,^- -+- rj/, 4- T,2/)t0/û.)/,

Â'==ân

-h («}2/-i<5OTo-4-^ €*)/,[ <ÎOTâ/,À'+- (^•+^)^â/-,A-]=0,

(4)
^ Aâ,_îj,/,(-0/ "+- YU- 4- •10s/-l) ûOyû)A.

y,^
Â-==2/ î

4- COà/ÔOTo— J^ ÇO/,[c^-.i,Â--4- (lQ2;-l 4- y^)^--!^] = 0,

Â-=l

et l'on voit que, dans ces équations 5^, â©/j — (Y),-h ^/)^v sont des
combinaisons linéaires convenablement choisies de ù),, û)^ ..., a).^.

On remarquera l'analogie entre les formules (3) et les formules (4);
les dernières se déduisent des premières en remplaçant

A/,y,/, — Afj,/, par (Y],-}- ̂ j -+- ^/,) A/^-,/,,
^Q )5 ÔCTo,

^^,7 » âCT^y -+- ( Y]; + rij ) OT/-J.

Gela étant, on peut profiter de l'indétermination des n(2.n2 4- n 4" i)
coefficients a qui entrent dans ûç et û;j pour donner au plus grand
nombre possible de coefficients A^-j^ des valeurs particulières, par
exemple la valeur zéro. Pour ces coefficients-là, on pourra d'ailleurs
supposer que les valeurs primitives étaient déjà zéro. Cela veut dire
que l'élimination des a dans les équations (3) conduit aux équations

A/j^.= A/j,/,,

où A/j^ désigne successivement tous les coefficients qui n'ont pas pu
être annulés a priori Mais alors l'élimination des coefficients inconnus
de §ï3To ^ ^tj+(^]t'+~^j)^i,j dans les équations (4) conduit aux
équations analogues

(^f-t-^y-h-^/^A/^^-'^ 0,

où les A^-j^ sont les mêmes coefficients qui n'ont pu être annulés
a priori. Mais, comme ï^-4- ̂ "4- T]A ^ peut pas être nul, il en résulte
que tous les coefficients Azj^ sont nuls.
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On peut donc toujours supposer que y dans les équations de structure ( 2 ),
tous les coefficients A/j^.son^ ̂ /^

Cela étant, si le groupe linéaire T était involutif, les équations (2)
définiraient complètement une structure de groupe infini, et tous les
groupes G cherchés seraient des sous-groupes d'un seul et même
groupe inf in i , celui qui serait défini par les équations (2). Mais le
groupe F n'est pas involutif, du moins dans le cas D; ses caractères
sont

..., cr/, = 2 ;cr^== iiy 0-2 ==n, o-3=:/i-

d'autre part, le groupe déduit r\ est de la forme

QJCî _

~ôT ~~~'of

ôr. .
^=oï

Â-=2/ î
êr . f^-L == V e.j^k (//j =.">"/,/; ^./ == i, 2, .. ., 2 n),

ôi
A=l

où les paramètres sont les
n(n •+- î ) ( n 4- 2)

quantités

Or on a
^J,/.-^ ^,ÂV== ^•,;,/>:= ̂ y,/.,^ <?Â-,/,y'-= ^•,y,/*

n ( /2 -+• i ) ( ̂  + a )^ = -_———M;————i < o-i -h 2 erg + . . . 4- n cr/2.

Mais le fait que la variable jo? (^m correspond au paramètre ^o d6 r,
est invariante parle groupe r^ nous conduit à calculer le covariant
bilinéaire de ©o- Si Fon applique l'identité fondamentale aux équa-
tions (2), on obtient les équations

Â'=2re Â-=2/l

^^l^O-^r^^^fc'^îi^ =^2f~i^o+^ ^A-^^/c?

A-==l Â-==l
À-==ân Â -==2n

œg;- CTQ—^ c»)^CTâz-i,Â-== coa^ Z3-o—^ û)/.?na/-i,A-^ OTâ z-i ,Â- ::= ̂  2 '̂ ^O -
/•---I
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Ces équations sont vérifiées, en particulier, si Fon prend

p==^

^/,y=^ (^âp^^ap^i+în^spTîT/vap-î) ( ^7=1 , a, . .., 2/z) .
p==i

Leur solution générale s'obtient en ajoutant aux seconds membres
les expressions bilinéaires JIu, n/j les plus générales satisfaisant aux
équations

/>=2n

û)â^i lïo 4- ̂  ûOÀ.n^/, == o,
Â - = l

Â-=;2/î

0)2,- IIo——^û.UJl2/-i,/,=0.

Â-= l

L'expression IIo, en particulier, est de la forme

ÏIo=^ al^^iwk^^J^ ^/•,y,Â-^^y,/c-
i^

On a donc

CTO=V ai^ûiwk'J^'^L ^V^-^Wy,/,.

Si nous exprimons que les équations de structure sont invariantes
par la transformation

Su,
HT^^1

qui entraîne
cîz3To §V5i j
^=-^--0,

nous obtenons

o == 2 < ? o ^ a^/^iU/,-}- e^ ̂  &/,y,Â-^^^/,Â-»

d'où enfin

(5) ^o=o.

THÉORÈME. "— /^ équations de structure de tout groupe G ^/OT^ ^



1 12 E. CARTAN.

groupe adjoint T satisfait à la condition D contiennent les équations

/ v
C0^_î== C»^_iZï7o •+~^ . ûô/,C72/^.,

(6)
À- == ,1
k^în

COâ/" == &)2^ C T O — — / i <^Â-^2/—l,/o

Les équations (6) sont d'ailleurs les équations de structure d'un
groupe infini déterminé; par exemple, celui qui reproduit, à un fac-
teur constant près, l'expression différentielle bilinéaire

dx^ dœ^ + cix^ dXî, -{-...-(- clx^^ dx^.

Donc tous les groupes G cherchés sont des sous-groupes infinis de
celui-là.

THÉORÈME V. — Tout groupe infini primitif G dont le groupe adjoint
satisfait à la condition D est semblable, soit au plus f^rand groupe qui
reproduit, à un facteur constant près, Vexpression différentielle bilinéaire

dx^ dx^ +... -4- dx^-i ^2n»

soit à l'un de ses sous-groupes.

Il nous reste donc, pour résoudre complètement le problème dans
le cas D, à rechercher tous ceux des sous-groupes du groupe (6) dont
les équations de structure contiennent les équations (6).

Formons les prolongements normaux du groupe (6); leurs équa-
tions de structure s'obtiennent en ajoutant aux équations (6), suc-
cessivement, les équations

p == n k = 2 n

(7) '̂J =^J (^sp^'^p-i +^y,2p^',2p-i) 4""^ û)/,OT/j^-»
p == 1 k = t
p=n

W ^J,̂  =J^ ̂ ^sp^»7^2?-1 'Jr ̂ y^p^À^ap-l + ̂ Â-^p^/j^p-i
p==i

•+- ^^y^p^A^p-i + ®'^Â•,2p7sïy,2p--l + ̂ Â-^p^ap-i
h == 2 n

"+- ^ . Wh^i^\k,hî
h=:i
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Les tïï,j,A-, ^^,Â-,Â» • • • sont de nouvelles expressions de Plaff, dans
lesquelles on peut intervertir d'une manière quelconque, l'ordre des
indices; nous appellerons degré d'une de ces expressions le nombre
de ses indices.

On obtiendra les équations de structure de l'un quelconque des
sous-groupes cherchés de (6), en prenant un des prolongements nor-
maux de (6), par exemple le ^ième, et en liant oo,, ©^ ̂  ^J,A- • • • »
^Mu,...,^ P^ certaines relations linéaires à coefficients constants. Par
hypothèse, il n'y a aucune relation entre les co,, CT-Q et ̂ j. Nous allons
montrer qu'il y en a nécessairement entre les co,, ̂ , ©^ et^-j,/,. Sup-
posons, en efïet, qu'il n'en soit pas ainsi, qu'il n'y ait aucune relation
entre les co,, ^^ et les CT de degré inférieur à y, mais qu'il y en ait au
moins une contenant les ^ de degré q ̂ 4, soit

(9) 2 A/i'^••- /7œ^^••.^•7"4-• • •=0»

les termes non écrits étant de degré inférieur à y. Le covariant bili-
néaire du premier membre de l'équation (9) devant être nul en vertu
des relations cherchées, considérons dans ce covariant les termes pro-
duits d'une expression CT du troisième degré et d'une expression mde
degré q — i ; l 'ensemble de ces termes doit être nul. On a donc

^ I o ^ 2L ^ / ^ / 3 ' • • • ' / y( O T / l> / s•2p r o / a . • • • . / ^2p~l^^l>/2/^P- l C T ^•• . ,^^ :=0•

Cette équation montre d'abord que tous les coefficients A, pour
lesquels deux au moins des indices sont égaux, sont nuls; il suffit,
par exemple, de considérer dans (10) le terme en

^'1,1,1 ^ao as,..., a^a, 2 ;

ce terme est en effet multiplié, à un coefficient numérique près,
parAn a^ a -.,• D^ même tous les A, pour lesquels deux des coefficients
sont de la forme a A -— i, 2À, sont nuls; il suffît de considérer, par
exemple, dans (10), le terme en

^1,2,2^0.1,03, ...»ay-2,i!>

dont le coefficient est A^a^^a -a- Enfin? tous les autres coefficients A
Ann, Éc. Norm., (3) , XXVI. — MARS 1909. l5
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sont nuls aussi; il suffit, par exemple, de considérer dans (10) le
ternie en

'5Tî , l ,3CTa^. . . ,ay-2,2»

dont le coefficient est — A^^^a/,..,-
Il est donc démontré que y ne peut être supérieur à 3.
Prenons donc une relation entre les co^, CTQ, n^-j et n^j./c? ^it

(n) ^ A/-j,^/j,/,-+-.. .==0,

les termes non écrits étant ceux en co^, iir^ to^-j. Formons le covariant
du premier membre de (n) et ne conservons dans ce covariant que
les termes qui ne contiennent pas les co^. Il y aura alors des produits
qui contiendront une expression du deuxième degré et une du troi-
sième, et des produits qui cont iendront deux expressions du deuxième
degré. Comme il n'y a aucune relation possible entre les ^p on voit
que dans les premiers groupes de termes le coefficient de l'une quel-
conque des expressions vs^ doit être nul à des expressions près du
second degré. Désignons par r,, Fa, ..., r^ des indéterminées liées par
les n relations

/•,L 4- /\ -= /"3 4- 7\ ==...== r .̂-i 4- r^n = o ;

appelons poids d'une expression n^j^ la quantité r;4~ ry-i- r/^ Alors la
considération, dans le covariant du premier membre de (n), des
termes en îir^? ^.0 - " • » ^-.in-i^n coudait à la conclasion suivante :

Toute relation de la/orme (ï i) entraîne V existence de la relation

^ ( r, -j- r j •+- /•/„•) À/J,/,Z*T/J,/, 4- . .. == o.

Autrement dit, on peut toujours supposer que, dans chaque rela-
tion (n), toutes les expressions ^ij^ sont de même poids.

Ce poids peut être de l'une des formes
3 /'i, 2 ri 4- r's, 7'i 4- ^3 4~ rg, r\.

L'existence d'une relation du premier type, soit
^l,l , l"+-* • .=0,
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entraîne, d'après la forme de CT^^, l'existence des 2n relations

CTl,l , l-+-- • •='^I,l,â-i-- - .==CTÎ,.1,3-4-. . .==. . .==:OT^,^n+- • .==0»

puis celle des 71(2/1 -+-1) relations

^l ,^y+. . .==0 ( ^ / = = I, 2, . ... 2/l),

, r» ? I I 2 /2 ( /Z 4- I ) ( 'Î H -4- 1 ) -,et enfin celle des —K ! ^v——^ relations

^J,À-+...=O (£',,/, À*=I , 2, . . . , a ^ ) ,

L'existence d'une relation du second type, soit

^1,1,3 -+-. . .,== 0,

entraine, d'après la forme de ^^;p l'existence d'une relation du pre-
mier type, et, par suite, de 2 n ( n ~ J ^ I ) (^-^ I ) relations distinctes. 11 en

ô

est de même de l'existence d'une relation du troisième type, telle que

^1,3,5-+-- • •= O*

Enfin l'existence d'une relation du quatrième type,

AiOT^i,a+ AaCTi^.i.-î- A^i^g -{-...+ A,îCT'^a^_^2^4-. . ..== 0,

entraîne, si Ai n'est pas nul, en prenant dans le covariant le coeffi-
cient de ^2,2? l'existence d'une relation

^•l,!,!-^- • -== O»

et, si À2 n'est pas nul , en prenant le coefficient de ^.i,/., l'existence
d'une relation

^1,3,3 •+••-.=0;

dans les deux cas, l'existence de 2n —I) •<2n—I^ relations distinctes.
0

Nous voyons donc que chaque expression ^'j^ s'exprime par une
combinaison linéaire à coefficients constants des co;-, ^y, î^j*

De la résulte enfin que tout soas-groupe du groupe (6), qui admet le
même groupe adjoint que le groupe (6), est fini.
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On peut démontrer sans difficulté que tous ces sous-groupes sont
homologues dans le groupe (6) et qu'on peut prendre, par exemple,

CT^,/,=0 (;,./, A '=I , 9., . . . , 2^).

Nous admettrons ce résultat dont la démonstration serait un peu
étrangère au sujet. Le sous-groupe unique ainsi obtenu est un groupe
linéaire (non homogène); il s'obtient en prenant le plus grand
^roupe linéaire et homogène qui laisse invariante l'équation

^ CÎX^ —— X.i djL\ •+-.,.-+- ̂ ân-l dx^n — ^ïn dx^n-i '= °»

et en le composant avec le groupe des translations.

THÉORÈME VI. — II existe, à in variables, deux groupes dont le groupe
adjoint satisfait à la condition D :

i° Le (rroupe infini, qui reproduite à un facteur constant près, l'ex-
pression différentielle bilinéaire

dx i djc^ 4- dsc^ dx^ +...-+" dx^-\ dx^ ;

2° Le groupe fini linéaire d'ordre (n+ i)(^ 4- i) quon obtient en
composant avec le groupe des translations le groupe linéaire et homogène
qui laisse invariante l'équation

X^ <&?â —! X^dx-^ -1- . . . +• ^2^-1 dx^t — ^2n ̂ 2/1-1 = 0-

C. Dans le cas G, les raisonnements sont identiques; il n'y a par-
tout qu'à supprimer l'expression 1^0. On arrive ainsi au théorème
suivant :

THÉORÈME VII. — II existe, à 271 variables, deux groupes dont le
groupe adjoint satisfait à la condition C :

i° Le groupe infini, qui laisse invariante Vf expression différentielle
bilinéaire

dx^ dx^ -^ dx^dx\ -h. . * -4- ^2^—1 dx^n ;

2° Le groupe fini d'ordre n{2 n 4- 3 ) quon obtient en composant avec
le groupe des translations le groupe linéaire et homogène qui laisse inva-
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riante l'expression

^^- ̂ dx, 4-...+ .r^-i^n— -rsn^sn-i-

Le premier de ces groupes est simple.

E. En changeant un peu les notations, nous pourrons définir le
groupe linéaire T par les formules suivantes :

âûûo . \
.— =2<?o, o^o

Â-=2/î
ÔÛ02/-1Oût)o/—i ^ j

(i.) -^r-=^oœ^+^^ œ,4^,o coj (,=^^...^^
À-==l

Â-=2/î
(Sûûtûûs/ ^
^.- ===^^C02, ——J^ ^2^-1,A'^A-—^â/-l,o^o

^==1

OÙ
^0,0» eiJ'=6J\h ^\0

désignent (^ 4- i) (27^ + i) paramètres, les paramètres e^^ et e^j étant
indépendants, les e^Q pouvant aussi être indépendants, mais pouvant
être liés entre eux et avec les autres paramètres par certaines relations
linéaires.

Les équations de structure de tout groupe G cherché contiennent
nécessairement des équations de la forme

CÛQ = 2û)oCT"o,o -+• CûjCOa-h C03&)4-h. . .-+- U^t-i^nî

A-=2?î 1 ,2 , . . . , an

ûû2f_i= <^QVJ2i\o - f -C0â/_ i?ï7o^o-4-7. œ^-CTa/^. 4- - f . Aa^y,/,. Uj^kf
( '3) ^ tî.

Â-=2/ï 1,2,...,an

co^' ==—c^o CT"2/_i,o4- coa; CTo,o—^, ^&^â/'-i,A+ ^, Aaf—i^-^-^/^A-
A- =1 /, A

Les expressions a)o? ^^ ^j sont indépendantes entre elles, mais
les or^ peuvent être liées entre elles et avec les précédentes par cer-
taines relations linéaires à coefficients constants.

Si l'on ajoutait aux ca^-j des combinaisons linéaires à coefficients



II8 E. CARTAN.

constants arbitraires de œ^ cog , . . . , co^, les coefficients constants A^j^
seraient changés : leurs nouvelles valeurs A/j^ se déduiraient des
anciennes par des formules qu'on peut condenser dans les équations

04)

/ î,2,,...2/i Â-==2n

1 ^ (-^S/J^ —-Aâ,J,A- )(OyCO/,=== ^^^2/,A-»

) / .A ^==1

1,2,..., 2 7ï À-s=27ï

^ (A2/-lJ,Â-—— Aa^lJ,/,) û)yCt)A.==:——^ (^A.Qâf-i,/^

/,/f Â-=l

où Q,j=û^ désignent 71(2^-4-1) combinaisons linéaires à coeffi-
cients arbitraires de (0^ co^ • • • ? ^^/r

Exprimons inaintenant que les équations de structure (i3) sont
invariantes par le groupe linéaire (12); ce groupe (12) contient, en
particulier, une transformation de la forme suivante :

OCOo~§r == 2CO,

(5(022-1
==C02z_l+ ÛC^ ûûo,

è£

^îl'
-^-— == <^2f -+-^2^-1^0»

où a^ désignent n constantes convenablement choisies. On en déduit

<îz^o,o=•—i(alûJl+ aâœa+.. .-+- ^n^in'),
puis

1...2»

^ 4 V /^/,2/t-l l 1 \
^ Aâ^^,/,. («3j CûA = ^ C»)2/,_.i l ——————— + 1- asA-.l û^-i —— ? Oîa/ (x).2/, »

7, A-

+ (.02/, ( ———^ + 1- a^A. Ct>2<_i 4- ^ OCa^ Q)2/,_i l ,
\ °6 /

l...2n

'Sî  A V1 f ^ïi—1,2 /c—1 1 » \
^ A2/-i,7,A-^yœ/c=——^ œ2/,_i ( —————^——— —— ia^Â--!^^ —— î -l̂  )

À^'

'̂ ""̂  f Û'VStf[—\ 9k i i \
"""JL^27' l——^. " —-k^îk ^îi +iû(2/"-l^2A-l,).

\ /

La comparaison des équations précédentes avec les formules (i4)
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montre, comme dans le cas D, qu'on peut supposer tous les coefficients
A/, y. k ̂ "-

Cela étant, les équations (i3), où Fon suppose tous les A,j^ nuls,
définissent la structure d'un groupe infini , savoir le groupe des trans-
formations de contact de l'espace à n dimensions. Tous les groupes G
cherchés s'obtiendront en déterminant ceux des sous-groupes du
groupe (i3) pour lesquels les expressions cûo, o^", or^, t^-j ne sont
liées par aucune relation.

Cherchons d'abord ceux de ces sous-groupes pour lesquels il existe
au moins une relation entre î0o, œ^, ̂ o, ns^j et cr^. Formons pour cela
les équations de structure du prolongement normal du groupe (i3);
elles s 'obtiennent en ajoutant aux équations (i3) les suivantes :

/ VJ^Q=— •i(&)iZ57^o-r- ûJâ^o-4-. . .4- ^în^în^} -r- ^Q^Q,Q^

<y =• K~ î)ï+l ̂ -^,0 •+- -l- (— i y'-^ ̂ ^o
p =s= n k s 2 n

+^ (^,2p^y,2p-i •+- C7/,2pCT/,2p.-i ) 4-- ̂  &U-CT/J,/, 4- ûJo^^o,
p == 1 À- == 1

p^n

•GJ^Q == ïi70,015T^O~+",^, (^/,2p^2p-l,0 -^î«72p,0^2p—l )'-'0,0 "-^/lO "

p==l
À' s= 2 n

+ (— 1)^/^0,0,o-+- coo^/,o,o+ ̂  co/,GT/,/,,o.
\ Â-=l

On a, dans ces équations, fait la convention de désigner par i' l'indice
i •+• î si i est impair, et i — i si i est pair.

Cela étant, on montre, comme dans le cas D, que l'existence d'une
relation

VA^o-t-. ..==0,,

où les termes non écrits ne dépendent que des œ^, o)y, ro^o, ^jy
entraîne l'existence de 2/1 relations indépendantes de cette nature :
on considère pour cela, dans le covariant VA^^o»^8006^101611^^^^
différentes expressions ̂ y.

Soient donc

(l6) ^,0=^ ^/V,A-^/^+<^\0^0,0+y^ ^,A-ûû/c"+- € I I ' Ù ) Q (;=I, 2, . . .,

;,Â- Â-
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les 272 relations cherchées. 11 résulte de la théorie des sons-groupes
et du fait que CT^ contient le terme CT^O r^o qu'on peut supposer tous
les coefficients a^o nuls. On voit alors, en prenant dans le covariant
du premier membre de l'une quelconque des équations (16) les
termes en CT'o,o» q116 tous /es coefficients a^j^ sont nuls, Le groupe a donc
ses équations de structure de la forme

0)g ==2ût)o CTo,o+ C«)îC»)2-+-. . .4- CO^-.lût)^,

A == 2 n À- = 2 /tv(x)2^_i = co^-i ̂ 0,0 + ̂  û^Â-CTâ/,/, 4- ̂  02/,/, («)o ̂ /oî^-ll0o,0-+- 7 Cx)/,CTâ/J,

Â-=:l

Â-==2l

07)

^ 0 , 0 — — Z , ^k'^2i-i,k—,7, ^ât-l^-^O^A-?COgy ==C03,- O T O ^ — — ?

Â-=:l

et l'on démontre, comme tout à l'heure, qu'on peut ajouter aux expres-
sions ̂  et t^-j des expressions aooo^, a/jcoo, de manière à annuler
^oa,y fc^ coefficients a/^.

Le groupe ainsi obtenu n'est pas primitif, car le système

ûOl ==. û) 3^ ==:...== ûû^ ==; 0

est complètement intégrable.

Pour tout groupe primitif, fini ou infini, satisfaisant aux conclilions'E,
le groupe linéaire T est donc d'ordre (n •+• i)(2/z 4-1), et les
(n -4- i) (2^ + i) expressions ^0,0» ^•,y» ^/,o ^^ indépendantes entre
elles et indépendantes de (OQ et des o)^.

Cela étant, formons les prolongements normaux successifs du
groupe (i3). Le premier prolongement normal a introduit les expres-
sions, de degré 3,

^'0,0,0,? ^/,0,0? '^/'r./^O» ^/J,Â'?

le deuxième prolongement normal introduira les expressions de
degré 4

^0,0,0,0? ^',0,0..0» ^,/,0,09 ^/,/,/f,0 ^ÎJ.k^hf

et ainsi de suite.
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On aura, en particulier pour les expressions du troisième degré,

THo^o^^ 2OTo,o"OTo,o,o•+~ ^i.o^^o"^. * •4- î:ÎJâ7^~î,ocyâ/•^,o
— ^(œ1 ! ̂ 1,0.0 "+-. . .-+- (*.bn ^îa».(),&)"+" ^o^MîOiû»

p = 2 n p == à n

,̂0,0 ^ 3^0,0^^0,0 + 2 ^. (— î)IPCTp^^T^p'^4~ ^ (— i)PïJ^pCTp^o^"p^^'/,?,^"^" /•
p=îp=l

A- == î n

-+- (— ^)^<«VWo,o,0,0-•^- ûôyZD"^o,0,0+Z. ^Â-^,A,0,,0?

k=l

m^,Q = 2^To,0^,y,0— i(— 0'ûO^CTy^,0— •K— iy^V'^',0,0
p--2n

(18)
+ ̂ , (— l)P(CTp,o^7/,j,p'+ W/,p^J,p',o4" ^•,pCT^p^û)

p=l
À- ==1 à n
,,—

+ ^o1*1/,/,!;)^"^"^, ^>Â-^V,À-,OÎ

^,},k = ^0,0^,,/,Â-—-i(—î)'ûôf^,Â-,0

——^(-- lyû^y'^^O——K——^^^^^O

p =2n

4- ̂ . (— i)P(zxï/,pZîï/^p'4- CTy,p^, /,.,?' 4- CT^pnj/j,p')

p=1 ._.../i === 2 n

ÛL»o^/J,À-,o4-^^ ^h'^î\j\k,/t-

/t=l

Quant aux expressions de degré h supérieur au troisième, on a
CTO,O,...,O === (2/1 —— 4)^ i"0,0z^y0^0,...10

-h ( À — l ) ( À —— 4)^0,0,0^0,0,...,0 "+-. . .y ,»
À — l

^•,o,...,o :::=: (2^ — 3)^yo,oîi7^,o,...,o
"ÏTÎ' A- i

-+- (A — i)(À — 3)1ro'o,o,oîiJf,o,...,o4-. • .»
A — 2

09) ^ ^-J,0,...,0 =(2À——4)^0,O^V,^^0

r̂̂ " À-â
+ (A — 2)(^ — S)^^^^,^^,...^"^- • ">

'î̂ lT
OT^4,.•.,^0,...,0= ( 2 / 1 — ^ - — 2)l5Jo,o^,^,...,^.0,...,0

A — / y /î—</
-4- (À—<7) (^ — 3)CTo,o,oCT^^^...Jy,o....,o-•^-. . ..

A— q — 1

^TITÎ. Jéc. Norm^ (3), XXVI. — MARS 1909. ï6
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On a négligé d'écrire clans les seconds membres les produits partiels
qui ne cont iennent , ni CT^() m ^0,0,0» °t ^ pi1116 ceux pour lesquels la
somme des degrés des facteurs ne. dépasse pas h 4- i .

Cela étant, supposons que pour le groupe cherché il n'y ait pas de
relations contena'nt d'expressions de degré inférieur à h, mais qu'il y
en ait au moins une con tenan t une expression de degré h. Si h est
supérieur à 3, en .prenant dans le covariant bil inéaire du premier
membre de là relation les produits partiels de degré total h •+• 2 et,
parmi eux, ceux qui contiennent ^0,0,0? on ^it» d'après les for-
mules (19)» que la relation ne peut contenir que CT'o.o,...,o comme
expressions de degré A, et alors À = = 4 * à moins qu'elle ne contienne
que des expressions de la forme ^,^...,^, et, si l'on calcule complète-
ment CTo^o o » on trouve

i = 2 n i == 2 n

, _ ^ ^ V / \ f I ̂
^0,0,0,0—^^'(M^OAM—— """ ^, (— I) ^/'^O^TiO—— "" . 7 , û '̂OT^ 0,0,0'^" ^0^0,0,0,0,0'

/ ==; 1 ; == 1

De quelque manière que nTo, 0,0,0 s'exprime au moyen des expres-
sions de degré inférieur, les termes en cr^o^CT^ ne peuvent disparaître
dans le covariant. Quant au cas où la relation cont iendrai t des expres-
sions c^,/,,...,4> on en montre l'impossibilité comme dans le cas C.
L'hypothèse h >> 3 est donc impossible.

Tout groupe cherché G est donc défini par des relations linéaires
entre les expressions de degré 3, 'i et i. Comme dans la discussion du
cas D, on voit qu'on peut a t t r ibuer à chaque expression de degré 3 un
poids qui est

^o pour CTo,o,o»

3/'o4- /';• » ^',0,0 y

^o4-r/+Q- )> ®"/,y,o,

ro -4- r/ + r j 4- r/, » CT/J^»

en désignant par r^, r^ ..., r^ des indéterminées liées par les relations

ri + T\ = /-s 4- ï\ =.. .== î\^ 4- r^ == o.

Toute relation peut être supposée ne contenir que des expressions
du troisième de^ré de même poids. Elle sera donc de l'une des formes
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suivantes :
CTO,0,0-+- . . .== 0,

.̂'•.0,0 -4- . . .-=r 0,
^/J,o~+-. • - ^O (/-4-./^0),

AoW(^o,o"+- Ai ^1,2,0'"l" A^CTs^o-i-. • '•+-A/i^â^-1,2/^0+* • •=<^?
CT/J,/.- -+ - . . .==0 [( ^ -+-./) ( l 4- ^) (./ -+- A*) ̂  O'j,
Ai^/,l,:î4~ AâOT/,3,4-+-. . .-+-A^TîT^-«-i,â»-i-. . .==0,

les termes non écrits ne dépendant, que des (A)^ et des r^-j.
• L'existence d'une relation de la deuxième forme entraîne (d'après

la nature de ^0,0) ^^ d6 2n relations de cette forme, puis celle
de 71(2/1 + i) relations de la troisième forme, puis celle de
2 n ( n -h ï ) ( 2 n 4- i ) i , - i i <»—^——^———— relations de la rorine

^/,7,Â'-+-. - -^ 0.

L'existence d'une relation de la troisième forme ou de la quatrième
entraîne l'existence de relations de la cinquième ou de la sixième
forme; l'existence d'une relation de la cinquième ou de la sixième
n . ï, . . ï '.î n ( n -4- ï ) ( 2 /ï -+-1 ) ï . •forme entraîne 1 existence des —-——-———— relations

^/J,/.+. ..=o O",./, A - = = i , 2, . . . , 2 / z ) .

En déf in i t ive , il existe toujours :
Soit une relation de la forme

Soit ^(^H^^) pelations de la forme
0

zîJ/j,À--4-. ..=o (^/, Â*==i, '2, ..., an).

La première hypothèse est impossible, car, dans lecovariant du pre-
mier membre de la relation considérée, les termes

^1,0^2,0 -+"... 4- CTgro—1,0^2/1,0

ne peuvent disparaître.
Dans la seconde hypothèse, on peut toujours supposer que les rela-

tions s'écrivent

^A^SA^^O^+S^^^^ A?^"o= o,
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l'expression CT'y,o n 'entrant pas dans le preniier membre. En prenant le
covariant bilinéaire et, dans ce covariant, les termes en CT^, on voit
immédiatement que tous les coefficients A?,^. sont nuls. On a ensuite,
en prenant dans le covariant les termes en tOa.o»

p===2n p ==ân

^ (~ l)P(A%^/,p+A%^y,p-t-A?^^,p) = (~ 1)°^ Afj>p,a',
p = i p= i

et cette relation montre, en faisant d'abord i == / === ^, puis i=j\ puis
i^Èj ^È k successivement, que tous les coefficients A?,0^ sont nuls.

La comparaison des coefficients de co^ et de œ^ dans les covariants
des deux équations relatives à ^j,^ et ^ij,^ montre alors que ^,y,o
s'exprime au moyen de CT-a,p? ^a- 0° voit? comme pour ^j,^, que far/j^
ne dépend que des o)a- On montre de même que les ^•,0,0 s'expriment
au moyen des oi)a. Soient donc

^•,0,0 ̂ ^j A^,oû)a»

(20)

1 a=2n

/ OT/j^o^^A^.^^a,
a=l

a = 2 rt
^ 4 a

^/J,Â' ̂ ^ ̂  Â-?,/,^ ̂ a.
a==i

On peut, sans changer les formules de structure (i5), supposer
que o>o n'entre pas dans les seconds membres de ces relations et, de
plus, ajouter à ces seconds membres des expressions

2 ^/,a,o,o ^a»
a==l

a=ân

2>̂/^a^ ^a1»
a==i

a == 2 n

2 ^î'J,^,» ̂ a»
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à condition que dans les coefficients a^j^^ 011 puisse intervertir d'une
manière quelconque l'ordre des indices.

lîn écrivant que dans le covariant

^M—^jA^o^a

le coefficient de ou, est nul, et que dans l'expression

^/.o,o—^A^o^û,)a

le coefficient de o^ est nul, on obtient, par comparaison,

p == 2 n

4(A{o,u—Aj,o,o)^o,o+ ̂ ^ (—i)P(A{p',o—Aj,p^)CTp,o
p=l

p=-2n

+ '2 (- ̂ ^A'pw-Aç^o)^?
p==i

p=ân

+ ^(—i)P(A^o,o-Aç;o,o)^,p=o (mod^a)
p=i

(y 4-^0),

p=2/l

4(Af;o,o- A^ô.o)CTo,o-^ 2 ̂  (- l)P(A^,o—A^.o)OTp,o
p=l

p==2/l

+ ^ (- i)P(Ap^o— A?^o)^,p
p=i

p=2ra

+ ^ (- l)P(A^o—A?;o,o)^p+2(-T)^o,o,o,o=0

p=l
(lïiod&ïa)-

De la première relation on déduit,, si j 4- i est différent de zéro,

Af,o,o=A^o,o» A^o^A^o»
Ai',o,o — A^o,o = A^o,o - Ajf'Ao = A^o,o — A^o,o = °-

Onpeut, par suite, déjà supposer tous les A^y nuls.
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La seconde relation donne

p==ân

(—1)^0,0,0,0 •+- y. (—^(AI^O—AI^O^P^O (mod&)i,û)2, . ..i>^),
p=i

soit

(2l) CTO, 0,0,0== aiCT^o+ ^^M"1"'- —-+- ^«^S/i^--^ Pl^i •+-. ..+ Pâft^r

On déduit, en prenant dans le covariant les termes en nïo,o?

ai == 03 ==. . .== ag/i == o,

A^A•,o=::Af,,Â•,o•
d'où l'on tire

Par suite, on peut supposer tous les coefficients A?, ̂  /i^^.
En exprimant maintenant que ^ , o est nul, on obtient

^ (— l)PA^^COa^p,o = ̂ 0^,0,0,0 4-^ ^aCT/j,a,o î

p,a a

cela montre que
A' a _ A 7

f',y',p'—— ^^a,?'-»

par suite, que tous les coefficients A^. ^ peuvent être supposés nuls.
Enfin on déduit de là que les ^0,0,0? ^^',0,0' ^w^o s'expriment au

moyen des œ. De là résulte, en prenant dans les covariants des deux
membres de (21) les termes en ^o o,

^== ?,=...== (3^=o.

Finalement, on arrive aux relations suivantes :

i '̂,0,0 == °î

(22) S^'0 ==0'

^•J,A === O?

^ ^0,0,0,0 "̂ ^ <^?

qui conduisent à un groupe fini à (n 4- ï) (272 + 3) paramètres.
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Les équations de structure de ce groupe fini sont

^ ûûy == 2 û>)o ̂ o ,0 -+- cx) i ^a •+" ^îicx-^ •+-... -5- £«hra-1 œâ»,
p = 2 rt

û^. = G)/OTO,O+ (—— Q^1^ ^p^',?^ (—— ï)'4'1^^^-^,

0 = 1
p =:2ff.

CTO^ == — — ̂  ̂ p^p,o~+' ^o^&^o,'»»

W l
^o =:CTo,<î?ÎJ^o-^•^, (•—l)PCT/,pCTp',o-5- (-~ï)'û)f?no,o-,o»

p=l
0=2 n

CT^ :=:|-(—ïV+I^OTy,o-4-4(— 07+1^^,0•+^ (— ï)?^/,?^,^,

p=l

^ OT^o^^1 2 ̂ 0,0^0,0,0 •+• ^1,0^2,0 +• • •+ CT2^-i?3Tâ/î,0*

C'est le plus grand groupe projectif qui laisse invariante l'équation

dsCQ-^ ^1^2— SD^dx^ -t-, . .4- Jïa^-s^â^— ;2?2^^â^-i==0.

En résumé, nous avons le théorème suivant :

THÉORÈME VIII. — I I existe dans l'espace à ^n 4- i dimensions deux
groupes primitifs pour lesquels le groupe adjoint Y satisfait à l'équa-
tion E :

i° Le groupe m fini le plus général qui laisse invariante une équation
dePfaff

' dx^ 4- ^1 dx.i — x^dx^ -+-... +• ̂ in-i dx^ — ̂  dx^^ •== o ;

2° Le groupe projectif le plus général, d'ordre (n 4- i)(2/z + 3), qui
laisse invariante la même équation de Pfaff.

Nous sommes donc arrivé à la détermination complète des groupes
infinis primitifs.

THÉORÈME IX. -~ I I existe six classes de groupes infinis primitif s :

\ ° Le groupe général à n variables ;
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2° Le groupe à n imriables qui reproduit les volumes dans un rapport
constant;

3° Le groupe à n variables qui laisse invariants les volumes;
4° Le groupe a in variables (n.^ 2) qui repro'tuit^ à un/acteur con-

stant près, l'expression différentielle bilinéaire

dx\ d^ -+-... -4- d^^-i dx^n ;

5° Le groupe à invariables Çnï 2) qui laisse invariante l'expression
différentielle bilinéaire

dxi dx^ 4-... -h- dx^-i d^^n ;

6° Le groupe à 2 n -+-1 variables qui laisse invariante une équation
dePfaff

dœQ -h «TI dxy, — œ^ dx^ +... -+- x^^ dx^ — x^ dx^^ === o

(groupe général des transformations de contact de l'espace à n +1 dimen-
sions),

Nous avons en même temps démontré, pour les trois dernières
classes, le théorème suivant, généralisation d'un théorème démontré
par S. Lie pour la première et la troisième classe :

THÉORÈME X. — Si un groupe transforme les éléments linéaires issus
d'un point arbitraire de la même manière que le groupe 4°? il est fini et
semblable au groupe linéaire Çnon homogène) le plus général qui repro-
duit, à un fadeur constant prés, l'expression

dXi û^a -4- ...-+• ̂ â/i-i ̂ 2n.

Si un groupe transforme les éléments linéaires isms d'un point arbi-
traire de la même manière que le groupe 5°, il est fini et semblable au
groupe linéaire (non homogène) le plus général qui laisse invariante
l'expression différentielle

dsc^ clx^ -+-...-{- dx^ti—\ dx^n,

Si un groupe transforme les éléments linéaires issus d'un point arbi»
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traire de la même manière que le groupe 6°, il est fini et semblable au
groupe projectif le plus général qui laisse invariante F équation

dxQ -4- x^dx^ — x^dx^ -+-... 4- ^-2rt.~i cîx^ — ^â»^sn~i=::: °-

Enfm, si nous remarquons que, des six groupes infinis énumérés
dans le théorème IX, les groupes i°, 3°, 5° et 6° sont simples, les
groupes 2° et 4° composés, nous arrivons au théorème suivant :

THÉORÈME XI. — II existe quatre classes de groupes transitifs infinis
simples. Les groupes de chaque classe sont respectivement isomorphes :

i° Au groupe général à n variables;
2° Au groupe à n variables qui laùse invariants les î^olumes;
3° Au groupe à 2/z tmriables qui laisse invariante l'expression diffé-

rentielle bilinéaire

d.7\ dx^ -L- dx^ dsc., 4-... 4" dx^n-i ̂ în ;

4° Au groupe à 2 n -+" ï variables qui laisse invariante une équation
de Pfaff

d^o -h ̂ i dx^ — a.\d.t\ -h ... 4- ^a/i-i^sra— ^•m^ïn—i ~==• 0-

IV. — Les groupes infinis intransitifs simples.

Considérons un groupe intransitif infini G. Soient

u 1 ? ^2ï • • • » ^p î ^t? •^2? • • • > ^n

les variables transformées par ce groupe, les p premières étant les
invariants du groupe. Désignons par G le groupe obtenu en donnant,
dans les équations finies de G, aux invariants u^ H.^, ..., ̂  des valeurs
numériques fixes. Ce groupe continu G à n variables est infini ou fini.
Dans tous les cas il existe au moins un groupe g simple, qui lui est
isomorphe (hoioédrique ou mériédrique). Nous pouvons toujours
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supposer ce groupe ^ simplement transitif, s'il est f in i ; primitif, s'il
est infini ; nous pouvons, de plus, supposer que les variables qu'il
transforme sont certaines des variables x^ x^ . * . , y^ par exemple

^i l ^î f • • • » ^"V •

Appelons §' le groupe (jntransitif) qui i n d i q u e comment G trans-
forme les variables

^l» ^ît * • ' 9 ^pî "^tf "^"â» " ' • » "^V*

Ce groupe g est isomorphe (hoioédrique ou mériédrique) de G. C'esty
d'autre part, un sous-groupe du groupe obtenu en regardant les
éléments arbitraires de g comme des fonctions arbitraires de u^
u^ ..., Up.

Les considérations précédentes nous conduisent au théorème sui-
vant :

THÉORÈME XII. — Tout groupe infini iniranntif simple peut s'obtenir
en partant d'un groupe transitif simple fini ou infini, et en faisant
dépendre de p nouvelles variables invariantes u^ u^, ..., u^ les éléments
arbitraires qui entrent (/ans les équations finies de ce groupe.

Nous allons donc passer en revue les différents groupes transitifs
simples connus (simplement transitifs s'ils sont finis, primitifs s'ils
sont infinis) et chercher à faire dépendre leurs éléments arbitraires
de p nouvelles variables indépendantes de manière à obtenir encore
un groupe simple.

I. Groupes intransitifs simples qui se déduisent de groupes transitifs
simples finis. — Soit^un groupe transitif simple fini (simplement tran-
sitif), d'ordre r^> i. (Nous examinerons en dernier lieu le cas r== i.)
Soient

l,...,r

^== ̂  ^•,Â-,^^ (^= ï , 2» . . ., r)
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les équations de structure de ce groupe. En regardant, les paramètres
de ^ comme des fonctions arbitraires de ii^ u^ ..., u^ on obtient un
groupe infini G dont les équations de structure sont les suivantes :

î , . . . , /• ?==/>

(l) ^= ̂  ^•,Â-,.s-&.)/-û)/,+^^pCTÀ-,p (.?=!, 2, . . ., r).

( t , k ) p=l

Ce groupe intransitif G est manifestement simple; il dépend de
r fonctions arbitraires de p arguments u^ u^, ..., Up. Il nous faut
chercher s'il n'admet pas de sons-groupes également simples; mais
nous pouvons évidemment supposer que ces sous-groupes ont exacte-
ment jy invariants essentiels.

Formons les prolongements normaux successifs de G ; on les obtient
en ajoutant aux équations (i), successivement, les suivantes :

v5^1 =^,cp,ff^(côp15yc^,/+Wp,^^7) +7^^p^J,p,

(p,o"> p

VJs.ij ::::;::: ,̂ ̂ p,a,^(^p^ff,/,/+ CTp,^o-j-4- ^p,/CTcr,;4- 'îî7p,/,y&)(r) +^^p^,/j,pï

(P,<TÎ P

l^s.tj.k^^, ̂ ^.ïC^pCTcr,/,;,/.^ ^^p,f^(T,y•,À•+7îypJOTff,^/.•+ZÎTp,^•ïïyT,^•,7

(F,(ri

-+- ^p,/,/CT(J,À- + ̂ p,/\/f^(Tj + ?ï7pJ,/,CT(r,/ + ̂ p,ïJ,Â-^(7) -+-jj ^p^S/,AA-,pï

P

Tout sous-groupe de G s'obtiendra en établissant entre les co,, c^,
CT^J, ... des relations linéaires à coefficients fonctions des u, mais
sans qu'il y ait de relations entre les œ seuls. Supposons qu'il n'y ait
pas de relations ne contenant que les v5 à moins de h 4-1 indices,
mais qu'il y en ait au moins une contenant les CT à Â + - I indices, et
supposons d'abord A Î2; soit

^ A^^.^...,/^,^,^,..,^+.,. .==o
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une telle relation. En prenant dans le covariant bilinéaire du premier
membre le terme en

^p./\^T./î,. .., /•/ ,»

où p, cr, 1*1, 4, ..., ^ sont des indices donnés, on voit qu'on doit avoir

,s- ==; /•^ _
J^ A^,<t,/2, ...,//^p,ff,^ -— 0.

.^=1

De là on déduit
A' 3= /•

^A,,,^^...,^Û);=O,
A" =. l

ce qui n'est possible que si tous les coefficients A^,^ ^ . ^ sont nuls.
On arrive donc à une impossibilité.

Soit donc
A=i,

et supposons qu'on ait une relation de la forme

s = /• i = p

^ ^^•^,^-•=-0,

les termes non écrits ne dépendant que des œ, les coefficients A^-étant
des fonctions des?/. La forme du covariant CT^. montre que l'existence
de la relation précédente entraîne celle de toutes les relations

Jj c/^,pAp^,/•-+•.. .=o (Â'=:i,2, ... r).
p,.̂

Si nous ne conservons dans les relations considérées qui existent
entre les CT^ et les œ que les termes qui ne contiennent pas les œ, ces
relations définissent une multiplicité plane (les coordonnées étant ̂  „
^2,^ • • • » ^r,î)- Cette multiplicité plane est invariante par le groupe
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linéaire dont les transformations infinitésimales sont

V.^^pCT,,/—— (Â-=î , 2, ..., r).
.̂ —rf ' u UTSQ^
^p j

Or le groupe r linéaire en ^, ̂  ..., ^,

S^^dT ( À - = 1 , 2 , ...,r),
A- ,P

ne laisse invariante aucune multiplicité plane. De là résulte que, si
tous les As ^ ne sont pas nuls, le système de relations cherché contient
au moins r relations de la forme

.y==r i=:p

^,1+2 2A;,ynî,,,+...=^ny^-h...=o,
A- = 1 t = 2

^2,1+^ ^A^^,,+...=o,
^==1 ?'=2

,y=/- /'==;,»

CTr,l+^ S^'^.'4----^0-
.t=l i=2

S'il n'en contient pas plus de r, le groupe linéaire r laisse invariante
la multiplicité plane

^,Al,Vf,-p^==o,

'SA.y^-pf^o,
^ '-•'•••

où p désigne une constante quelconque; en prenant pour p l'une des
racines du déterminant des coefficients des t. dans ces équations, on
voit que ces équations doivent se réduire à des identités ; par suite, on a

A.y?=o si i ^ j , Ay==A.",=...=Al,';1.



l34 E. CAîlTAN.

Finalement les relations cherchées sont de la forme

^'i^i,! 4- ^2^1,a ~+" ^3^1,3 4-. . . -+- <^pWi,p-{- . . . == 0,

^i^:i,i-4- aâCT2,2'+" ^3^2,3 •+-. • •-+- ^p^â,?'"^. . .==0,

di OT/^i •+- (^âTO/^â 4- ^3W/',s-h ... 4- OpV5r,p -4- . . . == 0.

S'il y avait plus de r relations, on arriverait à un résultat analogue :
il existerait un certain nombre de groupes de rrelalions de la forme
précédente.

Du résultat précédent on déduit, faisant un changement de variables
sur les ^p, qu'on peut supposer

CT^i-4-. . .==0 ( < < ? = ï , 2, .. ., r);

par suite, le nombre des invariants essentiels du sous-groupe consi-
déré de G est inférieur à /).

Donc finalement tout sous-groupe de G qui admet le même nombre
d'invariants essentiels se confond avec G.

THÉORÈME XIII. — De chaque groupe transitif simple fini g, on ne peut
déduire quun groupe intransùif infini simple G, admettant un nombre
donné p d'inyariants essentiels; cest le groupe obtenu en regardant les
paramètres de g comme des fonctions arbitraires de ces p invariants.

II. Groupes intransitifs simples qui se déduisent de groupes transitifs
simples infinis. — Nous allons passer successivement en revue les
quatre classes de groupes transitifs infinis simples :

i° Le groupe g est le groupe général à n variables. Le groupe G a
alors pour équations de structure

p=» p==/»
^==^û>pO)^p4~^^pWiP1 (^==1, 2, ..., ^).

p =1 psi

Formons les prolongements normaux successifs de G. On les obtient
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en ajoutant aux équations précédentes les suivantes :

p==/i ç^-P

^ ; ==^ (œp,^,p+ û.)pœ,,/,p) +^ ̂ p .̂,

p=i F^r p=/?
p==» r '

CO;,,. =V(^p,,j^,p+^pj^j,p+^pj^,/,?4-û)p^^y,p)+
p,, F^
p==n

<^=S(œP'A<,A•^,p+ ^p,,,/^.,/.,?+ û)p,^.&),j,p4- û)pj,^^,p

p=l p=p

4- cop,fa),j,/.,p+ cûpj^,^.,p+ o)p,A.co,,,j,p+ o)pû).,/j,A,p) -4-^^p^j,^
p=i

. . , * » . . . * » . . . . . . • • • • • • • • • • " • • • • • ' * " >

p=n P^/-'
CTW/ =^(^>^p4- c^p^p) 4-^^p^-PS

p==l P=1

p=. P=^

^ =2 «î ^p + ̂ p,<<p+ ̂ ^^p^ "p^p) ̂ Z ̂ p^^p=i ? p-1
p=n

<^ ̂ Sw^^ "p'^^^ <i"^^p4- o^v-pp=i . , p=p
- C.p,̂ p+ û)p,̂ ;p+ <^,^p+ C.p ;̂,p) +^^p^^

p=l
. . . . , . . . . . . . * • • • • • • • • " " " • • * * " * y

__ p=/ /

^^Jv^^^p+^^+^'^+^^^+S^p^^^^^^
p=*p=l r

.̂p> J^ (̂ 'p1;.?' û),,p + CTF^^P + ̂ •^ + "p.'-^1

+<pl^,p+<)^;p+^'^p+"pro^))^É^<'•p•p''p=i

Appelons de^ré d'une expression œ ou rs le nombre de ses indices.
Parmi les relations entre ces expressions qui définissent un des sous-
oroapes cherchés de G, supposons qu'il n'y en ait pas de degré infe-
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rieur à h, niclis qu'il y en ait au moins une de degré A. Supposons
d'abord A ^ 4 * Suit alors

Y -^ /'t, /s» • • •, 4-ia)^ ̂ , • •., /'/«-i 'Jr ̂  AS-, /i,..., //»-âî57^ 'i » • •.. ̂ i-a

+ A,̂ ,̂,,.,̂ ;,0"1.,,,.̂ .
^(ai, as,..., a/,,-^ ̂ ( ai, as,..., a;,,.-1 ) ̂ . ^ ^ ^ ̂  <

une des relations considérées^ les tennes non écrits étant tous de
degré inférieur a À. La considération dans le covariant bilinéaire du
premier membre des termes de la forme

^,p^\^p,^....,//,„,»
CT^p <"p,z\,. .,//.-a»
-ja;,) «_(a«^
^,P ^p,îi,...,^3»

• • * . » . . . » . . . . . y

~(a,) _(as,...,a7,-iï
^•,p ^p

montre, sans difficultés, que tous les coefficients sont nuls, sauf peut-
être si n == i, h == 4î dans ce dernier cas, on devrait avoir

^1,1,1,1-4-]^ A^Ï^i +^ Aa^CT^» +^ Aa,?,^'?'?^^ 0,

et l'on se rend facilement compte qu'une telle relation est impossible.
Si h = 3 et si l'on ne considère dans les relations cherchées que les

termes en co^-j, CT^., CT^'^ c^', on peut supposer que dans chaque
relation tous ces termes sont de même poids, en convenant que

(x^/j est de poids r ,—r /— r j ,
^ » r^—rf,
^ » r,,
OT;^ )) 7^.

Par suite, les expressions co^j n'entrent dans aucune de ces rela-
tions. La considération du terme en Gjp00 co^p dans le covariant bilinéaire
du premier membre de la relation montre de même qu'il n'entre dans
cette relation aucune expression ̂ ; de même la considération des
termes en ©p^^p montre qu'il n'entre aucune expression m^. Il est
donc impossible que À soit égal à 3.
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Si enfin h est égal à 2, l'existence d'une relation

y ^w^w^_^Q^

les termes non écrits ne dépendant que des œ^ et des co^, entraîne
l'existence de toutes les relations obtenues en prenant dans la précé-
dente les termes pour lesquels s a une même valeur donnée; de plus,
l'existence de la relation

a=p

^a^+.-.^O

as=i

entraîne celle des n relations

^aaCT(a)+...=^^a^4-...=...=^^aWia)+•..^0•

On peut supposer d'ailleurs, en faisant un changement de variables
sur les u, qu'on a

<22=== ^3==. . .== a^== o.

Enfin la forme de ^^r montre, d'après la théorie des sous-groupes,
qu'on peut supposer les relations de la forme

/ = n j == n

z3J(lt} =^ 2 a7vîl ̂  4" • • • '
/==! /==1
i s= n / = n

^? ̂ ^Eà -Satj^ ̂ ij ~ r ~ " " >
: < = = i ,/•=== i

les termes non écrits ne dépendant que de co< , co^, • • • » œ^ La forme du
covariant de ̂ } montre alors que tous les coefficients a,j^ sont nuls,
ainsi que ceux des coefficients a^^ ..., a,j^ pour lesquels i est diffé-
rent de i, que de plus a,^/,== a,,/,j; les covariants de ̂ \ ..., ̂ )

montrent ensuite que tous ces coefficients aussi sont nuls. Les expres-
i8s/m. Éc. Norm., (3), XXVI. — MARS 1909.
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siens CT^, ..., ̂ lî ne dépendant que de co,, 04, ..., oo^, on voit immé-
diatement que le sons-groupe cherché de G admet, contrairement à
l'hypothèse, moins de/? invariants essentiels.

THÉORÈME XIV. — Du groupe général à n variables on ne peut déduire
qu'un groupe intransùif simple à p invariants essentiels; ce groupe est
défini par les équations

u\=u^ ..., u^Up,
x[=:f^x^ . ..,^; Ui, ...,^p), . .., .<==/^(;»i, ..., ̂ ; Mi, ...,/^),

où les fi sont n fonctions arbitraires de leurs n -4- p arguments.

2° Le groupe g est le groupe à n variables qui laisse invariants les
mlumes. Ce cas se traite d'une manière analogue au précédent. Les
notations employées peuvent être conservées à condition de lier les
expressions introduites par les relations

^1,1 -4- ^a,is -4-...-4-c^ =0,

^i,i,^,...,//,-+• ^â.a,/,,....!/,^- ... 4- (x>^^/^_^=: 0,
_(0îi,...,aj0 _, _(at, ...,a),;) , , —(ai, ...,a(:t _ ^CTi,i^...^-+- ̂ âj,/i, ...,//,4-.. . + înra,^,'...,^== o.

On montre, comme tout à l'heure, que l'entier désigné par h ne
peut dépasser 3. Si A est égal à 3, on peut attribuer encore des poids
aux différentes expressions, mais les n indéterminées r^ ..., r^ sont
maintenant liées par la relation

/•i+râ4-.. .4-r,,==o.

Les œ^-j ne peuvent entrer dans les relations cherchées que si ri -= 2,
et alors il n'entre que ^1,1,1 et ci^j^? ce qu'on démontre facilement être
impossible, en négligeant tous les termes en CT^', CT^, .... On montre
alors, comme auparavant, qu'aucune des expressions CT^, CT^ ne peut
exister dans les relations cherchées, c'est-à-dire, enfin, que h ne peut
être égal à 3.

Si h est égal à 2, le raisonnement fait plus haut conduit à la même
conclusion.

THÉORÈME XV. -- Du groupe infini à n variables qui conserve les
volumes, on peut déduire un seul groupe intransitif simple à p invariants
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essentiels; ce groupe est défini par les équations

u[ == u^, u^ == Ma» • • • » M^== «p ;
^=/l(A4, ...,;rn; ^i, . . . » ^p), ..., <=/n(^n ...,^;«l, ...,^),

o?i les fi sont assujetties à la seule condition

I)(.A,/2, -^fn) ̂ ^

ï)(.ri,.22? • ..»'^)

3° Le groupe g est le groupe à in variables qui laisse invariante

F expression
d^i ̂ 2 4-.. . + cte^-.i d,x^n'

Le groupe G a ici pour équations de structure

(p=2/i p=P \

0);-=:(-I)^1 ^^p^p^^^p^ ) (^=1, 2, ..., 2 /1—I , 2/0,

p=l p=l /

où l'on a désigné par i' le nombre I - ^ - i ou i — i suivant que i est
impair ou pair. Les expressions o,j sont liées par les relations

OT/,/= OT,J ( i, j = i, 2, . .., i n).

Les équations de structure des prolongements normaux successifs
de G s'obtiendront en ajoutant aux équations précédentes les sui-
vantes :

p == 2 n F = 2 n p = /•>

</ =]^ (—l)PCT/,p^-,p'+^C.)pOT/j,p+^^p^,

p=i p=i p=i
P=2^ p^ p=/î

.̂̂  ==y (--l)P(CT,,prny,/,,p-4-OTy,pCT/^p'+^,p^,/,p') +^^p^J,i.p+ ̂  ̂ p^},^

p=l . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .p = l . . . . . . . . . . .p = l . -———
p=2/l p=21 P=;'

®1,?" =^ (- l)PCTp°"CT,,p.4-^ Up<p+^ ^pro^-F',

p=i p=* F=1

p=2» ?=" P°''

^/ = y (_ i)p(̂ .«p)̂ .̂ ,-i- ro)>,,p.+ CT'p11®/,/,?.) 4-^ "p^p+2 ̂ P '̂'

^1 F=l P-1

p=în P8"'2" F"''

^«.P"=V(- I)P«^)^•,p•+ <'^?p-+ ̂ i<)) •+2 "P^^'-^-S ̂ 'P '̂̂

p=t P=1 F=1
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Tout sous-groupe cherché de G sera dé f in i par certaines relations
linéaires ent re les expressions CT- relatives à l 'un des prolongements
normaux de G. De la discussion faite au paragraphe précédent résulte
que si, dans ces relations, on supprimait tous les termes en ^ai...,/,,
nr^10^, , .,., les relat ions restantes, ou bien ne contiendraient que
les œ et les c^-y, ou bien contiendraient aussi les ^/j,/c? mais alors il y
aurait au moins autant de relations distinctes que d'expressions CT/J,A,
chacune de ces expressions entrant seule dans l 'une de ces rela-
tions.

Cela étant, appelons degré d'une relation le nombre maximum des
indices des expressions qui entrent dans cette relation et supposons
que h soit le degré minimum des relations cherchées. Si d'abord h est
au moins é^al à 4» aucune expression ^^....^ n'entre dans ces rela-
tions, d'après ce qui a été dit plus haut. La considération successive,
dans le covariant bilinéaire du premier membre de la relation consi-
dérée des termes en

—ia» -,
^p C»J^^...^_^p',

—ja,^_ja.>)
^p ^ ;....//,-a, F'»

•̂̂ M,.-̂ -,
— • » • - • • • • • • < • ,
—(a^(a..t,...,a/,-it
^p V3t, y ' »

montre qu'aucune des expressions de degré A ne peut entrer dans
cette relation.

Si h est égal à 3, on peut s'arranger pour que dans chaque relation
n'entrent que des expressions CT^J,^ CT^., ^a?), CT^ de même poids. Si
certaines expressions t^j,/c entraient, elles entreraient toutes, d'après
ce qui a été dit plus haut; l'une par exemple des relations serait de la
forme

^i^SM^^-t-.-.^o.

mais aucune des expressions xs^ n'a son poids r, égal à celui 2^ -4 -73
de ^1,1,3; on aurait donc une relation entre 1^1,1,3, les cï/j et les a), ce
qui est impossible. Le raisonnement fait pour h ̂ 4 peut alors se
répéter pour h= 3.

Si h est égal à 2, la considération des poids montre qu'on peut sup-
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poser chaque relation de la forme
a ••= p 1, 2,..., -2 ri p == 2 n

^A^CT^'-t- ^ Ay,/,TCTyj,+^ :Bp^p==0 ( / = 1 , 2 , . . . ,2^, ) ,

a=-l / ,A p= l

l 'indice z* conservant la même valeur dans tous les termes de la rela-
t i o n ; on voit, de plus, en prenant dans le covariant bilinéaire du pre-
mier membre les termes qui con t iennent cor/,;, que la relation pré-
cédente entraine 'in relations de la forme

a=/>
^AW!^y714-...-=o (,/=î, 2, .... 2/Q.
a == i

Finalement, en faisant un changement de variables sur les ^, oa
peut supposer l'existence de 2/2 relations

1, ..., '2 n j == 2 n

Z^0-!- ̂  A/j,/,OT/,/,4- ̂  B/j&)y=:0 (^"==1, 2, ..., 2/1).

M y= i

La forme du covariant de vs1'^ montre, d'après la théorie des sous-
groupes, qu'on peut supposer les coefficients A^. nuls dès que l'un
des indices y, À est égal à i. Le covariant bilinéaire de la première
relation montre alors que tous les A^A- sont nuls et que, de plus, les
A/ ,^ pour lesquels î,j et k sont tous les trois ditïerents de i sont tous
nuls. On montre ensuite que tous les coefficients A,j^. sont nuls.

On voit donc que tous les ^.u ne dépendent que des co; par suite, le
sous-groupe cherché de ti admet? — i invariants essentiels au plus.

THÉORÈME XYL — Du groupe infini à in variables qui laisse invariante
l'expression bilinéaire dx'^ dx^-^ . •. 4- dx^i^ dx^, on ne peul déduire
quuri groupe infini intransilif simple à p invariants essentiels a,, u^ ...,
Up ; cest celui qui satisfait à la congruence

dx\ dx'^ 4- .. . -+- dx'^^dx^, == dx^ dx^ 4-... -h dr^-i dx^
(modâu^ - . . , ci a?}.

4° Le groupe g est le groupe général des transformations de contact
de l'espace à n + i dimensions.
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Le groupe G a pour équations de structure

ûûo == 2 œo?sTo,o + ̂ i ̂  -4-... + c^s^i ̂ â,, -h "y ^MpCT'^',
p==i

( p=2n ?==/) \

ûû^ ==a);OTo,o-+(—i)^1 ^o^o+/^ cop^•',p-+-^ dupV^ Y
p = l p = = ï /

Les prolongements normaux successifs de G introduisent des
expressions

,̂..,/,, <1...,^ ..., <1;;;;̂ ,

où les indices inférieurs i peuvent prendre les valeurs o, i , 2,..., 2/2;
les indices supérieurs a les valeurs 1 ,2 , . . . , ^ .

On montre que, pour tout sous-groupe cherché de G, le degré
minimum h des relations qui le définissent est au plus égal à 3. Si,
en effet, A ^ 4 » l^s relations de degré h ne peuvent contenir aucune
des expressions n^...,/^ d'après la discussion faite au paragraphe
précédent dans l'étude du grouper. La considération successive, dans
le covariant bilinéaire du premier membre de l'une des relations, des
termes en

__a) _
?î7p ,̂ /,,.... //^,F^

^(ai) (asi
û->p ^.,...,//,-a,p'»

^ .̂..,a^)

montre qu'aucun terme de degré h ne peut entrer dans cette relation.
Si h est égal à 3, la considération des poids

a/'o pour CTo,o,o,
3ry-r- ï'i )> ^o,oî

2ro-4-r/+r/ » ^j,o?
/•o "+- ̂  -î- /y + r/, » w/,7,/^

0 )) CT^,

ro-+-^- » ^o»
r,+ry » TST^},
—2ro » CT^,
—r/ » 73^
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montre que dans chaque relation on peut supposer qu'il n'entre que
celles des expressions précédentes qui ont le 'même poids. Comme
d'autre part aucune de ces relations ne peut contenir que des expres-
sions nï^o^, ^o,o-» ^j.o» ^'J,A-» o" voit que ^i^par exemple, n'entre
nulle part. Par suite, d'après la discussion faite à propos du groupe §9
aucune des expressions ^0,0,o? ^,0,0? ^Ao» ^ij^ n'entre dans les rela-
tions cherchées. La considération, dans le covariant bilinéaire du pre-
mier nombre de l'une des relations, des termes en

^^0,0,0, CT^OT/,0,0, ^OT^o? ^'^o, zn^^

montre qu'aucune des expressions de degré 3 ne peut entrer dans
cette relation.

Supposons enfin
/l==2.

La présence d'une relation

^ A^<' -h^ A^ ̂  +... = o,
a i,oc.

les termes non écrits ne contenant que les ^,y, ^',05 ^oîo? ÙLÏ^ ^o?
entraîne, en prenant le covarianfc bilinéaire, celle des relations

^A? CT? 4-...=0,

a

^A» CT? +...=0,

a
. . . . . . . . . . . . . . . . . . y

^A^CT'^+...==0,

a

VA(al^y(<a)-^...=o (^ '==1 , 2, ..., 2^),
a

VA^^+.-.^O (^,y=i, 2, ..., 2/i).
a

On peuty par suite, toujours supposer l'existence d'une relation de
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la forme
i == à " 1... . , 2 n i == '2 n

^O1 ] -+- ̂  A/, 0 ̂ /, 0 -+• ̂  A/j CT/j -+- ̂  B / 00, = 0 ;

/' == 1 /, / i = 1

on n'a pas écrit de terme en rs^^ à cause de la présence dans le cova-
riant de ^1) du terme 2î^l)îîT^. On voit alors immédiatement, en pre-
nant le covariantbi l inéaire, que tons les coefficients A^,, et A/j sont
nuls et, de plus, que tous les ^1) doivent s'exprimer en fonctions
linéaires de CT()^, ÎD^, ©^j, œ^, co^. La présence dans le covariant de CT^ )

du tenne ^•'^^^ montre qu'on peutsupposer ̂ l} indépendant de ̂ ^ç.
Il en résulte faci lement que les ̂ n ne dépendent que des œ.

Les expressions t^15, ^n, . . . , ^ ne dépendant que de oj-o,
co^ . . . , oj^, le sous-groupe considéré du groupe G n'admet que
p — i invariants essentiels au plus.

THÉORÈME XVII. — Du groupe infini des transformations de contact de
l5espace à n dimensions on ne peut déduire qu'un groupe m/îni intransitif
simple àp invariants essentiels u^ ..., u^; il est formé de l'ensemble des
transformations (fui laissent invariante la congruence

dxQ — x^dx^— X', dx^—... — x^n ̂ 2/,-i s= o ( inod^/i, ..., ditp),

III. Groupes iniransitif s simples improprement dits. — II nous reste à
examiner le cas où le groupe transitif ^est fini et à un paramètre. Dans
ce cas, le groupe G est défini par les équations

U\ = «i, U'^ = «2, . . . , tlp= Up,

x'=zx^-f{u^ u^ . . ., u^).

Les groupes intransit ifs simples correspondants sont, outre le
groupe G, certains de ses sous-groupes. La fonction/, au lieu d'être
une fonction arbitraire de ses p arguments, peut satisfaire alors à un
certain système d'équations aux dérivées partielles linéaires, les coef-
ficients étant des fonc t ions données des invariants /^, . . . » i/ La
discussion des conditions auxquelles doit satisfaire ce système d'équa-
tions aux dérivées partielles pour que le groupe correspondant mérite
encore le nom de simple est en dehors de notre sujet. Remarquons
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simplement que tous ces groupes admettent des sous-groupes inva-
riants (car tous leurs ̂ ous-groupes sont invariants). On dira que l'un
d'eux, y, est un groupe simple improprement d i t si, (j\ étant l'un quel-
conque de ses sous-groupes invariants, il existe un sous-groupe (^
de ^^ (pouvant se réduire à la transformation identique) tel que le
groupe Ci |(hi soit isomorphe hoioédrique de <î. 11 se peut d'ailleurs
que çl^ ne soit pas lui-même isomorphe hoioédrique de <j. Il sera
naturel dans ce cas de convenir de dire que (J et (J[ (J, sont isomorphes
hoioédriques au sens étendu. Ces deux groupes sont, en effet,, absolu-
ment eyia'(Wen^ au point de vue des applications à l'intégration des
systèmes différentiels.

Citons, comme exemple, le groupe Q :

où fÇu, ç7) est la solution la plus générale de l'équation

(o ) ^-»y.
^/ àu^ ^

Prenons pour ç, le sous-groupe à deux paramètres

x ' - z ^ x -i- a^2-)- 2 t-') -h b,

défini par la condition
àf àf
—- — u -f- =. o.
au o^

Le groupe ç| Gj\ a pour équations

(3) ^==<s

f ^=$+9(^ r),

Ann. Éc. Nor/n., (3 ) , XXVÏ. — AVRIL 1909. ^
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où l'on pose

àf àf
0 -= —— — U -̂ - î

• (̂  ^F

c'est-à-dire où y est la solution la plus générale de l'équation

c^o ào 2 <?o
(^ ^ = (h7 4"" Tf Ju'

Les groupes (i et ç\c^ ne sont pas isomorphes hoioédriques, on le
démontre sans difficulté, les équations (2) et (4.) n'étant pas réduo
tibles l'une à l'autre par un changement de variables. Néanmoins, si
l'on considère le sous-groupe (12 de (n défini par

^=».
et dont les équations sont

(5) \^=^
[ y = £ 4- a,

le groupe ̂  | (^ a pour équations
u' == u^
(/=(.S

X /=X+^(^(0,
où

4.= •zl ̂  —J^LL
u au au à^

'est-à-dire où 'b est la solut ion la plus générale de l'équation
•̂  » "s.i.

c'est-à-dire où 'l>
à^ __ à^
'J^ ~~ àv '

Le 'groupe Q^ \ c^ est donc isomorphe hoioédrique de g. Les deux
groupes (i) et (3) sont donc isomorphes hoioédriques au sens étendu.
Cela tient, au fond, à ce que la solution générale de chacune des équa-
tions (2) et (4) peut se déduire par différentiation de la solution géné-
rale de l'autre.
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V. — Détermination des groupes linéaires semi-involutifs
qui ne laissent invariante aucune multiplicité plane.

Il nous reste à démontrer le théorème III énoncé au début du para-
graphe II. A cet effet, quelques remarques sur la structure des groupes
linéaires et homogènes qui ne laissent invariante aucune multiplicité
plane sont nécessaires.

S. Lie a démontré qu 'un groupe linéaire et homogène intégrable T
laisse invariante au moins u n e mul t ip l ic i té plane à une d imens ion
(droite) M,, au moins une multiplicité plane à deux dimensions ML
contenant Mi , au moins une multiplicité plane à trois d imens ions M^
contenant M^ et ainsi de suite. On peut ajouter que, si une mul t ip l ic i té
(non plane) con t inue (C) est engendrée par des droites toutes inva-
riantes par r, la plus peti te multiplicité plane M contenant (C) est
in Veinante par F et que toutes les droites qui l'engendrent sont également
ifivariajzles par r.

Cette dernière propriété tient au fond à ce que chaque droite inva-
riante correspond à une racine déterminée de Yéquation caractéristique.
du groupe linéaire, et à ce que toutes les droites qui engendrent (C)
doivent, par raison de continuité, correspondre à la même racine de
cette équation caractéristique.

Cela étant, si un groupe linéaire et homogène ne laisse invariante
aucune multiplicité plane, il ne saurait être intégrable. II peut alors
être ou non semi-simple.

Si le groupe T n'est pas semi-simple, il admet un plus grand sous-
groupe invariant intégrable 7; considérons une des droites Mi inva-
riantes par y et considérons le lieu (G) des transformées de M< par le
groupe total F; cette multiplicité (C) est évidemment formée de droites
toutes invariantes parF; or, la plus petite multiplicité plane qui con-
tient (C) est, d\me part, invariante par le groupe total r; d'autre part,
formée de droites toutes invariantes par y. La première propriété n'est
possible que si cette plus petite multiplicité plane comprend tout
l'espace; la seconde propriété montre, par suite, que 7 laisse inva-
riantes toutes les droites de l'espace; autrement dit y est formé de la
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seule transformation infinitésimale

.,,,. àf àf àfuy:=^^4-.y.2—^ +...+^--?----•t/ (toi <^ àx^

Le groupe r se décompose, par suite, dans le groupe à un para-
mètre des transformations homothétiques et dans un groupe simple ou
semi-simple, celui qui est formé des transformations de T à détermi-
nant égal à i.

THÉORÈME XVIII. — Si un groupe linéaire et homogène ne laisse inva-
riante aucune multiplicité plane,

Ou bien il est simple ou semi-simple,
Ou bien il se décompose en un groupe simple ou semi-simple et dans le

groupe à un paramètre des transformations homothé tiques.

Ce théorème ramène la recherche des groupes linéaires qui ne
laissent invariante aucune multiplicité plane à l'étude des groupes
linéaires semi-simples.

Rappelons les théorèmes suivants sur la structure des groupes
simples ou semi-simples.

Étant donné un groupe simple ou semi-simple F de rang l et
d'ordre r, on peut toujours choisir r transformations infinitésimales
indépendantes de la manière suivante :

i° / transformations Y,/, Y^/, . . . , Y// échangeables entre elles ;
2° r - l== L transformations X,/, X^/, ..., X^/; telles que (Y,X^)

reproduise X//à un facteur constant près.

A chaque transformation X//on peut faire correspondre un poids r^
qui est une forme linéaire de / indéterminée. Les L poids r^ sont deux
à deux égaux et de signes contraires; à un poids donné ne correspond
qu'une transformation X/*.

Il existe un système de L2 entiers a^ jouissant de la propriété qu'il
existe, en même temps qu'une transformation X^/ de poids T\ et une
transformation Xjfàe poids r^, une transformation X//de poids

/•/,==/',+ c i f j r j ;
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de plus, si a,j est différent de zéro et de ±i, il existe une transfor-
mation de poids ^-t-m/y, m désignant un entier quelconque compris
entre zéro et a^.

Le crochet de deux transformations (X,Xy) est nul s'il n'existe
aucune transformation de poids r,-+- r/, sinon il est égal, à un facteur
constant près, à la transformation de poids r,4-r;. Si r.+rj est nul,
(X,Xy) est é^al à une combinaison linéaire des transformations Y/.

On peut supposer les transformations X,/, X^/*, ..., X//choisies
de manière que "les poids r,, r^ ..., r^ soient linéairement indépen-
dants et, de plus, que les L — / autres poids soient des combinaisons
linéaires à coefficients entiers de r,, r.^, ..., ^. Si l'on a

/•/^==m^ri-+-w,,2r24-.. .4-m/,/r/ (l=i, 2, ..., L — l),

on a
a^j=w/,iaij-+- m,,2^J+•-+m/,^J (^ï. '2. ...,L—^;/=II 2. --^ L)-

On peut aussi choisir en même temps Y^/, Y;;/, ..., Y^/, de
manière qu'on ait

(Y/Xy)=a^X,./ (^=i,2, ..., Q.

Si un groupe simple ou semi-simple est linéaire et homogène, à
n variables .x^ x^ . . . , x^ on peut supposer les variables choisies de
manière à satisfaire aux propriétés suivantes :

A chaque variable x\ on peut attribuer un poids a^ combinaison
linéaire à coefficients rationnels des poids /• , , r,, ..., r/ des transfor-
mations x,y, x^/» • • • ? x^/ :

pa = /na,i /•i -4- Wa,â ï\ •+-... -4- m^/ r/.

Deux variables différentes peuvent avoir le même poids.
Si l'on pose

^,z= ^^a,l^l,/+ /na,2a^•-^-• •"-4- m^la!^ ( ^ = = 1 , 2, • • - , L).

les entiers /^Jouissent de la propriété qu'il existe autant de variables
de poids ^+b^,r,qw de variables de poids pa; de plus, si b^ n'est
é^al ni à zéro ni'à ± i, il y a au moins autant de variables de poids
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pa+ ^ï^i que de poids pa* Nous appellerons l'entier b^ le pûîds relatif
de la variable ;z^ par rapport à la transformation X^/'.

L'accroissement —a d'une variable de poids pxpar la transformation
Ôfc 1 l A

infinitésimale
Y// ( ^ = = 1 , a, ..., /)

est égal à Aa^a? par la transformation

X// ^=1 ,2 , ...,.L),

cet accroissement est nul si aucune variable n'est de poids pa+^?
sinon il est une combinaison linéaire des variables de poids pa+^;
cette combinaison linéaire n'est certainement pas identiquement nulle
si &<x,» c'est-à-dire le poids relatif de la variable Xy, par rapport à la
transformation X.^/, est positif.

Si le groupe T ne laisse invariante aucune multiplicité plane, tous
les poids p^ doivent pouvoir se déduire de l'un d'entre eux par addi-
tions successives des poids r^ r^, ..., r,.

Nous voulons déterminer tous les groupes semi-simples linéaires et
homogènes qui ne laissent invariante aucune multiplicité plane et qui
sont semi'iwoiutifs. Nous n'entrerons pas dans le détail des Ccilcals
qui conduisent à cette détermination, ces calculs étant assez longs et
fastidieux. Nous nous contenterons de donner des indica t ions permet-
tant au lecteur de les faire lui-même.

On peut d'abord commencer par résoudre le problème plus général
de la dé te rmina t ion des groupes linéaires et homogènes qui ne laissent
invariante aucune multiplicité plane et pou?' lesquels le groupe déduit
ne se réduit pas à la transformation identique; on peut même supposer
que ces groupes contiennent la transformation U/'que nous appelle-
rons Yo/.

Le groupe déduit est à n+r+i variables, d'abord les variables
primitives x^, x,^ ..., x^y puis les variables

7o, ji, . . . , yi
que nous ferons correspondre à

Yo/, Yi/, ..., Y//,
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enfin les variables

que nous ferons correspondre à
X,/, X,/, ..., XL/.

Si nous appelons
^)YO/+ ̂ Yi/+...-+- ̂ Y//-^iXi/-h.. .4-r^XL/

la transformation infinitésimale générale du groupe donné r, le
groupe déduit: sera à n -i- r -4-1 variables, d'abord les variables primi-
tives

x\'s ^2i . • • •; 'y'ni

puis les /+ i variables
YO-, yii ' - ' • > y i correspondant à eo, <?n ..., e/,

enfin les L variables
z^ ^2, ..., -SL correspondant à •/îi, ^2, - . . i 'ÏÏL-

L'accroissement d'une variable Xy, par la transformation infinitési-
male générale du groupe donné r est de la forme

( t ) ^=(eo•+-&a,^^-i-•••-+-&a,/<?/)^a+^^.Xa,,

en désignant par K^ suivant les cas, zéro ou une combinaison linéaire
des variables de poids pa4- r,.

On peut d'abord voir facilement que, dans le groupe déduit F,, l'uni\ ^\
au inoins des accroissements ̂ , • • • . ̂  doit être différent de zéro;
si en effet tous ces accroissements étaient nuls, la formule (i) montre
q u e

ÔVo , OYi , àYt
-^+^^+...+^

ne dépendrait que de x^. En donnant à a les valeurs i, 2, ..., n, on
obtiendrait certainement au moins /+ i combinaisons linéaires indé-

pendantes de %2' ̂ ' • • • ' ̂  mais' si le nolïlbre " des variables x
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dépasse l-^r i, tous ces accroissements sont nécessairement nuls. O-,
"N

c'est ce que le calcul vér i f ie ; chaque fois que les — sont tous nuls, le
nombre des poids poc distincts est au moins égal à /-4- 2.

Â"'

II suffit donc d'exprimer que l'un des ^j- n'est pas nul.
On peut s'aider pour cela des remarques suivantes."i,
Supposons que 0^ ne soit pas nul par le groupe F,, et qu'il existe

au moins deux poids d i s t inc t s pa et pp tels qu ' i l existe des variables x
de poids pa-+- n et des variables x de poids pp4- r^

Alors la formule (i) montre que -~ ne peut dépendre-que des
variables de poids

pa? pa-^"7 '!? ?a+^2i • • • ? pa-+- r'ï^

/S'»
de même —^ne peut dépendre que des variables de poids

PP, Pp+^n Pj3"+-^ . . . , pp+ri,.

Il est donc nécessaire que dans ces deux suites il existe au moins
deux poids égaux, soit

pa+ Q-^ P?+ rf, {j\ Â-==O, 1 , 2 , . . ., L)

(on convient de poser r^ == o).
Autrement dit, la différence pa-— pp est égale à la différence de deux

des poids ̂  = o, r ^ , /^, . . . , /^.

THÉORÈME. — 5i l'accroissement — de la variable z^ par le groupe
déduit F, n'est pas nul et s'il existe deux pouls distincts pa et pa tels qu'il
existe des variables x de poids pa-+- r; et pp-h r/, il est nécessaire que la
différence pa— pp puisse se mettre sous la /orme de la différence clé deux
des poids r^ == Oy r\, ..., r^ ̂  Si pa — pp peut se mettre de p manières diffé-
rentes sous la forme

Pa— P?-= ̂ -" ̂ \= ̂ — ̂ ,=. . .== O/,,— ̂ ,

^
l'accroissement —i ne dépend que des variables x de poids

PjS+-^, pp-+-r^ ..., pp-+-r^,.
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Ce théorème permet, pour chaque structure de groupe simple ou
semi-simple, de former tous les systèmes possibles de poids corres-
pondant aux variables transformées parles groupes linéaires cherchés.
Certains systèmes de poids compatibles avec l'usage de ce théorème
seront d'ailleurs exclus si le groupe déduit ï\ se réduit à la transfor-
mation identique.

Nous allons passer en revue toutes les classes de groupes simples
et semi-simples, et indiquer, pour chacune d'elles, quels sont les.
groupes F correspondants (contenant tous la transformation Vf).

Il y a six classes de groupes simples, désignées par les lettres A, B,
C, D, E, F, G.

Groupes simples de la classe A. - Dans les groupes de cette classe
on peut, en changeant un peu les notations, mettre les poids des
transformations X,/sous la forme

r—r^ (^y=i, 2, . . ., ^-4-i).

Le poids pa d'une quelconque des variables ̂  peut se mettre sous
la forme

p^== /?'la,i 7"i -+- ^ÎOL.Î^Î-^- . . .-+- Wa,/-T-in-n^

les coefficients m^ étant des nombres rationnels liés par la relation

^a,i •+- m^ï -+-...-+- W«,/-M == 0-

II existe, pour cette classe, quatre groupes linéaires et homogènes
qui ne laissent invariante aucune multiplicité plane et dont le groupe
déduit ne se réduit pas à la transformation identique :

i° Un groupe correspondant au système de poids
'À==/-n

__ V ^_r, (z=--r,2, ..., ^ - + - 1 ) ;
/+I^

c'est le groupe linéaire et homogène général à /+ i variables; il est

involutif. 20
Ann, Èc. yorm., (3), XXVI. — AVRIL 1909.
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2° Un groupe correspondant au système de poids
À = / 4 - l A=/4- l

^ ̂  0-2/-,, ^ ̂  a- r,- r, ((,7= i, 2, ..., /+ i) (1=2);
). == 1 ). == 1

c'est le groupe linéaire et homogène qui indique comment sont trans-
formés les coefficients de la forme quadratique

^1,1^ +- • •^^/-M^-M ^+1 "+- '^^i^^i^'^' ' •-^- 'lxl,l^rltltl~!r-i^

lorsqu'on soumet les indéterminées t^ ..., t^^ aux transformations
du groupe linéaire et homogène général. On a

F==^-t-1
Sxf i ^n / \-jr^ 2^ (^p^p-^^p^p)-

p = l

Le groupe déduit est défini par les formules
p=s/4-l

ô—^ === ̂  ^,p^,p (^./ = i .2, ... , 1 + i) (ar/j = a^i) ;
p=i

quant au deuxième groupe déduit, il se réduit à la transformation
identique.

3° Un groupe correspondant au système de poids
)>==/•+-!

— y, /•).-/•/-/, ( / ^3 ) ;
L —i— 1 ^—i

À == 1

c'est le groupe linéaire et homogène qui indique comment sont trans-
formés les coefficients

X i j ==—— ^/•,t

de la forme bilinéaire alternée

^1,2(^2— ^^i) -4-^1,3(^^3— ^^i)4-.. .-i-^/,^i(^^/4-l—^+l<^^),

quand les variables <? sont transformées par le groupe linéaire ethomo-
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gène général. Ce groupe T est défiai par les formules
p SS.I-T- t

°--—= ̂  (^,p-ypj4~e/,p^p) (^/î ^\./=:I^ • • ^ ^-H).
p^i

Son groupe déduit I\ est défini par les formules

§... p==^1

—^= V ffv,p^\p (a^=o, a,-j=— a/^; î, j==i, . . . ,Z -4- i ) . .
0 t' ^———B

F=i

Le deuxième groupe déduit 1̂  se réduit à la transformation identique*

4° Un groupe correspondant au système de poids

o, r,—r/;

c'est celui qui indique comment les paramètres de la transformation
infinitésimale la plus générale d'un groupe simple G de classe A. sont
transformés par le groupe G (^groupe linéaire adjoint au sens de S. Lie).
Son groupe déduit T^ se réduit à la transformation identique si / ^2 ;
pour /== i, il est défini par les formules

"s

—^° = aXi-^r 2b^\•J^ C.râ,
ôt

0^ =^a^^--^cx^

ëz. ,— = axi^r bx-^

cbâ ,—^àXi+c^^

Le deuxième groupe Fa se réduit à la transformation identique.

Groupes simples de la classe B. — Dans ce cas, les poids des tranfor-
mations X//peuvent se mettre sous la forme

r,, r,+/7 (W2; i,j=±^±^ . . . , ± 1 ) (^3),

avec la condition
r, + r^, •= r, -+- /•f = o ( ̂  = — i ).
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Nous trouvons ici un seul groupe F, correspondant au système de
poids

o, r, (^==±:i,±:2, ..., ±Z) ;

c'est le groupe linéaire et homogène qui laisse invariante l'équation

^ 4- 2 ̂ i x^ -i- 2 x^ x^' 4-. . .4- 2 «r/ .y/' == o.

Il est défini par les formules
±i,...,±:/

aro _ ^ ^
——• —QQ XQ— ^, ^p^^'p'?

p
Q,±:i,...,±l

OvC, ' ^1"^ / • i i l ï\—"==^^••4- >. <?/,p^p' (^=± I, ±:2, . . ., ±:/),
01' j——

o
<»,*

où les paramètres sont

eo et ei^-==.—e^{.

Le groupe déduit r\ est dénni par les formules

ô.So— =. Oo.ro+-ff i<ri+ f f i '^r+. . .+ a / ' x / ' ,
06

Ô^^-
———^==^.^——a/'^.

06J

Le deuxième groupe réduit I\ se réduit à la transformation identique.

Groupes simples de la classe C. — Ici les poids des transformations X^f
peuvent se mettre sons la forme

/•„ 4-/'/+^7 (^7^^; ^y=i, 2, . .., Q (^2),

avec la condition

r/ + /„/ = /•/ -+- /•/' =o ( i' ==—-/).

Nous trouvons ici un seul groupe r correspondant au système de
poids

^r, {l=±^ ..., ±:/);
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c'est le groupe linéaire et homogène qui laisse invariante l'équation

^ dx^ — Xi' cfx^ -h x^clx^ — ,a;v clx^ 4-.. . -4- ̂  fl^- — ̂  rî  == o ;

il est semi-involutif.

Groupes simples de la classe D. — Ici les poids des transformations X,/
peuvent se mettre sous la forme

r ^ r j (zW-; ^./=±:i, ±2, ..., ±:/),

avec la condition

/'/ 4- /'„/•-=: r/-+. n' ;= o ( i ==: — i),

II existe un seul groupe F correspondant au système de poids

r, (î==±i, ..., ±:Z);

c'est le groupe linéaire et homogène qui laisse invariante l'équation

•^"l-^f •-̂  <r2^â'+ ... -h ̂ /J?/' =:0.

Il est défini par les formules
=i=l,...,±:/

ÔXf '̂ l , . , , ,,
-^==eo^+ ^ ^p^p- (<==±:î, ..., ± ̂ ,

P

où les paramètres sont
Co et <?/j==—6^.

Le groupe déduit F, est donné par les formules

oz,
— ==a^i+ a^'Xi' +... 4- û/'-y/-,
ô^

os,,- ^ :̂ a j - X i — a , i ' x j - .

Le deuxième groupe déduit Fa se réduit à la transformation iden-
tique.

Groupes simples des classes E, F, G. — Aucun groupe F n'existe.
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Groupes semi-simples, — Pour qu'il existe un ^Tulipe I1', i l faut que
le groupe semi-simple soit composé de deux groupes s imples appar-
tenant à la classe A. On a alors un groupe t\ celui qui i n d i q u e com-
ment les coefficients x^j de l 'équation b i l inéa i ro

/' •= //< / .•=•= n.

JL Zi^^^1"^0
i ^ i j ^ i

sont transformés lorsqu'on soumet les variables u et les variables v à
deux substitutions linéaires arbitraires indépendantes. Le groupe I'
est défini par les formules

p=m p=/<
Q^rf X^ "̂  , .

-^- •= <?0^/J-(- ̂  ̂ P^'^P^4"^ "^P^'^P ^ := ' ^ 2•> f " ^ m^ ./ ̂  ̂  2^ • • • » / / ) -

p=l F=l

Les paramètres son t^^ , e^j, r^j; ils sont l iés par les deux re la t ions

^i,! + ^2,2 -}-...+ e,,^^ = r^, .4" r)^a + . . . -+- Y^/, == o.

Le groupe déduit ï\ est défini par les équat ions
p •-:.-. ni (7 == n

0-?o _ 7?î + îl ̂  ^

'ô7 - '~~mn'" ̂  2^^^'^^
p .= i c- = i

^ F == /i F ̂  //^ ^ =• n
^^i,f _ ̂  £/ , ̂  ^.^"̂ r — Zi ̂ p^p """ -^ 2j 2^ ^p^^p^ ( /^./ =! ̂ 1^ • • • ^ ^ ̂

F == 1 p =: i o- = i
^ P ̂  »t F = w cr = /i
OC/,/ _ ̂  £/• / ̂  ^
^-^a^ix^^ -^^ ^^^^^ (< ; , . /= ï ,2 , . . . , / < ) ,

P = 1 p ;;::-. 1 '7 = 1

où les paramétres sont les mn quanti tés a^, et où c^ désigne o si i ̂ .j,
et i si i ==j\

Le second groupe déduit I\ se rédui t à la t ransformation i d e n t i q u e .
De cette discussion résulte le théorème su ivan t :

THÉORÈME XIX. — II existe quatre classes de groupes linéaires el homo-
gènes semi-iwolutifs ne laissant iwariante aucune mulUplicUë plane :

1° Le groupe linéaire et homogène général à n iwiahics ;
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2° Le groupe linéaire et homogène spécial à n variables ;
3° Le groupe linéaire et homogène à 2/2^4 variables qui laisse inva-

riante l'équation

Xi ̂ a — ^2 ̂ 1 •+• ̂ t ̂ 4 —— ^4 dx^ •+-- . . 4- ̂ -.1 (̂ -m — -^2/1 dx^^ == 0 ;

4° Z/<? groupe linéaire et homogène à 2/2^4 variables qui laisse inva-
riante l'expression

a\ dx^ — x^ dxy 4- ^y ̂ 4 — ^4 <^3 -+-. .. -+- ^2/1-1 ^2« — ^în dx^_^.

De plus il existe, outre les quatre classes précédentes, quatre classes de
groupes linéaires et homogènes ne laissant invariante aucune multiplicité
plane et jouissant de la propriété que leur groupe déduit ne se réduit pas
à la transformation identique.

a. Le groupe linéaire et homogène à ————- ? 6 variables qui indique

comment les coefficients de l'équation d'un cône dans l'espace àn^3 di-
mensions sont transformés par une substitution linéaire effectuée sur les
coordonnées des points de l'espace.

P. Le groupe linéaire et homogène à ———— ^ i o variables qui indique

comment les coefficients de l'équation d'un complexe linéaire dans
l'espace à n — î :ï 4 dimensions sont transformés lorsqu'on effectue sur
les coordonnées homogènes ries points de cet espace une substitution
linéaire quelconque.

v. Le groupe linéaire et homogène à n^3 variables qui laisse inva-
riant un cône non dégénérescent de l'espace à n dimensions.

S. Le groupe linéaire et homogène à mnï6 variables qui indique
comment les coefficients de l'équation bilinéaire

^^/j^Py==0 (&==I, 2, m; ,/==I, 3, . .., ^)

sont transformés lorsqu'on effectue sur les variables u et sur les variables v
des substitutions linéaires indépendantes arbitraires.

Chacun de ces quatre groupes contient la transformation infinitési-
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mâle
àf àf

/'y —~,irr,i, —L- L. •T* — *i-t/ j ""•" ~T-" . * . "r- >,<t' ̂  •,—-«"—(^i <Àr^

Enfin on peut, sans difficulté, déduire du théorème précédent le
suivant :

THÉORÈME XX. — Si un groupe (y fini à n variables transforme les élé-
ments linéaires issus d'un point arbitraire par un groupe linéaire V
d'ordre r ne laissant invariante aucune rmdtiplici'té plane, ou bien l'ordre
de G est égala n + r, ou bien T appartient à l'une des classes énoncées
au théorème précède nt.

Si F est le groupe a a il̂ t̂-̂  variables, le groupe G est à n ( 2 n •+• ï )pa-

ramètres, simple, et appartient à la ckme (L Ses é(f nouons de structure
sont

p==^
^f= ^(^/,p'CT/,p+ w/,pCT/,p) (rx,)/^.:= r ,̂.),

F=l
p s= n p ;„ n

^'i,/=—^ ^p^r^^^pX./,^
psi o ,̂  i

, , . ç^n

xw== ^j^P^X/^+^pj^p) (%/,/= %y,,/)*
p=l

SiTestle groupe (î à ̂ ^ variables, le groupe G e^ a /^ f2 /i - i) va-

riables, simple, et appartient à la classe 1). Ses éc/nations de structure sont :
p ==rt

^'/== S^W-^Vp+^p^Ap) (^/,/r=o, ^^:=—r.v,/),
. , ,p==i

P=-^ 0=n<y=: "^2 ^''p ̂ p^+ 2 ̂ 'px/^p^i , p = = i
p==n

, X^== S^P^p^+^pj^p) (x^=o, x^=-yy,/).
, , • .. , • ^ ^ • p.==i .

Si r ̂  fe ̂ ^ ̂ à n variables^ le groupe G est à (̂ JllK^̂  m-
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fiables (groupe conforme), simp'e, et appartient à la classe B ou D,
suivant que n est impair ou pair (ou A si n =4)- Ses équations de
structure sont :

p=n

a>J = G)/-OTO 4- ̂ , ûûp?37^p,

p^, P-1

^^^^pXp^

p = n-

^,/'= ̂ Xy——^yZ/'-^^^p^p (CT/,/-= 0, CT/,y=— CTy,,),

p==l
p=-^

X^ =:::zi7"%/•+^CTp,/Zp*
p--=l

Si r ̂ ^ fe groupe S a m/z variables, le groupe G est à (m -+- n)2 — i va-
riables, simple, et appartient à la classe A. Ses équations de structure
sont :

p == m p -ss n

<x)J^=== &)/j^4-^ <,)p^y^p^,+^ r^^pOTp^- (^"==1, . . . ,m;y== : i , ...,/i),
p == i p == i

p =s m (7 :=: n
, _ m 4- il ^ ^

^o——^;^- ̂  ^^p^Xp^,
p = 1 (T = 1

P:= //-t p =s n p = //î. cr =; M.
</^—2OT''pOTp^+2"y''p^p—£^2 ^"p'^p''7 (^./=1' •••^"),

p = 1 p ="• 1 p == i cr = i
p "•= /?• F = /« p = m <r == n

^'^^^^p^p./^^^pjZp,/'---"^ ̂  ^^p^^p^ (^y=1 . • • • . n ) ^
P==l P==l p==;l 17==1

p = w'i ? -sx n

%^=Wo7j,y+^^/,p%p,/+^CTy,F%/,p (^'==1, ..., /7l; ./=i, ..., n),
p=i p=i

(îî7i,i-+-î«72î,â-+-. . .4-î.7^,/,»==CTi,ï4-îî72,2"+-. . .-+-CT/^=:o).

^///W. /te. Norm., (3), X X V I . — AyniL 1909. 2 1


