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ANNALES

SCIENTIFIQUES

DE

’ECOLE NORMALE SUPERIEURE.

SUR UNE EQUATION

AUX

DERIVEES PARTIELLES DU SECOND ORDRE,

RELATIVE A UNE SURFACE FERMEE,

CORRESPONDANT A UN EQUILIBRE CALORIFIQUE;

Par M. Eumme PICARD.

On sait que Beltrami a généralisé I’équation de Laplace en consi-
dérant sur une surface fermée dont ’élément linéaire est donné par

ds*= R du?+ 2 F dude + G do?
I'équation

/A — ) ov. LIV
) du VEG — F? a0\ /EG —F? -

et cette équation est invariante pour un changement de variables fait
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sur « et ¢. On a considéré d’une maniére plus générale I'équation

AR

GOV _pav _ oV
(2) -g— -—il-l-_._.__.——-:—(_j‘, “}-*(—)- —'——d_[_-*l—_—.__ﬂ>:—"-‘0((l, (')\/EG—F’V.
Ju\ VEG—TF* o0\ VEG — F?

“ette équation correspond, pour c(u, ¢) toujours positif, aw pro-
bléme d'équilibre calorifique avec rayonnement de la surface, V dési-
gnant la température (*).

Ayant repris 'année derniére, dans mon Cours, I'étude de cette
équation en la rattachant & I'équation fonctionnelle de Fredholm, je
me propose d'indiquer ici les points principaux de cette étude (*).

I. Désignons par AV le premier membre de I'équation de Beltrami.
On démontre d’abord que la condition nécessaire et suffisante pour

2

qu'on puisse trouver une fonction V satisfaisant & équation

AV = f(u, ¢) VEG — F?,

f(u, ¢) étant une fonction donnée, est exprimée pour celle-ci par

f/:f(tt,v)da:o,

ou do représente I'élément de surface, c¢’est-a-dire

du do \JEG—T°.

On établit ensuite qu'il existe une solution de I'équation (2), uni-
forme et continue sur toute la surface, sauf en un point qui correspond
a une source avee un flux donné. En supposant le flux égal & 2=, et en
d‘ésignant par («, ¢') le point singulier, nous désignerons cette solu-
tion par

Uu, v v/, o).

On voit aisément que U est symétrique en (u, ¢) et (&, ¢').

('} Je me suis, en particulier, occupé de Péquation préecédente dans ma Note : Sur
Uéquilibre calorifique d'une surface fermée rayonnant au dehors (Comptes rendus,
5 juin 1goo0).

(2) Poir aussi Comptes rendus, juin rgo8.
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2. Envisageons maintenant 'équation
(3) AV =1cVEG—FV,

A étant un paramétre constant, et ¢ une fonction du point (u, ¢) de la
surface qui n’est pas nécessairement de signe constant.

Nous allons chercher s’il existe une intégrale de I’équation (3) par-
tout continue sur la surface.

Nous considérerons, a cet effet, une autre équation

(4) AU=¢,VEG—F2 1,
mais oll ¢, est une fonction toujours positive; soit

U(wu,v; uye')

la solution de cette équation analogue 4 la solution de (2), que nous
indiquions plus haut par la méme notation.

Soit V une intégrale de (3) partout continue; on appliquera la for-
mule de Green étendue i une surface fermée quelconque rendue sim-
plement connexe comme dans la théorie des surfaces de Riemann aun
moyen d’un contour K. Evitant alors le point (z/, ¢') par un petit
contour v, la formule de Green donne

[(Ui‘_f _vﬁ'g> a’s+/f(UAV—VAU)dudv:o,
dn dn

Jy
d’ou se déduit
(«) anV(d, ') +ff(7\0—€1) Ulu, v; &', ') V(u, ¢)de = o,

et cette équation fonctionnelle par rapport & V est du type de I'équa-
tion de Fredholm, un peu étendu.

Réciproquement d’ailleurs, si V satisfait a I'équation («), en étant
continue sur toute la surface, on aura une solution cherchée de I’équa-
tion (3); c’est ce qu’on voit facilement.

Si ¢ est toujours positif, on pourra prendre ¢, = ¢, et I’équation a
envisager est du type ordinaire de Fredholm

(B 27rV(u’,v’)—&—-(K—-—-I)ffc(u,v)U(u, o3, ") V(u, ¢)do=o0;
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on est de plus dans le cas trés simple d’un noyau se ramenant de suite
4 un noyau symétrique a cause de la symétrie de U(xw, o5 w', ¢').

3. Dans le cas ou c est positif, 'équation () rentre dans un type
d’équations de Fredholm pour lequel on sait qu’il y a une infinité de
valeurs singuliéres; elles sont négatives et A =o est la premiére
d’entre elles. La méme propriété (quant au nombre infini des racines)
subsiste pour 'équation (3), quel que soit le signe de ¢; c’est ce qui
résulte d’une étude faite par M. Sanielevici, et qu’on trouvera dans un
Mémoire faisant suite & cet article. Nous allons nous borner dans la
suite au cas ou ¢ est toujours positif, cas le plus intéressant pour la
Physique mathématique. ‘

Soit A, une valeur singuliére pour laquelle I'équation

(E) AV =% cVEG —F*V (¢c>o0)

admet une ou plusieurs intégrales continues sur toute la surface, linéai-
rement indépendantes. Nous nous proposons le probléme suivant :

Sotent n points sur la surface
(@i, by), (as, ba), ..., (an by)
et les coefficients respectifs
A, Ay, Lo, AL
Exriste-t-il une intégrale de l’équation
(5) AU=2%cyEG—E:U

ayant les points singuliers (a;, b;), du type des sources de chaleur, avec

le flux A,.
La réponse a cette question sera fournie par le théoréme suivant :

Supposons qu’il existe, pour (E), v solutions partout continues
Vu Vo, .. o Vv;

les conditions nécessaires et suffisanies pour que le probléme proposé sott
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susceptible d’une solution sont exprimées par les v relations

(€Y AyVi(a, b)) +AVi(as by) +...+ A, Vi(a,, b,) =0 (f==T,2,.., V).
4. Traitons d’abord une question préliminaire. Soit I'équation

() AH =2%,cVEG —F*H + o(u, ¢) VEG — F-.

Si ¢(u, ¢) est une fonction, continue sur toute la surface, prise arbi-
trairement, cette équation en H n’aura pas de solution continue sur
toute la surface. En nous reportant & ce que nous avons vu plus haut,
on voit de suite que l’équation («) équivaut & I’équation de Fredholm

o H(u/, o) +().0~1)ffc(u, Y U(u, o5e, o YH(u,¢)ds =@, "),

en posant
D, ')y =— / [U(u, o; 1,0 )o(u,v)do.

Cette équation de Fredholm a un second membre et est relative &
une valeur singuliére. Appliquons la théorie générale; il faut envi-
sager I’équation associée, qui est ici

anK (e, ¢')+ (Ro—1) fc(u’, oYU (e, 05 uy v) K(u, v)de=o.

Elle peut s’écrire

K(ul’ o)
27 c(u, ‘,/") “+ (d—1) fc(u, ) U(u, e; uy0")

K(u, ¢)
c(uyv)

do = 0:

Par conséquent, I’équation associée a les v solutions distinctes
K(u, v)=c(u, 9)V;(u,v) (f=1,2,...,v).

Nous aurons donc les conditions
(¢) f D(u,v)c(u, v)Vi(u,v)de=o0 (i=1,2y...,V).
Ces conditions peuvent étre transformées. Nous écrirons

0(u,0) == [ [Vt 005 w,0) 9y, 00)
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L’équation ci-dessus peut donc s’écrire

ff\/ﬁfc(u, )Y Vi(u, 0) Uy, 045 u,0) 0(uy, v,) doday=0;

mais on a
an Vi(u', ¢') 4+ (Rhe—1) [[c(u, YU(u, v !, 0')Vi(u, ¢)de=o,

d’olt nous tirons

2T

/fC(u, 0) Vi(u,0) U(ug, 045 4, 0) do =— Fy— Vi(uy, ¢)).
—

Les conditions (&) deviennent donc

/fvi(“n ") @ (uy, ) doy=0;

elles sont nécessatres et suffisantes.

5. Nous pouvons traiter maintenant le probléme posé au para-
graphe 3.
Supposons d’abord qu’il existe une intégrale de I’¢quation

AU =2 cVEG — 12U

ayant les points singuliers logarithmiques (a;, 4;) avec le flux A,.

Je dis d’abord que les conditions (C) du paragraphe 3 sont néces-
saires. A cet effet, appliquons la formule de Green & la fonction U,
possédant les propriétés indiquées et dont nous supposons I’existence.

Elle se réduit &
av, _du\ ,
/(U% —_— V—(m) dS =0,

le contour d’intégration étant, bien entendu, formé par les rétrosec-
tions jointes en chaine comme dans la théorie des surfaces de Riemann,
et par des petits contours entourant les points singuliers. Les rétro-
sections donnent manifestement zéro, et 'on obtient de suite

Alvi(“n bi) “+ A, Vi(as, by) 4+ ...+ Anvi(am b,) =o.

Les conditions (C) sont donc necessaires.
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6. Montrons maintenant qu’elles sont suffisantes. On peut toujours
trouver une fonction ¢(u, ¢), intégrale de I'équation

Ao=cyEG—Fo

et ayant les singularités indiquées; il suffit de faire la somme de
n solutions ayant chacune un seul point singulier. Posons alors

U=o+H,

AH=1,cVEG —F H + (A—1)c VEG — F o.

Nous sommes dans le cas de I’équation () du paragraphe précédent,
sauf que ¢ devient infini. Mais, comme les infinis sont logarithmiques,
toutes les conclusions du paragraphe cité subsistent. Il arrive seule-
ment qu’aux points singuliers H et ses dérivées premiéres sont conti-
nues, tandis qu’il n’en est pas de méme des dérivées secondes. Pour
que I’équation en H ait une solution partout continue, nous avons les
conditions

il vient

/i/‘cch,‘(u, ¢)do =0 (I=1,2,...,v),

qui peuvent s’écrire

/‘M/V‘Vi Ag dude =o.

Or cette derniére expression se transforme immédiatement, en se
servant de la formule de Green appliquée a la surface entiére limitée
par 'ensemble des rétrosections et des petits contours autour des
points singuliers. On a ainsi

(v - do dV;’
f/(V;Aip—cpAVi)dadc’—e—-f&\id_,'z__.?7[,7‘)[/3.:0,

ou encore

- (o d dv;
(I—Xo)f‘/c\/[cpda—k—f(vig%—-goml—>ds::o.

L'intégrale double qui forme le premier terme du premier membre
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do  dV)\ ,
f(Vf% — (Pm) ds = o.
La partie de I'intégrale relative aux rétrosections est nulle, et1’équa-
tion précédente se réduit a

sera nulle, sil'on a

Alvi(ah bl) -+ A‘.’Vi(a‘zs b2) -+ .. -+Anvz‘(a)n bn) = 0.

Il résulte donc de cette analyse que, si ces conditions sont remplies
(i=1, 2, ..., v), nous pourrons trouver une fonction H partout con-
tinue; la fonction U donnée par

U=9o+H
sera une solution cherchée de I’équation
AU =2,¢ VEG —F2 U.
Il est clair d’ailleurs que cette solution n’est pas unique, et qu'on

peut ajouler & une premiére solution une expression linéaire et homo-
geneenV,, V,, ..., V, acoefficients constants.

7. En particulier, pour la solution

M=o,
on a

V=1,
et V se réduit & une constante; d’ou la condition connue
A1+Ag+-. e Anr_'o

qui exprime que le flux total de chaleur est nul, I’équation différen-
tielle concernant alors I'équilibre de température sans rayonnement
extérieur.

8. Une application extrémement simple est relative & la sphére de
rayon un, en prenant ¢ = 1. L’équation (2) est alors

ov . 0*V 1 02V
€080 — +sinf—s +

99 o8 * 5@ ogr — sV
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- en se servant des coordonnées polaires 0 et ¢ sur la sphére, et I'on a
depuis longtemps remarqué que pour

A=—n(n+r) (n entier positif),

elle se confondait avec I’équation relative aux fonctions Y, de Laplace.
Il n’y a pas d’autres valeurs singuliéres, comme le montrent immédia-
tement le développement de Ven fonctions de Laplace, et 'application
des propriétés élémentaires de ces développements. On a d’ailleurs

pour
h=—n(n-+1)

le nombre v de plus haut égal 4 22+ 1, qui correspond aux 22 + 1 fonc~
tions Y,, de Laplace.

Le cas du tore est & examiner, apres celui de la sphere. Je ne sais
si le probléme qui nous occupe a été approfondi dans ce cas (en fai-
sant toujours ¢ = 1) et si la question se ramene a quelques transcen-
dantes du type des fonctions de Bessel ou de fonctions analogues. En
désignant par r le rayon du cercle méridien, et R la distance de son
centre & I'axe (R > r), I’équation est ici
a*V

1 i3 ()V . — . .
+ sing(R—7 COSCP)_E)E “+7 PIe =XR—rcoso)ry,

—;:(R — rcoso)? (j;:zf
en désignant par ¢ et Y deux angles dont la signification est immédiate
et qui varient de o a 2.

Les valeurs singuliéres de A, sont celles pour lesquelles I'équation
précédente admet une solution continue de période 27 par rapport 4 ¢
et 2 ¢ ; il est vraisemblable que le produit A,7 est une transcendante

assez simple du quotient —%

Ann. Ec. Norm., (3), XXVL. — JANVIER 1909. 3



