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SUR I’EQUILIBRE

PLAQUES ELASTIOUES ENCASTREES:

Par M. Arrnor KORN.

Dans ce Mémoire nous allons résoudre le probléme proposé 'une
manicre géncérale pour un contour queleonque, sous la seule supposi-
tion qu’il possede en chacun de ses points une (angente unique et un
rayon de courbure bien déterming et différent de zéro.

Nous nous servirons de la methode des approximations successives,
et nous résoudrons dabord a Paide de cette méthode le probleme sui-
vant :

Trouser dewx fonctions U et NV continues avec leurs premicres dérivees
a Uwiérieur du contour et satis frusant aux conditions :

I
g A =— L T/flo“—dm

(1) ) a intérieur,
I’ i
( AV = — j-;_[" ‘()—‘}; \/lfl()g T_(lfn)
U —= L i / ﬂMQE)l(W oy
am dy J.\dx  dy. r
(2) au contour o,

1od [/aV oUY
\/~_)_’E7;/I ((_)7 )l(w——(/m

(1) Mémoire couronné par 'Académie des Sciences (Prix Vaillant, 1907).
Ann. Eeo Norm., (3), XXV. - Drckmsre 1408, 6y
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et a la condition que
Y% oU
dx Jdy
soit harmonique a l'tntérieur de s.

Ce probleme résolu, on trouvera sans difficulte que les fonetions
| ’ |

it d [/IV  oUN |
= Uﬁﬁ Wl (()_L—l)—)’) l()é;(/m,
(3) ‘
S I N CA LA P
o=V + am 9z (_().1~ ())/> log ,.r/m

sont les dérivées d’une foncetion g(x, y) :

7 T d o 1 ’<()U N IV loe L
H 0o > T — am ) \().If ()V) o /7 ",
) ¢ '
dy

satisfaisant & I’¢quation
. Jd*o Doy Do T
(3) P 40 P e 4 T,}’"‘ =/, a intérienr,
et aux conditions limites

v =0 )
(6) Cdo au contour o.

7=

Quant & la fonction donnée f(x, y), nous lasupposerons finie et inté-
grable et telle que

(7) Af./log—i—_dm:—mr_/' ().

(1) Cette condition sera remplic, par exemple, si [ est continue (ou continue par inter-
valles), de maniere que. pour deux points r et o quelconques du domaine (ou de ses
intervalles) dont nous désignons lu distance par rq,

(7') [fe—/f1l7 const. fin. r%, (XA>0).
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Dans les Chapitres T et 1, nous donnerons [a solution générale du
probléme et nous démontrerons que cette solution est uniques nous
ajouterons quelques remarques concernant le cas ot le contour n’es
pas de courbure continue, par exemple pour e cas d’'un contour ree-
tangulaire.

Dans le¢ Chapitre I, nous nous occuperons d'un probleme hydro-
dynamique tout & fait analogue au probleme propose, du probleme
d’¢quilibre d'un liquide doud de frottement au cas de deux dimen-
sions.

Nous terminerons ce Mémoire par un apercu sur les mémes pro-
blémes dans 'espace & trois dimensions.

CHAPITRE PREMIER.
APPLICATION DE LA METHODE DES APPROXIMATIONS SUCCESSIVES;

LES INTEGRALES ;.

1. Pour résoudre fe probleme (1) et (2), nous nous proposons de
trouver deux fonctions U et V continues avec leurs dérivées premicres
2 Pintéricur du contour o et satislaisant aux conditions

g AU=— L D—}(—f_/loﬂ-—clm

(8) a intéricur de o,
I
La— e » o l}
( AN Y ()) /flo§j doy
U= A g .<()U ()U) log —-(lo) a
a2 dy Jdz  dy .
(9) [ ) } au contour o,
Vom0 (Vo0
( T am dw Jdx ().)'> o

en désignant par A un paramétre réel, et a la condition que

oV _ou
dz  dy

soit harmonique 4 'intérieur de o.
Nous formerons successivem ent les fonetions U;, V; (J=0,1, 2, ...)
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délinies par les équations suivantes :

10 1 \
AUoz—ﬁﬂ"[flog—l—_dm ’ o
(toa) 9 a lintérieur de o
AVO:_——-Q—:; Wfflug-:—_dm s
U=
(10 b) 0 =e au contour o;
Vo=o0
AU;=o | . R
¢ =1, 2, ... a l'intérieur de o;
(tra) AV,=o | 7
’ 1 0 oV, 00, I
j— — —— — log —dw,
Uj 2t Ay J, < ox dy 087

N\

(11 0) |V =t _‘)_f SATER VR
’V,_ Py i( oz oy )lonr(lm
(/=1,2, ... au conlour o).
Il est évident que les séries
( U=U;+2U;+22Uy+...,
(12) , =
| V= VoV, + TV, ...

seront les solutions du probléme (8) et (g), si on peat démontrer la
convergence absolue et uniforme de ces séries el de leurs dérivées
premiéres dans 'intéricur du contour o et la propricté de

AR L
ow dy

L . . X '
d’¢tre harmonique & 'imtéricur de .
Nous démontrerons ces propositions pour le cas o

(13) |)\l§1
Le cas spécial
(14)

nous conduira aux solutions

>
Il
—

U=Up+ U, +Uy+...,

(15)
V".‘, V(,‘|" V1"f" V2+...

du probléme proposé (1) et (2).
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Nous examinerons d'abord les propriétés des fonctions sucees-
sives U;, V; et surtout les intégrales

A N LT (()Vj AUN|
(16) lj-—,,/m l( J.e +_(—)-_7> + o ()y> ! lo,

pour lesquelles nous démontrerons dans ce Chapitre les incgalités

(17) 1;Z const. tin, L/,
ou
(18) oL <.

2. Pour examiner les propriciés de continuité des fonctions sucees-
stves U, Vet deleurs dérivees, rappelons quelques théorémes connus

1 ("). Les premicres dérivées d’un potenticl

. ,
V= /l‘, log —clm,
m ’
dont la densité K est supposce finie et intégrable, sont continues de ma-
nicre que, pour dewr points v el o du plan quelconques dont nous (ési-
gnons la distance par r,,,

S

abs. !

(

const.lin. max. abs. Er

r)V’ l A%

m n

!
X

ot A estun nombre posiif ‘quelcongue salis fuisant al'inégalite

et ot la constante finie ne dépend que du contour 5 el du choix de b,
b descgnant une dire tion quelconque; on aura toujours

(_LY
ol

Cconst. fin. max. abs. K,

o la constante finie ne depend que du contonr .

(1) Clo A Kown, Untersuchunsen zur allgemeinen Theorie der Potentiale von [fla-
chen und  Rivmen ( Sitzungsberichie der Bayerischen Akademie der WV issenschaften,
t. XXXVL 1906, p 25). On trouvera dans ce Mémoire le théoréme analogue pour 'espace
a Lrois dimensions. Foir aussi mon Mémoire Sur les équations de élasticité (dnn. de
UEc. Norm., 3¢ série, 1. XXIV, 1907).



534 A. KORN.

IT (). Les secondes dérivees {’un potentiel
. ' ]
V= /Elog—dr,;,
. - r
“i

dont la densite B est supposée continue de manicre que, pour deux points 1
et 2 de w quelconques dont nous désignons la distance par 1.,

|E,—E,[ZA7,, A représentant une constante finie, o <2 <1,

sont continues el a l'intérieur et a ['extérieur de o, de manicre que, pour
deux potnts v el 2 quelconques de Uintérieur et deux points i et 2 quel-
conques de Uextérieur de 5 dont nous désignons la distance par r,,,

EAY

0*V .
9 Jdh ol

dhdh’

abs. }

(

; = (const. fin. A + consl. fin. max. abs. E) 7%,
1

ot les deux constantes finies ne deépendent que du contour o el du
nombre n, h et (/e'.s'igna//l deux directions quelconques; on aura tou-

jours
l 7%

TR ‘ Zconst. fin, A -+ const. fin.max. abs. I,

ot de nouveaw les deux constantes finies ne dépendent que duw con-
tour s el du nombre A.

HI(*). Soit O une fonction quelconque continue sur le contour s dont
les dérivées premicres sont continues sur s de maniére que, pour deux
pornts 1 et 2 de 5 quelconques dont nous désignons la distance par r,,
06

PE;

07

do

i

abs

\
o

2

A/"h, A représentant une constante finie, o = % <213

/

f
1\

alors la fonction harmonique O de Uintéricur de 5 possédant les valeurs
limites ) au contour o aura des dérivees premicres dans o conlinues de
maniére que, pour deux points 1 et 2 quel onques de o donrt nous dési-

(ty A. Korn, Lhid., p. 22.
(%) Ib., p. 19; la constante )’ fligurant dans ce théoréme peut étre posée = h.
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gnrons la distance par r,,,

0h

abe | 29
dl)h.? By

ok

00 |
2

%:"g(cunsl,. fin.A + const. fin. max. abs.6) s+,
1

ot les deux constantes finies ne dépendent que du contour s et du
nombre 1, h designant une direction quelconque.

Les fonctions U, V, délinies parles equations (ro @) et (10 b) anront,
en raison des lhomvmvs I et TH, des dérivées premicres continues
de manicre que, pour deux points 1 et 2 de o quelconques dont nous
désignons la distance par r,,

e 12U, QUGN e
o) S di)s.( A L Wl,S const. fin. max. abs. fr4,,
1
" ( abs 1AL ()\ ! const. fin. max. abs. fr?
a 1o 2..— ()/1 {const. n.max. abs. fr,,

ol A est un nombre positif quelconque satisfaisant & P'inégalité
(20) 0 < h <<

et on la constante finie ne depend que du contour 5 et du choix de 2,
A désignant une direction quelconque.

De plus, il est évident, en raison des ¢quations (10 @) el (10 b) qui
définissent Uy, Vi, que la fonction

JdV, dJU,
dx dy

est harmonique & Vintéricur de g ef

7A% ol .
"0 20 const. (in. max. abs. f,

(21) o dy

la constante finie ne dépendant que du contour &

On déduira maintenant des ¢quations (rva), (11 b)), qui définissent
U Vi(j=1,2,...)4 I"aide des théorimes et HI successivement,
que pour un / quelconque fini les fonctions U; et V; auront des déri-
vées premicéres continues de maniére que, pour deux points 1 et 2 de o
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quelconques dont nous désignons la distance par r,.,,

U ; I
;xl)s‘.; %[71—’ ” ,i)[/z ; max. abs. fr7, J
(22) . ! , J T 2 s
( abs.s %l — [%-I-—"Uzc, max. abs. fr}, \

ott la constante C; est finie pour un ; fini quelconque etne dépend que
du contour s, du choix de A et de /.
De la méme manitre que U, V; (f =1, 2, ...), les fonctions

oU, oV, v,y

dz dy = oz Jy

sont harmoniques & 'intériear de o, et 'on a

JavV,; JU;

Zc¢; max. abs.
Jx dy / S

(23)

ot la constante ¢; est finie pour un 7/ {ini quelconque et ne dépend que
du contour 7 et de /.

3. Formons les intégrales

o ()L/ I)Vj 2 ()V, ()“j 27 .
(2[]) ll“./‘.)\ —()—L‘~ (/}’> -+ (_(—)—;_—_47)’,) J oy

alors une transformation de Green (') nous donnera

e T 0 ()UJ ()Vl <()v, ()Ul
IJ——f,‘,é Us ()L’((}L —}_W) o\ oz 'J;,‘)]
.‘() oy, A Jd [0V, U\ )
+ Y Jy (%— +_‘7.?>+()r<()x )Jsd"’
/! y(ﬂ& R VT T
/,,( [1_ oz -+ Jy >cos(w,) T 3y cos(vy)

[ /9y, dV IV, 0U;

(1) Pour procéder en loute rigueur, on fera d’abord la transformation pour l'intégrale I
étendue sur I'intéricur d'un contour ¢ lout intéricur de o, et on laissera ¢’ s’approcher
indéfiniment de =
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done, d"aprés (11 a) et (11 h),

=t V(2

A ’,\ I J, / A=), ") ]o;:ll.zlr., cos(ea)

am,/ |\ dx dr ) J)j W\ dx dy
) (r)v./-,,1 Iu;_, 1 . .
— 7)‘.:?‘[' . ——————()y log = doy cos(e) )—
oV, r)U/-> J [/oV;, 00U, I ]
el e - L o~y lz
< da Jdy av /(,( dx oy > log r o S( ’

en désignant par ¢ la normale intéricure de o, ou, i Paide d’une nou-
velle transformation de Green,

(25) I = /<QX/ _ f’l’z) (N ﬂ{f;,'.> Lo,

J\ D dy )\ T ox Ay

De cette identité nous conclurons, en nous servant de inégalité de

Schwarlz,
e / ( WV, i,.".’f)ﬁ(/,,, / (Vi 0&.1)(/
/ J N de ay Jo\ ox dy ’
AT oUj 1\
lj./,,, <~();~— — w})v ) oy
done
oV dU
(26) l./ '[)<m —_— —-"—'—"().)/ Cl’b)
St nous pouvons démontrer Pinégalité
] A
OV, U, ol oV
. ALV A LAPELE VS
(27) ./m ( d. Jdy tho. (,/m( i + dy ) o

ol la constante finie ¢ ne dépend que du contour o, on aura

WA AU, _\? . ¢ .
(28) [ (5= ) e e
LY,

ol L est un nombre positif satisfaisant  Pinégalite

(29) o<1

Ann. Ee. Norm., (3), XXV. — Dicrvpri 1go8. 68
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et ne dépendant que du contour 5. Alors on aura, en raison de (20),

[/',E L-l/-i
et

(30) 1,1,L/= const. fin. (max. abs. )%/,

ou la constante finie ne dépend que du contour 5, nullement de /.

Nous n’avons done, pour démontrer inégalite importante (30),
qu’d démontrer inégalité (27), ce que nous ferons dans le numéro
suivant. ‘

4. Nous démontrerons le lemme suivant :

Lemve. — Sotent U, V deux fonctions harmoniques de l’intériewr o dec
dont les derivées premiéres sovent continues de manicre que, pour deux
potnts 1 et 2 de o quelconques dont nous désignons la distance par r,,,

ule.s i)JJ U )

~| — | = sonst. fin. 7%

Ok |, ‘r)/& 15 cons 12 )

3 ' ! o< A ,
(50 s 1OV Y o =
ans. ’ ()/I* 2—“— —(772- 1(, const. lll.ll2

h déstgnant une direction quelconque, el supposons

(32) /.<()V Q—[—I> dn =03

Jo N\ dy

alors on aura lowjours
oV gU\? /ol AA%
33 / — dw:c/(—- + =) dw
( ) J,, ().2’) ().Y < . | o ()'/). ),
ou la constante finie ¢ ne dépend que du contour .

Voyons d’abord que I'inégalité (33) est vraie pour un cercle de
rayon Rayant son centre dans Porigine. En raison des suppositions (31),
nous pourrons représenter les fonctions

A% ol oU A%

gz "9y 9z "oy
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en séries trigonométriques :

oV S . :
.3—; — 3—? = Z/I'I(Aj cosjo + B;sinjo).
(4 U / ;
;)—L -+ :—j—?- A, Er‘r-/ (A sinjo — B, cos/o),

1

en posant
‘ T C0S Y,

(35) )

|y —rsing,

ol les A, Bisont des constantes en ayant égard & (32) ef aux identités

0 oV oUy (/f).‘l oV
(36) D\ Jx W) - Ay \dua dy lans Pintéri ,
(36 e 0 [0V OU\  a oU gV dans Pintérienr de o.
dy \ dwr 4).)’) T o ( g - ()‘,V) ]

On conclura de (34)

' ()V l)[I 2 . r’”‘. 7T 249 9 e
/(\7)_7 —_ ;_)_)_/> oy - 2‘1 ———*———9"/. T a R2/ (A/ -+ l)j )a

M)

*/oll oV 2 N T )
N =N 222 (A2 2y 4 T RZA2:
/((} ) o= BT (AT B - mROALS
i 1
donc
1OV oUN?, '(()U v\
(37) ‘[,(\()—’-—— (—;;) (lm,,/m —()—;+W> dw;

la constante ¢ est pour le cercle égale & unité.

Procédons maintenant & un contour s quelconque, sous la seule
supposition qu’il posside en chacun deses points une tangente unique
et un rayon de courbure bien déterminé et différent de zéro. 11 est tou-
jours possible de trouver une transformation (') par laquelle Pinté-

(1) M. Poincard s'est servi de parcilles transformations dans son Mémoire : La méthode
de Newnann ot le probléme de Dirichlet ( Acta mathematica, 1. XX, 1895 ). On ne saurait
pas toujours trouver ces transformations dans Uespace a trois dimensions, mais ces diffi-
cultés n’existent pas dans le plan; existence de ces transformations dans le plan peut
élre rigourcusement démontrée (A, Korn, Lehrbuch der Potentialtheorie, 11, 6° Partie;
Ferd. Dimmler’s Verlagshuchhandlung, Berlin, 1go1).
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rieur de = est transformé dans I'intérieur d’un cercle = de rayon fini R
dont le centre est situé dans 'intéricur de o, une transformation

(38)

jouissant des propriétés suivantes :

X et Y sont des fonctions de 2, y continues avec leurs premicéres
dérivées d intérieur de o, et les premiéres dérivées sont continues de
maniere que, pour deux points 1 ¢t 2 de  quelconques dont nous dési-
gnons la distance par r,,,

o f1exX oX )
(3 ) S abs. ;)‘z 2'— "")7[‘ ‘5 S const. f“l I T
’ abs | d—Y — »UX - “counst. fin. r”
"ok |, wh If e

ou A est un nombre positif quelconque satisfaisant a P'inégalite
(40) o< A1,

et ott la constante finie ne dépend que du contour o et da choix de A,
A désignant une direction quelcongue.

2 et ysonl des fonctions de X, Y continues avee leurs premicres
dérivées, et les premicres dérivees sont continues de maniére que,
pourdeux points 1 et 2 de Q quelconques dont nous désignons la dis-
tance par r,,,

abs. g '5const fin.r},,

()H RPN

(47) |9y il
abs.( —|5H 1g;const fin. rk,,

H désignant une direction quelconque.

oX 09X dY 9Y 2, . R i ,

9z’ oy’ 9z’ oy " peuvent s’annuler en méme temps dans aucun
point de .

dx dx dy dy

oX’ dY’ X’ 9Y
temps.

ne peuvent s’annuler en aucun point de Q en méme
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Chaque fonction harmonique de o est transformée en une fonetion
harmonique de Q, et oice versea.
La transformation satisfaisant & toutes ces conditions ext L transfor-

mation conforme

(42 a) X4+ ¢Y = fx + iy),

\

ou
Hologla—Eaeriy 0 ds

(hab) Sl +iy)=|wr—a +i(y—>0)] ¢ Ve ,

a, b représentant les coordonnées du centre de X, et %, 4 les coor-
données de Vélément dsy 1, La densite de Green () du contour s
correspondant au pointa, b (*).

On sait que cette transformation satisfait a toutes les conditions
citées ci-dessus, st nous supposons, une supposition qu’on flait, du
reste, pour (outes les investigations de la théorie du potentiel,
qu’aucune droite ne peat couper o dans un nombre indéfing de points.

Soient maintenant U et V deux fonctions harmoniques de o qui sont
transformdées en deux fonctions U et V également harmoniques de Q;
supposons que U et Vsatisfont aux conditions (31); alors U et Vsa-
tisferont v de pareilles conditions a intéricur du cerele X5 supposons
encore écalité (32)5 nous ne pourrons pas conclure qu’on aura aussi

(V00N
Jo\dX ov)""‘ ’

parce que Pélément do transformé d'un élément do de Pintérieur

(1) La densité de Green L, est définie par 'équation

) { [
/S felog ! ds = log

pour chaque point &, 4 de o, si nous désignons par B la distance

(yb)y— (&, 7).

(?) Cf. A. Korn, Lehrbuch der Potentialtheorie, 11, p. 275.
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de w n’est pas égal & 4w, mais on aura

(43) do— 12 T,
ou
(44) /ﬂ:<%>‘3+ (9()_}()2

est fini et différent de zéro pour tout I'intérieur de .
Soit C une constante choisie de manicre que

rdV oU —_
(45) /g)(—d;—ajﬁ—C)dm_o,

et posons

B dx  dJy - JX aY)or \oX T IY

oU 9V oU oV oX aV o0\ 9X

- — = pufis Z e I I .
468y Gz = (ox + av> gz <ax oY) oy =1

alors on aura, pour U'intérieur du cercle X,

BCA T
(47) S oX T 9Y’
7 |ov __ow
LY T oX
(48) [0 =,
Ja
et I’on conclura comme auparavant (p. 53¢)
(49) [0 ] W 7.
Jo J0

I’égalité (32) entraine 'inégalité suivante :

( / <£Y_ — ﬂl)ﬁflm = j/.(l)2 dny,
) ox ().y e o

(50) ¢

A% 2 o SR
( ./ (3—- — %_[:I do= ,;’/(l)'-’ dm':f_‘g»/‘lf“' dw,
w @ Y 1 49) Q

oy =

o,
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si nous désignons par g le maximum de £*. D’autre part, on a

(51) /S;IUZEZ /( d(,),

st nous désignons par g’ le maximum de F; done
' { "o \?
(Ha) /(ﬂ——dj> /.)“(‘/(Q[——F{)X, d,
Jy\ox dy J, e )
ou
(53) c=g4

est une constante finie ne dépendant que du contour o
C. Q. F. D.

5. Pour démontrer inégalite (27), de laquelle nous avions besoin
b )y
pour arriver au résultat (30 ), il nous reste & prouver que les fonctions
successives Uj, V; satisfonta Ta condition

e ’ .(i\_/i AU
(54) ‘[)( T a7 ) dw -~ o.

D’aprés (1o b), Uy el V) s'annulent au contour ;5 on a done

. |
/ ((-)—\—/—'—' — ()—I'—’) oy 2 /[ U, cos(vy) — Vycos(va)]ds = o,

iy N o.r ()')’
et 'on aura, d’apreés (11 6),

/(%—‘j’ U doy = / [Ujcos(vy)y—V;cos(va)| ds,

w \ ()v
oV, ol rorr J ((oV; JU; 1
/m<_()7_ . (),,__ oy TE ,,[ cos(v) )Ty/“(T — Ty )I(),.,;r/m
J A ol
- cos (v ) — gr) <_d.'1: —- ——(7;—- log —rlm:’ s,
ou

3 ()V/ ()[J/" . /. ()V./' 1 ()[]j__1> .
/(()—L T Uy )d"”j Jz ay )4

w
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on trouvera done en ellet, successivement,

) ()Vj ()U, . . o .
[ W—w)dm—‘3 (/'—I:~‘:"')7

N

la démonstration des inégalités (30) est compléte.
Nous avons démontré rizoureusement que les fonctions successipes
U;. V, définies par les équations (10) et (11) satisfont aux inégalités

— ()Uj ()VJ 2 (()Vj ()Ul>2] - - e . , oY J
(55) l‘/=~/m'[(_(7; -+ 7)7> -+ 7;—— ?5/— ’ (ZO)(IOLJ<B(HLU\. abs. /)2L/,

ott B est une constante finie ne dépendant que du contour s el ne depen-
dant nullement de j, et L un nombre positif satisfaisunt a Uinégalité

oZL <.

CHAPITRE 1.

SOLUTION GENERALE DU PROBLEME PROPOSE POUR UN CONTOUR G QUEL-
CONQUE, SOUS LA SEULE SUPPOSITION QU'IL POSSEDE DANS GHACUN DE
SES POINTS UNE TANGENTE UNIQUE ET UN RAYON DE COURBURE BIEN
DETERMINE ET DIFFERENT DE ZERO.

. Pour tirer de (55) des conclusions concernant la convergence
des séries (15), nous aurons besoin des (héoremes suivants, dont la
démonstration est connue pour I'espace de (rois dimensions :

L("). Soit k une fonction continue sur o de maniére que, pour deux
points 1 et 2 de o quelconques dont nous designons la distance parr,, ('),

| ky— Fey |2 A%, A représentant une constante finie, o << <1,

et posons
W :;/ /;ﬂ:“(_"“_),,(g;
o r

(") Cf. le Mémoire c¢ité auparavant (p. 533).
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alors la _fonction

cos(rv)
—do

W= (W W)

aura deja des dérioées premiéres continues dans tout Uintéricur de =, de
maniére que, pour dewx potnts 1 et 2 de o quelcongues dont nous dési-
gnons la distance par r,,,

IW,|
oh |

:1hs‘.§

OW, | ) - o
Ih Ils (¢y A -+ ¢, max. abs. L)rt,,

ot ¢, ¢, sonl des constantes [inies ne depenlant que du contour s et
de ., en désignant par h une direction quelconque.

(). Soit i une Jonction quelconque continue sur o de maniére que,
pour dewx points v el 2 de s quelcongues ('),

[Ty — 0, | Art,, A représentant une constante finic, o <A <1,

el soil ) la fonction /mrm(m[//ue de o ayant les valeurs limites ) aw con-

a: [ 1
— | Glog—d,
vt /m S

sera conlinue sur o de maniére que, pour deux points 1 el 2 de 5 quel-

tour ;5 alors la fonction

y=0 2
- T

¢

congues dont nous déstgnons loa distance par r, .,
. A ¢ AR
| So—/S1] [eA -+ Emux.uhs. 0)/'{2,

e dlant un nombre positif qu'on peut chotsir aussi petit qu’on veut, el en
désignant par ¢ une constante finie ne dépendant que du contour s el
de h.

Les démonstrations de ces théorémes sont absolument identiques
aux démonstrations des (théoremes analogues pour Pespace & trois
dimensions; nous n’avons qu’a expliquer pourquol nous devons

(Y Cfle Mémoire ¢ilé auparavant (p. 533).

Ann. Fe. Norm., (3), XXV. — DeceMere 1908, 69
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poser, pour le plan,

= 2| d* [ 1
f—e——‘;; Wpia]og;d(:) e,
pendant qu’on doit poser
z 1] 0? dr
S=0=zlow f "l

pour I'espace & trois dimensions.

Il suffit, pour s’assurer de cette modification, de démontrer le théo-
reme pour un cercle; 'extension & un contour s quelconque, qui
ne suffit qu'aux conditions qu’il posséde en chacun de ses points
une tangente unique et un rayon de courbure bien déterminé et dif-
férent de zéro, est absolument identique & I'extension du (héoréme
analogue pour espace 4 trois dimensions d'une sphere i des surfaces
plus générales.

Dans le cas du cercle de rayon R, nous pouvons développer 0 en
séric de Fourier pour chaque point (r,9,) de U'intérieur :

‘."’,‘ BV
= ao—{—ZI <IT{1> (oj cosjo,+ Bysinjey),
1

en posant
x =r,;cosg,

y =rysing,,

et en prenant 'origine pour centre du cercle.
Alors, on aura

g I . Y . R R\/ . .
l}@lng;dm:nl%aologz ~+ ﬂzlm <;> (ajcosjo -+ Bysinje)
X 1

pour chaque point (pe) extérieur;

0® 1
(—);EA/(DG l()h ;’d(n)

0t [ I
—_ W\/wglog-,:db)

donc

TN, . ..
e: oLy + -2—2‘:/(09- cosjo + 3, sin/¢),

—— T, ;

= 2
s
€
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on arrive donc au résultat remarquable que U'expression

0* 1
W[Q I()g‘; dw

)

o2
™

e

est constante au cas de la sphere, si 0 est harmonique a Pintérieur, et
le théoréeme est démontre pour le cercle; Pextension aux contours
plus généraux se fait absolument de la méme maniére que, dans Ues-
pace & trois dimensions, Uextension du théoréme analogue a des
surfaces plus générales.

2. Nous allons démontrer maintenant (qu’en posant

: LY,
(56) b= Jd.r dy’
(57) P =0,

0

la série P est absolument et uniformément convergente dans tout
Pintéricur de o et qu’elle représente une fonction continue de ma-
niere que, pour deux points 1 et 2 de o quelconques,

(58) [P, — Py| amax.abs. /17, (o< h <),

en désignant par z une constante finie ne dépendant que du contour o
. - 1
<ct du choix de A qu’on peut poser par exemple = ;)-

La convergence de la série P dans Pintériear de o, & une distance
finie, mais aussi petite qu’on veut de o, peut étre tirée directement de
Pinégalité (55), dapres laquelle

) . [ {

/ P* iy const. fin. (max. abs. /)2 L/ (o< L <),
“ 0

Car nous n’avons qu’a construire, autour d’an tel point (=, y) sé-
paré de o par une distance finie, un cercle de rayon R tout intérieur
de o alors on aura

.
P, y) ::m/.l,",-r/w,
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ot I'intégrale doit étre étendue sur Pintérienr du cerele; done

IPJ(J:.}/)IET#\//PJE dw /(lmfﬂ«{-g\/ / P; dw=R2,

(59) [P,-|§§max.abs./;\f (o=A=\L<1),

si nous désignons par v la distance la plus petite du point en question
au contour s, et par 8 une constante finic ne dépendant que du con-
tour 5. La série P est done, en effet, convergente pour chaque point
sépart de o par une distance finie.

Mais cela ne suffit pas; il faut démontrer aussi celte convergence
quand on s’approche indéfiniment du contour s.

D’apres la définition (11) et la méthode de la moyenne arithmétique
de M. Neumann, on aura

‘r » < h)
U= _1_/'()[, (,<>.s(r))dg+xj“
/e On r
(60)
B 1 OV cos(rv)

Vj P E‘//’: W -—-—7-———- do +- X‘/'Qv
en posant
. AV dU ;-\ !
6 I, — ..'_ oy U At} o -l
(61) I v m< = 5 )loh ~ o,

ot les intégrales /(loivvnl, otre ctendues sur tous les elements ds (2, 1)

" g
du contour o ¢t ou X;,, X;, sont des fonctions continues avee leurs
premitres dérivées, de manicre que, pour deux points 1 et 2 de o
quelconques dont nous designons la distance par r,,,

X; ; .
uhs.% ()()/;‘ — ()()X/il g"' const. fin. max. abs. P;_, %, d
\ 2
(62) (10X, [0X la - o<h<u,
e :11)5.)|—()/—I/’ ) ()]'1’3 lsijcnnsl,. fin. max. abs. P;_,r?, ‘
' - /

ol la constante linie ne dépend que du contour s et du choix ded, 4 de-
signant une direction quelconque. En effet, d’aprés la délinition (61),
oW, oW,

les dérivees —£, = sont continues sur = de maniere que, pour deux
Jdc - dn
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points 1 et 2 de s quelconques dont nous designons la distanee parr,,,

o, O ; . .
abs.$ | — L 2 const. fincmax. abs, Py ok
[l JE | 0F |.§~ e
OV ; oW ; .
abs. I — L1 V= const. fin. max. abs. P, r*,
3 o1 )2 on ‘ ; I J=1"19y

dapres le théoreme 1 (p. 533)5 on tire, de ces inégalités, les inéga-
lités (G2), a Faide du théoréme I (p. 534) et des ¢quations (Go ).

().Ifj ()'lrj

D’autre part, — sont les fonetions harmoniques de Pexté-
; |

de )
. , . . l,.l‘yll‘ ()EII"_
rieur possédantles valeurs limites —=, ==L au contour ;5 on a done

7 i
aussi, d"apres la méethode de M. Neumann,

oV, 1 / O cos(r)
— e e e Ll - :
dy T, ) On FEE Vi )
63 a lextérieur de
(63) o O, cos(ry) extéricur de g,
Il = - ~—v,—~~—~——-—(/f3' -+ ng
dx T Js V¢ r

ot les fonctions Y;,, Y, jouissent des mémes propriétes (G2) de con-
tinuite & Pextérieur que les foncetions X, X, a4 Pintérieur de .
A laide du théoreme 1T (p. 534 et des inégalités (22), on s’assurera

facilement de la validite des formules

J O, cos(rv)
—_— [ —()—E-— ——1/0‘

v r

O[Oy cos(rv) } -----

dv 10k /

7

L]

9 /'fiL"x cos(ry)

0 /'()‘l"l cos(rv)
- IR A -
l/‘n A ~

- — _,G'
dv. . da 4

i

et on trouvera ainsi, 4 Paide des cquations (6o ) et (63 ),

U ; )2\ ,
i ) v Ay v,
(64) ' aV, d* W 7
Jdv D dy|, T
ou les fonctions
/ AN i ayY
Vi v |, v |,
7 — (/ij ()ng
TET 0w |, M|,
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sont continues sur ¢ de maniére que, pour deux points 1 et 2 de o quel-
conques dont nous désignons la distance par r,,,

(65) z “Zj, la—1Z;1 |4 } = const. fin. max. abs. P, _; 7%,

{172 ):— | Zj2 1| = const. fin. max. abs. P, 7%,.

Comme on a

. I 0 ()Vj_1 ()U! |> o I .
v+ L2 ( St — S g Lo =

X 0 ()Vj_1 dU_/.__,) o 1 .
Uj'—"2—7;5;1‘bm<——(rr——'—()7 lub,_dm__o

au contour o,

on aura du coté intérieur de o

d vt 0 [[/dV,—, dU,_, o1
a—; I:V/—i—' -2—71'- %/m< )z —_ ()y >]0b ;_([0)]
. - ()Vj I 0* ' ()Vj__1 ()U/*»l> rl ]
__cos(v.z,)[-—()T—k;E ().r()v/m< 9z oy [o{,;(lml,
9 x IV, U,
-(-)—J;[Uj_?ﬂ ()}/ < 0w -—-——)) )IO —C[G l

. l oy _l_ 02 / ()Vj_1 . ()Uj 1 “._l_ .
- COS(J},)[ v 21 Jy dv m( Jx dr log r o5

done, sur o,

()Vj ()Uj - de,1 ()Uj--~l l)V

— —L 4 T L eos(v )—-()—chos(v
ox Jdy — dx Jdy gy oS gy Costvy)

1

O OV, U
2 W‘/m< dez " dy )IO{’ o

’

ou, d’aprés (64),

ov, 0JU; oV,_ JdU,_ 2w, 0*W; . .

Eci"?}_: or 03/ S| e | e cos @) — 2y cos (v ),
. 1 1 7K

(66) P,= ?j.l)/',.1‘—' -?:gl’j,,l ()Vi/lj 110“—410) ;4— 1; (J=1,2,..),

ou la fonction Z; est continue sur o de maniére que, pour deux
points 1 et 2 de s quelconques dont nous désignons la distance
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par .,
(67) abs.||Z;l.—|Z;],| = const. fin. max. abs.P;_,r%, (o <A<1),

la constante finie ne dépendant que du contour = et de k.

3. Nous savons, d’apres (22), que

(68)  abs. H Plo— [P f = b, max.abs. f.r},
et (f=o0,1,2,...),

(69) |P;|Z a; max. abs. f

olt @; el b; sont des constantes finies pour chaque / fini, ne dépendant
que du contour 5 et de 75 & Paide de (66), (67) et du théoréme 11
(p- 545 ), nous allons démontrer les inégalités

| ajzy¥s

(70) | 6,2y,

ou y est une constante finie ne dépendant que du contour o et de A, et
ou
(71) oZl<.

Nous tirons de (66), a Paide de (67) et du théoreme II (p. 545),
Pinégalite suivante :

(72) bj?<i+5>bj—1+'§aj—n

ot ¢ est une constante finie ne dépendant que du contour o et de &,
et ot & peut etre choisi aussi petit qu'on veut. Nous choisissons ¢
assez pelit pour que

I
(73) L= = e <1
alors on aura

(74) bjZpbja+va;,
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ou v représente une constante finie ne dépendant que du contour o et
de A.

Soient maintenant O un point quelconque de g, O" un point de sa nor-
male intéricure séparé de O par la distance r;; alors on aura, 4 cause
de I'tdentité

[Prlo=[Pjlo=+=}Pilo—1Pslo]

et en ayant ¢gard a (59), (68) et (74),

(75) a/z%Af+(ub,-_1 tvay_)rh

Choisissons un nombre positif 7 de maniere que

7

(76) A<m=NA""<r,
et posons
( LN/
(77) rp=\A"") 5
alors nous pourrons écrire linégalite (75) de la maniére suivante :
(78) Wi B+ (b vy ) m/.
L. . R . e, . v
Additionnons (74) et (78), apres avoir multipli¢ (78) par pt alors

on trouvera

(79) b+ %a,?jp.(bj_i—l— ;)Iaj_ 1) -+ l’%ﬁ- =V <l;/w,+ ia/_1> l m/,

ou, en désignant par /un nombre satisfaisant a P'inégalite,

(80) a g < i<,
n
et en posant
1 v m
(81) r'a’j:Z]<bj+ [_j,”f)’ l’-:_-—l—<1,
(82) SiZ a1+ (A +=Bg)l/,

ou nous désignons par A el B deux constantes finies ne dépendant
que du contour ¢ et de A. :
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Apres avoir obtenu Pinégalite (82), nous nous servirons (une
méthode employée par M. Liapounofl (') & une occasion semblable ;
nous écrirons (82) dans la forme suivante :

A _ A )
Sityg (é/ s ’|§> (t-+=Bl7),

et nous en tirons
Fne %‘"t(;,n,+’i\_><l+m')(n+wﬂ) (4 B,

Le produit
Q=0 -+B)(+DBl). ..

est convergent, puisque £ <1, el 'on aura

A/ A
g+ B ~,»'7'0 -+ m Qs
done

(83) gL,
ot I est une constante finie ne dépendant que du contour o ('), et
Pon trouve, d’apres (81),
Vo
/)j—!—- pa,, l-/,

a; " Tyl

5

(o~ (<),

|
(84) ;

ou I'y et Iy sont des constantes (inies ne dépendant que du conlour o
done

% — ’Lllj =T, max.abs. f U/,
(85) ’
R AT, OV, OU L) e .
.:I)s.( P Rl bl i I'y max.abs. flry, (Y).

Ge résultat obtenu, nous t(rouvons, & aide des théortmes I, 11

(') Lisvounorr, Swur certaines questions qui se ratlachent au probleme de Dirichlet
(Journ. de Math., 1898, p. 278 ).

Anu. Ec. Norm., (3), XXV. — Dicevne 19o8. 70
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(p- 533-534) et d’aprés les définitions de Uy, V,
10/
|Vl
o0,
dh
o,
ah

£§C max. abs. f/,

ZCmax. abs. f U,
(86)

e

\ abs. i
|

o/z)—\()/l % .
oV, (Vs '1 i ZCmax.abs. f¢/rk, (1),

ok |, | ok

ol % est une direction quelconque, C une constante finie ne dépendant
que du contour ¢

4. Nous avons ainsi obtenu le résultat :

Soit f(«, ¥) une fonction donnée a l'intéricur de o, finic et inté-
grable, et telle (*) que
A[/lorr_dm__mf,

W

alors on peut toujours trouver deux fonctions U et 'V continues avec
leurs premicres dérivées a l'intéricar de o et satisfaisant aux condi-

tions

t J

A *ﬁgzﬂfbg—dm(

P a l'intérieur de o

1

A Y gyffIOg—dm S

oV ou
am 0yf< — ) Vo5 "“’)
Ve_ L oV _ f)_[{\ o au contour o,
T am dx w(aw ()‘),) g . aw

. 5 i . . .
(1) Nous pouvons choisir, par exemple, h = 5 pour ne plus avoir loujours a répéter

que I' est aussi dépendante de .
(2) Cf. la remarque page 530.
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et a la condition que
oV oU

Jdx dy

soit harmonique a intérieur de o. Pour trouver ces fonctions on doit

former successivement les fonctions U, V,, V,, U; (=1,

nies par les ¢quations

‘ oA
AUO—— ZT’;T- I;LK;/.IOI,;([G) )
) . Y a Uintéricur de o,
I
AVy = — o= (;——y/flog—dm ’
Uy=o
° ( au contour o,
Vo=o s
AU; = o
/ ‘ a Pintéricur de o,
AV, 0 S
U= L (7()— / IV — 0!.’1.:‘) log ~': o (
2 dy J,\ dx Jdy 7 au
Yy O [N U | contour o
am dx ), da

alors les séries
U=0p+ U+ Uy+...,
V=V, V,+ V,+...

seront les solutions du probléme proposé.

2, ... défi-

(/=1,2,.2);

La convergence est absolue et uniforme pour ces séries, ainsi que

pour les séries

oU aU, U, N 00U,

9T ok T ok o oo
OV _ oV, oVi 9V,
ok ok "ok T Ton T

h désignant une direction quelconque, et les fonctions

ou oV
ok’ Ok

sont continues de maniére que, pour deux points 1 et 2 de o quel-
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conques dont nous désignons la distance par r,,,

of oh

=3

o |3 35

abs. %

= const. fin. max. abs. fr},,

ot A est un nombre positif quelconque satisfaisant a la condition

o< AL,
et ou la constante finie ne dépend que du contour o et de A (*).

5. Deux fonctions quelconques ¢, ¢ continues a U'intéricur de o,

s’an-

nulant au contour s, peuvent étre représentées de la maniére suivante :

i du  dv tJd [/ du’
U—=—— < -+ — Iu'r~(lm-|— —_—
r Jx Jdy

27 c)x dx  Jdy

(87)

TL‘()}’

L1 J *ldu dy ]wla'm—-—-!— 0 f(()o du
C= T an dy J, (()x ()y> r om dz J, \dx  dy

) log - cl(,),

) l()”' - do),

si les premicéres dérivées de «, ¢ sont continues de manicére que, pour
deux points 1 et 2 de © quelconques dont nous désignons la distance

g (o<A<<i)

par ry,,
abs.{ % % 5 const. fin. 7%, ’
2 1
abs.§ % — l% f_.’;cmnst. fin. 7
2 1

donc, si nous posons

w=0 ~ L 0}/‘/ (()V

(v—-V—i— 1 d <()V

(88)

21 0% Jdx

> 10"— dw,
r

oU"

1
— 5;) log,—;dw,

(1) Si f remplit la condition

{ f2— fi] Z const. fin. 7,

on peul méme démontrer la continuité des deuxicmes dérivées -—— ———: 1
! oh ol" oh oh'’

n'insislerons pas sur ce point.

(°'<)‘<l)1
02U oV

nais nous
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on aura

u~-—-——l——l)— .((—)—l—J-i—()V I(“ it
o T amde ) Nde o Oy IR
(59) , a0 / U oY
o oamdy.), Jx ()y ) o8
|« [ ue :
(90) ? 5 au contlour a
0==0

Puisque les premicres dérivées de

ou A
/({h ) log —rlm

ne sont pas discontinues e¢n passant 7, on a aussi

o I)l ()V
/ ) l(w— doy = o, au contour o;
done

] \'
(91) [(:—jil 4 J ) log —dm_. 0, au contour g.

Enfin on a, d’apres (88),

. D Qv dU oV (U, OV
(92) A<'()‘,j + ()y) "A([).T + 7)'y> A<555 - 7)7> =/
Lafonction
X o ()U A% Lt
(93) 0= 21rf,,,< +())’ log rclm

satisfait done aux conditions

(94) AAo =/, a lintérieur de o,
CP =0
(99) L au contour a,
— 0
Jdv ‘

et nous pouvons énoncer le théoréme suivant :

Tutorime [. — Soit f(x,y) une fonction donnee a l'interieur de

Q
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Jinte et intégrable, et telle (') que
Afflog%a’w =—ornf;
w

alors on peut loujours trouver une fonction continue aycc ses derivees pre-
mieres el deuxiémes a ['intérieur de o et satisfaisant aux conditions

=/ a Uintérieur de o,
o

€ .6 »e
H

|

au contour o.
o

SE

Pour trouver cette fonction, on doit former successivement les fonctions
définies par les équations suivantes :

t ad [ I
AUO_—;_;E‘J‘;'/Q)‘/.IOU;(!M?

0 a I'intérieur de o,
1 1
AVO_— 2—TE @[;flog;dm 5
Uo=0 | ont
au contour o,
Vi=o0} ’
AU, =
;=0 A lintérieur de o,
AVj—-—-O
. 1 oV, _IU;, 1 . .
U= pes 5;’[,( 0z oz )loh;(/m (J=1,2,..);
vo— _’___d__ , /t)ij —_(_)“qi;l ow . p ( au conlour o
T o oz m( dx Jdy 0g Zaw )

aU, ()V 1
/ Z < >10g——do>
dy r

representera la solution du probléme, et ses deripées secondes seront eonti-
nues a l'intérieur de o de manicre que, pour deux points 1 et 2 de U'inié-

(1) Cf. la remarque page 53o.



SUR L'EQUILIBRE DES PLAQUES ELASTIQUES ENCASTREES. 559
rieur quelconques dont nous désignons la distance par r,,,

'

abs. T

Z consl. fin. max. abs. fr},,

_ o
2 oh IR |,

ou A est un nombre posiif quelconque satisfaisant a 'inégalité
o< h<r,

et ou la constante finie ne dépend que du contour s et du choix: 'n, hh' dé-
signant deux directions quelconques ().

6. Voyons enfin sile probleme proposé peut avoir une autre solution
que celle donnée en haut.

Supposons que 2, et 2, soient deux fonctions continues a intérieur
de g avee leurs dérivées premieres et deuxicmes, et qu'on ait

(96) A(w,— @) harmonique & Pintérieur de o,
Po— ¢1==0 )
(97) 0 . au contour o;
( 5(%—@1)__0 s

alors on aura

0 [T e - | Az e

Ji Jr . Ji
L 9(m—0,) 0A(9,— ‘,91)] do
dy dy

S
— [ Fer A= g as,

ou

. . " Ay — _
(99) /[,A(’{Jz"",ﬂ1),|2(/‘:):/[(@2~@,)() (@a—q1) 9 (s CP’)A(CPz"'CPl)

d
v Jdv T

817 est I'intéricur d’un contour 5’ tout intérieur de 5.

(1) Si f remplit la condition
|fx — f1] Z const. fin. %, (o< k<),

on peut méme démontrer la continuité des troisiemes dérivées de o a lintérieur de o.
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Supposons le contour ¢ construit de telle manié¢re qu’on marque
sur toutes les normales intéricures de o les points ayant la distance p
de o, en choisissant p assez petit; alors on aura sur ¢

0(0s — 0,
(02— 90)or= (92— oa)o-+ p | 222

=

[

ou

(100 @) (92— 91)5'=¢p,

ou € sera aussi petit qu’on voudra, si I'on choisit p assez petit; d’autre
part, comme A(p,— @,) est harmonique a lintérieur de 5, on aura
sur ¢’

()A<<P2'_ CP!)
Jv

- max. abs. A( g, —
= const. fin. (9 <P:)’

P

(100 &)

ou la constante finie ne dépend que du contour o. Approchons mainte-
nant ¢ ind¢finiment de o3 alors on tirera de (99), en ayant égard
a(rooa) ct(100b),

(101) /[A(q}z—cp,)]f(lr,).:o;
-

donc

(102) A(9e— 1) =0,

(103) Py— ©; == oO.

Corovvawe i I. — 1L 2’y a qu’une seule fonction ¢(x, y) continue
avec ses derivées premiéres et secondes & I'intérieur de o satisf/aisant aux
conditions

[ ‘. I . T
Ay + p Vi Iog;dm harmonique a 'intérieur de o,
T w
9=o
d9 au contour o;

% = |

la solution du probleme proposé donnce par le theoréme 1 est unique.

7. Nous ne ferons qu’une courte remarque concernant le cas
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ol le contour ne sera pas de courbure continue, par exemple le casd’un
contour rectangulaire. Une démonstration complete des théoremes
analogues pour ces cas demanderait préalablement une extension des
théoremes 11 (p. 534), du lemme (p. 538) et des théoremes T et 11
(p-544 et 545) pour les contours posscédant des sommets; on verra sans
difficulte qu’on ne pourra plus demander que les premicres dérivees
des solutions U et V, ¢’est-a-dire les deuxiemes dérivees de @, restent
continues dans tout intéricur, mais on devra permettre dces dérivies
de devenir infiniment grandes en s’approchant des sommets, mais de
manicre que toutes les intégrales ¢tendues sur Pintéricur de o dont
on a besoin dans la démonstration donnée ci-dessus soient conyer-
gentes. En tenant compte de fa représentation conforme

oz
\/(:~— ) (z—cy)(5—cy) (5 —c¢y)

(¢4, €ay €3, ¢, Teprésentant des constantes complexes de méme module),

dl —

par laquelle Pintéricur d’un contour rectangulaire peut étre transformé
dans Uintérieur d’un cercle, on peut prédire que le théoréme Iavee son
corollaire sera aussi vrai pour un contour rectangulaire, avec la seule
différence qu’on doit permettre aux deuxicmes dérivées de ¢ de devenir
infinies, mais d'une certaine maniére, en s’approchant indéliniment
des sommets.

CHAPITRE III.

SOLUTION D'UN PROBLEME HYDRODYNAMIQUE, ANALOGUE AU PROBLEME PROPOSE.

1. Supposons unliquide doué de frottement dont I'état ne dépend
que de x, y, mais qui se (rouve loul & fait indépendant de z; soit le
contour s la fronticre du liquide dans chaque plan parallele au plan
des @, y.

Le probleme classique du mouvement stationnaire, pour le cas ol
des forces données X, Y agissent sur chaque particule (2, y), s¢ ra-
méne au probléme analytique suivant :

Ann. Ee. Norm., (3), XXV. — DECEMBRE 1908. 71
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Trouver deux fonctions u et ¢ conlinues avec leurs premiéres derivees a
l'intérieur du contour s et une f()nction p continue a l'intérieur du con-
tour satisfaisant aux conditions suipanles :

s /AA“—I;—X

(104 @) 9
‘ kAo =22 _y ! A lintérieur de o,
: dy
du  dv
/ i R
(104 b) ().c+()_y_0
(103) S =t | au contour o.
| o=0, |

[ei X, Y représentent les forces agissant sur chaque particule (z, y),
u, ¢ les vitesses, p la pression hydrodynamique, «,, ¢, les valeurs
données de «, ¢ au contour =, et on neéglige tous les termes qui sont de
seccond ordre par rapport aux vitesses et a leurs dérivées; £ est une
constante inhérente du liquide en question.

Nous supposerons les fonctions X, Y linies etintégrables, et telles (*)
que

Aj Xl()g;':t/f.)::—w'),nx,
(106) m.
A]Y lo;.;;';dm = —2nY;

quant aux fonctions u,, ¢,, nous supposerons qu’elles soient continues
avec leurs premicres dérivées sur o, et que les premicres dérivées soient
continues de manicre que, pour deux points 1 et 2 de o quelconques,

5 Jdu, dug| 1= 5
abhs. — | 0 ZA"'{» ’
(107) thd s do 15 ° ' Avreprésentant une constante finie
abs 9% | _ 9% = A 5 (o <<h <)
) do |, do |, 12

Nous résoudrons ce probleme d’une maniére générale et compléte

(1) Cf. la remarque page 530.
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pour le cas d'un contour o quelconque, sous la seule supposition qu'il
posstde en chacun de ses points une tangente unique et un rayon de
courbure bien déterminé et différent de zéro.

2. Pour résoudre ce probleéme, nous nous proposons d'abord de
trouver & aide de Ta méthode des approximations successives deux
fonctions U et V continues avee lears premicres dérivees a Uintérieur
de o et satisfaisant aux conditions

1
AV = — 7EY

. o ol AR I \
U= u,— o /)1 /' (()1 a ;ﬁ) [”57(10) '

V: . l_ *f)’ .<i)_l.] ~- i)_y_>l()ll_r"1(l(,, \
am dy.J, "

an contour a.

AU=— X
(108) ‘ a lintérieur de o,

e Jdy

i

Ce probleme résolu, on trouvera sans difficulté que les fonctions

' .
w = U L ()— ( U — ﬂ> Iog%//m,

')rn:;)l ” dw dy
' J IAY
(r10) D= Vo 9 /(Q—[— ~~r|»(~\r—>l();_:l(/m,
am Jdy,] \dw dy r
K1 VA
peh \Jr K J) )

représenteront les solutions de notre probléme hydrodynamique, si
on peut encore vérifier Pidentité

) A L ot 9V
(1171) A/ <()L —;}—l)log}.dm“——zn(;‘;+(—)"7>7

ce qui ne présentera aucune difficulté pour les solutions que nous
donnerons.
Nous formerons successivement les fonctions U, V; (j =0, 1, 2, ...)
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définies par les équations suivantes :

AUy=— ;X
(112 @) ' a 'intérieur de o,
AV,=— Y
U,=
(112 0) 3 v } au contour o,
0
AU; =
(13a) | © } a lintérieur de o,
j_—_O
L0 [LLOUi | OV, 1
T — — — — —J _d
/ 2 dx ( oz dy >logr @
(113 b) au contour g.

_ ()U,1 j,._.> .
Vi==— 2 am dyf< ox dy log = o

Il est évident que les séries

U=Uy+ U+ Uy~+...,
(114) ? V=Vo+V, V...
seront les solutions du probléme (108) et (109), si 'on peat démon-
trer la convergence absolue et uniforme de ces séries et de leurs dé-
rivées premicres dans 'intéricur du contour o et la propriété (r11) de
la fonction

,().! N ()V-
dx F 55/-

Pour résoudre ces questions de convergence, nous nous occuperons
d’abord, comme au Chapitre I, des intégrales

[T/, VN [0V, ou, .
(115) Il_\/(]:[(?; -+ _()Ty——) +<()J,‘ dy> de}),

nous démontrerons les inégalités

(116) I;Z const. fin. L/,
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ou

(117) oIL<1.

3. Les fonctions U,, V,, dé¢finics par les équations (1124), (1125),
auront, en raison des théorémes I et IIT (p. 533 et 534), des dérivies
premitres continues de manicre que, pour deux points 1 et 2 de o quel-
conques dont nous désignons la distance par r,,,

.11)%.5 "I — ()U”l %
(118) (e o Gy Crty,
PR LA

‘ ) o oh 18

ou la constante finie C, ne dépend que du contour 5 et de 4, et ou la
constante finie G dépend des fonctions X, Y, uy, 9, ('), A désignant une
dircetion quelconque.

On déduira maintenant des équations (113 @), (113 b), qui défi-
nissent U, V,;(j=1, 2, ...) & aide des theorémes IT et T (p. 534)
successivement, que pour un / quelconque fini les fonctions UjetV;
auront des dérivées premicres continues de maniére que, pour deux
points 1 et 2 de¢ w quelconques dont nous désignons la distance parr, ,,

e s;o”/t Je)
(119) ‘ " ! on |} ) GG, (J=1,2,...),
' abs. 5 lt)Vj | S
' 2 oh 1‘

ott la constante C; est finie pour un / lini quelconque et ne dépend que
du contour o, de A et de /.
Formons les intégrales

oU; aV,\: . [dV;  oUN*T,
(120) ’“/,,,[(f)w f).y)+<7)-'7'_W de’

J J
(1) On pout poser C égal au maximum absolu de X, Y, u,, 0y, %’, 7;19 et de la con—

stante A figurant dans les inégalités ro7, page 562.
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alors une transformation de Green (') nous donnera

L ' 0 ;00U 0V,~ J [0V, MQH_J_>
I’“*./m% [dx& dx ay > ()y( ' ()y
d (0U; 9V, J ()V
v
v [()}/ ( 0z - > + o r)z

— [g UJ[(%[; + %> cos(vx) — <~d—; —

i__

(e ()
o0;  dV; ov; dU,
+V; [<d.r -+ oy )cos(n)—l—(dx 5

2]
oo
)

cos(va )] ) do;

done, d'apres (113 a), (113 b),

_ ou; 9V, d ()U, 4 ()V 1 .
I,__-’:———-f( <()x dy> — )10 —dm

x)

dv
oV, 0U; ) — ()V, 1 L1 el
<():c dy)[ 9% < ()L )l()b;(lr,) cos(vy)
o)

—5. )<0U/ LGS ()V’ 1)10U——(lf.)<0\(”’)]$’1‘7’

en désignant par v la normale intérieure de o, ou, a 'aide d’une nou-
velle transformation de Green,

- : ()U_/ dV_/ ()Uj«1 ()Vj--l
(121) Ij— u)(—d_-;l—+_()7> <T”f_+7>dm.

De cette identité nous conclurons, en nous servant de I'inégalité de

Schwartz,
9= ()U ()V f/OUj~1 0Vj_1 z
12 </< dy a’m 5 (\——()x -+ oy dw,
21, f(‘)UJ 1 j“>2d<,>;
done
= ()Uj._1 ()V./“"1 2
(122) IJ<A< oz -+ —7_}/—> dw.

(1) Cf. la remarque page 536.
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Sinous pouvons démontrer Uinégalité

. ()Uj,/, ()V_,;,)'l - . * ()\ijI ()”_/ 1\ 2
(123) '/< O —+ T (1{,),,_,(,, /< oz —_ T (/h),

1) A )]

ou la constante finie ¢ ne dépend que du contour o, on aura

()Uj,q l)vj'_:,\ 2 — c
j Y] —+ N, *1\) do Z LI,
o\ dx

ot L est un nombre satisfaisant i inégalite
(]

(124)

(125) o L <1
et ne depend que du contour o. Alors on aura, en raison de (122),

et

(126) ;71,177 const. fin. C2LJ,

ou la constante finie ne dépend que du contour g, nullement de .
Nous n’avons donc, pour démontrer Pinégalité importante (126),

qua démontrer Uinégalité (123), ce que nous ferons dans le numéro
suivant.

Nous démontrerons le lemme suivant :

Sotent U, V dewx fonctions harmoniques de Uintérieur o de o dont les
dérivées premicres sotent conlinues de maniere que, pour deux points i
et 2 de v quelconques dont nous designons la distance par ry,,

ol JU
< .ll)s. —)7 ' Th IS const. fin. 74, (
(127) / IV V|| » S o<k <r1,
' .11)5.% 7 |, ()/tl1§ const. fin. '},

h déstgnant une direction quelconque, et supposons

*/oU A%
(128) L(%_*_()_y)dw“o’
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alors on aura toujours

(129) f -(E 2‘—/‘)2([0 :c‘/<ﬂ — £>2du
9 w dz - dy < w Jdz ()“)’ ”

ot la constante finie ¢ ne depend que du contour s.

Voyons d’abord que l'inégalité (129) est vraie pour un cercle de
rayon R ayant son centre dans Porigine. En raison des supposi-
tions (127), nous pourrons représenter les fonctions

vV _du dU 9V
Jdr 9y’ oJx = dy

en séries trigonométriques

U JU < . : in g
=+ T _-—2/ r’(Ajcosjo—+ B;sinjo),
(130) oV oU e
( dz — Jy = Ao+ D17 (A, sinjo— B, cos/e),
1
en posant
(131) 3 »=roose,
y =rsing,

ou les A, B, sont des constantes, en ayant égard a (x28) et aux iden-
tités

_d_(@f_ 0U>__ 0 <()U N ()V)

dz\dx dy ) dy \dx 637

3 o J ans Ii , . . .

(132) 0 QX__‘)_U>._ 0 (0U oV dans l'intérieur de o
oy \oz "oy ) T 9x oz T W>

On conclura de (130)

(29 9y,
Jdx 7)7) o

[

f 9V _ JUN,
w \JZ dy @

-

-l ™ °i1Le 5
Z s R AT B,

1
X KA+ B)) + mRIA;

1
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done

U A% _ [ /oV IR
(133) /(:)1 ¢ ) /m;;[<(_ __.(__) duy;

Jo, \dx Jdy

la constante ¢ est pour le cercle ¢gale & Punite.

L’extension du théoreme & tous les contours o se fait de la méme
manicre que Pextension du femme (p. 538), sous fa seale supposition
que le contour posséde en chacun de ses points une tangente unique
et un rayon de courbure bien determiné et différent de ziro.

5. Pour démontrer incgalite (123), de laquelle nous avions hesoin
pour arriver au résultat (126), il nous reste i prouver que les fone-
tions successives U;, Vo satisfont a Ia condition

ol A .
(134) /(()1 - ) /)(/m =0 (=0, 1,2, ...).
On a d’abord
/o, AV, o ,
(‘) (7:) ~+~ 7)»)-/— ) olor = »#.,/’, [ U, cos(var) 4+ V,cos(vy)|de—o;

les fonctions données wu,, ¢, doivent naturellement obéir i cette condi-
tion, A cause de Pincompressibilite du ligquide.
D’autre part, on a, dapres (1130,

. ' . / 0
{)(%:4 i '}7)\)—1 dny = — /,. [U; cos(vr) + V,cos(vy)]|da,

/(’()U‘ AR s _L/ cos (vary 2 ) /(()U,,-q +1\l—’)ln: Y e
S\ 0 ()y 2T de J N\ da Ay r

{2,
o [foU;, A%
+cos(vy) — Iy / (\——‘()‘;— - —-’)‘-)7——) log - (lrn] do,

ou

or * o, 2\_/_Z —"f'(()”j’l N A .
(15%) _/m( dx + dy Aw = o\ l dy o

on trouvera done en eflel, successivement,

(136) /(()U (}V )(lm:t:o (j=o0,1,2,...);

o

la démonstration des in¢galités (126) est compléte.
dnn. Feo Norm., (3), XXV, — Ducivine 1go8. 72
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Nous avons démontré rigoureusement que les fonctions succes-
sives U;, V; définies parles équations (r12), (113) satisfont aux inéga-
lités

o _ ()Uj ()V/ 2 ()Vj ()Uj>2 — af
(137) 1= ”(%‘* W>+75—77 |domers,

- w

ot C est la constante finie définie dans la remarque (p. 565) et B une
constante finie ne dépendant que du contour s et ne dépendant nul-
lement de /, enfin L un nombre positif satisfaisant & I'inégalité

o=L <1

ne dépendant que du contour o.

6. Nous allons démontrer maintenant qu’en posant

. ()U_/ ()VI
=z (_1;7’

n

(139) ] :Z/O,,

0

la série 0 est absolument et uniformément convergente dans tout I'in-
térieur de 5 et qu'elle représente une fonction continue de maniére
que, pour deux points 1 et 2 de w quelconques,

(140) [ O—0,]% alr’

29

en désignant par 2 une constante {inic ne dépendant que du contour o
et de A.

La convergence de la séric 0 dans l'intérieur de =, & une distance
finie mais aussi petite qu’on veut de s, peut étre tirée directement
de U'inégalité (137 ), d’apres laquelle

fefda):“;consl.tin.(.)*Li (0ZL<1);
(0]

car nous n’avons qu’a construire autour d’un tel point (z, y) séparé de s
par une distance finie un cercle de rayon R tout intérieur de o; alors
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on aura
| .
4 " _
i, y) = 7»_{-[—{—_] 0; dw,

ot l'intégrale doit étre étendue sur Vintérieur du cereles done

[0;Ce,y)]. ’_/r—;—ii\/ / //;'(/m/ dw - 7?;{—2\// 0% dom R?,

(141) ;0,]=*%<:Af (o< A=yL<1),
si nous désignons par v la distance la plus petite du point en question
au contour 7, et par § une constante linie ne dépendant que du con-
tour 5. La série O est done en ellet convergente pour chaque point sé-
paré de 5 par une distance finie.

Mais cela ne suftit pas; il faut démontrer ausst celle convergence
quand on s’approche indéfiniment de s.

D apres fa definition (163 ) et laméthode de M. Neumann, on aura

v OW, cos(ry)
— J
U= | G e X
(142) ’
v AT cos(ry)
L RN Al A ([g+ .
Vi 77:1. 1 r X

en posant
- - - L ' ﬂj: . ()L;i o _.l_
(143) V,-- o) 7oz y Jy log - dw,

. . , * . N , i s v
ot les mr.(s;_r)rulus/ doiventétre ¢tendues sur tous les éléments da (G, v)
2}
du contour 5 et ou X;, X, sont des fonctions continues avec leurs pre-
miéres dérivees de maniére que, pour deux points 1 et 2 de o quel-
conques dont nous designons la distance par -,

( abs. S"_}_X_f’ . I’)Xﬂ | ?
i S [} 2h | Jdh ,S = const. fi ax. abs. 6. rh
(thh) \ JX Jx | S Zconst. fin. max. abs. 0;_,rt,,
abhe ) Jr| (UM
( dl)h.‘l Jl \ Jh 2;

ol la constante {inie ne dépend que du contour o et de A, A désignant
une direction quelconque. En effet, d’apres la définition (143), les dé-
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0w, O, . N —
rivées —=< o ., oS sont ssur o de manitre que, pour deux points 1
2 de o

queleonques dont nous désignons la distance par r,.,

()‘P
abs. | ! = “const. fin.max. abs. 6, kb,
73 ()C 15
<)lIf~ ()‘IJ . .
al)s.g — [ = “const. fin. max. abs. 0, r},
2 dn |s 18

[d’aprés le théoréme 1 (. 533)];

on tire de ces inégalités les inég:lités (144) a l'aide du théoréme- 111
(p- 334) et des équations (142).

I, oW, . . . .
‘), (()y’ sont les functions harmoniques de I'extérieur

o, /)‘Ir .
possédant les valouns limites —=£ 0 e Au contour o; on a donc aussi,

D’autre part,

d’apreés la méthode de M. Neumann,

W, W,
()IJ,:_ fd[ cos(rv)l +Y, ‘
) dx T J; 0§ r .
(145) )qr L0, cos(ry) a 'extérieur de o,
= — - ds —+ Y
s dn r

ou les fonctions Y;,,Y;, jouissent des mémes propriétés (144) de con-
tinaité & Pextéricur que les fonctions X, X;, a I'intéricur de o.

A Tlaide du théoréme IT (p. 534) et des inégalités (119), on s’assurera
facilement des formules

O, cos(rv)

_ |9 [ov; (05(/1})
()vt . Ué r a’a' - ()vf 0E 2 c’
"W cos(rv) o [ OW; cos(r cos (1v)
—dr| = — do
()v . 0N r ; av ), dn r .

et 'on trouvera ainsi, a l'aide des équations (142) et (145),

oU;, |0 W, .
(146) P e et

()_Vj . ()zlp'j 7

o |dzow| T
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ou les fonctions

L 10X, IV,
L oX, ’u\',z
A”__ v ,—— v |,

sont continues sur g de manicre que, pourdeax points v et 2 de 7 quel-
conques dont nous désignons la distance par r,,

[ 750 |s— |7/ |1 = const. dine max. abs. 0; 1",

(147) | 2y le—

Zjy |y Zeonst fine max. abs. 0, 7%,

Comme
rod Il av; )
Uit 5 2T ()J_/ (\ ()1 L ().y )l”” /_,Im =0
1J U, ., 90V, R
V,+ oy m( ruing oy ) log - dw =0

on aura du coté intérieur de o

J 1 J AU, oV, N\, 1
J?—[Uf Caman ) T )'“’]

JU; I * ‘(()U, . A I )
Ccos(ve | 2L - ; o Ld
cos(ve, I v " 2T o t)v‘/” . dr * dy log r

J 0 Ld o (0U; ov,1
;}-‘—-IVVJ%—")-—W—()—'}—//”( Y )In —r/r,)J

ny 1 0* 7 U A 1
= cos ATENSEE ‘ s ldw|;
('(H(vy)l dv " am dy ()v/m Jz - dy log re

done, sur s,

au conltour o,

-

o oV, U -+ AIS “+ (EI—’;(;OS(W];)

de Ay T dx dy v
)V 1 J* * 4)Uj<1 (}Vj.<1' ) I
“+ —7——(,(>s(vy)+ poe ()vg'/m< 05 -+ —(—)y—->lon ,_clo) ,~

ou, d’aprés (146 ),

o0, oV, 00U, IV, )W, )W
W+W‘— Je T Jdy o |, Jvt

: I 1 2| 9* 1
(148) 0_,?: ;0/,1-—— ;‘;0/.,1'— _T-E_ -();21/(;0/’_1 lOg—;d&) ,

+ 7 cos(va) + Ljy cos(vy),
‘

%+Z/ (j=r1,2,...),
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ou la fonction Z; est continue sur o de maniére que, pour deux points 1
2 de o quelconques dont nous désignons la distance par r,,,

[Z; 1| Z const. fin. max. abs. 6;_,7%,,

Zl—

(149) abs. |
la constante finie ne dépendant que du contour s et de A.
7. En s’appuyant sur les inégalités (141) et les relations (148)

et (149), on démontrera tout & fait de la méme manicre qu’au n° 3
du Chapitre II les inégalités suivantes :

U1 "Q.Llf, i
RS
oy, { représentant un nombre
Th ) positifsatisfaisantal'iné-
~(.‘ // calité
o oV, : galite
(1v0) ¢ 77; o< (<
U, U el ne dépendant que du
abs.g —(;—/I—/ T T‘ ZCClry,, contour o,
abs. " )/z . —()Y—!§ Clry,,

ott & est une direction quelconque et € une constante finie ne dépen-
dant que du contour ¢
De cette manitre, nous voyons que les séries

{ U:UO—F‘Ul“i‘“ U2+...,
(151) )
' | V=V,+ V,+Vy+...

sont absolument et uniformément convergentes dans tout Uintérieur
de 7, alusi que les séries

oU _oU, _oU, o,

gk ok T oR TR T

oV A AR oV,

T I S S
ok — ok TR T gk T
h désignant une direction quelconque, et les fonctions

oU QX_
9k’ Ok
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sont continues de manicére que, pour deux points 1 et 2 de o quel-
conques dont nous désignons la distance par r,,

s |22] — |29 1)
. oy ok |, } ) .
(153) SaCrt,.
( 'l\'S JdV oV Ig )
abs ’ A 2» on '\- |

Nous avons ainsi obtenu le résultat suivant :

II. Sotent X et Y deux fonctions de Uintérieur de s, finics et inte-
grables, el telles que

I
Al Xlog=dw——anX,
7

o
* 1
A/Y log—dwy —=-——27Y,
,
)

et sotent u,, ¢, deux fonctions continues sur o et possédant des derivces
premicres conlinues de maniere que, pour deuzx points 1 el 2 de o quel-
conques dont nous designons la distance par v, ,,

abs [ 20l el o p
abs. || oh ) ol |y g Ariy ’ ; o _
A représentant une constante finie,0<<4 <13
abs. AU I AT Art
A [ dh |, ol |y g ’ e

alors on peat toujours trouver deux fonctions u, v continues avec leurs
dérivées premicres a Uinterieur de 5 el satisfaisant awr conditions

ap
/\‘Au = —-/— — X

O

Jp Coree .
fAp — 2 Y J lintéricur de 7,

Jy
du e
— e —— T 0
Jd.r Jdy

w i, )

au contour o,
Y == 0, s

ensemble avec une fonction p continue dans tout /| ‘tnitérieur de . Pour
trouver les trovs fonctions inconnues u, ¢, p, on dotl successivement former



5-6 ‘ A. KORN.

les fonctions U}, V; definies par les cquatrons swvantes :

AU=— X
a 'intérieur de o,
1
AVU':-—Z:Y
U= u, .
au contour
Vo=, } e b ,
AU;=o ; 5 Tintori d
intérieur de
AV,=o alin o
10 '(()Uj_1 ()V/-,q 1 ; .
— e — — o~ d / el R B H
U= o g [ (5t + S Jog . (=122

au contour o

0 [f0Us OV,

alors les fonctions

‘——\1'.( . .’__(2_/(()& L)..\& n'i J)
“ WAI( Uj+ am da J \ dx - Jdy ) log r d”g’
0
LI L TN A FA TN
" e Vit o Jy .,/,“( oz dy ) log r v |’
N[00y OV
Pk < o Ty )

4
représenteront les solutions du probléme.
8. Voyons enfin si le probleme peut avoir une autre solution que
celle donnée en haut.

Supposons que w, ¢, p, et uy0,p, soient deux systémes de solutions
de notre probléme; alors on aura

\ kA(u, — 1)) = M:_P_»)'

Jdx
5 ! d(p1—py)'t T
5 Ik Yy Py Ve A A al irie
(154) A(o;— 0y) Ty a l'intérieur de o,
’ ()(lll'—llg)+()("1—"2):o S
. ox dy .

(155)

% Uy~ Uy =0,

94— (g == O,
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~J
~1

On aura done

{| Qe —us) 9(ey— uy) |? ‘()((',——-('2) 2 D0y — 1) |2
T oz ()_y Jdx ) - i J }{/(”

/“ 1 dJdy

:—] (s ) Aty t03) -+ (02— 02) A — )] i

...../ [(Ul_u'l)(lg%:—liz_)—'—((ﬁ——V.l)()((’])_; (?2)] Ao

[

/(/ — ) [ (g — wy) cos(ox) 4+ (0 — vp) cos(cy)] do
o gt

.

' 0y — (01— )
(4/,_,,2)L("+)V_u»[~(t‘,—('2)f*—(%)—v¥

d,

Y

U
—

o’ est 'intéricur d’un contour o’ tout intériecur de o, En approchant
“indéfiniment de =, on trouvera

- ) V(e -ty ) |? Dy — 1y |*
5 ‘ ( 1 2 1 2
Y A S Rl
-+ ‘ ——————()( — ) I“‘I—l ——————’)(V — V) l '(/(» 03
. ‘

done

Dy —uy)  d(uy—uy) D0 —y) d(ep—y)

o dy - o ' dr =

(157) 0, oy, 07T Cay 0Ty,

Corornrare pi I,

- Le probléme hydrodynamique proposé n’« qu'une
seule solution.

CHAPITRE IV.
APERGU SUR LES DEUX MEMES PROBLEMES, QUE NOUS AVONS RESOLUS POUR LE PLAN,
DANS L’ESPACE DE TROIS DIMENSIONS.

On peut se proposer les deux mémes problémes que nous avons ré-
solus pour le plan a Iaide des théoremes 1 et H, pour Pespace & trois
dimensions.

On trouvera i Paide des méthodes analogues les deux (héoremes
suivants :

['. Sott w une S[ll/(lC(‘ /(,rnz('(' l)()SS(‘([ClIIl en chacun de ses 1)()6!1/6‘ ur
Ann. Ee. Norne, (3), XXV. —— Dicevnis 1908. :

9
~0
’
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plan tangent unique et deux rayons de courbure bien déterminés et dufe-
rents de séro, et soit [(x,y, =) une Jonction donnée a lintérieur de w,
Jinie et intégrable, el telle que

Iz .
NV——

alors on peut toujours trouger une fonction o continue avec ses deripées
premieres et deuxiémes a Uinicrieur de o et satisfaisant aux conditions

Aho =/ a intérienr de w,
¢=0 '
Jo , a la surface o.
— =0 s
v ]

Pour trouver celle fonction, posons

oy, AL,

0; = L vy
& Jdr " dy l dJs
- () \V‘/ -— i{.\i/‘
s dy Js
v, o AERALY, ' (O P T
E .
IV, N Jau;

= ox Ay |

Lrr " Y OPY) . . " A\ S nre ) -
et Jormons successivernent les fonctions U;, V;, W; définies par les dqua
tions sutyantes :

1 0 dr
AU, _—ﬁ%[fT

1 J [ .dr
AV, =~ AT }E,./l_./",:‘ / a Pintéricur de o,
) dr
W, =— — 2 [ %
AW, 4 0z [’f r
U“ =0
Vo =o, A la surface o,
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el
AU; =o |
AV, =0, a 'intérieur de o,
AW ;=0 |
U.:_'_(_‘)_fn,. e_90 [, &
S hm\ay J, T e 0s ) T e V(o 2, L l);

'l

A Y SN
W= b ((}.r, ; A dy ./, A ) J |

alors la fonction

1 J dr J [ dt
V, == == Wiy = —=— | W, ala surface o
am\ds J. r Jde ), r

1 dr
?*”ﬁ/ze—
]

representera la solution du probléme ; la solution est unique, si rous vou-

lons que
dr
Ag -+ T— / J—

soit harmonique a Uintérieur de .
1. Sotent X, Y, Z trots fonctions de l'tntéricur de w, finies et inté-

grables, et telles que
A / XE X,

A/Y—Cé::—ﬁﬁY,

AfZ (i——j[f:—/er,

el sotent wy, v, W, trots_fonclions conlinues sur w el possédant des derivees
premicéres continues de manere que, pour dewx points 1 et 2 de o quel-
conques dont nous deésignons la distance par r,,

s du ()//” |
W on T ok ,s/
de deg | ] 5 A représentant une constante finie

.lhss AL - ! = At -

{ ol ', ‘ I I,j 12 | (0 7-Z1);

f |y l divy ) ]
abs -

(1 0% |
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alors on peut tow ours troucer trots fonctions u, ¢, w continues avec leurs
premuéres derivées a {'tntérieur de o et satisfaisant aux conditions

|

/:Au:o—p:——x

Jx
k Ay = i)iu- —Y

dy s

on alintérieur de w,
kAw=12L 7

du “ ﬂ + Jdw
dxz ' dy ' 0s

i =1u,
¢ o=, a la surface o,
0 Yy

ensemble avec une fonction p continue dans tout !'intéricur de . Pour
trouver les quatre fonctions inconnues u, ¢, w, p, posons

0, = S L e 2, ...
4 o dy } Js (/=05 152 >

et formons successiement les fonctions Uy, V;, W, définies par les équa-
[Lons suLvanles :

’

I r ]
AU, =— 7 X
. (I e
AV, — /.\ ) a Pintéricar de m
1,
AW, =— -7,
/I.

U, == u,

Vy ==¢, . ala surface o,

W=y
AU; =0 ‘ .
AV; =o a lintéricur de o |
AW, o )

l,'j ;:_‘——I— () 0‘._11/—1.

A da / r _
¢ (/ =1,2,. )7
;o rodo dr . i
V, =— = ar. i 0, o a la surface o
. (7 ’ dr
W, 2 [y, LR
/ AT 0z /‘ /ot



SUR L’EQUILIBRE DES PLAQUES ELASTIOUES ENCASTREES. 581

alors les fonctions

u :i/ <Uj +4LTE—¢)(._)1:‘/IO'/£/[_T)’
0
¢ :i,(\’j + ,l—ln_- %( 0,1,[—?>,
0
¢4'——2/(\\'j+4~l—w;;)—; } 01(717- >
S i
0

representeront les solutions du probléme ; le probléme n’admet pas d’ autres

solutions.

La scule difficulté qui reste a vainere pour démontrer ces deux
théoremes d'une manicre absolument analogue aux démonstrations
des théordines et 1, ¢’est la démonstration des deux lemmes suivants,
analogues aux lemmes des pages 538 et 567 :

Lenme 1. — Sowent U, V, W trows foactions harmoniques de Utntérieur
de w dont les derivées premicres soient continues de maniére que, pour
dewr points 1 et 2 de  quelconques dont nous désignons la distance

nar r.,,
au ot
abs. 3 ] A ) % 1 E
abs. { / AREREARN = A § A représentant une constante finie
Lol |, Y { (o<2 <),
abs.'\ ﬂv - ﬂ g
[ oh |y Dl |,

h d(".s'tgnan{ une direction quelconque, el supposons

"W A% /ol A%
(-()-5/- — I) cos(var) + ( Pri 7.2,—) cos(vy)

(i)_\'/__i[_l"cg(w =o  alasurface w;
Jx Jy os(ve) = e e

\
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alors on aura toujours
OV (A OV (V20
; ( dy 9z) T\ 0z ox | dx  Jdy.
Zc ’ gy. -+ _(LY -+ M 2d1-
= /‘ (dx dy 03 > ’
ot la constante finte ¢ ne dépend que de la surface o.

Lemme II. — Soient U, V, W trows fonctions harmoniques de l'tniérieur
de w dont les dérivées premieres soient continues de maniére que, pour deux:
pornts 1 et 2 de i quelconques dont nous désignons la distance par r,,,

s f| 20|~ 22 1)

Jdh |, dh |

abs. § ﬂ N i\i’ ) =4, 5 A représentant une constante finie
U] ok |, M) [ { (0= % <),

abs g AL -— ()—\Y- !

SO |y oh |, |

V3 désignant une direction quelconque, et supposons
f ( oU ()V ()VV
—— = ) dr
ARNRS dy
alors on aura toujours

’('()U oV oW \?
4 = — ) dT
/ Jox dy 0z >

()\V oUN (()U JW\*? ('()V ou y
/ Ly (3,)+ ,‘5:7#7.7>+-2)7~;)_7)>(T’

ou la constante finie ¢ ne dépend que de la surface o.

La démonstration des lemmes analogues pourle plan n’offrait pas de
grandes difficultés, parce qu’aprés avoir démontré les lemmes pour
un cercle nous pouvions les étendre aux contours plus généraux a
'aide de transformations qui permettaient de transformer Uintéricur
de ces contours dans Uintérieur d’un cercle. Dans espace, la démons-

®tration de ces lemmes est bien plus difficile, parce que 'extension des
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lemmes d'une sphere i des surfaces plus géncrales ne peat pas étre
faite de la méme manicre. Ces questions offrent une grande analogie
avec ladémonstration de laméthode de M. Neumann, dite de la moyenne
arithmétique. Pendant que la démonstration de la méthode de M. Neu-
mann dans le plan peut étre donnee dlaide des mémes transformations
qui permettent de transformer Pintérieur d'un contour plus général
dans Pintéricur d’un cerele (1), la démonstration dans Pespace & trois
dimensions a offert des difficultés bien plus grandes, et ce n’est que
grice i un théoreme de M. Zaremba (*) que la difficalté a pu étre
vaincue. On peut predire que nos deax lemmes pourront étre démon-
trés dlatde d’une méthode semblable docelle employée par M. Zaremba.
Nous n’essayerons pas ich & entrer dans ces questions; nous voulions
seulement, apres avoir donné les solutions complétes pour le plan, du
moins indiquer le chemin qu’il faudra suivee pour résoudre les deux
problémes analogues dans Uespace & trois dimensions (*).

(V) A. Kown, Lehrbuch der Potentialtheorie, Berlin, rgor, 2¢ Partie, p. 3o02.

(%) 8. ZAREMBA, Sur la théorie de Udquation de Laplace et les methodes de Neumann
et de Robin (Bull. dr Cracovie, 1901). — A. Korn, Abhandlungen zur Potentialtheoric,
Berlin, 19o1-1gox; 5. Abhandlung; Ueber einen Satz von Zaremba und die Methode des
arithmetischen Miteels im Bawme.

(%) Toutes ces questions ont 6té dlucidées dans mes Mémoires : dllgemeine Losung
des biharmonischen Problens im Rawmne ( Bull. de Cracovle, 1go7); Allgemeine Lisung
des Problems kleiner, stattonaerer Bewegungen in reibenden I'liissigkeiten (Rendiconti
del Cire. Mat. di Palermo, 19o8); Ueber die Cosserat’schen [funktionentripel und ihre
Anwendung in der Elasticitaets-"Theoric ( Acta matematica, 1908 ).



