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LUS « l 'AKADOXES »

LA TIIE01UE DIÎS KNSEMIîLES;
PAU M. IÙULI-; B01ŒL.

Nous prendrons comme type de, ces paradoxes le raisonnement bien
connu de M. .1. Richard re la t i f aux nombres ( fractions décimales) qui
[X.uiveni clê'e (Inf inis ;HI î ï s o y n n d'un noînl)!"^ lini (Je mois. L'ensemble
de ces nombres esl, denombr;d)le,, ri de plus pesil elr^î ordonne : il snf-
(il de r;n'i^'er les dé f i n i t i ons d ' îspres le noîii l)re de, lel.ires (in'exi^e \{\\'ir
énoncé, celles (jiii ejïlitloit^il, l(ï nienK1 nombre de lelires elîini classées
alpliabeliqnenieni,, commî 1 les mois dans un dicUonnîi ire. Mais d'anire
part, étant donné un ensemble dénombnble ordonné de fractions
décimales,

(i) ai, a^ . . . , a//, . . . ,

il est aisé de définir isne fraction a bien déterminée et distincte de
chacune d'elles; il suff i t de supposer ( jne le ^"'lnc chiiTre décimal de a
se déduit suivant une loi déterminée du ^"lm(> cilillYe décimal (le o^,
cette loi étant t(dle que ces deux cbilires so'K1!)! sûrement distincts; on
peut, par exemple, aux chilÏres o, î , 2 ,3, ..., ;), f a i r e corresi)ondre
respectivement 9, 8, 7, ,.,, o, 0 1 1 bien 1 , 2, 3, ..., <), o, etc. La
fraction a est bien déf in ie au moyen d'un nombre fini de, mots (puisque
sa définition complète vient d'être donnée) et cependant elle n'appar-
tient pas à la suite(i); il y a donc contradiction.

Les diverses explications données de cette coutradiction ne me
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paraissant pas sat is fa isantes (' ), je voudrais reprendre la question m
me plaçant sur le terrain des realites, sans y mêler aucune considé-
ration métaphysique ni de logique porc. Pour cela, je préciserai toni,
d'abord que j e considère tes nombres décimaux (fin sont définis d'une
manière précise et sans ambiguïté possible nu moyen, d'un nombre //ni
de mots. Si en effet, à une définition corresporsdail une infinité de
nombres^ l'enseinble de ces nombres, à supposer même qu'il. (ut
deriombrable, ne se rangerait: pas dans une suite telle que ( i ) et le
nombre a ne pourrait done cire déterminé.

Ainsi, je considère les suites de lettres présentant, en langue fran-
çaise;, un sens bien déterminé et déiinissant d'une manière précise un
nombre unique. Pour former toiil.es ces suites, on pourra procéder
comme ii suil : on considérera un nombre déterminé N de caractères,
choisis parini les quarante lettres de, ralpbabet ou signes divers de
poncliiatioo ; leurs combinaisons possibles soni an nombre de NT'0

parmi lesquelles, bien évidemment,, la plupart n'oni aucun sens; on
conservera liliiHiuemeiij, celles de ces combinaisons qui, non seulement
on! un sens ma(J.iématiqrie, mais déf in issent un nombre unique Cl
b i e s ê déterminé; re n semble de res nombres est sûrement dénomb râblé,
puisque les déf iniSlons le sont; je dis que ce/ ensemble H renferme
/.(H/./, /tombre a (/su peiU, uf/. /noyé// d.'un nombre /i/ii de mois, (''Ire de/ini
sans ambi^'i.uf.e f)ossil^le, ce qui s i s i s i f i ^ ^ (JIK* deux mal.liématiciens
('l u e 1 c o n (j u e s, a. c 11 ïi c u n ( i (.k s q \ i e Is o î i c o m i ri u n i ( j u e rai S, 1 a d é f i n i t i o n,
consiru iront le même noiïjbre, c'esl-a-dire trouveront la inémes valeur
pour cl lacune des décimales : c 'est la le criterium'i concret auquel on
doit recourir, sous peine de s'égarer dans des distinctions purement.
ihéoriques, peui-éire intéressantes pour les philosophes,, mais sans
aucune valeur pratique. . 1 1 pourrail sembler inuti le de démontrer ce
fait, puisque l'enseml.)le E a été constru i t , précisément de/ manière a
renfermer tous les nombres a; mais il est nécessaire de répondre a
l'objection de M. Ricbard.iNe peut-on, de rensemble dénomhrable E
précédemmeni. défini, déduire un nombre Ï par la méthode qui vient
d'élre rappelée à propos de la suile(i;; ce nombre p sérail bien défini

( { ) f^oir notamment : SCHOENFLIES, Die EnU\'ickfîlun^ der Lehre. von clen Punkimuii-
ni^jalt.i^keuen, zweiter Teil, § 7.



I. KS « P A H A D O N E S )) DS\ LA T S SI ' ; OUI I1', DES S^iNSKMIlLr.S. ;\\^

par un nombre limite de caractères, à savoir ceux qui viennent d'être
écrits depuis l e 1 commencement (le ceUe JNote, ci cependant il n'appar-
t iendrai t pas a l 'ensemble 1^. Voi là robjecl iou. La réponse est aisée :
lorsque la defmi l ion d'un nombre 8 (ail,, comme la précédente, inler-
venir une inimité de nombres a précédemment de l i îâ i s , il iaiil, [îour
(|iie 6 soil deiliii sans ain l ) i^ i î ï (e, (lue. la snile des a soil elle-iïiieme
deliîi ie sans aucaiie ainl)i^u'ite possible. Or, ce n'esi irianifesleineni,
pas le cas pour la delinilion précédente, vu qu'il est douteux si le,
nombre ^ lai t on non part ie de l;s snile des a; ies deux pa^'es qui pré-
cèdent ne. peuvent donc, être regardées comme dél insssani sans amhi-
a'nïte nn nomin'e ^ an moye-n d'un nombre, iiiii de, lï'iot.s : par suite, la
contradict ion signalée n'existe pas.

Ceci ne ve i s l pas dire, que nons excluons, de l'ensemble, des delini-
tions renle/rmani, un !ioml)re, iini de mol,s, celles qui supposent nne
in f in i té denombrable d 'o j )e ra ( ions j ^ r e a l a î d e s : cet (e exclusion sérail
e/nï. ierejm^ii l arb i t ra i re ; mais il fau t que r.ette inf ini té denombrable
puisse cire formée ( ï ) e,t, c lassée sans aucune ambiguïté possible.
Voicj , par exemple, s ine déf ini t ion correcte :

Formons tous les nombres algébriques réels a,,, c'est-à-dire les
racines d'une, equahon algébrique a coellicienl.s ent iers; on sail les
classer dans un ordre de le rmsne : pour cela, requation a coeHicients
enS KU-S s 'éc/ r ivanl -

a^.r" -+- ^i./;" • 1 - | - . . . -l- a,,, 1 .r -4- <f „ '" - < > ,

on considère la somme

qui est un nombre entier et qu'on appel lera rait^'de a,,; il. existe un
nombre limite de a, /ayanl un ranLî,' donne; on peut les ranger par ordre
de, ^candeur cro issante ; il est donc aise d'écrire le/s a// sans ambi^uUc
sous la forme d'une suite [elle que ( î ) ; le nombre a qui s'en déduit
d'après la re^le indiquée plus haut est donc bien déterminé; tout
îmilhematicien peut, le calculer avec une approximation indéfinie (a) .

( î ) Je ne repète pas que (••oUe fonnalkm ost onUorement définie par un nombre fini de
mots.

( ^ ) J'omeis, pour (ibré^er, quelques détails qu'il serait utile de préciser : on pourra
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Il est inutile de donner d'autres exemples; les définitions peuvent
être indéfiniment variées et compliquées : lorsqu'on parle d'un
nombre fini de mots, on n'exclul pas le cas où il faudrait cent mille,
volumes in-folio pour définir un nombre : l'essentiel est que la défini-
tion n'entraîne aucune ambiguïté et, par suite, que cliaeune des séries
dénombrables qui peuvent y figurer soit ftlle-méme déf inie avec une;
entière précision. Si l'on imagine la complication que prennent forcé-
ment de telles définitions dés qu'on veut introduire un grand nombre
de séries dénombrables, on se rend compte combien la prélendue de/i-
nùion qui conduit au. paradoxe de M. Richard esl incomplète et, insuf-
fisante : si l'on voulait la réaliser, on sérail arrêté par de nombreuses
difficultés : elle n'a donc aucune valeur pratique. Pour la mettre en
œuvre, en effet, il. faudrait tout d'abord avoir résolu tous les problèmes
m.athématiques qui pourrons, jamais être posés : car, parmi les défini-
tions possibles, il en est qui supposent fa solution de problèmes; on
peut en imaginer des exemples très var iés; j 'attirerai part icul ièrement
raltention siir les (Jéfinilions hïlles que la suivante : le nombre TC étant
écrit sous forme de fraction décimale, on remplace partout le chiffre 7
par le cbilïre 8 et inversement, cl l'on ne conserve le nombre ainsi
obtenu que si ce n'est pas un nombre algébrique.

Cette dernière restriction, quelque vraisemblable que soit la solution
négative, introduit une diff iculté insurmontable dans Pétât actuel de la
Science; si elle est surmontée demain, on imaginera aisément des
énoncés plus compliqués; on peut conclure que la formation effective
de l'ensemble E des nombres qui peuvent être définis au moyen d'un
nombre f ini de mots o'esl pas réal isable; ceci ne doit pas nous em-
pécbcr d'affirmer que cel ensemble est dénombrable au sens classique
du mot, car il fait partie d'un ensemble dénombrable, a savoir l'en-
semble des combinaisons qu'on peut former au moyen d'un nombre
fini de lettres ou signes de ponctuation.

Mais l'ensemble E n'est pas effecUverneni, énurnèrahie, c'est-à-dire
qu'on ne peut pas mdiquer, au moyen (.l'un nombre fini de mots, un

convenir de ne prendre que les nombres algébriques compris entre cet î et de considérer
pour chacun d'eux, p?mni l'infinité d'équations qu'il vérifie, celle dont le rang eat le
moins élevé.
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procédé sûr pour attribuer sans aml )8° , 'u8Sé un ra is^ 'déterminé il chacun
de ses éléments. Il se présente, en ellet, j ) o u t " ce r ta ins é léments, des
difficultés part icul ières, donî la plupart, peul-ctre ( .ou ïes , peuvent aisé-
ment être tournées an moyen dp, conventions ( 1 ); niais rensemble des
conventions nécessaires exigerait, pour être ejil.iéreîiK^il loritiiilé, \\\\^
in f in i jé de mois, car les dif l icultés se présenleni é v i d ^ ^ s s i i i e n ï , iiiK1 iiid-
niié de lois sous UIK^ infinilé d^î (o rsues di l leresi î r^s. Te.Ht^ est, la réponse
qu'on doit faire au paradoxe de M. Richard et, il Ions les paradoxes
analogues : il est, impossible de discu(er eireelivemeni sur un pro-
blème doril Ions les (ermes ne soni pas expl ie i lemenj, déiinis ; <^ar , dans
les cas on la délinilion ex[)l iei l(ï exi^'erail une in f in i le de mots, elle, est
en dehors du domaine des Malhémaù(|nes.

Les considéraî ions précédentes ne lendeni \\ rien moins (|[ifa nier
l'exislenc/e de/s ensembles ( [n i ne, soni pas dénomhraldes; il mesemide
en elle-l, comme je l'ai dil dans une communicat ion fa iS.eau IV''(.^on^rés
iniernational des maihémaliciens (Itome, avr i l î ( ) o < S } , (pie c'est, la une
noSion fum'mr/n/ iu'^(Uive. Il \\\^. |)arai(. re-ssorlir clairement de ce qui
précède ( jue l 'ensemble des poin(s d'une droite <|ui |)eavent être effec-
tivemeni dé f in is d ' i a î K 1 manière individu(dle, est un ensemble dénom-
hrable, mais non ('[Jccti.vem^fU ^.//urncra hic,

II n'es!, pas possible (Findiquer le moyen de f ixer sur la droite un
point unique el bien déterminé qui n'appartienne pas a cet ensemble;
la proposhion d'après laquelle il y a de tels points est vraie ou fausse
suivant qu'on admet ou non la possibil i té d'urKi infinité dénombrable
de choix success i fs arbitraires ; mais c'est la une question métaphysique,
en ce sens que la réponse posit ive ou négative n'aura ja'mais aucune
inf luence sur \{\ développement de la Science : tous les points dont on
pourra jamais avo i r besoin dans les raisonnements auront été définis
au moyen d'un nombre f ini démets ; ils const i tuent le (continu pratique
qu'ut i l isent le.s mathémat ic iens.

La dislinclion des ensembles en ensembles dénoîribrables et non
dénombrables me, parait donc- sans valeur pratique, car tous les
ensembles qu'on pourra jamais considérer sont dénombrables, au sens

( î ) L)\'iiitres ({iicsiions oxi^rilicïit. en outre, la solut ion do problèmes compliqués, qu'on
peut, cepen(l;n»l concevoir comme résolus (hins l 'avenir ; je husse (lo côté celle difficulté-là.
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dassùfiie du terme, puisqu'ils sont des parties aliquotes ('rensembles
dénomhrables; mais ils ne sont pas tous e(fec!ivenient é/n.nnérables :
pour certains d'entre eux rattr ihution d'un ran^' déterminé à chacun
de leurs éléments exi^rait une infinité de choix et, par suite, ne pour-
rait, étro réalisée ellec.lJv^^nenI, au moyen d'un nombre liimlé de mois.
On doit donc distinguer, au point, de vue pratique, deux classes
d'ensembles : les ensembles elleclivîmienf', énumérabies et reux qui ne
lèsent pas. Une partie al iquote d'un ensemble eilechvement, énumé-
rable n'est pas nécessai reînej i le f ïect iv^ul ient .é l î i i î ï ié î ' î t ide : l 'ensemide V.
considéré plus hauf: en fournit un exemple. (I^sl la ladi i ler îuîct» essen-
tielle entre la. notion d'ensern!)le (dl'ectivement, énuméraf) le ( ^ t i a no(,ion
classique d'enseîïible dénoml»rable. l.a nouvelle notion me parait avoir
le grand avantage d'être moins métaphysique, c'est-à-dire de s'appuyer
exclusivement sur les réalités observables ( i '1 ).

Tous les [)rétendus paradoxes de la, (héorie d(îs enseml)les provien-
nent de ce qu'on a admis comme évidente h proposition suivante :
Toul ensemble dénom.brahie est effeclimnen/ énnfnerable. Or, il résulte
clairement de ce qui précède que cette proposition est, inexacte.

( i ) Je lie (mis cliLnT ici d;(ns loii.s les (hilail.s ((iii Hcrnicnl nécutss^iros pour tïlini voir
que, |)(irloul ou Pon croil nlilisor h notion d\îtisoii ibl<i iioli (lérioinliriîlilf^ |)0iir m linl
cûncret, le raisoniicnioni peut ôlrc inodilic do in;itiicro <i îNililisr-r qiK1 la iiotiori d'on-
senihifî (:!//ccl.wcfn('fi.l n ) u n i ( r < i l > ( < 1 ; j 'ct i dominnii (•('[iciidfii i l iin cxciii idc. On .sait (jil 'on
ulilise fro(j i ie( i i i t ioï iL lo l'ail (|iniii(1 w\''\{\ 1 1 0 [)ciil pîis oini ( •o (»vor^e i i ( ( i si 1 1 ( t n s ( t l » l ^ ) l ( t do Mrs
lonncs n\ssl [)<is d(iitoml)nd)l(}; on pcul <fjout,c!' ( J I K » cd nuscitiltio eyl, <dn!'s (^l^ciwnicui
(în.umerdbic; m\ lï-s \mn^ doul I;» valour .' ittSoliKî df^îisse un noinhro f ixe cl;!!)!, lorîu1-
ineni ( 5 1 1 nombre liiniln, on ( )e( f [ indillucr (lit tnoycii d 1 1 1 1 iiotiibn' lini do niots l(i îi iovon
dt* les oniitiiéror ollbclivcinoilt.


