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NOUVELLE DEMONSTRATION POUR LA FORMULI DE RIEMANN

SUR

LE NOMBRE DES NOMBRES PREMIERNS
INFERTEURS A. UNE LIMITE DONNEE,
BT
DEMONSTRATION D UNE FORMULE PLUS GENGRALE
POUR LE

CAN DES NOMBRES PREMIERS DPUNE PROGRESSTON ARITHMETIOUE;

Par 1. LANDAU, a Berlin.

INTRODUCTION.

Dans son eolebre Mémorre Ueber die Anzahl der Primsahlen unter
ctner gegebenen Grasse, Ricmann (1) esl parvenu, par une voie non
rigoureuse (ce il reconnaissait lui-meme), i expression sui-
vante (6) pour une fonction en étroite liaison avee le nombre des
nombres premiers inférieurs i .

Sorent . > 1, (e le nombre des nombres premiers <z pour.x non

. R . , . , i .
premier (%), mais ug.nl 2 ce nombre augmento de 5 bour iz premier;

(Yy Monatsherichte der Kiniglichen Preussischen Adkademie der Wissenschaften zu
Berling année 185, p. 671-6805 [V erke, o ¢dilion, 1892, p. 145-155. Une traduction
francaise de co Mémoire, faite par M. Laugel, a paru, sous le titre Sur le nombre des nombres
premiers inféricurs @ une grandewr donnde, en 1895, chez M. Gauthier-Villars a Paris, la
traduction des Ouvres completes, ¢galement par M. Laugel, en 1898; le Mémoire en
question v oceupe les pages 165-176.

(%) @ peul élre enlier ou non.
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SOI

S0y =F(r)+ 2

in-d’autres termes, pour les 2 qui ne sonl ni premiers ni puissanees

GRS Z 1:1’

P
e

de nombres premiers,

ot p parcourt (V) les nombres premiers, moles entiers positifs: pour

",

= /)“ N
LS k) f e —
f(-l')wllllu:()'/ . 1)_:‘)1,/ co R

Soit L(s) la fonetion analytique de s == 5 -, délinie, pour 5 -1,
par la série

; Y 1
) X
n 1
ou par le produit

3 - I
Els) ll -
e
Iz

Riemann avait démontré, au commencement de ce travail, que

L(§) - —mmn
8§

est une fonction enticre et que Z(s ) satisfait i équation fonctionnelle

2 ST
1 (1 - s e 0 — U (5) L (s
(1) , 4 ' Gy " )E5(s),
de sorte que, abstraction faite des zéros de premier ordre - 2, — 4,
— 0O, oo, = 2w, oo da foncetion Z0s) n'a pas de zéro extéricur i la

bande o o 1. L'equation (1) montre que, si g est un zéro situé dans
cette bande, le nombre 1 g est egalement un zéro. 11 est encore
factle a constater que, pour o’ s <1, 7 (s)estréel et negatif, de sorte

(V) Comme Loujours dans mon travail actucl.
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que tous les o (pourvu qu’il en existe) ont leurs ordonnées différentes
de zéro.

Riemann présuma et rendit probable par des raisonnements heuris-
tiques les quatre faits (') suivants :

1° {(s) posscede, dans la bande o~ o 71, une infinité de zéros.
> . .. §— 1 1. .
2° Lafonction enticre de z = —2 — “ [ — &
l 2

ARy

(z) = l‘(-: - 1) (s—n)m EC(S),

. B b | I . .
qui a comme zéros précisément les -0 —of et qui, en vertu de (1),
> .

est une fonction paire, est de la forme

ou les o sont rangés arbitrairement. Cela veat dire en langue moderne

que 5(z), considére comme fonction de =2, est de genre o et exige
entre autres que la série

~ 1
“)‘ -
( ) ) I 2 lz
¢
CHIIV(‘,I‘%(L
39 Pour x> 1, la série
) E“‘[.(',""") + Lty

e

(1) Les autres présomptions de Ricmann, démontrées & Pheure actuelle seulement en
partic, sont inutiles pour le probleme en question. Dans la premicre Partie d'un Mcémoire
sous presse aux Mathematische  Annalen, Uber die Verwilung der Nullstellen der
Riermannschen Zetafunktion und ciner Klasse veraandter [funktionen, je donne (Cailleurs
une démonstration fort simplifice du théoreme présumé par Riemann et démontré pour la
premicre fois par M. von Mangoldt en 19ob sur le nombre N(T) des racines p dout
Iordonnée est. comprise entre o et T (inclusivement) :

1+ log(am),

N(T)— Tl-r_r TlogT -

2 TC

I'-+ O (logT).

Ann. Ee. Norm., (3), XXV. - Sepreyens 1908, 51
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oulesgsontarrangés encouplesp’=p—+vi(y>o0),0"=1—p' =1—B—vi
par ordonnées absolument croissantes, converge. Dans le terme géne-
ral de cette série, x? signifie la puissance e®¢* pour logr réel, et
Li(e") = Li(e“*") signifie pour ¢ > o la limite

, . w (53‘ ] Al 171 ey )
(4) lim —dy +mi== = dy -+ 7,
h=n Y i Y

—

pour ¢ < o la limite
Pty Nz o

Y ) .
(5) lim J (;, dy — mi-= / dy — mi.

hezad oo

4° Il existe, pour x> 1, identite (1)

2y = Li(a) — SULie#) 4 Loty o [ e,
(6) (&)= Li(a) — ZLi(a#) 4 Li(at"), */ T e g
v.p" '
ou Li(x) = Li(e*") signilie la limite
( i < . ey / /‘Iou‘r' oy l
11nn —=( - —_ .
7) h= 40 ./m Y Y h Y Y

Quant & Li(e™), on a d’ailleurs, dans tout le plan affecte d'une cou-
pure suivant 'axe réel de o 4 — =,

o

(8) Li(ew)=0C+ logw Z e

2
n.n!
o1

ou G désigne la constante d’Euler et logw la fonction uniforme (dans
le plan découpé) réelle pour w > 05 (8) peut remplacer les trois déli-
nitions (4), (5), (7), qui seront cependant plus commodes dans la
suite.

La formule (6) est la eélebre formule de Riemann, présumde, mais
non démontrée parlui; elle donne une expression explicite pour f(x),

(v) Il faut corriger une légere erreur de caleul chez Riemann dans le dernier terme
constant, qui doit étre — loga, comme ¢’est éerit dans (6).
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fonction qui ne differe du nombre des nombres premiers inferieurs

Vo
logx

Apres Riemann, il y eut, dans cet ordre didées, une stagnation de
plus d'une trentaine d'années. En 1893, M. Hadamard (') rendit pos-

aaque d'une quantite d'ordre de grandear

sibles les recherches ultéricures en demontrant les deux premiers des
quatre théorémes présumes par Riemann. I prouva done que les 2
existent en nombre infini et que (s 1)0(s)estde genre 15 0n a, par
cnns(-,quvn(,

(s —1)C(s)- (u:"slz%l(rﬂ t)(:\7,

\ Sn
n=—1
ou s, parcourt tous les zéros dans un ordre quelconque, et, en mettant
en evidence les zéros - o, — 4, ..

=9

.y

By

(9) (s —~1)%(s)-~~ Ae

a, b, A, B désignent des constantes, dont la valeur ne nous intéresse
pas 1el.

Les démonstrations de M. Hadamard ont ¢té depuis considérable-
ment simplifices dans leurs deux parties -

. La partie géncérale, qui consiste i ¢tablir le théoreme @ St g ()
est une fonction entiére satisfasant a la relation

; J
g (rev)| = ce?,

ot ¢, 7 sonl constants et 53 <1, g(y) est de genre zéro.
1. La partie spéciale, quimontre que l’hyp(»th(‘ssc de ce théoreme est
remplic pour £(z) =£(\y) = g(¥).

Le lecteur, qui ne sait encore rien sur la fonction € ni sur la théorie
des fonctions entieres de M. Hadamard, trouvera des démonstrations

(1) Etude sur les propriéics des fonctions entiéres et en particulier d’une fonction con-
sidérée par Riemann (Journal de Mathématiques pures et appliquées, 4¢ série, t. IX,
18975, p. 171-215%), p.o210-215,
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trés courtes de tout ce que je viens de rappeler jusqu’ict comme
connu dans une de mes dernicres publications ().

Apres M. Hadamard, qui avait ainsi surmonté les premiers des
grands obstacles, M. von Mangoldt (*), s’appuyant sur ses recherches
el en y ajoutant une longue et ingénicuse analyse, réussit & prouver
les théortmes 3° et 4°, ¢'est=i-dire la convergence de la série (3) et
la vérite de Uidentite (6). 11 va sans dire que la premicre de ces deux
besognes ¢tait la plus ardue.

Pour familiariser le lecteur avee la série (3), je lui montrerai tout
d’abord que le probleme de démontrer sa convergence est identique
avee celui de prouver la convergence de la série d’apparence plus
simple

x4 "
(10) Z(?l ?—)

\

pLe

En eﬂ'(.:l, soient p'=f +yiel p"=1-— § — vZ(y>0) deux s comple-
mentaires; on a

P log

. ) . ) ey A N2 TR ey \
Li(af)+ Li(xf") = / — y + ﬂz’) - < / —dy —mi);
Ve mep Yiloga y . y

- =0 log
ey Y teY
(2= [,
JY Y Yo

a? af”

or,

donc

Li(zf') ++ Li(af')=- G
t(20) + L ( logar TTog

s loge oY NASUTSY ey
+ [ Ly f "y,

sy elogy Vow Yilog .
. , . " I x? P
Li(xf) -+ Li(xf") — —— (.-‘_ G
loga \ pf p”
/.ﬁlu;;.l' o5 1= B loge 7
= —— T - —— 7
S (7logx)? / (7logx)*

2 Jdog e
< Sy 2 .
=(.kw,»1/, v Pt
/ A o / Og

(1) Bewtrdge zur analytischen Zahlentheoric ( Rendiconti del Circolo Matematico di
Palermo, t. XXVI, ¢ scmoestre 1908, p. 16g-302), P 194-208.
(%) Zu Ricmanns dbhandlung « Ucber die Adnzahl der Primzahlen unter ciner gegebenen
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puisque (2) converge, la série

converge aussi, de sorte que les deux séries (3) et (ro) sont certaine-
ment convergentes ou divergentes en méme temps. On doit & M. von
Mangoldt d’avoir démontré leur convergence.

Jai maintenantréussi d démontrer d’une facon beaucoup plus simple
la convergence de (3) et la formule (6) de Riemann. L’objet de la
premicre Partic (1) du travail actuel est d’exposer la nouvelle démons-
tration avec tous les détails. On remarquera que ¢’est le chemin meéme
de Riemann, basé sur Petude de Pintégrale

/’ logl(s) ds,
Jos T

que jai conduit au bul, ce qu’on n’avait pas réalisé jusqu’a présent (%),
D’ailleurs, ma marche me permettrait aussi de me baser sur U'intégrale

de M. von Mangoldt
s (s v
/ §—~ ) els
J s T
Grisse » (Journal fir dic reine und angewandte Mathemetik, t. CXIV, 1895, p. 255-30% ).

Vu Ia longueur des démonstrations de M. von Mangoldt, M. Laugel n'avait traduit en
francais que UKxtrait d'un travail intitalé « Sur le Mémoire de Riemann relatif au nombre

des nombres premiers inférieurs i une grandeur donnée » ( Annales scientifiques de U Ecole
Normale supéricure, 3 série, (. X1, 1896, p. 61-78), paru auparavant en allemand sous
le titre Auszug «us cincr Arbeit unter dem Titel : Zuw Riemann’s Abhandlung « Uber die
Anzahl der Primszalilen unter einer gegebenen Grisse » (Sitzungsberichie der Koniglich
Preussischen A kademic der Wissenschaften zu Berlin, (894, p. 883-896).

(1) Je public on méme temps la démonstration qui forme l'objet de cette premiére Partie
(sans Pintroduction détaillée qui précede) en allermand sous le titre Newer Bewets der
Riemannschen Primzahlformel i I'endroit oft Riemann avail publié son céléhre Mémoire
il v a presque cinquante ans : Sitzungsberichte der Koniglich Preussischen Akademie der
Wissenschaften zu Berlin, 1908, p. 737-745. 'y annonce la nouvelle formule quo jexpose
avee la démonstration dans la seconde Partie du présent travail.

(%) M. Laugel constata avee raison dans l'introduction (p. 4) de sa traduction du
Mémoire de Riemann (occasionnée par un entretien avee Hermite, qui lui raconta le con-
tenu des travaux de MM. [Hadamard et von Mangoldt) : « M. von Mangoldt..., en établis-
sant enfin completement certains résultats simplement affirmés il y a plus de trente ans, a
dd changer notablement la voic suivie par Riemann. »
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et d’abréger considérablement presque (ous les passages de sadémons-
(ration par mes nouveaux arlifices. Pour ¢viter des redites, je n’ap-
plique cette seconde methode que dans la deuxieme Partie de mon
travail, olt j'¢tablis une formule pour le nombre des nombres premiers
inféricurs i z dans une progression arithmétique ky + (£ et premiers
entre eux), qui contient celle de Riemann comme cas particulier
(k=1, {=1). Naturcllement jaurais pu déduire cette nouvelle for-
mule ausst par la premicre de mes méthodes.

Pour le dire en deux mots, une des différences principales entre
mes méthodes et celles appliquées par Riemann et MM, Hadamard,
von Mangoldt et de la Vallée Poussin dans ces sortes de problemes

- .y T g £
consiste en ce que ceux-ci décomposent (1), des le début, C—((—v);((!l'

les fonctions voisines) en fractions simples, (andis que jopere, autant
. . A Co .
que cest possible, avee Ta fonetion -4,,(-»-5.-)1 méme, e qui réduit des inter-
versions de limites, sommations et intégrations (riples ou doubles
en doubles ou simples; toute Lo difficulté de Ta question consiste pre-
cistment a justilier de telles interversions. Dailleurs, pour les fone-
tons numériques telles que Taserie de Divichlet correspondante w’est
pas dérivee logarithmique d'une fonction méromorphe dans tout le
plan (*), mes méthodes ont ¢(¢ les premiéres el sont jusqua aujour-
’hui les seales qui aient mené au but.

() Ge qui élait bien permis & partir de M. Hadamard.
(%) Par exemple pour les normes didéanx premiers d'un corps algébrique donné =,

’
Culs)
Culs)
peul-¢lre wexiste pas méme dans tout le plan et dont on ne sail rien sur lexistence des
26ros.

ou la fonelion correspondante est dérivée logarithmique d'une fonetion €,(s) qui
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PREMIERE PARTIE.

NOUVELLE DEMONSTRATION DE LA FORMULE DE RIEMANN.

1(s)

I. — Lemmes (') sur Yordre de grandeur de o)

Lemme I, — Pour —1 a2, "2, 00 a(*)
1" (s)
; < a, logt.
|75y | < oo
Dérmonstration. — On a
- <
o G l ] (1 48 ) P
I'(s) —~ " RAE\ n)
no1
I (s 1 < 1 |
\():““A"‘“‘l" ‘(""‘"""
1 (s) e S n
n=1
, 1 o I
() — SZ
n(s-i-n)
n—1
IV(s)|. 1 - I
L1 e = s Y
(11) ll(.s') 5| | Ih-in.|s»l-n, ’
n=1

(1) Yexpose ces lemmes pour ¢pargner au lecteur la peine de consuller les développe-
ments de Stieltjes Sur le développement de log UV (a) (Journal de Mathématiques pures et
appliquées, 4 série, t. V, 1889, p. 425-444), qui donnent trop et qui, par conséquent, sont
trop compliqués pour mon hut actuel.

(%) Yentends, dans ce qui suil, par «;, ay, ... des conslantes absolues; je n'ai aucun
intérét a4 écrire pour elles des valeurs numériques, dans le but des identilés que je veux
obtenir aujourd’hui (et qui ne renferment plus ces constantes) encore moins que pour les
relations asymptotiques qui forment d’ordinaire I'objet de mes recherches dans la théorie
analytique des nombres.
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done, pour —1 02, £72

LANDAU.

= =
I'(s
(9. 20+ - +()+z)2‘ —_—
F(S) n\/(a+ n)?- 2
4
<'+"+""[24 e 2‘ n(n — 1) )
n;ln\/— =11
azl gl s
<24 2¢ e < a,logt.
Leyme . — Pour o= 2, on a
(s
,( ) < a,log|s|-
I'(: ;
Démonstration. — Pour o 2, je conclus de (171)
() \ S
Y ~ I hl
Ot s L N
l‘(.s‘)} b ]Hll|\| Hlsl a—d 1.0
n S K3 R
0 ]”hl‘i g
<r41 s = To[ |s|T——l < a, log|s|.
Ry Ry

! .
II. — Lemmes sur l'ordre de grandeur de g (s)

Lemve 1. — Ona

(s
‘-C—(‘»—))I < a,log|s|

dans les domaines suwivants :

1° Le quart de plan ¢~ — 1, t-1 et le quart de plan ¢~ — 1, ¢~ — 13

2° Les droites infintes o= — 3, o=-—0, ..., généralement (*)

o =—z (523, enlicr et impair).

o

W ~, . o
(1) Jentends par Z pour « ¢t ¢ = « entiers ou non que n parcourt les valeurs entieres

no=u
de [u] inclusivement & [¢] inclusivement.
(2) Il est trés essentiel que «; soit la méme constante pour tous ces z.
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Démonstration. — Pour des raisons de symétrie, il suffit de consi-
dérer les 2= 05 celaveut dive s 10 le domaine o —1, 215 2° les demi-
droites ¢ = — z, 0.

De la relation fonctionnelle (1) de Riemann résulte

(12) -— %—((—ll—;———::)) s—log(am) — j—:lun;g:—t +- Pis) ¢ ('?‘)

) 20s)

Pour o- 2, on a

.‘1/<“.) P v .
I YT I

par le lemme T, el en outre

' (s) ANICETARN logp )
oyl || X < etoslsl
oy pom
1 Pourt — 1, 0ona
ST TG 1)y . i o -7 -1 (:“—i—- I
tang o e oy ) e T e =i
done, pour g2, ¢ r, Capres (12),
gr—s)

< ay log|s|s

=T

- -
en 'autres termes, si lonremplaces par 1 — s, ona, pours=—1, (21,

oY

I-c—((—:—))-l <y, loglr—s| < ap, log|s|-

29 Poure=—14,0,8, ..., 142, .., avec L0, 0na

ST
“”lgT -

T ) oy ’

[ A l =Tt —

oTE L) ¢ Ty

done ¢galement

'y —3)
£(

— < agy logls|,

Ann. Lie. Norm., (%), XXV. — SEPTEMBRE 1008,



410 E. LANDAU.

ce (qui prouve, pour g = — 3, — 5, ..., — 5, ..., avec (20,

Z(s)

£(s) ’ < gy loglr—s| < e, logls].

Le lemme HT est done démontreé.

III. — Lemmes sur la distribution des zéros de {(s).

Lumne V. — Sotent 12, N(T) le nombre des =éros de C(s ) dont Lor-
donnée est comprise entre o ( cxclusicenent ) et 'V (inclusivementy. Je dis
que

N(T 4-1) —=N(T) <, logT.

Démonstration. — () donne

, N )
1 "(s) 1 2 ( 1 I
. - } , . ‘.Y — o} > . o

g'(
B T
s —1 | C(s)

‘./(,\' | l)
o B i e e

S—-«@ 4

Pours=2o 1T, T 2, 0na

w(S '
o(5) 1

e =<, log|o -+ oY { l g log'T.

Donec

3‘(—» Tty logT
d Y VI L _ rj 1 ™ ’
ct, a fortiort, en ]n'un;ml les parties réclles,

I
B T - — 4 |()fr'r
0 - ll ~ P 0) 18 [

i
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4
d’ot, en posant g = 3 + v< (ot Pon a toujours o= 1),
- 2 el
N 2 — 3 S A R
- | (2 3) (T ) BT yEy e
I
Or,
i t ) 1 > 2 o
/I (T - 7,/): /‘ \—('l‘—v—“/)‘z T (‘,’.——B)""‘f‘('r’“""'/)i
0= LB
(v By (T—F " Brre ™
done
~ 1 g g
(1%) > lwb__(TW:-/—)“ < heyglogT = ay logl.
rl

Ceux des termes du premiermembrede (i) danslesquels T<Ty T

sont en nombre NCT 1) — NCT)35 chacun deux est -

0
—; done

NOT ) - N(T)

NOT 1) —— N 7o, logh,

=T gy logT,

ce qui prouve le lemme 1V,

!
.- al .
Lemme V. SEL dans ™S o ne parcourt que les racines compleaes pour

r‘ gy
lesquelles |V~ ~ |- 1, o, pour tout 'T-"

=

\\/‘,“;*'I L iy log T
dd (] )t -
p

Démonstration. — De (14), je conclus
gy - - i
ey log'l ;,\

st g - (N oy )2
d

ce qui prouve PPénoncé.

Levme VI, — On o, pour s == o+ Ti, — 1 o2, T 2,
.
N i 1 .
N < — i <ty log T,
e (] r
4

’
ol .
ou : a la méme acception que dans le lemne V.
¢
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Démonstration. — Puisque s + 3 a sa partic réelle comprise entre 2

]
et b,

o I . B
—+ 1 entre 2 et 3 (13) donne, eny remplacant s pars—+ 3,
en vertu du lemme 1,

S 1 i I
) ( m == )<<y log
amad \ § =D 0 P o 2
4

S§ =0

<< gy log T,

I
: 3 ; 8 N 1 ’ v au ‘ . % . ar N N )
Les termes de ) qui n’entrent pas dans Y sont, par le lemme 1V,

4 ¢

en nombre
N(T 1) — N(T— 1) < ety loe T,

- I . .
et chacun d’eux est, en valeur absolue, 1 - a.,, . désignant une

25

borne inférieure pour les |g]. Done

~/ ! . -
2 — = )|y log T,
§ ) () {J

c

(1)

Maintenant, par le lemme V,

Y+ > B Y [ — )
b\ § e o dd N5 B p

4 g
B \_\/ :; ) \.‘/
dd (§ 1S ) (8 )| -t (] /)
d 4
(16) < Sy, log'l.

En combinant (15) et (16), on voit que

< 1 1
Z ( = ) < g Log T - B logT 2 ay, Tog'T,
S—p 2
[ !

ce qu’il fallait démontrer.

IV. — Introduction des nombres T,.

En vertu du lemme IV, pour tout g entier et 2, le nombre des
zéros i ordonnée entre g (exclusivement) et g -+ 1 (exclusivement),
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augmenté de 1, est plus petitque ay, loggs done le nombre de ces zéros
-y . - v

Claslogg | — 1o Aumoins un des|a,, logg ] intervalles de g 4+ ————
_|a.qlogg] [z logg] g+ [ log o]

Vo1 . .
ey =0, 1, .., | ay, logg ] — 1l nerenferme done i son
| cpr log ]

itéricur aucuny. Kn deésignant par T

Qg+
le centre d'un el intervalle (')
libre, Ta distance de T, au v le plus rapproche est

o
o

1 ) 1 1

= : = i
o ay logg | way logy ™ aa,logT,
Lemwe VIL. — En prolongeant la fonction

. ~ I
logl(s) = \ —_—
e 11

ez

uniforme pour s> 1, suivant Uordonnée T, (g -=2,3, ...), je dis

que (), indépendamment de g :

1° Pour I I e T, Z
(17) [Togl(s) |- aylog2T,.
20 Pours - —1, s =05+ 1,,
(18) [HogL(s) ]| < @y (— o) log®|s]-

3¢ En prolongeant la valeur trouvée de logl(— s+ T,0) pour =

impair et =3 suivant la verticale s == — =z, on a, indépendamment de g
etde z, pour s =—=—z,s=a+ 0, T, =T,
(19) [Tog(s)| - g,z log? (3 -+ T,) 4+ ay Tylog (5 + T,).

(1) Jen choisis un pour chaque g = 2, 3, ..., arbitrairement, mais une fois pour toutes.

Dailleurs, co qui ne serail pas méme néeessaire, les conslantes agy, - .., qui suivent, sont
indépendantes du choix des T,.

(2) Les inégalités (17) el (18) pourraienl se réunir ¢n une seule, ayant pour second
membre (3 -— o) log? | s | mulliplié par une constante.
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Démonstration. — 1° Pour — 1" 57 2, s = o+ T, ona, dlapres(13),

NI +l>

¢'(s) I 1 <f>, , \1' 1 ! \w” 1 1

(s) =B—= 2 l,<‘s‘ H) i (.v~_§ - p3*~ (.:;? + .5>’
P ¢ 4

! "
. ~ N .
1 dans}; AT, — ] < (|uns>_‘ . Au second membre,

ou |T,— v
les deux premiers termes restent finiss le (roisicme est en valeur
absolue <a,,logT, par le lemme I, le quatricme en valear ab-
solue < a,, logT, par le lemme VI quant au cinquicme, il ne ren-
ferme, par le lemme IV, pas plus que

N(Tyt 1) — N(Ty 1) - e log Ty

termes, dont chacun est, en valeur absolue, [ <ay logT, dapres la

définition des nombres Ty ln somme, pour 175 o, s o 54T,
il
() wrp
(20) ;‘ g logr'ly,
cls)
d’ol
o , o ) ) .
[logl(s) ]| logC (o T, 0) / T lu logllin) 1 Sy, log*T,
’ . () "
R DR
(17) <t logrT,.
2 Pours” — 1,525+ T,r, ona

[ogl(s) == ’ logC(-—1 -+ T,r) 4 / /—((—'—') du l

. [ Y

dar le lemme 1, on a, sur le chemin d’intégration,

lg—g—-———-—(( ,Ill)) << a;log|al,

d’otu, en appliquant (17),

| )7

ogZis) | << aglog T, -« (—1—a)log|s!

(18) Ty (- o) log? st
30 Pour s z(z=73,0,...), ';: ! - l‘g, §$==0 4 l, on a, en
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appliquant (18) et encore le lemme 111,

[TogC(s) | = |logl(— 5 +T i)+ [ < () du

* :l'l‘.,lc(“)

<y slogt (s - T}.‘,) 2 'l‘gfq log(s 4+ Tg),

ce qui prouve (1) ().

V. - Représentation de la fonction /(.r) par une intégrale définie.

Lesve VI, — Powur a« > 0,1 >0, on «a

I vl Wi 1 ewe
- / — s —1 — Ry’ >0,
2T - s 7w T
a I
I NI XA | e
— e — s ’ rii— st w0,
2T s w — T
Y I
el
l, sC >0,
) . a Ty s | )
(21) T — / ctls { o, St (= 0,
oy AT . s 2
fa I
=m0, st W< 0.
Démonstration. — 1° Soit ¢ > o. KEn supposant & <o et en appli-

quant e théoreme de Canchy au rectangle avee les sommets a == T,

O =T, on obtient
T
o
b+Fi

N7 i b1 DT

(:H'.‘i A .
/ s o aTt —;—/ +—/
. T S . T R/

o o

Dans la seconde integrale du second membre,

o (f‘('/c 0r) ,’,w/:
s s l 0
elle tend done, pour b= — =%, vers zéro. De méme, les deux autres

(1) Au passage correspondant & ce lemme VI dans mon travail ¢ité & la page 403, il
faut corriger une petite erreur de caleal, par exemple de la maniére suivante: Lere (z + Tp)
aw liew de || page 740, ligne »6; page 741, ligne 11 (deux fois) et ligne 12; page 743,
ligne 25 (apris log2). Lire (24T, ) log?(s Ty ) au licu de z 4+ T, page 743, vers la
fin de la ligne 5.
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intégrales tendent, en vertu de

evs l Pl

S

vers des limites. On a done

W +Ti s ) oow =T ows N7 Wi ows
—ds == 2T — ds - — ds,
; s s

a—~"Ti " T W) R B W1
va--Ti e T s a—"Ti e
f —ds —omi= / — s — / — s,
a—ri S i S o, S
a1 i e Wil ‘ ('“,“7 VT l ol [ {,!1'l'7—-'l'i) |
—ds —ami|. / et g - ey T
Jups S o e+ T Jo e T
Sl - e 1 g d
o o e
T / e dg - T
)
J_ I3

ce qui prouve la premiere inégalite du lemme VI

2° Soitw<Co. Kn prenant 6> o0, on a
ot T R NN Wi N NZA I
[
By

a—"T¢ L7 by b

Dans la seconde intégrale du second membre,

cﬂ‘.‘i

5

oW a L) i ,,wh

ool

b}

elle tend done, pour b = =, vers zéro. De méme, les deux autres inté-
grales tendent, en vertu de

l ews

vers des limites, et 'on a

TR W I oo Th

oW . : ews WS
/ ——ds = ols — — s,
YT a1 § T §
e =T P o Vo o Wt
R oy e g o= ——
{ . S l — I (88
1T “a

ce qui est la seconde inégalite du lemme VIIT.
On voit done Pexactitude de (21) pour o > o etw < o; pour w = o,
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on a simplement

s T r r .
o e el L

/ — el “"// — T:/ —_,]——(-—,1/(
. s . o+l v o -t L

a1
"
J N
/ dt / du
Al . , - 9
. o7 A= 1 A
y 7/1
d’on
NI s ) s I//I
lim —ls = S T
I e . K I~ -
« |3 . w

ce qui complete (21).

Livne EX. — Soient

-
Ny, ( )
—_— =0
s )
no1

une scrie absolument convergente et v > o. Posons

N Al .
S \ oy 'TZ(‘" potr ronon enlier,
n 1 n v
- N . ¢ X — ! » (..I‘ . . ’ 'y e
/() N\ Cu Z(” -} o pour o entier,
" 1 nelae
Alors
PRZEE T W ot “ ¢
N C
Inn e / 2 = ds = f(0).
fa =i n l
Démonstration. - On a
v «
S‘ A(‘.H 3’ Cu o “ (u .
s /1 * A-d ns’
" 1 n H vt

or, dlapres (21), 2 ¢tant dans la premicre somme toujours <.x, sauf

au terme o= (si.x estentier),
NI ¥l s

. 1
R T

, " . .
I oW 2T, ¥ § br o we JZAE ¥

2 N " _A,)
at ~ \ 7 .
/ Z > — lim et s == ().
T " 3 S
"l
e Norm., (3). XX V. — Skprevniy 1go8, 290

Ann. I
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Ifreste i prouver que

\ wor - s -
. b n”
\ ) . s == O,
lin [ . »

PT—w 2T0L . ne
.
! =T a1

Or, la série, ¢tant uniformément convergente pour o =a, peul elre
integrée terme i terme de @ — T2 & @+ T4, ce qui donne, en appli-

gquant e lemme VIIT,

PRT I W

T
i P y C,
— — s - |
2T S Amed Y ) |
Ve - Ti = k1
. (P [
s lh)“(--)
’ et tal o
1 o $*x I ¢, I
R LRI
T
=l 2o w—d "
loe | o] ! PR

ey

ce qui tend, pour T ===, vers zéro.
Le Temme IN donne en particulier, en posant

1% 2,
! "
oo pour e
¢, 0 pour fes autres rn,
f RERI N :
(nn) Sy == i e —logl(s) ds,
T T,

ot f(x) est la fonetion considerée par Riemann, dontil a ¢(é question
dans Plntroduction (V).

(1) Celte idonlité (v ) avait ¢té déduile par Riemann an moyen de la formule de Fourier
- " v
—lgle 4+ 0) 4 glr—o)f = / dp. / giByeosp (B rydb,
2
«/y [ —

pour laquelle on n'avail cependant alors pas oncore élabli des conditions sullisantes. Lo
raisonnement de Rierann n'est devenu rigourcux gue par M. Jordan, qui, dans son
Cours o’ Analyse (LI de fa 17 Gdition, 1883, p. ang-226, el b A1 de Ja »¢ édition, 1847,
p. 233-235), a (sans ailleurs faire allusion au pagsace chez Ricmann ) dtabli la formule de
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VI. — Application du théoréme de Cauchy.

Sotent .z > 1, g un entier Z 2, =z un impair 2 3. Sur le rectangle aux
g s Tt e e €8 SO et vl e alla
sommets 2 =T, — 34T, 7, lafonetion — logl(s) est régulieres elle

a alintérieur le pole s —= o et comme infinis logarithmiques :

198 =1;
20§ = — 2, - /lv ey, 2 I = |)
o
“» . A N . Ao T3 ., 23
30 Les g, pour lesquels I, <<, <T,.

La fonction — l<>g_{C_(.s'), definte reelle pour s > 1, est done untforme
dans le rectangle alfecté dune coupure horizontale allant de chaqgue
pointsingulicrau bord gauche du rectangle; dansla figure schématique
ci-dessous, Jai ¢vite le point o par deux demi-cereles; quant i tous les

aulres points singulicrs, il est permis de Tes traverser pendant Pinte-
gration. On peut done applhiquer le théoreme de Cauchy en prenant
pour chemin dintégration le contour ainsi déerit en sens positif, de
sorte quion parcourt toujours le bord supéricur d'une coupure jus-

Fourier sous des hypotheses qui renferment le cas particalier de Riemann, comme le
lecteur vérificra aisément. oir aussi intéressante étade historique et critique de
M. PraNcsiiis, {lber das Fouricrsche Integraltheorem (Jahreshericht der Deutschen
Mathematiker-#Vereinigung, L. XV, 1907, p.oo-16). Dailleurs, Uidentité (»2) a été ¢lablie
directement par M. Phragmén; voir son Mémoire Cber dic Berechuung der einzelnen
Clieder der Ricmann'schen Primzahlformel (Ofversiat af Kongl. Vetenskaps- dkademicns
Virhandlingear, 1. XLV Stockholm, 1891, p. 720-741), p. 7{1-744.
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qu'au bout pour retourner ensuite au bord inféricur. En désignant
par I, 1, HI IV les quatre cotés du rectangle & partir de 2 — T,
et en comptant les coupures parmi le chemin HI, on a

[l

iy
/ ne dépend pas de =5 je discuterai au § VIL ce que les (rois aulres
v . v . .
intégrales deviennent pour s tendant vers Uinfini par valeurs enticres

impaires, ¢t je ferat voir que chacune d’elles tend vers une limite.

Je parle d'abord des détours dans 1, ¢’est-i-dive des parcours de
coupures. Supposons ’abord qu’une certaine coupure ne contient
quun p de multiplicite A, Puisque loglis) — 2 log(s — p) esl régu-
lier en p et que

s

o , .
/ —ogl(s) — 2 log(s— o)l ds

stannule done en allant de -~z 4= v/ 4 g et retournant, tandis que
log(s —p) differe aux deux bords de 27, on a, pour la coupure, la

J

Si, généralement, il y o, avee lordonnée v, de gauche i droite, les v

contribution

R

1 = g e
—logl(s)ds == amil / — s,
5 3
* Sy

zéros g, (=1, o vy de multiphicité 2,0 =1, ..., v), on trouve que,
aux deux bords dusegmentdeg, ag, otz signific — s 4-v0), logZ(s)
differe de 2mi(h, +. ..+ 2,), ¢est=d-dire surpasse au bord supéricar
de cette quantite la valeur au boed inféricur: Ta contribution est done

5 v

e . - . . Na AN ! a
~logZ(s)els ':;Z".TC/(/.,, A by : s oo ‘ﬁtz 1, / - s,
no1 Yo no ey
hritvement
) - 34 a
2T 5 / — s,
,-i. L
r/ S 'II

ou g parcourt toutes les racines Cordonnée v, chacune avee sa multi-
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plicité. En somme, les coupures dans les demi-plans inféricur (v < o)
et supcricur (v > o) donnent

. ~ o P
2T N / — ds.
O I o vioo

a7y

Quant i lacoupurede — =i 1, qui est placée sar Paxe reel en évitant
le point o par deux demi-cereles de ravon £ suflisamment petit, on a,
en posant

‘J‘:}) o — <, l(‘)l‘ ;;;;; "—‘.),ll)"v PZ» __r?.(l

wla

comme contribution relative au segment de g, g, (n=1,...,v),
) B s
2700 (0— 1) — s,
Ry

Yl

puisque logl(s)y est, en bas, ¢gal o la valeur en haot diminuée de
2l (v - 1) 1. Deo2do elretour, on a

/ - logl(s)ds . / N log - ds -+ / ﬁl‘)g:(-‘ == 1) Z(s) s,
. ‘ § s Joos

ou log(s — 1) désigne la branche uniforme dans le plan découpé de
a — w el reclle pour s > 15 el dans la derniere intégrale, la quantite
aintegrer est regalicre ens -1, de sorte que Pintegrale ¢gale e pro-
duit deomd parle résidu log! -= Z(o){ == — loga correspondant au
pole s = o5 la quantite d integrer dans la premicre intégrale a, dans le

voisinage de s = o, les développements

T . -

b Ay Ays oo (demi-plan supéricur ),
A

T . C
— By - Bys v ... (demi-plan inférieur).

Done, puisque

Y

“els . . . .
— 7/ sur e chemin s =/hAe?, mowo,
B

. h
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el

h

/" s .
— =T

= sur le chemin s = /Ae¥, o "o —m,
B
b

s s SR
( / Zoils / ds );
o VEPRE) T $ s )

R . . -
/ —logf(s)ds == amiloga-—azd lim
S5

<h
Jacoupure de — =i

LT (l()llll(‘, (l()ll(f ¢ osomine

v .
-~ P s
2T S I ST S — s
)TIZ(_I 1 1) / ~ (/s
I

o
b I
. - a a0
=oamiloge — awe lim ( / els -»‘;—/ r/.s'),
oo, b Jy S :
ou la premiére parenthése renferme
fournit done

n -1 termes égaux i -+ 15 elle

rer et

=t

N [ o .
2T ds -+ omiloga
X[ it

o h - st o
—— o lim (/ — s - / '—-//,s').
. § hovo NS ), J )
m ol
Lapplication du théoréme de Cauchy donne done, si T

ne designe
plus que les portions verticales du chemin de — z - T, 7 4

- T/
-+ Tyt s — T,
/ . . . . < o ]
. a
O / -1 /\/ - / - T }" / s
Joodn ey " o ey 8
LI e P !
(»3)
N 7 R 5 o h o5 ‘l',.f.
-4 9,'rr/> } s - omiloga — amd lim (/ — //.s'»)v/ ——(/,v).
s s s s
I. - h 0N o /
"m

VII. — Passage a la limite

S S

Quant a Ta partic HI" du chemin 1 relative aux portions verti-
cales, logC(s) v signifie la valear figurant dans la (roisiéme partie du

lemme VI avee une erreur inférieure, en valeur absolue, partout sur
cetle partie verticale, &

(N, ) )5
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ony a done
axs P P T o9 g T2l . ' ’ I
—logZ(s) | l‘,um,:ln;ﬁ'-(:—l—lg) Ay Tplog (s =Ty - A N(T,) 13!
S S : °

T 5102t (s 4+ Ty )4y Tolog (s Ty ) = ay N('T,)),

M ’ . ’ y "
ce qui tend vers zéro pour === ctestindépendant de Pordonndée .
Done HE fournit une intégrale qui tend vers zéro pour z —= =,

Chacune des integrales Cen nombre fini)

N o
/ — s
s

. e

tend, pour = ==, vers

S
. o o Y log.a /-

g ¥ plog )
/ — s = / dy ~Li(e?) v mi,
y y

suivant que yest positil ou négatif. La premicre somme dans (23) tend
donevers

N hl
o o e
D Litary= ¥ ILiGat) - L (e#)]
L, T, [ R
Parcillement, le dernier terme dans (23) tend vers

o - v h g W1 s o / — oY lu-,:.rcy R
—uordlim < — s -y ——r/x) —m—omilim — dy - —dy

hoao . v oy § M=o\, w Y I v

= --aml Li(r).

Enfin, pour la somme relative aux zéros réels dans (23), st on
Peerit

2

N\ / ol / ﬁ-r/s ten /
H- - 's‘ v/ ¥ 's' .

mo1

»

puisque tous les ¢léments sont negatifs el que la série résultante est
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COHV("’(Q{(".“U‘, on voit (l(]ﬂ
I-E 2n < “ 2m s
Al e
]nn 3 / —//s \ m / —ds
- G-t 1y S
m ..vl "
2m Al e
r ~ o ima
= 3 [ — ([s o= \ / N (£,
mo- 1 “
N /” “ i . / “ dy
Jyoalern) Ty logy(yr—u)

Lintégrale ¢tendue 2 I, y compris les coupures, tend done, pour
Z = o, VOIS

. ~ . , p ‘w dy
— o Li(: VL) == Li(a? )| + —eeeee O
Z | s ( ( )) J. )'l“g')’(')“ _ l)
0T Ty o o
Je dis que les intégrales sur 1 eC IV tendent pour = = = vers des
Bmites. I saffit, pour cela, de prouves que
R Y s
—«lnn (s)ds
| I‘_t

converge. Or, dCapres la seconde partie du lemme VI poun
s=o4T,/,

.

A
‘——lo - ( s)] -l.;—l-rzg,,(.

o) log] s | <2 gy (-

o r;),
ce qui assure la convergence
Le resultat de ce paragraphe est don
2Tl N PY I T
/ < log€(s) ds == / —;—lo;.',"g(.s')//s - ~logZ(s)eds
R YA R P ) v

4= 'l",,.l '

. , . ) g /
(7 ) L))+ / y

Jooylogy iyt l)w

o

\ [

VIII. -

o -
bl

Passage a la limite + et formule finale.

Je fais mamtenant tendre vers Vinfini le nombre entier o, Le premiel
membre de (24) tend vers 25

of () comme Pégalité (22) le fait von
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Les deax premieres intégrales du second membre tendent vers zéro,

car, "apres les denx premicres parties du lemme VI ona, pour g>¢*,

1

T S
/ - logZ(s)ds|” / — tyy(— o) logt|s | do -+ / ol ay log* T, ds
/ s
y I, g

e i

~ . w
cequi tend vers zéro,
Done

(2D) lim :S ciCety A= L (et

existe, et 'on a

Sa) = Li(e) —
f ooy,

i

.o

lim N L) b L), 4-/

ey

Yy lﬂ'h".ﬂy‘»* 1)

. 1
loe . [ log*l, [*
T My [ 2T (—a)dg - ay w?;—-—”' @ do,
p

— logo.,

La preuve de fa formule (6) de Riemann est done achevée si Fon

[H‘(HIV(‘ cneore que

Rl . . . "
NULiet) e Li (),

o e

converee. Comme Pexistenee de la Limite (25) a ¢té ¢tablie, il suffit
ta) . /

(",Vi(l(‘.llllll(‘.llf lll:lilll‘(‘vlllllll 1'(‘ prouver (]Il(‘,

5

20 i (P ) =Py = o.

(26) l“,',: )..a JLi(ef ) = Li(af" )| )
PR

Or, le nombre des termes de la somme dans (26) est <a,;logg;

chaque terme est, en valeur absolue,

Jdogor 7
<0 da
. glog.w

w

log.e

3

de sorte que (26) est prouve et a formule de Riemann atablie.

i £ e

Ann. Feo Norm., (35, XXVo — Seprenpne 1608,

54
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SECONDE  PARTIE.

DEMONSTRATION D'UNE GENERALISATION DE LA FORMULE DE RIEMANN
POUR LE CAS DES NOMBRES PREMIERS D'UNE PROGRESSION ARITHMETIQUE.

IX. — Rappel de propositions connues.

Dans cette Partie, je démontrerai pour La premiere fois une formule (1)
pour les nombres premiers inféricurs & 2 et compris dans une pro-
aression arithmétique ky < £, otk et [ sont premiers entre eux. Pour

. e . l N R N
cela, il suftic de traiter la somme 2‘ 7(p), Ot 7 () esloun caraclire

ll R
quelconque modilo k. Car on a

Yih @ik

NN S N ot N
\ -/.‘,(l)/-d/"(/))’"ZA--/,,(/)/"”') ) Y
1

v Y2 Py o1 VAt

(1) On aurait pu éerive heuristiquement depuis longtemps cette formule. Noltamment
M. Piliz I'a entrevue el en a esquissé une preuve heuristique en 1884 | {7ber die Héu-
Sigkeit der Primzahlen in arithmetischen Progressionen uned iiber vervandte Geselse
( Dissertation zur Erlangung der venia docendi bei der philosophischen Facultit der 1ni-
versitéit Jena, 1881)], pour lo cas d'un module premicr. La formule générale €e trouve
imprimée au § 99 de In monographic de M. Towkrws © Sulle totalita dei wwmneri primi fino
a e limite assegnato (Ati detla Reale decademia delle Scienze fisiche o matematiche
i Napoli, »° série, t. XI, n® 1, rgor). Naturellement sa phrase (4 la page 195) « tulle
I deduzioni della seconda parte della memoria di von Mangoldt, che si riferiscono
a quanto ho detto nel (Cap. IX, § 78 a 81), si possono con lievi modificazioni imitare, ¢
si ricava o (sans qu'il indique aucun détail) ne peat pas étre considérée comme une
démonstration de ta formule (37) (d'olt tout découle ), que je démontre soigneusement,
(en la faisant précéder par des lemmes indispensables qui correspondent a la premiére
partic du travail de M. von Mangoldt), tandis que M. Torelli Pimprime immédiatement
apriss la phrase citée. Dailleurs les formules de M. Torelli supposent par errear que la
fonction L(s) n'ait pas de racines réelles comprises entre o el 1. Les formules s’obticnnent
aussi assez vite en commencant par différenticr formellement (ce dont on n’a naturelle-
ment pas le droit) une identitéd de M. de la Vallée Poussin | Recherches analytiques sur la
théorie des nombres premiers ( Adnnales de la Société Scientifique de Bruxelles, 1. XX,
1896, 2° Partic, p. 183-256 ¢l »81-397), p. 357].
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to
~

La fonction L(s), délinie pour o > 1 par

|,(.5') = {\ d/i) ;I ! __l_

- )
n 1 ) — s
I)

jouit, comme on sail, des propri¢tés suivantes :
Pour le caractere principal, ona (')

l,(‘.\‘) = I l (\I»— /_:} ) L(s).

Pk

Pour tout autre caractere, Les) est une fonction entiere de genre 1

telle que, adésignant (2) o ou 1, hune constante véelle,py, oo, p,, cer-

tains nombres premiers (e peut ¢tre o, de sorte que ces nombres ne
sont alors pas a introduire ), g, ..., &, certaines racines de Punité, ona

m

i €y I )
- N CERD) — R e A ()
(27) sy = e I I (l //:j) S ety <)

vl

ot £(s) est une fonction entiere de genre 1, dont toutes les racines
appartiennent & la bande (*)o o 1 et qui satisfait & Péquation fone-
tionnelle

(28) ) ei—s),

dans laquelle e est nne constante de valeur absolue 1 et Z(s)la fonetion
enticre correspondant au L(s) forme avee le caractire (-.onjuguéz(n‘).
Onsait d>lleurs qu’a L(s) et 1.(s) correspondentles memes nombres a,
bym, p, ..., p,ctles e, <, Conjugues.

On voitque, pourle caractere principal, s(s - n)L(s)estde Ja méme

(1) plk signific que p parcourl les nombres premiers différents qui divisent 4.

(%) Suivant que 7 (- 1y 1 ou g (= 1) ==

(%) On sail aussi qu'elles apparticnnent @ la bande o < o 71, mais je n'aurai aucun
usage & en faire; jemploie sculement plus tard le fait connu que L (1) o, de sorle que
niooni [en vertu de (28)] o ne sont racines de £ ().
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forme que le second membre de (27). On Wanrail qu’a poser

n

. PN \
1 =) I
o =0, = - logm, l H ( T — ) : l l r— ]‘;'"), .

VESS| ’ plh

Pour renfermer tous les cas dans la méme formule ('), j"éeris, pour
tous les caractéres, en entendant 1 par ¢ pour le caractére principal,

o pour les autres,
1 .
) $) — (,/, u'l«l)l I <l———~ = S‘;
(29) L(s) &’(S-——-l) r(s%a)Q( )
%

de (29) résulte

m X (" I- ")
) L'(s) ¢ ¢ ~ e, logp, 1 0 E(s)
(30) (s) = s s + b+ } /), —&, 2 r (s -4 (l) TE(s)

Tout ce que je viens de citer dans ce paragraphe est connu depuis
longtemps. Il convient d’ajouter aux notices historiques qu’on donne
dordinaire que la relation fonctionnelle (28) a été découverte en
1862 par M. Kinkelin (*). Il traite avee tous les détails les cas de £
puissance d’un nombre premicr impair et produit de premiers impatrs
et differents, en faisant remarquer avee raison que le cas géncral est
tout analogue.

Le lecteur trouvera des démonstrations detaillées et (res élégantes
de ce qui puuwlv chez M. de Ta Vallée Poussin (*). Pour faciliter au
lecteur d'acquérir ces connaissances, j'observe que ces démonstrations
peuvent otre simplifices aux deux égards suivants :

1° Apres avoir établi fa relation fonctionnelle (28), on peut
déduire de lafacon tres breve suivante le fait que Z(s) est de genre ™ 1.

(1) Naturellement, jo pourrais me dispenser de traiter le cos du caractore principal en
renvoyant & la premicre Partic de ce travail; mais je venx exposer ici enmdéme lemps une
autre démonstration des résultals de cette premiere Partic.

(%) Allgemeine Theoric der fharmonischen Redien, mit Anoendung anf die Zahlen-
Theoric (Programm der Gewerbesclule Bosel, année 18651862, p. 1-32), p. 23-32.

(%) Foirles pages 281-349 de son Mdmoire cilé précédemment.
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D’apres un theéoréme de Mo Hadamard et ayant égard i L symétrie (28)

par rapport a la droite 5 —

I . i [P
oo il suffic de montrer pour tout E_(’»s) que,
1
pour "~ ona
lé(‘)l <<ty ¥V,
olt o < 2. Or,

E(s) = L(s)se(s —nyre v [ L1 ( +“)’
B [

2

Vol b — — )

2
et, au second membre, pour tout caractére différent du caractere prin-
cipal ('), L(s)estunesérie de Dirichlet convergente pour o > o, done,
pour o’ inféricure en valeur absolue v a,,|s|; de méme

m "

e—hlsa) I l 77777 elbldst va) l l o ! < dy, elst oglst
. . B B 1

v b v o

s RS

o

T a .
l‘( ) <y, €T, elologls!)

d’otr, pour tout o > 1,

[E(s) | < au lst”

Cela remplace, pourle hutactuel, les n® (2) 13-18 ¢t 34-35 du travail
de M. de Ta Vallée Poussin.

2 Le travail de M. de la Vallée Poussin contient un lemme () de
la théorie ¢lémentaire des nombres, dont In démonstration, ¢lémentaive
datlleurs, n'y est pas assez simple. Voici le lemme : Pour lowl carac-

(1) Pour le caractére principal, il n’y a rien de nouveau & prouver au lecteur qu
connail la théorie de la fonction ¢ (s) de Riemann appliquée dans la premiére Parlic.

(2) Pages 291-295 ¢l 301-311.

(*) La partie essenticlle de ce lemme avait 616 énoneée par Lipschitz [ Untersuchung
der igenschaften einer Gaitung von nnendlichen Reihen (Journal fir die reine wund
angewandie Mathematik, . CV, 1889, p. 127-156), p. 143 ], qui n’avait cependant pas
publi¢ sa démonstration. Voir dailleurs page 29 du Mémoire cité de M. Kinkelia; la dé-
monstration n'y est pas non plus assez simple.



430 E. LANDAU.

iére propre modulo £, on a. m r'étant pas premicr ayee k,

A
LT ent

(31) E%(I')(‘ k 0.

no1

Au lieu de la démonstration de M. de la Vallée Poussin aux n* (') 41,
44, A7 et 49, M. Hadamard (*) avait déja propose de ramener e
cas geénéral au cas de £ puissance d’un nombre premicr au moyen
d'une identité qui décompose le premicr memhre de (31) en produit
de sommes analogues relatives aux puissances des nombres premiers
qui composent £; mais, pour £ = p*, il a du encore renvoyer i M. Lip-

schitz. Mon ami et collégue J. Schuar m’a fait remarquer qu’on peut
établir trés simplement, et méme directement pour tous les £, Piden-

tite (31) de la facon suivante.
Posons

2 im

¢t

r-

Puisque m a un diviseur commun avee £, £ possede
tel que

ol

Soit

I3

Q .

VIO WACILE:
. ) . nol
il s”agit de prouver que
flp)==0

Sirest premier avee £, on a

k

un diviseur [ <k

4
S(p)= 2%([[)(/’ == Zz(/ll')p"". sy () fp").

nool n o1

Si, en outre, roc1 (mod. /), on a

P p

(1) Pages 320-321, 323-325, 327-598, 330-3730,

() Sur les sérics de Dirichlet ( Procés-verbanr des Séances de la Société des Sciences

physiques et naturelles de Bordeawr, annce 18961897, p. 41-45).
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done
/(P) ('/‘(/')- 1) = 0.

St f(g) n’élail pas zéro, on aurait done
'/'(/') S

pour tous les 1 (mod. {) et qui sont premiers avee £ Je dis que
seralt. un caractére modulo 1, ce quiest en contradiction avee la
supposition que 7 oest un caractere propre modulo k. Pour cela, il
faut montrer que, st 2. '(mod.{) et 2, 2" sonl premiers avee /£,
on a

vy —y(n').

En effet, sty représente la classe inverse & n(mod. £), on a

oy e (mod. 1),
n'nyocrtsoa (mod. 1),
g )yl y=y(ry) .1,
7Yy () oy (),
VARDESVAVDE

I/ (s
X, - Lemme sur l'ordre de grandeur de 1 —-(-:-S-_-))-
Lemyve HU. — On o«
I/ (s)
e gy logl s
} L(s) £l
dans les domaines survants :
19 Les quarts de plan o — 1,0 1 elo — 1,00 —1;
2" Lesdrottesinfinies 5 = =} — a, 5 == B —ly .., G —S—a, ...,
ot s estimpair el .
Démonstration. - De (28) résulte
sy ?(l-—».&')_

() Th—s)



432 b

LANDAU.
done, en vertu de (30),
I bt — &
L(l—s) S ¢ +/’+>w g, Ing/) o _w(, 2 )__5’(.«;)
L(r—ys) 11— PRI Pt sy E(s)
(—) =
I ( Tha—s )
PR\ c.:.l(.)g ryo L ~ ’ 4
et )" 2 N
R | I ( X T )
\ 2 /

w N =L -
S‘\ £y logpy 1 2 1(s)

~ -5 7 p ( ‘e ) L(s)

Or, pour a = o,

pour a ==1,

done, dans les deux cas,

— b
I .'__'_L’__;‘_')' Voot
2
r ((_,L -t .s') P (,L"l” @ 5"
1 2 1 2 T (§ -~ ct)T0 (s
PO s Rl P e loga — - tang —— R
r e 2 .. A e 2 2 $)
NE (e
9. . “
l , a1
JO1 e s &l Tog p.
(.____....__) ol 4 l();."’). - c‘*/“?**z["“
(-3 ’ 2& I
) 1 &y
9, Y-
(32) m .
~ g, log p. T (§~ )70 (s L'(s
’ S -'——:.’_’ b tang - T ,('.) : ),
-/‘-‘1 &y 2 2 I'(s) 1 (s)
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. ST PR ., , .
Sta- o, lang = a dejiete traite dans ladémonstration du lemme 11

sia==1, ona, en utilisant les résultats de @ = o 1° pour|z] 1,

) (s )T
lang —- P (ly;
27 pour ge=s Lo 8ok e T 2,
(s —1)m
‘Ian',;'————~)~ <ty

lin se rappelant encore le lemme 11 e Pegalite

i:_‘,ll - ,_}ﬁ;-(/'m:li”g/f (g 1),
L(s) el P

oz

on déduit de (32) que, pour s o, |/\ et poursc Az bd, L0

’
m ”m
L s) N logn ~ log
, . ~ ) 2oy L) .
l O . “alb] o loge - — ‘»l—- - F Ly g logls | -y
AT M
o b o — v o
I

<7 gy |ng| $ |,

ce <|ui prouve le lemme HI S car, pour les s appartenant aux domaines
de son énoneé, on obtient

[.)(s) ) low| I
| Ty log|r— s
I.(s) wy 10%
Tty log] s
XI. Lemmes sur la distribution des zéros de I.(s).

Lumme 1V, Sodent T o, NOT ) le nombre des zéros de L.(s ) dont [ or-
donnée est ('()m/:r[.w' entre o (exclusicement )y et T (tnclusivement). Je dis
que

N(T A1) N(T) g, logT.

Démonstration. — En désignant indilféremment par g = (5 + e les

Ann. Fe. Norm., (3]), XXV. ~ Ocrosre 1go8. D0
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zeros de la fonction enticre de genre 1
n
- - E A .
()
. I'V
VAR |

tous compris dans la bande o™ <1, on a

AN ( 1 i L'($) : :
> (= R [ 4
o \ 5 - ) p) L(s) s s

Pour s=2-+ Ty, T "2, Jen conclus, absolument comme dans L
demonstration (') du lemme 1V,

(33) Z-i N ('|'I', ot g log'T.
(1

(33) fournit Te Temme TV et aussi les lemmes Voot VI, qui sont si
identiques aux lemmes Vel VI qu'il n’est méme pas nécessaire de
réerire leurs énonees.

Jintroduis maimntenant les nombres T, comme au commencement
du § IV. Paisquiil 0’y a plus de symétrie par rapporta Paxe réel, il faut
preserive ici expressément aux T, la condition que T, et T, ont, de

o
o

chaque v, une distance supéricure i < (estorealisable dlapres

wylogT,

le Temme TV, appliqué o Lis) et E(.s').

(1) Le fait que dang (13) figure ————%—-« au lieu de - provienl de ce que e

=
4
S—
{
Niw
TN
N
S~—
—
N i=
S—

LN s
lerme - n'y est pas el que I <
s 2
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Je n’établis pas Panalogue dulemme VI puisque, dans cette seconde
Partie, japplique Pintégrale généralisant

/ AR SCI N
Jos L)

au liew de eelle qui correspondrait i

/ ’ log Z(s) ds;

S

jfobserve seulement que, en raisonnant comme au commencement
de Ta premicre partie de Ta démonstration da lemme VI je trouve

parcillementa (20), pour A S
, ['(s) .
(34) Tis) L gy logtl,.

XII. - Application du théoréme de Gauchy.

Soit e v, r o en appliquant Te Temme IXCd L série

L'(s vor) 2: vipmylogp

Ls i r) T

poom
et en désignant par A Ce, ) T somme

N e lozp
] /’/III

powe

pour e/ prescette somme diminace de famoitié du dernier terme
n

pour.e pion obtient

PR

. I PR P C I
A, r) lim . / B
o), 8 L(s +r)
R AP KUY
lim - P ——¢ls.
1o, e S o L)

Fapplique maintenant le théoreme de Cauchy au rectangle avee les
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sommets 2 +r==T,7, —z — a =T,/ (allecté d'aucune coupure ), ou z
e

est impair ¢0 23, g entier el 2. La lonclion & intégrer

= L (s)

s--r Li(s)

estrégulitre sur le contour et méromorphe o I'intérieur. Elle y pos-
stede comme poles : le nombre 7, les zéros de L(s) a ordonnée absolu-
ment inférieure a T, eth abscisse supéricure i -~ z - a, enfin, pour le
caractére principal, le nombre 1. Ces poles sont tous simples sauf les
. L!(s Y. -

cas que 7 coincide avee un des poles de T—((T))V; alors rest pole double.
Le résidu du pole 7 est done :

1 Si nirone coincide avee un zéro de L(s), ni quon n’ait en méme
temps 7= 1 et le caractere principal,

2 Str o1 el que L(s) corresponde au caractere principal,
—loga 4 Gy,

ot G, designe le terme constant dins

(s) B , _— .
(.;_7 = e g Gyl = 1) 4= .0

| li
I
30 St coineide avee 7ozéros © Cun zéro véel et o de multiplicité 2,
qui d'ailleurs serait <7 1, comme 'on sait
~ b ’

Llog.r 4 G

o C; esl le terme constant dans
L'(s) 7. ] )
L(s) s« + GG Cils v -

Le résidu d'un pole ne coincidant pas avee rest :
4° Pour s: =1, seulement st le caractere est principal,
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50 Pour les racines v comprises entre o (inclusivement) et 1,

.,L\T-J‘

r___,.)

6° Pour les racines non réelles (i ordonnée absolument inférienre

aT,) queje désigne parp (1),

af=r
p—r’
7° Pour les racines — 2, — /4, —6, ..., — 2 ‘ ) l dans lecasa -~ o
el —r1, -3, ..., -z danslecas a = r1,7en résuma, pour (2m - «),

m==1, 2, ...,l" ] -+ «,
’ o (e or

—(2m— ) — r

On a done dans tous les cas, si I, I, I, IV désignent, & partir
de 2 4 r— T, en haut, les cotés du rectangle,

1 ) * '
2T L I AR 1V
1-r ,.\’ r

.l'p r r ~N .
= Z e e (} — ]«} e
[ [ — 1 deed v —
|6 t
; t

(35) { T e,

«

5
~ o (2m—a) -r LI(,.)
S R,
d - (0 — )1 L(r)
m=1
L .. . L . ) .
ot 1l faut faire la convention que, si NS est dépourva de sens, ce qui
entraine qu’au moins un autre terme le soit aussi, on entend
|. g l“l( ,,) plor I‘/( ) ‘,’.lv—l‘
im | ——— — - ar e —
rea | L(P) 1 —r pi L(r) I

L'(ry  2arv”

t —

L(r) te—r

lim >

re-r

LTSI TS
L(r) R pe

ou A désigne la multiplite de la racine v,

(1) Il est commode de changer ici un peu les désignations et d’exclure du signe p
toutes les racines réelles. Dans 5° el 67 une racine mulliple doit étre énumérée plusicurs

fois.
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XIII. — Passage & la limite =z — =.
En faisant tendre dans (35) z a Pinfini, Fintégrale sur I tend
vers o car, sur ce chemin de longueur finie, on a, par le lemme 1T,

g r
— g log| s | <2 ay,a

De méme les intégrales T, IV peavent étre étendues & infing, puisque,
o b
pour { =T, o= — 1, lelemme 1" donne

a7 LI(s)
s —r 1.(s)

a7
<
5]

g logls| - gy,

Enfin, an quatricme terme du second membre de (55),

—i . 2

. \,,' e 2Qm -et) -1 o 2t oeag ~ .v,.l'. '
lim _— ? - e T 2‘ ——
. hd — (0 ) — 1 ek -2 (10— l) — 1 R—r
o m= 1

ot R parcourt les zéros négatifs de L(s).

Donc
I KRN E I ) .
/ | . s LI(S ~ aper _,.l ’
~/ . - )(/S \ S 2
DT b o L) ez O 1=
R l,: Tt i
X R ! .
O O T L'(r)
R S R L
sned r dod R Lr)
(-‘5()) / T n

XIV. — Passage a la limite & - ~.

Pour g ===, lesdeux intégrales au second membre de (36) tendent

vers o3 ocar pour /= 4T, 5 f,oonoa, siog 5 e, par e

A
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lemme 1,

as L (s T

s — r Lesy| s

g logls

de sorte que

[ W 1
) # L B logT, /*
/ P Sy ) ds| < a,y —,F——i‘- / r7ds,
v, S 7 () A
el, pour £ == - 'I“,ﬁ,, LG 2, 0na, par ( 3,
L (s)] L x® low? T
e | T — iy, Lo T,
—r Ls) r, o
pour £ = +T, 5 2
~ 'I\
&
de sorte que
R Y N 240
s . i
— i ds| << (r = 3) 5= gy log*T,.
R A P P
Le premier membre de (36) tend vers - A, r), comme on 'a vu
plus haut; Ta limite
. ~ aer
lim \ e
ez 9 A

v
b -

existe done. Cela entraine que Ly somme
~ P
X
If) S
(l

ot les o sont ranges par ordonnées croissantes, converges car

- e 1r
Z '()"- I

E xr R gy ]();;‘,g"
. [71 8

g0 g [ AT

ce qui tend vers zéro pour ¢ == . Jobtiens done
] &

aft=r L' (r)
R—r  L(r)’
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XV. — Intégration par rapport au parameétre et formule finale.

Il est permis d'intégrer les series dans (37) terme & terme par rap-

port i rentre les limites o et =, Car la somme

Z '(Z’J;l r

.
peut se metire sous la forme
,'z a? > P
a ey L,
p &dp(p—1)
¢ 3

ot le premier terme est e produit ’une fonction de 7 par une série ne
renfermant pas 7 el ot le second terme est une somme de quantités
respectivement inféricures en valeur absolue i

L'intégration fournit
Y . .
Z“.l(,l?(‘) T,
p

ol le signe — correspond iy > o, le signe - iy =" o. Pour la somme

-~ _,»" r
R- r

R

Y

Pintégration est également permise el fournit

0 R (2m — )
m
” .
- g (2magu (el o (2w,
e —— il m — ————
J, 123 s wu(nr — o )
mooq 1

Nl

o xdu v oo dy
L ), e

Al
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Pour les termes en nombre fini

i’y a danger ni d traverser les valears =1 et r ==, Ia fonction y
restant continue, nidcintégrer jusqu’a Uinfing, puisque

. R IA/(/‘) ) . ./’(I,m) S /( 1)
lim / - e Inn( SN ‘2‘7 ~—)

[ P IJ( r . " yaax T
' oy " / /
: AR P
~ ( )/ll)
- /’/\ = log L),
mypstt o
pon

Pour ¢erive le résultat, je suppose d'abord
I.(o) //fn.

Alors on a, en désignant les v par vy, oo, 0, (2 0),

ddog (o) (- c)mi

(38) elhidtay- ZI,/(,N’)——LIw,:;L(n) (2 -c)mi,

loeL.(oy désignant La valear obtenue en prolongeant
- ) | [l

( )

P

sutvant Paxe reel en dyvitant les points singuliers par de petits détours

nn, Feo Normeo, (G), XXV, Ocronne 168, 56
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dans le demi-plan supérieur. Si

L.(o)=o,
le résultat (38 ) subsiste encore sil'on fait la convention d’entendre par
— kLi(1) +logL(o)
(cas du zéro v = o de multiplicité A=) la limite

lim = AL (") - logL (- - R,

h=+0

Le premier membre de (37) donne, en Pintégrant de r=o i r-—=,

] . . o N ~ ,/‘(/)m )Hl_(l_;';l: . -~ 7( /,IN )
‘/0 A, r)dr mv{) 2‘ dr == 2‘ w0

['III r

I,m".,. pmoe

ou, pour x == p;" le dernier terme ne complte qu’il demi.

0

En posant donc

N ( ,/n‘ o
= > 2r) pour zdifférent de tous les pr,
e nt

/( ) /,m-",.
a)
v N ( ) [ ( un
e Z AV VAR pour ap
m 3 am
\ P

Na
v seulement

log.r’

' . 1 1 1 ‘1 ) » N 4 ’ ) ‘. 1 'l ’ o (
fonction qui diflére de Z 7.(p) Pune quantité ordre

I) ”
et qui contient comme cas particulier la fonction f(2) de Ricmann,

jobliens
r/)'

. . ~ . _ . 7
/(“")""""‘(“’)""Z”“(“"ﬂ)“'mz ‘/ yrhlogy (yt 1)
4 '

-—--Zl,[(;:f) logli(o) - (o -— ¢)md.
'

Cela renferme la formule de Riemann comme cas particulier :

k=1, VAU R ¢, a0, o0,
L(s)=1(s), loglL(oy-=- loga - md(.



