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SUR

L'INDETERMINATION D'UNE FONCTION UNIFORME

AU VOISINAGE 1’UNE SINGULARITE TRANSCENDANTE;

Par M. Pierre BOUTROUX.

I. — Le théoréme de M. Schottky.

[lyadeuxans, j"ai cherché adémontrer le théoréme suivant (Comptes
rendus, 31 juillet 1905, et Bulletin de la Société mathématique de France,

t. XXXVI, 1905) :

Sout
Fle)=a,+ay2 +. ..

une fonction qui, pour || < r, est holomorphe et ne prend ni lavalewr o,
nt la valeur 1 : alors, dans le cercle de centre o el de rayon Or() < 1), le
module | F(x:)|reste inférieur d une fonction finie M(a,) ducocfficient a,.

Je croyais ce théortme nouveau lorsque je 'énoncai o lorsque j'en
parlai, pour la premiére fois, i M. Garathéodory qui en trouva aussitot
une fort ¢legante démonstration. Cependant, ce méme (héoréme avait
¢té obtenu quelques mois auparavant par M. Scholtky. Depuis lors,
il a été repris et précise sous diverses formes par MM. Landau et Cara-
théodory. Je n’aurais donc pas arevenir sur ma démonstration si je ne
devais y rectifier quelques erreurs que M. Landau m’a obligeamment
signalées.
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Au dernier paragraphe (§ 10) de mon Mémoire de 19o6, j'ai énoncé
sans démonstration une généralisation du théoreme de M. Schottky,
que je croyais facile, et qui a ait trait au cas ot la fonction F(x)
prendrait un nombre fini de fois les valeurs o et 1 pour | x| <r. Cette
généralisation n’est pas exacte, ainsi que I'a montré M. Landau. 1l
faut en rectifier 'énoncé et supposer que, pour |x | < r, F(z)ne prend
que p fois fa valeur 1 et jamais la valeur o.

D’autre part, je me suis appuyvé, pour démontrer le théoreme de
M. Schottky, sur trois lemmes préliminaires, dont le troisicme (§5)
doit ¢tre ainsi corrigé :

Lenyi 1. — Soit f(x) une fonction holomorphe dans un cercle (i de
rayon R, et sotent M(r) le module maximum de cette fonction et M, (r )
la plus grande valewr négative de sa partie réelle pour | .x | < r. Onaura

e, . SRR oy
pourune infinidé de valears r, de r comprises entre —— et /—¢ Uinégalite
. ‘l h .

i o 7"
(1) 'l\l(")<Mi'(/'¢)) pour ol AT I SR
VM, (r,)
.o . . SR
D aillews, il cxisiera pour ==
|
réelle de f(x) sera négative et ot l'on aura

<|x|"r, des points x o la partic

ayec
,‘0

\/ M 177;;

M(lz]) <M (r,) pour ]1—7['

Le grand intéret du théoréme de M. Schottky réside dans ce fait :
faisons décrive an point F (dans son plan) un chemin queleonque
issu de x, et évitant deux points particuliers au plus : nous saurons
tracer un cercie duquel la fonction 2(F) (partic de o) ne sortira pas
lorsque T décrira le chemin considére.

Envisagons, en particulier, une fonction entiére Y(x). Il existe des
chemins @ s’¢loignant inddéliniment sar l[csquuls Y tend vers infini.
Considérons deux tels chemins, entre lesquels se trouvent d’autres
chemins infinis sur lesquels Y devient indéterminée. Du théoreme de
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M. Schottky on deduira sans peine que, sur Pensemble de ces derniers
chemins, Y prendra une infinité de fois toutes les valeurs, sauf une au
plus. Ainsi se trouve amorcée Uétude systematique des fonctions ineerses
d’une fonction entiere, ¢tude dont divers savants, MM. Hurwitz (1),
Denjoy (*), Rémoundos (*), se sont préoceupés récemment. A mon
tour, je voudrais aborder cette étude en la rattachant aux recherches
que la théorie des cquations differentielles m’a conduita faire sar les
points singuliers transcendants des fonctions multiformes ().

II. — Les fonctions inverses des fonctions entiéres.

Je me propose d'etudier avee precision Pallure d'une fonetion
entiere Y(r) sur les chemins o qui s’¢loignent vers Uinfing dans le
plan des e 0 existe surement des chemings o sur lesquels Y odevient
infinie et des chemins o sur lesquels Y oest indéterminée. 1 peut
exister aussi des chemins o sur lesquels Y tend vers une Thnite déter-
minée Yoo e point Y, est alors (7) un point eritique transcendant de
la fonction (Y ) inverse de Ta fonetion Yo Ninsi, en nous proposant
detudier le groupementdes differents chemins o, nous serons conduits
aanalyser les singularites de la fonetion e (Y).

Je limite Ta presente ¢tude aux fonctions enticres, afin de Ta rendre
plus claire. Je renvoie done i plus tard Pexamen du cas géncral oo Y
estméromorphe.

(1) Comptes rendus, 5 décembre 1gof.

(%) Comptes rendus, 8 juillet 19o7.

(%) Annales de la FFaculté des Seienees de Toulouse, »° serie, G 1X

(%) Faisons observer en passant que e théoreme de M. Scholiky sera encore applicable
al'étude de Pinddétermination d'une fonetion uniforme au voisinage d'une ligne singulicre :
soit une fonetion uniforme () adimetlant, par exemple, une droite singulicre el présen-
tant sur les cheming qui converzenl vers un point g de cetle droite (e eolé ol 1 oest
définie ) vne valeur exeeptionnelle au sens de M. Picard (¢'est-a-dire d'une valewr que
la fonetion ne prend pas au voisinage de oy, mais vers laquelle elle tend sur certaing
des ehemning convergeant vers 2y ) la fonetion prend nécessairement, au voisinage de ey,
toutes les autres valeurs, sauf une au plus,

(5) C. Hunwirz el Dexsoy, loe. cit.

Adnn. Ee. Norm., (3 ), XXV. - JuLLer 19o8. '/lx
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III. — Points critiques transcendants de la fonction #(Y).

Commencons par faire quelques remarques a priord sur les points
critiques transcendants (7) de la fonction 2(Y).

lin premier lieu, ces points transcendants sont isolés (ils ne peuvent
former ni une ligne continue, ni un ensemble parfait discontinu). Cest
Ia un fait qu'on pourrait établir directement et qui résulte également
des théoremes généraux donnés par M. Zoretti ().

D’autre part, les points transcendants () peuvent étre répartis entre
diverses categories que je me suis efforce de définie aillears (%)

Un point 1 peut étre direciement critigue [une infinité de détermi-
nations 8’¢échangent alors directement (*) autour de 7.

(1) These @ Sur les fonctions analytiques, ele., p. 4q.

(%) Gl mes Lecons sur les fonctions définies par les équations différenticlles du pre-
mier ordre, Chap. 11

(%) Cos détlerminations s’éehangent entre elles lorsque Y déerit un lacet ¢émentaire
fermd {4, renfermant le point q el ne contournant ancun aulre point critique. On suppose
Failleurs essenticllement que le lecet L (lequel se compose d'an chemin deux fois par-
couru el d'une bouele infiniment petite) ne s'enroule pes wne (nfinité de fois autour dua
point . Gest la une condition que nous ne devons pas oublicr, car elle va jouer an réle
important dans 'étude que nous allons faire. A ce propos, nous ferons observer qu'il
sorail tres désirable d'adoptler une terminologic préeise permettant de distinguer netle-
ment, les différents cheming qu’une théorie des fonctions multiformes est lenue de consi-
dérer. Jai cu occasion de proposer, @ Poceasion des dquations dilférenticlles, une
définition qui ost relative & la longuerrr un chemin comparcée a la distance de ses
extrémilds @ supposant donné une fois pour toules un nombre fini K, jai appelé chemin

T
direct tout chemin dont un are quelconque z 2" satisfait & inégalité ST K. Dans
corde a2’

cetbe définition, je le répete, jo n’ai tenu eomple que dela longuenr du chemm x.2 et non
de sa forme; ainsi, d'apres ma définition, un are infini de spirale logarithmique s'enrou-
lant autour d'un point doit 8tre considéré comme un chemin diveet (exemple @ un are
infini de la spirale dont U'équation, en coordoanées polaires, est r = ¢~po ), Cependant, il
peut y avoir intérél a ne pas confondre sous un méme nom les chemins direets qui s'en-—
roulent nne infinité de fois autour d'un point, et ceux qui ne s’enroulent pas. C’est pour-
quoi, sans modilier ma définition des chemins direels qui est souvent suflisante, jap-
pellerai chemins simples direets les chemins qui ne s’enrvoulent pas, ol chemins spirales
dircets ceux qui s'enroulent. Je continuerai a appelor caractéristique Loute branche do
fonetion suivie @ partir d’une valeur initiale donnée le long d'un chemin rectilione.
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Un point v peut ¢tre indirectement critique [ 1 est alors point-limite
de points critiques algébriques v;, autour (') desquels se permutent
une infinité de determinations].

Enfin, un point v peut étre i la fois directement et indirectement cri-
tique.

Demandons-nous par quels caracteres ces différents cas vont se
distinguer les uns des antres du point de vue de la fonction en-
tiere Y(u).

IV. — Premier cas : Point directement critique.
Sott le potnt o directement critique sans étre indirectement crilique.

Jai montre ailleurs (*) que cette hypothese nw’exelut pas le cas
ot le pomt eritique transcendant v serait point-limite de points
critiques algébriques. Voiei e qu'elle signifie @ Prenons un point Y
voisin de 7, et joignons Y etq par un chemin invariable Csimple direct)
qui ne traverse ancun point critique. A 'ensemble des déterminations

confondues en 7 correspond, an point Y, une suite unilinéare de dé-

terminations x;_, ;2 .. Hest possible qua partir de Ta déter-
mination &, on puisse, au voisinage de v, opérer des permutations
¢lementaires qui donnent des déterminations nouvelles distinetes

de et a,,, mais ces permutations constituent des impasses (%)

(1) Je rappelle co que Jentends par towrner antour d'un point critique n; ou opérer
lee permutation élémentaire 1,7 Soit Ian eercle de centre s qui ne conlienne ancun point
transcendant autre que 7. Je suppose que, d'une maniére queleconque, on ail construil un
gysteme de coupures joignant respectivement au contour de ' les points eritiques situés
dans ', cos coupures ne s'enroulant pas une infinité de fois (¢’esl=i-dire élanl des chenins
simples directs) ol ne se coupant pas enlre clles. Tourner autour de v, ou opérer la
permutation clémentaire «;, ¢ est déerire un lacet fermé (dehangeant deux déterminations
différentes ) qui franchisse une fois ln coupure 4, et ne renconlre ancune aulre coupure.

in théorie, on adinettra toujours que chaque point critique algébrique perinute deux
déterminations seulement. Sl n’en Gtail pas ainsi, on considérerail que plusicurs points
critiques sont confondus en un seul, ot on affecterait d'indices différents les diverses
permulations opérdes autour des poinls critiques multiples.

(%) Legons, ete., p. 0.

(*) Lecons, cle., p. 9b.
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on ne peut, au voisinage de et & pactir de x;, obtenir une infinuté de
déterminations nouvelles, & moins de décrire directement autour de v,
la suite infinie de tours qui engendrent les déterminations g,

Zjpny .- ou:-rj,,, Zjny oonn

Arrétons-nous ici pour faire quelques remarques.

Appelonsy;,, ..., m;les points critiques algébriques (éventuels) qui
permettent de déduire de z; (sans tourner autour de 1) des détermi-
nations distinctes de .z—'j_, et ;{,-J,.; prenons, dautre part, le point Y
plus pres de Uorigine que les points n; ., ..., 7,4 Par hypothese, la
caractéristigue issue de Y avee la délermination 2, sera singuliére au
point 7 et admettra ce point comme point transcendant divectement
critique. Déerivons maintenant & parlir de Y un lacet qui conlourne un
ou plusieurs des points 7, , «-., 7, mais ne contourne pas 7. Ge lacet
nous raméne en Y avee une certaine détermination f, La délinition des
points directement, et non indirectement, critiques exige que le point 1
ne soit pas (ranscendant pour la caractéristique issue de Y avec la déter-

mination x;. Gette remarque conduait, dans Te cas ot Y(x) est une
fonction entitre, 4 une conséquence qu'il faut retenir @ si linfind est
pour lu fonction x (Y ) un point transcendant directement, non indirec-
lement critique, les branches de (Y ) qui se permutent direclement entre
elles awtowr de Uinfint ne saurawent presenter des points criliques alge-
brigues arbitrairement pres de Uinfind (*). Cet énoneé résulte immaédia-
tement da fait que lowte caractéristique de (Y ) prolongée jusqu’a
Vinfind admet Vinfind comme point transcendant directement eritique
[ puisque Y(x) ne peat etre infinie que pour .z = = |.

Nous remarquerons aussi que ladétinition donnée plus haut impligue
que le point q est [dapres Ta terminologie que [ai adoplée (*)] un
point de premiére espcce.

Considérons maintenant Uensemnble des caractéristiques issues du

point Y (délini plus haut)avee une determination ; : sur cet ensemble

(1) St celte condition w’étail pas satisflaile, on se trouverait en présence du cas que
nous signalerons a la fin du §IX, en parlant des fronticres des longues mulliples.

(%) Lecons, ¢le., p. g).
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de caractéristiques, el au voisinage de v, nous ne pouvons rencontrer
gqu'un nombre fini de points eritiques algébriques (ear, st nous en
rencontrions une infinité, on pourrait, autour de ces points eritiques,
opérer une infinité de permutations sans tourner autour de 7, ce qui
est contraire a nos hypotheses). De cette remarque on tirera aisément
la conclusion suivante : Appelons Y un point situé entre 7 et Y sur le
chemin invariable -ﬁ ct, au point Y, désignons par ..., x5, ac},
les déterminations correspondanta ..., x;_,, x—:.,-, .o o. Quels que soient
Uentier ) et la determination initiale x/ , on peul prendre le point Y' asses

prés de-q pour que, tant que | j'| < J, la caractéristique issue de Y avec la

U

détermination x; ,
cercle 5 de centre 1 mend par Y.

, , . ..
ne /)I‘(‘S({lll(f pas d’autre /)()mé (:I‘lll(/ll(f que 1 dans le

Cela dit, considérons, le long du rayon Y'v, la cavactéristique issue
de Y avee L valear o). Cetle caractéristique, admettant par hypothese
le pointq comme point transcendant, devient infinie en ce point. Lors
done que Y déerit le rayon Y'q, la variable .o deécrit, dans son plan, un
chemin continu o (ne se coupant pas lui-méme) qui s¢loigne vers
Pinfini. Faisons maintenant tourner le rayon 1Y autour de 7. A toute
position nouvelle de ce rayon correspondra (dans le plan des 2 ) un
chemin o, contigu au précedent, mais ne le coupant pas; et ainsi de
suile jusqu'a ce que e rayon 7Y ait décrit // tours complets autour
de 7y, Te nombre j7 etant aillears arbitrairement grand si Pon a pris
[ Y q | assez petit.

En résumd, la singularité du point transcendant 1 est manifestée,
dans le plan des ¢, par lexistence d'une bande o langue continue L5
Joudssanlt de celle propricié que, sur towt chemin d s'élotgnant vers Uinfind
sans sortir de v Y tende vers le point X = 1 enne s'enroulant autour de
ce point qu'un nombre fini (" ailleurs arbiraire ) de fois (1), Lo banle g
contient wn nombre arbidrairement grand de chemens d différents le long
desquels Y (tendant vers 1) repasse par Lo m’me série de valewrs, décri-
vant par crem /;/r: un méme rayon aboulissant ere 1 -

(1) Comprenons, d'une manicre générale, dans ln langue S tous les chemins o contigus
sur lesquels Y tenwl vers q. ILy a dans &2 des cheming o sur lesquels Y otend vers o sui-
vant un chemin simple direet; il y a aussi des chemins o le long desquels Y déerit un
chemin spirale, lequel opere une série infinic de permulations awtour de 1 directement.
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Précisons encore un peu. Pour obtenir dans la langue ¢ une infinité
de chemins « le long desquels Y déerit un méme rayon Y'7, nous avons
du, tout a 'heure, faire tendre le point Y vers le point 0. Montrons
que nous aurions pu établir I'existence des mémes chemins o en lats-
sant fixe le point Y'.

Sur les caractéristiques issues de Y aveela détermination 2 on peut
rencontrer, avons-nous dit, un nombre fini de points critiques 7;,, ...,
N,u tels gue les permutations opérées autour de ces poinls consti-
tuent des impasses. Ces points eritiques n'intéressent évidemment
la singularit¢ 7 quantant qu'une infinit¢ d’entre cux convergent
vers n; nous supposcrons done qu’une infinité de points 7, tendent
vers 7 lorsque / prend des valeurs positives ou négatives arbitraire-
ment grandes. Cela dit, supposons que nous partions, comme plus
haut, da point Y avec la détermination & et que nous décrivions
indéfiniment le contour du cercle v dans 'un ou Pautre sens, de
maniére (par exemple) a engendrer successivement les détermi-
décrit plus de J tours, nous obtiendrons des caractéristiques qui pour-

nations @', , x - d'indices sapérieurs &0 Lorsque nous aurons
ront (d"apres nos hypothéses) presenter des points critiques dans .
Des lors, en continuant & (ourner sur le contour v, nous nous trou-
verons opérer les permutations relatives & ces points critiques. Mais
nous savons que ces permutations constituent des impasses @ lors
done que nous aurons déerit sury un nombre fini de tours nouveaux,
clles se trouveront toutes avoir ¢Le np(n'(‘,us de nouveau en sens inverse,
et leur effet sera détruit. Au contrairve, les permutations opérées autour
du pointyecontinueront i engendrer une série infinie de déterminations
nouvelles. En résumd, lorsque x tourne wndefiniment sur le contour
dans Uun oul’autre sens, nous obtenons ("), sur le rayon X', une infinité
de caractéristiques différentes qui toutes admettent le point 1 comme point
transcendant directement critigue. A ces caracteristiques correspondent
(dans le plan des «) une infinit¢ de chemins o différents, tous situes
dans la bande ou langue ¢ (et de plus en plus ¢loignes ).

(') Notons aussi que, lorsque Y tourne indéfiniment sur Y, OUS De pouvons repasser

au point Y avee une méme détermination qu’un nombre fini (bhorné de fois.
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V. — Deuxiéme cas : Point directement et indirectement critique
de premiére espéce.

La conclusion que nous venons d’obtenir subsisterait ¢videmment
lors méme que le point v serait indirectement en méme temps que
directement critique, pourvu qu'il existe encore un cercle vy, de
rayon nY', satisfaisant aux conditions (que nous avons énoncies plus
haut. Mais, parmi les cas ot il en est ainsi, nous ne retiendrons que
celui ot le point transcendant directement critique 1 est un point de pre-
micre espéce (). Voici ce que Pentends par L. 11 existe, par hypotheése,
une infinité de déterminations ..., @, x;, x;,,, ... quise permutent
entre elles autour de v directement. Supposons, d'autre part, que
d'une infinite de déterminations v, on puisse déduire des détermina-
tions nouvelles, en nombre infini, en tournant autour d’un ensemble
de points ceitiques algébriques convergeant vers 7 sans tourner autour
de 7 divectement. Par définition, le point 7 ne peat ¢tre point de
premicre espece | point de premicre espéce de la dewxiéme sorte (*)] que
dans le cas o les déterminations x;, (sauf peut-ctre un nombre fini
dentre elles) figurent deja parmi les determinations v . 1 hypothise que
nous faisons consiste done i supposer que celte circonstance se trouve
réalisée.

Reprenons alors le point fixe Y défini dans le premier cas, et consi-
dérons ensemble des caractéristiques @ issues de Y avee la détermi-
nation ;. A moins que le point 7, considéré comme point transcen-
dant indirectement critique, ne rentre dans le cas exceptionnel (qua-
triéme cus ) défini plus loin, Uensemble des caractéristiques considérées
ne préesentera qu'un nombre fini de points critiques algébriques au
voisinage de 7. De la nous déduairons, comme plas haut, Uexistence
d’une bande ou langue infinie & Pintericur de faquelle la variable Y

(') Ce cas seul nous intéressera dans la suite; dailleurs, comme je Uai dil (Comptes
rendus, 28 oclobre 1907), on peut démontrer « priori que los poinls transcendants des
fonctions inverses de fonelions enticres sont tous de premicére espécee.

(*) Lecons, cete., p. 9b.
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tend vers le point 0 en suivant un ravon aboutissant en ce point.
D’ailleurs, les résultats que nous obtiendrons en ¢tadiant le rotsicme
cas (§ VI) s’appliqueront aussi au cas actuel; il y aura done (contigué
a la bande déjic definie) une seconde bande infinie & Uintérieur de la-
quelle Ta variable Y tendra vers le point 7 suivant un chemin spirale.

VI. — Troisiéme et quatriéme cas : Point indirectement critique
et cas-limite.

Soit maintenant le point transcendant 7, non plus directement
critique, mais indirectement criique ( point-limide de points critiques
algébriques).

Appelons . une aire arbitrairement petite entourant le point 7;
puis partons d’un point critique voisin de 7 avee la détermination
critique correspondante, et faisons mouvoir Y dans L. Si nous nous
rendons au point 7 sans tourner autour d'une infinite de points cri-
tiques, nous arrivons en 7 avee une valeur finie de . Mais, si nous
nous mouvons dans-L.d une manicre quelconque, nous faisons corres-
pondre i toute valear de Y osituce dans 4 une infinité de valeurs qui
ne peavent converger que vers Pinfini. Eno dCautres termes, tracons
dans -1 un chemin quelconque qui s’enroule awtour d'une infinite
de points eritiques. A ce chemin correspond, dans Te plan des 2, un
chemin continu s’¢loignant vers Uinfing.

Mais ici une distinction s impose a laquelle jai déjac fait allusion (7).
Considérons un chemin quelcongue qui tourne (*) autour d'une suite
inflinie de points critiques ..., 7, . 7, Tje, - CODVergeant vers 7.
I peat arriver que ce chemin doive nécessairement s’enrouler une
infinité de fois antour du point 7 il alfecte alors la forme d'une
spirale convergeant vers 7. 1 peut arriver, au contraire, qu'il existe
des chemins (simples directs) opérant lasuite des permutations ..., 1, o,

(1) Cf. Lecons, cle., p. gi.

(%) Vide supra, p. 323, nole 1. On suppose loujours que les points eritiques 7, sont
simples et que les coupures correspondantes sont des « chemins simples direets ». Cette
hypothese est impliquée dans Ta définition des points indirectement eritiques de premicre
espece, qui seuls sont intéressants pour la théorie des fonctions entieres (vide suprea ).
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Njs --- tout en ne s’envoulant qu'un nombre fini de fois autour de 7
ou se réduisant méme a un segment de droite. En d’autres termes,
appelons Q Pangle dont doit tourner le rayon vecteur OY lorsque (se
mouvant toujours dans fe meme sens ) il va passer suceessivement par
les points eritiques ..., 7o, 7, -... Dans la premicre hypothese,
Pangle Q augmente indéliniment avee 75 dans la seconde, cet angle
reste fini.

Cette remarque nous conduit i subdiviser en deax e cas ot le point
transcendant 1 est indirectement eritique :

Troisiéme cas. — La singularité du point 9 entraine, nous Pavons
vi, Pexistence de chemins continus o s’¢loignant vers Uinfint (dans le
plan des a) et sur Tesquels Y tend vers 7. Nous supposerons d’abord
que sur tous ces chemins o la variable Y tend vers v en s'enrovlant une
mfinité de fors autour dupornt ).

Il est facile de se rendre compte que, sioun point transcendant 7 est
(Faprés les definitons que Jai adoplées) point de premicre espéce (1),
il rentre en général dans le (roisicme cas ci-dessus délini. Voyons
comment se présentent, dans ce cas, les chemins inlinis o sur lesquels
Y tend vers v.

Soient Y un point voisin de v et une détermination initiale dex(Y),
Puisque e point v est de premicre espece, on ne peut déduire de 2,
une suite infinie de déterminations nouvelles ...,'.frj, ;};/,,,, coLqua
la condition de tourner successivement autour d’une suite unilinéaire
(déterminée) de points eritiques algéhriques o, 75,0, -0 (ees points
eritiques sont supposés converger vers 7). D’autre part, appelons ¢ le
cercle du plan des Y qui a pour centre 7 et pour rayon | Y — 7] On
constate aisément que, pour opérer la suite unilinéaire des permu-
tations ..., 7, My - -+, 1l suflit de faire tourner (*) la variable Y le

(') Legons, ote., Chap. I, § V.

(%) Cf. Legons, ole., p. go. Appelons 7;:',', ,—::j w1 les valears au point Y des deux caracté-
ristiques 2 qui 86 permutent en q,. Pour opérer Ia suile des permutations, on peut partir
soit do 1a détermination .‘Ej, soil de Ja délermination .7:!-, 1o Dans Le premicr cas, on devra
dicrire le contour & dans un certain sens; daus le sccond cas, on devra déerire co méme
contour e sens l'IIVcI'SC.

Ann. Ee. Norm., (3), XXV. — Jumrer 1o, A2
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long du contour 9. Dailleurs, en vertu de I'’hypothese qui caractérise
notre troisi¢me cas, on ne pourra opérer cette suite de permutations

"a la condition d. . 1é de fois le long de . Si
qll a la condition de lourner une ZI@/l‘IlZ[G (efozs 4 ()/7b e Gc. D, apn S

avoir décrit un, deux, trois, ... tours complets, on s’arréte au point Y,
on obtient en ce point une infinité de déterminations différentes (*)

ceey Zjy Tjy ks Kk oo e

les entiers %£,, &,, ... ¢tant supérieurs ou égaux a un.

Les permutations 7, que nous opérons en mouvan( Y sur S peuvent
étre toutes distinetes ; ou, au contraire, il peut arriver qu’une méme
permutation v, figure deux fois dans la suite ..., n;, 7,00, - .., la pre-

micre fois comme permutant ?j avee ;;/-'4_,, la seconde fois comme
permulant ;j,'+| avee 7, Il nous sera commode de ne comprendre dans
la série unilinéaire des permutations v, 0, 74y, - . . que les permu-
tations opérees une seule fois (ces permulations ¢tant numdérotées dans
Pordre ot nous les rencontrons lorsque Y tourne surrj). Nous nous
rappellerons alors qu’en dehors des points eritiques 7, la branche (YY)
que nous suivons (sur °) peut présenter (dans 3) des points eri-
o un nombre limite de détermi-
nations nouvelles. Kn d'autres termes, Tes points critiques 'r,f/- operent

tiques 7 permettant de deduire de @,
[ )il

des permutations impasses e, s'ils existent, Te point g est, d’apres ma
terminologic, un point du dewriéme type (*).

Les poin(s criliques 7 pourraient ne pas conyverger vers 7 ou con-
verger moins vile que les ;@ toul ce que nous apprend la définition
des points de premicre espece, e’estque, d'une détermination .Tr—r./» quel-
conque on ne pourra pas deduire une infinité de déterminations nou-
velles, & moins de lowrner autour de tous les points 1, 7;,,, ... ou
Njovs My 2s -+-- Mals nous ne serons pas génés par Pexistence des
points ‘q'j, SI NOUS remarquons que (qm'llu que soil la détermination

donnée ;) Fon pourra toujours prendre Y assez voisin de 7 pour que

(1) 1 est clair qu'on ne peutl repasser deux fois au point Y avee une méme détermination
de x5 s celte circonslance se présentait, le cyele des permutations opérées lovsque Y
fourne sur § serail un cyele fermé.

(%) Lecons, ele., p. gb.
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Pensemble des caractéristiques issues de Y avee la détermination a;
ne présente pas de points v a lintérieur de ¢ [ comparer les remarques
faites plus haut dans le cas ot 7 est divectement critique, 1V .
L'une des deux suites 0, 1 ., - ., 1, 1, 4, - .. converge par hypo-
these vers 75 nous supposerons que ce soit le cas pour fa premicre suite;
alors, lorsqu’on tourne (') inddéfiniment sur o dans un sens convenable

(soit le sens positify i partiv de la détermination ;, on opire, comme
nous avons dit, Ta suite des permutations 7, 7,.,. .... Si Pon tourne
ensuite dans le sens négatif, on opere Lasuite des permutations 7;_,,
1 ay -5 mals il se trouve qua partic d'une certaine valeur ;" de 'in-
dice j— &, les points critiques 7;

A

P \ N L) .
sont exterreurs a o3 on n opere
done pas les permutations relatives & ces points, mais (lorsque Ton

. . PR N , . .
continue i parcourire) on remonte (*) nécessairement lasuite des per-
af1 Y e T NCEETY 4 o YO
mutalions 7, 7, «.., 75 on repasse alors en Y non plus avee la

détermination a,, mais avee la détermination ;. e, conlinuant
Cipartiv de cette détermination ) i mouvoir Y sur s dans le sens négatif,
on se trouve opérer (comme nous avons observe plus haut en note)
Fa suite des permutations v, 7,0, - ..

Ces remarques faites, partons de Y avee la détermination .Trj (I'in-
dice j etant pris assez grand pour que le point eritique 7, qui permute
‘}1;‘/ avee .-/i:j,, soiCa intericur de o) puis faisons déerive 30Y, a partir
de Y, un chemin-spirale ¢ convergeant vers 7 el s’ envoulant dans le
sens positif autonr de Ta saite des points eribgques oo, 1, 100, e
Lorsque Y déerit ce chemin, Ta variable o déerit, dans son plan, un
chemin continu d (ne se coupant pas lui-méme) qui s’¢loigne vers
Pinfini. Déplacons maintenant le point Y d’une manicre continue sur
le contour de ¢ (dans le sens direct), et déformons en meme temps la
spirale o de maniere que, dans chacune de ses positions nouvelles,
cette spirale soit contigué i sa position précedente et enroulée autour

. 7 . . N
d’elle. Lorsque le point Y aura déerit un tour completsur le contoura,

(1) Nous néglizeons les permutalions-impasses qui ne peuvent manifestement pas
allérer le mdécanisme que nous allons déerire.

(%) Gesl co donl on se rendra comple avee préeision en s’appuyant sur analyse que
je donnerai plus loin au paragraphe X.
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la spirale o pourra prendre une position coincidant avee sa position
primitive; mais, au cours de son ¢volution, elle aura perdu une spire;
et ainsi de suaite, quand Y continuera i tourner. D'ailleurs, a toute
nouvelle position de il correspondra, dans le plan des 2, un nouveau
chemin &, contigu au précédent chemin d, et ne le coupant pas. Ainsi
se trouve établie 'existence d'une bande ou langue continue s"élotgnant
vers 'infini et joulssant de celte propricié que, sur loul chemin s'élendant
vers Uinfini sans sortir de la bande, Y tend vers une limite égale @ 7 (le
long d’un chemin-spirale). La bande contient une infinité de chemuns d
différents, le long desquels Y repasse par la méme série de valeurs (déerit
une méme spirale aboutissant en 7).

Quatriéme cas. — Faisons enfin hypothese suivante @ le point v es
indirectement critique et de premicre espéce, mais il existe (dans le plan
des @) des chemins continus, s'¢loignant vers Pinfini, sur lesquels
Y tend vers v sans s'enrouler une infinilc de fois autour de ce point.

Ces cireonstances se présentent, nous Pavons va, lorsqu’on peut
opérer la série unilinéaire des permutations v; (qui définissent le
point v comme point (ranscendant de premicre espece) toul en Faisant
décrire & Y un chemin simple direct. Considérons alors Ta bande
formée par Pensemble des chemins o, contigus, sur Tesquels Y tend
vers v, suivant un chemin simple direct. On ne peut plus démontrer
qu’il existe une infinité de chemins o dillérents sur lesquels Y prend
la méme valeur; effectivement, atlleurs, il n’en est plus ainsi,
comme nous le verrons au paragraphe VI,

Au point ot nous en sommes, il ne sera pas inutile déelairer par
des exemples les définitions qui précedent. Gesdéfinitions s appliquent,
en effet, aux singularités d’une fonction multiforme quelconque; nous
ne saurions donc aflirmer a priord que les fonctions inverses des fone-
tions entiéres présentent effectivement des points singuliers apparte-
nant aux catégories délinies plus haut; il faut, pour nous en assurer,
faire appel & des exemples.



-
(o]
(%)

SUR L’INIH@’I‘I’.IH\HNA'F]ON lb'l"Nl'l FONCTION UNIFORME.

VII. — Exemples.

Considérons fa fonction enticre (')

21 A 21 %,
S . - —_—r
so=he bocosar - i(a-R)e b osine,

3]

—n (B neiy,

Nous allons rechercher comment se comportent, suivant les valeurs
de 7, fes singularités ranseendantes de la fonetion . (z). Nous retrou-
verons ainsi, dans un ordre différent, les divers cas cnumdéres au para-

graphe precédent.

' I . , .o .. ..
Séparons (|;n|57 la partic réelle de Ta partic maginaire en éerivant
\

I .
sosaek B,
I3

et supposons, en premier lieu, que la partie réclle o soil xicarive el soil
inferieure (*) a ') en valewr absolue ([ n’étant pas nul).
La fonction x(s) admet comme points critiques algébriques les
points z; donnés par Pégalité
5,0

ol j peut prendre toutes les valears enticres, positives ou négatives.,

(V) On pourrait varier le Lype de cetle fonction. Je donne ici celle dont je me suis
"= - P (Le-

servi pour uniformiser les intégrales de 'équation différenticlle zz
cons, ¢le., p. 77).

(2) Lorsque — o < 5, Iangle dont tourne z lorsque & varie de j= a4 (j+4+1)m est
Vangle géométrique (moindre que ) des deux rayons vecteurs Ozj, Ozy44. 11 0'en est
plus ainsi dans le cas ot — 2 > 5, cl, pour étre appliquée a ce cas, Pexposilion qui va

suivre doit élee modifice.
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Dailleurs, chaque point eritique z; permute deux déterminations a
qui, en ce point, sont égales a yw.

Des deux suites de points (z,, 2., ...) ¢l (5, =, ...), 'une con-
verge vers 5 = o ¢l autre vers z == : nous admet(rons, pour fixer
les idées, que cesoit la premicre suite qui converge vers o (celarevient
a supposer f> o). Considérons, dautre part, les rayons vecteurs (qui
joignent Porigine s = o aux points 5,5 langle de deux rayons veeleuars
consceutifs sera, par hypothése, compris entre o et m; de plus, un
rayon vecteur qui (se mouvant toujours dans le méme sens) irail
passer successivement par les points z;, 5, , ... devrait (ourner une
infinite de fois autour de Norigine.

Cons(ruisons maintenant un systeme de coupures rectilignes joi-
gnant les points critiques =z, =, ... 4 Pinflini, chaque coupure z;
¢tant tracée suivant le prolongement du rayon veeteur Os; Cen sorte
que, d’apres ce qui précede, deux coupures conséeutives quelconques
ne sauraient se rencontrer). Suivons ensuite le long de Ta coupure s,
les deux déterminations de .z qui se permutent autowr de s, Lorsque
s déerit Ja coupure z;, chacune de ces déterminations déerit (dans le
plan ) une ligne continue allant du point w4 A/= & Pinlini; Pen-
semble des deax lignes ainsi définies forme une courbe d'un seul
tenant, Ly, qui partage le plan des 22 en deux régions.,

Les courbes Ly, L qui correspondentivdeux coupures dillérentes s,
S ne sauraient se couper, puisque z est fonetion uniforme de @ et que
les coupures z;, 5, ne se rencontrent pas, Je dis, de plus, que, quelle
que soit Ly, les courbes Ly et Ly, sont situces de part et d"autre de 1.
Pour vérilier ce dernier point, nous nous reporterons i Uexpression
de la Tonction z(2). Cherchons ce que devient cette fonetion lorsque
x s’¢loigne indéliniment dans une direction donnée quelconque. Nous
obtiendrons les résultats suivants : le module | =

tend vers o lorsque
x s’¢loigne indéfiniment & Pintéricur d’un certain angle aign A (de
sommel z = 0) qui contient Paxe réel positif dans toute autre direc-
tion Ie module |z augmente indeéfiniment (*). Si Pon s’¢loigne dans
une dircetion paralléle aux cotés de Pangle A, la fonction s restera

(1) Silon §'¢loigne parallelement a Paxe réel négalif, z sera indélerminée, mais non
bornée.
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finie et indéterminées il enresulte que, sillonse donne le point.x = j=,
on peut, a partir de ce point, tracer, des dewr corés de Uaxe réel, des
chemins s’¢loignantCvers Uinfing, le long desquels | =| est croissant; les
deux moitiés du chemin L; (le Tong desquelles = va eroissant de s
a Uinfini) sont done bien situées de part et dCautre de Paxe réel,
Répetant le méme raisonnement sar L, L,y el nous rappelant que
ces chemins passent respectivement par les points & =(; —1)=,
2= (/= 1)7, ..., nous parvenons i la conclusion ¢noneée plus hauat.

Ainsi, les différentes courbes L; partagent le plan des enun en-
semble de régions contigues R, qui n’ont pas de parties communes,
Chaque région R, a pour fronticres dewx lignes Ly, Ly Pindices con-
seeutifs.

Cela posée, que se passera-t-il lorsque La variable v décrira dans son
plan un chemin continu o s’¢loignant vers Uinlini? 1 faut distinguer
deux cas :

>

1 Le chemin d est tout entier situ¢ dans wne région R, oun dans un
nombre fint de régions R, - on voit immédiatement que dans ce cas la
Jonction z tend, sur le chemin d, vers la limite z = ».

2 Le chemin o traverse un nombre infing de regions R, @ en ce cas,
lorsque e déerit Te chemin o, Ta fonetion z déerit, dans son plan, un
chemin qui v couper suceessivement (dans Vordee des indices erois-
sants oun décroissants) les diverses coupures z;5 0l resulte alors des
remarques faites tout a lheare que le chemin déeril par s s’enroule une
infinite de fois autour de z == o.

De T, nous tirons une double conclusion. Kn premier lteu, con-
sidérons un chemin infini o quelcongque sar lequel = (ende vers o
(fasimple mspection de Pexpression de z révele immediatement Pexis-
tence de tels chemins; Paxe réel est Pun d'enx )z lorsque 2 deerit e
chemin o, z déerit un chemin qui contourne nécessairement fa suite
des points critiques z;, 5,4, ...; d"autre part, appelons z un point voi-
sin de Porigine ot L an lacel fermé queleongue, formé d'un chemin o
sumple direct issu de z (deux fois parcouru) et d’une bouele infiniment
petite entourant Porigine; quelle que soit Ja détermination de x(z)
avee laquelle nous partons de z, cette détermination (supposée suivie
surl) ne saurait ¢tre infinied Porigine et ne saurail, parsuite, admettire
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'origine comme point critique transcendant: ainsi, lorigine n'est pas,
pour la fonction s(ua), point transcendant direclement crilique, mais
seulement point indirectement critique (de premicre espéce) limite des
points critiques algébriques z;, =; . .... lin second lieu, puisque tout
chemin d sur lequel z tend vers o s’enroule une infinité de fois autour
de Porigine, le point transcendant = = o de la fonction x(s) se trouve
salisfaire aux conditions du trovsiéime cas défini au paragraphe précedent.

Supposons maintenant que, dans la quantité

"I' == -k ﬁi»

)\

la parte réelle o sort positive (noUs continuerons 4 sUpposer (ue
p>o0).

Dans ce cas, comme dans le preecdent, Ta fonetion x(z) admetira
comme poinls critiques les points =0 Nous pourrons done encore
mener des coupures suivant les prolongements des rayons Oz, et
nous pourrons, comme plus haut, définie (dans Te plan des 2) les
lignes L; qui ne se coupent ni elles-mémes, ni entre elles. Mais, cette
fois, les lignes Ly et L, seront siuces d'un méme coté de L. Bn elfet,
reportons-nous de nouveau i la fonction enticre s(a); nous verrons
que, sia partir du pointx == j= nous (racons un chemin le long du-
quel 5| aille en croissant, ce chemin est nécessairement situé au-
dessous de T'axe réel. Nous en concluons que les lignes L,
L;, Ly Jqui touchent Paxe réel aux points (/- 1)=, jw, (/+1)7|
sont toutes trois au-dessous de Paxe réel el forment une série de

boucles extérieures les unes aux autres. Des lors, les lignes L, ne
partagent plus le plan des x en régions R, limitées, chacune, par
deux lignes fronticres @ ces lignes définissent, d'une part, une série
de régions dont chacune n’a qu’une frontitre, et, dautre part, une
région intermédiaire qui a une infinité de frontiéres.

On déduit aisément de ces circonstances que Porigine n’est plus
maintenant, pour la fonction (=), un point transcendant indirecte-
men( critique de premicre espece. in revanche, Porigine est un point
transcendant directement critigue de cette méme fonction. Cest ce que
nous verrons clairement si nous décomposons le plan des @ en
régions de la manicre suivante :
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Nous savons que, lorsque la variable e déerit Te demi-axe réel com-
pris-entre zéro et Vinfint, =, partant de A, déerit une spirale qui va
passer successivement par les points critiques 5., 5., ... ¢l eonverge
donc vers Porigine. Nous appellerons =), ..., z'j, ... les points de
cette spirale qui correspondent aux valeurs g, s JT A Z, —oede la
variable x.

Appelons alors coupure = une coupure menée suivant le rayon 0z
prolongé jusqu’a Uinfini; puis suivons le long de ee rayon la cavacte-
ristique @ issue de =) avee Lo détermination (/'—i— -})T Celte carac-
teristique est infinie aux deax extrémites, o et o2, de la coupure zf,-;
les valeurs qu’elle prend fe long de cette coupure constituent done
une ligne continue L allanC de Pinfini a Pinfini et ne se coupant pas

N M ) , - ~ . 1
elle-meme s cetle ligne traverse Paxe réel au poinl (_/ -+ ;;)Tt.

De la méme maniere, on définira les lignes L, L quioseront
situces de part et dautre de Lo Finalement, on obtiendra un en-
semble de régions contigués R dont chacune sera limitée par denx
lignes L, d'indices consoeutifs,

Lorsque 2 se mouvra arbitraivement & Pintéricur dune région R,
la fonction =z pourra repasser deux fois et deux fois seulement par la
méme valeur () Cear = deéerira un chemin qui ne pourra tourner
qu'autonr d'un senl point eritique z;). Au contraive, lorsque x tra-
versera une infinité de régions R, Ta variable s sulvea un chemin qui
s’enroulera une infinite de fois antour de Porigines elle pourra done
repasser unce infint(é de fois par la méme valeur.

Il est ainsi bien ¢tabli que le point transcendant = = o de la fonc-
ton w(z) satisfarl aux conditions di vrevien cas défing au para-
graphe 1V.

Nous avons supposé successivement que, dans la quantite

i b 5
P e o)

2,

(1) Chaque région R s'¢loigne vers linfini dans deux directions. Considérons alors le
long des deux droites z;%, 750 les deux caractéristiques . qui sont confondues aun point
Ann. Fre. Norm., (%), XXV. — Aour 1908, 43
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la partic véelle 2 était négative ou positive. Qu'arriverait-il dans le cas
ot o serart nul? 1 sora facile Cétudier ce cas en le constdérant comme
un cas-limite des deax cas précédents. On aura alors le choix entre
deux manieres de décomposer le plan des x; on pourra le décom-
poser en régions R; ou en régions Rj.

Opcrons, par exemple, la decomposition en régions R;.

Dans le cas actuel, les points eritiques algébriques

jell
5y et

se trouvent tous situés sur un méme rayon veeteur issu de Porigine,
:n sorle que, si nous prenions pour coupure =; le prolongement du
rayon Oz, (outes les coupures coincideraient. Mais il est elair que,

., . 1
dans le cas (raité plus haut 0lt 0 2> 2 > — =, nous pouvons, sans mo-

dificr les résaltats obtenus, déplacer d’une manivre continue la cou-
pure z;, a condition de ne la faire passer par aucun des deax points
eritiques z;_y, =, BndPaatres termes, les coupures ; peuvent étredes
demi-droites queleonques joignant les points =, & Pinlini, pourvu que
ces demi-droifes soient toutes situées d’un meme eolé Ca lextérieur)
de Ta spirale obtenue en joignant deux a deax les points ..., 5, 5,
Zi g oo Nous conclurons de la que, lorsque 2 devient nul, nous
pouvons toujours construire nos régions R, i condition de prendre
comme coupures z; des demi-droites paralleles coutes situdes d'un
méme coté (non arbitraire)y du rayon vecteur qui conlient les points cri-
Liques.

Mais, supposant les régions R; constraites, faisons déerire i 2, dans
la direction de Porigine, un rayon voisin du rayon vecteur des points
critiques et situé par rapport a ce dernier rayon du eoté ot sont les
coupures.

Lorsque s déerit le rayon considéré, @ décrit, dans son plan, un
chemin continu « qui s’¢loigne vers 'infini en traversant une infi-

eritique 571 suivies le long de 3%, les deux caracléristiques s'éloigneront vers Uinfini
(a l'intéricur de R}) dans une méme dircetion; suivies le long de 250, Nune des caracté-
ristiques s'¢loigne vers Pinfini suivant la scconde direction, Fautre tend vers un point
sitné a dislance finie.
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nite de régions Ry Ainsi il existe, dans Te plan des e, des chemins
continus « s’¢loignant vers Pinfini, sur lesquels s tend vers s =o
sans s’enrouler une infinité de fois antour de ce point : le point trans-
cendant == o de la fonction x(z) swtisfuit aux conditions du gua-
TRIEME cas defint au paragraphe V1.

L’ensemble des ehemins o, contigus les uns aux autres, constitue,
pour o ==ocomme pour 2 == o, une bande continue dans Taquelle = tend
vers o. Toutefois, cefte bande ne jouit pas de Ta propri¢té que nous
avons mise en lumicre dans Phypothese ot 2 54 o (¢f. paragraphe 1V)
il ne saurait exister, dans cette hande, plusicurs chemins o différents
sur lesquels = prenne une serie de valeurs. En effet, :1p|)ulnnsa le
chemin que suit = lorsque x deerit un chemin o, et considérons, par
exemple, les points ..., ;,, ;,+‘, LoLo0u 0 coupe respectivement les
coupures ..., z; %, .... Lorsque s (se dirigeant vers Porigine)
passe en EJ-, a ne peal prendre quiune seule valeur @ la valear com-
mune aux deax caractéristiques issues respectivement da point s
avee la détermination j= et du point oz, avee la détermination
(j+1)m.

Remarquons dailleurs que, dans le cas actuel (quatricme ) comme
dans Le troisicme, il existe une mfinité de chemins o, contigus, s'¢loi-
gnant vers Pinfing, sur lesquels z tend vers 5 = o sutvant un chemin-
spirale s"enrvoulant une infinite de fois. Lensemble des chemins o,
est contigu d Pensemble des chemins o, et ¢’est Pensemble total des
chemins o ot d, que nous désignerons i Pavenir sous le nom de
langue tn’enie dans laquelle = tend vers o 11 existe une infinite de che-
mins d, diffcrents sur lesquels z prend une meme série de valeurs.

Nous avons jusqu'ict fixé notre attention sur la singularité = = o de
Ia foncetion w(z), el nous avons cherché i earaclériser cette singu-
larite suivant fa valeur de oo Nous aurions pu faive une ¢tude analogue
sur le point == % qui, bien ¢videmment, est un point singulier
transcendant de Ta fonetion (=),

En particulier, soit de nouveau la quantité o négative et inféricure
a i), et s0it B> o. Nous avons vu plus haut que, tandis que les points
critiques appeles z,, z,, ... convergent vers 5 == o, les points erili-
qUes 3_g, 3, ... convergent vers = = =. D7ailleurs, sur ces points
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critiques  d'indices  négatifs, nous pouvons raisonner exactement
comme sur les points z,, 5,, ... ; autour des points ..., 5_;, 5 jy, - .-
s’engendre une série unilincaire de déterminations de @, détermina-
tions qui se permutent aussi entre elles autour du point 5 = o dirce-
tement. Le pornt transcendant = == se lrouve, par conséquent, satis-
Jaire aux conditions du vevxiing cas défini aw paragraphe 1V

Construisons, dans ces conditions, les régions R, correspondant
aux points z;. Nous constatons qu’il existe, dans le plan des 2, une
bande telle que, sur tout chemin s’éloignant indéfiniment a Pintéricur
de cette bande, 5 tende vers Uinfint. Mais, circonstance nouvelle, cette
bande contient deux sortes de chemins infinis @ 1° chemins o le long
desquels Y tend vers Pinfini suivant un chemin simple direct ou sui-
vant un chemin-spirale opérant une série infinie de permutations
autour de U'infint directement ; 2° chemins d, le long desquels Y déerit
un chemin-spirale, lequel opére une série infinie de permutations en
tournant suceessivement autoar des points ..., 55, 2_;_, .... Les
chemins o sont séparés des chemins o, par des chemins infinis sur
lesquels Y est indéterminée, mais prend (lorsquion les suit vers P'in-
fini ) des valears de plus en plus grandes.

La fonction z(.r) posée au début de ce paragraphe nous a fourni
des exemples conerets des diverses circonstances prévues plus haut
aux paragraphes HI-VI. Nous ne quilterons pas cette fonction
sans signaler les nouvelles illustrations qu’on en tirerait dans le cas
ol le coefficient 3 [c(mﬁi«:ient, de V=1 dans la quantité complexe :
serail ¢gal i o. )

Sott d’abord 5 = o avee 2 >o0. Tous les résultats obtenus sous
Phypothése o >0, B> o subsistent dans ce ‘cas. La division du plan
des @ en régions R} est possible, et chaque région R contient un seul
point critique =;. Seulement, les points z; (au lieu de converger vers o
et infini) convergent (dans leur plan) vers tous les points d’une
courbe fermée entourant origine (') si 2 est irrationnel, et se con-
fondent avec un nombre fini de points fixes si z est rationnel.

(1) Comparcr les résultats obtenus, dans Pélude des équations différenticlles, pour les
points singuliers de Briot et Bouquet (el Zecons, cte., Chap. IV).
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. . I [
Soit maintenant b = o avec — . <ao<o. La division du plan

des « en régions R; est toujours possible comme lorsque 8> 0. Les
points 5; convergen( (dans leur plan) vers tous les points d’une courbe
fermée entourant Uovigine si « est irrationnel, et se confondent avee
un nombre fini de points fixes si 2 est rationnel. Dans un cas comme
dans Pautre, il n’existe plus (dans le plan des ) de chemin « s’¢loi-
gnant indéliniment sur lequel =z tend vers o. Sur tout chemin qui
s’élovgne indéfiniment dans le plan des x, 5 reste indeterminée, ou tend
vers [infint.

VIII. — Classification des langues.

Soit toujours Y (r ) une fonction enticre. Nous avons mis en lumitre,
a priori dabord, a posteriord ensuite, Uexistence de bandes continues
qui s’¢loignent a Finfini dans Te plan des o, et a Vintériear desquelles
Y tend vers certaines valeurs lintes 7 ou vers Pinfini. Faute d’un meil-
leur mot, nous avons appelé ces bandes continues des langues s je con-
tinuerai & me servir de ce vocable, un peu inusité peut-ctre, mais ce-
pendant commode.

Rasscmblons d’abord les divers résultats relatifs aux langues, que
nous avons deéja obtenus au cours de ce travail.

Nous avons signalé quatre types de langues dans lesquelles Y peut
tendre vers une valeur 7

1° Langues dans lesquelles Y tend vers le point v en s'enroulant un
nombre arbitraire de fors ( fini ow infind ) autour de ce point, mais sans
tourner (') autour d’une infinite de points critiques algebriques conyer-
geant vers 1, — dans lesquelles, ausse, il cxiste woe infinde de chemins
infinis d le long desquels Y (tendant vers 1) passe par les mémes valeurs.
Pour abréger, nous appellerons ces langues @ LANGUES DU PREMIER TYPE.

Des exemples simples, Pexemple de la fonction ¢, si 'on veut,
montrent que les fonclions entiéres peuvent présenter des langues du
premier type dans lesquelles Y tend vers une valeur finie 7 ou vers
Pinfini.

(V) Foir, page 325, la note précisant le sens de celte expression.
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2° Langues dans lesquelles Y ne peut tendre vers le point 1 sans s’en-
rouler une infinité de fois autour de ce point, en tournant autour d’une
infinité de points critiques algébriques convergeant vers v, — el dans les-
quelles il extiste une infinité de chemins infints d le long desquels Y passe
par les mémes valeurs. Nous appellerons ces langues @ LANGUES DU SECOND
e, [En donnant cette définition, nous supposons entendu qu'il
n’existe dans la langue du second (ype aucun chemin infini d sur lequel
Y tende vers v suivant un chemin simple direct. |

Le premier des exemples donnés au paragraphe VII nous a révele
I'existence de langues du second type dans Tesquelles Y tend vers une
valeur linie 7. Pourra-t-on rencontrer aussi des langues do second Lype
dans lesquelles Y tende vers Utnfinc? La réponse est négative, en ce qui
concerne les fonctions entieres. Imaginons, en ellel, que nous ayons
un ensemble de chemins (infinis) « contigus, le long desquels Y tende
vers Uinfint, sutvantdes chemins spirales, une infinité de ces chemins o
correspondant ailleurs & une méme trajectoire de Y. Ces circon-
stances ne peuvent se présenter que si la trajectoire z considérée est
une spirale enroulée autour d'une suite de points critiques qui con-
vergent vers Y == =. Mais partons, alors, de Pun queleconque de ces
points eritiques, et faisons déerire &Y un chemin quelconque (simple
direct) s’¢loignanta Pinfini. A ce chemin correspondra nécessairement,
dans le plan des 2, un chemin d, s"¢loignant vers Uinfing, et on verra
facilement qu’entre ce chemind, etles chemins  définis tout a Pheure,
on ne peut tracer aucun chemin sur lequel Y ne tende pas vers Pinfini,
On en conclut que la langue considérée n’est pas une langue du second
type, mais hien une de ces langues que nous allons baptiser dans un
instant : langues multiples.

3¢ Langues dans lesquelles Y tend vers 1 en tournant autour d’une
infinileé de potnts critiques algebriques convergeanl vers ), mais suns
s'enrouler nécessavrement une infinité de fois autour de 1. Appelons d,
(dans cette langue ) les chemins infinis sur lesquels Y s'enroule une infinité
de fois el d les autres chemins infinds ; il exisie une infirdté de chemins d,
différents, mais il n'existe pas une infindd de chemins d différents, lelong
desquels Y passe par les mémes valewrs. Nous appellerons les langues ainst
definces : LANGUES DU TROISIEME TYPE.
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Nous avons donné au paragraphe VIEun exemple de langue du troi-
sitme type. Nous avons reconnu d'aillears que ce type de langue se
présentait dans un cas-limite exceptionnel.

II'sera done permis de négliger ce cas dans un premier travail de
dégrossissement. Il ne présenterait d’ailleurs avcun caractére nouveau,
tout résultat qui est valable icla fois pour les langues du premier et du
second type ¢lant également valable pour les langues du (roisicme
tvpe.

h° Langues dans lesquelles se trouvent des chemins d sur lesquels Y
tend vers 1 sans tourner awlowr d’une infinité de points critiques alge-
brigques convergeant vers 1, el aussi des chemins d, sur lesquels Y tend
vers 1 sutvant un chemin-spirale en tournant awtowr d’une infinité de
/)()l'/zt.s' C/'L'lir/ur'.s‘ consergednt vers .

Nous avons, a la fin du paragraphe VI, signalé Pexistence de sem-
blables fangues o Y tend vers Pinfint; les caractéres que présentent
ces langues sont dus au fait que Pinlini est, pour la fonction (Y ), un
point de premicre espece i la fois directement et indirectement cri-
tique. Hestelair que Tes chemins o, le Tong desquels Y s’enroule autour
d'une intinite de points critiques sont tous contigus les uns aux autres,
de meme que Tes chemins . Tout se passe done comme si la langue
considerce clait formée de deax langues juxtaposées, 'ane du premier
type, Pautre du second. Pourcette raison, nous conviendrons d’appeler
celle Jangue une LANGUE MULTIPLE.

Faisons, a4 propos de cette délinition, une observation importante.
Lexemple du paragraphe VIE met en évidence, entre les chemins o el
les chemins oy, des chemins infinis sur lesquels Y prend sans doute
(lorsqu’on s’¢loigne vers Pinling ) des valeurs de plus en plus grandes,
mais n’admet pas de limite & proprement parler (reste indéterminée ).
Cette circonstance pourrait nous inclure i regarder comme distinetes
les Tangues formées par Pensemble des chemins o« d'une part, des
cheming o, dautre part. Cest cette maniere de voir que javais primi-
tivement adoptee. Je regardais alors tout chemin infini sur lequel Y est
indéterminee Cquoique non bornée ) comme extéricur aux langues et
situé dans une languctie d 'indétermination (voir § 1X). 11 m’a semblé
depuis qu'il v avait intéret a considerer corme appartenant a une méme
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langue double tous les chemins contigus sur lesquels Y tend régulicrement
vers U'tnfint, ou prend des valeurs de plus en plus grandes. Cest en ce
sens que je prendrai ladéfinition des langues multiples. D ailleurs, une
étude plus approfondic de ces langues aménerait a les décomposer en
langues partielles séparées par les chemins infinis «, sur lesquels Y
est indéterminée (non bornee).

Existe-t-il des langues multiples dans lesquelles Y tende vers une
valeur [inie 0? La réponse est négative, lorsque Y(a) est une fonction
entiere. En d’autres termes, Cinverse (YY) d’une fonction enticre ne
peut presenter, a distance finie, des points transcendants @ la fois direc-
tement et indirectement critigues. Jo ne démontrerai toutefois pas ici
cette proposition a laquelle conduit aisément la méthode des para-
metres, méthode dont je me suis servi pour ¢tabliv que les points
transcendants de 2 (Y) sont tous de premicre espece ().

Les langues que nous avons rencontrées au paragraphe VII appar-
ticnnent toutes aux quatre Cypes qui viennent d’eétre ¢numérés. Pour-
rart-tl arriver qilune fonction enticre Y (x) présentdit des langues d’un
autre type (langue signifiant, "une manicre géncrale, ensemble de
chemins @ contigus, s’¢loignant & infini et sur lesquels Y tend vers
une limite deéterminée)?

Nous savons (88 HI-VI) qu’a toute langue ¢ de Ta fonetion Y (i)
corm'spoml un point singulier transcendant (isolé) 7 de Ta fone-
tion 2(Y), el que, réciproquement, st an point transcendant ) de x (Y )
est de premicre espece, il donne naissance d une langue de 'un des quatre
types définis ci-dessus.

Lors donc que nous aurons démontre que les points transcendants
de Pinverse d’une fonction entiére sont tous de premiére espece, nous
pourrons répondre négativement a la question posée.

Poursuivons maintenant notre analyse en cherchantivnous faire une
1dée de la maniére dont les langues sont rattachées les unes aux autres
[ nous ne parlerons pas des langues du troisieme type|.

(1) Compecs rendus, 28 oclobre 19o7.
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IX. — Frontiéres d'une langue.

Et, d’abord, comment définir avee précision les frontiéres d’une
langue?

Appelons ¢ une langue dans laqaelle Y tende vers une limite 7, ot
soit d’abord g rancur vu eresek ryee. Tracons dans e plan des Y un
cercle ¢ de centre v et de rayon arbitrairement petic|le cercle g ne doit
contenir aucun point transcendant de (Y ) autre que 7|5 puis partons
d’un point Y du contour ¢ avee une détermination qui se trouve tendre
vers un point de g, lorsque Y tend vers 7, el faisons decrive A Y le con-
tour 2 dans 'un ou Pautre sens. Nous avons vu (§ 1V, in fine) que, si le
rayon Y est suflisamment petit, nous obtenons sur ce rayon (lorsque
Y tourne indéfiniment le fong de ¢) une inlinité de caractéristiques
différentes qui toutes admettent le point 7 comme point (ranscendant
directement eritique Cisolé ). Par conséquent 1 lorsque Y tourne sur
¢ dans Pun ou Fautre sens, @, partant de a0, déerit une ligne o qui
s’¢loigne vers infini (puisqu’elle passe par une inlinité de points ot
Y reprend fa méme valear); 20 Ta ligne o ne se coupe pas elle-iméme
(car on ne peut évidemment repasser deux fois en un méme pointdes
avee une méeme détermination) (1) 52 les deux bhranches infinies de o
se rapprochent de plus en plus de la langue g, quand le rayon de g
tend vers oo Ainsi la ligne o« encadre, si Pon peut dive, Ta Tangue g3
¢’est pourquoi nous appellerons ligne frondere de g chacune des deux
demi-branches infinies de o (lorsque le rayon de g tend vers o).
Toute ligne fronticre est évidemment contigu & une infinite Cautres
lignes frontitres. Nous appellerons languctie (*) d’indétermination
Pensemble de toutes les lignes fronticres contigués d’une méme
langue. Nous dirons done que Ta langue g est flanquée de deux lan-
guettes d'indétermination, £ el g,

Soit maintenant £ une LANGUE DU SECOND TypE. Tracons encore un
cercle ¢ de centre 7 el de rayon arbitrairement pelit, prenons un point

(1) Autrement, le eycle des délerminations engendrées lorsqu’on tourne sur 8 scrait un
cyele fixe.
(%) L'emploi de ce diminutif sera justifié ultéricurcment.

-—

. ’
Adnn, be, Norm., (3), XXV. — Aour 19o8. 1
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fixe Y sur ce cercle, of appelons .'—z—",-, -‘—;.,'44 les valeurs prises au poinl Y
par les deux caractéristiques de 2(Y) qui se permutent en un point
eritique 7; arbitrairement voisin de v, Nous avons va (§ VI, texte ef
notes) que, pour opérer la suite de permutations qui deéfinissent v
comme point indirectement critique de premicre espece, nous devons
faire tourner indéliniment Y sur le contour ¢, en le mouvant dans 'un
ou l'autre sens suivant que nous sommes partis avee la détermina-
tion .7(;_/- ou avee la détermination I'_,-,H. Drailleurs, si, partant avee une
méme délermination .71_{/, nous tournons successivement dans le sens
positif, puis dans le sens négatif, nous obtenons, comme courbe déerite
par z, unc ligne ¢’ qui ne se coupe jamais elle-méme et qui a deox
branches infinies se rapprochant de plus en plus de Ta langue g quand
le rayon de ¢ tend vers o. Cette ligne « estune ligne fronicre de g.
ensemble des lignes ' contiguis forme deax langueties d indcier-
mination qui sont les fronticres de Ta langue o,

Supposons, enfin, que la langue ¢ soit une tancoe soprene, ke valear
linite 7 ¢tant alors ¢gale i Pinfini. 11 sera necessaire de faire une dis-
tinetion :

Sott A un tres grand cercle déerit autour de Y == o.

Ou bien (quelque grand que soit A) ol existe un ensemble infini de
delerminations de x, se permutant entre elles a letéricur de A, et telles
que de Uune quelconque d’entre elles on ne puisse deéduire une infinié
de déterminations nouyelles a moins de tourner une infindd de fois autour

Ou bien (qu(alquu grand que 801t A) on peut, de toute détermination
qui. se pernuue hors de A (un nombre find de déterminations pousant
Jatre exception, bien entendu), déduire une infinité de déterminations
nouselles en lournant autour de points critiques algebriques convergeant
vers Y == w, sans tourner autour de Y = » directement.

Dans le premier cas, mouvons Y sur le contour A en partant. d’une
détermination convenable de a:a déeriva une ligne allant de Pinfini i
Pinfini, ligne que nous appellerons lgne frondiére de la langue mul-
tiple g, lorsque le rayon de A augmentera indéliniment.

Dans le second cas, nous ne pouvons plus engendrer la suite des
déterminations 2; qui se permutent entre elles au voisinage de Y == oo
en déerivant indéfiniment le contour d’un méme cercle A, Pour voir
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clairement comment les choses se passent, faisons le changement de
variable Y = U='. Si nous voulons obtenir la suite des .y, nous devons,
ou bien tourner successivement autour d'une suite de points eri-
(ques ..o, w5, w4, . (convergeant vers U == o) sans lourner autour
de U = o, ou bien tourner autour de U= o sans tourner autour des
points vy Tracons alors un cerele arbitrairement petit, 2, de centre
U= o3 on pourra, pour engendrer les aj, décrire le contour A indo-
finiment; mais, chaque fois quion se sera lrouve opérer une permau-
tation parasite autour de U7 == o ou U = «;, on devra opérer de nouvean
cette permutation en sens inverse, en déerivant un lacet élémentaire
autour de U= oou U =u;; en dautres termes, on devrea mouvoir U
sur-un chemin 27 ainsi composeé s une infinité de tours déerits (dans le
méme sens) le long de 2, e, intercalés entre ces tours, une infinite de
lacets elementaires déerits, soit autour de U = o, soit autour des w«;.
Lorsque U déerit Te chemin 27, e pavcourt un chemin infini, o,, sur
lequel U reste idéterminée mais prend des valears arbitrairement
petites. Par définition, an tel chemin o, ne sera pas considére comme
ligne fronticre de la Tangue ¢, mais bien comme ligne tracée dans ¢ et
separant deux Tangues particlles de Ta langue multiple (voir au para-
graphe VI L définition des Tangues doubles).

Prenons alors un point Y arbitrairement rapproche de Y == et

appelons .o, e, e, o les déeterminations de o (Y ) qui se permu-

tent entre elles au voisinage de Y =z =, Dans hypothése ottnous nous

.'/ A1

placons actucllement, il wexiste pas de chemin joignant la suite des
points .7177‘/, '.:r“f',-M, ...sans passer par des points de modules arbitraire-
ment grands situes dans la langue . Nous en concluons que la
langue ¢ n'a pas de fronticéres : il n'existe pas (dans le plan desx ) deche-
min s'élocgrant vers Uinfind a lextériear de la langue g

(Cest ce quon verifiera en prenant pour exemple fa fonetion

Y ozsinw -,

laquelle présente une langue double dépourvue de fronticres.
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X. — Langues contigués.

Considérons deux langues différentes ¢,, €., appartenant & une
méme fonetion entiere Y () et telles que la variable &, pour passer
de une & Pautre, n’ait i traverser aucune autre langue. Nous dirons
que les langues £ et £, sont conliguis.

Il peut arriver que, dans les langues contigués ¢, et 1o, la fone-
tion Y(2) tende vers une méme limite ou vers des limites dilférentes;
mais ces limites sont en tout cas discrétes, puisque les singularités
transcendantes de x(Y) sont des points isolés. Dailleurs, deux
langues contigués sont toujours séparces, d’apres ce qui précede, par
une languette d’indétermination qui est leur frontiére commune.

Cela dit, nous ferons une remarque importante. S¢ une fonclion
entiére Y (a) tend vers une linle finie 1 dans une langue i, cetle fonc-
tion tend vers U'infind dans les dewx langues contigués a g .

Appelons, en elfet, ¢, Pune ou Pautre des deux langues contiguis
a1y e dis qutil nlest pas possible que Y otende, dans g, vers une
limite finie 7.

Prenons (dans le plan des Y) un point Y voisin de 7, ¢, comme

tout & Pheare, appelons oo g, a2, ... la suite des points de Ta

i
frontitre commune i g, el & g, ot Y prend La valear Y. Joignons en-
suite Y a Pinfind par une droite queleconque D quine passe ni par 7
ni par 7. Lorsque Y deerit cetle droite, la variable 2, & partiv des
déterminations ;’;{,-, .:1,-"/-_}_,, oo deéerit, dans son plan, une infinite de
cheming differents, ), diy) ey -2 qui s’éloignent nécessairement
vers 'infini. Ces chemins ) se déversent done dans une langue o Y
tend vers inlini, e(, si cette langue n’est ni £, ni Lay 1 Faut que les
chemins o,y commencent par traverser la langue ¢ ou la langue g,.
Il devra done exister des dérivées dy, sur lesquelles Y prendra des
valeurs arbitrairement rapprochées de 7 ou de 7/ Or cela n’est pas.
Done hypothése d'apres Tagquelle Tes deux nombres 7 et 7/ seraient
finis conduit & une absurdité. La langue ¢, est nécessairement une
langue ou Y tend vers infini.

Nous touchons ici a une question qui présente dans Pétude de Ta
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fonction 2(Y) une grande importance : comment se comporte, d’une
manicre générale, la fonction X le long des chemins qui vont de g, a ¢,
en traversanl la fronticre commune a ces dewr langues? Posons-nous
cette question en supposant toujours que Y (ende vers 7 dans £ el
vers Uinfini dans g,.

Considérons comme tout i heure une droite fixe joignant i 'infini

(dans le plan des Y) le point Y situé sur le contour du cercle 5 de
centre 3 nous appellerons D ocette droite (ee sera, par exemple, an
rayon issu de v) et nous désignerons (V) par g, diy i, oo les ehe-

mins que la variable 2 déerith partiv des déterminations a2, @, ...
lorsque Y déerit D (voir plus haut). D’autre part, nous continucrons
a appeler & le chemin infini que deéerit e Torsque Y tourne indéfini-
ment sur le contour ¢ (de maniére d engendrer la suite des détermi-
nalions ;-j, T}z_f"/_H, ...), elnous admettrons, pour fixer les idées, que Y
tourne sur o dans le sens positif quand v parcourt d'.

Gela posé, tmaginons que nous fassions tourner le rayon 7. autour
du point v dans le sens divect, et suivons, le long de ce rayon, la
caractéristique de 2 (Y ) qui, pour la position nitiale D de g, prend
L suite des valeurs situces sur o, ;o je vais démontrer T proposition
suivante @ Tracons un cercle V' de centre v el de rayon R @ quelque grand
que soit le rayon R, on peat prendre Uindice | (et par suile l;r;‘/ |) assez
grand pour que, lorsque le rayon 1@ tourne indéfiniment awtour de 1,
dans le sens direct, la caractéristique v swivie le long de ce rayon ne
puisse présenter entre set I que des points critiques opérant des perma-
tations-impasses, ainsi. qu’tl a ¢ié cxpliqué aw paragraphe 1V (premier
cas). (En d'autres termes, on ne peut engendreer autour des points
eritiques obtenus une infinite de determinations nouvelles 4 moins de
tourncer unc infinite de fors autour de 4.

Voier comment nous démontrerons cetle proposition :

(1) Siles branches de .o (Y) que nous suivons le long de D présentaient des poinis eri-
tiques sur cetle droile, nous choisivions arbitrairement, a partiv de chagque point eritique,
fa détermination que nous convenons dappeler oo dig g, diygr, oo Mais, comme Ten-
semble des points eriliques alzébriques de oY) est dénombrable, on pourra loujours
choisir Lo droite D de maniere qu'elle ne passe par aucan de ces points eriliques ( quoi-
qu'elle puisse étre arbitrairement rapprochée de certains d'entre eus ). Nous ferons la
méme hypothese sur e cercle 6.
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Tracons, autour du point 7, un contour ferme A extérieur au cerele I’

et rencontrant la droite D en un point Y: appelons, dautre part, «x;,

iy, --- les valeurs prises en Y par les caractéristiques a issues de Y
avee les déterminations a;, a,,,, .... Nous pouvons toujours tracer A

de manitre que, lorsqu’on déerit sur ce contour une inflinité de

tours dans le sens direct, on obtienne en Y (:‘x partir de ;:J-) une infi-
nité de déterminations différentes de la fonction 2(Y). En effed,
lorsque Y parcourt A, 2 reste arbitraivement pres Cquand le rayon R
devient arbitrairement grand) de La langue g, ottt Y devient infinie,
Il sera done toujours permis de prendre comme confour A le cercle
qui nous a servi au paragraphe precedent pour délinir Tes fronticres

des langues intinies simples ¢t doubles. Nous appellerons &, ),

.‘7:"/-‘__,, . dacsuite des valeurs que a prend en Y, forsque Y déerit sue-
cessivement un tour, deax tours, cle, le long de A dans le sens posi-
(if, et nous designerons par " Pensemble du chemin parcouru par
lorsque Y tourne de T maniere indiquée (1),

Cela posé, nous allons ¢tabliv que, quelque grand que soit j, il exisie

stirement we nombre fini K tel que la détermination x

ok sott égale

a o En dCautres termes, si, partant de Y avee @, on tourne sur A

dans le sens direet, on revient strement en Y avee Ly apres avoir
déerit un nombre fini de tours.

Montrons qu’on servait conduit i une absurdité si Pon supposait que
le nombre K n’existe pas.

Nous allons considérer (dans le plan des ) un chemin / qui, coin-
cidant d"abord avee d, ;, se déplace avee continuité sans jamais se
recouvrir lui-méme, et vient coincider avee ., apres avoir balayé
toute laire comprise entre oy, et d,, ;. Nous appellerons I le che-
min que déerit Y lorsque 2 parcourt /5 nous désignerons, Cautre
part, par x’, 2 les points de rencontre de [ avee o', d” et par Y/, Y7
[es valeurs correspondantes de Y.

Lorsque le chemin /se déplace de Ta manicre indiquée, les points.r’

(1) W est loisible de supposer quil 0’y a sur A comme sur I ¢l J aucun point eritique
de (X))
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et &’ déerivent les lignes o', 7, tandis que Y el Y7 tournent respec-
tivement (dans le sens direct) le long de 2 et A, Admettre qu’il
nexiste pas de nombre fini K satisfaisant a la condition énonceée plus
haut revient done i admettre que le chemin /; variant a partir de
e s @y oo avant de prendre la
position ., i, revient done, en d'autres termes, & admettre que la
ligne 7 s"¢loigne indéfiniment entee les chemins o, Mais
(raversent, nous le savons, la langue o,

dy, ;> doit franehir tous les points

ey .

les chemins o et dy
Done, il en sera de méme de o, Conelusion inacceptable si PFon a pris
Pindice j assez grand, puisque Ta ligne ” est, par hypothése, une
ligne frontitre de g,. Done le nombre K existe, et la proposition
énonede est démontree,

Alin de bien mettre en lumiere Pexistence (¢ventuelle ) des permu-
tations-impasses, nous allons ¢tudier d'un pea plas pres la variation
des chemins /7 et celle du chemin correspondant I déerit par Y
(chemin qui se déplace i partir de la position D du rayon Y'r).

Nous prendrons d’abord comme chemin variable / lasuite des va-
leurs par lesquelles passe la caractéristique considérée @ quand Y
déeritle rayon joignant 7 a linfini; dans ces conditions, lorsque [ se
deplace & partie de dyy ), e chemin Focoincide avee un rayon Y’ el
tourne antour de 7 o partie de Ta position Do Mais il peul arriver que,
lorsque Te rayon 1z vient A |>|'(‘mlr(a une certaine position 1), nous
rencontrions sur le segment Y'Y” de ce rayon un point eritique 7, de
fa caractéristique a quand Foviendra coineider avee D7 la caractéris-
Gque e se dedoublera i partie du point 75 nous obtiendrons done
(pour Y variant le Tong de D7) deux chemins / différents qui ont une
partic commune /, aboutissant en un certain point 2, el se dedou-
blant ensuite en deux chemins /7, /7. D%ailleurs, des deux chemins
(oo S0 (Lo /), Punseulement ( fy, /) sera contigu aux chemins f
precedemment obtenus. Partons de cette position de /el continuons
adéplacer / dune maniére continue de maniere i balayer Pangle cur-
viligne de sommet 2, formé par f)
chemin / un chemin composé du segment fixe /; et d’un segment /”

et /7. Nous prendrons comme

compris entre /et £ En particulier, nous pouvons prendre comme
segment /7 lasuite des valeurs par lesquelles passe la caracléristique
de 2 (i partir de Ta valeur g, ) quand Y déerit un rayon qui joint 7, &
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Pinfini et tourne autour de 7, & partiv de la position D' : le chemin F
sera alors une ligne brisce composée d'un segment rectiligne Y'7)
((lihrig(‘ suivant D) el d’un second segment rectiligne 1) % qui tourne
autour de 7.

Deux cas peuvent alors se présenter :

Ou bien le segment 0/ % déerit un tour complet autour de v, sans
que nous rencontrions (sur ce segment) de nouveaux points critiques
des caractéristiques que nous suivons; une fois ce tour déerit, le che-
min F reprend la position D, et le chemin /prend la position ( /1, /)
apres avoir balaye angle carviligne ( /%, /). L'eflet de la permuta-
ton 1), se trouve detruit.

Ou bien pour une certaine position D” du rayon v, = nous rencon-
(rons, sur le segment 7, Y” de ce rayon, un point eritique 7, de a;
pour cette position de 7' =, le chemin / se dédoublera en deux che-
mins (/L /2", (S f27). Continuons alors & déplacer le chemin /
de manitre i balayer Pangle curviligne ( /)7, /7
prendre comme chemin FFoune ligne brisée composce du segment

)t nous pourrons

recliligne Y'/,, du segment, rectiligne o 4, et d’un segment recti-
ligne 7,%= qui tourne autour de . Deux cas peuvent encore se pre-
senter. Ou bien e segment o, 7= décrit un tour complet autour de 7,
sals que nous rencontrions un poinl critique v, el nous pouvons
raisonner sur 7y, comme nous avons fait sur 7, et 7, et ainsi de
suite, la ligne brisée Facquérant ainsi de plus en plas de eotés. Mais,
lorsque /continue i se déplacer jusqu’d la position ;) ., la ligne F
doit reprendre L position droite DI faut done qu’elle ait perdu tous
ses cotes saul un. Comment cela est-il possible? Nous constatons
quau moment ol la ligne brisée I possede ¢ cotes, le seul qu’elle
puisse perdre est le dernier coté, 1) = @ F perdra ce cote si le seg-
ment v % déerit un tour complet autour de 7, sans qu'on rencontre
un nouveau point critique v, 5 Uelfet de la permutation 7, se trouve
alors détruit. Apres avoir perdu son g cote, la ligne 1 pourra perdre
son (g — 1) cote, et ainsi de suite il résulte de la proposition ci-
dessus démontrée que, lorsque Y awra déerit un nombre fini de tours
le long de A, la ligne brisée sera redevenue droite. L'effer de toutes les
i

permutalions 1), 1), . .. aurd é1é detrd.

Quand le chemin F ovarie (dans le plan des Y) suivant la loi que
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nous venons de préciser, le chemin S (dans le plan des x) balaye
(sans jamais se recouerir lut-méme) la langueite d’indétermination qui
separe les dewrx langues ¢, et y .

y N A

Faisons, avant de passeran cas o0 Y tend vers Uinfini dans les deux
langues ¢, et gy, quelques remarques encore.

Nous vérifions d’abord qu’il résulte de la proposition démontrée
qu'on pourra towjours prendre comme contour A (contour sur lequel nous
avons fait tourner le point X"y un cercle quelconque de rayon arbiirai-
rement grand.

Etablissons maintenant une distinetion entre le cas ot la langue £
est. du premier type et le cas o elle est du second type.

Supposantd®abord ¢, du premier type, prolongeons jusqu’au pointy
(dans le plan des Y) Ta droite particulitre que nous avons appelée D.
Lorsque Y déerit le segment Y, la variable a, suivant les chemins
appelés dy 5, dyy i, oon, seloigne vers Pinfing b Pintériear de la
fangue ¢, Nous pouvons done définie, d’une maniere générale, les
chemins o, ; comme ¢tant une suite de chemins ne se coupant ni cux-
mdémes, ni entre ewr, et allant de Uinfing a infini en se decersant d’un
coté dans la langue i, de Uautre coté dans la langue contigué v, Les

cheminsd,, ; , et d, sont situcs de part et d’autre de d ;. s jouent

AN
exactement le méme role que les chemins L, qui, dans le sccond exemple
du paragraphe VII, nous ont serei « décomposer le plan des x en régions R
dans chacune desquelles la fonction entiére ne prend que deux fois loute
valeur donnée.

GCela posé, nous aurons fa proposition suivante : Tout chemin qui,
dans le plan a, (raverse un nombre arbitrairement grand de che-

mins d, senroule un nombre arbitrairement orand de fois awlour du
( & .

DIWA
point 1, ¢'est-a-cire franchit un nombre arbilrairement grand de fois
un rayon quelconque (tel que 1)) issu duw poine 1. En elfet, nous avons
défini plus haut un chemin particulicr o qui franchit fes chemins

o,

vy (/H,r,j——-|7 (/’/'n,/" TINERE
licu de o, nous pourrons, dCapres ce qui precede, considérer le che-

... oL satisfait & la proposition énoneée. Au

min g parcouru par x lorsque Y décerit la série de lacets ¢lémentaires
qui engendre la suite des permutations ..., 2, @, ... de 2 (Y),

¢ est-i-dire une série indéfinie de lacets décrits autour de Y =7, ef,

dAnn. Ee. Norm., (3), XXV, — Aovr 1go8. 45
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— intercalées entre certains de ces lacets, — des séeries lintes de Lacets
déerits autour de points eritiques algébriques; le chemin g franchira
la suite des chemins (/‘,-,.J»; de plus, lorsque 2 se mouvra sur g entre
o i tdyy g, Y déeriva directement autour de Y = un nombre ¢’
de lacets elémentaires qui croitra indéfiniment avee ¢. Déformons
alors Te chemin g avee continuite, de manicre a e transformer en un
chemin quelconque joignant un point de d,,, 4 un pointde d, ;5 le
chemin transforme devea nécessairement s’enrouler ¢” fois au moins
autour de 73 en ellet, 't n’en était pas ainsi, il devreail exister sur
certaines positions du chemin transforme des points ot Y (raverserail
la valeur critique Y =7, ¢l ces points deveaient alors étee a Pinfind,

sont infinies pour Y == 7.

Soit maintenant ¢, une langue du dewxiéme type. Alors, nous ne
pourrons plus prolonger e chemind,,; jusqu’a Pinfini dans ¢, comme
nous Pavons fait tout & Pheures car les caractéristiques . suivies le
long du rayon Yo ne seront pas infinies en 7. Si nous voulions pour-
suivre jusquiau bout Panalogie des Tangues da premier type et des
Langues du second type, nous devrions, dans le cas de ces dernitres,
remplacer les chemins o, par des chemins autrement definis. Nous
considérerions dans le plan des Y un chemin-spirale 8, convergeant
Fun eote vers Y = 7, de Pautre vers Y == %= ot tournant autour de la
suite e points eritiques algebriques v, qui délinit 7 comme poinl
imdirectement critigque de premieree espece de la fonetion (Y ). Mou-
vant alors Y sur la spirale S, nous obtiendrions, dans e plan des a,
une swile de chemins e, ; ne se coupanl ni ewr-mémes ne entre ewr,
allant de Uinfini @ Uinfind en se déversant d’un céte dans la langue s,
de Uawtre dans la langue s .

Mais nous nous ferons une idée plus nette des proprictes de Yo
dans ¢, si nous considérons, en place des chemins e, des ehemins
définis différemment. Considérons La saite des points eritiques 7; et,
par chacun Ceux, menons une conpure rectiligne le joignant i inflini
[ ot satisFaisant aux diverses conditions que nous imposons aux cou-
pures (voir pavagraphe [ Nous constaterons que, lorsque X déerit la
coupure 1, x parlant de la valewr critique décril deux lignes dont U'en-
semble: forme une ligne infinie continue q; se diéversant dans les deux
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langues infinies 3o, £, qui flanguent 5. D aillears, Tes lignes ¢; ne se
coupent pas entee elles et g, gy sontde part et dautre de g,
Les lignes q; jouent alors le méme role que, dans le premier exemple
die paragraphe VI, les lignes appelées 1. Mais nous n'insisterons
pas sur ces lignes, ne voulant pas aborder ici Lo décomposition
aenérale du plan des 2 en régions dans lesquelles Y ne prend
quiune fois toute valear donnée.

XI. - Langues infinies contigués.

Ces remarques vont nous conduire dans un instant & Uénoned de
certaines proprictes des Tanguettes. Mais, avant Cen ovenir B, nous
dirons quelques mots des Tangues o0 Y tend vers Pinfini.

Appelons, pour abréger, langue finie toute langue ot Y () reste
finie, et langue infinie toute langue ot Y Gy devientCinfinme. 1 résalte
de cequi precede que toute fangue finte est languée de deux angues
infinies (simples du premier type, ou double. Une Tlangue infinie, en
revanche, peat etre (Tanquée soit de Tangues finies, soit de fangues
ifinies. Yoyons un peu comment se comportera N entre dewx langues
infinies contigues dont une au moins est simple (du premier type).
Désignons par g la langae nfinie simple, parg, fa Tangue infinie con-
tigui i, par L linguette dPindétermimation qui sépare g2, de g .
Puis prenons (dans Te plan des Yy un point Y voisin de Pinfini. 1l
existe dans ¢ une double serie de valeurs de o Y oprend Ta va-
feur Y los points de Ta premicre série tendent vers des points de g,
forsque | Y| eroit indéfiniment, tandis que Tes points de la deuxicme
serie tendent vers des points de g2, 3 nous allons d’abord considérer les
points de Ta premicre série que nous appellerons

X A R A ORI

L . - 12 . <7
Nous savons (1) que les caractéristiques de (Y ) issues de Y avee

(1) Voirau paragraphe IV les remarques relalives au cas ol la singularité Y == = donne
naissance o une langue du premier type. :
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les déterminations x; admettent Vnfind comme pomt (ranscendant
directement critique et ne présentent aucun point eritique algébrique
au voisinage de 'inflini (exception faite, peut-étre, pour un nombre
fini de valeurs de Pindice /). Nous en concluons que, pour déduire les
unes des autres les déterminations ,1—‘_/-, —1_,, . ;/»/--..’ oo, 1l suftit de de-
crire suceessivement un, devwzx, ... tours le long d'un cercle de grand
les points x; sont dans la fronticre g7 les seuls points (s’¢loignant
indéfiniment, en se rapprochant de g, quand ]T] croit indéfiniment)
ot Pomait Y =Y.

Lorsque nous déerivons le contour I' pour permuter entre elles les
déterminations .7;-'.,-, nous nous trouvons tourner nécessairement autour
d"une suite de points eritiques ..., vy, - ositués d Pintérieur de T Ces
points critiques sontdes points criciques algébriques. Plus précisément,
il west pas possible quun nombre arbitrairement grand de permuta-
tons ..., 0, -.. conseeulives s'operent autour d'un meéme point 7 ou
autour d"une suite de points eritiques algébriques convergeant vers 73
car, il en ¢tail ainsi, le raisonnement employé an commencement du
dernier paragraphe prouverait que 'une des Tangues g, 1, doit ¢lre
une langue finie dans laquelle Y converge vers 7.

Construisons dabord un systéme de coupures rectilignes joignant
les divers points ..., 7jy - AU contour I ou, plus gencralement, a un
contour fermé quelconque, A, déerit autowr de T'. Nous prendrons, par
exemple, comme coupures les prolongements des divers rayons joi-
gnant origine aux points 7. | Si plusicurs points critiques (permu-
tant une méme détermination de ) se trouvaient sur un meéme rayon,
nous dévierions légerement les coupures de manicre qu’elles restent
distinetes. |

Cela posé, il nous sera commode d’allecter les points eritiques 7, de
deax indices ¢, 7, atin de pouvoir les répartiv entre plusicurs séries.
Nous appellerons 0, les points de rencontre des COUPULES Ty one
avee le contour A nous désignerons, d’autre part, par ;r;“/,
deux déterminations de w(0;;) qui se permutent entre elles le long
d'un lacet clementaire 4, ; formé de La coupure v, ; deax fois parcourue
et d'une boucle infiniment petite déerite autour de T -

P les

Yartons maintenant de 0, avee la détermination @ el commencons
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par mouvoir Y le long de A suivant le sens de rotation qui engendre
au point Y la suite des déterminations @y, x4, ... situées dans . Ce
sens sera, par exemple, le sens positif. Chaque fois que nous passons
U "

X

en un point 0; ;- avee Pune des déterminations af ., ), nous opérons
la permutation 7, . Ainsi nous nous trouvons opérer une suite de
permutations ¢lémentaires rangées dans un ordre déterminé. Ges per-
mutations seront de deux sortes @ celles que nous ne nous trouvons
opérer quune fois; celles que nous opérons deux fois Cees dernieres
¢lant ce que nous avons appelé des permutations-impasses ) Nous aflec-
terons les premicres (') des idices (r, J+1), (1,/+2), ... dans
lCordre ot nous les rencontrons, ol les secondes des indices (2, /1),
(2,7 +2), ... Deplus, nous conviendrons d’appeler spécialement 2,
celle des deax déterminations ., avee Lagquelle nous passons au
point 0,‘.,-«, lorsque Y se meut de la maniere indigquée. Nous voyons que,
tandis que Y tournera, 2 déeriva (i partiv de e ) un chemin o qui
s’¢loigne vers Pinfini dans Ta languette 527 et sur lequel sont situés,

' x dautre part les couples de
(B A A Y A L A « P 'S couple: '
. ’ " r "
pomts T ST IS 2 TR S PP
Déerivons maintenant suceessivement (i partir des déterminations

a

"une part les points

' '
'1’4.,/” [EVARN

nent r('sp(-ulivumvnl, en 0
"
"!./Il’ ...

chemins o

o) des Tacets élementares £, 5, 4y, oo qui nous rame-

"

1.
Lorsque Y déerit ces lacets Te point e décrit une série de
s Qi is <oy quione peuvent pas se couper (si deux de
ces chemins se coupaient, ils coincideraient). Je dis que les chemins
(3, he traversail
pas £, on pourrait déformer ce chemin de maniére que tous ses points

v D oo avee les déterminations af

e

iy js iy iy traversent la languetie 5" lin ellet, sio«
se rapprochent indéfiniment de 22y, Torsque lh\Tl croit indéfiniment; les
deux déterminations o, ', devreaient alors se permuter le long d’un
contour A" arbitrairement ¢loigne et devraient done se permuter le
long de A, puisque, si Pindice j est assez grand, il ne peut y avoir
entre A" et A aucun point eritique des hranches que nous suivons : les
points &', a’, devraient, par suite, étre tous deux sur la ligne o, ce qui

(1) La premicre série comprendra néeessairement une infinité de permulations; aatre-
ment, on nobliendrait, en tournant indéfiniment sur A, qu’un nombre fini de détermina-
tions différentes.
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w'est pas (V). Ainsi, quand le point X s'élocgne indéfiniment, les chemins
diyy s Ay ey sORE des chenidns quivont de Uinfind a Uinfin et se déversent,
d’un coté dans le /f///gu(f 3o de Uantre coté dans la langue £

Cela acquis, nous allons pouvoir reproduire, sous une forme un peu
maodifice, le raisonnement que nous avons développé plus haut o pro-
pos des langues finies.

Appelons Y un point Y qui sera supposé tourner indéfiniment sur A
dans le sens vosrr i partic de 0, 5, et désignons par 2’ Ta valeur de la
branche de a(Y') qui prend La valeur 2 ; pour Ta valeur initiale 0,
de Y. Je dis que la branche ' ne peut présenter, dans A, en dehors des
POURLS CIULIGUES ..., My js Ty jars - - - que des points critiques opcrant des
Permutalions-unpasses.

Voici comment nous démontrerons cette proposition.

Il sera toujours possible (%) (ef., plus haut, Te cas o vy est une
langue finie) de disposer du contour A de manicre que, lorsqu’on
déeritsur A une inlinité de tours dans le sens sicave Cicpartie de 0 et
de la détermination initiale 2 5, on oblicnne en 0, owen G, ;0 une
infinité de déterminations @ différentes. Nous désignerons par Y7 un
point Y qui sera supposé (ourner indéfiniment sur A de Tamanicre
indiquée et par 2’ La valeur correspondante de s Nous appellerons,
dautre part, £ 250, oo des valeurs avee lesquelles @ se trouve
successivement passer au point O, lorsque @ va tournant. Le
point 2 déerit une ligne 7 qui s’c¢loigne indéfiniment dans le plan
des @ et qui contient fa suite des points Z"/’I‘I, E'/f'"’l,

Gela posé, nous allons ctabliv que, quelgue grand que soit j, il existe
sarement un nombre fini k tel que la determination E/./‘," sotl cgale a .

Nous allons considérer Cdans le plan des ) un chemin /qui, coin-
cidant d’abord avec ., ;, se déplace avee continuilé sans jamais se

'

[VARN

recouvrir lui-méme, et vient coincider avee o, ;o apres avoir balaye
toute Paire comprise entre i et dyy, oo Nous appellerons Fle che-
min que deerit Y lorsque x parcourt /3 nous. designerons, Cautre

(1) Réciproquement, supposons que, lorsque Y déerit (a partic de la délermination
25 0) e Tacet élémentaice £; -, o déerive un chemin traversant £ @ le poinl 7, j» ne sau-
rait s¢ (rouver parmi les points g, i, Bz ..

(%) En vertu des propriéiés des lignes fronticres des langues.
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part, par @', «” les points de rencontre de favee ', d” el par Y, Y les
valeurs correspondantes de Y. Lorsque /se déplace de fa manicre
indiquée, les points 2" et 2" déerivent les lignes o', d7, tandis que les
points Y et Y7 tournent tous deux le premier dans le sens positlf, le
second dans le sens négatif le long de Ao Admettre qu’il n’existe pas
de nombre fini & satisfaisant & la condition ¢noncée plus haut revient
done a admettre que le chemin £, varianCa partiv de o, ;, doit franchir

s

\ . M . [ o,
tous les points &7, <

revient done, en d’autres termes, o admettre que lTa ligne " $’¢loigne

avant de prendre Ta position

indéefiniment entre les chemins o, ; et dyy, . Mais cela ne se peat
pas, pour la raison que nous avons indigquée en parlant des Tangues
fintes. Done le nombre £ existe.

Nous conclurons de Ta que Torsque Y7 tourne sur A d partir de 0, ,
comme il a oté dit, toutes les permutations élémentaires qui se trouvent
opercées-acant la permutation vy, ., sont en nombre fint cl sont des pernae-
tations-impasses. On pourra, comme nous avons fait plus haut, ana-
Iyser cerésultat de plus pres en prenant comme ligne Foune ligne
brisce ainsi définies pour /eoincidantavee o, oudy, o, celle ligne
naura que deux eotés (eonfondus suivant Ta coupure 7, ; ou la cou-
pure 7, ;s lorsque fSvariera entree dyy et dyy gy, Fopourra acquérir
des cotés supplémentaires Cen nombre fing) qu’elle devea perdre en-
sutle 'un apres Pautre.

Considérons, dans ces conditions, L suite des permutations ¢lémen-
taires que nous nous trouvons opérer, lorsque nous mouvons Y sur A
(dans le sens négar /). GCes permutations sont de deux sortes @ celles
que nous nopérons quiune fois, celles que nous opérons deux fois
(Ies permutations-impasses ). Nous affecterons les premicres des
indices (3,7 4+ 1), (3, 7+ 2), ... dans Uordre ot nous les rencontrons,
et les secondes des indices (4, /4= 1), (4, 7-+2), .... La proposition
que nous venons d’établie entraine alors cette conséquence que les
permutations (V) appelées oy My s, --. sORLles mémes que les per-
multations appelees g, oo, 1y ey e

Quelles conclusions tiver de cette analyse?

(1) I est certain que pour opérer la suite des permulalions ..., 6y, -1, 41,75 01,5415 =+ -5
ou I suite des periutations ..., 43,71, 3,/ - - ., on devra déerire sur A une infinité de
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Nous remarquons d’abord qu'il résulte de la proposition qu'on peut
prendre comme contour A (contour sur lequel nous avons fait tourner Y'
et X") un cercle que'conque de rayon arbitrairement gran.

Faisons maintenant tendree le cercle A vers 'infini. Alors les che-
mins que nous avons appeles o, ; deviennent des chemins infinis ( ne se
coupant pas) el se déversant, d’uncote dans lalangue 1 |, de Uautre dans

~

lalangue ¢, Deplus, d g, ;. etd,,, . sontsitucs de part et d’autre ded,

1. f A

L<s chemins d, ‘owent alors exactement le méme role qgue les chemins 1.
( . ! /

1)/
qui, au /)arag/'a/)/z(f VI, nous ont seret @ décomposer le plan des x en
régions R; ot la fonction entiere ne prend qu’une fois une valeur donnde
(on comparera de préférence au cas présent la fonction s du para-
graphe VII pour laquelle la quantité appelée A est réelle negative irration-
nelle). Dailleurs, les points critiques 7, ; ne tendentvers aucun point-
limite (ranscendant. s peavent converger vers tous les points d'une
courbe fermée, comme il arrive pour la fonction du paragraphe VII
a laquelle nous venons de renvoyers ils peavent aussi converger vers
plusteurs points discrets, comme il arreive pour la fonetion aresina.
Notons enlin celte proposition = Tout chemin quid, dans le plan des .x,
traverse un nombre arbitrairement grand de chemins d.,, ; opére un
nombre arbitrairement grand de permatations (compaver b fin du para-

graphe X).

XII. — Propriétés des langues.

Apris avoir defini avee  precision les langues d'une fonction
entiere Y(), on peul se poser, au sujet de ces langues, un grand
nombre de questions.

Combien une méme fonction enticre peut-elle présenter de langues?
A cette question essentielle, Te théoreme de M. Denjoy (1) apporte
une réponse. Le nombre des langues est fini et admet une limite supé-
ricure fonction du genre de la fonetion.

tours. En effet, s'il ¢n étail autrement, il existerait strement a intérieur de A un point 7,
au voisinage duquel s'opéreraient une infinité de permutations conséeutives. Ce point 7
devrait done donner naissance a une langue finie qui ne pourrait étre que £y ou A 4.

(1) Loc. cit. (Comptes rendus, juillet 1go7).
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squelle nature sontles chemins qui s"¢loignent vers Pinfint a in-
ur d'une langue? Comment sont disposées, en particulier, les
aes des fonetions, si remarquables, récemment découvertes par
Tittag-Leffler, fonetions qui tendent vers zéro dans toutes les
stions?
ymmentse présentent, du point de vue de La théorie des langues,
héoremes de M. Phragmen ( "y?

»hesoin se fera particalicrement sentie de rattacher La théorie des
ues i la theorvie du module maximam &' une fonetion entiere (pour
rodule donné de Ta variable ).

msidérons un chemin qui s’¢loigne indéliniment dans le plan
r et surlequelle module | Y [ reste comparable (") an module maxi-
 M(r ) de Y () pour = r | ¢est=i-dirve & la plus grande valeur
rl]. Tout chemin 2 jouissant de cette pro-
(¢ s'¢lorgne evidemmentdans une langue infinie de lafonetion Y ().
sl reciproque n’est pas veaie @ear, sio2estune langue finie dans
elle Yy tend vers o, o est, pour la fonction Y(r) 42, une
e dans Taquelle cette fonction augmente mdéfiniment, a la facon
v polynome du premier degre. En revanche, il est probable que 'on
proposition suivante = De méme que, de dewr langues contigucs,

e est néeessairement infinie, de méme, de dewx langues contigués
conques, 'une auw moins est une langue dans laquelle |\| croit
me M(r).
noconstatera, dautre part, que dans toule langue finie dans
ielle Y tend vers o, Te module | Y] déeroit comme Pinverse du mo-
smaximum dune fonetion enticre [eroissant moins vite ou aussi
que M(r), e qui confirme Ta formule de M. Borel : L'ingerse du
ten d'une: fonction enticre est, aw plus, du méme ordre de gran-
sque son maximium |.
noméme temps que Pon ¢tudiera L eroissance (ou la déeroissance)
vV osurles chemins qui s ¢loignent vers Vinfini dans une langue o,

) Nous entendons dire par o que, a partiv d'une certaine valeur de », le rap-

Y . . . ,
\IHI reste compris entre deux nombres fixes, ou, plus généralement, qu’on a
M(r)

v
YL M N

AR
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on examinera la croissance (ou la decroissance de la dérivee Y) (1), e
. On découvrira sans doute alors

PPon comparera les modules | Y [ et [ Y
. . . . . Y/ . .

une loi de eroissance de la dértvee Togarithmique 7 lot précisant les

résultats que Jai obtenus ace sujet il y a quelques années (*).

Pour Pinstant, je me contenterai de faire quelques remarques sur les
langues respectives dune fonetion enticre Y () et de sa dérivee. Je
vais montrer quune langue finie de X est ausst une langue finie de X' et
une langue ot Y' tend vers =éro.

Soit 7 un point singulier transcendant de Ta fonetion (Y ) donnant
naissance d une langue ¢ . Je dis d"abord que towt chemin s’ clorgrant
indéfiniment dans l'une ou U autre des languettes d indétermination qui
Sanguent 12, est sttué dans une languette d’indétermination de Y'.

Remarquons que le |minl. 7, ]minl, transcendant. pour a(Y), esl ¢ga-
lement transcendant el transcendant de Ta méme maniere pour la
fonction Y'(Y). En effet, si v est directement eritique, il Pest pour Tes
deux fonctions, e, d’autre part, toul point eritique algébrique (voisin
de vy de L fonction (Y ) estaussi point eritique algeébrique de Y/(Y),
puisque les deux dérivees (*)

dy ARG

&N TN AN

sont infinies en méme (emps. Considérons alors (dans le plan des Y)
le petit cerele ¢ de centre 7 sur lequel nous avons déji maintes fois
raisonné, et mouvons Y le long de ce cercle (dans un sens convenable )
de manitre & engendrer une infinite de déterminations différentes
de 2(Y), ainsi qu’il a ¢t explique au paragraphe IX. Lorsque nous
faisons ainsi tourner Y, nous engendrons une infinité de détermina-
tions de Y'; Y déerit par suite une ligne indéfinie (non fermée) (*) <.

» n'a pas la msme signification (qu’an

. Y
(1) On notera que Y', représentant maintenant, )
dua

paragraphe X.

(%) Sur quelques propriciés des [onctions cuticéres ( Acta mathematice, to XXVII).

(3) Nous continuons a supposer que les points critiques sonl simples. A ce cas on
raménera celui oit plusieurs points critiques sonl confondus.

(*) Le cas ou les spires successives de la ligne = se recouveiraient elles-mémes (ainsi
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Je dis quil w’est pas possible que Ta Tigne = converge vers une valeur
déterminée 7 (V). En effet, la fonetion Y'Y ) suivie fe long de O Ne COs8e
. L ‘ " ¥ !
pas d'¢tre algebroide; elle ne peut done tendre vers une valeur déter-
minée v, le long d'un chemin infini, & moins que toutes les dé-

dAY' Y

rivées o= —ms <o ne tendent cgalement vers zéro. Mais alors toutes

les dérvees Y, Y7, Y7, ... devraient tendre vers zéro le long des
. , o e , . , ~ -

chemins ' (vorr § X)) que déerita quand Y parcourt ¢ or cela exige-
rait que Y tendit vers un point singulier transcendant de 2(Y), ce qui
n'est pas le cas. On en conclut que toute ligne fronticre, 7, de la
langue &, est ligne fronticre dCune langue de Y.

Reciproquement, sott v un point singulier transeendant de (Y.
On voit que 7, sera ¢galement point transcendant et de la méme ma-

L., o. I oY Y’
les deux dérivees — == «,, el

nicre pour la foncetion YY) v

lr dy
Y’ YUt dY T

sont, infinies en méme [(‘,llll)h' . Le l':li.\'()]l]l(\lll(‘ll[. que nous venons

demployer prouvera alors que toute ligne fronticre d'une langue
de Y estnéeessairement extérieure a la langue ¢ .

De T résulte immeédiatement que la langue 1 est une langue de la
Jonction N (). D'ailleurs N tend vers sero dans cette langue = car, si Y/
tendait, dans o2, vers une limite finie ou vers Pinfini, Y ne saurail
tendre vers 7. Ajoutons que ¢ sera pour Y Gy et Y'(a) une langue
du méme type.

Les remarques sur lesquelles nous venons de nous fonder servent

parcillement i ¢tabliv qu’une langue infinie dans laguelle 1’77,,! auy-
mente indéfiniment quelque grand que soil meest une langue infinee pour
e

les deérivées suceessioes X', 0\
Les memes remarques permettraientd’ailleurs d’aller beaucoup plus
toin dans Pétude comparative des modules | Y [ et Y.
Appelons en effet o un nombre rationnel positif arbitrairement petit,

qu'il arrive pour Y = sine, Y = cosa) est evidemment un cas tres particulier quon peut
bearter.

(1) Celte valeur, en toul cas, ne pourrail ¢lre infinic; car, ¢i Y lendail vers Pinfini, il
devrait en étre de méme de Y.
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et considérons les fonetions (Y — 7)®, Y** qui sont, par rapporl a.r,
des fonctions n’ayant qu’un nombre fini de branches.

Dans la langue 2, 0w Y tend vers 7, fa fonetion (Y — 7)* tend vers
zéro, et zéro est, pour Pinverse de eette fonction, point singulier trans-
cendant. On vérificra alors (en raisonnant comme tout a heare) que,
sur les chemins x qui s'éloignent vers Uinfind dans la langue 1, la

e Y’ . . , . -
dérivée Y de (Y — n)* tend vers =éro. Cela, quelque petit que sot
) -
} . . L, — Y
le nombre ratconnel o. Paredlement la derivée Y —)iia
-

augmente indéfiniment sur les chemins consideres.

Soit, d’autre part, ¢, une langue infinie ot Y(r) croit plus vite quune
puissance queleconque de s dans cette langue Y # tend vers zéro et o

de (Y — )

oY’ . .
ST de X 75 parcillement

en est par conséquent de méme de la dérivée -
aY’

\/1 o
On voil, par ces énonees, combien les propri¢iés des langues doivent

la dérivée augmente indefiniment ().

étre simples et régulitres. Si Ponose place & Pintéricur d'une langue,
on voit disparaitre La plupart des difficaltés quirendent st ardue Pétude
de la croissance des fonctions enticres. Hest veai qu’en général on ne
sera pas renseigné sur la forme des l;m;;:lws. Mais ¢’est que, precise-
ment, la forme des Tangues est Pun des caracteres qui permettent
d*établir les distinctions entre Tes divers types de fonetions enticres.
[Létude de Ta forme des langues se rattacherait sans doute aux récentes
recherches de M. Blumenthal (%), dontjai connaissance au moment oi

(X}

Jachéve ce paragraphe. |

XIII. — Propriétés des languettes.

Une languelte d’indetermination est infiniment mince par rapport aux
deux langues qui 'ayvoisinent.

Y’ Y’ .
; . i (o ¢ irait vraisem-
Y(log¥V) %" YiogY(loglog¥) %’ # conduirait vraisem

blablement & des propositions analogues.
(*) Bull. de la Soc. mathém. de France, 1go7, p. 213 et suiv.

(1) L'étude des expressions
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Soit, par exemple, ¢, une langue finie ot Y tende vers o, £, une
langue infinie contigué i ¢y, et ¢/ Ta languette qui sépare ¢, de o,
Voiel ce que je vais démontrer.

Considérons un chemin d, qui s’¢loigne vers Pinfini dans la

langue £, etappelons £, un point quelconque de ce chemin. Quelque

petit que soit g, on pourra toujours prendre 2, assez cloigné sur o pour

que on ait '
| Y(2,)] <.

Désignons, d'autre part, par M oun nombre donné arbitrairement
grand. Puis appelons £ le point le plas rapproché de 5, ot Pon
ait | Y] M. Je dis quelon peut prendre s, asses élorgnd sur d pour qu’un

) . , . , .
certain cercle de centre 5, el de rayon (v + ) |5, 2| conticnne des

- \ r " . I
/)()III/.S' ou I \ |> ‘A“.‘, ETANT UN NOMBRE ARBITRAIRENENT PETIT AVEG M—

Pour ¢tablivectte proposition, nous nous appuicrons sur la remarque
swivante (V) :
Y ¢tant une fonction holomorphe autour du point £, si on

a | Y] <M pour e & | <pg, ona

o
7

ey Car B0y |t —E) 0L M2,

pour [ Z | < g, 1oétant un nombre plus petit que r, lequel peut
¢tre arbitrairement voisin de 1si Pona pris M assez grand.
) ! y H N 1 g arhi
Posons alors - = 7, ce qui donne pour o une valeur qui est arbi-
1o
. . N I . , .
trarrement petite en méme temps que o purs déterminons n par la
1
condition
I

oM

-~

Tre
\
\

Prenons, d'autre part, le point %, assez ¢loigné sur d, pour que Pon
ail

]uo|~»}-|u,('¢:’l "“51)"1'-""}‘|“IL 1(,’::’1——-'51)""’[<7,

M:

(1) On déduit cotte remarque de Pinégalité | a; | - — -

|

-
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ce qui est toujours possible, puisque, dCapres le paragraphe précédent,
toutes Tes dérivees Y, Y7, ... tendent vers zéro sur le chemin d,.

Dans ces conditions, supposons que [ Y [ n’atleigne pas la valeur M?
dans le cerele de centre %, et de rayon (1 -+ a)|§" -~ E, | - alors nous
aurons Uinégalité

IYED < D a2 — &) | <M,

laquelle est contraire i nos hypothéses. La proposition énoncée esl
done démontrée.
Considérons, d’autre part, la langue infinie g2, contigue a gy, dans

laquelle | Y

augmente indé¢finiment (plus vite qu’une puissance quel-
conque de | ]). Tracons dans £, un chemin o, qui s’¢loigne indéfini-
men(, et appelons Z, un point queleconque de ce chemin. Désignons,
enoutre, pare un nombre donné arbitrairement petit, et appelons E
le point le plus rapproché de Z, ou Pon ait| Y] e Je dis qu’on pew
prendre %, asses élotgné sur dy pour qui'un cercle de centre Ly et de
rayon (1 o)| Z, E_[ contienne des points o | Y| <&, % cdlant un
nombre arbitrairement petit agec .

GCette proposition se démontrera connne La précedente. Dailleurs,
en l'?ll)pl‘()(ihulll. les deux cnoneés obtenus, on en tirera sans peme la
conseguence suivante: Sotent d” un chemin qui s’¢loigne indéliniment
dans Ta Tanguette 2/, et 2 un point de . Nous donnant des nombres

1 . . . <y
i’ (racons (ce qui est toujours possible si z’

estoassez cloigné ) deax cereles de centre 2, Pun e, dans lequel

arbitrairement petits € el

s Y] M,

Pautre ¢, dans lequel [ Y] prenne des valeurs inféricares & € el des
aleurs supéricures & M2 Alors, lorsque le point 2 s'éloigne indéfini-
ment sur d', le rapport du rayon de ¢, au rayon de o, tend vers zéro.

Telle est la propriete des languettes qui justifie Te diminutif dont
nous nous servons pour les désigner.

D’autres problemes se poseront & propos des languettes, dont les
plus importants sont peut-étre ceux qui ont trait i Léude des lignes
tracces dans une languetie.

Reportons-nous au paragraphe Xo g, est une langue finie o' Y tend
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/

vers ;o1 el g, sont [es languettes contigues i Con g, estune flangue

A X . ¥
infinte, séparée de g par

Cys et Hanguee de Pantre coté drane fan-

aueltte v 3o esCun petiteerele de centre Y =75 " est la ligne intinie
parcourde pare lorsue Y tourne sur . Ninsi que nous Pavons fail
observer au paragraphe 1N, Ta ligne o a deax branches infinies 1 nous
avons ¢tadic, au paragraphe X, celle de ces deux hranches (soit ')
qui se déverse dans 75 laseconde branche de d/ (soit d ) se déverse
dans L0 Dailleurs, on obtientd " en mouvant Y sur ¢ dans le sens
positil ("), et en mouvant Y dans Te sens négalif. Dans Pun el
Pautre cas, on opére une sévie anilinéaire de permutations (soit diree-
tement autour de v, soit autour Cune saite unilinéaire de points
eritiques algehriques ), serie dans laquelle peuvent se trouver inter-
calés des groupes de permutations-tmpasses.

Cela posé, appelons T un cercle de centre o qui coineide d*abord
aAvee o, puts grandit d"une manicre continue. Au cerele < correspond,
dans Te plan des o, un chemin infing 2 qui se déplace a partie de Ta
posttion . Ce chemin ¢ varie d’abord avee continuité (*); mais il
effectue des sauts brasques el se décompose en plusicurs chemins
diffarents, Torsque des points eritiques 'q'/- de Ta branche 2 suivie le
fong de = viennent i s’ introduive entre les deax contours ¢ et 1. Le
paragraphe X nous a appris, dailleurs, que, lorsque Te module x|
devient assez grand, Ta branche @ suivie sur ¢ e0z ne peut presenter,
entre s el =, quedes points eritiques algebriques opérant des permuta-
tions-impasses il en resulte que, quelyue grand que soit le rayon <,
on peut tracer (dans le plan des @) un cercle Goasses grand pour que,
lorsque © varie entre 0 el Ty, le chemdn 11, qui varie o partir de d'V, reste
unique hors du cercle Goet s’y déplace avec continuite,

Cela pose, puisque Pensemblie des points eritiques de e (Y) est de-
nombrable, on peut toujours se donner un ensemble (non dénom-
brable) de nombres positifs croissants o, .., 2, ... tels que les
cercles 7, de rayon g, ne passent par aucun point eritique de x(Y). 1l
nous sera commode de ne considérer que les positions ©, du cerele .

(1Y) En vertu des hypotheses faites aux paragraphes VHI et IX.
(%) Nous supposons, comme nous Pavons déja fait plus haut, qu'il 0’y a sur ¢ aucun
poinl eritique de z(Y).
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A chaque cerele 7; plusicurs chemins ¢ peavent correspondre; mais

un scul de ces chemins aura (dans ) une branche infinie ¢ tendant

vers 'O Torsque 7, tend vers o; ¢'ost ee chemin particulier que nous
désignons sous le nom de chemin t,.

Taisons maintenant croitre g;o Lorsque 7, est trés voisin de g, il est

,

certain que le chemin 2; qui se déverse d'un eote dans la languette ¢

se deverse de Pautre cote dans Ta Tanguette ) (4; a une branche infi-
nie ¢ qui se déplace avee continuité i parctiv de " lorsque 7, varie i
partir de 8/). D’autre part, lorsque =; sera tees grand et se rapprochera
du cercle A defint au paragraphe X, Taligne 7, franchissant les lignes
fronticres de la langue 5, devra se deverser dans Tes deux languettes
et qui flanquentla langue .

Ainsi, nous distinguerons deux ensembles de cereles 7,0 19 cer-
cles =0 donnant naissance i des chemins ¢ se déversant dans 27 e
205 20 cereles 7 donnant naissance a des chemins 4 se déversant
dans 12 el L Lorsque o parcourt, dans un sens ou dans Pautre, un
chemin ¢, Y opere (nous avons va) une série unilinéaire de permu-
tations autour de 7 ou de points eritiques algebriques convergeant
vers 7. Au contraire, lorsque e parcourtun chemin 2 en se dirigeant
vers 12, Y se (rouve opérer une serie de permutations autour (’un
[minl (srili(lms transcendant de a(Y) autre que le point 7, ou autour
Q'un ensemble de points critiques algébriques ne convergeant pas
vers 1.

Les chemins £z, ¢ ne peuvent évidemment pas se rencontrer,
puisque | Y| a, sur ces chemins, des valeurs différentes. Dailleurs, si
Pon veut se rendre de Ta Tangue v Ta Tangue ¢y, on doit traverser
tous les chemins ¢ avant de traverser les chemins 2. On en conelura
que les lignes ¢ tendent (lorsque g, vaen croissant) vers une ligne
limite qui s¢pare, dans ¢, le groupe des hranches infinies 2! du groupe
des branches infinies 7. Cette ligne limite peut ¢tre comparée i une
ligne de partage des caux, séparant les chemins ; qui vont se déverser
dans g
rons ligne de partage, ¢t nous désignerons par cercle crdtique e cerele =,

’

des chemins ¢; qui vont se déverser dans 127, @ nous Vappelle-
correspondant.
De méme que les branches 47, les branches 2, occupent, dans la

languette ', un domaine limité par une ligne de partage. D'ailleurs,
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les lignes de partage relatives aux ¢ et aux ¢, peuvent coincider ou
¢tre distineles.

AINSL, NOUS SCrons amenes, sl nous entreprenons une ctude syste-
matique des fonctions entieres Y(a), acsillonner fe plan o d'une infi-
nité de lignes infinies (ne se coupant pas) réparties entre diverses
familles. Nous avons deéfini plas haut une famille de lTignes «,,, ; qui

’

1
et s, Nous définissons maintenant une famille de Tignes ¢, qui sont i

sont a cheval sur Ta languette ¢ et se déversent dans Tes langues o
b ~ i ~

cheval sar T Laingue v et se déversent dans les languettes o0 et o'
Lesdeux familles de lignes i, et constituant, en quelque manitre,
un réseau de lignes conjuguées, et en fes ¢tadiant & ee point de vae,
on se forait une idee assez nette de Ta structure des fonetions entiéres.
Dailleurs, on devea répéter sur toutes les langues et languettes des

fonctions enticres les opérations failes sur 0,0, vpet .

~ 2 ~ 0

XIV. - Applications.

Nous n'avons ¢tudie jusqu’ici que des langues ou languetles isolées.,
Nous deveions maintenant considérer simultanément Pensemble des
langues ot languettes d'une meéme fonction, et ¢tendre leur agence-
ment. Jetons un coup doeil sur ce nouveau probleme.

Observons d'abord qu’il sera toujours permis de se limiter aux
Jonctions enticres qui lendent vers scéro dans (oules lewrs langues fintes.
Sicette condition n'est pas satisfaite pour Ta fonetion Y (), clle le

. . L., dY
sera toujours, cn effet, pour la dérivee
. olx
Cela posé, soit dabord Y () une fonction entiére présentant au
plus quatre Fangues, 52, 00y, Uuy U respectivement séparées par les

~
’ ’

fanguettes 0, v, o, el soient, par exemple, et gy deux

langues nulles de Y (). |
Considerons dans Ta Tanguette 2 les hranches infinies ¢, ¢! déli-

nies au paragraphe precedent. Les 2 admettent (nous Pavons vua)

o, e rayon du cercle criique

dans o une ligne de partage T, Soit

~
fongée d'un cote jusqu’a Pinfint, aboutit nécessairement, de Mautre
cote, houn point X tel que fa branche de z(Y) égale & X au point

Ann. Eeo Norm., (3), XXV, — Aour 1908, /;’7
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Y = Y(X) admette ce poinl comme point eritique algébrique. Dés
fors, si Y, a partic du point Y = Y(X), déerit dans Pun ou Iautre
sens le cerele eritique de rayon gy, 2 partant de X déerit quatre bran-
ches infinies, dont Pune est T,, les (rois antres ¢tant Ty, Ty, Ty.

De i, on tivera immeédiatementles conséquences suivantes @ les lignes
T,,T,, T, s éloignent vers Uinfini a Uiniéricur des languettes £, L. Let
respectivement. Soit g; un nombre arbitrairement rapproché de gy, mals
supéricur. Lorsque le cerele =, délini au paragraphe précédenta pour
rayon g, le chemin ¢; déerit par o a deux branches infinies respeceti-
vement voisines de T, et Ty ce chemin est done Pun des chemins ¢
qui se déversent dans ) et . Par conséquent, les 1, et les 1" ond,
dans ', la méme ligne de partage T,. Parcillement, les deux familles
de branches t; respectivement situées dans Uune quelconqae des lan-
guetles £y, 1y, 1 ont, dans cetle lunguette, une méme ligne de partage

H AN ]

qut est respectivement 'V,, 'V, o T En resumé, la fonction entiére Y ()
29 3 1] . /

i

a quatre lignes de partage seulement, 'V, Ty, Ty, T, lesquelles sont con-
courantes. Les cercles critiques correspondant a ces quatre lignes de par-
lage coincudent. Les quatre lignes concourantes Ty, Ty, Ty, Ty (sur les-
quelles Y « un module constant, le rayon du cercle critique ) séparent les
f

(" B )
N 22 N3

unes des autres les quatre lungues 5.,
~

Signalons un autre cas remarquable @ celui ot la fonelion enticre
asix, huil, dix, oo langues o0, 0 0, 0, v, 0, o el presente
un méme nombre de lignes de partage outes concourantes. Aors, il 0’y
a encore, dans chaque languette, qu'une ligne de partage, ligne sépa-

ant Pune de Pautee Tes deux langues qui fanquent Ta Tanguette.

Ainsi s’offrent & nous de nombreux sujets d’étude que nous ne
poursuivrons pas plus longtemps. Notons sculementune conséquence,
encore, de Pexistence des Tignes de partage @ ¢’est qu'une fonetion
entiere ne saurait présenter un nombre impair de langues.



