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SUR

L'INDÉTERMINATION D'UNE FONCTION UNIFORME
AU VOISINAGE IFUNE SINGULARITÉ TRANSCENDANTE;

PAK M. PiEïuiE BOUTB.OUX.

I. — Le théorème de M. Schottky.

I l y a deux ans, j 'a i cherche à démontrer le théorème su ivant (Comptes
rendus, 3i j u i l l e t 1905, et Bulletin de la Société mathématique de France,
t .XXX.Vl/ïoo^) :'

Sou
F( x ) •=: a^ + ai x -+-.. «

une fonction qui, pour \x\<^r, est holoniorphe et ne prend ni la valeur o,
ni la valeur i : alors, dans le cercle de centre o et de rayon Or(0 <^ ï), le
module \ ¥ ( x " ) \ r e s ( e inférieur à une fonction finie M( a^) ducocfficient a^.

,Ie croyais ce théorème nouveau lorsque je l ' énonça i et lorsque j 'en
parlai , pour la première f o i s , à M. Carathéodory qui en trouva auss i tô t
une fort élégante d é m o n s t r a t i o n . Cependan t , ce même théorème avai t
été obtenu quelques mois auparavant par M. Scholtky. Depuis lors,
il a été repris et précisé sous diverses (ormes par MM,. Landau et Cara-
théodory. Je n'aurais donc pas à revenir sur ma démonstra t ion si je ne
devais y rect i f ier que lques erreurs que M. Landau m'a obl igeamment
signalées.
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Au dernier paragraphe (§ 10) clé mon Mémoire de 1906, j 'a i énoncé
sans démonstration une général isa t ion du théorème de M. SchoUky,
que je croyais f ac i l e , et qu i avai t t r a i t au cas on la f o n c t i o n V ( x ' )
prendra i t un nombre f i n i de fois les valeurs o et r pour [.r| << r. Cette
général isat ion n'est pas exacte, a i n s i que l'a m o n t r é M. Landau . I I
f a u t en rec t i f ie r l 'énoncé et supposer que, pour | x \ <^ /', ' V ( x ) ne prend
que/.» fois la va l eu r i et j ama i s la va l eu r o.

D'autre part, je me suis appuyé, pour démont re r le t h é o r è m e de
M. Schottky, sur t ro is lemmes p ré l imina i res , d o n t le t ro i s i ème (§5)
doi t être a ins i corrigé :

LEMMK III. — So l t f ( x ) une fonction holomorphe dans un cercle C de
rayon H, et soient M ( r ) le. module maximum de celle fonction et Mi(r )
la plus grande Dateur né^'afW! de sa partie réelle pour \ ,v \ <^ /'. Ofi aura

pour une infinité de valeurs /\, de r comprises entre — et ^— l'inégalité

( j ) M ( r ) < M ï ( /•« ) po (( r r < /\, .-.h —^°—;
V^i ( ' •o }

I) ailleurs, il existera pour ~.—<"|.T' '""rD'ailleurs, i l existera pour — <^\x ^r^ des points x ou la partie/ ^ ^ »
réelle de f(:v) sera négative el ou //on aura

. /• / ( y ) | : • '^^IZZÂ^y"^)\;
avec

M ^ l . r J X M K ^ o ) pour .̂  ~ ̂  —^
V/M,(^)

Le grand in térê t du théorème de M. Schottky réside d a n s ce f a i t :
f a i sons décrire au po in t F (dans son p lan ) u n c h e m i n q u e l c o n q u e
issu (le1 x^ et évi tant deux poin ts pa r t i cu l i e r s au p lus : nous saurons
tracer un cercie d u q u e l la fonc t ion x ( V ) f pa r t i e de o ) ne sor t i ra pas
lorsque F décrira le c h e m i n considéré.

Envisagons , en p a r t i c u l i e r , u n e fonc t ion e n t i è r e ' Y ( x ) . 11 exis te des
chemins x s ' é lo ignant i n d é f i n i m e n t sur [esquels Y tend vers l ' i n f i n i .
Considérons deux tels chemins , ent re lesquels se t r o u v e n t d ' au t r e s
chemins i n f i n i s sur l esque ls Y d e v i e n t i n d é t o r m i n é f * . Du théorème de
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M. Schot tkyou (Induira sans peine que, sur Pensemhie de ces derniers
chemins, Y prendra une in f in i té <le fois toutes les valeurs, sauf mie au
plus. Ainsi se t rouve amorcée Y é l u d c s } ' s ( é m a l i ( i u e des fonctions inverses
d'une fojiclîo/i entière, é tude dont divers savants, MM. llurwitx ( { ),
Denjoy ( 2 ) , Rémoundos ( • < $ ) , s t1 soril, [^'(''occiipcs péccHnnonL A is ion
l()iir, jo V( ) ( i ( l ra is altord^r ccKe ^ [ ( ^ ( ^ ( ^ en la r a t t a c h a n t aux recherches
que la théor ie des équat ions diiïerenhelles m'a condui t à faire sur les
points singul iers t ranscendan ts des fonct ions multiformes ( 1 ).

II. — Les fonctions inverses des fonctions entières.

.le me propose d é tud ie r avec précision 1 a l lure d une lonchon
enliere Y( .z ' ) sur les chemins d qui s'éloignent vers rinlini dans le
plan des. / ' . Il ex i s t e sûrement des chemins d sur lesquels V dev ien t
infinie et des chemins d sur lesquels Y est indé te rminée. Il peut
e x i s t e r auss i des chemins d sur lesquels Y f e n d vers une l imi le déter-
minée Y , ; le po int Y, est, a lors ( ' " ) un point c r i t ique t ranscendant de
la (onc t ion ,r( Y ) inverse de la fonct ion Y. A ins i , en nous proposant
d'étudier le groupement des diHerents chemi us <"/, nous serons condui ts
a analyser les s ingu la r i t és de la f o n c t i o n .r( Y ).

Je, l im i te la p résen te é tude aux fonc t ions ent iè res , a f i n de la rendre
[dus c la i re . .le renvo ie donc a [dus ta rd l 'examen du cas n'eneral ou Y
est meromorohe.

( 1 ) ( ' . o i n p i c s l'enW//,s", '» (l('•( l(;llll)^( l ' i ( )<)G.
( t î ) Conifftcs i ' ( ' i t ( l i i . y , , 8 ju i l le t f < ) < > 7 .
( '''' ) /f finales (fc /((, î^fcKit^. (les .SV'/<"//CY'.V ( ( c 7'onl.onsc, '/ï scr ic. l. Î X .
{..h ) Fiiiisoiis obscrvoi' (.îi» (»<!ss;ni l ( j i i ( i Ir l.licorcuiCi < l ( î M. S' ' l io t - l l<y SCI'H ( • t t co rc ('ippliciiNc

ù l'élude (le J' i j idcicrmitiî i l inn iTiiiK; ioiiclion unif'oniio ;ni voi.siii<)L;,(t d'inic li^iic sili^iili^ro :
soit, niKi loiicli'm i i i i i f (>t ' r»io ¥ ( .r ) ;»(l i i iol, l<int., { ) < » ! ' o x c i i i j ) ! * ; , iitif; ( Ir i) i lo siti.L'iilici'c « ' l , ()r(''scri-
lant siii.' les chomins ( j i i i c()^lV( tr.iJ;(îl lt vers 1 1 1 1 point ,ro (Je (•(if,(,e droile fdn côln (ni F ost
(iofime ) t inc v<'il<;iir ("xc-cit l . iol i i icl lc iiii sfiiis ( 1 < ; I\I. î > i < l » l l • d ( c'esl-t'i-dirc (Tune v î t i c i i i ' quo
In foiicl.ion 1 1 0 prend p;is (Hi voisj i i<i^o do ./'o, tn î l i s vt^t ' .s i f X i i K î l i c cJ lo Icnd si j i ' (•(•rIniriH
<l(;s ctioinin.s ( în i iv 'Ol 'HOi l t i l VA'I'S .-r.'o ^ : hi fonclion prend m'scc.s.suircinciil,, î in voisir i i t^o de .ro,
lonles les anircs videurs, sauf 1 1 1 1 0 au {dus.

( ' • ' > ) (\. U(;KWIT/. et I)I':NJOV, loc. c i l .

/ / / / / / . Kc. Nonn., ( ;5 ), X . X V . •- JL-ILLKT 1908. (\ I
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III. — Points critiques transcendants de la fonction , r ( Y ) .

Commençons par faire quelques remarques a priori sur les p o i n t s
cri t iques Iranscendanfcs (•/]) de la fonc t ion x{ Y) .

Eu premier l ieu, ces points t ranscendants son t isolés ( i l s ne peuven t
former n i une ligne con t inue , n i un ensemble p a r f a i t d i s c o n t i n u ) . C'est
là un fait qu'on pour ra i t é t ab l i r d i r e c t e m e n t et q u i résul te éga lement
des théorèmes généraux donnés par M. Zoro t l i ( < ) .

D 'au t re part, les points t ranscendants (rj) p e u v e n t être répar i is en t re
diverses catégories que je me suis efforcé do d é f i n i r a i l l e u r s ( 2 ) :

Un po in t Y] peut être directement critique [ u n e i n f i n i t é de d é t e r m i -
n a t i o n s s 'échangent alors d i rec tement ( ' ^au tour de T] j .

( 1 ) Thèse : Sur las jonctions €iualYU(^u.eK, (île., p. /iq-
('•i ) Cl. in os L ceons sur lef jonctions définies par les ea'f c i t i o n s d i ( f e r ( ! f i t i e H ( î S du. pre-

mier ordre, Chap. IÎI.
P) Ces déterminations s'échangent entre elles lorsque Y décri t un hicet élémentaire

fermé /, renfermant lo point r; et no contournant ancuii îiiiLro |)oint critidiK*. Oii SUDDOS»^
(J'niKcin's (.îssoiitiolloiiifîii!, qnci la lacet l {\(^\\\^\ so coinitos?» (l'un chemin (Jniix lois (»<»r -
couru cl (l'niKî J) f )u<; lo iïifiniiiHîiil pelil,(1) //<• s'enroule pns ifue InfinUe de fois autour dfi
point •^. (rc.sl I<'i nno coii(li|,ion qno tioiis ne ( levons p.is o i i l > l iÉ ; r , enr c l l f 1 va Jouer 1 1 1 1 rôlo
ini[)orLarit dinis l'ctudd qii(î nous îilloîis filire. A oo |) i ' (){)()S, nods iccons observer (in'il
soraiL Ires (lesiral)lo d'adopter inio Kipiïlilioloiïio {n-cc/iBo p(îritiotl,<i!il de distinguer iiotte-
meni les difTcronts cIicitiiiiH (|ii'uiie tJK'îorio dos fondions nuillif'ornnîs (ÎHI lenno do consi-
dérer. J'ai on occasion do proposer', î'i I/occasion des cqunlions difréretiliollos, {ine
définition (pli est relative à la lon^nen-r d'un (;Iieniin co^îI)(>r(' le a l;i d istance* de ses
extrémités : supposant donné u,no fois pour toutes nn nombre {ini K, j 'ai appelé chemin

direct tout chemin dont nn arc quelconque 1:7:' satisfait à l'inégalité • < 1 1 (''.̂ ..̂  <- K. {),^
corde .r.i:'

cette définition, je le répolo, je n'ai tenu compte ( { 1 1 0 delà longueur du chemin ,T^ et non
de sa forme; ainsi, d'après ma définition, nn are infini de spirale logarithmique s'enrou-
lant autour d'un point doit ôtro considéré comme un chemin direct (exemple : un arc
infini do la spirale dont l'équation, en coordonnées polaires, est /• == (r^^ i. Cependant il
peut y avoir intérêt à ne pas confondre sous un môme nom les chemins directs qui s'en-
roulent une infinité de fois autour d'un point,, et ceux qui ne s'enroulent pas. C'est pour"
quoi, sans modifier ma définition des chemins directs qui est souvent suffisante, j 'ap-
pellerai c/icm'ifis simples directs les chemins qui no y'enroulont pas, et chemins spirales
directs ceux qui s'onroulent. Je continuerai a appeler caraetéfhtiqae toute hranche do
fonction suivie a partir d'uno valeur initiale donnée lo îon^ d'un chemin rcctili^nc.
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Un point ' /) pont pire indirectement cn'/ique \ 'q es t .a lo rs point-limite
de points critiques algébriques 7]y;, autour ( ' ) desquels se permutent
une inf ini té de de(erinina(ions].

Enfin, un j)oint Y] peut être a la Ibis directement et indirectement cri-
tique.

Demandons-nous par quels caractères ces di f férents cas vont se
distinguer les uns des autres du point de vue de la fonction en-
tière Y(.r).

IV. — Premier cas : Point directement critique.

Soit le point r\ directement critique sans être indirectement critK/ue.

.l'ai montré ailleurs ( 2 ) que c e t t e hypothèse n'exclut pas le cas
ou le P 0 1 1 ^ cr i t ique transcendant T| serait po in t - l im i te de points
crit iques algébriques. Voic i ce qu'elle s ign i f ie : Prenons un point Y

voisin de T], < 4 joignons Y et T\ par nn chemin invar iable (simple direct)
qui ne traverse aucun point crit ique. A rensemble des dé te rm ina t i ons
confondues en '(\ correspond, au point Y, nue suite uni l inéaire de dé-

terminat ions .ry_i, ,ry, .z'^i, .... Il est possible qu'à partir de la déter-
mination^;., on puisse, au voisinage de 7p opérer des permutat ions
élémentaires qui donnent des déterminations nouvelles d is t i nc tes
de a , , et, :/;..̂ ,, mais ces permutations const i tuent des impasses (''t) :

( } } Je rappelle ce (pn1 j 'c i i lc iKis p;ir loui'm'r autour d ' 1 1 1 1 point criltffac'{^ ou opf'rcr
lu, pcrtîiuln.lion / ' ( ( ' i n cu ld i i ' c 'i^. Soit r nit ( " ( ' r c i t s (le (•(^ i i l t 'c ' / j (\\\\ ne contioniic î i nc t i i i i)(>iiit
l,r;itisc(;n<J;tiil ;uil.r'(1 < j < i r 1 ! '^. .î'1 s i i j t i ïosc <iuc, (]'IIIK; i i idit ièrc ( jucIcoinpK1 , (HI (iil, coiisl.fiii! t in
svsièrno de coupures joi^iiiiiil, respeclivciitclit, <ni c-oî i t .our de 1 ' les points (•riliipic!- si^,u('ts
duns î\ ('es coui)iii'<i,s m* s'eiironlaril p;),s inie i î i ( i i ) i l .e d<1 fois ('o'e.st-i'i-dire et ,<»n t , des /•//("//////.r
K'unpl<"i d i r c c ! ^ ) et ne se coupani }>; is ("nli'e c l fe -s . 'l'onriier ;iiiLour de Y;y, on ^) [ t ( ' t l •er lîi
{)e,rmuî,;itioii l'>I6Inelll,;!>ire T J / , c'esl. décrire \\\\ liieet, ferine ('eeli;xiu,e<'Hit deiix delcriiiiiidiiolts
dHï'e renies} (lui franchisse une. j o ' i s \'<\ {'.(}\ï\)\\\'c r^ et ne renconli'e (iiifiine ani.re eoin)nre.

En théorie, on admettra toujours (pie ehinjne point erit i?jue (ilL^'ïlx'ifine- periniii.c deux
dctcnïiinîi fions seiileitieiil,. S'il n'en ot.iil |»<is uiti.si, on (îorisidcrcruit (pie pl(isi(*urs {(oints
critiqnc.s sont confondus en nn .sen], et l'on îdiecieritit d'indices (3lf^(' l l•ell(.s les diverses
permutations opérées antoiir des points critiques multiples.

( î ) Lcço n .y, <; ! c,, { ) . 70.
( 3 ) Levons, etc., }) . 96.
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on ne peiit , ail voisinage de y] cl à part ir de xj, obtenir une infinité de
d é t e r m i n a t i o n s nouvelles, h m o i n s de décrire directement autour de •q
la suite i n f i n i e de tours qui e n g e n d r e n t les dé te rmina t ions ^'/-n,
Xj^, . . . ou .'ry_,, Xj^, . . . .

Ar rê tons -nous ici pour faire q u e l q u e s remarques.
A p p e l o n s Y j y j , . . . , Y]y^ les points c r i t i ques a lgébr iques ( é v e n t u e l s ) q u i

permet tent de déduire de Xj (sans tou rne r a u t o u r de T]) des dé te rmi-
n a t i o n s d i s t inc tes de Xj^^ et .z'y^i ; p renons , ( l ' a u t r e part , le p o i n t Y
plus près de l 'origine que les p o i n t s 7]y^, . .., ï ] y ^ . Par hypothèse, la
caractéristique issue de Y avec la d é t e r m i n a t i o n Xj sera s i n g u l i è r e au
p o i n t Y] el admettra ce p o i n t comme p o i n t t r a n s c e n d a n t d i r e c t e m e n t
c r i t i q u e . Décrivons m a i n t e n a n t à p a r t i r de Y un l ace t q u i c o n ( o i i r n e u n
ou p lus ieu r s des points Y]^,, . . . » rjy,/^ mais ne c o n t o u r n e pas Y]. Ce lacet
nous r a m è n e en Y a v e c u n o c e r t a i n e d é t e r m i n a t i o u .r'y. La d é f i n i t i o n des
p o i n t s d i rec tement , et non i n d i r e c t e m e n t , c r i t i q u e s exige que le point y]
ne sou pas transcendant p o u / ' la earacténsticfue issue de Y avec la déter-
mination Xj. Cette remarque c o n d u i t , d a n s le cas où Y('J;) est u n e
f o n c t i o n en t iè re , a u n e conséquence q u ' i l f a n ? r e j e n i r : .v/' l'infini est
pour la jonction x ( \ ) an point transcendant directcrne/it, non indirec-
lernerU critufae, les brandies de ,v(Y ) nai se perindienf directement entre
elles autour de tinjini ne sauraient ffresefder des poinfs eritiaues algé-
briques arbitrairement prés de l'in/inii^ ) . (^et énoncé r é s u l h * i m m é d i a -
tement du f a i t que toute c a r a c t é r i s t i q u e de .r( Y ) p r o l o n g é e j u s q u ' à
Vin/ini admet Yin/ini comme p o i n t t r a n s c e n d a n t d i r e c t e m e n t c r i t i q u e
[ p u i s q u e Y(.r) ne peul être i n f i n i e q u e pour ,r == co j .

N o u s r e m a n { u . e r o n s a u s s i q u e la d é f i n i t i o n d ( ) n n é e | ) l u s h a u t i n i n l i q î K *
que le p o i n t Y] est [d'après la t e r m i n o l o g i e q u e j ' a i adop tée ( 2 ) } un
point de première es/)êce.

Cons idérons m a i n t e n a i i t P e n s e m b l e d( ls caracféristi(iues i s s iKïs du
p o i n t Y ( d é l i n i p lus h a u t ^ a v c c une d é t e r m i n a t i o n ~Vj : su r cet ensemble

( [ ) Si cct.f-c co . id i l iud n'cUni, { ) ; i s s < i t , i s i ; i i l ( 1 , on se I ro i iven i i l 011 prcscnoo ( i n cas qiio
nous sign; i l ( i rons a la fui du § Ï X , en pc i r l i i n t , ( J t i S f ro î i l iô r f i s dos lon^iKiS m u l l i p l e s .

( ï ) Lecon.v, de., p. cp,
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de caractér ist iques, cl au voisinage de r\, nous ne pouvons rencont re r
qu'un nombre f ini de points critiquas algébriques (car, si nous en
rencontrions une inf in i té, on pourrait, autour de ces points crit iques,
opérer une infini le de permutations sans tourner autour de Y], ce qui
est contraire à nos hypothèses ). De cette remarque on tirera aisément

la conclusion suivante : Appelons Y' un point situé entre "/] et Y sur le

chemin invariable Y] Y et, au point Y', désignons par ..., • ' ^ • , , oc'-', ...

les déterminations correspondant a ..., <z'y_,, 'T/, .... Quels que soient
l'entier J et la détermination initiale x ', on peu! prendre le point Y/ assez
près de r\ pour que, tant que \ j ' <^J, la caractéristique issue de Y' a^ee la
détermination x. , , ne présente pas d\uitre point critique que r\ dans le
cercle y de centre r\ mené par Y\

C(îla dit, considérons, le lon^' du rayon Y'ï j , la caractéristique issue
de Y'avec la valeur .r.. Cette caractérist ique, admettant par hypothèse
le point Y] comme point t ranscendant , dev ient in f in ie en ce, point. Lors
donc que Y décrit le rayon Y'Y], la va r iab le .r décrit, dans son plan, un
chemin continu d (ne se coupant pas lui-même) qui sVdoig'ne vers
l'infini. Faisons maintenant tourner le rayon rjY' a u t o u r de r\. A. toute
position nouvel le de ce rayon correspondra (dans le plan des x ) un
chemin d, continu au précédent, mais ne le coupant pas; et ainsi de
suite jusqu'à ce que 1 e rayon Y] Y' a i t décri t / / (ours complets autour
dey] , , le nombre/"' é t a n t , d 'ai l leurs arb i t ra i rement ^'rand si l'on a pris
I Y ' — f\ \ assez pet i t .

Kn résumé, la singularité du poifït transcendant r^ est manifestée,
dajzs le plan des -c, par i' existence d/ une bande ou langue continue J ,̂
jo(ussan.t de celte propriété que, s:/r touf cli.em.in d, s'éloignant vers l'injini
sans sortir de ^, Y tende vers le point Y — 'r\ en ne s enroulant autour de
ce point quun nombre /ini( (F ailleurs a r b i t r a i r e ) défais ( < ) . l.a han le ^
confient un nombre arinfrairemefil ^rand de chemi/is d différents le lon^'
desquels Y ( tend.ant vers ïp repasse f^ar l'i m\me séné de valeurs, decn-
vant par exernifle un, même rayon al^oulfssant en '^.

( l ) Coinnrenon.s, d'il no inîiiiiere ^onéralo, dînis Id Idn^iK1 ^ Lous ies <;hc(riiiis d conLi^us
.sur lesquels y Loti i l vors •^. II y <î (JHn.s -^ dos clitî ini i tS d .sur k;S(iii(;is Y (.end vers '̂  siii"
vîinL un ctioiilin s i in{) l ( î direci; il y d îius.si dos chemins cl le lon^ desquels Y décrit un
chomin spindo, l ' t ' I ^ l< î l ODiiro imo scrio infinio do perrruilations autour de Y) dirccUnnanl.
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Précisons encore un peu. Pour ob t en i r dans la l angue ^ une i n f i n i t é
de c h e m i n s d le long desquels Y décr i t u n même rayon Y''/], nous avons
dû, tout à l 'heure, f a i r e tendre le point Y'vers le p o i n t Y]. Montrons
que nous aur ions pu é t ab l i r l 'existence des mêmes c h e m i n s d en lais-
sant fixe le point Y'.

Sur les caractér is t iques issues de Y' avec la d é t e r m i n a t i o n x - on p e u t
rencontrer, avons-nous d i t , un nombre f i n i de po in t s c r i t i q u e s r^,, ...,
Y)y^, tels que les permutations opérées autour de ces p o i n t s cons t i -
tuen t des impasses. Ces points c r i t i ques n ' in té ressen t é v i d e m m e n t
la s i n g u l a r i t é Y) q u ' a u t a n t q u ' u n e i n f i n i t é d 'ent re eux convergent
vers • / ] ; nous supposerons donc qu 'une i n f i n i t é de p o i n t s YJ/^ ( e n d e n t
vers Y] lorsque/ prend des va leurs posi t ives ou néga t ives a r b i t r a i r e -
ment grandes. Cela d i t , supposons que nous pa r t ions , comme plus
haut , du poin t Y7 avec la d é t e r m i n a t i o n x . et que nous d é c r i v i o n s
i n d é f i n i m e n t le contour du cercle y dans P u n ou l ' a n t r e sens, de
maniè re ( par exemple ) a engendre r success ivement les d é t e r m i -
n a t i o n s .r^,, ,ry^, ... d ' i n d i c e s s u p é r i e u r s a y. Lorsque n o u s aurons
décri t p lus de .1 tonrs, n o u s o b t i e n d r o n s des ca rac té r i s t iques q u i pour-
ron t (^raprès .nos h y p o t h è s e s ) p résenter des p o i n t s c r i t i ques d a n s 7.
Dés lors, en c o n t i n u a n t à ( o u r n e r sur le c o n t o u r y, n o u s nous trou-
verons opérer les p e r m u t a t i o n s re la t ives à ces p o i n t s c r i t i q u e s . Mais
nous savons que ces pe rmuta t ions c o n s t i t u e n t des impasses : lors
donc que n o u s aurons déc r i t sur y un n o m b r e f i n i de f o u r s n o u v e a u x ,
e l les se t r o u v e r o n t ton tes avoi r été opérées de n o u v e a u en s e / i s inverse,
et leur eiïet sera d é t r u i t . Au contra i re , les p e r m u t a t i o n s opérées a u t o u r
du point" /] c o n t i n u e r o n t à engendrer u n e série i n f i n i e de d é t e r m i n a t i o n s
nouvel les . En résumé, lorsque x tourne indéfiniment sur le contour y
dans l ' u n ou l'autre sens, nous obtenons ( ' ), sur le rayon Y'ïp une infinité
de caractéristiques différentes q'ui toutes admettent le point Y] comme point
transcendant directement critique. A ces caractér is t iques cor respondent
(dans le plan des x ) une i n f i n i t é de chemins d diiîérents, tous si tués
dans la b a n d e ou langue ^(et de p l u s en p l u s é lo ignés ).

( [ ) N'j^ons miSM que , lorsque Y tourne i n d o n n i m e n t sur 7, nous ne pni ivons repasser
au point Y avec une môme d p U î r m i r i î i f c i o n q u ' u n nombre f i n i ( bo rne ; de ibis.
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V. — Deuxième cas : Point directement et indirectement critique
de première espèce.

La conclus ion que nous venons d 'ob ten i r subsisterai t évidemment
lors même que le po in t T] serait indirectement en inenie temps que
directement c r i t i q u e , pourvu q u ' i l existe encore un cercle y, de
rayon r^i\ sa t i s fa i sant aux condi t ions que nous avons énoncées p lu s
h a u l . Ma i s , pa rmi les cas où i l en est a i n s i , nous ne re t iendrons que
celui où le point transcendant directement crilic/ae •^ est un point de pre-
mière espèce ( ' Y Voic i ce que j ' en tends par là. I l existe, par hypothèse,
il ne i n f i n i t é de d et (m ni na t ion s .. ., - ry_ , , x^ x / ^ ^ . . . q u i se pe rmu ten t
entre, e l les a u t o u r de r\ d i rectement . Supposons , d'autre part , que
d ^ u n e i n f i n i t é de d é t e r m i n a t i o n s r, on puisse dédu i re des détermina-
tions nouvel les . r / , , en nombre i n f i n i , en t o u r n a n t a u t o u r d ' u n ensemble
de p o i n t s c r i t i ques a lgébr iques convergean t vers Y] sans t o u r n e r au tou r
de TJ d i rec tement . Par d é f i n i t i o n , le p o i n t 'q ne peut être po in t de
première espèce [ point de première espèce de la deuxième sorte ( ' 2 ; ) ] que
dans le cas où les déterminations x,ç (sauf peut-être un n o m b r e f i n i
d ' en t r e e l l e s ) figurent déjà parmi les déterminations ;v^. L'hypothèse que
nous f a i s o n s consiste donc a supposer que cette c i rcons tance se trouve
réalisée.

Reprenons alors le p o i n t f i x e Y d é f i n i d a n s le p remier cas, et consi-
dérons rensemble des caractér is t iques x issues de Y avec- la dé te rmi -
nat ion .r,. A moins que le p o i n t Y], cons idé ré comme p o i n t transcen-
dant ind i rec tement c r i t ique , ne ren t re dans le cas e x c e p t i o n n e l (///m-
triémeeas) dé f in i p lu s l o i n , l 'ensemble des carac tér i s t iques considérées
ne présentera qu'un n o m b r e f i n i de p o i n t s c r i t i ques a lgébr iques au
voisinage de T(. De là nous d é d u i r o n s , comme p lus haut, l ' ex is tence
d'une bande ou langue i n f i n i e a l ' i n t é r i e u r de l a q u e l l e la v a r i a b l e Y

( ' ; Co cas soûl nons intéressera drins la s i n t o ; ( l ' a i l l c u r r i , con i rno je l 'a i dit i[Comptes
rendus, '28 octobre I907), on pont démont re r a priori quo los po in t s t r ;msG(3i i<J<ui ts des
fonctiona inverses de fbncticms entières sont tous de première espèce.

( "• ) L G ( ^ O I / } ; , etc., p. 96.



^^S î > . BOUTHOUX.

tend vers le point Y] en suivant un ravon aboutissant en ce point.
D'ailleurs, les résultats que nous obtiendrons en é tud ian t le troisième
cas (§ VI) s'appliqueront aussi au cas actuel ; il y aura donc ('continue
à la bande dé jà définie ) une seconde bande inf inie a l ' infér ieur de la-
quelle la variable Y tendra vers le point T] suivant un chemin spirale.

¥1. — Troisième et quatrième cas : Point indirectement critique
et cas-limite,

Soit maintenant le point transcendant '/], non plus directement
critique, mais indirectement crUùfue ( point-limùe de poi/Us cr/'iu/ues
algébriques ).

Appelons 4. une aire arhi(T<urement pet i te entourant le point ^;
puis partons d'un point cri t ique voisin do T] avec la déterminat ion
critique correspondante, et faisons mouvoir Y dans '1 , . Si nous nous
rendons au point"/] sans tourner autour d'une in f in i té de po in ts cri-
tiques, nous arrivons en rj avec une valeur f inie de ,r. Mais, si nous
nous mouvons dans - l .d 'nne manière queironque, nons f a i s o n s corres-
pondre a tou te valeur de Y s i t uée dans .(., une i n f i n i t é de valeurs qui
rn* peuvent converger que vers l ' inf ini, lin d'autres termes, t raçons
dans - 1 i un chemin quelconque qui s'enroule autour d'une inf in i té,
de points crit iques. A ce chemin correspond, dans le plan des .r, un
chemin continu s'éloignant vers l ' infini.

Mais ici une dist inct ion s'impose a laquelle j 'ai déjà fait allusion ( / 1 ).
Considérons un chemin quelconque qui tourne ( 2 ) autour (l'une suite
infinie de points critiques ..., ïj, ,, r^, rj^,, ... convergeant, vers ^.
1 1 peut arriver que ce chemin doive nécessairement s'enrouler une
infinité de fois autour du point ^ : il alleclc alors la forme d'une
spirale convergeant vers Y]. Il peut arriver, au contraire, qu'il e x i s t e
des cheminsf.sy'/^/^.y directs} opérant la suite des pe rmuta t ions ..., ̂ . ,,

( i ) {'A. Leçons, <it.c., p. () i.
( î ) F'ific supra, p. 3^'^ nol,o i. On suppose toujours quo les points cri lKinos -r,/ sont

simples et que les coupiiros corr^spoii(hink;.s soiil (les « chemins simples (liroot.s / - . Cette
hypothèse est nripliqiu'e d;ms i;i ({(''fini lion des points indirectenifînl critiques (le première
espèce, (jui seuls sont inlercsscmts pour 1;) théorie (les fonctions entières ('î)ida supra).
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y]y, ... tout en ne s'enroulant qu'un nombre fini de fois autour de Y)
ou se réduisant même à un serment de droite. En d'autres termes,
appelons iî l'angle dont doit tourner le, rayon vecteur OY lorsque (se
mouvant toujours dans le même sens) il va passer successivement par
les points crit iques ..., Y]^.,, Yjp .... Dans la première hypothèse,
l'angle iî augmente indéf in iment avec y; dans la. seconde, cet an^-le
reste (ini.

Cette remarque nous conduit, Si subdiviser en deux. le cas où. le, point
transcend.ant Y] est indirectement critique :

Troisième cas. - - - La singular i té du point T] entraine, nous l'avons
vu, l 'existence de chemins conl inus ( I s'éloignant vers l ' infini (dans le
plan des .'r) et sur lesquels Y tend vers Y]. Nous supposerons d'abord
que sur tous ces chemins d ta variable Y laid vers r\ en, senroulan.l. une
in f i i i lié de fois an/our dupoifil yj.

Il est f a c i l e de, se rendre compte que, si un point transcendant Y) est
(d'après les déf in i t ions que j 'ai adoptées ) point de prcrmcre espace (1 ),
il rentre eu général dans le, t roisième cas c i -dessns défini. Voyons
comment se présenleni, dans ce cas, les chemins inf inis d. sur lesquels
Y tend vers r\.

Soient Y un point voisin de ïj et.r, une détermination initiale de.'r(Y).
Puisque le point ïj est de. première espèce, on ne peut déduire de x^

nne suite in f in ie de déterminat ions nouvel les . .., ;v^ ^"/^i, . .. qu'à
la condition de tourner successivement autour d'une sui te uni l ineaire
(déterminée) de points crihques alLçehriques ..., rjy, r\j^.^ ... (ces points
critiques sont supposes converger vers ' ( [ ) . D'auS.î ' î1 [)a.rt, a j ) i )e lons o le-
ce-rcle di! plan des Y qui a pour centre 'f\ ci pour rayon | Y — r\\. On
constate aisément que, pour opérer la suite unil ineaire des permu-
tations ..., 'f\j, ï)y.,..,, . .., il surfit de faire tourner ( ï) la variable Y le

( ' } Leçons, otn., Cl i ; t {>. !Ii, § V.
{ t / - ) Cf. Leçons, (île., p. <jo. Appolons .r;/, .ryn ](;s va l f ïu rs ;ui point Y des deux r.iiriict/î-

listiquos x (pli H(i ()ertiiutcitt <iii •f\/. t^our opérer 1 ; > Hitilo des ixTuiiitutions, on jx ' i i t p;ntir
Hoit, do Iri dotonnJn-il.ion .ry, soil do Ju (lokîrtiiiiiiitioli , / • / ( i. Dutifî le p i ' c n i i i ' r cffs, on ((rvr<i
( f ( ' ' r r i r< î le contour S dans un ccrifun sans ; dans U'. Kccoitd cas, on devra décrire ce même
contour en sens inverse.

Arui. Kc. Nonn., ( 3 ) , X.XV. — ,hni,LKT (^oS. '^
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long du contour §. D'ailleurs, en vertu de l'hypothèse qui. caractérise
notre troisième cas, on ne pourra opérer cette suite de permutations
qu'à Ici condition de tourner une infinité de fois le long de o. Si, après
avoir décrit un , deux, trois, ... tours complets, on s'arrête au point Y,
on obtient en ce point une in f in i t é de dé t e rmina t ions différentes (1)

les entiers k^ k^y ... étant supérieurs ou égaux, H un.
Les permiitaîions 7]y que nous opérons en mouvant Y sur o peuvent

être foules distinctes ; ou, au contraire, il peut arriver qu'une même
permutation "/]/• figure deux fois dans la suite .. ., rjy, rj/.+.i, ..., la pre-
mière fo is comme permutant .T'y avec ^'/'^^ la seconde fois comme
permutant .r/'-n avec .^y. Il nous sera commode de ne comprendre dans
la série nnilinéaire des permutations T),.^, ï),, r;^,, .. . que les nerrnu-
talio/is opérées fine seule /<^.v(("es permu talions étant numérotées dans
Perdre où nous les rencontrons lorsque Y tourne sur o ) . Nous nous
rappellerons alors qu'en dehors des points critiques rjy, la hl'anch^ . / ' (Y)
que nons suivons (sur 5) peut présenter (dans S) des points cri-
ti((ues rj. l ïer i jH^tant dt1 déduire» de .'f^- un noml)re limité de/ détermi-
nations nouvel les, lin d'autres termes, les points crit iques r ^ - opèrent
des permutations impasses et, s' i ls existent, le point ï] est, d'après ma
( ( k r m i n ( ) 1 o ̂  i e, (in | ) o i n t du de u. fie/ne, type ( 2 ).

Les points criliqnes r i - pourraient ne pas converger vers r\ ou con-
verger moins v i te que les r\, : font ce que nous apprend la déf in i t ion
des points de première espèce, e/esl .que, d'une déterminat ion /r, quel-
conque on ne |)ourra pas déduire une infinilé de déterminat ions nou-
velles, a moins de (ourner autour de lous les points rj,, y^ , , , ... ou
rjy ^, TJ/ y, .... Mais nous ne serons pas ^'ênés par l 'ex istence des
points y/y, si nous rejnarquons que (quelle que soit la déterminat ion
donnée x j ) I\MI pourra toujours prendre Y assez voisin de. Y) pour que

( |) 1 1 est clair qu'on no peut repasser deux i'oLs an poinl Y avec inio m^rne (Jcimninaiioli
de j"; si cci.le circoii.staîico se f)réstîrit,;iil, le cycle des perrmit.aUony oi)créos lor.Stjuc y
toiiriio sm' î sorîiil, un cvcio f(îi'fn6.

( ï ) / ,€{ ' ( } / / .V, ( ' |C. , }). <)(».
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l'ensemble des caractéristiques issues de Y avec la determinut ion ,ry
ne présente pas de points rfy à l'intérieur de ^[comparer les remarques
faites plus haut dans le cas ou Y] est directement critique, ^ IV |.

L'une des deux suites T)/, ï ) / i - i , . • ., T]/, T ] / - -n • . . couverte par hvpo-
thèse vers r\ ; uous supposerons que ee soit le eas pour la première su i te ;
alors, lorsqu'on t ou rne^ ' ) indéf iniment s u r o d a n s un sens convenable

(soit le sens pos i t i f ) a partir de la déterminat ion .r-, on opère, coinine
nous l'avons dit, la suite des permutat ions Y], , TJ,(,|, .... Si l'on (ourne
ensuite dans le sens né^'utit, on opère la sui te des permuta t ions y],-,,
r\, .,..>, ...; mais il se, tronve qu'à partir d'une ce r ta ine valeur/ de l'in-
dice / — A , les posn ts cr i t iques r\. /,. sont extér ieurs a o; ou n'opère
donc pas les permutat ions relahves a ces points , mais ( lorsque l'on
cont inue a parcour i ro ) ou remonte ( 2 ) nécessai rement la suiie des per-

mu(a ( i ons r^', T J , ' . I ( , ..., T J / Î o is repasse alors en Y non plus avec la

determi na t i on .r,, mais avec la dé te rm ina t i on .^,.n, e t , con t inuan t
( a partir de c e t t e d é t e r m i n a t i o n ) a mouvoir Y suro dons le sens r i ( ' ' ^ ' ( ( l i / \
on se, t rouve opérer ( comme nous l 'avons observe plus l iant- en n o t e )
la suite des perm u ta l ions ' r \ j , ,, r^ , ^, ....

Ces remarques l a i t es , par tons de Y avec la déterminat ion .r^ n'in-
dicey^ é tan t pris assez ^'raud [ ) o u r ( [ n e lo point c r i t ique Y j y <|ui [ )e rmu( ( ï

a: j avec x^ ̂  soi t a l ' intérieur de o) ; puis faisous decr i t ^^ a Y, a partir

île Y, un cbemin-spi raie c" coi iveî^ 'eant vers Y) et, s 'enroulant dans le
sens positif autour de la su i te des posnts c r i t iques ..., Tjp T J / ) ^ , ....
Lorsque Y décrit ce chemin, la var iable .r déc r i t , dans son plan, un
chemin cont inu d ( ue se coupant pas lu i -même) qui s 'éloigne vers

l'infini. Déplaçons ma in tenan t , le, point Y d'une manière couhuue sur
le contour de o (dans le, sens direct ,) , et, déformons en même temps la
spirale a" de manière que, dans chacune de ses posit ions nouvel les,
cette spirale soit continue a sa posi t ion précédente et enroulée autour

d'elle. Lorsque le point Y aura décrit un tour completsur l econ jou ro ,

( 1 ) Nous n 6l;! irions les periii>il,<»lioiis-iinpyisses (pli iw pcuveiil mumibsiniiient pî.is
aUéror le im^îinisinc (pie nous niions dccrins.

( i s) C'est, ce (loîit on so rendra compte avec précision on s'appuyant sur l'unalyso quo
je donlicnn plus loin mi par<igr«iplK'! X.
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le.» spirale 0" pourra prendre nue position coïncidant avec sa position
primitive; mais, au cours de son évolution, elle aura perdu une spire;
et ainsi de suite, quand Y continuera a tourner. D'ailleurs, à toute
nouvelle position de cril correspondra, dans le plan des.r;, un nouveau
chemin d, contigu au précèdent chemin d, et ne le coupant pas. Ainsi
se trouve établie l'existence d'une bande ou langue continue s'éloignant
vers l'infini et jouissant (le celte propriété que, sur tout chemin s'étendant
vers l'infini sans sortir de la bande, Y tend vers une limite é^ale à Y] (le
long' d'un chemin-spirale). La bande contient une infinité de chemins d
différents, le long desquels Y repasse par la mfrne série de valeurs (decril
une même spirale aboutissant en ïj).

Quatrième cas. — Faisons enfin rhypothése suivante : le point, Y] est
indireeternent cr i t ique et de première espèce, mais il ex is te (dans le- plan
des a') des chemins continus, s^cioi^'nant vers l ' infini, sur lesquels
Y tend vers Y] sans s'enrouler une infinité de fois autour de ce point.

Ces circonstances se présentent, nous l 'avons vu, lorsqu'on peut
opérer la série unilinéaire des permutations r^ (qui déf in issent le
point Y] comme point Iranscendant de première espèce^) tout en f a i san t
décrire à Y un chemin simple direct. Considérons alors la hande
formée par rensemhie des chemins d, continus, sur lesquels Y tend
vers Y), sluvant un eliemin simple direct. Ou ne peut plus démoutnT
qu'il existe une inf ini té de chemins d d i f férents sur lesquels Y prend
la même valeur; efïect ivement, d'ailleurs, il n'en est plus ainsi,
comme nous le verrons au paragraphe Vil.

Au point où nous en sommes, il ne sera pas inutile d'éclairer par
des exemples les déf ini t ions qui précédent. Cesdéfini t ionss'appl iquent,
en effet, aux singularités d'une fonction multiforme quelconque; nous
ne saurions donc affirmer a priori que les fonctions inverses des fonc-
tions entières présentent e f Ïec l ivement des points singuliers apparte-
nant aux catégories définies plus haut; il faut, pour nous en assurer,
faire appel à des exemples.
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VII. — Exemples.

Considérons la ( o n c t i o n en t i è re ( 1 )
2 l / , 2 1 À .

\e /• cos-r / (a 4- À) e À shi.r,

qu'on pont encore écrire

z ... -^ ' (3 - . I . .À— --î^^').

Nous allons rechercher coiniïieiil, s(1 corï iportent, suivant les valeurs
de À, les singularités transcendantes de la fonction .t'(z ). Nons relî'on-
verons ainsi, dans sin ordre, dilferen(, les divers cas ennrneres au |)ara-
^•rai^lK^ précèdent.

Séparons dans- la partie réelle de la partie imaginaire en écrivant

^.,:a-l-^

et supposons, en premier lien, (pie 1,(( parfie réelle a soi.l NK(;AT(VE c/ soif

inférieure ('2 ) à - efi va/cm' absolue (p ftéia/U pas /ud).

La fonction .r(^) admel c.omme [)oinS,s crit i(|nes al^el)!1'^)^^ les
p oints z. donnes par l 'égal i té

^TC

,G,:=/^"T~,

où y |)eni prendre tontes les valeurs entières, posi t ives ou négatives.

( ï ) On pourrail varior le l,y()fî do ociUo lonction. ,îo dotine ici ('.(ïllc (iont, je me suis
servi pour nnifoniiisor les inl,('i^r;»les de lY'qiialiol» (liircroiilicllo zz1 — a,/- -\- ^ z (/.<"-
(•on.?, oie., p. 77).

f 2 ; Lorscpic — a < - 5 l ' î lrt^ld dont lourrKî z Jorsquo .̂  vuric de yn; à (y-(~ i;7i: ost

Vnn^/e g<''omél,ric{iic ('rnoindro (\\WK) d(;s <leux rîlyons veclours Ozy, Osy-n. U n'en est

plus ainsi dans le cas ou — % > ;-? et, pour être <»ppiiquco a ce cas, j'cxpoyilion qui va

suivre doit ôli'e modifiée.
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D'ailleurs, chaque point cr i t ique z , permute deux. déterminations x
qui, en ce point, sont claies a /TC.

Des doux sui tes (le points (^o, z^ . . . ) et (^, ^ ,, ...), l'une con-
verge vers z ==== o et l'autre ve.i's z === co : nous admet t rons, pour lixer
les idées, que ee soi!, la première suite qui converge vers o (cela revient
a supposer Éi^>o). Considérons, d'autre part, les rayons vecteurs qui
joi^neut l'origine z == o aux points ^ y ; l'angle de deux rayons veeleurs
consécu t i f s sera, par hypothèse, compris entre o el •TT; d(k plus, un
rayon vecteur qui (se mouvant tou jours dans le même sens) irait,
passer successivement par les points ^y, ^ / i i, ... devrait , tourner une
infinitô de fois autour de l'origine.

Construisons mainteiiani un système de coupures recd'Ii^'nes joi-
gnant les points critiques ^, G^, ... a l'infini, chaque coupure Z j
élant tracée suivant le prolongement du rayon vecteur ( ) 3 y (en sorte
([lie, d'après ce qui précède, deux coupures consécut ives quelconques
ne sauraient se reuconirer). Suivons ensuite le lon^' de la coupure z.
les deux déternj inaî io l is de .r qui se permutent, autour de Z j . Lorsque
z décril la coupure ^y, chacune de ces déterminat ions décrit (dans le
plan x ) une li^ne cont inue al lant, du point /r — /yrc a j ' inliui; l'en-
s(kHd)l( l des deux lignes aiusi déf in ies foruie une courhe d'un seul
((^ i iant, , Ly, (jui |)arta^'e le |)lau des .2' en deux régions.

Les courbes Ly, L/^ qui correspondent a deux coupures d i f ïerentes z^
z/,. ne sauraient, st1 couper, puisque z ( ^ s t fonct ion uniforme de x et ( )U( 1

les coupures z^ -s/,, ÎK * se rencontrent pas. Je dis, de plus, que, quelle
que soil Ly, les courbes Ly , et L^| sont situées de pari el (l'aaire de L j .
Pour vérif ier ce dernier point, nous nous reporterons a [ ' (expression
de là fonction z(x). Cherchons Cf 1 que devient cette fonction lorsque
x s'éloigne indéfiniment dans une direction donnée/ quelconque. iNous
obtiendrons les résultats suivants : le module \z\ tend vers o lorsque
x s'éloigne indéiiuiment à rintérieur d'un certain an^-le ai^u A (de
sommet x === o ) qui contient l'axe réel positif; dans foule autre direc-
tion le module \z\ augmente indéf iniment ( < } . Si l'on s'éloigne dans
une direction parallèle aux côtés de i'anyle A, la fonction z restera

( i ) Si l'on s'cloigno paral iè loi i io i i t , y l'axe réel négat i f , z sera i iKielci ' i i i i î lee, mais non
bornoo.
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fi n i e e t i n ( 1 e 1 e r ! n i t s é c ; i 1 e n résulte que, si P o n se ( 1 o n n e 1 e p o i ri l:, ,'r =- / TT,
on peut, à partir de ce point, t racer , des de.n.v côtés (le l'axe réel, des
chemins s'éloignant: vers l ' indns, le lon^' desmiels ^ | est croissant; les
deux. moitiés du chemin Ijy ( l e lon^' desquelles z va eroissniil d<1 s ,
à. l'infini) sont donc bien siliices de, pari, et d'anli'e de Faxe retd.
Itepelant le menie raisoniieîn.ent sur L/ ^ L^.i e.l nous raj)pelant ([IK*
c e s c h e i ïs i n s | ) a s s e n t r e, s | ) e, e l i v (k î n e. 1 1 1 [ ) a s l 1 e. s j ) o i 1 1 ( s x = ( J — r ) TT ,
/y == (/' -4- î )îr, ..., nous parvenons a la conclusion énoncée plus Isant.

Ainsi, les dilrerenies conrhes I,, [ ^as ia^ 'e is l le [ ) lan des x en un en-
semble de, relions c.onh^'nes l̂ ' nui n'ont, pas de paNies commîmes.
Chaque région J{, a pom' (Vonl ièi ' t^s deux l i^sies l.p Lp^ d 1 in ( l i c , ( k s con-
sécalifs.

Cela pose, que se passera-l-il l o l •s ( [U( k la var iable ,r' decril'îi dus i s son
plan un chemin conhnij d s'éloignant vers l ' inl ini? Il laiil dislin^ner
deux cas :

1° Le chemin r /es l Soûl en( ie i ' sihie dans une région li, ou dans un
nombre (ini de, relions 1 { ^ : on voi t , immedialemenf ( jne dans co cas la
foru'iion. ^ ( e / i f i , s i f i ' le ( ' l i e -n i i i i d\ vers fa li/nife ^ = : ce.

2° \A\ c.liemin (I t raverse (in nombre inlini de, relions \\. : en c,e cas,
lorsque ,r decril, le chemin </, la l 'oncSion z decril, dans son |)lan, un
chemin qui va couper successivemeni, ( dans l'ordre des indices crois-
sants on décro issants) les diverses coupures ^,; i! resiille alors des
remarques lailes loul a Plieus'e ( l i se le eliemin, décrit par s s 'enrou/e une
infinité de fois (luiour de. z == o.

De la, nous î,irons une- dois ide conclusion, lin premier lieu, con-
sidérons un chemin iuliui d ( | ( ie lcon<|sie sur lequel ^ lendtï vers o
( la sim|)le insiK^c.t ion de l 'expression de ^ reve.le- immediaiemeiil l'exis-
lenctï de- le.ls chemins; l'axe, réel esl. l'un d'eux ) : lors()U( t x decril le/
chemin d, z décrit, un chemin qui contourne necessairemeni la su i ï e
des |)oinls cr i t iques sy, ^^ ,,...; d 'aut î^* [);srl, appelons ;; un ()oint voi-
sin de Pori^ine ^i. l un lacet Ferme quelconque, l'orme d'un chemin d
drnpie direcl. issu de z (deux fois parcouru ) el, d 'une houcle inf iniment
[x^.ite entourant l'origine; (|ue.lle que! soit la détermination de ,v(z)
avec/ laquell(ï nous |)artons de 7, cette détermination (supposée suivie
sur/) ne saurait être in f in ie a l'origine et ne saurai t , par suite, admettre
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l'origine comme point critique Iranscendani; ainsi, V origine nest pas,
pour la fonction z(x), point transcendant directement critique y mais
seulement point indirectement critique (de première espèce) limite des
points critiques algébriques z-^ ^y,.i, .... En second lieu, puisque tout
chemin ^ /sur lequel z tend vers o s'enroule une inf ini té de fois autour
de l'origine, le point, transcendant s == o de la fonction x ( z ) se trouve
satisfaire aux conditions du troisième cas défini au paragraphe précédent,

Supposons maintenant que, dans la q u a n t i t é

^ = a + p/,

la partie réelle a soit POSITIVE (nous continuerons à supposer ([ne
?>()).

Dans ce cas, comme dans le précèdent, la fonction . v ( z ) admettra
comme poinis critiques les points .̂ . Nous pourrons donc encore
mener des coupures su ivant les prolongements des rayons Osy, et
nous pourrons, comme plus haut, délinir (dans le plan des ,r) les
lignes Ly qui ne se coupent ni elles-mêmes, ni entre elles. Mais, celte
fois, les liu'nes L. ^ et L . ( , seront situées d'un me/ne côté de L,. En elfel,
reporlons-nous de nouveau a la fonction ent ière s ( a ' ) ; nous verrons
que, si a partir du point;/;:—.JT: nous traçons un chemin le lon^' du-
quel [ s | aille en croissant, ce chemin est nécessairement si tue au-
dessous de l'axe réel. Nous en concluons que les lignes L^,i,
L/, Ly^, [(lui louchent Paxe réel aux points ( /' \)r., y'î:, ( y -4~ ï ) î c |
sont tontes trois au-dessous de l 'axe réel el forment une série de
boucles extérieures les unes aux au(res. Dés lors, les lignes 1^ ne
partaient plus le plan des x en régions H, limitées, chacune, par
deux lignes frontières : ces lignes définissent, d'une part, une série
de régions dont chacune n'a qu'une frontière, et, d'autre* part, une
région intenruHliaire qui a une inimité de fronl/ières.

On déduit aisément de ces circonstances que l'origine n'est plus
maintenant, pour la fonction r v ( z ) , un poini transcendant indirecte-
ment critique de première espèce. En revanche, l'origine est un point
transcendant directement critique de cet(e même fonct ion. C'esl ce que
nous verrons clairement si nous décomposons le plan des a'; en
régions de/ la manière suivante :
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Nous savons que, lorsque la var iable .r décrit le demi-axe réel coin-
pris entre ^éro el, Vin/un, z, partant de À, décrit une spirale qui va
passer successivement, par les points crit iques ̂ , z'^y ... et converge
donc vers l'origine. Nous appellerons ^, ..., z . , ... les points de

cette spirale qui correspondent aux valeurs ̂  . . . ,^7:4-^, ... de la
variable .r.

Appelons alors coupure z ' j une coupure menée suivant le rayon O z y
prolongé jusqu'à l'infini ; puis suivons le long de ce rayon la caracté-

ristique x issue de ^y avec la. delermiualion ( /-+- i- \r.. CeHe carac-

téristique est inf inie aux deux ex i rémi tés , o et ce, de la coupure ;••;
les valeurs qu'elle prend le long de celte coupure cons t i t uen t donc
une ligne conhnue L^ allant de l ' inf ini a l'infini et ne se coupant, pas

elle-même; cette ligne traverse l 'axe réel au point ( / - 4 - ^71.

De la même, manière, on déFinira les l ignes],/ ,, L ' - , , qui seront
situées de part et d'autre de Ly. Finalement, on obt iendra un en-
semble de régions couligués H. dont chacune sera l imi(ée par deux
lignes L'. d' indices consécu î i l s .

Lorsque .x se mouvra arbi t rairement a l'intérieur d'une région IV-,
la foncl ion ^ pourra repasser deux fois eî dcwï- fois seule.ineifî par la
même valeur ( 1 ) (cî i r z décr ira un chemin qui ue pourra tourner
qu'autour d'un seul point cr i j iq in1 Z j ) . Au contra i re, lorsque .r tra-
versera une in f in i té de. régions H^, la var iable s suivra un chemin qui
s'enroulera une iuliuité de fois autour de l 'origine; el le pourra donc
repasser une inf in i lé de, fo is par la même valeur.

Il est ainsi bieu établi que la point trcimccndant z == o de la fonc-
tion x ( z ) satisfait aux conditions du v\\\^\\\\\\ cas défini <ui para-
graphe IV.

Nous avons supposé successivement que, daus la quant i té

r^-'^

( ï ) dmque région Ii/ s'éloi^no vers l'infitii (JÎHIH deiix directions. (^onsKicrotis iilors le
lon^ des deux droilos 3y^, 3/0 les deux cnrnrUmstiques .r (jui soni confbndiKî.s ;»n |»oint

y/nn. Ec. Norm., {:\), X X V . — AOI;T 1908. 4^
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la partie réelle a était négative ou posit ive. Qu'arriverait- i l clans le cas
où a serait nul? Il sera facile d'étudier ee cas en le considérant, comme
un cas-l imite des deux cas précédents. On aura alors le choix entre
deux manières de décomposer le plan des rr; on pourra le décom-
poser en régions Ry ou (41 régions Ry.

Opérons, par exemple, la décomposit ion en régions H/.
Dans le cas actuel, les points cr i t iques algébriques

se trouvent tous si tués sur un même rayon vec teu r issu de rorigine,
en sor te que, si nous prenions pour coupure ^y le prolongement, du
rayon O^y, tou tes les coupures coïncideraient. Mais il est clair que,

dans le cas traité plus haut où o > a > — -? nous pouvons, sans mo-

dif ier les résul ta is obtenus, déplacer d'une manière cont inue la cou-
pure Z j , a condi t ion de no la (aire, passer par aucun des deux po in ts
cri t iques z^^, ^ y , , . lîn d'autres termes, les coupures z ^ peuvent é!re des
demi-dro i tes quelconques joignant les points ^ à l ' infini, pourvu que
ces demi-dro i tes soient toutes situées d'un même cùté ( a l 'extér ieure
de la spirale ohlenue en joignant deux a deux les points ..., ^y ,, ^p
^ ( , 1 , .... Nous conclurons de lit que, lorsque % devient nul, nous
pouvons toujours construire nos régions R / , a cond i t ion de prendre
comme, coupures z , de.s demi-droites paral lèles toutes sitifces (Vuît
même côté ( no/i arbitraire) du rayon nec(eu.r qui coalierii les f )o i i i l s cri,-
tiques,

Mais, supposant les régions Hy construites, fa isons décrire a :, dans
la direction de l'origine, un rayon vois in du rayon vecteur des points
critiques et situé par rapport à ce dernier rayon du côté où sont les
coupures,

Lorsque s décrit le rayon considéré, x décrit, dans son plan^ un
chemin continu < l qui s'éloigne vers l'infini en traversant une inli-

criiiqiio Z j : suivies lo loti,^ rie zj^^ les doux (•(iracJ.mstiqucs s'él()iî;iieroiil, vers l'infini
(à riiilmoiir de W j ) dans une morne direction; suivies le lon^ do syo, l'une des eanicle-
risl.iquos s'éloigne vers l'infini suivant la seconde direction, l'îiiitre tend vers un point
situe à dislance finie.
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nite de régions l î / . Aillsi il ( • x l s ( ( > ' (l;llls 1 ( ] l ' 1 1 1 1 1 tles ]r' <i''s ( ' l>< ' l^ l"s

continus // s'éloignant vers l'infini, sur lesquels ;. lend vers ;-o
s'ms s'enrouler une inimité de fois aiilour <le ce point : l<- po'nl "'as-
cendant 3 = 0 de la fonction . v ( z ) .'salis/ail aux confiions au OLIA-

Tr.iÈMi-, cas défini nu paragraphe V I .
I 'ensemble «les (•heinins //, corlisus les uns aux ;»>i(r.-s, <-oi is( i t , i ie,

pour y - o comme pour a ̂  o, ime 1 > ; > . i < l e continue (huis i;i<i«elle = tend
vers o. Touletois, c e l f e l.;u«<le .te joui t pus <le I» propriété que nous
avons mise en lumière (hns l 'hypothèse où a-/--o (cf. p;^n>phe 1 \ ) :
il ,,e saurai! exister, .l-ms celle h;uxle, plusieurs chemms ./ . l > 1 1 . « r n > l s
sur lesquels 3 preuiie nne. série, .le valeurs. Eu eiïet, appelons o le
chemiu .[ue, s»il = lorsque .rjecril uu < - l > e n > i n ./, et consnierons, par

exe,n>i,le, les poinis ..., =, =,.„ ... o" î <'«"1>'- n-specOvement les
coupure.s ..„../, = / , , , .... l^^l-' = ^> •l"''^'"1 v(>rs 1 ( ) ^ 1 ^ 1 1 1 < ' )

insse eu ; , .r ue peut prendre qu'une seule, valeur •• la valeur con>-
mure a n x ' d e u x caractér ist iques issues respeclivement .lu poml. =,
avec la détermination j r . e,(, du point ,̂ avec la de temnuaf .on

^^t-ma'rquons d'aill..urs < i - > e , < laus le, cas actuel ( aualricme ) < -o>«me
daus le l.roisn'•nn-, il existe, une iulinil.e de chemins a, conduis, s eloi-
,man( vers l'inlini, sur lesquels z (end vers z == <» suivani nu cl.emiu-
Ïpirale s 'enroulant nne. iulinile, de iois. l;eusemhle des chem.ns ^
<.s( conli-u a l 'euseml)le. des cliemins //, et c'est l 'ensemble lolal des
,,li,,,.ins'./ el. //. <iue nous désignerons a l 'aveuir sous le nom de
lan^,- i,^ini<' dans hu/^.f/c z U'nd rcrs < > . Il exisle. une .nhnile .le c.|,<-
mius ̂  di t ierents sur les«]uels z prend, une même série de valeurs.

Nous avous jusqu'ici fixe. notre aKenl iou sur la singulari té r. - < » de
1, l.H,,(iun .r(':.), el nous avons cliercl.e a caractér iser cel le sin^u-
larile suivant la valeur de, a. Nous aurions pu laire une étude aualo.ue
sur le point .-^ qui, bien évidemment, est un point singulier
t ranscendant de la (onef ion . r (z ) . .

En particulier, soit de nouveau la nuanlité a nè^aliw el ,.nj,-ru'an'

^1 , <, ( soi! ^>o. Nous avons vu pins haut-que, landis que les points

critiques appelés .„ ..., ... convergent vers .-o, les pomts cri..
q,,es =..„ =i ... convergent vers .=--c. D'a.lleurs, sur c< -s pon.ts
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critiques d'indices négatifs, nous pouvons raisonner exactement
comme sur les points ̂ , ̂ , ... ; autour des points ..., SL^, ^/.^, ...
s'entendre une série unilinéaire de déterminations d,e x^ détermina-
tions qui se permutent aussi entre el les autour du point z == co direc-
tement. Le point transcendant z = co se trouve, par conséquent, satis-
faire aux conditions du Dr.iJxn^iE cas défini au. p ira^raplie IV.

Construisons, dans ces conditions, les relions ILy correspondant
aux points ^y. Nous constatons qiu! existe, dans le plan des .y, une
bande telle que, sur (oui chemin s'éloignant indéf iniment à l' intérieur
de cette bande, z tende vers l'infini. Mais, circonstance nouvelle, cède
bande contient deux sortes do chemins infinis d: i:° chemins </le lon^
desquels Y tend vers l'infini suivant un cliemin simple direct ou sui-
va n t il n c h e m i n - s p i ra 1 e o j ) é ra n I. u n e s é r i e i n f i n i e d e ( ) e r m u t a t i o 1 1 s
autour de l'in/ini directement; 2° chemins d^ le lon^' des() i î (ds Y décrit
un chemin-spirale, lequel opère une série infinie de permutat ions en
tournant successivement autour des points ...,, :L-/, ^-/-,, .... Les
chemins d sont séparés des chemins d^ par des chemins inf inis sur
lesquels Y est indéterminée, mais prend ( lorsqu'on les suit vers l'in-
fini) des valeurs de plus en plus grandes.

La fonct ion z ( . r ' ) posée au début de ce paragraphe nous a fourni
des exemples concrets des diverses circonstances prévues plus lia ut
aux paragraphes III-VI. Nous ne quitterons pas cette (onction
sans signaler les nouvelles i l lustrations qu'on en rirerait dans le cas

où le coefficient p coefticient de \/~ i dans la quantité complexe -
serait é^al à o.

Soit d'abord ^ == o avec a^>o . Tous les résu l ta t s o b t e n u s sous
l'hypothèse a ^> o, { Ï^>o subsis tent dans ce^cas. La d i v i s i o n du p l an
des x en régions Ry est possible, et chaque région B - c o n t i e n t un seul
p o i n t c r i t ique ̂ . Seulement , les po in t s ̂  ( au l i e u de converger vers o
et l ' i n f i n i e convergent f d a n s leur p l an ) vers tous les po in t s d ' une
courbe fermée entourant l 'or ig ine ( i ) si a est i r r a t i o n n e l , et se con-
f o n d e n t avec un nombre f in i de points f i x e s si a est r a t i onne l*

( 1 ) Conipror les résultais obtenus, dans Pcludo (les équations différentielles, pour les
points singuliers de Briofc et Bouquet (cf. Leconf;, etc., Chap. TV).



SUn I. . /INDl:TEIlMINATiON D 'UNE FONCTION U N I F O H M E . 34 1

Sou maintenant [j == o avec — I < < a - < o . La division du plan
des x en régions Ry est toujours possible comme lorsque p;>o. Les
points ^j convergent (dans leur p lan) vers tous les poin ts d 'une courbe
fermée en tou ran t l ' o r i g ine si a est i r r a t i o n n e l , et se confondent avec
un nombre fini , de points f ixes si a est r a t i o n n e l . Dans un cas comme
dans l 'autre , i l n 'exis te p lu s (dans le p l an des x ) de chemin d s 'éloi-
gnan t i n d é f i n i m e n t sur lequel z tend vers o. Sur tout chemin qui
s'éloigne indéfiniment dans le plan des .r, z reste indéterminée, ou tend
vers l'infini.

VIII. — Classification des langues.

Soit toujours Y ( . r ) une fonction entière. Nous avons mis en lumière,
a priori d'abord, a f)osteriori ensuite, l 'existence de bandes continues
qui s'éloignent a l ' infini dans le plan des .r, eS a l ' intérieur desquelles
Y tend vers cer ta ines valeurs f in ies r\ on vers l'inlini. Faute d'un meil-
leur mot, nous avons appelé ces bandes conFinues des langues; je, con-
tinuerai a me servir de ce vocable, un peu inusité peut-être, mais ce-
pendant commode.

Rassemblons d'abord les divers résultats relatifs aux langues, que
nous avons déjà obtenus au cours de ce travail.

Nous avons signalé quatre types de. langues dans lesquelles Y peut
tendre vers une valeur Y] :

l° Lan ̂ 'ues dans lesquelles Y tend r'ers le point Y] en s'enroulant un
nombre arbitraire de fois ( fini ou infini) autour de ce point, mais sans
tourner ( * ) autour d'une in/luilé de points critiques (d^'él)riques conver-
geant vers Tj, — dans lesquelles, aussi, il e.K'isIe ui<e infinité de c/fcnuns
infinis d le /ong desquels Y (tendant vers 'r\ ) passe par les mêmes valeurs.
Pour abréger, nous appellerons ces langues : LANGUES DU piŒMiEK TYI'K.

Des exemples simples, l 'exemple de la fonction e'''y si l'on veut,
montrent que les fondions entières peuvent présenter des langues du
premier type dans lesquelles Y tend vers (nu1 valeur finie T| ou vers
l'infini.

( 1 ) ^oir, ptJi.^o ^'-'.'î) L'i iiolo préci.Sinit, lo sons (lo colto cxprcs.siolî.
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2° Langues dans lesquelles Y ne peut tendre vers le point r\ sans s'en-
rouler une infinité de fois autour de ce point., en tournant autour d'une
infinité de points critiques algébriques convergeant vers T], — et dans les-
quelles il existe une infinité de chemins infinis d le fon^' desquels Y passe
par/es mêmes valeurs. Nous appellerons ces langues : LAiN<»i.jEs m SECOND
TYPE. [ En donnant celle définition, nous supposons entendu qu'il
n'existe dans la langue du second type aucun chemin infini rfsur lequel
Y tende vers Y] suivant un chemin simple direct. [

Le premier des exemples donnes au paragraphe Vi l nous a révèle
l 'existence de langues du second type dans lesquelles Y tend vers une
valeur finie Y]. Pourra-t-on rencontrer aussi des langues du second type
dans lesquelles Y tende vers l'infini? La réponse est négative, en ce qui
concerne les fonctions entières. Imaginons, en effet, que nous ayons
un ensemble de chemins ( inf in is) ^/contigus, le long desquels Y tende
vers l'infini, suivant des chemins spirales, une in f i n i té de ces chemins d
correspondant d'ailleurs a une même ( r a j e c t o s r e de Y. Ces circon-
stances ne peuvent se présenter que si la t ra jecto i re z considérée est
une spirale enroulée autour d'une su i te de points crit iques qui con-
vergent vers Y ==-x. Mais partons, alors, de l'un quelconque de ces
points crit iques, et faisons décrire a Y un chemin (/uciconf/ue ( s i m p l e
d i r e c t ) s'éloignant \\ l'infini. A ce chemin correspondra nécessairement,
dans le plan des.z', un chemin d^ s 'éloignant vers l ' infini, et, l'on verra
facilement qu'entre ce chemin d^ et les chemins ^/déf in is tout a l'heure,
on ne peut tracer aucun chemin sur lequel Y ne tende pas vers l ' infini.
On en conclut que la langue considérée n'est pas une langue du second
type, mais bien une de ces langues que nous allons baptiser dans un
instant : langues multiples.

3° Langues dans lesquelles Y tend vers T\ en tournant autour (F une
infinité de points critiques algébriques convergeant vers r^ mais sans
s'enrouler nécessairement une in//fit lé de fois autour de T|. Appelons </,
(duns cette langue ) les chemins infinis sur lesquels Y sr enroule une infinité
de fois et d les autres chemins infinis ; il existe une infinité de chemins d ^
différents, mais il n'existe pas une infinité de chemins d. différents, le lon^
desquels Y passe par les marnes valeurs. Nous appellerons les langues ainsi
définies : LANGUES DU TROÎSÏÊME TYPE.
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Nous avons ( Ion ise au paragraphe \'II u s » exemple de langue du troi-
sième type. Nous avons reconnu d'ailleurs que ce type de langue se
pré s e n ta i t dans n n c a s -1 H n i te e x c e p t i o n n e l.

Il sera donc permis de, né^li^'er ce cas dans un premier travail de
dé^rossi.sseînent. Il ne présenterait, d'ailleurs aucun caractère nouveau,
tout résultat qui est, valable a la lois pour les langues du premier et du
second type étant également valable pour les langues du troisième
type.

/j0 Langues dfins lesquelles se trouvent des chemins d sur lesquels Y
tend vers Y] sans tourner autour d'une infinité de points critiques cdgé-
briques couver s'en ni vers •/], et aussi des chemins d^ sur lesquels Y tend
î)ers "/] suivant un chau iu-spira.le en tour fin/il autour d'une infini lé de
points critiqu.es couver ̂ eant ?w.v ïj.

Nous avons, a la (in du paragraphe VII, signalé l 'existence de sem-
blilhle-s hm^nes on Y te.nd vers l ' i n f i n i ; les caractères <|ue |)résentent
ces langues sont dus au f a i t (|iie l ' inf ini esî, , i>onr la (onct ion ^"(Y), un
(ïcint , de première espèce a la lois directement et indirectenient cri-
tinne. Il e,s( e . la i r ( jue les chemins (Y, le. loti^' d e s < j ( i e l s Y s'enroule autour
d'une inlinité de points cr i t i ( )ues soni tous continus les uns aux autres,
de mènK^une les chemins d. 'roui, se passe donc comme si la langue
considérée éta i t formée de deux langues juxtaposées, l'une du prem.ler
type, PanSre du second. Pourcet le raison, nous conviendrons d'appeler
cette langue une LANGUE Mîii/npLE.

Faisons, a propos de cette déf in i t ion, une observation imporlante.
L'exemple du paragraphe VII met en évidence, entre les chemins d et
les chemins d^ des chemins inf in is sur lesquels Y prend sans doute
(lorsqu'on s'éloigne vers l ' in f in i } des valeurs de [dus en plus grandes,
ïnais n'admet pas de limite a proprement parler ( reste indétenninée).
Cette c i rconstance pourrait nous inclure a regarder comme dist inctes
les langues formées par rensemhie- des chemins d d'une part, des
chemins d^ d 'autre part. (yest cette, manière de voir que j'avais primi-
tivement adoptée. Je regardais alors tout chemin infini sur lequel Y est
indéterminée ^quoique non bornée ) comme extérieur aux langues et
situé dans une languette (l'in/feferfnifiation (roir § IX). Il m'a sernblé
depuis qu'il v avait intérêt à considérer comme appartenant à une même
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langue double tous les chemins continus sur lesquels Y tend régulièrement
vers l'infini, ou prend des valeurs de plus en plus grandes. C'est en ce
sens que je prendrai la déf ini t ion des langues multiples. D 'a i l leurs , une
étude plus approfondie de ces langues amènera i t à les décomposer en
langues partielles séparées par les chemins i n f i n i s d\ sur lesquels Y
est indéterminée (non bornée).

Existe-t-il des langues mul t ip les dans lesquelles Y tende vers une
valeur f in ie Y]? La réponse est négative, lo rsque Y ( ' T ) est u n e fonction
entière. En d'autres termes, l'inverse / r fY) d'une fonction entière ne
peut présenter, à distance finie, des points transcendants à la fois direc-
tement et indirectement critiques. Je ne démont re ra i tou te fo is pas ici
cette proposition à laquel le conduit a i sément la méthode des para-
mètres, méthode dont je me suis servi pour é t a b l i r que les po in t s
t ranscendants de.T (Y) sont tous de première espèce ( t ) .

Les langues que n o u s avons rencont ré î^ au paragraphe V I I appar-
t i e n n e n t toutes aux q u a t r e types q u i v i e n n e n t d ' ê t r e énumérés . l^our-
rait-il arriver rfu une fonction entière Y(.r) présentât des langues d ' u n
autre type f l a n q u e s i g n i f i a n t ; , d 'une m a n i è r e générale , p n s e m h i e de
c h e m i n s x contiens, s ' é lo ignan t a l ' i n f i n i et sur l esque l s Y tend vers
u n e 1 i m i t e < 1 é t e r m i n é e ) ?

Nous savons f^§ I I l - V I ^ ) qu'a tonte l a n g u e ^ de la f o n c t i o n Y^.'r)
correspond un p o i n t s i n ^ n i K ^ r t r a n s c e n d a n t f i s c l é ) 'n de la f o n c -
t ion ^(Y), et que 1 , rw\[)ro(\{\^m^.\\{^ s i un point transcendant 'r\ de x{ Y )
est de première espèce, i l d o n n e n a i s s a n c e ^ a u n e l angue de l ' u n des q u a t r e
types d é f i n i s ci-dessus.

Lors donc que nous aurons démont ré que les po in t s t r a n s c e n d a n t s
de l'inverse d 'une fonc t ion en t i è re son t tous de première espèce, nous
pourrons répondre négativement à la q u e s t i o n posée.

Poursu ivons m a i n t e n a n t notre1 analyse en c l ie rchanta nous fa i re u n e
idée de la m a n i è r e dont les langues sont rattachées les unes a u x aut res
[ n o u s ne parlerons pas des langues du t rois ième t y p e ] .

( 1 ) Comptes rendas, '28 octobre 1907.



Sîm I / I N D É T E R M Î N A T Ï O N D'UNE FONCTION UIN1FOIYME. 3/15

IX. — Frontières d'une langue.

Et, d'abord, comment définir avec précision les frontières (..Fone
langue?

Appelons ^ une langue dans laquelle Y lende vers une limite Y), et
soit d'abord j^ LAINCUK DU pnourji TYPE. Traçons dans le plan des Y un
cercle o de centre r\ et de rayon arbi t rairement petit | le cercle o ne doit
contenir aucun point transcendant de /r(Y ) autre <|( ie YJ |; puis parlons

d'un point Y du contour û avec une detenniiiation qui se trouve tendre
vers un point de ^, lorsque- Y tend vers ïj, et Faisons décrire àY leçon"
tour o clans l'un ou l 'aut re sens. Nous avons vu (t^ IV, in fine} que, si le
rayon Y ïj est, suf f isamment petit, nous obtenons sur ce rayon (lorsque
Y tourne indéf in iment le, long de ù ) une iuliuite de caractér ist iques
différentes qui tontes admet ten t le. point r\ comme, point t ranscendant
directement critique ( iso le ). Par conséquent : 1 ° lorsque Y tourne, sur
odans l'un ou Fautre sens, /r, partant de /r^, décrit une liguer/' qui
s'éloigne vers l'infini ( puisqu'elle passe par une i n f i n i t é de points où
Y reprend la même va leu r ) ; 2° la ligne ( I ' ue se coupe pas elle-même
(car on ue peut évidemment repasser deux fois eu un même point de o
avec une même déterminat ion) ( { ) ; '1° les d,eux. branches inf in ies de^
se rapprochent de, [dus en plus de la langue ĵ , quand le rayou de c»
tend verso. Ainsi la li^-ne ( ! ' encadre, si l'on peut dire, la langue j^;
c'est pourquoi nous appellerons U^iu' frontu'rc de .̂  chacune des deux
demi-branches in f in ies de ( I 1 ( lorsque le rayon de o tend vers o).
Toute li^-ne frontière est év idemment continue a une inf in i té d'autres
ligues frontières. Nous appellerons langue/te ( ' 1 ) d' indèlerfmnaUon
reusemble de toutes les lignes f routières continues d'une même
langue. Nous dirons donc que la lang'ue ^ est f lanquée de deux lan-
gue*, t te s d'indétermination, ̂  et ,̂.

Soit mainteuant j^ une IAKOUE DU SECOND TVPK. Traçons eucortî un
cercle 5 de centre •^ et de rayou arbitrairement petit, prenons un point

( ' ) AlUrcinonI , 1<5 cycle dos déLenomations oit^ondrôos lorsqu'on tourno sur ô sorail u n
cycle ( ixo.

( ï ) L'( î ini)loi do ce d in i i i inLi i ' seni j u h i L i f i c ul lériol ircuici i t .
Ann,. Àc. Nor/n., ( 'À ), X ^ V . — AOUT 1^08. l t
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fixe T sur ce cercle, et appelons .ry, .r-,-,_, les valeurs prises an point Y
par les deux caractér ist iques de / r (Y) (pli se permutent . e n \\\\ poini
critique r\, arbitraireinent voisin de r\. Nous avons vu ( ^ VI, t e x t e eS
notes) que, pour opérer la suite de permutat ions qui déf in issent T]
comme point indirectement crit ique de première espèce, nous devons
faire tourner indéfinirneni Y sur le contour o, en le mouvant dans l'un
oïl l'autre sens suivant que nous sommes partis avec la détermina-
t ion/r/ ou avec la détermination -z^,,,. D'ailleurs, si, par tani avec une
même détermination .ïy, nous tournons success ivement dans le sens
positif, puis dans le sens négatif, nous obtenons, comme courbe décrite
par .T, une li^ne d/ (\m ne se coupe jamais el le-même et qui a deux
branches infinies se rapprochant de plus en plus de la langue .^ quand
le rayon de à fend vers o. Ce( (e li^ne d' est une li^m'frontière de ^.
i/ensemble des lignes d' continues forme deux lan^uetles (l'im/efer'-
mination qui sont les f ront ières de la langue (^.

Supposons, enfin, (jue la langue ^ soit une L A N C Ï Î K Miîi/rîi^j-'-, \\\ valeur
l imi te r\ elant alors e^'al(i a l ' inf in i . Il sera nécessaire de faire une dis-
t inct ion :

Soit A un très ^rand cercle décrit autour de Y -"= o.
Ou hien (quelque ^'raiid que soil. A ) il (^visfc un ensemble lîi/inide

defennittaU()itS de x^ se perfmUanI entre elles à l'extérieur de A, el telles
(1(10 de (une (ineleo fKfue d'en ire elles on ne puisse déduire une in/inile
de délerrnirta(i()ns nouvelles à moins de tourner une i/i/i/ule de /ois autour
de Y =OD.

Ou bien (quelque grand que soif A) on peul, de toute détermination
( ] ( d se permute hors de A (un nombre /ini de détenrunations pouvant
faire exception, bien entendu ), déduire une infinité de f/é(.ermifuui()ris
nouvelles en tournant autour de f^oinis crUuii^es af^einiffues convergeant
rers Y == ce, sans tourner autour de Y == "c direelernent.

Dans le premier cas, mouvons Y sur le contour A en partant dune
d(Uermination convenable de .T : x décrira une li^'ne al lant de l'infini a
l'infini, ligne que nous appellerons ligne frontière de. la langue mul-
liple ĵ , lorsque le rayon de A augmentera indéfiniment.

Dans le second cas, nous ne pouvons plus engendrer la suite des
déterminations x. qui se permutent ent re elles au voisinage de, Y == co
en décrivant indéfiniment le contour d'un même cercle A. Pour voir
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clairement, comment: les choses se passent , faisons le. changement de
variable Y —= U~1 . Si nous voi l ions obteni r la suite des.z'y, nous devons,
ou bien tourner success ivement autour d'une suite de points cri-
tiques .... / / / - , , i f ; , ... (convergeant vers IJ = o) .sw/.v loiu-ner autour
de U = o, on bien tourner antonr de |l==:o sans tourner autour clés
p o i r i l s u . Traçons a.lors nn c î ^ re le arl)!},!^!'!!^^»^^!!, [H^lil, A, de centre
[;=<); on |H>iirra, |)onr en^T/ndrer l( ts a,, décrin1 \^ contour À indé-
finiment;,; mais, ebaqne lois ([n'on se sera^ t rouve operi-r iiiK1 permu-
ta t i on parasite anionr d ( k l î -:- o on IJ = U j , on devra o[)ererd(î nouvean
c e t t e permniai ion (-n sens inverse, en décr ivant un lacet, e l é ï i t en ta i r e
îmionrde 1 1 = o on Î J : - - - . / ^ ; (MI d 'autres fe rmes, on devra mouvoir IJ
sur un chemin // a insi composa : une i n f i n i t é de tours décrits (dans le
même sens ) le lon^- d» 1 7., e t , i n t e r c a l e s en t re ces tours , une inlinlle de
lacets é lémenta i res déc r i t s , so i t au tour d î 1 li ===<>, soit au tou r des i l ; .
Lorsque li derrit \(i c l î t - m i n //, ,r |»arcourt un c/lK-min inlini, r/,, sur
le(|U(d H r e s t < 1 indpf r rminee mais ju -eB id des va leurs arbi t rairement
petites, l^ir dé f in i t i on , un tel chemin ̂  ne sera pas considère comme
li^ne (ront ie l^- de la lan^ur ,̂  mais hien commi- li^-ne tracet- dans ^et
séparant deux lan^uos [ ) a r ( i < d l < k s d < 1 la langue mul ( i i ) l ( * ( /^raupara-
«•rajdïe, V I S ! la del in i t ion des lan^ iK^s doubles) .

Prenons alors un point V arbi t ra i rement rapproche de Y = ̂  et,

appelons ..., :r,, ̂ ,,, ... les dé terminat ions de .r ( Y ) qui se permu-
^nt entre e l les 'au voisinage d(- Y :- ̂ . Dans l'hypothèse où noos nous
ph<;,ons ac tu<d l ( t m( k n( „ il n ' e x i s t a - |)as de chemin joignant la suite des

points ̂ /^,, ... sans |)ass(kr par des points de modules arbitraire-
ment grands s i tues dans la langue .̂ Nous (-n c.omduons que la
laft^uc ^napns de fronUdn^ : il nwfsU' /^ (^ns /() pl(in clés a - ) de che-
min séloi^fiani vers ï i n j i m à l'extérieur de la lan^w. ̂

( res tée qu'on vér i f ie ra en prenant pour exemple la fonct ion

Y :.,-:: sin.'r •+' ,x-,

latluelli1 [ )resente une langue, double de-pourvue de.fronticres.
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X. — Langues contiguës.

Considérons deux langues différentes ,ç^, ^, appartenant à une
morne fonction entière Y(,r) cl telles que la variable x, pour passer
de l'une à l'autre, n'ait, à traverser aucune antre langue. Nous dirons
que les langues 4^ et ̂  son^ continués.

1 1 peut arriver que, dans les langues continues ̂  et .»^, la fonc-
tion 'Y(x) tende vers une même limite ou vers des l imites différentes;
mais ces limites sont en tout cas discrètes, puisque les singularités
transcendantes de .z-(Y) sont des points isoles. D'ailleurs, deux
langues continues sont toujours séparées, d'après ce qui précède, par
une languette d'indétermination qui est leur frontière commune.

Cela dit, nous ferons une remarque importante. Si une foneiion.
entière Y(.r) tend rers une limite finie r\ dans une langue r ,, celte fono
lion tend vers l'infini dans les deiw langues conU^nes à ^ ,.

Appelons, en ellet, ̂  l'urH» ou l ' an ï r t » des deux langues conî i^uès
a J^. Je dis <|u'il n'est pas possible que Y tende, dans .r., vers une
limite (inie 'r\.

Prenons (dans le plan des Y) un point Y voisin de T), et, corn nu1

tout a l'heure, appelons .... :̂ , .y^,, ... la suite des points de la
frontière commune à j^ et a ̂  où Y prend la valeur Y. Joignons en-
suite Y à Vinfini par une droite, quelconque I) qui.ne passe ni par r\
ni par r\'. Lorsque Y décrit cette droite, la variable .T;, à partir des
déterminations a ' j , .v^^ ..., décrit, dans son plan, une inf inité de
chemins différents, d^^ ^)^M, ..., qui s'éloignent nécessairement
vers l'in(ini. Ce,s cliemins d^ s(k déversent donc dans une langue où Y
tend vers l'infini, et, si celte langue n'est ni .(̂  ni ^,, il f a u t qun les
chemins d^ commencent par traverser la lau^ne j^ ou la langue j^.
Il devra donc exister des dérivées r/^ sur lesquelles Y prendra des
valeurs arbitrair^inKUit rapprochées de T] on de r { . Or cela n'est pas.
Donc rhypothèse d'après laquelle les deux nombres Y) et Y/ seraient
linis conduit, a une absurdité. La langue j^ est nécessairement une
langue où Y tend vers l'infini.

Nous touchons ici a nne question qui présente dans l'étude de la
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fonction .^(Y) une grande iïïiporlance : comment se comporte, d'âne
manière générale, la fonction Y le long ({es c/iemins qui z^ont de f ^ à r.)
en traversant la frontière commune à ces den.r langues? Posons-nous
cette queslion en supposant loujours que Y (eude vers T] clans y ^ cl,
vers l'infini dans .ç^.

Considérons comme lout a Flieure ( l i se droite f i xe joignant a l ' inf ini

(dans le plan des Y) le point Y silue sur le contour du cercle î de
centre Y]; nous appel lerons I) ce t te droite ( ce sera, par exemple, isn
rayon issu de r\) el, nous désignerons ( l ) |)ar ^(D, /? </(^,/.+-i, ... le.s c.li^1-

mins ( jde la. varial) le.T dec-r i î , a parlir de,s dél.ersninal.ions nc^ ,a'y,',/ '> ""'./-+-1 ' • • "
lorsque Y décrit:, 1 ) ( '^oir plus li;ui(^). D'anS.re pari, nous conhnnerons
à a [ ) [ )e le r (V le chemin inlini qiie- décril .r lorsque Y l.ouriK1 indelini-
nK^il sur \c contour o ( < l e snaniere, a e,nu;endre,r la suile des déSe-r i ï i i -

nalions .ry, ..ry,̂ , ...), ^i nous a d a n e l ê ^ r o u s , pour f i xe r les idYîes,qu,e Y
tourne sur o dans le sens p o s i f i . / <[uaud -v |)arconr(. d'.

(^(da |)ose, i îua^' iuous ( j i ie nous lassions îouruer le, rayon yj . raulour
d î î |)oinJ, ï| clans le sens direct, el su ivons, le loniç de ce rayon, la
caracl.érislique de .z"( Y ) qui, pour la p o s i î i o l » iuihale I) de ïj.'r, prend
la. suile des va leurs s i luees sur </ ) ) , / : J^' vais demonirer !a ))roj(osil ion
su ivau îe- : Traçons nn cercle Y de centre r\ el de rayon \\. : qne/ï/ne ^'ni/ici

que soii le ra.yoïï. i{, on. p e l î t prendre l'indice j Cet par suile .rj) assez
grand. f)our (fne, lors fine le rayon ïj.r lonrne ind.e/inimerU aidonr de Y]
dan^' le sens direc.l, la caractéristique .r suivie le long de ee rayon ne
Duisse présenter cuire 5 ci V ^ne des points diurnes opérant des pernm-
UiUons-im[)asses, ainsi q n i l a clé e.r'/)lu/fie an, paragraplie ÎV ([u't^tiier
cas). ( lin d'aulres ê t ^ r i s K ^ , on ne, [ )<u i ( , en^'cudrer au(our de.s [ )o in( .s
cril.'KiiK^s ohleniis UIK» iulinil.e de. dcle/rni inai jons nouvel les a moins de
tournes" uue itîi iuile de lois a u î o u r de. T]. )

Vo i ï ^ i commeul, uous (lî 'uîlonl.rerons ce,â,(e, j ) rc) [ )osi ( jon :

( 1 ) Si les hi'îiiiclics <lc .f(\' ) (pio nous suivons le loti^ (h; I) pl'osnilUlionI (ies j»o i i t i s ori-
(KJIK^S sur ('(ïl le ( I r o i l ^ 1 , nous (•Sioisir iori.s îirifil.rijifcirioiil,, ;i i>;irl ir (k; cli.iqnc {)oin!, ('l'iliqiK;,
In (léicriiiiiintioli (iiic nous cot tvcnoi t r t d ' i i i f j K i l c î î ' . . ., ^i j / , ^^ i i / i i, . • • • MÎHS, coninio l'en-
seo i l ï l t ï des {(oiids (•ril.ifjuos i i l^ot j r i t incs ( j < k . / ' ( Y ) csl, (l^iloinhnihkî, on itourra lonjolirs
ciloi.^ir 1 < » (Jroit.c I) ( 1 ( 5 iii.Hlici^1 ( ju 'c l lo IK* jtiissc {» i ( r HIICUII m1 cos ( > ( » i i i ( s critiijiies ( quoi"
qu'elli1 puisse (Urn -irliilriurcinoiil r î ipproclKîO d t ï (Uîi ' tî l ins (l'enire w\ ). Nous forons ia
iiiciiK'; liy()oLli(;so sur le; corclc; o.
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Traçons, autour du point Y], un contour (enné A extérieur au cercle F

et rencontrant la droi te I) en (in poini Y; appelons, d'autre pari, x^

^/-M, ... les valeurs prises en Y par les caractér ist iques x issues de Y
avec les déterminations x^ .r̂ ..,, .... Nous pouvons (on jonrs tracer A
de manière que, lorsqu'on décrit sur ce contour une i n f i n i t é de

tours dans le sens direct, on obtienne eu Y \\\ partir de x.} une inti-
nilé de détenninalions din'éreiiles de la fonction ,r( Y ). En ellet,
lorsque Y parcourt A, a- res te arbitrairement près fquand le rayon K
devient arbitrairement ^rand ) de la langue r^ où Y devient in f in ie.
Il sera donc toujours permis de prendre comme con(our A le cercle
qui nous a servi au paragraphe precedenî pour déf in i r les fronheres

des langues intinies simples ci doubles. Nous appellerons a'', .r',,,

.r^, ... la suile des valeurs que ,T prend en Y, lorsque Y decril suc-
cessivement un tour, deux tours, e(c., le lon^' de A dans le sens posi-
î i f , et nous désignerons ()ar d" l ^ ^nsemi t i t » du chemin parcouru par.r
lorstj iK1 Y tourne de la manière indiquée ( ' ).

(;ela |ïosé, nous a l lons établir que, ^/na/r/f/r. ^ra/t.d ( { i f c s o i / /', il. c . r i s i c

sûrement n/z nombre tiiu \\ tel c/f/e la de/ e/ 'min n//o/f .r' ,• soi.l e^nle«<_ ' / ' v < '
a / r^ .^ . lin d'auirf^ (ermes, si, j ) a r l î »n t de Y avec a ' j , on louriH» sur A

dans le sens direct, on revient, sûrement en Y avec .'r-., après avoir
décr i t un nombre (ini de tours.

Montrons qu'on serait conduit a une absurd i té si l'on supposait que
le nombre K n'existe pas.

Nous allons considérer (^dans le (dan des,r) ui» chemin /qu i , coïn-
cidant d'abord avec ^^,/, se déplace avec cont inu i té sans jama is se,
recouvrir lui-même, et vient coïncider avec ^(i,,/.,, après avoir balayé
toute Faire comprise entre d^j et^^y,,,,. Nous appellerons F le che-
min que décrit Y lorsque a: parcourt /'; nous désignerons, d 'autre
part, par x\ x " les points de rencontre de /avec d1', d" et par Y', Y"
les valeurs correspondantes de/ Y.

Lorsque le chemin/se, déplace de la manière, indiquée, les points.r'

( l ) 1 1 ( î s t loisibJo de supposer (jiril n'y a sur A comme sur I) cl, J <<ucun point miKjuc,
do ./•( X ;.
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et x" décr ivent les lignes d\ d " , tandis que V ot , \ " tournent respec-
tivement (dans le sens direct) le lon^ de o et, A. Admettre qu'il
n 'ex is te pas de nombre f in i k s a t i s f a i s a n t \\ la condit ion énoncéi1 plus
liant revient donc a admet t re que le chemin /', variant a partir de

(/D,/, do is franchir tons les points •̂ .,,i, 'r'/^ . • • avant de prendre la
posiiion < / i ) , / i i, revient donc,, en d'autres termes, a admet t re que la
li^ne d" s'éloigne indef l i i i lm^i î , e n î r e l ( ts (dK^mins ^^ / (^ t < / f , ) , / , , , . iVIais
les eliemins < / , ^ / el ^ o ^ / i i (raverse-nt, l ions le savons, la langue ^.^.
Donc, il en sera de même ded". Conclus ion inaccep(al) le si l'on a pris
rindice / ass< t z ^'rand, [ )n is ( [ne la ligne, d" es t , [)ar l»y[)oll iese, une
li^'ne, l'roniiere dt 1 j - ^ . Donc/ le nombre K e x i s t e , et la proposition
énoncée est démontrée.

A f i n de bien me t î re en lumière l 'ex is tence (éventue l le ) des permu-
tât ions-i m [ )ass ( t s , lions al lons ehidier d'un peu pins (n'es la variai ion
des chemins /' et ce l le du cliemin correspondant V décrit, par Y
(chemin nui se, dép lace a parhrde la posihon D du rayon Y'co).

Nous prendrons d'abord comme chemin var iab le /' la suite des va-
leurs par lesquel les passe la caractér is t ique c.onsideree 'r. quand Y
décrit le rayon joignant ïj a l ' in f in i ; dans ces conditions, lorsque /"se
déplace \\ partir de ^ i ) , , le. cliemin V coïncide avec/ un ravon Y'co et
tourne autour de '^ a par t i r de la posit ion D. Mais il peut arriver que,
lorsque le ravon r\^ v ien t a prendre une cer la ine position D\ nous
rencontr ions sur le serment Y 'Y " de ce rayon un point cr i t ique T], de
la caraclerisl ique .r; quand F viendra coïncider avec/ D' la caractéris-
t ique .r se dédoublera a partir du point r^ ; nous obtiendrons donc
(pour Y va r ian t le lon^' de D') deux chemins /' dil lerents qui ont une
partie commune /, about issant en un cer ta in point '?) et se dédou-
blant ensuite en deux chemins /,, f'^ D'ail leurs, des deux chemins
(/n l'\}j ( / « ? / i ) . l ' u 1 1 seulement ( /',, /", ) sera cont inu aux chemins/'
précédemment ob tenus . Par tons de cetle posit ion de / et continuons
a déplacer /d'une manière con t inue de manière a balayer l'angle cur-
viligne de sommet ^, (orme par //, et f\. Nous prendrons comme
chemin / 'un chemin compose du serment f ixe /', et d'un segment f
compris entre f\ et,/",. En particulier, nous pouvons prendre comme
serment /'/ la suite des valeurs par lesquelles passe la caractéristique
de x (\\ partir de la valeur ^, ) quand Y décrit un rayon (lui joint 'f\\ à
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rinfîni. et tourne autour de y]7, à partir de la position IV : le chemin F
sera alors une li^'ne brisée composée d'un serment rect.iligne Y'y^
(dirigé suivant].)') et d'un second, serment rectili^ne '/]\co qui tourne
autour de T^.

.Deux cas peuvent alors se présenter :
Ou bien le serment r^x décrit un tour complet autour do Y]^ sans

que nous rencoîstr ions (sur ce serment) do nouveaux points crit iques
des caractéristiques que nous suivons; une Fois ce tour décrit, le che-
min F reprend la position .IV, et le chemin /'prend la position ( j\, j " \ )
après avoir balayé l'angle curviligne (/,, /", ). l^effèf clé la permuta-
lion yj^ se trouve détruit.

Ou bien pour une certaine position JY 'du rayon y/, ce nous rencon-
Irons;» sur le serment rj'', Y77 de ce, rayon, un point crit ique r^ de ,'-r;
pour cette position de r^cc, le, chemin /' se dédoublera en deux che-
mins (/^ /'!")), (f^ /"/L>} ). Cont inuons alors a déplacer le chemin/'
de manière a .balayer Fan^'le curviligne ( /'l"'? A'.^): nous pourrons
prendre comme chemin F une liiçne brisée composée du serment
rectiliiç'ne Y'y/^ du se^'nnînt re,cS,il i^n(^ y/, r^ e(, d'un se^'nK^it recti-
li^'n<ï 'f\.^ <.[ni ê.ourne, autour de '({„. l )< tux cas peuvent encore se. pré-
senter. Ou .bien le serment y^x; décrit un tour complet autour de r^
sans que nous rencontrions un point critique T]'. et nous pouvons
raisonner sur ïj^, comme nous l 'avons (a i t sur r\., et y^, et ainsi de
suite, la. li^'ne brisée F acquérant ainsi de plus eu plus de côtés. Mais,
lorsque f conhnue à se déplacer jusqu'à, la position ^ i ̂ . / . . + - 1 , la li^'ne F
doit reprendre la. position droite/ I..). Il f au t dorsc qu'elle ait perdu tons
ses côtés sauf un. Counnent cela. est-il possible? Nous constatons
qu'au moment où la li^'ne brisée F possède y côtés, le seul qu'elle
puisse perdre est le dernier côté, y j .co : F perdra ce côté si le ser-
ment Y)y^ décrit un tour complet autour de Y ] , sans qu'on rencontre
un nouveau point critique r\ ' ^ ; l'eHet de la pennutation r^ se trouve
alors détruit. Après avoir perdu son y"'1^-1 côté, la li^'neF pourra perdre
son (// --- ï)11'^ côlé, el ainsi de suite : il résulte, de la j)ro[)os.itiou ci-
(lessus démontrée que, lorsque Y" aura décril u./i nombre fini détours
le long de A, la ligne brisée sera redevenue droite, l^effet de toutes les
permutations r^, r^y ... aura été détruit.

Quand le ch.eimiï F varie (dans le plan des Y ) suivant la loi que
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nous venons (le préciser, le chemin f Ce/ans le plan des oc) balaye
(sans jamais se recouvrir lui-même') la languette (V indétermination yui
sépare les deux langues j3, et .( ' .».

Faisons, avant de passerai! cas où Y (end vers l ' infini dans les deux
langues -0 (^' -C,2» quelques remarques encore.

Nous vér i f ions d'abord qu^il resuite de la proposit ion démontrée
qu'o/? pourra toujours prendre comme contour A (contour sur lequel nous
avons fait tourner le point \" ) un cercle (fuelconc/ue de rayon arbitrai^
rement grand.

Etablissons maintenant une distinction entre le cas où la langue y ,
est du premier type et le cas où elle est du second type.

Supposant d'abord .(̂ j du premier type, prolongeons jusqu'au point'/]
(dans le plan des V ) la droite particulière que nous avons appelée I).
Lorsque Y décrit , le serment YTJ, la variable x, suivant les chemins
appelés < / f i ) , / , ^ ( D , / ! ) » • • • • > s'éloigne vers l ' inf ini a l ' intérieur de la
langue .̂ . Nous pouvons donc déf inir , d'une manière générale, les
chemins d^^ . comme é t a n t une suite de c/temins ne se coupant ni, eux-
mêmes y ni entre eu.v, et allant de l ' i n f in i a i infini en se déversa/ît d'un
côté dans la. langue y ,, de I/au I r e côle dans la langue conligue .^ ^. Les
cliemins d^^ y , et ( 1 ^ ^ ,, , sont situes de pari et d'autre de d^,^. Us louent
exactement le même rôle que les cfiemins Ly y///, dans le second exemple
du paragrap/ie V I ! , nous ont se/via décomposer le plan des x en régions H^
dans chacune desepielles la /onction culléf'e ne prend (fue deux/ois toute
?1 a le u i ' do n n ce.

Cela posé, nous aurons la proposit ion su ivan te : Tout c/iemin qui,
dans le plan .r, traverse un noml^re arbitrairement grand de clie-
mins d^^ / , s'enroule un nombre arinl rai rement grand de fois autour du
point Y), c'cst-a-dire franclut un nombre a-rhilrairement grand de j ois
un rayon r/uelco/u/uc (tel r/ue D) issu du point Tj. l^n (diet, nous avons
défini plus haut un chemin particulier d' qui franchit les chemins
..., ^^/_, , d ^ ^ j , <<o, , / , - i» • • - 0(- satisfai l a la proposition énoncée. An
lieu de d\ nous pourrons, d'après ce qui précède, considérer le che-
min g parcouru par x lorsque Y décrit la série de lacets élémentaires
qui entendre la suite des permutations ...,.r,, .T / ) , , ... de a ' ( \ ) ,
c'est-à-dire une série indéfinie de lacets décrits autour de Y==Y] , et,

,-/////. /'';(-. A'urm., ( ; î ) , X K V . -- A(H:T I<) '»M. ^')
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--" intercalées entre certains de ces lacets, — des séries f in ies (le lacets
décrits autour de points critiques algébriques; le chemin ^ franchira
la suite des chemins ^o,/; de pins, lorsque rv se mouvra sur^ ' entre
d,^ . et d^^ /_(.,., Y décrira directement autour de Y = "/] un nombre y'
de lacets élémentaires qui c ro î t r a indéf in iment avec y. Déformons
alors le chemin ^ avec. cont inu i té , de manière a le t ransformer en un
chemin quelconque joignant un point de </ni,/ a un point de <^i ; , / iy ; le
chemin transformé devra nécessairement s'enrouler (f fois au moins
autour de T| ; en effet, s'il n'en é t a i t pas ainsi, il devrai ! ex i s t e r sur
cer ta ines positions du chemin transformé des po in ts où Y ( raversera i ï
la valeur critique Y ==:yj, et ces poinis devra ien t alors é(re a Pinlini,
puisque les déterminat ions de.T(Y) qui se permutent autour de Y == "/]
sont in (illies pour Y == */].

Soit maintenant , j'i une langue du deuxième i y p e . Alors, nous ne
pourrons plus prolonger le chemin d^ y Jusqu'à l'inlini dans j^, comme
nous l'avons fait. tout , a Plieure; car les c a r a c t é r i s t i q u e s .r su iv ies le
lon^ du rayon YT] ne seront, pas i n f i n i es en "/j. Si nous voul ions pour-
suivre jusqu'au bout l 'analogie des langues du premier type et des
langues du second type, nous devrions, dans le cas de ces dernières,
remplacer les chemins ̂ , , par des chemins aut rement déf in is . Nous
considérer ions dans le plan des Y un chemin-spi ra le S, convergeant
d'un cô(,é vers Y =. ïj, de Paulre vers Y " — x/ et tou rnan t autour de la
su i te de poinis cr i t iques algébriques ïjy <)u i dé f in i t r\ comnn1 i)oin(
i nd i i ^ ^ ' t e r ï i e î t t , cr i( i()ue, de première espèce do- la fonct ion .r( Y ). Mou-
vant alors Y sur la spirale S, nous obt iendr ions, dans le (dan des ;r,
une siulc de cfKîfmnf; ^^ / ne se f'oufxïnl fii ei/.r'mr//!e\' ru. cnf.rc eux, et
allant de l'infini a U infini en se (le^ersaru d ' i f / f eofe dans la langue ^,,
de. r autre dans la, la/i^ae .^.^.

Milis nous nous ferons une. idée plus ne( (e des propriétés de Y ( ./• )
(lans ,(j, si nous considérons, w place des chemins e^ , des chemins
défims dt l ler i^miïu1 ! ! ! . (^ons idéroî is la su i te des points cr i t iques r\; et,
par chacun d'eux, menons une, coupure rect i l i^ne le join'nant a l ' inf ini
[ ol sahsfa isani aux diverses cond i t ions que nous imposons aux cou-
pures (voir paragraphe f l l^ | . Nous constaterons que, lorsque Y décrit la
f'oupare Y]y, x parlant de la valeur critique décrit deux li^'fics dont l 1 en-
semble forme, une ligtu1 infinie continue yy se déversant dans les deux
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langues infinies ^y j^ r/ia /larunu'nï. j^i. D'ail leurs, les lignes <y/ ne si*
coupenS pas ent re el les et y ,, y . , , sont de pari e t d'aud'e (le q . .
Les lignes (f j foi/en/ alors le fnernc mie (JIK\ dans le Drcfîiier e.ranpie
du paragraplic V//, les l i ^ / i c s appelces I,,. Mîl is nous s l ' i î i s i s S e r o i i s
pas sur cos lignes, IIP voulani pas abor<l(T ici la dccoinixïsit ion
générale <ln |)lan d^s .r on n^'ions das is lestiindlcs Y no pn'nd
(lii'iiiio f o i s [ou(o valeur donnce.

XI. Langues infinies contiguës.

(^ ïs «'(^ i iarf i iK^s von j nous conduira dans 1 1 1 1 inslanî a l'niioiir^ dp
(•(^'(ai l les j)!'^))!'!^^^ di^s lan^' i io lê^s. Mais, a v a n S (l '^ii vt^l i r la, nous
dirons (jiKdqin^ ino îs d^s langues ofi Y l^-nd vers l'iiilini.

A j t i xdo i i s , j )o i j r a ! )8• ( ' k^•< k ! • , langue fuuc î o n h ^ lan^'iK1 où V ( ,z') i^^s ic
l inn1 , ( ' ( langue i i i f i / l i e l o u î c lai i^nc où V ( ^ ' ) dpvic i iJ , i iî l i l l ic. Il r^sdilc
dt 1 rc ( | ( j i [ ^ • ( ' ' ( • ^ ( ( ( ^ {\\\c (ou ï r laii^'iK1 (inn1 ( *s { ( latHiiK'^1 d^ dciix lan^'ncs
i l ) ( i l l i ( ts ( silti l)!^^ du j ) r ( t l I t i ( f c r (y | (c , on douidn. IfiK1 laii^'dc ililinio,, ('n
rrvanrh^, I K ^ I I J rh't1 Hai iq îK '^ 1 soi! ( ! < * lan^'uos l i î i ics, soi( de, langues
inf in ies. Voyons un peu conuncul se comportera Y entre deux langues
infinies c o n l i ^'ifcs do i l î l 'diie au moins cs( s i î ï î | d e (du premier ( Y p e ) .
Désignons nar j ' , la langue in f i n ie ssin|) le. , |)arj^.Ja langue inf in ie con-
tinue a ^ i , par .̂ / la lan^iiefir d ' indeSer in inal ion qui sépare .J^ dej^i.

l^lis prenons (dans le plan des Y ) un poini Y voisin de l'inlini. Il
e x i s t e dans y' une douide série de valeurs de .r où Y prend la va-
leur Y ; les po in ts de la première série jendeni, vers des points de -^j

lo rsq ln*^ | Y ero i î indel in imenJ, tandis ( jue \(^ points de la deuxième
série (endent vers des po in ts de j ' _ , ; nous al lons d'abord considérer les
points de la première sér ie uue nous appel lerons

- • "I '^J / ;? • r /? •r/ 1 /i, 1 • • • *

Nous savons ( 1 ) (|ue l( ts c ,arac(er is ( i ( )U( k s (\^ .r(Y) issues de Y avec

( 1 ; V<nr[\\\ \}\\\"^\'\\\}\\^ IV les nîmiu'tpins rc id l ives au (';is Od I;i sinijiilat'ilé Y—^do lU ie
naissmico a i i î ic luniriKi du in'cinK1!' t vpc .
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les déterminations ,ry admettent Yin/ini comme point transcendant
directement critique et ne présentent aucun point critique al gel) ri que
au voisinage de l'infini (except ion fa i te, peut-être, pour un nombre
fini de valeurs de l ' indicey). Nous en concluons que, pour déduire les
unes des aulros les déterminations , x ' j , ^,/,, ^ y i / , ? • • - ? il stiftit de de'
crire successivement un, deux, . .. (ours h1 long d'un cercle de grand
rayon F, ayant pour centre le point Y == o et passant par Y. D'ailleurs
les points ,'r y sont dans la frontière .̂ / les seuls points (s 'é lo ignant
indéfiniment, en se rapprochant de j^i, quand | Y | croî t indelinimeut )
où l'on ait Y==Y.

Lorsque nous décrivons le contour 1 ' pour permuter entre elles les
déterminations a'^ nous nous trouvons tourner nécessairement au tour
d'une suite de points critiques ..., r^, ... situes a l ' intér ieur de F. Ces
points critiques sontdes/W/^/.y crili(fucs (il^éhrufm^. Pins précisément,
il n'est, pas possible qu'un nombre arbitrairement ^'rand de permuta-
tions ..., Y]/ , ... consécut ives s'opèrent au tou r d'un même poini 'f\ ou
autour d'une su i t e de points crit iques algébriques convergeant vers '^ ;
car, s'il en étai t ainsi, le raisonnement employé au commencement du
dernier paragraphe prouverait que rune des langues j ' , , ^ doit ê t re
une langue linie dans laquelle Y converge vers y^

Constrn isons d'al)()rd un s y s t è m e de coupures recti l i^nes joignant
les divers po in ts ..., y^, ... an contour l 'on, plus ^éwralement, à un
co/îlour /e/rné (juelco/ufiie, A, décrit (HUodr de I\ Nous [)rendrons, [)ar
exem|)le, comme coupures les prolongements (((^s divers rayons joi-
gnant l'origine aux points "/]/. [S i plusieurs |)()iuts cr i t iques (permu-
tant une même détennination de a') se t rouvaient sur un même rayou,
nous dévierions légèrement les coupures de manière qu'elles restent
distinctes. |

Cela pose, il nous sera commode d'afÏ'ecte.r les points crit iques r^- de
deux indices i y j\ afin de pouvoir les repartir entre plusieurs séries.
Nous appellerons 0/j les points de rencontre des coupures r^ , , .,.
avec le contour A; nous désignerons, d'autre part, par ,̂ . -, .̂  les
deux déterminations de ' ^ (Û/ j^qu i se permutent entre elles le long
d'un lacet élémentaire //j formé de la coupure y^-j deux fois parcourue
et d'une boucle infiniment petite décrite autour de r^ ,.

Partons maintenant de 0/j avec la détermination .'̂ . . et commençons
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par mouvoir Y le long (le A suivant le sens de rotat ion qui engendre
au point Y la suite des déterminat ions .ry, .r/..^, ... s i tuées dans 4^. Ce
sens sera, par exemple, le, sens positif. (chaque fois que nous passons
en lin point O/^ ' avec Pune des déterminations .T ,̂, .T^ , nous opérons
la permutation ï]/,/'. Ainsi nous nous trouvons opérer une su i te de
pormiifcations é lémenta i res rangées dans un ordre déterminé. Ces per-
mutat ions seront de deux sortes : celles que nous lie nous trouvons
opérer qu'une fois; eelies (lue nous opérons deux lois ( ces dernières
é t a n t ce que nous avons appelé des penniUalions-ifnfïdsses) Nous affec-
terons les premières ( ' ) des indices ( i , / 4 - i ) , ( î : , / - l - ^ ) , . . . dans
l'ordre ou /ions les rencontrons ^ et, les secondes des indices (2,y-+-i),
('2, i' 4~ 2), . ... De plus, nous conviendrons d'appeler spécialement ,x\^,
celle des deux dé te rm ina t i ons .v\^ .r',^ avec laquelle nous passons au
point 0, y, lorsque Y se meut de la manière/ indiquée. Nous voyons que,
tandis que Y tournera, .r décrira ( a par t i r de.r ,^) un chemin d' qui
s'éloigne vers l ' in f in i dans la lan^ucHe ^ et sur lequel soûl s i tués,
d'une part les po in t s . r , , , , , -^./i^ • - " ? d'autre, pari les couples de
points (.r^,,, .r;^,, ), (.r^, ,,<,,,,), ....

Décrivons ma in tenan t successivement (a part i r des déterminations
^ ., ^'\ • , , , . . . ) les lace ts é lémenta i res / i ^ , ^,/+.i, ... qui nous ramè-
nent respect ivement , en 0,^-, 0, ̂ ,,i, ... avec les déterminations .z-, /» ' ^ l , , / ! - ! » • • • « v " ' - x l-' '^/"" • • * " - <^-. ' / .*- - | , y»

.̂  • ,^ .... Lorsque Y décri t ces lacets le point x décrit une série de
chemins c/d^/, ^(|;,/M» • • * » <liii "^ ix^uvi^nf , pas se couper (si deux de
ces chemins se, coupaient , ils coïncideraient , } . Je dis que las chemins
^(O,/? ^o,/4-i Lraversent la langudte .^. VA\ eHi^, si ^oj ne ti^n^îfsait
pas ^,, on pourrait déformer ce chemin de manière que tous ses points
se rapprochent indéf in iment de ^,, lorsque Y ] croit indétiniment; les
deux déterminations .r..r" devraient alors se permuter le long- d'un
contour A' arbi t ra i rement éloigné et devraient donc se permuter le
long de A, puisque, si l'indice y est assez grand, il ne peut y avoir
entre* A' et A aucun point cri t ique des branches que nous suivons : les
points x'^ x . devra ient , par sui te, être tous deux sur la ligne (î', ce qai

( 1 ; La promiôœ sme coinprclidni n6coss<iircnicril une infinitô do pormaLations; autre-
meuL, on n'obl.kindruil, on toiiriiani indofiiïiiiiont sur A, qa'un nombre fini de déterniina-
UOILS (Jifï^rcnLcs.
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n'esl pas ( s ). Ainsi , (fnaïul le point \ s'eloi^'iu' indefinirnenf, les ehefnins
^(D.P ^(i),/-n 'SW<?/1 aes ^//^7/^//-s' (lidvoni de r i f i / i n i à Uinfild el se déverse/a,
<:/'//// c/)/^ <7^//.s' /<7 langue .c i, ^/r l ( m i r e eôfé dans la langue f .>.

Cela acquis, nous al lons pouvoir reproduire, sons une forme un pou
modifiée, le raisonnement que nous avons développe |)lus hani h |»!'o-
|)os des langues fsr i 'K^s.

Appelons Y' un point: Y ([ni sera suppose tourner indéf iniment su rA
dans le sens POSITIF a part ir do Oi j , et, désignons par.r' la valeur de la
branche de ,r( Y ' ) (|ui prend la. valeur .r^ pour la valeur in i t ia le 0^
de Y^ .le < l i s (lue la bf'anche x ne peu( présenter, doits A, en de/iors des
points critùlues ..., Yj,^-, ^f, /-n. • • • • > y^^ <1^ poi/Us m7/yw.v opcrani des
p ef 'm utalio ns-imp ci s s es.

Voici comment nous démontrerons c e t t e proposi t ion.
Il sera toujours possible (•>) (<••/'., plus l iant , le cas où ^ i est une

langue (inie) de disposer du contour A de manière (|iie, lorsqu'on
décrit sur A une i n f i n i t é de (ours dans le s e / i s ÎM':(;ATIF ( a par t i r de 0, , ci
de la dé te rm ina t i on in i t ia le ^ ' i , / ) . <m ob t ienne en 0^ y ou en 0, ̂ .,,1 une
in f in i té de dé te rm ina t i ons x d i f fé ren tes . Nous désignerons par Y" un
point Y qui sera suppose tourner indé f in iment sur A de. la manière
indiquée et par a'" la valeur cor i^spondante de .r. Nous appellerons,
d'autre part , ï;^, Ç^/,, ... les valeurs avec lesquelles x se trouve
successivement, passer an point O i , / ) . i , lorsque x va tournant . Le
point x" décri t , une li^ne d " qui s'éloigne indéf in iment dans le plan
des x et qui contient la suite des points Ï;.',,, ^ /V i» •• • • •

Cela pose, nous al lons é tab l i r que, (iiielcnie ^rand fnte soit j , i l e^'is(e
surefnenf. (in noniht'e /ini k lel que Ut dclenninaUon î '^ sol,l. e^'a /eà'y'\ , ( .

Nons allons considérer ( dans l(k plan des .r) un cliemin /qui, coïn-
cidant d'abord avec ^ i ) . /» ^ déplace av( lc con f i i i u i l e sans jama is se
recouvrir lui-même, et v ient coïncider avec ^ 1 ^ / 4 - 1 après avoir ba laye
toute l'aire, comprise entre r/^j et < ^ f ) , / M * Nous appellerons F le che-
min que décrit Y lorsque x parcourt f\ nous. désignerons, d 'au t re

{ 1 ) K(k;ipro(}iiement,, supposons quo, lorsque Y (lécrit fà partir do la (lél,(inniii;ilion
.r/ /•'} lo îî icet éleineiitîlire //,/', .r dcorivc niï c/lionlin ira versa 1 1 1 ^\ : le poiuL ' f^ j1 ii(1 .su! -
rail se l.roiiver parmi les poin'y ï^,y-i i; ' f [ ï j \ î i . • • •

( 2 ) lui vei'Lu des pro prié les des li^ïies fronlieres des l;ui^iies.
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part, par .r', .r" les points de renconire de / 'avec ^/\ d" et par Y', Y" les
valeurs correspondanles de Y. Lorsque / se déplace de la manière
indiquée, les p o i n î s x' et .r" décrivent les lignes d\ d\ (and is (use, les
po in îs Y^ et Y" tournent Ions deux le premier dénis le sens positif, le
second dans le sens négatif le lourde A. Admeth'e qu'il i i^^xisli1 pas
de noînhre f ini A' satisfaisant à la condit ion énoncée pins haut rev ient
donc à adme(tre ([ne le chemin f, var iant a part i r de <^i) , /? doit franchir
tons les poinis î , 1 ) , , lc•.2\^ - - ' avant de prendre la posihon c / f , i , - 4 - i ,
i^^vient donc, en d 'ani res (erines, a a d î ï i e t ( r e (me la li^'ne d" s'éloigne
indéf in iment end'e l (»s clienlins d^^j et (^^/.M. Mais ('(da tn1 se pent
[)as, [)onr la raison ( jue nons avons indKineî 1 en parlant des lan^nes
lin'K^. Donc le nombre/: existe.

Nous conclurons de la ( [ne lorsque Y" tonrne sur A a parî i r de 0,^,
comme il a e(e d i t , (oiUes les perfnutalKyns eleme/ffaires qui se I r o t t v e i i l
opi'rees-a^dni la pernufiditon T ] |^ ( , | sont en no/nlu'e /i/n cl so/il, des pernui-
laltoffs-impasses. On pourra, comme nons l 'avons fai( pins l iant , ana-
lyser ce résu l ta i de pins près (m prenant comme liLçne V nne li^'ne
l)!^»'^1 tunsi d e l i n i f » ; poi i ry 'coïncidant a v t ^ c d^^^ on ^)^/-n, celle li^'ne
n^inra (\\w (\w\ côies (confondns su ivant la conjuirt^ r^j on la con-
j) ! ! !^* TJ ,J | ,); lors( |ne /'varKn'a ( ^n t i ^ * dn^ y ( ^ l ^ 1 ^ / 4 - 1 , V pourra ac<|i ierir
des côtes sn|) | ) l< ' kmen(,a l r ( ts ^ e n noml)re f i n i ) ( ju 'e l le devra ix^rdre en-
sn i (e l'un a [ ) res l 'and^ 1 .

ly

(considérons, dans ( ' ( ^ s condi l ions, la s n i t ^ ^ des permutai ions elemen-
(aires ï j n e nons nons t rouvons o|)erer, lorsque nous mouvons Y'7 sn rA
( dans le sens /fe^'a/// ). ^(^s [ x ^ - rmu ta î i ons sont de deux sortes : cel les
que nous n'opérons qu'une fois, cel les que nous opérons deux fois
( les permulal ions- impasses ). Nous a f fec terons les premières des
indices ( i, y 4- IL (,'i, / -(- 2) , . .. dans 1 Ordre ou nous les reneontro/is,
et les secondes des indices f ^ , / 4" i.), ( ̂  j • • • - [ - ' i ) , .... La proposit ion
que nous venons d 'e lahl i r entraine alors c e ( ( e conséquence que les
péri nululions ( 1 ) a j ) j ) e l e e s ïi;; .^.i, y^ ,^, .. . s o / î l les f ne nies (jue les per-
imUafions dp l î c l é es T[ i,/.-+-,, ^ i , / 1 2 ? • • • •

Quel les conclusions tirer de c e j ( e ana l yse?

( ï ) 1 1 o.sl (;orL;iiit (juc pour opérer la suilc des pei'imitations ..., 'r^j -i, T,i,y, '<I,./M; - * . î
on la suite des poi'iiniLiilions ..., '^3,7 ï , ^3,y, . • . , ^n devra (iécriro sur A une infiniLé do
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Nous remarquons d'abord qu'il résulte de la proposition qu'on peut

prendre comme contour A Çconfour sur lequel nous a^ons fait tourner Y'
et Y") un cercle CfueT conque de rayon aï bit rai ré/ne ni î^ra/rl.

Faisons maintenant tendre le cercle A vers l ' infini. Alors les che-
mins que nous avons appelés ^i),/ deviennent des cfiemins in/inis(ne se
coupant pas) et se déversant, d'un côté dans la langue ^ ,, de V autre dans
la. langue j^. Dei)lns, <7^ y , e t d ^ ^ j ^ ^ sontsitués de part et d'autre d e d ^ ^ j .
/ j ' s chemins d [ ^ , jouent alors exactement le nu'nie rôle (jne les clfemins Ly
qui, au para^rap/ie VH\ nous ont sem à décomposer le plan des .r en
régions \\. où la /'onction entière ne prend (ru une fois une ru leur donnée
(on comparera de préférence au cas présent la fond ion ^ du para-
^runhe Vilr pour laquelle la, (fuanfilé appelée À est réelle né^'ati^e irration-
nelle). D'ailleurs, les points critiques TJ|^ ne lendeni vers auenn poinl-
limi(:e (ranscerulanL Ils peuvent converger vers tons les points (l'nne
eourixî (ermet*, comme il arrive pour la fonct ion (lu paragraphe \ II
a laquelle nous venons (le renvoyer; ils peuvent, aussi converger vers
plusieurs poinis discrets, comme il arr ive pour la f o n c t i o n arcsin.r.

Notons enfiu c e t t e proposit ion : l'ont cfiemin(/ai, dans le plan des j\
traverse un nombre (irl>itrai rement ^'rond, de c If cm in s d^^/ opère un
nombre urhi traire fnent^'rand, de permutations (comparer la f in du para-
graphe X).

Xlï. " Propriétés des langues.

Après avoir défini avec précision If1 s langues d'une fonction
entière YC.-r), on peut se poser, au sujet de ces langues, un ^rand
nombre de questions.

Combien une même fonct ion ent ière peut-elle présenter de langues?
A cet te question essentiel le, le tiléorème de M. Denjoy ( ' ) apporte
une réponse. Le nombre des langues est fini et admet une l imite supé-
rieure fonction du ^'enre de la fonction.

tours. En ciïct, s'il en oluit autrement, il (ixislonut sûroniont ù rilHorieur (le A ui» point y,
nu voisinage duquel s'opéreraieui une infinitc de [»errrnitalions consécutives. Ce point 'r\
devrait donc donner naissance à iine langue finie qui ne pourrait ôtre que -^1 ou ^.

( i ) Loc. cit. (Comptes rendu}!, juillet 1907).
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k quelle nalure soni les chemins qui s'éloignent versPin l in i il l'in-
ur d'une langue? Comment sont disposées, en part icul ier, les
lies (les louchons, si remarquables, recemmeiil découver tes par
lilta^-LefUer, fonct ions (pli f e n d e n t vers zéro dans t o u t e s les
• ( i ons?
uïunent'F"se p résenten t , du [>oii it i\^ vue de la Iliporio des lansncs,
h^on'm^s d^ M. IPl ir î t^încn ( 1 )?
t Ix^soin s t^ f(Tt» [ (ar î ic i i l i c î ' tMî i^ i i l s^ï i l i r de raniieiK^r lit Ihcorir d t^s
IHÏS îii la (krorH1 du ifioduk fnd.ritnum d'une fonriion (^ i l iè i ' t ^ ^i)^!!'
f iodulc do iiii^ de I;î variai) l e ) .
Misidn'ons lin (dK^nni (jiii s'cloi^iK1 indclinimnil dans le |)lan
z1 cl sur Icduci le. î t l o d ^ l l ( k [ \ | r cs ie -< 'o în | )a i ' a l> ) ( 1 ( 1 ) au module maxi-
i M( / ' ^ ) de V ( - r ^ [ )0 ï i r .r-==--/> | ( ' ' ( ^sS-a-d i re à la |)l(is grande valeur
» jiar | V( a' ) \ j)0iir a1 =-; A- |. 1\)dl clieitliii x jouissari l (\^ ( '(^ne |)i'o-
te s'éloigne ev ide în i tK^ i i l dans iine. langue ii((inie ( [ ( ï la fo i icdon \ ÇT^.
) la recii^'otine n'csî pas vrair : ça!', si -^ rst, iiiic lati^'dc f inie dans
(die Y ( .r} It^nd vers o, .^ es t , pour la lonelion \ r ( . ï ' ) - r -x \ une
;ue dans )a(| i ie l le ( • ( ^ h ^ lonehoit aii^ineiih^ i i idefi i i i i f ieni, a la laroii
\ |)olyi ioine du in^^nit^r de^'re. l^n ('(^anelie, il esî probable^jiie l'on
|)i'o|)osi( ion su i va nie : De mcnic. y//^, ^ dcnv langues cofUi^'uës,

(t esî nécessaire nu'in i / i / f i i l c , , de meinc, de deux ta figues co/'(figues
eo/K/nes^ l ' i n i e an moins est une langue daf)s [aqaelle \ Y croît
me M( / - ) .
n e(»ns(aler^(, d ' au t re part, ï|ne dans i o u l t * langue lini^ t dans
icl le V (end vers o, le module Y deeroii, comme l ' inverse du mo-
1 maximum d'une lonchon enhere |ero issan( . moins vile 011 aussi
(nie M(/ ' ) , et 1 ( jui eont i rme la fo rmule de M. Borel : ^inverse du

inmîîi d'une /onefio/i e t ( ( i e r e esl\ an /^a,\\ da îneine ordre de gran'
'• (JUC SOlt ///(7.T///////// |.

iii même lemps(|ue l'on é tud iera la eroissanee (ou la décroissance)
^ sur les chemins (pu s'eloi^'neni vers l ' inf ini dans une langue -^,

; Nous (•niciidon.s < l i r ( 1 {);ir li'i (pK 1 , ù { l î i r l i r (riirio ccrl;)im.î v;»Ieur de /', le v^~

A.......A... r(tslo (•otiiitriK (iiiti 'c deux nombres f ixes, on, [î l i is ^cneralerneul, qu'on a

.- LLI. - M -
-- M(^ ••" •
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on examinera la croissance fou la décroissance de la dérivée Y') ( / 1 ), et
l'on comparera les modules [ Y | et [ Y ' ] . On découvrira sans doute alors

Y/
une loi de; croissance de la dérivée lo^-ari jbmique ^ 5 loi précisant les

résul(a(s que j^a i obtenus a ce sujet il v a quelques années (^).
Pour l'instant, je me contenlerai de l'aire quelques remarques sur les

langues respectives d'une fonct ion endere Y( . r ) et de sa dériver*, je
vais monfrer qu'///^ langue finie (te Y esf ( ( ( f s s i nn.e /(ïn^n.e finie de \' cl
une langue ou \rf lend rc/'s zéro.

Soit Y] un [)oint singulier transcendant de la fonc t ion .z'fY ) donnant
naissance à une laniçue ^ ,. Je dis d'abord que loul cliemin s'(Uoi^na//(
inde/iuirneni dans l'une ou l'autre des l(iii^'uelles (t indétermination < { ( t i
flancfaeni ^ , esl situé dans une lan^wlie d ' uidcierrniriaiion de Y\

Hemar(juons ((ue le |)oint y], point transcendant pour /r( \ ), est e^'a-
leîrj ient transcendant et transcendant de, la même manière pour la
fonction Y'( Y). En eflet, si r\ est directement cr i t ique, il l 'est pour les
deux fonct ions, et, d'autre part, tout point critique algébrique (vo is in
(!(; T]) de ta fonct ion .r(Y) est aussi point cri t ique algébrique de Y Y Y ) ,
puisque les deux dérivées ( : t)

dy ^ î d^' ^ "
~d\' ^ Y7 î 7JY "" Y7

sont infirmas en même temps. Considérons alors (dans le [dan des Y )
le pet i t cercle o de centre ^ sur lequel nous avons déjà mairdos (o is
rnisonné, et mouvons Y le lon^' de ce- cercle (dans un sens convenable^
de manière a engendrer une infinité de déterminations diderentes
de/ ^'(Y}, ainsi qu'il a été explique au paragraphe IX. Lorsque nous
faisons ainsi tourner Y, nous entendrons une. infinité de détermina-
tions de Y'; Y' décrit par suite une li^-ne indéfinie (non fermée^ ( '•) T.

( 1 ) On notera que Y', représentant ïnaintenmU ('; --^ n '<» oas ld îii^incî si^nificaLion qu'au
a./' ' "

paragraphe X.
( 2 ) Sur quelques propriétés ffes fonctions cutu'ic^ ( /hta. ina l l i t'nid tira, t. X K V i n ) .
( : î ) Nous continuons à supposer qno los {)oin!s c r î l i f l ucs sont, siiiii)l(is. A co cas on

raiïionera celui ou plusieurs points critiques sont confondus.
( 4 ) Le cas où les spires successives (le lu li^ne "; se recouvriraient (îllos-îneinos (ainsi
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Je dis qu'il n'est pas possible que la li^ne. "": converge vers 1 1 1 1 0 valeur
déterminée yj ( ' ). Kn ellel, la fonchon Y'( Y^) suivie le lourde S ne cesse
pas d'être al^'ebroïde,; el le ne peut donc tendre vers une valeur déter-
minée TJ, le lon^' (l'ini chemin intiiii, a iïioilis (\\\c î o u t e s les de-

rivees —.75 -—~^, ... in» { ( ^ i de î i t , e^aleineiit vers zéro. Mais alors tontes

les dérivées Y', Y", Y"', ... devraient tendre vers zéro le lon^' des
chemins d' (voir § X ) ( i ne décrit.r (piaïul Y parconrt à; or cela exige-
rait (JIK^ Y tendit vers un poinî singulier ( ransc- f^nda l i t de . y ' (Y ) , ce (pli
n^est j)as le cas. On en conclut (pie toule li^'ne froi i t iel^», d\ de la
langue .̂  , (^s l li^'iK1 frontière d'niH1 lan^'iK^ d^ \'.

Kecipro(piemen{, soit rj, nn point singulier î ranst^^ idani de .T'(Y').
On voit que TJ, s t^ ra également j)oint î ra i iscendanî et de la même ma-

nière pour la fonction Y( Y') les deux dérivées -,.77 = y// et -/y, — y^

sont in f in ies en même temps . Le raisonnement que nous venons

d'employer prouvera alors que tonte li^ne frontière d'une langue
de Y' est nécessairement ex tér ieure a la langue ^ i.

De la resuite immédiatement que la langue ^ ^ csl une langue de la
foîK'iion \ ( . î ' ) . D'uilicuf's \! fend vers zéro da/is c e l t e langue : car, si Y /

tendait, dans * ' i, vers une l imite ( in ie on vers l ' inf ini, V ne saurait
(.(^ndrt* v^r's rj. A jou tons ( jue ^ i sera pour Y ( . r ) (^ \ ' ( .v ) une langue
du menK^ ty])e,.

Les remarques snr les( j i i (d les nous venons de nous fonder servent

pareillement a établir (\{ïime fn/i^'ue infinie d((ns laquelle 1—^!. ait^'-

me/fle indc/l ni/neuf nuelane ^rand âne s o i l ni es! une langue ifi finie pour
les dérivées successives Y', V" , ....

Les mêmes remarques j )er m e î t ra ie i i i . d 'a i l leurs d'idier beaucoup plus
loin dans l'et.ude comparat ive des modules | V [ et Y ' I .

A[ ) |>e lons en eUet a un î l ( ) în l ) r ( k />a/ /o / / / / (< J / l )<)s i t i l 'a r^) i t ra i r ( t lne l l t | )e t i ( ,

qu'il arrive pour Y ^= sin.r, V'== (W.s-) est (•viticiiniiciil ui> c;>.s (fcs pilrticiilicr qu'on peut
écarter.

( 1 ; C.eLlo valeur, en (odt c«'is, IKÎ |K>iirr«iit ôlrc inrulit1; caf, si Y' LcudaiL vers l'infini, il
( iev ra i t en êt re (le inouïe (le Y.
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cl considérons les (onctions (Y — Y) ):±:a, Y-^ qui sont, par rapport a .r,
(les fonctions n'ayant qu'un nombre fini de branches.

Dans la langue .̂  ,, où Y lend vers T], la fonchon (Y — r^ (end vers
xéro, et, zéro est, pour l ' inverse de celle fonction, i)olnl singulier Irans-
cendaul. On vérifiera alors (en raisonnaul comme tout à l'heure) que,
sur les chemins .r (fia s'éloignent vers l'infifu dans la langue ^ , , la

dérivée -y—'-—T-^ (le ( y ~ 'r\f' laid vers zéro. Cela, quelque j )c l i l ()ne soit

le nombre ration nd a. PareiUemefU la dérivée ^ a de (\r — r\ f'{ î --- '{\ ) • t a '
au^mefde ind/fluinicni sur les eliefnins considérés.

Soil, d'autre j)art, >^ \\w langue in f in i (^ où Y(.r) eroîi plus vile (prune
puissance quelconque de.r; dans celle langue Y % lend vers zéro el //

(7 Y7

en est par coméqnent de me/ne de la, dérivée —^~ de Y a; pareillement
\ r i

la dérivée ——^ augmente indéfiniment ( t ).

On voil, par ces énonces, combien les proprieles des langues do i v< t n (
èlrc simples el régulières. Si l'on se place a rin(erieur (l'une, langue,
on voil dis|)araî lr<1 la i)Iu|)arl des diff iculles (|ui rendenisi ardin1 l 'edidt^
de la croissance des louchons enlieres. Il est vrai qu'en général on ue
sera pas r t îns t^ i^ne sur la forme des langues. Mais c'esl que-, ju'ecise-
mcnl, la forme des langues (^sl l'un des caracleres <|ui |)ermell(tnl
d'elablir les disï i i tdions enire les div i^rs fy|)es de fondions ent iè res .
[ L'étude de la forme des langues se raKaehera i lsans dou îe aux reeenles
recherches de M. Blumenllial ( 2 ^ dont J'ai connaissance au momcnl où
j'achève ce paragraphe. |

XIÎI. — Propriétés des languettes.

Une lan^ueUe d/indétermination esf. infiniment minc.e par rapport aux
deux langues (]ui Vawiîiinent.

( i ) LYHudc des expressions —————^ ^———L.———, \^ conduirait vraisern-
Y ( ! og Y ; y- Y j o^ Y ( i o,^ lo^ Y ) ' %

blablemeni à des proposi lions analogues.
( ' i) Bull. de la Soc. rnaifirtn. de France, 1907, p. 9 . 1 3 el suiv.
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Soil, par exemple, -^ , une langue f inie ou Y tende vers o, J .̂ une
langue inf inie continue a . 1 ^ , , et .c/ la languette qui sépare ^2 ^ l ^ ^ '
V o i ( • i c e ( [ i B e j e vais ( 1 e î ï i o n (r e il.

Considérons un chemin r/, qui s'éloigne vers l'inliiii dans la
langue .^i, e( appelons £ , nu [)oinl ([indeolKine de ee eliemin. QiKdqni1

|)eli( (jiie soi! £, on ])onrra (onjonrs prendre £ , ass^^z éloigne sur d |)()iir
<[ae l'on ait,

| V ( C J | < £ .

Désignons, d'autre, [ )ar ( , |)ar M un nombre donne arbitrairement
^•rand. Puis appelons Ç , \{\ point le plus rapproche de $, où l'on
ait Y [ M. Je dis (jue Voft. pcnf prendn1 $ 1 as^<'.'z clof^'nc sur ( l pour (f n'uîi
( ' e r i n i t i ('c.rclc de ( 'e i i i i ' c ^, cl de rayon { \ 4- r/.) ^\ - S , [ conde/iffe (les

p o i n i s où | Y ] ^> M.'\ a l'/rAivr CN No^itiu^ Aluiri'ii.um^M^NT i^-'/nT A V K C l,.'

Pour e(al ) l i r ccJ ( ( t proposit ion, nons nous a[ ) j )n ierous sur la remarque
snivanle ( 1 } ;

Y e (an t une fonction holomorphe aulour du point ^ i , si l'on
a [ Y <^ M-' |)our [,r - ^ [ <^ p, on a

| ̂ f,7; - € , } " { • l - | <//,, i f . / ' — — C , ) ' ' " |. . .< A^MS

|)onr ./l î , | <^Ap, A etan(, un nombre plus pet i t que i, lequel peut
être ar l» i ( rai rement voisin de i si l'on a pns M assez ^'rand.

Posons alors — A, ce qui donne pour a une/ valeur qui est arbi-

trairement pet i te en même temps que .-; puis déterminons n par la

Prenons, d'autre part, le point i:j assez éloigné siir^/, pour que l'on
ait

M
| a, \ -^ | ^ (c ; -- ^ ) [ 4~. . .-4- | a,. ,(^ —^)tl-i | < ̂  ,

M2

( ^ ) On déduit coite remarque (le riné^ilito | a, ( ',. — •
F '
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ce qui esl toujours possible, puisque, diaprés h1 paragraphe précèdent,
t o u t e s les dérivées Y\ Y", ... t enden t , V(TS zéro s î i r le chemin d ^ .

Dans ces condi t ions, supposons que Y n 'a t te igne pas la valeur 1VP
dans le cercle do cent re c, cl de rayon ( ï -h a ) [ ^ S, : alors nous
aurons l'inégalité

Y (^) l<2l^ (^~ ^ l ) / l< M t

laquelle est, con t ra i re à nos hypothèses. I.a proposi t ion énoncée es(
donc deniond'ee.

Considérons, d'aulre |)ar(, la laii^'ne in f in ie j'.j, conli^'ni^ a .r,, dans
laquelle | Y an^nientt^ indeliniïïH^il ( p lu^ v i f e ( j i i 'n iK^ jn i i ssanc t 1 ( inel-
conque de l ^ ' ) ) - Tra(;ons dans j\» un chemin d^ < [n i s^'doi^ne indéf in i -
ment, el a[) [ )elons c^ un point quelconque de ce chemin. Désignons,
en onfre, |)ar £ nn nonil)i'e donne arlulraireineni pedi, e( îq) ( )e lons ,̂
le poini l( t |)lns ra|>|)roclie de S^ où l'on ail | Y | c. .le. dis qn'o// pcif!
Dre.ftdre i^ </.V.SY^ dot f^ fié s in' cl^ pour (/nnn cercle de ('cuire. ^^ ef (le
rayon (\ -4- a ) [ ç^ c^\ confienne (les poinfs oà \ Y j <^ e2, a et ai i l un
fiof/lhre (irln frairetneni pe l f / (f^ee £.

(^eKc nro))osi t ion se demond'era comme la p recedenîe . D'ai l l t^ irs,
en rapprochant, les deux énonces obtenus, on en (irera sans peine la
conséquence suivante;: Soient d' un chemin qni s'eloi^iK* indel in imenj
< lans la lan^'iiede j^, ( » ( ^ un poini de ( I ' . Nons donnani des nomi)}^^

arIntraireirH^nl pel i js £ e.( „ •> Iracons ( c e qui es(, (oujours | )oss i^ ) l ( t si ^

(^sl assez éloigne) deux cercles de cen t re S:', l^nn r, dans le()U(d

c , | Y | 'M,

l'autre c^ dans lecjuel | Y | prenne des valeurs infÏ^' ieures a c*2 et des
valeurs supérieures a AI2. Alors, lorsque le poini ^ s éloigne indéfini-
ment sur d\ le rapport du rayon de (^ au n^yon de c.^ tend vers zéro.

Telle est la propriété des languet tes qni jus t i f ie le (liminut.ir dont
nous nous servons pour les designer.

D'autres problèmes se poseront, a propos des languet tes , dont les
(dus imporlanis so i t t peu t -ê t re ceux qui ont, trait, a l'étude des lignes
tracées dans une lan^'ueUe.

Importons-nous an paragraphe X. jj esl une langue linie où Y tend
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vers Y]; ^ el .̂ , son! les lan^'neiles conl i^ues h C i ; ,r^ est une langue
infinie, séparée de . i ' i par j 'p ri l lanquee de Fauh'e cole d'une lan-
Huelle ^,; ; o esl un pehl cercle de cenh'e Y =- TJ ; </' esl la li^'ne inunie
nîin'onriii1 pm' •r l o i ' s f j iK 1 V ( o i s r i K 1 sur o. A ins i (lin1 l ions l' i ivoits l*<i i(
( ) l ^ s ( t ^ • v ( t l ' a i i [(în'î l^l 'ai)!!^ IX, In l i^ 'nc^/ / a d^ i ix hriindsrs i l î i i l l i ( ts ; isons
avot is phidip, ^ii |);u*a^'r<îi)lip X, ('/(dip d(1 (.'('s deux ln'aindics ( s o i t f V ' 0 ^ )
(|iii s< 1 dovci'sc d;i iss ^\ ; la seconde ln'asir.lie. d^ ^ / ' t s o i f , c /^ ' ) si1 déverse
dans ^. D'ai l len rs, on ohhenî c/' 1 en nio( iv«ni l Y sus ' o dans le sens
posilir ( ' ), el < i f { { ) ] e-n î t i onva id Y dans le sens ne^;»lir. Dans l 'un eS
l'autre cas, on ( ) [ )e re / n i s e série iinil i nea i r ' ' de permutai ions ( soi! d i re /c-
(e î tK^ i î a i i to l i r de ï], soil ai i îonr d' i l i ie s î i i le , nn i l inea i re de- [ K ) i i i ( s
e j ' i ( i ( [ ises al^ '<dn' i<[nes ), sér ie dans laquel le [ (cnven i se, ( rouver inler-
eales des ^'ro»i[)es de penmilahons-impasses.

(^da |K)S(^ a [ ) [ ) e l o n s T ut i e^^'ele de eenh'e YJ (idi eoïneide d'al)^^!
avee. ^, j ) i j i s ^'randil ( l ' i ine ii ianiei'e conînme. An eerele T eor i ' t ^s i tond,
dans le [dan des .r, nn e l ie insn inlini / ( ju i se dî^ laee a parhr d( k la
[ ) ( ) s i î i o i i d'. ^e elieli i in / varie d'abord avc i 1 eon( iiniid'^ ( 2 } ; inais il
eireetiie des sauls ln'ns(|ues e( se deeoiêi [ )ose en [>lnsieurs chemins
diHÏu'en(s, lo rs t i iK^ de,s | )o i i ( ( s erih([ues •r^ de/ la l îrane.lK1 ,r su iv ie / 1 ( ^
loi»^' de, T vieiiin^il a s ' iK i rodn i r t^ enir t^ les deux contours o el T. Le
paragraphe X isous a appris, d'ai l leurs, ( jue, lorsti i ie/ le module 1 . 2 * 1
d ( t v i e ^ ï ( , ass( 1 / ^raiid, la branche. .ï; su iv ie sur ô (^ T ne j )eul i t rés t^ iS^î i " ,
entre o el ^, ( j i K 1 des poinis < > r i ( i ( | ( j < k s a l^e l^r i f i iK^ o|»eranl des pennu la-
lions-impasses : il en resulle ( j i i e , y//Y'//y//<" ^rand (fuc soi,i le /'ayo/i T i,
Oft ncal l i ' < f ( ' c / ' ( (IfUis l^ fdnn des . r ) ( i f i cercle {\ (fssez ^ i ' ( ( fu l pouf (fae,
loi'sfnu' T carie ( ' f i . l i ' c , o cl T ) , le c/ic/nin / { t i , y///, varie a parli.r fie c^0, reste
lifiKfue /lors ( l u cercle C ef s Y déplace (îve.c conli nuiU\

Cela pose, puisque l'enseml)le des poin is c r i l 'K i îK îS {\(\ x{ Y ) esl dé-
iioml)ral)le, ou peni (oujours se doinier un ensemble ( non deiiom--
l)raf)le,) de, nombres posilifs croissanis p,, ..., p/, ... îds ([l ie les
cercles T/ de rayon p, ne passeni |)ar aiicnn poini cri l i ( j î ie de.z"( Y). II
nous sera commode de ne considérer que les Résilions T/ du cercle T.

( 1 ) Hn vorlii (les hvpollKî.scs {'ililcs <mx |)iii'(i^i';ij)ltcs VIIÎ et IX.
( ï ) Nous supposons, connue nous levons d6j<» fîiil {)lns liant, qu'il n'y a sur o aucun

poini critique (le ./•{ Y } .
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A chaque cercle T/ plusieurs chemins / peuvent correspondre; mais
un seul (le ces chemins a u r a ( d a n s ^ , ) une branche inf in ie/^ îendant
vers ^' ( 1 ) lorsque T/ (end vers o; c/est ce clieniin parhculier (ine nons
désignons sous le nom de clieniin / / .

Faisons maintenant c ro î t re p,. Lorsque T, est Ires voisin de o, il esl
certain que le chemin / / q u i se déverse d'un cô té dans la lan^ueî te .^\
se déverse de l'autre côté dans la lan^'uelte <^ ( //• a une branche infi-
nie (^ qui se déi) lace avec cont inui(é a [ )ar( i r de ( { ' { { } lorsque T/ var ie a
Dartir de 5 ). D'antre part, lorsque T, sera très ^rand < * ( . se rapprochera
(In (•(^^'((^ A déf ini an paragraphe X, la liiçne //, francliissant l < k s lignes
front ières de la lan^ne.^, dt^ra se déverser dans les deux lan^ne( (es
-'" / et ^ \, ([ni f laïKii ient la langue ^ ^.

Ainsi, nous dist in^iK^rons deux ensembles de cercles ^,- : ^cer -
cles T," donnant naissance à des chemins / /• se déversant dans .^\ d
y ' ; 2° cercles T/^ donnant naissance a des chemins / / " se déversani
dans c / et ^^ . Lors([ne /r [ ta r^ 'on r ï , dans un sf^ns ou dans raulre, nn
chemin //', Y opérj1 ( n o u s l 'avons vn^ une série nnil inéaire < ! < * |)ermn-
fa ( i ons an fonr de '^ on de poinis cr i ( i ( |nes al^él ) r i ( [nes convt^'^^^nit
vers ïj. An contrai re, lorsque .r parcourt nn chemin /^', en se dirigeant
vers y \^ Y se (ronve oj)érer nne série de pennntal ions an(onr d'un
point crit ique transcendant de . r (Y) anh'e (\\\c le |>oinl -/j, on an tonr
d'un (knseml)I( t de poinis cri l^j iK^s al^étH^jiK^s IH^ convï^r^ean i pas
vers TJ.

Les cliemins //', / / f / ne |)enven( évidemme-nt pas se rencontrer,
puisque |Y | a, sur ces chemins, des valeurs d i fFérentes. D'ailleurs, si
l'on veut se rendre de la lan^'ne .̂  , a la langue î  ,>, on doit traverser
tons les chemins //•' avant de t raverser les chemins /^'. On en conclura
que les lignes /^' (-( ïndent ( lo rs ( |n ( t p/ va en croissant) vers nne li^'ne
limite qui sépare:, dans ,̂ ,, le içroupe des 1) rancit es inf in ies t'^ du ^'rou[)e
des brandies infinies /^'. Çett^* li^m* l imi te peut être. comparée a nne
li^'ne de parla^e dt^s eaux, séparant les cliemins / ^ -qu i vont se déverser
dans ̂  des chemins // ((ni vont se déverser dans .<^ : nous rappelle-
rons ligne de parfa^e, et nous désignerons j)ar cercle crillqiu' \^ cercle•^ i
correspondant.

De même que les branches l ^ ' , les branches /'^ occui)ent, dans la
languette .^p un domaine limité par une li^ne de partage. D^ailleurs,
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les lignes de partage relat ives aux / lé taux 4' ' peuvent comc ide rou
être d is t inc tes .

Ainsi, nons serons amenés-, si. nous entreprenons une étude sysié-
mahcjue des fonct ions en t iè res Y(,r), il s i l lon ner le plan ,r d'une infi-
nité de lignes i n f i n i es ( ne se coupanî pas ) répar j ies en t re diverses
. fami l les. Nous avons dé f in i jdus haut une f a n t i l l e de lignes ( 1 , ^ • (jiii
sonî a eheval sur' la lan^'nede ^\ el se de^verseul dans les langues .^\
ei j^^. Nous déf in issons maintenant nue famil le de lignes / / • < j i i i son î a
cheval sur la langue ^ i (^ se. deversen j dans les lan^'oedes .i^^ e( \^ .
Les deux f am i l l es de lignes (Y(| ^ y e(, / / ' e.onsi il Î I Î H I Î , en ( | s i e l ( j i s e ininiieri^
nn l ' ^^s t^a i ! de l ignes eon j (innées, (^ en les é tud ian t a ee j )o in f de vue,
on se ferait une idée assez neUe de la slrue( î i î ' e des fonet ions enî i.eres.
D'ai l leurs, on devra repe îer sur ion les les langues et lan^'nettes des
(oncl ions enderes les operahons l'ai Ses sur ^ ,, ^^ , ^ ^ eî ^ ^ .

XIV. - - • Applications.

Nous n 'avons é tud ie jusmMei ( [ ( K ^ de.s lan^ ' ises on languettes i so le î ^s .
Nous devrions mainS^nant considérer s imul tanément rensemhie des
lan^'nes et lan^'ueUes d'niie même fonc f ion , et étendre leur agence-
ment. Jetons un coup d'œil snr ce nouveau problème.

Observons d'abord <|ii ' i l sera (on jours permis de se lilniler aux
fondions ( ' / f l i ^ ' r cs fpîi ( c r i d c / H vers zc/'o (laifs (oufcs leurs la/igues /nues.
Si cet te condi t ion n'es! pas sat is fa i te pour la (onct ion Yf-r), elle le

^ i i ' " - <^s t^ ra ton)onrs, ( ^ n ej l i^, [)onr S a dérivée . •

(.lela |)os<' t, soit d'abord yC'^) nue loncdon entière presernanf au.
plus ( j n s î t r t ï lan^m^s, -c ^ ..i^,, .1^, .^.^ respectivement séparées par les
languettes ,1; ^ ^ \, ..^^ .1^,, et soient, par exemple , c , (»t ^ dwx
langues nulles de Y ( x ).

Considérons dans la languette j^\ les branches in f in ies /^;, l ' ^ 1 déli-
nies au j t a ra^ ra i ^ lK^ |n'ecede/n(. Les f',^ aduK^tenI (fnous l 'avons vu)
dans ^ / U ÎH Ï li^ne de parlai-çe 'l\. Soit p, le rayon du cercle critique
correspondant (cerc le de cen t re Y = = o ) . La li^-ne de partage T ^ , pro-
loîin'ee d'un côte jusqu 'à l ' infini, abou t i t nécessairement, de Fantre
côte, a un point X tel ( jue la branche de .z--(Y) égale à X au point

. • / / / / / . /-;<•. A 'o/- / / / . , (.'''), X X V . - AOUT K)OS. 4?
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Y = = Y ( X ) admette ce point comme point cr i t ique algébrique. Des
lors, si Y, a partir du point Y= Y/X) , décrit dans Pun ou. l'autre
sens le cercle critique de rayon pi, x parlant de X décrit quatre bran-
ches infinies, dont l'une es tT , , les (rois antres étant T^, T:(, T().

De là, on tirera. irninédialemeni, \^ conse(inences suivantes : lesh^'nes
T^,, T;,/J\, s éloignent vers l'infini à V i nié rieur des lan^ueU.es .(̂ , ̂  et .̂
respeclivemenL Soif p/ nn liOînbre arbitrairement, rapproche dep i , snais
superienr. Lorsque le cercle T / d é f i n i an paragraphe précèdent a pour
rayon pp le chemin ^ décrit par x a deux branches infinies respecti"
vement voisines (h Ti e( 1^; ce clK^min est. donc/ l'un des chemins / , "
qui se déversent dans ^\ et .1^. Par consé(|uen(, les / /n eA les t ^ 1 oni,
daw^\, la même li^ne de partage T\. Pîu ' t^ i l leî rK^nt, les deux familles
de branches ^ respectivement situées dans Uune (/ue/coru/ae des lan-
^uelies s^ ..f ,̂ .^^ o/lty dans celle lan^u.eile, une mênie li^'ne de partd^e
qui eU respectivement T.̂  T.^ on T(,. lîn résumé, la fonc/ion e n l i é r e Y(.r)
a quatre lignes de partage seulement, 1\, T^ l'.,, l1^ l.escinelles sont con-
courantes. Les cercles criticpies correspondant à ces (plaire lignes de par-
tage coïncident. Les (/ua/re lignes concoarantes To, 1^, T^ 1\( (sur /es-
quelle!; Y a un module constant, le rayon du cercle critique) séparent les
unes des autres les quatre langues ^ <,, ^ ^ j' ^ ^ ;,.

Signalons un autre, cas remarquable : celui où la fond ion enliére
a six, huit, dix, ... langues ^^ ^ ,, .̂ , j^, î , ̂ , ... ( * t préseïiù-
un même nombre de lignes de partage toutes concourantes. Alors, il n\
a encore, dans chaque languette, qu'une li.^ne de ixirta^e, ligin* sépa-
rant l'une de l 'autre les deux langue/s (lui flanquent la languette.

Ainsi s'ofl'reni a nous de, nombreux su je ts d'étude- que nous ne
poursuivrons pas [dus longtemps. Notons seulement une conséquence,
encore, de l 'ex is tence des lignes de partage : c'est qu'une l'onction
entière ne, saurait présenter un nombre impair de langues.


