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SUR LES INVARIANTS

DES

SYSTEMES DIFFERENTIELS,
Par M. Eresse DELASSUS.

i i 1) i

INTRODUCTION.

Dans des Mémoires antériears (1) publiés en 1896 et 1897, je me
suis occupe des systemes differenticls quelconques, et le Mémoire
actuel est le developpement de résultats que jai obtenus récemment
en reprenant Pétude de ces questions. Aussi, sans qu'il soit nécessaire
de le rappeler chaque fois, Jemploierai constamment les notations,
locutions et résultats contenus dans ces Mémoires, et notamment dans
celui Sur Uextension du théoréme de Cauchy awx systemes les plus geéne-
raux d’équations awx deérigées partielles.

On reconnait immédiatement qu’un méme systeme differentiel peut
¢tee mis de diverses facons sous forme canonique et que ces diverses
formes conduisent a des facons bien différentes de déterminer 'inté-
grale an moyen de fonctions el constantes initiales. Par exemple, le

(1) Sur extension du théoreme de Cauchy awx systémes les plus généravs d’équa-
tions awr dirivées particlles (Annales de | ‘Leole Normale supéricure, 1896).

() Sur les transformations et intcgration des systemes différentiels ( dnnales de
U Leole Normale supericure, 1847 ).
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systeme canonique

Ju Jv Ju (e, ¢ fonctions de x )
-— =0 _ = { H1ons > "y T
o ’ dx — Jdy ’ )

deéfinit, par application du théoreme de Cauchy généralisé, une inté-
grale au moyen de deux fonctions initiales dépendant toutes deux de y
et z. Mais ce systeme peut étre inis sous la forme canonique

Ju 0w J*u Jdtu 0%
=0 e ZTT () — 0 ey TED ey
Jart ’ Dy ! a0z ’ Ayt d.r Jdy
*u gt o 02p du du Je
——— T ey “‘"3 :(}, — ()’ — DT e g
dyds  dxds e o Jdy  dr

et, sous celte nouvelle forme, le méme théoreme de Cauchy géne-
ralisé¢ détermine une intégrale par (rois fonctions initiales, deux
dépendant de v et z et une dépendant de =,

Eaiste-t-tl des relations entre ces divers systémes de fonctions et con-
stantes rnitiales fournts par Uapplication du théoréme de Cauchy genéra-
Use aux diverses formes canoniques d’un méme systéme différentiel?

Si Pon se place au point de vue analytique pur, on saitque les fone-
tions arbitraives entrant dans Pintégrale générale nont, o la riguenr,
aucune importance, ne constituant que des movens plus ou moins
commodes de grouper les constantes arbitraires en nombre infini qui
figurent dans Uintégrale générale. Mais, si Fon s"assujettit & n'intro-
duire que des fonctions arbitraives aceeptables sous la seale condition
d’étre analytiques, on obtient déja des groupements présentant incon-
testablement un certain intéret, et si, en outre, comme cela se pre-
sente pour les systémes indtiaux de Cavchy fournis par le théoréme de
Cauchy généralisé, ces fonctions initiales se suivent suivant une loi
régulicre el ont une signification géometrique évidente, ces groupe-
ments s imposent et leur ¢lude est nécessaire.

La réponse a la question que nous venons de poser nous est fournie
par des invariandts, ¢’est-a-dire par certaines quantités formées avee
les nombres fondamentaux des formes canoniques et qui restent inva-
riantes quand on passe & une autre forme canonique. Jai exposé deux
méthodes pour les obtenir; la premiere est plus simple et les donne
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simultanément, mais jai néanmoins tenu i exposer la seconde, qui
les donne de proche en proche, car ¢’est elle qui m’a conduit i cette
notion d’'invariants et qui m’a permis de trouver leur loi de formation
au moyen de fonetions qui se presentent dans Panalyse combinatoire
élémentaire.

Ces invariants ne font pas que donner la réponse i la question
posée. s ont une portée bien plus considérable, comme on le verra
déja dans ce Mémoire, et ils semblent devoir jouer un role important
dans la théorie des systemes différenticls, principalement & propos de
feurs transformations.

I. -—— Formules et remarques préliminaires.

. SUR LES FORMULES DE COMBINAISONS.

I. Nous poserons

I I P A Y el B
AN

(1) wpls)

Coette fonction de =z, qui w'estdéfinie que pour les valeurs entieres
et positives de indice p, est un polynome entier de degré pen z, et
pour = enticr et positif, elle a pour valeur le nombre des combinaisons
de = objets pivp avee répétition.

On véritie immediatement Ta formule de recurrence

(=) D (5 1) 7= 20 (5) - v, (5 1),
et, st on Papplique suceessivement i
S, Sty ., 3ol (/e entier positif),
on obtient
(3) wplz) 4 wp(s1) 495 l) =9 (5 -+ 1) — 0,0, (5—1),
et, plus particuliérement, en faisant s =1, h =4k — 1,

(4 Yp (1) A= 9p(2) Ao ’7’/1{/') == 0,0 ().
Ann, Ee. Norm., (3), XXV, — Jvin 1908, 33
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2. La formule d’addition de la fonction ,(=) étant nécessaire pour
la suite, nous 'établirons de la facon suivante :

Puisque o, 74, ... sont des polynomes entiers de degrés succes-
sifs 1, 2,..., on peut successivement exprimer z, 2%, ... linéairement
au moyen de o, de g, etg,, ..., et tout polynome entier de degré p
pourra s’exprimer linéairement au moyen de o, 2., ..., 2, En parti-
culier, @ ¢lant une constante,

934 a)
sera un polynome de degré p et 'on pourra éerirve
(3) op(sa)=9,(a)+A0 0 (5)-+ Ao, (2)+... Abo,(3),

les A ¢lant des fonetions de a vaviant avee p et qu'il s’agil de déter-
miner.
On aura de meéme

(6)  paa(s+a)==w, ()4 AP o (s) 4= AV () e = A o, (2),

Supposons maintenant que « soil un entier el que z soil un autre
Pl ] |
entier assujetti a Panique condition

(7) o e,

L'expression 2,,, (5 4 a) pourva se caleuler par Ta formule (6);

[}
mais puisque, en vertu de (7), = 4=« estoun entier supericar i Punité,
elle pourra aussi se caleuler par application de la formule (4)

G (A=) =9, (1) op(2)+.. . 42,05+ a).

Par lapplication de la formule (5) on a

2p(1) =gt —ata)=9,(a)+ Ao (1 —a) = AL, — ) et AL, (10— ),
wpl2) =y (2 —a-- o) =g, () 4= N g ln— ) 4= A oy (0 — ) ALy (a—a),
................................................................................. ,
Ypls4-a) =, la)4- A (3) AL w3 et AD (3,

Si Pon additionne par colonnes, en tenant compte de la formule
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sommatoire (3), on aura

Opet (3 +)=(z+a)o,(a)+ A v,(5)— v (— a)]

- r‘\/_r)[_’f;( 3)— ?::(“‘ (l)] 4o A;:[’?/:—H (3)—pi (—a )j]:
ou, en l“““l:ll'(]l,l{ll']l'. qll@

Sola)=o(s)e,la),
(8) Dp S Aa)="0(c)+o,(a)s(z)
A A (5) = AL g (5) - AL oL ().
Les expressions (6) et (8) de 2, (5 -+ a) ¢tant égales pour une
infinite de valeurs enticres de z sont identiquement ¢gales, puisque
ce sont des polynomes. Cette identité s’exprime en éerivant égalite
des coefficients des o, ¢est-a-dire '

Yoy ()= 0(ea),
AP e, \
A= ),
\I_,II b .‘\/[',
AL AL

LRI p—
"\/l; [

’

AL,

En appliquant ces cgalités aux valeurs 1, 2, ..., p— 1 altribucées
A p, onobtiendra les égalités saivantes ¢

AP =, (),

’\{:‘ s Al b D, (),

AL A= AL, ),
........................... ,
/\;:"’::'; = At ;’\‘;’::.. 791(((),

/\ﬂ o ,'\""' , e Almz AL

Quant i la valeur de A7 elle résulte de Uidentité manifeste
D5y =gl A=y ().

Au moyen des coellicients A ainsi trouvés, la formule (5) donne

(9) wplstayz=ao,la)y o, (0)o ()t 4o (a)y, (5)+13,(05),
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et cette formule Caddition sera veaie, quelles que soient les valeurs

des deax variables indépendantes = et a.

3. Par définition on a

s(s+4-1)... (34 p—1)
l.'l.../)

9,(5)==

Supposons z entier positif; en multipliant les deux termes de la

fraction par
oo (s—1),

puis les divisant tous deux par

1.9,

on ohtiendra
o (=) — (p-1)(pt=-2)y...(p-+4-35—1)
Pris) = 1oL (5 =) ’

elest-a-dire
Wl 3) =g ((p 1),

vraie seulement pour z entier positif.
Soit Do le nombre total des dévivees dovdree oo d'une fonction de
me variabless ce sera le nombre des combinaisons avee répétition de

moobjets pris naong ce osera done

l)ll

s ey,
mais, m et n Gtant des entiers positifs, on a, d’apres ce qui précede,
D)=, (n—41).

On pourra done cerire definitivement

D =

n ?m 1(/' '}‘[)7

etocette forme présente Pavantage de faire figurer comme argument
dans la fonction 2 précisément celui des deux nombres me, re qui ulté-
ricurcment sera considére comme essentiellement variable.
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II. NOMBRE DES TERMES D'UN ENSEMBLE CANONIQUE DE DERIVEES.

1. Si un ensemble canonique K, formé avee des dérivees d’ovdre n
d’une fonetion de m ovariables est complet, Te nombre de ses termes

est
“ZIT_ Y 1(” = ')'

Supposons qu’un ensemble canonique E ait pour indices
24;7 aly LR ] CZ,,, 1

et que e soit ensemble complémentaire, Tes nombres T et ¢ de leurs
termes seront cvidemment lies par La relation

T 4 ¢ = D"

mne
Sto,=10n4a
Oy "Iy T T Gy TR O,

et T est nul.

Supposons z, == o ¢l cherchons d caleuler 2.

On commencera a (rouver en entier, dans e, (ous les groupes G,
correspondant aux exposants o, 1, ..., o, — 1 de drg; le nombre
des termes du groupe Gy correspondant & Pexposant ¢ ¢tant le nomhbre
des dérvivees d'ordre no— ¢ d'une fonction de m — 1 variables, ¢ est-
a-dire

b, ¢

mo10
nos divers gronpes G, donneront un nombre de termes

" _ ne "oy bl
I)m 1 |"“,,, e l)/u i

¢ est-a-dire
D (1~ 1) A= D () ooy o (0 — 2y = 2),
ou, en vertu de la formule de sommation
Y (00 AT = (A= — ).

Dans la portion restante de e nous trouverons en entier tous les
groupes G, qui correspondent i P'exposant o, pour dz, et aux expo-
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gants o, 1, ..., o, — 1 pour dr,, ¢l jamais nous ne trouverons en entier
le groupe G, qui correspond aux deax exposants o, «,. Le nombre
des termes de ees groupes Gy, se caleulera comme precédemment en
remplacant

moopar  mo—it,

neoopar n— oy,

741 par o,
ce qui donnera

Ym A‘.Z(”' el Zl)_—?m z(” = =),

et ainsi de suite. Le caleul s"appliquera jusqu’aux groupes G, ., qui
donneront

(11— —. = y)— (e — g — 2y )

Enfin les groupes G, ne contiendront chacun quiune dérivee, el
comme le nomhre de ces groupes est o, on obtiendra comme

nombre de termes

CZ,,, 19
ce quion peut cerire
R e e e R N e e R A e L

Finalement nous obtenons la formule

{(ro)y U'=  wp(n--1) — Dy (1 =1 — )
=z '.!(/L "}"’—“"“1) — Pm R e A Ly )
e

A= Dy ( 1Ay =gy — a1y = = Ty )

F Y (1A =g = Dy ) =y (e L e )

En mettant ¢ an liea de ¢ paree que ecette formule ne donne pas la
valeur de ¢ dans tous Tes cas, si 2z, == 0 on a

S1o,==1 0N 4
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2. Posons alors
(71} == Oy
Gy =y A= gy,

Gy T= Uyt Oy Oy,

G == 10+ 2 O Zom 13

et proposons-nous de démonteer que Pon a, dans tous les cas,

(”) (Pl’, ("""") "_'*?/u (”' "‘“"““UU)
b D (1 =Ty ) — Dy A1 —y)
e e e e
f Y2 (70 4-1 = T '.)""Q,’z (” "’l—'glu——:ﬁ)

o (k=g ) =9 (not1 =gy, ).

I saflic de démonteer que, sioo, =1, clle donne o, (2 +1), et
que, sioo, == o, clle se rédoita Ja formule (o).
Siooy, =1, tous les autres o sont nuls et Mon a

[ O" Jab G'," 1 ol BN

Done, dans Pexpression de ¢, i pactiv de Ta seconde ligne, les termes
se detruisent et il reste

’{’m(” 1) (',Dm(”'),
qui, en vertu de La formule fondamentale (2) relative aux fonctions g,
sereduit hien

KT (1 -+=1).

St, au contraire, =, = 0, 01 i

Ty 0,

Ty Ty,

5, T O

........ Py

L A A SRR e~ A

fes deus termes de la premitre ligne de ¢ se détruisent ef les autres
se réduisent aux termes correspondants de o5 ainsi ¢ se reduit 4 d', ce
qui achove Ta demonstration.
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3. L'expression de ¢ peit se meltre sous une forme heaucoup plus
Intéressante.

On peut I'éerive

b= o, (n+1)
opa(n+1—0oy) —o, (n+1—0,)
-+ '*?m*".i(“ + 11— e (e +1-—a)
o e e e e e e
~g (=g, ) —w (A 1—T, )

ou, par application de la formule (2) des fonetions o,

li?ln(”‘ ‘|'I)'—?/u“" '“7(1)"“?/1: pn—g)—...

o '{J;’(”‘ =G a) T (=15, ).

La formule d'addition des fonetions 2 donne

Dm (’( “““ Tyl ’f’/// ("‘ Ty) i"’{)l(”),{’m l( = Ty) b i ?,,I l(/')’{l( -Gy ) /jl/l/l//’J’
(191;1»-1(” — ay) = Ym (=) ?l{/”?m = T) e Yy, l(”)u
.......................................... Ve et e e e ey

’."A:(Il—-':',,, g) = ?_‘:(""’7//1 ) 5";’1(")'.91( “Twow) ’,’.’(/')7

o (1 --a, )=y ) b (g i

On est alors conduit & poser

[ty == ?1( Th )y
‘ e 1 (___,- . (r
On Sy 71 ) - Y Ta)s
(12) oy o —oy) b uy(— o)) b vy (— 7y ),
D ’Jl(“ Time-1) ’-"z( “Gpmw) - “Im l("“ 7)) - ’,9//:(""";”)7

quantités qui sont formées avee les indices de Pensemble canonigque
et ne conticnnent pas son ordre, ¢’est-i=dire qui resteront les mémes
quand on remplacera Uensemble considéré par un ensemble dérive
dordre quelconque.

En additionnant par colonnes, nous obtiendrons alors

L=y, (10 ~4=1)— Ym (1) =1 toy

- ’?I(”){' ) ':'“;4{"') (Lt ) =0 — Do (10) (1~ 00y ),
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et 'on en déduira

T = Do (10 1) — "?/u(” 1) ’{’m(”)
A o () (U ) e o, (1) (1 ),

et comme, d’apres Ta formule fondamentale des fonetions o, les trois
premiers termes se détruisent, nous arrivons i la formule finale

(13) T=1-4 o, 2 () (14w, 4) o, () (1 my,).

I, Systemes azxrriaux o Caseny.,

I. Considérons un certain nombre de fonctions w,, w,, ..., u, de

m ovariables ey, oo e, of un o systeme el ah, oo e de valeurs

initiales de ces variables.
A chaque fonetion «; faisons correspondre m nombres entiers

1 i 1
{ Iold v,
7 - A

0o

positifs ou nals, Te premicr ne pouvant ¢lre que séro ou wn, o, dans
codernier cas, tous fes autres ¢tant nuls.

Relativement & la fonetion w,, considérons :

Siz, = 1, lafonction «, des variables @, .. ..., .

Siozy =1, les fonctions de vy, oo, e, oblenues en fuisant @z, == @

dans
e, A=V,
i PN J—
N ' TREAN ’

M ¢ N . q ’ N S oy .“ . PR ‘“
puis les fonctions de g, ooy, obtenues en faisanCa, == o, v, = ]
dans

%, O* iy,
- . ey ve
. Ao,

ot ainsi de suite, el enfin les fonctions de o, obtenues en faisant

yr ——— l” [ J— -“ S A - g .‘) ‘ .
ays= e, e, et o, == e, dans
’)'/.',n... A, 7 G e Sy l,,(, ,)'/.‘,4‘,...7.:,, t '”i
1 " ? o Wt 4 2 oyt oYt oY )
IR B DR A%, da e e, Jordv o daFme )t 1
! " 2 ! n 4 -2 "m—\
27

Ann. F, Norm . (3), XXV, - Jun 1goR. 24
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Ces fonetions, considérées comme connues, font connaitre immdé-

o0

diatement les valeurs, en ), 2y, ..., 20, de certaines dérivees de o,

'
d’aprés une certaine loi. Parmi celles qui ne sont pas ainsi détermi-
nées, considérons-en un nombre fini.

Nous définissons ainsi, pour les p fonetions w;, un certain nombre
de fonctions et constantes initiales. Un tel ensemble de conditions
initiales sera appele un systéme indtial de Cauchy pour les fonctions w,,
Ugy ooy, des variables vy, ..., . Ce systéme initial estdéfini com-
pletement par les nombres

i i i
Loy Gy ey Do~

et par Pindication des derivees, non fournies par les fonctions ini-
tiales, que Uon considere comme des données initiales. Soit =, le
nombre de ces dértvées relatives i ;.

Le Tableau

! 1 1 1
~ ~ ~ P
Do Py R} Zm 19 o
) ot o 2
o 11» ] -/~m 1 ‘/'///7
.y e ey s e e ey P
i ol v ol
j”, jl’ LR ’Z/“ 1 /'III

sera alors appele e Tableaw des nombres fondamentawr du systéme
wdial de Cawuchy, ot nous FEHANIETons tmmediatement qua toute
Jorme canonique Cun systeme differentiel compatible le théoréme de
Cauchy géncralise fait correspondre un systéme initial de Cauchy
ayant précisément pour nombres fondamentaux ceux de la forme
canonique el quiune intégrale est completenment determinée par ee
systeme initial.

2. A ladétinition precedente nous ajouterons les suivantes. Consi-
dérons un systeme differenticl S, 4 p inconnues etz variables, qui
soil compatible.

On sail qu'on peat certainement Te metire sous une forme cano-
nique qui donne lieu aux propri¢iés suivantes

1 Les equations S sont distinetes, et toute équation dérivee d'une
cquation de S figure dans S ou est une consequence algéhrique des
¢quations de S
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/

20 Le systeme S est partageé en systémes partiels S, tels que toute
équation de S, soit d"ordre et ne puisse pas étre véduaite & un ordre
moindre en vertu des antres équations de S,

La mise sous forme canonique, tonjours possible, montre la possi-
bilité d’obtenir, pour le systéme proposé, des formes satisfaisant aux
deax conditions précédentes.

Sioun systeme est mis sous une forme ot la premicre condition seule
est réalisée, nous dirons que le systéme est complet.

Siles denx conditions sont réalisées, nous divons que le systéme est

ordonné.

3. Nous ferons immédiatement une remarque importante pour la

suite.
Considérons une transformation ponetuelie

e Y e s e s Y )s
.............................. ’
o A'/m{.),“ .. 'v,'}"///; IR (‘/4)7
T A T L I K PR AW N
.............................. 5
”/' ‘I/'(}lv' DRATEIRNE 7"/:)-

Une telle transformation transformera une ¢quation d’ordre 7 en
une équation d'ordree et des ¢cquations distinetes en équations dis-
tinctes.

Done si, partant d'un systéme S, on applique la transfolmation
ponctuelle successivement i toutes ses équations, le systeme trans-
forme, (el qu'il est obtenu, sera complet SIS est mmle el ordonne

SIS est ordonne.

Ao Enfin nous devons faire une remarque que nous aiarons souvent
a utiliser.

La démonstration du théoreme de Cauchy généralisé prend comme
point de départ les dguations proncipdes, ¢ est-a=dire les équations S,
a partir desquelles Tes ensembles canoniques par rapport auxquels
sont résolus les systemes suceessifs 8,0, 8, 4, .00 sont les ensembles
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dérivés de ceux par rapport auxguels sont résolues les ¢quations s,

Si 'on reprend la démonstration, on s"apercoit immeédiatement qu’il
nest pas du tout indispensable de prendre comme ¢quations princi-
pales les ¢quations S, qui correspondent a Vordre canonique n. On
peut prendre comme ¢quations principales n'importe quel systeme S,
pourvu que 2’ soit au moins ¢gal a Pordre canonique; toutes les équa-
tions "ovdre inféricur i 2" joucront le role d’équations auxiliaires, e,
comme les ensembles principaux auront toujours les mémes mdices,
la démonstration conduira, quel que soit 2', auw méme systéme initial
de Cauchy.

Il en résulte que, dans toutes les démonstrations oit nous atvons
utiliser le théortme de Cauchy genéralise pour un systeme différentiel
sous forme canonique, nous pourrons (oujours, sans altérer les resul-
tats, supposer aussi grand que nous voudrons ordre des équations
principales.

II. — Invariants.

I. Preyiine yMeruone.

. Considérons un systeme différentiel S compatible et ordonne.
Nous avons fait [a remarque que, si lon effectue successivement sur
les équations de S la meme transformation ponctuelle, le systeme 8
transformé de S est, tel qu’il est obtenu, ordonné. Si done on désigne
par N, ot N, les nombres d’équations de S, et S

!

o onaura forecment

Nl/t e Nu-

Si done nous convenons dappeler formes ordonnées d’un sysiéme
différentiel s, non sceulement les formes ordonnées sous lesquelles il
peat se mettre directement, mais aussi toutes celles sous lesquelles il
peuat se mettre apres une transformation ponctuelle queleconque, nous
pourrons dire :

Le nombre N, quel que soil n, est invariant pour toules les [formes
ordonnées d’un méme systéme dfférentiel.
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2. Supposons S mis sous une forme canonique dont Pordre cano-
nique est v et soil

al'r’ 2{7 R :/'I]ll 1
P - S A
Cy e ey e,
o ol

le Tableau des nombres fondamentaux de cette forme, les nombres
fondamentaux complémentaires =, délinis dans e Chapitre 1, para-
graphe HI, 0’y ligurant pas.

SOt
1 1 1
12
My ml, ey !,)/”"1,
PR P o
N Ny M
. e ey ce ey
" 4 YA
/n”, ’”i’ .y DV o1

le Tableau correspondant des quantités o definies parles formules (12)
da Chapitre I, paragraphe 11

Dans la forme considérée, pour toute valeur de n ¢gale ou supé-
ricure i v, les cquations S, serontrésolues par rapportiades ensembles
canoniques d'ordre 7 ayant précisément pourindices les nombres « du
Tableau precédemment éerits il en resulte que N, sera ¢égal au nombre
total des dérivees de ces p ensembles canoniques, ¢’est-a-dire, en uti-
lisant la formule fondamentale ¢tablie an Chapitre précédent,

)

, r / P \
' ) N . al . — .
Ny=p -x~> oy = () (/; +> o :,) A Dy (12) (/; +> f,,§)>,

1 1 * 1

ou, ¢n p()s;ml,

— 1
ln — ) (”1,1

3 i
(14) Jh ::24""’

(12) Np==pp Ao () (pds) 4oy () (p = Ly).
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3. Lordre canonique a manifestement une limite inféricure 05 par-
tons de la forme canonique correspondante et appliquons la for-
mule (5). Cette formule sera valable certainement pour toute valear
de n supérieure 0, ce qui nous montre que, a partir d’'une certaine
valeur de 2 inféricure ou égale 2 0, on aura

NN == Alll-wl.{_ "\m PR T "\0””‘ e Pn )s

et le fait que toutes les expressions Ny, quel que soit e superieuraf,
sont des invariants, se rednit simplementau fait que les e coefficients

A 19 N w0, Ay

sont des invariants.
Nous obtenons done, comme invariants, tous les nombres N, jusqu’a
une certaine valeur de 2z, puis m nombres A.

V2

4. Considérons deux formes canoniques €, G2 du méme systéme S,
C pouvant étre obtenue apres avoir eflectué dans S une eertaine (rans-
formation ponctuelle et €7 apres avoir effectué une autre transforma-
tion ponctuclle.

Si Vo désigne par T, Ty ooy Lo T, T oo B Tes quantites
relatives i ces deux formes et détinies par les formules (1), on aura,
pour z suflisamment grand,

N/I = i l/n | f?l(”)(/’ i I/II PR PP ’f‘m u(/')(/' i ln )y
Nym=p= ) tp U ) cm, () (p o+ 1,

et 'cgalite

'
5, L,

’

o0,
........ 3

/ —

I/u 1 Im [

Si, comme nous Pavons fait pour les formes ordonnées, nous conve-
nons Cappeler formes canoncques «"un svsiéme différentiel (outes les
formes canoniques sous lesquelles il peut se mettre apres une (rans-
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formation ponctuelle quelconque, nous pourrons dire que les m quan-
lilés

lu» l]s R lm -1

sont tneariantes (/umul on passe d’une forme canonique du systéme a
toule aulre forme canonique du méme systéme.

De Uy %yy weny %y Clant les nombres fondamentaux relatifs & une
meonnue w, cherchons e nombre M des dérivees dordre égal ou infe-
ricur a o qui sont données par les fonctions initiales correspondantes.

Sioz, =0, ¢’est w elle-imeme qui est arbitrairve et donne les valeurs
mitiales de toutes les dérivees dCordre ¢gal ou infericur a 7. On a done

M= Y L1 =T i A I
Supposons %, = o. Les fonctions arbitraives

u 0% Ty
W, = e

)
) el
oy ot

. " — W
potut [ it A

donneront les valenrs initiales de toutes les dérivees dCordre égal ou
inféricur o de e par rapport iy, oo, e, puis toutes les dérivees
Pordre ¢oal on infériear e 2 e ranpor i 4 o efe

drordre egal ou mberrear a e -1 e o par rapportax,, ..., @, cle,

el enfin toutes les devivees dordre cgal ou inféricar & 2 — o, + 1
J*

S 1 PAr rapport iz, oo,z done, au total, un nombre de déri-
(.I'l‘

vies cgal i

de

Y1 (104 0) A= () = g (e — oy s ),

ou ecneore |
P S R N AL

En continuanta caleuler pour les sérvies saivantes de fonctions ini-
Gales, on arvivera, comme on Pa fait dans Te caleal des nombres des
termes d'un ensemble canonique, a Pexpression

M- ’,’///( PR A /:J/“‘ ol — )

,CJNI l‘/’ b1 B e P == Dy D)

R e R - P I Dy (1A Gy = Dy ),
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avece
M=u9,,(n-+1) s g1,

M=M si o, = O.
Ajoutons & M une ligne supplémentaire
O (n41—ap—. =Ty )= (N gy O,

qui est nulle. Nous voyons alors que nous trouvons pour M exacte-
ment le nombre des termes de Pensemble complémentaivre d’un
ensemble canonique d’ordre 72 i m - ¢ variables et avant pour indices

Goy %y eeey pyny O

Les m premiers o seront ceux formés avee les indices 2, %, ...,

il=gm 1) (g ) e () e g (g,
On aura done

M= - C;"I(”'“ T 1) ’:’1'(““"" Tope 1) == e ’}’w(' STN) T Y (- ’7“‘)

= (e (=g ) b g (1) (Ut ) b g, (0 b 1)

6. Les nombres N, d'ordres supericurs & Pordre canonique mini-
mum donnent naissance aux invariants T, I, L, quioont des
expressions algébriques simples au moyen des nombres fondamen-
taux, mais il n’en est plus de méme pour les nombres N, qui corres-
pondent i des ordres infericurs; on constate que ces invariants ont
des définitions qui présentent plutot un caractére disconting et arith-
métiques saivant les grandears relatives des nombres fondamentaux
ils sont dépendants ou independants de certain dCentre cux.

Ces invariants ne présentent done ni la simplicite ni Pintéret des
invariants I, mais il se présente néanmoins un fait extrémement
remarquable, ¢’estCque Tear somme estun invariant i définition alge-
brique et qu’on arrive ainsi & un nouvel invariant precisément de
meme forme que ies .

Posons

Iop = Nyt Npog o=
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Sotent o), ..., a”

2z

les nombres fondamentaux complémentaires
relatifs aux diverses inconnues.
Chaque inconnue donnera naissance i des quantités

i i 7 i
Glye M, sy By s My

la dernicre ¢tant formée en continuant i appliquer la regle de forma-
tion successive des précédentes et i des nombres

My, M. ..., M,
On a, par définiton meme,

W+ (M. =M, (), 4. o-al) =pw,(n+1)
ou

I
_ \ ‘
Gy, VAR 1) -~ (“ i L)
1

Si Pon forme M~ o/ dapres la formule du paragraphe précédent,
on voilt apparaitre la quantité

~ 7 [P - el el e i
- fr"l( “ O ) P Ty & Gy 5T, 7’1( Tin )

et, par sutte, la quantité o) .
Sialors nous posons

»
. Rl .
(l()) I/u E “}d (”;u’

1
nous (rouvons immaediatement

(17) op=p 4, w(n)(p41, )+ o, n)(p+1,),

ef, comme )G, est invariant ainst que T, 1, oo, 1, il en résulte
que 1, est ausst un tneariant quand on passe d’une forme canonique @

toule aulre ./()I'/N(' /,'(llll)lll.(/llff (/[l méme .S:}’.S'/I"I}I(f.

7. Nous venons de frouver une expression de 3%, qui est un poly-
nome entier de degré men

S, == W (1),
Ann. Ee. Norm., (3), XXV. — Jun 1908,

w
NG
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Comme on I'a fait remarquer & propos du polynome P(n), si 'on
calcule ce polynome au moyen d’une forme canonique, on est assuré
que égalité précédente a lieu pour toute valeur de r égale ou supé-
ricure a I'ordre canonique; mais, par suite de U'invariance des I,
toutes les formes canoniques donnent le meéme polynome, de sorte
qu'on peut aflirmer que w(n) représente 9%, a partiv de Pordre cano-
nique minimum 0 déja considére.

Il peut méme arviver que €(n), que nous appellerons le polynome
associé au systéme S, représente 9%, pour des valeurs de 2o inféricures
a 0. .

Prenons par exemple le systéme

)P u JPu %

—_— IO _— =0 — T O
o’ ’ dxtdy ’ axd ’
J*u

;}-—,—‘.2 == 0,

qui est canonique i Pordre 3 el qui ne peul étre mis sous aucune

forme canonique d’ordre inféricur. On a le Tableau de nombres fon-

damentaux
%y %, o,.
o 0 2 O
e O 3 0
d’ou 'on conclut
I,=o, I — — 35, |
el
Klny =n>—on41==(n—ri).
Pour n =2 on a
IOy == 1 et Wlre)=1;

done Pégalite
o, = P(n)

Elle a licu aussi pour 2 = 1, car

Ny =—o0 et (1) =o0;
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mais elle n’a plus liea pour 7 = o, car

)Gy 0 el (C( 0)=—1.

Dans cet exemple, Te polynome associé estvalable i partir de 7 =1,
tandis que les ordres canoniques ne commencent quin =73.

Quand nous aurons i nous en servir, nous désignerons par w lordre
le plus faible & partiv duquel Pégalite

Vo, == W(n)

alicu sans interruption, ¢t nous Vappellerons [e degré de validite du
polynome associé.

I1. SEcoxnr METHODE.

I. Partons d’un systeme différentiel S aux inconnues w,, ..., w, et

/)
aux variables @y, ., ..., 0.

Supposons quapres lai avoir, au hesoin, appliqué une transforma-
tion lmnvl,uvllu Ty, on ait pu le mettre sous une certaine forme cano-

nique A caractérisée par un certain Tablean

0 I | 1
\ a”‘ a’]? A | a’l’l 1 G"I“?
(/\) L
' 1 ) n »
o, e, e al o, e,

de nombres fondamentaux.

Supposons alors qu’on applique & S Ta transformation ponctuelle T
la plus géncérale. La possibilite de.mettre S sous la forme canonique A
est une possibilite de résolution des équations successives S, par rap-
port a certains ensembles canoniques s puisque cette possibilite existe
pour la transformation particulicre Ty, elle existera pour la transfor-
mation générale T, pourva que les fonctions qui définissent cette
transformation ne satisfassent pas i certaines conditions A, qui ne sont
pas réaliscées identiquement puisqu’elles ne le sont pas pour T,.

Si, en oulre, on remarque quiapres la transformation générale T
rien ne distingue entre elles Tes différentes inconnues, on voit que le
systéme S, apres la trans formation ponctuelle generale T ne satis faisant
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pas a certaines conditions -\. non réalisées identiquement, pourra se mellre
sous une forme canonique caractérisée par le Tableau A de nombres
fondamentaux, les diverses lignes de ce Tableau pouvant étre mises dans
un ordre arbitrairement choust.

Supposons maintenant qu’au moyen d’une transformation ponc-
tuelle T, on soit arrivé, pour S, i une forme canonique B caractérisée
par le Tableau

At 1 21 1
s (Jo’ I lC/u 1 P
(B) D e i ey ey
’ o o op o
poy Jl]? eeey 16//1-[1 r"m?

et répctons le raisonnement précédent; nous (rouverons cerlaines
conditions a non réalisées identiquement, puisqu’elles ne le sont pas
par la transformation particalicre Ty.

Il existera done des transformations ponctuelles ne satisfaisant ni
aux conditions -1, ni aux conditions w. Soit & Pune d’elles. Le sys-
(eme S, apres avoir subi la transformation @, sera un systéme X aux
INCONDUCS ¢, Oy, .oy 9, aux variables v, v., ..., y,. et pourra, tel
quil seradce moment et sans subiraucune nouvelle transformation, se
mettre sous deux formes canoniques; ¢, avant pour nombres fonda-
mentaux, dans fa premicre forme, une ligne arbitrairement choisie du
Tableau (A) ef, dans L seconde forme, une ligne arbitrairement
choisie du Tableaw (B); ¢, ayant pour nombres fondamentaux, dans la
premicree forme, uncautre ligne arbitrairement choisie de (A) et, dans
la seconde, une autre ligne arbitrairement choisie de (B), etainsi de
suite.

2. Nous pouvons done supposer que, dans X, ce soient les incon-
NUES ¢, Oy iy wvey ¥ gpy qUi, pour la forme canonique A, corres-
pondent aux lignes du Tableau (A) pour lesquelles on a o, =1, ¢’est-
a-dire aux lignes de la forme

I, 0, vy O, 0O
et que, pour la forme canonique B, ce soient les inconnues Cps Vppmts +os

Oy qui correspondent aux lignes analogues du Tableau (B ).
Supposons @ et b in¢gaux, par exemple
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Sous la forme canonique (B), le systéme X montre, par application
du théoreme de Cauchy généralisé, que 'on peut se donner arbitrai-
rement
"p’ "/)-—I» LI} "p»—/: 19
mais que, ceci fait, aucune des autres inconnues

1y Cu, L] “pah

ne peut étre prise arbitraivement.
La forme A montrerait, au contraire, qu’on peut se donner arbitrai-

rement

1y Ty LR | “/) ~t1
Yest-a-dire qu’une fois

iy s MR "p b1

choisis arbitrairement, on pourrait encore choisiv arbitrairement
by sy "/: -1+

Gette contradiction montre que et b ne peavent étre inégaux; done

on a forcément
= 10.

Dans les deux Tableaux (A) et (B) les =, et §, ne peuvent étre
cgaux qu'a zero o un, el le nombre de ceux qui sont ¢gaux b un est le

mémes; on peut done éerire

L\ -
\ [ 2 |6()7

e

2 oy (=) TZZ Di(—=Bo)-

Si lon remarque, en outre, que z, = g,, on voit que la somme

ou encore

I I

3 . S
oY i) =

1 1

est la méeme pour les deux Tableaux (A) et (B), ou encore que I, est
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un invartant quand on passe d’une forme canonique a loule aulre forme
canonique duw méme systéme.

3. Partons du systéme X sous la forme A; donnons-nous

¢
Pl AR ] P

et consi(;lér()ns l(} SYSH*II’](‘, comime aux ill(f()llllll(‘S
Oy Fa, e, Yy (g=p—a),

pour lesquelles on a

| — 2 . — [7—
oz, = ’.Z“ s .’/,0 = 0.

Prenons comme ¢équations principales les équations d'ordre z,
n étant supeéricur i Pordre canonique de A, mais choist d’une facon
arbitraire, et considérons les fonctions

0 0}

e ey

o,

0
)
auxquelles se réduisent respectivement

du; " Yy
A ’ ’ dyt !

quand on y fait y, = y!. Comme nous Pavons va dans le théoréme de
Cauchy généralise, nous aurons avantage i poser

e} o tepr !

0 ey, 0 [ —
0y = w?, 0= e

oy i gnr —
- 2 2
{ ()")/._;‘ !

et nous obtiendrons, pour déterminer les ng inconnues g+, un systéme
canonique A, dont nous allons calcaler le Tableau des nombres fon-
damentaux.

Considérons 'inconnue

v/ (6 oy J e —1).
Elle figurera dans les ensembles canoniques principaux de A, en
provenance des termes de la forme

I,

dyi.o.. ’
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en 'y supprimant le symbole
J
Jdyh
pour le remplacer par
J

St />, la premiere suppression donne un ensemble canonique
complet, dordre n— ; a me— 1 variables, dont tous les indices sont
nuls; st alors on remet le second symbole, on a un ensemble cano-
nique d’ordre 224 m — 1 variables, mais dont tous les indices sont

Oy, f, O, .., O.

Sty = o, la premicre suppression ne donne plus un ensemble com-
plet, mais un ensemble d'indices
/ i

Oy Oy, Gyy ooy Gy gy

de sorte qu’en remettant le second symbole, on a un ensemble d’in-

dices
i I I
,oay o, al, oo, -

k]

0O

Enlin, st j<Za', inconnue whone figurera pas dans les ensembles
principaux de Ta forme canonique Ay elle donnera un ensemble cano-
nique nul dont les indices seront

I, O, O, 0.

IEn résumdé, le Tableau des nombres fondamentaux du systéme cano-
nique A, sera

TaBLEAU Ay

.A,U' .{l' .("!' .{IN ' .flu.'l'

Wi I o o o ”
A

e 1 O 0 v 0 ”
!

WL I AR %) . - ”
ol

S 0 al -1 0 ) 0 v
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TasLeav Ny (suite).

I l’l i’. h(nl-—'.' A4'l|'_l
Wt 9 n—1t 0 0 ”
.......... O e
W 1 O 0 0 ”
q

n'fj‘" L 1 ) O O

al ¢ A 7 %! ”
wolo oo ) Ly a2 -1
@it o O A O 0 ,
R 0 "—1 0 P .

Dans ce Tableau nous w’avons pas fait figurer les -, |, parce qu'il
n'est pas possible de déterminer d'une facon précise les valeurs
des v, qui corvespondent aux différentes inconnues a0 i cause de
Parbitraire qui existe dans Ie choix des derivees quion peat prendre
comme constantes initiales.

Sictoutefors on remarque que le passage de A G A n'introduit
aucune constante arbitraire, on en conelut que les constantes arbi-
traires introduites par Papplication du théoreme de Gauchy généralise
ala forme A se retrouvent dans Papplication da méme théoreme o la
forme A,, d’olt résulte

Z 7/11 1 —:Z a/ny

et cette égalite suffira pour la suite.

4. Supposons nopris supérieur aux orvdres canoniques de A et B
nous pourrons, par le procedé précédent, former deux systémes A,
et B, s ces deux systemes seront aux imémes inconnues ef aux memes
variables. Les deux systemes aux inconnues 07 sont rigoureusement
identiques, puisqu’ils expriment tous deux les conditions que doivent
remplir fes meémes fonctions pour que les ¢ vérifient le systéme X, Les
deux systemes Ay, By résultant de ces deux systémes identiques en y
faisant la méme transformation
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seront done aussi identiques, de sorte que A, et B, sont deux formes
canoniques qu'on peut donner h un méme systeme X, sans y faire la
moindre transformation. Autrement dit, ,, A, B, sont des systémes
a m —1 variables qui remplissent exactement les conditions qui
avalent ¢(é imposées aux systemes X, A, B o variables.

On pourra done ratsonner sur X,, A, B, comme sur X, A, B, et
obtenir de nouveaux systemes X, Ay, B, 4 me— 2 variables et rem-
plissant encore les mémes conditions.

En continuantainsi, nous arriverons aux systémes X, VA, ,B,_,,
doune variable, et enfin aux systemes X, 0 AL, B, qui ne contiendront
plus de variables et seront les relations finies qui doiventCexister entre
les valeurs initiales des inconnues de X, | pour que ces inconnues
verifient X, . Ceel posé, remarquons que Pinvariant

E 2

relatif au nombre des inconnues qui peuvent ¢tre prises enticrement
arbitraires s"applique au passage de A i B, au passage de A 4B, ele.,
el au passage de A, o B, 1 sTapplique ¢galement an passage
de A, o B, qui sont deux systemes finis et équivalents de relations
entre les memes constantes,

Remarquons aussi que, dans lear ensemble, Tes nombres fonda-
mentaux de rang £ de A S"expriment au moyen des nombres fonda-
mentaux de rang /o -+ 1 cCde ceux de moindre rang de A, de sorte que,
de proche en proche, nous pourrons dive que, dans leur ensemble,
les nombres fondamentaux de rang /4 de A, s’exprimeront au moyen

des nombres fondamentaux
74 yy veey fev ke

de A.

5. GConsidérons successivement les groupes

]

A, B,
Al B,
A, B,

>
A/n 19 Yt 1y
/x"l7 !;/”'
Ann, e, Norm., (3), X%V, —~ Juin 1908, 36
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L’invariant Xo,, appliqué au groupe A,, By, nous donnera, en expri-
mant les z, de A, et B, au moyen des o de A et B, un certain inva-
riant [, contenant les o, et les o,.

Appliquons ce meéme invariant Xz, au groupe A,, B, il nous don-
nera, en exprimant les e, de A, et B, au moyen des z de A et B, un
certain invariant I, contenant les o, les o, et les o,, et ainst de suite.

D’une facon géncrale, Uinvariant Yo, appliqué au groupe Ay, By
donnera, pour A, B, un invariant I, contenant les o, o, ..., 2, et
finalement le groupe A,,, B, fournira un invariant I, dépendant des
Cgy yy wnvy Doy Pne

Constdeérons Uinvariant 1y il sobtient en appliquant & A, B, I'inva-
riant I, qui, appliqué a A, B,, donne Uinvariant I, de AB. Cetinvariant
n’est done autre que Pinvariant I, appliqué a A, B,. Plus générale-
ment, Uinvariant I sera Pinvariant Iy appliqué o Ay, By, ¢est=a=dire I
applique a Ay, By, ¢est-a=dire T appliqué a Ay, Bioys ele, ¢lest-
a-dire finalement Pinvaviant I, applique a A, By, de sorte qu'en
définitive il n’est pas utile de passer par les systemes successifs; il
sullira de former, comme nous avons fait, le Tableau de nombres
fondamentaux pour Ay, Bys en lui appliquant Pinvariant I, demontre
directement, on obtiendraly; en lai appliquant I, on obtiendra Ly, ete.;
en lut appliquant1,, [ on obtiendra I,

6. Pour appliquer commodément le caleal que nous venons d'indi-
quer, commencons par former le Tableau des o du systeme A5 ce
sera, en remarquant que les inconnues @ correspondent i des incon-
nues v pour lesquelles o, = o, done 2, = 5, :

TasLeAu Sy

Sye Sy 8. Sy -ae S
0
[ 1 I I I ”
Tl
Wl [ I 1 f ”
7l 1 ]
e 0 Ty Ty Tin -1 7
Tl
[ 0 gl Tl ! B



TaBLEAU Sy (swite).

F m—21 .lll'—l'

Wit O n—r1 n—1 "w—1 ”
........................... ”
!l 1 1 1 1 ”

/N .

f’/ 1
wgtt 1 I 1 I ”
n"’z 0 s v !

R 3 Ty T ”

7
Wt o 5= 511 o1 a
“'5/" L 0 1" — n—1 no—1 ”

Quant aux s, ,, nous savons qu’nn a

~ 4 O ‘1
‘\d S _2 Spew == \ T \

Tt~
2 et / m—1

comme conséquence de Pegalite

N Bl
}_‘ Ym» ]::.2 I
On doit remarquer que Taloi de formation des colonnes successives
du Tableau S, devient régulicre a partiv de la seconde et qu'il ne se
produit de nouvelle irrégularité quiau passage & fa colonne s, .

. - . . . .
7. Pourappliquer 1, ::}_‘ v (— g,)a Ay, il nous faut former

V ’l))("'—‘s",)

4 i

P

du Tableau S0 On obtientimmédiatement

';11 ’?l("— L ’7’1/ ’191(_1)
ou
(=) ) e o (— 0,

l

somme qui est done invariante dans le passage de A a B.
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St alors nous consudeérons la somme

P P r
[ N ! N ‘
Z"’I“}‘{Plt—gl)+‘/‘(‘gﬂ( Ty )
1 1 1
q I r
LN PN
__Zcpl(——o-,)+_,_qol(——al)—+« Dol — 5 ),
1 q+1 1

nous voyons que la premicre partic est invariante quand on passe de A
a B, la seconde a une valeur fixe puisque tous les o, qui y figurent
sont ¢gaux a wn, ef la troisicme est nulle puisque lous les o, Clant

)
.

¢gaux i séro ou wn annulent o, I en résulte que
r
-
11::2 /p)'l
1

est invariant quand on passe de A d B.
Admettons maintenant que

I’ I' /l

- ; LU ~ )
I,= Z o, [, —"> ', Ceey I, “::3 Ay

1 1 ]

sont des invariants, ot appliquons Finvartant I, & AL
Il nous faut faire la somme

o A N =~ :
}_‘ Dhvrl==$y) +Z Dpl—=81) ... }‘L Dy (—51)
etendue 4 tout le Tableau S,.
Caleulons d’abord la portion qui correspond aux inconnues
i, o, o, w1

elle se décomposera elle-méme en sommes partielles relatives aux
diverses colonnes.
La portion

-
2 . Dhar(— $y)



0
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sers
i,
7y ?/:H(“—l)y
qui est nulle, car o -1 est supéricur a un.
La portion relative a fa A colonne

N onsn(—s)  (o<k_l)

se composera de trois parties.
Une premicre

T Ontoay (— 1)

sera nulle si £ estinférieur a 2 et cgale i

— 7’1
ou eneore
kg (= '711 )

Si k== /I

La deuxicme partie sera
Yhokn (— 0‘2. L)
La troisicme partie sera enfin
Y kvt (=0 = 1) D e (=0 = 2) A P (— A1),

R N
¢lest-h-dire
DY P Ty =) = Dh ey W= n);

le second terme indépendant des o se retrouvera en passant de A 4 B
et lon pourra le négliger. Quant au premier, en vertu des propriétés
des fonctions », on peut I'éerirve

- t 3 ,
Doty (V) =% gy — 5y )-

nod

Finalement, La portion totale relative a w0, ..., af ' sera

Uppr =Ty )=y (—a)) 4w, (—oy)
T *7’1)' on o ( —Gl)-f-’.//,q(“—'f‘)

A, (=g )=y, (—0l) o, (—o))
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Si I'on supprime les termes qui se détruisent deux i deux et si Pon

y ajoute la quantité

cP/:»w(_‘ 74 )

qui est nulle, on trouve immédiatement
Y

Notre calcul montre done que la somme

U

-~ )
2 i
Wy, b1

1
ne change pas quand on passe de A d B. 1l en résulte que

P

LY ,
— 1
Ly == 2 )

1

est un invariant, car la portion relative aux p — ¢ dernicres inconnues
est la méme, ces inconnues ayant les meémes nombres fondamentaux

O

5 “ ey

dans A et B.
Ce caleul s’appliquera tant que 4 sera inférieur i me — 1, car on
waura i faire intervenier que les colonnes s, s, .., 5, o du Tableau S,
Supposons mainlenant
h==m—r1;
le calcul de
\ﬂ

{
RORRY

pour le Tableau S, se fera comme précédemment, sauf pour la somme

relative & la derniére colonne de S,. Nous avons remarqué que

ORT SPR
So1 - Sz T Tm— Tim~1s
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ce qu'on peut cerire

N , ~ : S : ~
2‘ CPI<_ Sim—1) :‘\_‘ CPI(“‘ a/,u) _};‘ ’91('— G/’u 1)"‘2 ?’1(—";111-:’)~

- -
O1 L

o, (— Sy ) a ete caleule pour obteniv I,_y, ¢t P'on a trouve
done

~ 3 . ~ ; . ~ : N :
Z 1 (._Sm«»x) ﬂ}_‘ Y 0’:,,) ‘—'Z v, (— "—jn'x) +}d’*f"~" o g"1) ‘F‘«\;_'J"l (_ U:H 1)

On obtiendra alors linalement
N . : ~ :
}..( ',9//!("" c’J] ) — Yy (— glt )'“}"‘}-‘ 'Pm—i ("—' G'; ) -+

3 : ~
'“"‘}_‘ ’Pz("‘ df" 1 ) “*‘2" 7 (-‘ Sm—1 )9

c’est-a-dire

q
B R R R .
}/-d KP"'( - g’l ) = ,fo/”"l(_ 0"2) Rk a CPZ(_— O';" 1 ) -+ r'."l(_— G‘:“)
]
Oou
"/ .
N
ij,,.
1

dar le méme raisonnement on montre qu'on peut, sans que inva-
riance cesse, ctendre la somme jusqu’a Uindice p, et Pon obtient ainsi

le e+ 1" invariant
Il

—~ .
I, == Y
mn = g

1

8. Les invariants I sont commodes, a cause de leur forme symé-
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trique. Dans certaines questions il est néanmoins utile de les rem-
placer par certaines de leurs combinaisons. Nous aurons occasion
d’utiliser la suivante

Si, comme nous Pavons déja fait dans des Mémoires antérieurs,
nous posons

r 4 d
Wil 5 2’*\ ; « QY

r(b:‘}-‘ a:), llz :/-117 crt lm:\ (/';/1’
1 1 1

les T ¢tant les nombres dCarbitraives des differents genres qui figurent
dans le systeme initial de Gauchy consideré, et si, de plus, nous tenons
compte de la formule fondamentale (2) relative aux fonetions 2, nous
obtiendrons immédiatement les expressions suivantes, ot Pon a
néglige tous les termes de Ta forme

wil—gy—1) (ko)

et ceux de la forme

Yy (— %)

)
Y

qui sont tous nuls :

A Al
Jn _— Iln

Jy=—T,

/l
. N .
Jy=—T, '*‘Z 92 (— o),
1

I r
Jy =—T1, +\ ’.'::(_’J'I.)‘*“E@x(—"fll'—‘)v
1 1
....................................... ,
r 4 1
Jm:'—' rm+ 3 ",”1(— 55/1.—"1 ) "F‘Z "f‘:s(—' 6{11 2T 1) ... Bﬂ '«U/u(”" '71; o ')'
i T
1 1 1

Ces formules n’ont plus la parfaite symétrie de celles qui définissent
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les I, mais elles ont Pavantage de mettre en évidence fes quantités T
qui ont une signilication intéressante.

9. Les ¢galites .
» » » )
O ~ ~ .
I, ’ﬁ.‘} YN l,:?:\ 0, y ],,,:\ o,
1 1 1

peuvent elre considerces de deux facons.

St Pony considere Tes o comme donnés, elles définissent les inva-
riants I.

St Pony considére Tes T eomme donnes, ce sont des ¢quations aux
inconnues % qu'il s"agit de résoudre en nombres entiers positifs ou nuls,
satisfaisant en outre & la condition que les o, ne peuavent prendre que
les valeurs zéro ow un, el que, st an o, est égal & an, tous les autres «
qui lui correspondent sont nuls. Dans cetordre d'idées, les équations
précedentes seront tout naturellementCappelées dguations d’invariance.

III. — Premiéres propriétés et applications des invariants.

. Partons d"une forme canonique d’un systeme différentiel S nous
formerons ses invariants et toute autre forme canonique du méme
systeme devrea avoir un Tableau

a(‘)’ a:’ A4 a/’l'l’ al‘ll’
e s ey,

r” 1A 4 4
A 75y cees Doy P

satisfaisant aux équations d'invariance

Iz
-~
lu "'Z ?l( = Ta)s
1
/’ I)
~ O
L= X 2= o1) + X pul—70),
3 1
............................. ,
r ! P
~ al al .
],,,:’:\; ’.:J,(—* O',,,)“F'Z o (—Tp1) . +2‘ D1 (—a)s
1 1 1

Ann. Ec. Norm., (3), XXV. — JumLer rgof. 37
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les o ¢tant des entiers positifs ou nuls satisfaisant aux conditions

Oy =01 =02==...7= Oy =1 (Fmit)

ou

Ty = 0O, Gl =CaTy .. Ty T

mne

La premicre ¢quation d'invariance donne un nombre limité de
systemes de nombres 7, car ce sont des entiers positifs dont la somme
est connue. Adoptant 'ane de ces solutions, la seconde équation fora
connaitre la somme

-
2

ce qui donnera encore un nombre limité de systemes de nombres o,.
On peut continuer ainsi jusqu’an bout et en conclure qu’un systéme S
donné n'admet qu’un nombre fini de Tableawy de nombres fondamen-
taux salisfarsant awr équations d 'tneariance.

D autre part, soit }: le systeme S dans Tequel on o fait Ta transfor-
mation ponctuelle générale; nous savons que les formes canoniques
de S sontles formes canoniques sous lesquelles on peut mettre direc-
tement ‘\_: GConsidérons alors deux telles formes correspondant au

méme Tablean de nombres fondamentaux. Sotent p Pordre canonique

’

de la premiere, g celui de laseconde, et supposons

[N

Dans la premicre forme, les ¢quations S,, Sy, ... seront résolues
par rapport i des ensembles canoniques

a1 a9 o

D ) /

l.(;, Lp; B U/

11 vy -

5 Dk

Ly 15 Ly. ) ’ l'ql,‘ 1
’ ) BRI ’

ceux d'une ligne ¢tant les derives de conx de la ligne precedente.
Dans la seconde forme, par suite de Pidentite des Tableaux de
nombres fondamentaux, les ¢quations Sps Spwrs oo seront résolues
par rapport aux ensembles By, By, oo da Tableau précédent. Dans
cette forme, les équations Sy seront résolues par rapport o des
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ensembles

I
Mt

qui seront au plus ¢gaux aux ensembles E,_, puisque leurs ensembles
dérives doivent étre au plus ¢gaux aux ensembles By dérives des
ensembles By, et, comme le nombre des termes des ensembles l*]!',,_l
est. egal a celui des ensembles By, 1l en résulte Pidentite des
ensembles B, et B, .

On pourrait continuer ainsi et Pon arrviverait io démontrer Uidentité
des ensembles I, et E,, de sorte que les deux formes sont du méme
ordree canonique el résolues par rapport aux mémes ensembles cano-
niques. Les deux formes ne pourront différer que par la résolution des
¢quations auxiliaires. Nous pourrons done dire que ces deux formes
canoniques ne sont pas distinetes, et, par suite :

A un Tableaw de nombres fondamentawr: satesfaisant awr cqualions
d'invariance ne peut correspondre plus d'une forme canonique  du
systéme.

Si 'on rapproche ce résultat da précedent, on en conclut immddia-
tement :

Le nombre des formes canoniques distinctes d’un méme systéme dffeé-
rentiel est toujours limite.

2. Employons le Jangage de la géométrie & n dimensions. Nous
pourrons dire que le systeme X, qui dérive du systéme S par la trans-
formation |mn<:lu(‘|lv la plus géncrale, définit une multiplicité am di-
mensions dans un espace o m+ p dimensions. Bornons-nous & con-
siderer alors la transformation ponetuelle Ta plas générale équivalente
a un changement d"axes.,

Nous remarquerons de suite que les axes interviennent dans la
definition des dérivees d’ovdre e des fonetions inconnues par rapport
aux diverses variables et qu’il en sera de méme pour un systéme de
p ensembles canoniques dordre noqui ne sont pas tous nuls ou com-
plets.

Soit &, un tel systéme et soit &, Pensemble analogue relatif aux
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nouvelles inconnues et variables, le nombre de termes de ¢, et &) ¢tant
précisément le nombre N, des équations S,,.
Si, quel que soit le changement d'axes, les ¢quations S, n’¢laient

7/

jamais résolubles par rapport & &, qui est toujours délini de Ta meéme
facon par rapport aux axes, ce fait constituerait, pourles multiplicités
intégrales, une propri¢té relative aux axes etqui serait vraie quels que
fussent ces axes, ce qui estmanifestement impossible.

Il en resulte :

Aprés un changement d’axes indéterminé, les équations S, sont réso-
lubles par rapport a tout systéme d’ensembles canoniques d’ordre n done
le nombre total de termes est N,,.

Considérons alors un Tableau de nombres fondamentaux satisfaisant
aux ¢quations d'invariance.
Si g est le plus grand des nombres

2 g
a’m -1 M4 g/ll 1

g}/l—l’
relatifs & ce Tableau, pour toute valeur de 2 au moins égale a o, 1l
existera certamement des ensembles canoniques

B, ..., EI,

ayant pour indices les nombres o du Tableau, et, apres e caleul du
nombre des termes d'un ensemble canonique et les cquations inva-
riance qui sont vérifices, le nombre total de leurs termes sera

/’+lm l+@l<”‘)(["}‘l/u 2)“"-""}' ?/:1 1(”‘)(/' '}'l(»)'

Mais nous savons qu’i partir d’une certaine valeur de 2 cette eXPres-
ston est égale a N,. 1l en résulte quapres le changement dCaxes les
¢quations S, seront résolubles par rapport aux ensembles B!, ..., 17

‘ur
pourvu que o soil supérieur a une certaine limite. Les ensembles
ol - , oo ) A
By oo B elant alors les dérivés des ensembles B, ..., B2, comme

ayant mémes indices, il en découle la conclusion immédiate que le
systeme S ainsi résolu est sous forme canonique et a pour Tableau de
nombres fondamentaux Te Tablean donne i Navance.

Si lon remarque en outre que fe changement Paxes nest qu’un cas
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particulier de lTa transformation ponctuelle linéaire, nous arrivons i
cette conclusion

La transformation ponctuelle lindaiwre « coefficients indéterminés per-
mel surement de meltre un systéme differentiel sous toules les Jormes
canoniques dont les nombres fondamentaux satisfont aux équations
d’tnvariance.

3. Considérons un systeme différentiel dinvariants 1, 1,, ..
A partiv d"on certain ordre on a

R

No=p+L, oy (p+1, 4) v+ Dt () (p 414y,
Qautre part on a, par la formule Faddition des fonctions o,
G (H=1) =y (1) A=y 2 ()9 () o9 (1)@, (1) 4= Dy (1),
ou, en tenant compte de ce que Pon a

w, (1) ==,
quel que soit g,

Do (e b=1) g () A A=, G (R) A=, ().
I en resulte que Ta différence
Nu"‘(/"*‘ I, — V) 9Yom 1(” -+ 1),

dans laquelle le coeflicient de g, () est Punité, devient positive &
partic d'une certaine valear de 7.

Soit alors poun ordre satisfaisant a4 toutes les conditions préce-
dentes et soit ¢ le nombre des inconnues enticrement arbitraires ;

on d
g —=—1,,

et le nombre des termes d’un ensemble canonique complet dordre
est,
Dot ([ == 1)0

Siaux ¢ inconnues arbitraives nous faisons correspondre des
ensembles canoniques nuls, puis aux p — g — 1 suivantes des ensembles
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canoniques complets d'ordre w, nous aurons un nombre total de
termes

(p—qg—0)0ua(p+1)=(p+Li—1)g,(p+1),

done inféricur au nombre Ny, des équations S,. Nous pourrons done
trouver un ensemble canonique non nul B, d'ordre uw correspondant
la pi“me inconnue et tel que le nombre total des termes devienne préci-
sément Ny.

Nous pouvons recommencer le méme raisonnement pour les ordres
U1, w2, ... ¢l trouver des ensembles canoniques

5 -
hp,+1 » '51}.»1 25

Si Pon suppose qu’on ait elfectué dans S la transformation pone-
tuclle linéaire indéterminée, on sera assuré que les équations S,
Spars «-- seront respectivement résolubles par rapport aux systéies
d’ensembles canoniques ainsi determinés. Je dis que Ta forme obtenue
est canonique. Pour e voir il saffit de remarquer que, si Fon fait Ta
résolution régulicre et cinonigue du systeme S (ransformé en prenant
les inconnues dans Nordre

Ugirs Ugpny  oony Upoyy Mgy Wy oo, M,

Uyy ooy 1, Clant celles quon peut prendre arbitrairement, on retombhe
forecément sur la résolution precedente et que, comme on ' vu dans
la formation des systemes canoniques, la résolution vegulitre conduit
forcément & une forme canonique.

Nous en tirons cetle conclusion :

Tout sysicme différentiel compatible a p inconnues posséde une forme
canonique dans laguelle p — 1 ensembles principawr: sont nuls ou com-
plets.

Il résulte de la que les équations d’invariance admettent toujours
une solution dans laquelle il y a — I lignes correspondant i des
ensembles nuls et p 41, — 1 lignes correspondant o des ensembles
complets. Si Pon ajoute que, pour la forme canonique spéciale que
nous venons de (rouver, il y a un certain nombre Xz, de constantes
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arbitraires et que les 2, ne figurent dans la (m + pyere dquation d'in-
Varianee que par cette somme Xz, on en conclut qu’nn peat, sans
cesser de vérilier ces ¢quations, remplacer tous les o, par zéro, sauf
un (qu’on remplace par lear somme, ot par suite :

Les équations d’tneariance d’un systéme compatible admettent toujours
une solution de la_forme

O, Py B T ) Lo
0, 0, > O, 0,

Al ’ o ’ b
O, 0O, oy 0O, O,
I, O, . O, O,

9 9 *y 9 b
1, O, .y 0O, 0

Cette solution st évidennment unique, comme e montrent inmeé-
diatement les equations d'invariance; nous Pappellerons la solution
extréme des équations d’tneariance, et la forme canonique-correspon-
dante sera la forme canonique extréme du systéme differentiel.

4. Donmons-nous a priore des nombres 1, 1,, ..., I, et supposons
que ces nombres soient tels que les équations d'invariance soient
compatibles, ¢’est-h-dire admettent au moins une solution

1 1 1 1
Tys Pas  ceey Gy Gy,

Sy ey e ey e,

» " P P
aqn 0.1, ey a/u—l’ alll’

correspondanta un nombre p d'inconnues, les nombres « satisfaisant
A toutes les conditions indiquées an dernier paragraphe du Chapitre
précedent.

Nous remarquerons immédiatement que, si elles sont compatibles
pour p, elles le sont encore pour p + ¢, car si, au Tableau précédent,
on ajoute ¢ lignes formées par des zéros, on ne change pas les valeurs

(IUH I. Nous pouvons (J()IH', SHPP()S(‘I'
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Si nous prenons n supéricur au plus grand des nombres o), du
Tableau précédent, nous sommes assuré qu'il existe des ensembles
canoniques

g Ny
1 12 no
“na iy R ] Luy

tels que les indices de Ef soient les 7 premiers nombres de la giome
colonne.

Considérons alors le systeme différentiel S, obtenu en annulant
toutes les dérivees de ces ensembles. Quel que soit 2, le systéme sera
canonique, aura les mémes nombres fondamentaux o, =, ..., 2,
el, par suite, admettra les mémes fonctions initiales qui seront ainsi
independantes de . Ces fonetions initiales détermineront les valeurs
initiales d'un certain nombre de dérivees dordre o — 1, dordre
n— 2, cte.; prenons celles quio ne sont pas ainsi déterminées ef
rangeons-les dans Pordre suivant, en remarquant que toutes ecelles
d’un méme ordre relatives & une méme inconnue forment un ensemble
canonique : les dévivees d'ordre o — 1 de e, dans Tear ordre cano-
nique, puis les deérivees dordree no— 1 de w, dans Teur ordre cano-

nique, ctes, enfin les dérivees d'ordre no-—— 1 de w, dans lear ordre

p
canoniques; nous prendrons ensuite Tes dérivées d'ordre 7 2 ran-
gées suivant la meme loi, puis les dévivees dordre 73 eCainsi de
suite jusqu’i Pordre zéro.

Ayant ainsi rangé ces dérivees A, , nous remarquerons que le sys-
teme Sreste canonique avee les mémes nombres fondamentaux siPon
y ajoute les équations obtenues en annulant les ¢ premieres deéri-
vées A, .y, el cela quel que soit Ie nombre ¢ En ajoutant ¢ telles ¢qua-
tions, on ne fait, d"apres le théoreme de Gauchy généralise, que dimi-
nuer de g unités le nombre des constantes arbitraires. Le svstéme S,
donne, en outre des fonctions arbitraires, des constantes arbitraires
qui sont toutes les dérivées A, , dont le nombre 5,_, va certainement

en croissant indéfiniment avee n si les ensembles 14
nuls, hypothése vérifice foreément puisque

ne sont pas tous

L

p = Iy.
()n [)()ll[’[‘ﬂ d()l‘l(; ‘[)l"(?ll(ll'(i 72 ASSCZ "l';lllll [)()l”' liV()il'

AN

. . &
Opoy = d 1"
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Stalors on ajoute 1S, les ¢quations ohtenues en annulant les

N N
I _‘l atu
premicres dérivees A, on arrivera ioun systémne canonique ayant
les oy, 2y ooy %, , du Tableau considére et dont le nombre de con-
stantes arbitraires sera

N ;

- ‘1//1 *

Comme les =, n’entrent dans Pexpression de 1, que parleursomme,
on voit que fe systéme obtenu aura forcément pour invariants les
nombres 1, 1, ..., 1,.

Réciproquement, sTilexiste un systeme ddferentiel admettant les |
pour invariants, en e mettant sous une forme canonique, les nombres
fondamentaux corvespondants vértlieront Tes équations invariance
(qui seront compatibles.

Siles equations d'invarianee sont compatibles, nous venons de voir
que ce sont forcément les ¢quations dlinvariance d’un systeme diffé-
rentiel, done elles admettentune solution extréme; la réciproque est
evidente,

On en conclut :

Pour que 1,1, ..., 1, soient les incariants o’un systéme différentiel
a m vartables, ol [t et il suffit que les équations d'invariance formées
aveel,, 1y, ..., 1, admetient une solution extréme.

Remarquons que, dans un Tableau de nombres fondamentaux, toute

ligne de Ta forme

O, O, ..y O, 0O

donne une portion nulle dans tous les invariants et que toute ligne de

la forme
I, 0, ceey O, O

donne, dans chaque invariant, une portion égale & — 1. Si donc on
appelle ¢ e nombre des lignes de cette dernicre forme figurant dans

Ann, Ee. Norm., (3), XX V. = JuLLer 1gos. 38
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la solution extréme, les équations d'invariance seront

lu ’“"—’/1

I, =9,(—0a,)—q,

L =0, (—0,)+0(—0a )—q,
......... e e e e ey

Les invariants son(, par leur formation meme, des nombres entiers;
nous supposerons done toujours cette condition remplice.
La premiere équation donne fa condition

I, o

tirant alors ¢ de la premicre, et portant dans les autres, on esl con-
dizit h considérer les nouveaux ivariants

\V(A l(la \vl — ll - lm \VJ ‘L' - lln v ey \vm llll - I

0

qui sont encore des entiers et grice auxquels Tes ¢quations dinva-
riance précedemment éerites deviennent

W//LT: P (— Tm) + ’,Jz( T y) e =Dy, (— 7

)
= — T, Y, (—Om ).+ Y m (7).
On en tire, de proche en proche,

— W,
— g, = W, — 0, (W,),
— oy Wy—0, | Wy — 2, (W) | — 9, (W),
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et Pon en dedutt Tes conditions finales

\\"“ ,,“9
O WL W o (W W o W, — o (W) — oy (W) e,
que dotvent remplic W, W, o0 W, pour étre les mvariants d’un
systéme v variables.
Considérons en particulier le cas de deux variables; il v oa alors
trois invariants W et les conditions deviennent

\\‘U — ‘)’
W, o,
W,— W, o, (W),

ou, cn introduisant les invariants J,

’lnf; (’1
J,o,

Jy '%‘:t('ll ).

Les incgalités que nous avons obtenues sont de la forme

W, o,

W, o,

W, (W, W,

W, (W, WO W),

el nous remarquons nnmédiatement que ze, nombre des variables, 0’y
figure pas. Nous pouvons alors imaginer une suite infinie de nombres
W,, Wi, W, ... et Tormer, dlapres la loi precedente, Tes inegalités
succeessives en nombre iofinic Pour que W, W o000 W, sotent les
invariants d'un systéme iome variables il faut alors et il suffit quiils
verifient les e - 1 premicres inegalites.

Supposons alors que W W00 0W, sotent les imvariants d’un
systeme o+ b ovariables, ils verificront les m—+ k—+1 premieres
inegalitéss done W, W, o0, W verifieront les me -1 premiéres. Soit
alors A un entier queleonque positils nous pourrons choisiv un en-
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tier W/

L satisfaisant i

’\V/”H_l = F//H—l ( \V(h \Vly EER ) \\,m )v

7 /

puis, W, étant ainsi fixé, choisir W, ., tel que
\V;n»e-i 4 F,,H.»_)(\V.(,, \Vlv cety \VIII’ \V;/l =1 )7

et ainsi de suite, ¢’est-a-dire (rouver W, ., ..., W, ., lels que W,
W, .o, W, W, o, W0 soient les invariants d'un systéme @
m =+ £ variables; done :

SEW,, W, ..., W, sont les m ~ 1 premiers invariants d " wn systéme @
un nombre quelconque de variables, on peut trouger des sysiémes a
autant de variables que "on veut (ce nombre étant loulefois an moins
cgala m) et ayant W,, W, ..., W, comme m 1 premiers inoariants.
Il en est de méme pour les invariants | et les ineariants J.

La dernicre partic résulte immdédiatement des expressions des 1 et
des Jau moven des W.

5. Considérons un Tableau de nombres fondamentaux

s O, a:, 7.1‘,, ceey
(A) Do e o e
( o, af, af, ...,

que Pon peut supposer prolonge indéfiniment sur fa droite et dans
lequel La colonne des 2, est formée uniquement avee des zéros.
Soient d’autre part
Uy (Lo

une suite de nombres entiers positifs ou nuls ef
S, Say

les sommes analogues aux s formaées avee cux.

Sinous considérons le Tableau (Ay) obtenu en prenant les £+
premicres lignes de (A), il existe certainement un systeme différen-
tiel & £ variables ayant (Ay) comme Tableau de nombres fondamen-
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taux; done les cquations dlinvariance formees avee (A admetiront
une solution extréme

0, (ly, (y, ., Ay

Sioalors nous considérons le Tableaw (A, ), les & premicres tqua-
tions d'imvartance seront les memes que pour le Tableau (A,), de
sorte qu’on retrouvera les mémes nombres @, oo, ap et un nouveau
nombre a,,,.

On peut done dire que le Tableau A, prolongé indéliniment vers la
droite, déterminera une suite infinie

(lyy  (ly,

de nombres entiers positifs ou nuls.
Constdérons maintenant le Tableau

1 I
s O, 2 B S PN
(/\/'H) ot A ’ ? ’
’ o, af, .., oy, o.

1

Ge Tableau donnera naissance aux £ -+ 1 nombres
(Cyy Ly evny iy )

17

détermings parles ¢quations d'invariance suivantes, éerites en partant
des invariants J :

~ .
a, :::‘_,\‘ o',
N ~ .
R NI WA I N

~ ~ ;
ity =Dy (s, 8,) = h ol - N b, (5

l . al . .
= N A i : 02\ Dy (hoyy - ),

’ ' A ) i
U/‘.(’,,"*"‘l)/.,l(h/,, ey S ) TE \ ‘l)/;*l(’j/‘., ey

Si 'on considere les ¢quations analogues déterminant

Ly, Ly, P 2 P P
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on voitque la derniere seule change et est remplacée par
. N ~ . .
Wt Dy sy s = a;,”q—_\id«bﬁ_i,(c;‘, NI

On remarque alors que les o, ooy o sont formes avee les o, ...,
2, done sont les mémes dans les deax cas, ef qulil en est de meme
des sy, ooy sy formes avee ay, oo, @y On pourra done, par soustrae-

tion, obtenir

~ .
. i . ’
”/.'41"*\ Lhor M

'

ou, puisque @,  est foreément positif ou nul,

N\
Tl Dhie

Comme & est quelcongue, nous pouvons done affirmer que Ton a
la suite infinie dincgalites

~ & a
o, ::::L ol %, ;\_‘ !, e ‘\_‘ oy,

Ces inegaliteés ont une interprétation intéressante. Constdérons un
systeme différentiol a e variables ot poinconnues dont aucune nesi
arbitraire. Supposons-le, d"abord, mis sous une forme canonique
quelconque (distinete de Ta forme canonique extreme ) et caraclérisce
par un Tableau de nombres fondamentaux =, ..., o, Papplication, o
cette forme, du théoreme de Cauchy gencralise donnera, dans Pinte-
grale, des arbitraives des différents ordres dont Tes nombres seront

r, =) o', I',—= N o =N
P e d

et

Sionous prenons maintenant ce systeme sons sa forme canonique
extreme, on aura des nombres analocues

\l =y, "\:ﬁ: = My, ey \/n T My,
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el Tes incgalités demontrees donneront immaediatement
k)

de sorte que :

La forme canonique extréme qui, « certains points de vue, apparait
comme la plus stple, est celle qui donne e solution géndérale sous le
Jorme la plus compliquee, en ce sens que, pour chagque genre, elle donne
un nombre darbitraires e moins égal a celud fourni pour toute autre
Jorme canonique du systeéme.

6. En continuant, comme dans le paragraphe preecdent, o désigner
par Ay, oo A, Tes nombres T ode Ja forme canonique extréme, les
cealites ctablies au paragraphe IV de co Chapitre pourront s’éerire

Apmr— W,
v A — W v, (W),
Ny Ay Ay — W0, Wy — o, (W) 4= 2, (W),

Supposons alors que, pour une forme «:;nmniquu du systéme, on att

e Al I E—NTN I'ooy=>o (r<<my;

cest dire que tous les o, les 2, oo, les o, de cette forme sont nuls,
et 'on en deduit immediatement

Jy=Jdy =, =J.,=o, Joor—=— T,
et par suite,
W‘, - \V; —... =W, =0, \V,,, | e— l‘,-H,
I en resulte immadiatement

.
.. .= A\, 0, Ay =1,,.
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Pour (oute autre forme v:nmniquv on aura done

I"'=o, I, o, R I o,

¢’est-h-dire

puisque les I sont des nombres essenticllement positifs. Si, au
moyen de cette seconde forme, on reprend le caleul fait sur la pre-
miére, on trouvera

"\I' T l/'!»l'

On a done finalement

I

0

e l‘l ==

\
1 ‘ll"l’

Alnst :

Quelle que soil la forme canonique adopiée, le genre maxinaun et le
nombre des arbitraires de ce genre figurant dans Uintégrale géncérale
par application du théoréme de Cauchy  geénéralisé sont towjours les
memes.

On peut remarquer que Pon anrait pu démontrer cette propric(e
sans passer par laoconsidération de Ta forme canonique extreme. 1l
aurait suffi de démontrer que Ta condition nécessaire et suflisante
pour avoir

Joo d e d 0y e, — T

estque tous les z,, les 7, o0, Tes o, sotent nuls, Cette démonstration
résulte de ce que les o, les 2, o0’ entrent suceessivement dans les
successifs que par leurs sommes.

7. Nous avons vu précedemment que toute solution des couations
d'invariance donne une forme canonique du systéme. Quel est son
ordre canonique?

“aisons d’abord Ta remarque suivante. Nous avons introduit deux
polynomes PCryet @ (nyassociés au systeme s soient s ordre le plus petit
a partir duguel P(n) est valable, u Pordre analogue relatif i @ (). On
aforcément

Vi [J:
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en cflfet on a, pour 2 aw moins égal iy,
W= Iy 4 P(v) = P (v 1)+ DP(n),

et les formules ¢élémentairves sur les sommes de puissances semblables
de nombres enticrs successifs montrent que 9%, st un polvnome
entier Q(n) de degré m, puisque celui de P(r) est m— 1. Pour toute
valeur de 2z au moins égale a v on a done

.T@H o (__) (n ),

et, pour toute aleur an mmoins ¢gale i .,
W, = W),

Les deux polynomes @n) eta(n) seront done égaux pour une infi-
) . ANy {
nite de valeurs de 2, done seront identiques, ety par suite, ©(n) sera
valable certaimement & partie de Pordre v, et de Ta découle Pinégalite
annoneee,
D%autre part, pour quiil existe un ensemble canonigue dordre n
ayant pour indices

’ li
Oy Ay ey Ky

il faut etil soffit que Fon ait
7t 2

!
I

Soient alors un systéme S i variables el p inconnues, et

O, '2117 R ) a/“ln
2 ’ "y 2
Oy 71{7 ) a;/u’
1, o, L, 0,
” , . ?
1, O, 0

la solution considérée.

Si zest Pordre canonique de la forme canonique correspondante, i
existe des ensembles canoniques d'ordre noic e variables ayant pour
indices les e premiers nombres des diverses colonnes ef, pour cet

2 . ! 2
Ann. Ee: Norm., (3), XXV, — JUILLET 190K, 09
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ordre, le polynome P(7) est valable; on a done

> ol v
nzv, nzal, ., cey nah .

On peut méme prolonger les dernicres incgalités jusqu’a =4,
isque ces derniers 5,,_, sont ¢gaux i wn.
uisque ces dernters 5, sont ¢gaux a wn
ssignons alors par o le plus grand des nombres
Désignons alor role plus grand mbr

Y »
me—11 L ] Gm 1

Tt
relatifs & notre solution des ¢quations d’invariance. Ce qui précede
nous montre que 2 devra étre au moins ¢gal au plus grand des deox
nombres v et o soit & cet ordre minimum.

Réciproquement, faisons dans S une transformation ponctuelle
linéaire; puisque 2 est au moins égal & o, pour lordre 2 el pour tout
ordre supérieur, il existera des ensembles canoniques avant pour
indices les o, oy, «.., o,_, du Tableau e, puisque 2 est au moins

éeal v, onaura, pour toute valeur de 2z au moins ¢gale a 7,
N, P(ny,

ce qui, en overtu des équations dlinvarianee, signilie que N, est,
quel que soit 2, au moins cgal i 7, precisément e nombre des termes
des ensembles canoniques d'ordre 7 que nous venons de définie, de
sorte que, i partir de Pordre 7, les ¢quations S, sont constamment
résolubles par rapport i ces ensembles, ce qui montre que le systéme
est alors mis sous forme canonique el que son ordre canonique est 7.

Done

L'ordre canonique de la forme canonique qui correspond « une solution
des équations d’invariance est le plus grand des dewre nombres v et .

Lorsqu’on passe d’une solution & une autre, 5 change, ef, comme le
nombre des solutions est limite, = aura une limite inféricure ¢ et une
limite supéricure A, ces deux nombres, par leur nature méme, ¢tand
des entiers positifs.

On est alofs amené a distinguer trois cas si 'on remarque que v
peut occuper toutes les positions possibles par rapport a o el A
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Reprenons Pexemple cité dans le Chapitre 11 :

P Pouo e
'(m =0, ()‘;T—(.); s (_)' ;T-;-; pusaniy (),
e
T =0
Onaicl
I,=o, I, =-—0,

Piny=nn-— 3.

On a
P(o)y=r, Pr)y—=—1,
done
Voo,
En outre, on a
03, A=25,
done
v<ld Al
Prenons maimtenant
ot u at it NIt
—— ) R S e T2 () — T, R ————— T2 0
ot oyt t ot Dt dyr?
(2 3);
les invariants sont encore
Iy=o0, I, =5,

comme dans le cas precédent. Mais
l)(ll) o —3

donne, pour toute valeur de e infévieare & 7., une valeur qui n’est pas
nulle, tandis que, pour tontes ces valeurs de n, le nombre N, est nul.

On a done )
Vo b

£ el A sont Jes mémes que dans le cas precédent. Si done nous pre-

nons N
4o,

on aura ]
g v<<A,
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et, sl nous prenons

on auara
0<<A<Tv.

En prenant, pour 4, les valeurs 3 ou 5, on aura des exemples des

deux cas intermeédiaires

v =0, v== A
Les deux premiers cas
v <0< A,
9<v-<A

ne donnent, a priore, rien d'intéressant; la solution qui donne

donnera une forme dont Vordre canonique sera A, et la solution qui

donne

g0

. . : N
donnera une forme canonique dont Pordre canonique sera soit o,
soit v, suivant le cas. 1’y a que le cas particulier

v oo oA

(qui présente de Uinteret, car alors toutes les formes canoniques sonl
du méme ordre canonique.

Le trotsieme cas,
ATy,

est intéressant, parce que, sans auntre hypothese, on peut étre assuré
que toutes les formes canoniques sont du meme ordre canonique.

8. Létude precedente nous a conduit y introdaire deux nombres ¢
et A. Ces deux nombres entliers ot posilifs sont enticrement définis
par les équations dinvariance et, par suite, par les invariants. On

peut done poser
B =000y 1y, ooy L),

A=0(1,1,...,1,).
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[l semble difficile dobtenir Fexpression de Ta fonetion 05 mais, par
contre, les propriétés qui ont été précédemment établies pour les
solutions et formes canoniques extrémes vont factlement nous fournir
Cexpression G, en supposant que I, estnul.

Prenons Lasolution extréme des ¢quations d'invariance; on a, pour

elle,
G/’u S '\l + \.' eI '\/n 1

et tous les autres 4, , sont nuls; on a done, pour cette solution

extréme,
g= A+ N o= A
e, par suite,
A A Ay Ay

Constdérons maintenant une quelconque des solutions des équa-

Ltons dInvariance: on aura

o_/Iu | IR Gil‘l - 7,
R R A T e S I
Uy =1, 0 A A A,

Aot résulte
g A4+ As o AL

et, par suite,
A A=A+ A,
Les deax incealités obtenues pour A montrent que Pon a foreément
I

A \l - \:‘l -l '\III 1y

et cetle quantité s’exprime facilement au moyen des invariants par les
formules du parvagraphe 6 de ce Chapitre.

Le caleul que nous venons de faire nous donne plusicurs conse-
quences intéressantes.

Supposons que, pour une solution des equations d'invariance, on
ait

il resultera foreément des égalités et inégalités précédentes que Pon

aura forcément

! . o ' o
g/ll 1 + ot *- c’-///"-I - ’;7
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et, comme 5 est le plus grand des nombres qui figurent an premier
membre, cette ¢g

premier membre n’est pas nul, ¢’est-d-dire si la solution considéreée

alité ne pourra avoir lien que si un seul des o du
est la solution extréme; done :

Pour la forme canonique extréme on a
o= A,

et, pour toule autre forme canonique du méme systéme, on «

G <

AN

A,

ou, sous une autre forme :

St toutes les formes canoniques d'un systeme S n'ont pas le méme
. ! ) /

ordre canonique, ¢'est la forme canonique cxtréme qui a ordre cano-

nique le plus élece, et elle est la seule a étre de cet ordre canonique.

Considérons les systemes pour lesquels ona
0= A
Quelle que soit La forme canonique ;ulup[(w, on aura foreément
o= A

Done le systeme ne possédera quiune seale forme canonique, et, en
méme temps que Fon voil ainsi pourquoi on a trouveé ces systémes
parmi ceux dont toutes les formes canoniques sont du méme ordre
canonique, on voit aussi qu’a ce point de vae ils ne présentent gu'un
intérét secondaire, puisqu’ils ne sont susceptibles que d'une seule
forine canonique.

Comme exemples de tels systeémes, nous citerons d’abord les sys-
temes de premiere espece, cest-i-dive les systetmes dans lesquels, i
partir d’'une certaine valeur de n, les ¢quations S, donnent toutes les
dérivees d'ordre node toutes les inconnues, et en second lieu les sys-
temes dans lesquels les ensembles principaux sont tous complets sauf
un, auquel il ne manque qu'une seule dérivée pour étre complet,
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cest-a=dire ou les équations S, font connaitre toutes les dévivies
d’ordre n, saufl une, de toutes les inconnues. On reconnait immadia-
tement la les systemes, intégres par Mo Bewdon, dont integrale géne-
rale ne dépend que de constantes arbitraives et d'une seule foncetion
arbitraire d’un scul argument.

Diverses raisons font prévoir que ces deux sortes de systémes sont
fes scules a satistaire a4 la condition

0= A;

mais, pour Pinstant, nous laisserons de coté cette question et étude

des svstémes a ordre canontque frxe.

9. Dans les paragraphes précédents nous avons etudié les pre-
micres proprictés des invariants et des équations dinvarianee; dans
un Mémoire ultévieur nous montrerons comment existence des inva-
riants permet de démonteer des proprictés des systemes différentiels,
notamment a propos de lears transformations, mais, des a present,
nous allons montrer que certains systemes différentiels sont comple-
tement caractérises par lears invarian(s.

Considérons dabord un systéme fine o p inconnues el m variables,
En le considérant comme systeme differentiel, fes ¢quations S, feront,
quel que soit 2, connaitre toutes les dérivées d'ordre node (outes les
inconnues, de sorte que, quel que soit n, 0%, sera le nombre total des
fonctions imconnues et de toutes lears dérivées jusqu’a Fordre oy done

Wz paylnt1)y=p-4o(n)p -4 ..-to,(n)p.

Cette expression géncrale de og, nous fournit les invariants .
Ceux-ci sont tous nuls.

Réciproquement, supposons tous les invartants T nuls; on aura, a
partir d’une certaine valeur de n,

Moo p =l p t-oood=wm(yp = pwyu(1e-1);

done les équations S, S, , ... feront connaitre towtes les inconnues
et leurs dérivées jusqua Pordre o, Les inconnues étant ainsi expri-
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mées au moyen des variables, le systéme est bien un systeme fini;
done :

La condition nécessaire el suffisante pour qu'un systeme différenticl
soit un systéme fint est que tous ses invartants 1 sotent nuls.

Considérons maintenant un systéme de premicre espéees i partir
d’un certain ordre, les équations S, feront connaitre toutes les déri-
vées d'ordre n de toutes les inconnues; done :

No=popa(n-+1)=p-+o(n)pt...+2, (n)p.

Celte expression genérale de N, fait connaitre tous les invariants I,
I,,..., 1, . lssont nuls.
Réciproquement, s'il en est ainsi, on a, & partir d’une certaine

valeur de n,
N/l =p ’{’m 1 ( o=t

et les equations S, font connaitre toutes les dérvivees d'ordre 2 de
toutes les inconnues, de sorte que le syvsteme est bien de premicre
espece.

Le nombre des constantes arbitraires est évidemment

D ¥m (70 ~4=1) — I,
Or on a
Pomn-n)==p-ao(n)p-+...49,00)p,
Wo=p -+l -o(n)p-t...0w,(0n)p,

de sorte qu’il se réduit simplement a

Ls

done :
Pour qu’un systéme a m variables soit de premicre espece, il fuul el il
suffit que ses invartants 1,, 1., ..., 1, | solent nuls, et le nombre des

constantes arburaires dont dépend Uintégrale genérale est — |

”n-=

Considérons ensuite un systéme de Beudon; on aura, i partir F'une
certaine valeur de n,

No=mpoma(n-1)—t=p—i—49,(n)p-t...4 9, (n)p.
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On en déduit immeéediatement
lu: ll:--':l/n -2 == 0y I/n-I:_',
et la réciproque se démontre toujours de Ta méme facon; done ¢

Pour qu'un systéme a m variables soit un systéme de Beudon, il fawt
el i suffic qu'on ait

b= =...=1,, ,—o, I, —=—1.

En dernier hieu, considérons une seule ¢quation aux dérivées par-
telles d’ordre p, i p inconnues et m variables.

Pour 7 quelconque aw moins ¢gal &g, on aura Péquation proposée
el toutes ses dérivees jusqu’a Pordre 72— oy done

oy == @ (10— = 1) = (== 1) o () v, (— 1) b, ().

De cette expression genérale de 9%, on deduit immédiatement

Iy ==1--p,
o=y (—p 1) —p,
L =9y (- po1)—p,

d’ou
Jo = 1—p,
S = (—p),

Jo ==y (— ),

',m: ',9//1‘("'_ ["')5
et, par ¢élimination immédiate de w,

Jym 1 —p, J, entier négatif,

,]2”;,?2(,][)’ Jy= ’1'/:5("1)7 ce o= ’?m(',l)'

Reciproquement, si ces conditions sont réalisces, il y aura, quelle
que soit Ta forme canonique adoptée, p— 1 inconnues arbitraires, ct,
pour chaque valeur de n, les ¢quations S, seront résolues par rapport
dun ensemble canonique B, formé avee des dérivées dlordre node w,.

Inw. Feo Norm., (3), XXV. — JUILLET 1Q08. 4o
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Le Tableau de nombres fondamentaux sera de la forme

0, Oy 22D MR %ons
I, O, o, c..y O
.y .y .y ceay .y
I, O, 0O, ce., O,

et les équations d’invariance montrent immédiatement de proche en

proche qu'on a
Oy==0,==...7=0,,= [

ou
oy =4, Cly T2 0Ly =24 o 0 =% Oy =% O

C’est seulement & partiv de lordre p qu'tl existe des ensembles
canoniques admettant ces indices; soit alors

> p

I'ordre canonique. Les ensembles B, E ., ... ont les indices précé-
dents et les fonctions initiales font connaitre les valeurs initiales de
toutes les dérivies de w,, ..., w, et de toutes celles de w, qui ne font
pas partie des ensembles

. -
E, ., E,,, .... Ej

admettant les indices de E,. Puisque o, = o, ¢’est que les équations
’ordre inféricur & ¢ font connaitre toutes ces dérivées, done sont
résolues par rapport 4 ces ensembles canoniques. 11 en résulte que le
systeme ne posseéde pas d’équation d’ordre inféricur & poet qu’il est
canonique & l'ordre p. Comme Ej n’a qu’un terme, S, se compose
d’une seule ¢quation et toutes les équations du systéme s’en déduisent
par dérivations successives. La réciproque est done démontrée. Ainsi :

Pour gu'un systéme différenticl a p inconnues et m variables se réduise
a une seule équation, il faut et il suffit qu’on ait

Jo=1—p, J; entier négatif,
J2=(P2(Jl)7 '132’?3(']1)7 v ey 'lm.:’*Pm('Il)’

et U'équation obtenue est d’ordre — J,.
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10. Un systeme initial de Cauchy pour p fonctions w«,, ..., u, de

mvariables x,, ..., x,, est un systeme de fonctions et constantes ini-
tiales se suivant d’aprés une loi bien détermince.

Nous savons que, si'on applique le théoreme de Cauchy généralise
a une forme canonique d'un systeme différentiel, les inconnues sont
complétement déterminées par un systeme initial de Cauchy.

Mais il y a ici & faire une remarque extrémement importante sans
laquelle on serait amené i des résultats erronés dans Papplication des
invariants i bien des questions relatives anx systémes différentiels.

Considérons, par exemple, une équation

dru Q9p
del’ T dat

a deux inconnues w, ¢ et deux variables x, y.
. C , . JdPu .
Sioon la considere comme résolue par rapport i S50 on est conduit

o.or

a un systeme initial de Cauchy défini par Te Tableau

Oy %, Oy
L (8] Vi 3}
L I 8] O

. - . . du .
Sion la considére comme résolue par rapporti ==, on est conduit
o
4 un autre systeme initial de Gauehy défing par
o, o, o,.
W ee i [ 3] 0
Ve e o 7l O

Si Pon forme des fonctions invariantes, le premier systéme initial
donne

=3 — 2
[y —1, hh=—p—1, lz,,,/ .v__')/, R
et le second
y o
(= 0 — 2
fyo=—1, Iy =—qg—1, | — -l_w»;-)-—/~—~,

de sorte que les relations d'invariance établies dans ce Mémoire ne
sont pas vraies entre ces deux systémes initiaux de Cauchy.
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On pourrait multiplier les exemples, mais ¢’est inutile. Supposons
quapres avoir, au besoin, effectué sur le systéme différentiel une
transformation ponctuelle déterminée, c¢’est-a-dire apres avoir choisi
convenablement inconnues et variables, on soit arrivé & démontrer
qu'une intégrale est déterminée par un systéme initial de Cauchy

1 1 1 1
aoy a'f’ IR ] am—l’ )
.oy ey  aey ceey ee oy

r 14 Ik P
a‘o’ d“ Tt o 1 Don >

ce systtme initial partagera les dérivees de toutes les inconnues en
deux classes : les dérivées D, dont Ta valeur initiale est fournie par
les fonctions et constantes du systeme initial de Cauchy considére, et
les dérivées A qui sont toutes les aulres.

Puisqu’une solution est completement déterminée par la connais-
sance des dérivées D, ¢’estque les équations du systeme S expriment
toutes les dérivees A au moyen des dériviees D.

Si nous remarquons que forcément (dapres Ta nature méme dua
systeme initial ), & partic ’un certain ordre, les dérvivees A, d'ordre r
forment des ensembles canoniques tels que ceux d'un ordre soient les
dérives de ceux de Pordre précedent, nous verrons que les équations
du systéme S peuvent se décomposer en groupes T, analogues aux
eroupes S, d'une forme canonique, résolus comme cux par rapport i
des ensembles canoniques et donnant lieu aux meémes propricélés.
Mais, el ¢’est L le point essenticl, on n'est pas assuré que les seconds
membres des équations T, ne contiennent que des déripées D d’ordre au
plus égal a n.

Si cetle condition est réalisée, la forme obtenue est canoniques; en
lui appliquant le théoréme de Cauchy généralisé, on retrouvera le
systeme initial de Cauchy considére, lequel, par suite, satisfera bien
aux relations d’invariance.

Si cette condition n’est pas réalisée, comme dans Pexemple consi-
déré plus haut, en supposant 'équation résolue par rapport i oru

ot

g =P,

la forme sera une forme pseudo-canonique et ’'on ne peut plus affirmer
que ses nombres fondamentaux satisfont aux relations d’invariance.
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On peut méme démontrer le contraire :

Sotent I, 1,, ..., 1, les invariants de S et I’

v L ooy 1, les quan-

tités analogues formeées avee les nombres fondamentaux de la forme
)

pseudo-canonique.

Considérons ensemble des ¢quations S, S, ,, ...; 1l ne contient
que des dérivees A d'ordre au plus égal & n; ces ¢quations sont dis-
tinctes par rapport i ces dérivées A, sans quot on obtiendrait des
relations entre les dérivees D, ce qui est absurde. Si donc on appelle ow),

le nombre de ces dérivées A, on a, quel que soit n,
’)(”n: "'mll.;

Pégalité: ne peut méme pas avoir lieu, sans quoi les ¢quations S, a
partir d'un certain rang, exprimeraient les A, au moyen des dérivees I
dordre au plus égal i oo Le fait contraire ne pourrait pas non plus se
produire pour des dérivées A d’ordres inféricurs, car alors, en vertu
des derivations par rapport & @, il se perpétuerait pour certaines
dérivees A dCordre aussi grand qu’on voudrait, ce qui serail en con-
tradiction avee ce qui precede. Siodone Pegalite avait lieu, Ta forme
serail canonique.

Puisque T forme est supposce pseudo-canonique, on a done, si

grand que soit n,
A, = DG,

¢est-a-dire

l(/u"" l/n"*_ f{"l("f)[ l/m 17 lm~1 l i I el m(”‘) l l:) - In | = 0.

I est done impossible que tous les I sotent égaux aux I Done :

Si, au moyen des nombres fondamentaux d’un systeme inilial de
Cauchy qui correspond  une _forme pseudo-canonique, on fait les calculs
qui conduisenl awx: invarcants, on n'oblient jamas le sysicme d’inva-
riants du systéme proposé. On obtient un systéme de fawx tnyariants.

Iinégalité précédente montre en outre que, si Lon considére paral-
lelement le systéme d invariants
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d’un systéme différentiel et un systéme de faux invariants du méme sys-
téme différentiel

’ ’ ’
I, I, ..., I,

le premier terme de la seconde suite qui n’est pas égal au terme correspon-
dant de la premicre lui est forcément supéricur.

Pour terminer, nous ferons remarquer que la transformation ponc-
tuelle indéterminée conserve toutes les formes canoniques, qu’elle les
rassemble, tandis qu’elle disperse toutes les formes psendo-canoniques
et n’en conserve aucune.



