
ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’É.N.S.

VITO VOLTERRA
Sur l’équilibre des corps élastiques multiplement connexes

Annales scientifiques de l’É.N.S. 3e série, tome 24 (1907), p. 401-517
<http://www.numdam.org/item?id=ASENS_1907_3_24__401_0>

© Gauthier-Villars (Éditions scientifiques et médicales Elsevier), 1907, tous droits réservés.

L’accès aux archives de la revue « Annales scientifiques de l’É.N.S. » (http://www.
elsevier.com/locate/ansens) implique l’accord avec les conditions générales d’utilisation
(http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisation commerciale ou impression systé-
matique est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou impression de ce fi-
chier doit contenir la présente mention de copyright.

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques

http://www.numdam.org/

http://www.numdam.org/item?id=ASENS_1907_3_24__401_0
http://www.elsevier.com/locate/ansens
http://www.elsevier.com/locate/ansens
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/


SUR

L'ÉQUILIBRE DES CORPS ÉLASTIQUES
MULTIPL'EMENT CONNEXES,

PAU M'. 'Vrro 'VOLTEKRA,

INTRODUCTION.

J'ai consacré ce Mémoire à une étude systématique de l ' é q u i l i b r e
des corps élastiques m u l t i p l e m e n t connexes.

Dans le p remier Chapi t re , je mont re q u ' i l y a des cas d ' é q u i l i b r e
pour les corps à connexion m u l t i p l e q u i ne se présentent pas pour les
corps à connexion simple. Le point de départ de ces recherches est le
groupe de formules (I), (.F), (F) du premier Chapitre. Lorsqu'on dé-
tonne un corps élast ique on peut calculer, par ces fcmnules, les dépla-
cements en connaissant les éléments caractéristiques de la déforma-
t ion . Les formules (I), (F), (r) caractérisent la polydromie des
déplacements et mont ren t qu\m corps élastique rmiltiplement con-
nexe^ à déformat ion régulière, peut garder la déformat ion étant en
équilibre, sans Faction de forces extérieures. On obt ient ces états
d'équilibre par des opérations que j'ai, appelées des cîùiorno/u.

Dans le deuxième Chapitre j 'ai é tud ié les éléments qui caractérisent
tes distorsions.

La. composition des tensions, qui sollicitent les éléments d'un corps
é las t ique , sur lequel on a. f a i t une ou plusieurs distorsions, donne
l ieu 'aux e/orts que j'ai -étudiés dans le Chapitre LIL On peut exprimer
l'énergie de déformation du corps élastique par les caractéristiques

Ann, Éc. Nor'fn^ (3), XXÏV* •— Swmww xyo7. c)r
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des distorsions et par celle des effor ts ou par des formes b i l i n é a i r e s
de deux dlllerentes espèces de carac té r i s t iques . J 'ai donné aussi dans
ce Chapi t re deux p ropos i t i ons i onda rnen t a l e s : le tliêorème de réci-
procité pour les edbrts et le théorème des cof/pnres é(/uivct lentes,

Le Chapitre IV est consacré à l ' é tude des corps élast iques m u l t i p l e "
ment connexes et symétr iques par rapport à un axe. La symétr ie
s impl i f i e l'expression de l'énergie et de cette expression s i m p l i f i é e on
peut t i rer p l u s i e u r s théorèmes très s ingul ie rs sur la d i s t r i b u t i o n des
eiîbrts.

Dans le Chapi t re V j 'ai commencé des a p p l i c a t i o n s p a r t i c u l i è r e s
af in de comparer les résu l ta t s du c a l c u l à ceux de l 'expér ience et je
les ai c o n t i n u é e s d a n s les Chapi t res VI et V I I .

J 'ai envisagé un c y l i n d r e creux q u i est u n corps a connex ion doub l e
et j 'ai calculé les formes qu ' i l doi t prendre en l ' assuje t t i ssant aux six
distorsions élémentaires. Ou peut dessiner ces (ormes el les comparer
avec celles qu 'un gros c y l i n d r e creux de caoutchouc prend e f fec t i -
vement . Les dessins don t je v iens de parler et les plwtographies du
cy l ind re sont reprodui t s dans ces Chap i t r e s .

Enf in , dans les Chapitres VIII et IX, j 'ai é tudié le problème su ivan t :

Déterminer les effort en e()fif laissant les distorsions d/un système forme
/:ar plusieurs ] ) orties dëjormahles reliées rigidement entre elles.

On arrive par là à une théorie du même type que celle de 'Kirchhoir
sur la d i s t r ibu t ion des c o u r a n t s électriques dans les fils.

Les sept premiers Chapi t res sont l 'ensemble de quelques Articles
que j'ai publ iés à p lus i eu r s reprises dans les Comptes rendus de l'Aca-
démie dei Lincei. Fy ai a jou té les deux derniers Chapitres qui sont
' inédits .

J ' a i aussi ajouté trois Notes : la première r en fe rme une démonstra-
tion des formules (1), (F), (V ) donnée- par Cesàro, après la pub l ica t ion
de mes résultats; dans la seconde j'ai exposé les élégantes expériences
fai tes par M. Rolla d a n s le laboratoire de Physique do l 'Univers i t é de
Gênes, dirigé par M.. Garbasso, Par dos expériences très ingénieuses
d 'Optique faites sur un cyl indre creux de gélatine on peut distinguer
les parties comprimées et celles dilatées lorsqu'on assujett i t le cy-
l indre à des distorsions. La troisième Note se rapporte à une méthode



SUR L'ÉQUÎLIl î îŒ DES COUPS ÉLASTIQUES. ^o3

que M. Almansi vient de pub l i e r pour déterminer les deforïTiations
des cylindres à connexion mulli.pl.e.

Je dois rernercier MM. les professeurs A le s sandr in i et T r a n q u i l l i
pour la t raduc t ion française de ce Mémoire; MM. les professeurs
Sella, P i t t a r e l l i , Zambiase pour les expériences, les dessins et les
pliotographies et M. l ' i n g é n i e u r Jona pour les modèles en caou tchouc .

CHAPITRE I,
THÉOUÈMES GÉNÉRAUX SUR L'ÉQUILIBRE.

1. M. Wein^arlen a. pub l i e une Note intéressante ( ') : Sur la théorie
de l'élasUcùé. 11 a remarqué qu' i l peut exister des cas dans lesquels u n
corps é l a s t i q u e f o u t en n 'é tant suje t à aucune act ion extérieure, c'est-
à-dire sans être sujet n i aux forces extérieures agissant sur ses po in ts
i n t é r i e u r s , ni aux forces extérieures agissant sur sa sur face , peut ce-
pendant ne pas se trouver a. l'état na tu re l , mais être dans un état de
tension qui varie d 'une façon c o n t i n u e et régulière d 'un p o i n t à l ' au t re .

11 est fac i l e de t rouver des cas prat iques de corps dans ces c o n d i -
t ions . Par exemple, un a n n e a u auque l on a s u p p r i m é une tranche très
mince transversale et don t on a ensu i te ressoudé les deux extrémités .

2. Dans la Note de M'. "Wcingarten i l y a une question qui , reste en
suspens. En dehors des anneaux et des autres corps q u i occupen t des
espaces mu l t i p l emen t connexes peut-il exister des corps s implemen t
connexes qu i se t rouvent dans les condi t ions précédentes?

A première vue, la quest ion n'est pas faci le à résoudre; mais i n t u i -
t ivement on serait porté à donner une réponse affirmative. En eilet,
on serait porté à croire que, même dans les cas do corps s implement

( 1 ) Sur les fîurjïiccf! de discontinuité devis la théorie de ï 'élasticité des corp^ solides
( Ïîcnd. R. Àcc, Lîncei, y série, Vol. X, ï^ sem. II90ï)•
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connexes, en p r o d u i s a n t une f e n t e et en y i n t r o d u i s a n t à force un élé-
ment c u n é i f o r m e , ou, même en ressoudant les deux surfaces de la fente,
on pour ra i t ob ten i r des états d ' équ i l ib re sans forées extér ieures , dans
lesquels la tension cl la déformat ion v a r i e n t sans d i s c o n t i n u i t é et
régul ièrement d 'un p o i n t a un aut re comme dans les corps à connexion
mul t ip le . M. Weingarten a donné les c o n d i t i o n s qui devra ien t se
vérifier dans ces cas, si toutefois ceux-ci, exis tent .

3. Dans ce Chapi t re nous démontrerons, à l 'aide d 'une s imple obser-
vation ana ly t ique , r impossibi l i lé de ces cas lorsqu'on admet que les
éléments caractéristiques de la déformat ion ( < ) et leurs dérivées pre-
mières et secondes sont con t inus .

Ceci é tabl i t un étroit rapport en t re la ques t ion d 'élast ici té et une
q u e s t i o n a n a 1 o g u e d ' 1i y d r o d y n ï\ m i q u e.

Le théorème d 'hydrodynamique auquel nous nous rapportons est le
su ivant :

Un fluide incompressible fini nul se trouve "renfermé entr'e de^î puroù
rigides el^fi.'ves, et dam lequel n/e valent pafî chs tourblllofu doit rester en
repos si l'espace r/u 'il occupe est nmplement connexe Çacyclu/ue^; au
contraire il peut être en mouvement si l'espace occupe est m nl-ti pleine nt
connexe {cyclique') (2).

Voici m a i n t e n a n t les propriétés analogues pour l'élasticité.
Nous dirons que la déformation d'un corps élast ique est régulière

si les six caractérist iques de la déformation sont fondions f i n i e s ,
cont inues et monodrornes, ayant aussi les dérivées du, premier et du
second, ordre f i n i e S y cont inues et monodromes.

Nous pourrons alors énoncer le théorème su ivan t î

( ï ) Nous appelons élément caractère uquûfî d'une déformation Ïôà ,<w déformations
élémentaires, c'est-à-dire les trois dilatatfo/is et ÏôS trois ^lUserncnU (voir CLmtsr;ili
Théorie de l'élasticité cte corpf} sollde$, iracîaUe par do SaînI-Venani et Flamant p, 46
et suivantes). Les caractéristiques de la déformation corrôspôndôûfc aussi m stmin selon
la nomôn(;lature des Anglais.

( 2 ) La connexion dos espaces à trois dimensions est do doux sortos : connwo'n super-
ficiûlle ou périp/Kwc ût conna.don linéaire ou cf close. La connexion qai nons intéresse
est lu cyclose (voir L CLKUK MVXWEJLL, Traité d'électricité et de magnétisme, traduit
par G. Séligniarm-Lui, L î, p. ï8 et Bummio.-.).
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Si un corps élastique occupe un espace fini simplement connexe (acy-
clique) et subit des déformati()ns régulières, il se trouvera à F état naturel,
quand il est en équilibre et il n'est pas su/et à des forces extérieures.

Au contraire :
Un corps élastique en équilibre^ qui occupe un espace fini muluplement

connexe (cyclique), pourra ne pas être à Vétat naturel, c'est-à-dire
pourra se trouver dans un état de tension, m/'/ne quand il n'est sujet à
des forces extérieures, sa déformation étant ré^ukére.

Coite p ropos i t i on é tab l i t u n e di l lerence essentiel le ent re les pro-
priétés des corps é las t iques qui occupent des espaces simplernent
connexes (acycliques) et celles des corps q u i occupent des espaces
m u 11 i p 1 e ni e n t c o n n e x e s ( c y c 1 i q u e s ).

Si nous nous rappor tons aux cas prat iques déjà rappelés, ce que
nous venons de d i re s i g n i f i e que dans le cas de la connexion simple,
l ' i n t r o d u c t i o n d 'une couche c u n é i f o r m e ou la suppression d ' u n e
tranche très mince s u i v i e de la soudure des surfaces de la, (ente,
entendre toujours dans le système é las t ique une d é f o r m a t i o n irrégu-
lière ou des lacunes; t a n d i s que la propriété contraire peut se vé-
r i f i e r q u a n d la connexion est mu l t i p l e .

En général, nous pourrons aff irmer q u e ^ s'il existe un corps qai.
n'est pas sujet à des actions extérieures et q u i est dans un. état de
tens ion , i l do i t , ou occuper u n espace n iu l t ip le rnent connexe, ou avoir
en q u e l q u e région une déformat ion irré^ulière.

Dans ce Chapitre, le deuxième Article sera consacré à la démons-
trat ion de la p ropos i t ion énoncée et le su ivan t à des exemples analy-
t iques relatifs aux corps élast iques mul t ip lement connexes qui se
t rouven t dans un état de tension tout en n'étant soumis à des forces
extérieures,

II.

1; Ileprésenlons par y , , , y^, y^ y,3, Y» , , y, a ̂  fonctions des va-
riables où, y , z monodromes, finies, continues et ayant aussi les dérivées
du premier et du second ordre monodromes, finies et continues dans
un domaine à trois dimensions S simplement connexe. Menons dans
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l ' in tér ieur du domaine S une l igne régulière s, représentons ses coor-
données par^ , y , z et appelons ̂ ,j,,^;;^, r^ ^ celles des extré-
mités A() et A,.

La d i rec t ion positive de .y soit d e A ^ à Ap Les valeurs des quan-
ti tés y/, en Ay et A, soient représentées respect ivement pary^ ely^.
Supposons y^==y^. Posons:

( I ) ^=^+^(^ )+/•o)(J ,~J•o)4^(yi ï-yo)(^-^)

./•j [,,,.(,,-,,̂ ,(,,-.,> ]̂̂
^/".^"A'^ /'fir.-^V^-" ^:11 ^"«M^f^ (/r ^ ^ 3 ~A~(L-" '' Jj " Zc"/| A+ O'i-j)(

|YZiriZV^i+^i,_.^\,/,.,,Y^,, ^,,\|</= ,
IA a A^ ^ à x ] ' ("1 •'^7/7~'-<7ï~;^^'

+ fS "(,r,- .r)̂  - ̂ ïii') 4 (^•~A(<)-h. , o-^ ô^,\~\ (/,/•
^ ( . '\ ^<' ^ ) ' \, "a "/i;^" + ̂  - ~<)T \ 7/7iî -ï- ".t?9 "/"^y" " "' 7;̂  "' "7)yyj 7/7

^/'^•/ai /)-/n\"l^rî'.-^:\^^ , <)7•'» ^/«n4- -•-
^--7f7---^J-H^-^)(i

('.•i;)-l-(./-i~a'

LA 2 Ar fy .̂ ^ y ' ^ ' ^ { ^ - - J T } ] ^

+)3-l-(—)7£î+^-^t]^;^
où ^o, ^, w^ p^ y^ r^ sont des quant i tés constantes,

Cherchons les conditions afin que u, ^, w ne dépendent pas de la
l^ne^l'intégralion s, mais seulement des deux extf-émités A, e t A < ,
c'est-à-dire, en supposan tAof ixe , chcrclions les cond i t i ons afin oue 9

v, w soient des fonc t ions do œ^ y ^ s ^

0 1 k.^ <,;l/ £\^ ,

s afin que u,
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2. A cet e f fe t , il, suf f i t de supposer la l i g n e s fermée en faisant coïn-
cider les po in t s A() et A, et déterminer les condi t ions afin que les i n t é -
grales étendues à la l i gne ,v soient nul les .

Le théorème de Stokes, lorsque la l igne s est fermée, t ransforme
ces intégrales en

r\( Zr=Z B- ̂ =^ C)cos^+ F(^-.) F + ^.y K\^ny
.h i \ 2 2 ) 1. a J

4,- (^^y)G4- ^^ A [ .x -l- :--1—-^ A cosm \ d'7,

{* ( , . ,.<, x\—,r ,-. | / .Si—-3 ., . 7 : 1 — . y 1 ,\) ( ^^ -»„ ^) g; .4. .̂ L.—— B (^os/z..^ -4- -1—.— C "— —^—— À ) COS /^j

-h (.x'i •—.z") G-l- :-1——^ B cos/^^o",

rif(yi-.r)^+ '^—^(î cos^^4- |( .^-^)F - ̂ i:^)c]cos^j
^q" ( L " ..,- L« \ " / ..1

^..f-fL::^ A- ^^r B )< . ) s^3 ^
\ ^ ^ / )

où cr est une surface ayant pour contour s et se t rouvant dans l ' inté-
r ieur du. domaine S; n dénote la normale àcr tracée dans une direct ion
convenable et

A •---- ^L f0'^1 .-.i. Ù1! ̂  ^Y^ ̂ o l̂liL g? -- ̂ lii _ (yllîl ̂  .̂.Za,
'""""" <},z'\ ^ y ôz (),{: ) ' ù ^ O y ^ ' i i À " " ^ ôy ôz à^ ^/2

|{ — ̂  (^l .4- ^//..13 _ ^lîl} ̂  ̂ ,.,̂ !lll, F "= ̂ 7^ — <)^ — ^/^1-,
'w" ()y \ os ()x ()y ) " (),v Ozî ' w" ôz ô^ (}-^i 0^

r — A y^^ -^ ^^i »«-. ^'jn « o ^ îi r — ÎZiL ̂  ï)!.//l.l -«- ^llîi.
' ""w j^ \ à^o ()y ()^ ) " ôyà^ 'x """" àx Oy ày'^- <}.7;2

I I s 'ensuit que les cond i t ions nécessaires et suflisantes pour que ( / y
v, w soient indépendan t s de la l igne ^ d ' intégrat ion sont :

( i î ) A = B = C ̂  lî =: F ̂  G ̂  o.

3. Supposons que les condit ions précédentes soient vérifiées1; a,
c, w seront des fonc t i ons de x^ y i , s ^ .

Pour calculer leurs dérivées1 par rapport à x ^ y ^ s^ il fàutrcmar-
<iuer que ces quantités paraissent explicitement sous le signe d ' inté-
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gration et qu'elles sont en même temps les coordonnées d 'une extré-
mité de, la l igne d'intégral i o n . Celte observation é t a n t f a i t e , les règles
ordinai res du calcul c o n d u i s e n t aisément aux formules

El. ~./D EL --/n ôw —..m^ — / n , ^ ~.-/^, ^—/;m

^ + ̂  - ./i) ^ -l. ̂  ~ y^ ^ h. ^ ~ v^)
^i < î """ / 2 3 ? î ^^ ~ / ; { 1 ? î ^•i '̂  / 1 2 <

On tire de là que, lorsque les q u a n t i t é s y^ sat isfont les cond i -
t ions (II), on peut trouver les trois f o n c t i o n s u, ^, ^ qu i v é r i f i e n t
les équations (i), c'est-à-dire que l'on peut considérer les quan t i t é s -y^y
comme les six caractéristiques de la déformat ion d 'un mi l i eu élas-
t i que . La proposition réciproque se vér i f ie i m m é d i a t e m e n t »

4. Les formules (I), (F), (F) sont utiles et intéressantes pu i sque
chacune d'elles donne le moyen d'obtenir par une s imple quadra ture
une des composantes du déplacement étant donné les caractérist iques
de la dé fo rma t ion .

Ki rc lAhof r^ ) et Love (2) ont calculé chacune des dérivées de //, ç\
ÎP par des1 quad ra tu re s analogues. On peut à l 'a ide d ' in tégra t ions
faci les passer des f o r m u l e s de Kirchhofr et Love a u x (1), fT), (l^).
Dans celles-ci, paraissent les six eonsfantes arbi t raires u^y ^, fï.^ /^,
<7(p /"(p c'est-à-dire les valeurs des composantes du déplacement dans
le po in t A() et celles des composantes du vecteur, appelé par Maxwell
rotation. Les égalités (II) ne sont que les formules très connues de*
de Sa in t -Venant ,

5. Les équations (II) expriment les conditions afin que les valeurs
de u, v, w^ données par les formules (I), (I7), (I1'') soient indépen-
dantes de la ligne d'intégration quand l'espace S est s implemen t
connexe; maisy si l'espace S est mul t ip lement connexe, ces valeurs
peuvent dépendre de la ligne d'intégration tout eu é tant sat isfai tes
les condit ions (II). Rappelons, en efÏet, que l'on a démontré l ' indé-

( 1 ) Mechwik, Vol. X'XViï, § 4.
(2) Math. Theory of ctasticity, Vol, Ï, § 60.
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pendance de la l igne sur les valeurs de a, v, w dans le paragraphe 2
où, l'espace a été supposé sim,plem,enfc connexe, en observant que
chaque ligne fermée s de l'espace peut être regardée comme le con tour
d'une surface1 '1^ appar tenan t au, même espace. Mais, si l'espace est rnul-
t ip lement connexe, ce f a i t ne se vérifie p lus pour chaque ligner et
l 'on voi t alors que les valeurs de u, P, w peuvent dépendre de la ligne
d ' in tégra t ion . Nous avons donc le théorème s u i v a n t :

Un corps élastique qui occupe un espace simplement connexe et dont la
déformation est régulière peut toujours être amené à son état naturel à
l'aide de déplacements finis, continus et nwnodromes de ses points.

Au contraire, nous pouvons dire :

Si un corps élastique occupe un espace multiplement connexe et si sa
déformation eut régulière, les déplacements des points ne sont pas néces-
sairement monodromes,

Réduisons s i m p l e m e n t connexe l'espace cycl ique moyennant un
système de coupures. Alors les déplaceinents qui . correspondent a la
déformat ion donnée peuven t être regardés, dans l'espace sectionné,
eonime des fonciions f in ies con t inues et nwnodromes, mais leurs
valeurs peuvent ne pas se rattacher avec cont inu i té suivant lesdites
coupures. Lorsque cela arr ive , si l 'on veut ramener le corps a l 'état
naturel , i l faut, ou suppr imer la connexion de la matière suivant les
coupures et y p rodu i re des fissures, ou retrancher de la matière, ou
faire glisser "les deux surfaces de la, fente l'une suri /autre {voir les
exemples de l'Article su ivan t ) .

6. Rappelons ma in t enan t la démons t ra t ion que l'on (ai t ( ï ) pour
prouver qu'un corps élastique qui n'est; pas sujet aux forces exté-
rieures se'trouve à l'état na ture l . Elle présuppose implici tement que
les points du corps élastique subissent des déplaceinents finis, con-
t inus et rnonodromes et que la déformation, du système est régulière.
C'est pourquoi, si l'on sait que la déformation est régulière, que le
corps occupe nn espace sixnpiemcnt connexe et qu'il n'est pas-soumis

( i ï ) î^oir par exemple CLEBSCH, op. cit"^ p* i^- et suiv.
Ann. É€. Norm. (3), XXIV1- — SKimmw ïyr^ 53
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à des forces extérieures, on peut conclure que le système ne devra
pas être sujet à aucune tension in tér ieure . Mais, si le corps occupe
un espace mul t ip lement connexe, la déformation régulière pourra
coexister avec une polydromie des déplacements et alors le corps
pourra être dans un état de tension, rnêrne s'il n'est pas sujet à des
forces extérieures.

(Test par là qu'on tire le théorème que nous avons énoncé à l'Ar-
t i c l e I.

7. On peut dédui re faci lement de ce théorème un corollaire in té-
ressant :

Lorsque l'on connaît les forces extérieures qui a^isse'nt sur un cor/)y
élastùfue, la déformation est individualisée si l'espace occupé pur le corps
est simplement connexe ; mais elle n 'est pas déterminée si le même espace
est multiplem.ent connexe à moins (fu'on ne sache., a priori, c/ue le système
peut être ramené à l'état naturel par des déplacements finis, continus et
mono drames.

La démons t ra t ion de ce coro l la i re découle imrmkl ia tement de celle
du théorème que Von v i en t de rappeler.

Donc la théorie ma thémat ique de l 'élast ici té doi t être modi f iée
dans le cas des corps q u i occupent des espaces m u l t i p l e m e n t con-
nexes, car cette théorie est en t iè rement appuyée sur le ( a i t général
que les forces extér ieures dé t e rminen t la déformation du corps. Voi l i t
l ' in térêt de la proposi t ion que nous venons d'énoncer. La théorie or-
d ina i r e reste la môme dans le cas des corps qu i occupent des espaces
s implement connexes, ou môme quand on sait, a priori., que le sys-
tème peut être ramené-à l'état naturel par le moyen de déplacements
monodrornes.

8. Il est f a c i l e de t i rer des formules (I), (F), (F) la na ture des
discont inui tés que présentent les déplacements u, 9, (-P, su ivant les
coupures qu i rendent Fespace occupé par le corps simplement con-
nexe. Appelons u^ ^ Wy^ les valeurs d'un côté de ces sections, u^
^p, wp les valeurs de Pautre côté et posons

u^ — Ma = U? (̂  — ra = V, ^ — ^a =.; W.
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'.En i n d i q u a n t par /, m, n, /?, y, r six quanti tés constantes suivant
chaque section, nous avons

( î II ) [J == l + ry — q s, V --== m -\- ps — /' .y, W == /x ~+- <7 ̂ ' — /^y,

comme M. Weingarten avait trouvé d'une autre façon.
Dans le cas, donc» d'un corps rnu l t i p l emen t connexe à chacune des

coupures qui servent à réduire l'espace simplernent connexe, on peut
faire correspondre six constantes qui ind iv idua l i sen t la polydromie
des déplacements calculés par les formules ( I ) , (1'), ( I ^ ) -

Ces constantes, par analogie à ce que Von f a i t dans la théorie des
fonct ions, peuvent s'appeler les six constantes (le chaque coupure.

La proposi t ion fondamenta le de la théorie de l'élasticité doi t
s'énoncer alors dans les termes suivants :

Si un corps élastù/ue occupe un espace multiplernent connexe et si .va
déformation est régulière, celle-ci sera déterminée par les /orces exté-
rieures et par les six constantes relatives à chacune clea coupures (jui
servent à réduire l'espace sin'i.plement connexe.

III.
Kxcmple /.

Posons

f i .^—ay2 6, , , ,, r^y^ L^̂ L. ̂ iog(^+y-), y^ ay^^p

ey^—a.^ 6, , , ,, .z-3^= L^^,4^iog(^4-.y2), T3i=^7,:qr^

7^ ̂  y log(^ 4" y2), y , , = 2 ( a + ( B ) ̂ ^^

où'a , p, Y sont des quanti tés constantes.
,11 est facile de vérifier que les équations (II) de de Saint-Venant

sont satisfaites* Ces fonct ions n'ont d'autres singularités que pour
x ==^y== o, c'est-à-dire Buivant l'axe coordonné s.

En excluant donc ce l ieu singulier par un cylindre ayant pour axe z,
dans tout l'espace restant, ces quantités1 pourront être interprétées
comme les caractéristiques d 'une déformation régulière T.
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On calcule f a c i l e m e n t les composantes //, (-^ ^ des déplacements
correspondants. Elles seront données (à m o i n s d 'un déplacement
r ig ide arbitraire) par les formules

(^ )

= ayarc t;mg^ + L x log^-rM-y2),

:— v.x arc tan^ ••{- ' j JogO^+y^»'.̂ '." î«i
: 7^Io^(.z^4"y2) .

Les fonc t ions u et ^ sont polydromes et l'axe de di ramat ion est
.l'axe z.

2. Cela posé, imaginons un corps isotrope liomo^ene C qui occupe
un espace S l imité par deux cy l ind re s de révolution cr^ et cr^ qu i ont
pour axe z et dont les rayons sont 1:̂  et 'IL et par deux plans normaux,
a. l'axe z. Si l'on suppose nulles les forces extér ieures , les équa t ions
indé f in i e s de l 'équil ibre,

K A ^ . + ( L 4 - K ) ^ f ^ + ^<),c \ ()^ <)y ()z /
i i- A ' » / r »^ ^ f ()^ ^C ^ir\i h A ^ c + L -|- K)"~ -î-1- -i- "T-" "+ t-,-- ::x:; <^1 ^y \(i)^ ^y àz )

I ,, A y / .r < . . () /OU Ô^ ()\V\h A^.^4- (L -h Jk.) — — -h -Y" ~^- -.-- ) ̂  <,»,. r/^ \^^ ()f ()z f

seront satisfaites par les fonc t ions (2) quand est vérifiée l 'équation

K a + ( L 4" à K ) p 4" ( L 4- K. ) y = o,

qui , à, son tour, sera satisfaite en prenant

K7^=0, p=
'L4^K

Le calcul des forces extérieures agissant sur la surface ne présente
pas de diff icul tés . Sur la surface a^ nous trouvons une tension un i -
forme normale à a^ dirigée vers l ' intérieur de la masse, donnée par

T^=a(L+K)(i+^^logB^
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et de même sur (73 une tension normale un i fo rme et dirigée vers l'in-
térieur de la masse, donnée par

( Ï7 \

T,,= a(L ̂  K.) î + -̂ -̂  logR^,

t and is que sur les deux bases normales à,-s nous trouvons les tensions
normales dirigées toujours vers l ' in tér ieur

T(û^' r^lK (L + 3K 4" 2:K Io^

où r désigne la dis tance de l'axe -s.

3. Imaginons maintenant un corps f ic t i f de même nature que le
corps G et qu i occupe le môme espace, mais qu i se trouve à Fêtât
na tu re l . Sans l u i ôter la connexion, sollicitons-le moyennant les forces
T^, T^ et. T,., agissant sur les surfaces latérales et sur les bases. Ind i -
quons avec u\ 9 ' , ^/ les composantes correspondantes du déplace-
ment . Celles-ci seront des (onclions f in ies , cont inues .et monodromes,
ot, si nous prenons

y ï K//.// == u — a' ::;-,-:; a y arc lan^'7"; — - .———j, x log^-hy2) -— // /:

-^arc tan^ — ^ ̂ i^y l,og(^^y2) _ (,,^ç " :::= 9 — (^ ..:1';.: a —^arc tîUlij?^ — -"" ————. y \()ir(xî•Jr y2) — t-''

l̂ .̂..;̂ : (^ ————— {P^^: —————- (V' y

nou,s obtenons un système de déj)lacemenî,s du corps C qui ne sont
pas zéro et sont dilïerenis d'un, déplacement rigide. Aux déplace-
ments u^ 9^ w" correspond, une déformation différente de xôro et
régulière et par conséquence une tension intérieure; mais les forces
extérieures sont nulles. Si nous ind iquons avec y^ les caractéris-
tiques de la déformation F'correspondante aux déplacements u\ v\ w\
celles de la déformation P" correspondante à u\ ̂ , w" sont

î4= y/s— 7^

4. Les fonctions u'^ ^ sont polydrornes ainsi, que Uy v, et .elles ont
pour axe de polydromie l'axe z. Appelons u^ ^, ^ les valeurs
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de u'\ v" , w" dans un point situé sur le plan xz du côté posi t i f de
Taxe se. Partant de ce point, parcourons un cycle autour de l'axe z el
prenons les valeurs successives de u'\ v " , ̂  qui se suivent avec conti-
nuité. Indiquons avec u^ ^, w^ les valeurs par lesquelles on revient
au point de départ, nous aurons

U^ —— tl"o, == 0, Cp — (^ = — 2 7TO X, (T-p — (< == 0.

5. Il s'ensuit que, si oc est positif, l'état de déformat ion régulière V"
du corps peut s'obtenir en prenant le corps q u i occupe dans l 'étal
naturel le cylindre creux précédemment considéré, en y fa i san t ensu i t e
une coupure suivant le plan xz du côté pos i t i f de l'axe x et, e n f i n , en
plaçant entre les deux parois de la coupure une couche très mince dont
l'épaisseur varie proportionnellement à la d i s tance de l 'axe.

Si a est négatif, pour obtenir l'état de tension correspondant , i l f au t ,
au contraire, supprimer suivant le plan ces du coté des x posi t ives u n e
tranche très mince, dont l 'épaisseur varie p ropor t iomudiement a la
distance de l'axe, et souder ensu i t e les deux surfaces de la (en te .

lîxcïnp la //.

6. Posons

yn==0, 722 =ù, y;̂ := o,

a-r ff. y^ ̂  ̂ ,̂ ^ ,-:,,_ ̂ .^ , y^,,,, ̂

Les équations ( I I ) do de Saint-Venant sont satisfaites et les précé-
dentes fonctions n'ont d'autre singulari té que suivant l'axe s.

Les déplacements correspondants seront (à moins d 'un déplacement.
rigide)

(4 ) u = o, F •= o, ^ •"=: a arc lang-^

w résulte donc polydrome et a pour axe de diramatkm l'axe s.
Imaginons un corps homogène et isotrope qui occupe le même es-

pace formé par le cylindre creux S, comme dans l'exemple précédent.
Les déplacements (4) satisfont les équations (3) et les forces exté-
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rieurcs agissant sur les surfaces latérales a^ et 03-2 deviennent nulles,
tandis que celles agissant, sur les bases ont respectivement pour com-
posantes sur l 'une d'elles

y ^K.r y — aK•r y -oA,(,) == — —;——; ? x i,) — —~r~,—« ? ^f») -— ^î
,Z^"hj1- •Z-'+J'1

sur l 'autre
Y / ^K.y .̂  ^ alLr _X^ ̂ ^, ^—— ̂ y /.̂  o.

Prenons main tenan t un corps f ict i f de la même substance à l'état
naturel, qui occupe le cylindre creux S et sans suppr imer la connexion
assujettissons-le aux forces de torsion précédentes qui agissent sur les
deux bases.

Appelons u\ (/, ^/ les déplacements qui en dérivent . Ceux-ci sont
des fonctions Unies , c o n t i n u e s et monodromes et, si l'on pose

à ces déplacements correspond un étal de tension intér ieures du corps,
tandis que toutes les forces extérieures sont nulles. La déformation
se ra év i d e m m e n t ré ̂  u 11 é re <

7. 11 est facile de voir comment peu!- se produire cet état de tension,
On prend le corps à Pétât naturel qu i occupe l'espace renfermé dans
le cylindre creux S, on le coupe suivant le plan xz du côté positif de
t 'axe z, on lait ensuite glisser légèrement les deux surfaces de la cou-
pure l 'une par rapport à Fautre parallèlement à l'axe z de manière que
le cylindre prenne une forme légèrement hélicoïdale. Cela fa i t , on
soude les deux. parties l ' une* à l 'autre selon les points qui se trouvent,
en face.

Les deux bases acquièrent ainsi u n e dentelure suivant le plan xz du
côté des x positives; mais elle est i n f in imen t petite et, sans déranger
les conditions du système, nous pouvons imaginer de la supprimer
en aplanissant les bases mêmes.



4ï6 VÏTO VOLTERRA.

NOTE AU CHAPITRE I.

Cesàro a donné une démonstration ( 4 ) très simple des formules ( I ) ,
(F), (F). La voici :

Soient u, 9, w les composantes du. déplacement du point (x,y, s) et

, , au i ô^ ()w
( K \ a == — » b == -r- ? c ""•':: — ?v / <Àr ^y r^
, . , î ( àw àv\ i ( a u àw\ ï ( à^ àu\(,) f^^^^ ^^^^ ^^^^^.

Nous supposerons que a, b^ Cyf^ g ' , h et leurs dérivées premières el,
secondes soient des fonctions f inies, cont inues et monodromes.

Ces conditions peuvent n'être pas vérifiées par //, (?, w et par ( ( ^ s
composantes de la rotation

i ( àw ()v\ î fàu à^\ î ( ( ) ^ 0(î\W p = ^ [^y - - ^ ) ' y == ^ [^ - ̂ . /• -• 3 [ ̂ ,: - ^ y ) •

Pour calculcîr u dans un poin t M ( juc icominc partons de 1;» f o i ' t n i i l c

r / < ' i n . , ()tt , <)n , \
a.-::n,+j^^^^ly+^^),

u^ étant la valeur de u dans un point arbi t raire M(), et Fintégrale é t an t
étendue à une l i^ne qui va du point AÏ() au p o i n t M1 , .

Donc/
u == u^ 4- f ( a d.c -h h dy -h y ds ) ••"-h f ( q ds — r dy ).

Pour faire paraître dans la seconde intégrale les caractéristiques de
la déformation nous pourrons écrire

j {qcU — r d y ) = j [ r d { y ^ — y ) — r / d ( s ^ — ^)]

=^(^— ^0) —/^( j i—jy)-^ j [(^i— s)d^— (yr--j)^'!-

( 1 ) Comptes' rendus de l^ H. Àôcademift délie Science fl^lclic € ïïlatetwtuîlie de .Nciple^,
juillet et août 1906.
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Or

/ ^ . àq _ ̂  ()̂  j^ à/^ ̂  (ki^ àq _ à fi ôf
<À2? àz ô^ rÀr ""'" ' àx ày^ à y û z ûv

Par suite

(5) /./.= //o 4-</,,(>i — so) -- / "o(y i—yo)-4- f (^cLv^ndf^'çdz),

ou
,- / . /^^ ^// \ / . f ()a à ci \
.=-< +(,y, -y) (^-^) +(-—- )(^-^>

, , . /^ / t (}/A , ,/<)/( <)f\-, = /< + (,, - y ) ̂  - -^ +(., - .) (̂ - - ̂ ),

..- / . /<)^ < ) 1 ' \ / . /^^ <)c\e = ̂  -i- (,n - y} (^ - ̂ ^) -K.,-.) ̂ . - ̂ ).

Les .formules (5) el, l(ks formules analogues qui donnant v el w
co'il'ic.ide.nl avec les formules (I), (r), (I") (lis (lhapil-TT I, mais les
formules (ri) oui une forme plus simple el. plus sym.el.rique.

(îesîtro, dans sou Mémoire, elemi les forinules el les ll'leorènK^s î)ue
je vieus de (JOUIH*!* d,aus le (lhapiire 1 an cas d'uu espace nou eucii"
dieu.

CHAPITRE II.
L'ES DÎSTORSÎONS.

I.

• I . Daus le Chapitre pré(;edî;nl j'ai moniré que les corps elasiiqiK^s
occupant des espaces plusieurs fois connexes peuvent se trouver
dans des états d'équilibre bien d i f f é ren t s de ceux qu'on a quand les
corps élastiques occupent des espaces s implement connexes. Dans
ces nonvea'u'x états (l 'équilibre on a une déformation intérieure régu-
lière du corps, sans toutefois que celui-ci, soit sollicité par des forces
< extér ieur es.

Imaginons qu'on mène les coupures qui rendent simplement con-
Ann, Éc. No'nn.^ (3), XXÎV. — SBÏ-ÏKMÏSRB iy^. 53
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nexe l'espace occupé par le corps. A chacune d'elles correspondent
six constantes que nous avons appelées les constantes de la coupure.
Il est facile d 'é tabl i r la s ign i f i ca t ion mécanique de ces constantes au
moyen des formules (III) du Chapitre précédent.

En effet, exécutons matériel lement les coupures s u i v a n t lesdi tes
sections et laissons le corps reprendre son état na ture l . Si, en repre-
nant cet état, cer ta ines parties du corps v i ennen t a se superposer
entre elks, supprimons les parties excédentes. Alors les fo rmules ( I I I )
déjà rappelées nous mon t r en t que les parcelles placées des deux côtés
d'une même'sect ion et q u i , avant la coupure, é ta ien t en contact
subissent, par le f a i t même de la coupure, un déplacement résu l tan t
d 'une translation et d 'une rotation égales pour tous les couples de
parcelles adjacentes 'à une môme section.

En prenant l'origine pour centre de réduc t ion , les trois compo-
santes de la translation et les trois composantes de la rotat ion, sui-
vant les axes coordonnés, sont les six caractéristiques de la coupure.

Réciproquement, si le corps élastique m u l t i p l e m e n t connexe est
pris à l'état naturel, on pourra, pour l'amener à l'état de tens ion ,
exécuter l 'opération inverse, c'est-à-dire le sectionner af in do le rendre
simplement connexe, déplacer ensui te les deux parties de chaque cou-
pure, l ' une par rapport à l ' au t r e^ de manière que les déplacements
re la t i f s des d i f fé ren t s couples de parcelles (qui adhéraient entre elles
et que la coupure a séparées) soient résultantes des translationa et des
rotat ions égales; rétablir enfin la connexion et la c o n t i n u i t é suivant
chaque coupure, en retranchant ou en a joutant la matière nécessaire
et en ressoudant les parties entre elles. L'ensemble de ces opérations
relatives à chaque coupure peut s'appeler une distorsion du corps et
les six constantes de chaque coupure peuvent s'appeler les caracté-
ristùjues de la distorsion.

Dans un corps élastique m u l t i p l e m e n t connexe, dont la déforma-
tion est régulière et qui a subi un certain nombre de distorsions,
l'inspection de la déformation ne peut en aucune manière révéler les
endroits où les coupures et les distorsions qui s 'ensuivent se sont
produites, et cela en vertu, de la régularité elle-même* On peut dire
en outre que les six caractéristiques de chaque distorsion ne sont
pas des éléments dépendant du lieu oh la coupure a été exécutée.
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En effet, le même procédé qui nous a servi à établir les formules ( I I I )
prouve que , si l'on prend dans le corps deux, coupures qu 'on peuttrans-
former l 'une dans l'autre par une déformation continue, les constantes
relat ives à l 'une des coupures sont égales aux constantes relatives à
l 'autre.

Il s 'ensuit que les caractéristiques d'une distorsion ne sont pas des
éléments spécifiques de chaque c o u p u r e , mais qu'elles dépendent
exclus ivement de la n a t u r e géométr ique de l'espace occupé par le
corps et de la déformat ion régul ière à l aque l le i l est assujetti.

Le nombre des distorsions indépendantes auxquelles un. corps élas-
tique peu t être soumis est é v i d e m m e n t é^al a l 'ordre de la connexion
de l'espace occupé par le corps m o i n s i.

lin c o n f o r m i t é de ce que nous avons t rouvé, deux coupures qu'on
peut par une déformation c o n t i n u e transformer l ' u n e dans l 'autre
s 'appellent écjiwalenles. Nous d i r o n s aussi q u ' u n e distorsion est
connue q u a n d les carac tér is t iques et la coupure re la t ive ou une au t re
cou pure équivalen te seront données.

2, Cela posé, deux quest ions se présentent na ture l lement , à sa-
voi r :

î° A des distorsions a rb i t ra i rement choisies correspondra-t-il tou-
jours un état. d 'équi l ibre et une déformation régulière du corps si l'on
suppose nu l les les actions extérieures T

2° Les distorsions é tant connues , quel est cet état de déformat ion?
Pour re l ie r ces problèmes a d'autres déjà connus nous démontre-

rons le théorème su ivan t :
Si dans chaque cqrps élastique isotrope plusieurs fois connexe on prend

un ensemble arbitraire de distorsions, on pourra calculer un nombre infini
de dé for/nations régulières du corps r/ui correspondent à ces distorsions et
qui sont éc/uilibrées par des forces extérieures superficielles (que nous
indiauons avec T) ayant la résultante nulle et le moment nid par rapport
à un axe (fiielco'/'u/ue.

Dès lors, pour reconnaître si dans un corps isotrope les distorsions
données correspondent à un état d'équilibre, les forces extérieures
étant nulles, il suffira de voir si les forces extérieures T changées de
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signe et appliquées an contour du. corps, quand celai-ci n'est sujet'.
à aucune dis tors ion, dé t e rminen t un état de déformat ion régulière
équilibrant les forces elles-mêmes. Si l'on peut calculer eHectivement
cet état de déformat ion, le problème concernant l 'équil ibre du corps
soumis aux distorsions données sera résolu,

En effet, appelons r la déformation relative aux distorsions données
et aux forces extérieures T trouvées, qui agissent sur la surface, et F'
la déformation déterminée par ces forces extérieures changées de
signe quand le corps ne subit aucune distorsion. La, d é f o r m a t i o n F"
qui. résulte de F et ^/ correspondra aux distorsions données et a u x
forces extérieures nulles.

Les questions sont ainsi ramenées à voir si la dé fo rma t ion 1̂  existe
et à la trouver. Elles se réduisent donc a, des problèmes d'élasticité
où, les distorsions ne paraissent pas, c'est-à-dire à des problèmes
ordinaires d'élasticité.

Mais les forces extérieures T, agissant sur la surface, on vertu du
théorème énoncé sont te l les que si le corps est rigide elles s 'équi-
l i b r e n t ; il s 'ensuit qifelies s a t i s fon t aux c o n d i t i o n s (brulamentales
nécessaires pour l 'oxis lence de la dé fo rma t ion P.

Or tout dern iè remeni , on a beaucoup avancé par des méthodes
nouve l les dans l ' é tude du théorème d'existence pour les ques t ions
d 'é las t ic i té , c'est p o u r q u o i on p e u t d i re q u e ^ s au fce r t a i tH î s c o n d i t i o n s
relat ives à la forme géomét r ique de l'espace occupe par le corps élas-
t ique ( c o n d i t i o n s que nous ne préciserons pas ici), F' et F'' existeront
toujours .

Ces réserves faites, on pourra, donc répondre î t d i rma t ivemen t à la
première ques t ion dans le cas des corps isotropes*

La seconde quest ion posée est relative au cas où. le corps n'est pas
sujet aux actions extérieures; mais e l le peut se généraliser et l 'on
peut supposer les distorsions données et le corps so l l i c i l é par des
forces extérieures dé te rminées* Alors, si le corps est isotrope, i l s u f ï i l
pour la résolution du problème de superposer à la d é f o r m a t i o n F
déterminée par les distorsions et par les forces extérieures T, la dé-
formation déterminée par les forces extérieures données et par les
forces extérieures — T qui. agissent sur la surface dans Fhypolhèse
que les distorsions manquent .
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Le théorème énoncé sert d'une certaine façon à éliminer les distor-
sions dans tous les cas d'isotropie, en y substi tuant des forces exté-
rieures superficielles, et c'est pour cette raison qu'il rapporte les
questions qui se rattachent aux distorsions à des questions ordinaires
d'élast ici té.

Si le corps est amsotrope on voit f ac i l emen t que l'état de déforma-
tion F est équil ibré par des forces extérieures agissant sur la surface
et par des forces extérieures agissant sur l ' in tér ieur du. corps. I l est
donc facile, même dans ce cas, d 'é l iminer les distorsions et de rap-
porter les dif férentes quest ions qui peuvent se présenter aux pro-
blèmes ordina i res de l ' équ i l ib re des corps é las t iques .

L'article I t est consacré a la démonstration du théorème ci-dessus
énoncé et Far t ic le I I I à l 'examen d'un cas p a r t i c u l i e r ,

I I .

I . Pour démontrer le théorème énoncé a l 'ar t ic le précédent i l f a u l
avan t tout é t ab l i r certaines f o r m u l e s p r é l i m i n a i r e s ( 1 ) .

En désignant par r la distance entre deux po in t s (^,,y, s) et(i;, T], t )
posons avec Sornigl iana ( a) :

ï y. f ) 1 1 ' of. (P'r a ô^r
l l ' î -~ l" ,. ^ (U*̂  1 """""1 ;>. J..v û y ' 1 1 """"" a àx ô^ '

a <) i î /* r a ^ ; î/" y. (Y1/'
H —^ .„« .,.,„.,«—.,,« .̂., ('.,-r.-1: "- -4- •"-• -•î—T? (Vg:'"": — «—"—-.«-,

^ ÙY O'v /* <1>- ( ) y " ^ Oyoz
a d ^ r y. <P/* i a (Y1 r^ ^.^ ^ , ^ ̂ ^, n.,- ^ 4- ^ ̂ -

Les précédentes f o n c t i o n s n 'ont d'autre s i ngu l a r i t é que pour .2? ===s $ »
y r== T), ^ == Ç et sont symét r i ( ) l ^îes par rapport aux couples de variables
.y, $; y, 7j ; ,s, *(.

ï , 17

Si a =.= 1--1- —••••^^^ cliaciuo groupe de trois fonct ions u^ ç^ ^s v é r i f i e
dans tout l'espace (excepté le l ieu s ingul ier rappelé plus haut} les

( 1 ) y m exposé œa ibrmulœ pour la prômîèro ùm à Piso dans mes Lewis w la théorie
de l'âlaHicitâf 189^; ellôB o-ni déjà élô eiiôes par M* îô professeur Lauricella dans sa dis-
sertation (Âwi. Scuûk/. nwn. ai Pisa, îBt),^).

( â ) Ânnalidi Maternât,, ^ Héne, i. XVïl<
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équat ions différent iel les (3) du chapitre précédent: et celles qu'on en
peut tirer en y s u b s t i t u a n t S, Y], '( à ,r, y, s. Alors u^ ^, (•̂  peuven t
être regardés comme les composantes des dép lacemenês des p o i n î s
d 'un m i l i e u élast ique isotrope et homogène non sujet aux forces exté-
rieures appliquées sur l ' i n t é r i e u r du m i l i e u , soit qu^on considère ces
composantes comme f o n c t i o n s de x, Y, s ou de Ç, T], *(.

Prenons un élément de surlace c/S passant par le po in t Ç, Y], *(, dont
la normale soit n. Désignons par X^ Y,p Z,y les composantes de la t en-
sion un i ta i re (correspondante aux dép lacements u^ .̂, Ws) qui est
exercée suivant S, par la région du m i l i e u é las t ique placée du côté
d'où sort la normale ri sur la région placée du côté où entre la même
normale*

Le calcul de X,y, Y^ Z,y ne présente a u c u n e d i f f i c u l t é . Si m a i n t e n a n t
//o, ^o, î^y sont des intégrales des é q u a t i o n s d i l le ren t ie l les f 3 ) du
Chapi t re précédent, régul ières dans le d o m a i n e S l imi té par une sur-
face S» et si X a , Y(p Zo sont les composantes de la tension correspon-
dan te , agissant sur la surface, les f o r m u l e s de Somigliana d o n n e n t :

(, ) .̂ ̂  ( X^ u^ 4- YQ ̂ i •+• %ow: ) ̂  -+- j-^ f^ï / /o 4- Y i r, -h Zi n^) ̂  ".;•-: ^, (.y, ;)", s ),

(Y) ̂  ^( X,. //,+ ¥<,(', +• Z.irJ ̂  -}- ̂ . ̂ (X^<, 4- Y, i»,,--!-1" Z^ï'o) ̂  - <', (^, y, ;),

(,.) ^^ ( x, /,, 4-" YO (.3 -h %„ n.3 ) ̂  4- ̂  ̂ ( X^ ̂ , 4- Y, ̂  -l-1 .̂ n« ) ̂  " tr,( .:r, .r, . ),

en supposant que le poin t ,v,y, z soit i n t é r i e u r au d o m a i n e S et$, 71, ^
représentent les coordonnées des po in t s de la. surface ÏI. l,)ans le
calcul de X^, Y.p Z^ on doit supposer que la normale est dir igée de
l'extérieur a l ' intérieur du domaine S*

Au contraire, si le point ^, j, s est extér ieur au domaine*, les se-
conds membres des équa t ions précéderUos sont nu l s .

2. Posons m a i n t e n a n t dans les formules précédentes

( a ) (/y = / 4- ry — q ̂ , c'y •:= m 4" p z — r.^, (T'o ::=: n ̂  q .r — py,

où /, m, n, p , q, rsont des quantités constantes* .l^^équatbns (3) du.
Chapitre précédent seront satisfaites et Xo, Yo, Z^ résulteront nulles.
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I I arr ivera alors que les intégrales

U == ̂ ^ j ( X i ^o 4" Yi ^o 4- Z, MR.) ) ̂ ,

V = ̂ J^X^.o4- Y^o+Z^o)^,

W =: — , f(X3 //o + Y, ̂  Z^'o) ̂ 3
471 Ix- J^

seront respect ivement égales à l-+-ry-—qsy m 4- pz—r.z', n^qx—/?y
si le po in t ^, y, 5 e^t in lé r ieur à l'espace S et seront nulles si le
p o i n t est extér ieur (1). Enf in on voit tout de sui te , qu'en calculant

rXÎ p ()V ., ^W_r^ .̂i,,, ^^i,,, ^Fr ^v -.r < 7 T T —r^iu, . , " —1 ,22 , — î.,:;,

^V ^W" ^ <}W ^1 <)U ()V _,p
1T ̂  7/7 == î î ; î î ^7 ̂  "^ == 1 ;H? ^ - ̂  _ i ,„

les quant i tés F^ seront nu l les soit q u e ^ , y , 5 soit in té r i eur ou exté-
r i eu r a l'espace S.

Nous pouvons donc conclure que les intégrales I.J, V, W sont dis-
con t inues en traversant la sur face S, tandis que les fonct ions T^ n 'ont
pas de d i scon t inu i t é s . "En appelan t U/, V^ W^f les valeurs de U, V, W
s u i v a n t E da côté intér ieur et l..J^ V^, W^ leurs valeurs du côté exté-
rieur, nous avons

Vi — V, -r / 4- r y — < i z ,
V/ — Yc ^ ̂  4" p ^ — r x ,
W^-"- W^=: /î -h c / x — p y .

;î. Celaposé, parta^(*ons la surface S en deux parties cr et o"' et posons :

u ^ —^ f ( Xi .̂o + Yi Co 4- Zi (^'o^ (Xi ^.o + YI Co 4- Zi (^o) ^O-,
.y^r

7——r / ( X.2 ^o 4- Y'a ^o •+- Zg (.Pô ) cla,
/iTr.KJ^

^ = j^ f (x» ̂ o 4- YS ^o 4- Zg (-^o ) ̂ r ;

ll" " W

^ ç" =^j^^^

^ :::::: ^— ^A . ; ï ^o4-X 3^0 4-^3^o ;^îr;
^7r,KJ^

( 1 ) En ô^alani dans ÏCH <lou?c itiembreH dos équations précédentes les eoôfÏÏcients de /,
m^ n, /->, <y, /• on trouve des rolalkms iniégralos analogues aux, formules de Gauss dans la
.ihéone du poieruicl. Cf. le Mémoire cité de M. Lauricella, Chap. IÎ1, § 3.
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et

(S7 )

^ = ï ^ ( Xi Mo 4- Yi Co -+- Zi tï'o) ̂ /,
^K.J^

/ :=: ~JK / (^^tf14"" Y2^)+%2^o)^

ï/ ̂  7~lï" / ( x<'} ̂ tf 4" Y3 (^ ~1"" z;< (ïï() ) (h1 '47TKJ^

II est f ac i l e de voir que u, v, w; u\ v\ (p ' jou issen i des propriélés
suivantes :

ï0 Dans tous les points de l'espace, excepte la surface <T, les f o n c -
t ions u, y , w sont f in ies , con t inues , inonodrornes , ayant des dérivées
d'ordre q u e l c o n q u e ;

2° Les f b n c l i o n s u, v^v sat isfont les e(iua( , i ()ns (3} du Chapi t re pré-
cédent, excepté la surface o". On peut donc les regarder comme les
composantes des déplacements d 'un m i l i e u é l a s t ique isotrope homo-
gène, non sujet aux, forces extérieures;

3° a ' , </, w' jou issen t des mêmes propriétés que u, r, (P si ^ est
su.l)sti(uée à o";

4" H n f i n nous aurons

(J :=:1-:::; u 4'1 n', V ̂  c -ï- ^9 W — ̂  -[-' wf.

Or u!, ç\ w' sont con t inues s u i v a n t a tandis que 11, V, W sont
discont inues , donc /./, v, w aurout su ivan t cr la même d i scon t inu i t é
que U, Y^ W. (calculons m a i n t e n a n t

au
lï :::l:l^u

ôv ûw^+^^^
on' ,

"û^ ^^llf

Js ^ ^ y ^ ' / i ^

Nous aurous

()^
Jy'^^

<hv Ou^ +^ ^^

^ ...,̂ y
"Oy """ / a ï y

( ) w ' an' /
^ 4" ̂ =y,p

ô^
j^ •^Y^

( ) { / Û^

Jy "l'i'w^ 'r" :•17îâ?

^
^^y,^

( ) u ' à^ /
'1)y "^ Jx ^Yi^

7r,s? 4"" y/.^1:::1:-" i rs ^



SUR ï/ÉQUÏLIIS'nE DES CORPS ÉLASTIQUES. 4"25

"Mais les f o n c t i o n s y^. se conservent régulières (1) en traversant la
surface cr (excepte tout au p lus le con tour de cr), donc les fonctions v^
jou i ron t aussi, de la 'même propriété.

'En s u b s t i t u a n t dans les formules (3) à u^ <^, (P() les valeurs (2) et
en o r d o n n a n t les seconds membres re la t ivement à /, m, n, p , y, r, on
arrive au théorème s u i v a n t :

Soil donnée une surface cr. Posons

^l^f^ ^^f^^ A^-^^

^^J^ï^^d^ B^^J^MX^ ̂ ^f^-n^.

I l rr: AÏÏ / -h A'fU W- 4" A^ n 41" :B'f; /) -1- B'f, y 4- 1^; /•,

(" :" A^ / -•1-- A^ //^ -l- A.^i //^ 4- î^i ̂  4- ïî^ y "••{- lî^; r ,
( n.' — A^i / 4- AÏÏ /^ "-{- Ai?;; n 4- l'î^i /^ 4- BÏÏ y -4-1 Jî^; r ,

; 11 ) ^ (" =" A^ / 4-- A^ m 4- A.^ //^ 4- B^ /^ -}- Iî^ y + l^, r,

/, ///, / / , f), y, /• Ar^// defî (jtianlUés arbitraires On peut re^ardel' ^, \\ n'
comme les composâmes du déplacement d'an milieu élasiidue inde/ini,
isotrope el. homogène, et à déf()rfnalion régulière dans foui l'espace
excepté foui an pfas le contour 1^ de cr. Ce milieu est fîoufiirait aax forces
e^iérieurey el est en éf/uilibre ; en me/ne temps les déplacements //, F, n.1

Hont discontinus sai^a/U cr. Ce.K dlsc()nunuites soni i/u/wdua/ï^ée^ par /eff
e^uatio/^

i ai—H,— l 4- ry — 7 ^ ,
(4 ) c/ — (.̂  =/n 4" p^ — rx,

\ wr—w^in -+- (fx— p Y ,

où u^^ î^, Wç désipieni les valeurs de n, v., (p du côlé d'où son la normale
à la surface cr et- ///, i'/, <r/ les valeurs du côté ou la même normale entre.

On t i re de cette proposi t ion que , en p a r t a n t , des carac tér i s t iques de
la déformat ion précédente et en c a l c u l a n t au moyen des fo rmu le s Ç\),
(T), (r) du chapi t re précédent, les q u a n t i t é s u,, p, a ' , celles-ci résul-
te ront polyd romes quand la surface cr sera ouverte. La li^ne ou les

( l ) "f^oir la Note ettôo, Art. I, § 3.
Ami. Éc. 'jNorm^ (3) XX ÎV . — SBPTKMIÎIÎK 1907 5^
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l ignes de d i ramat ion seront formées (la contour L de cr el la poly-
dromie sera ind iv idua l i sée par les fo rmules (/i).

4. Supposons ma in tenan t un corps S, n + î f o i s connexe. Menons
n coupures qui le rendent s implemen t connexe.

Appelons cr^ , o-^ . . . , cr^ les n surfaces formées dcsdites couplîres
prolongées de quelque façon que ce soit en dehors de S, Posons :

H

=^^AÏÏ^.^A^/«,4-A^/î,+I^^7,,--i-I{^-y,-t-IÎ^/./),

(11')
//.

:^.(AI^/,-^-À^m,..|-A%^'m/ -I- A%1//,.-)- I î'/^-i- ïi'?^/, .1- B'f.;'/-.

^/A.^ /, 4- A^, .->- A'f;;1 /(, - î - B^- /., -.1- lî^'y, 4- K^i /,.),

7,1=

7-^--=

<)if
<)I-'
<^'̂ ,., Û^ { ) { \ 1

Jy-

72â^

-/3,r,r;

^t'

^'

"ô'x

-/3;>

7)2

^f

^r
(Àr'

(m //, //?,, //,,y^., y,, .̂ sont (les cons(;ui(cs ;ifl)i(rair(>s ; la (Icrormalion
1 ^sCrt^Yïî,^;,;,,'^,,^,,^^) sera n^ulicro {in dcdaiis (J<'S et. corres-
pondra a (les distorsions itrhifraircs ntifcs suivit i t l l(;sdi((îs (•o(i|H)r(>s.

Si l'oii calcule les forces cxlericurcs a^issaul, sur l'iiitcriciir dd
corps, on (.rouvc qu'elles soiif nulles, niais en général les forces agis-
sant sur le contour du corps S ne seront, pas iiiilles. Or le corps est
en équilibre, c'est, pourquoi ces forces doivent, avoir leur résul tante
nulle e(, leur moment, nul relativement à un axe quelconque.

Le (héorente énonce a l'arficle 1 est doue démontre.

m.
1 . Soit. une surface CT simplement, connexe et finie située dans le

;in .rs et, qui ne roncolUre pas l'axe s. Pendant, que le plan ,rs
(ourno, aut.our des, supposons que a-se déforme, et, se déplace dans
le plan d'une manière quelconque sans jamais rencontrer s, mais sup-

1 > '
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posons ( lue , après un t o u r complet, elle rev ienne sur sa conf igura t ion
p r i m i t i v e . Par ce mouvement , l'aire cr entendre un solide a n n u l a i r e
deux fois connexe enchaîne à l'axe z , Soi t - i l rempl i de matière élas-
t i q u e isotrope et l iomo^ene. Assujett issons-le à la d is tors ion la p ins
générale s u i v a n t une coupure formée par un p l a n passan t par z et élu-
d ions la déformai ion de ce corps.

2. On sa i t que les in tégra les des é q u a t i o n s (3) du C h a p i t r e pré-
cédent doivent être des f o n d i o n s h i -harmoniques , c'est-à-dire do iven t
satisfaire la double équa t ion de Laplace A^À 2 ^^ o.

Or, si /, //?, n, p , /y, r son! des c o n s t a n t e s a rh i l r a i r e s , les t o n d i o n s

-^{l — r / z 4-" ry)arct ;mg^,

t y„-„.,.,„,„-. ( /// ....... /'^' _^. p ^ " \ ;^-c n'ii'io' —?
'AT: ' ,r

^(n —^j '4-7.r)arcl;u^^

sont h i - h a r m o n i q u e s (^ e l les ont la po lvdromie correspondant a u n < *
d is tors ion ayan t pour ca rac té r i s t iques /, rn, //, p , y, r.

Mais les fonc t ions précédentes ne sa t i s font pas les équa t ions indé -
f i n i e s de l 'élasticité dans le cas de Fisotropie.

Prenons donc
i 'vn — ^ — ( / —^ 4.. r y ) arc î-îu'ig"^ -h 7^

î y
r =: - — ( / / ^ — " r . r -î- p z ' ) arc lan^-1- 4"^.,

r , '>'( K » — „- ( /^ — ^y ^- q y , ^ îjir^ î ;» i i^^ 4.., •̂

et dé l e rminons les fonc t ions monodromes À, [j.y v de manière que les
expressions de //, c, w a ins i oblenues satisfassent les équat ions (3).

Posons :
/, = ((^.T 4- ^y -•{-c^ 4"r?) log(.'rïî-+-J'2 ),
^ -= (a^- 4- ̂ ^ 4" c 1 ' s -h ^) log(.rs4•lt" y2),
v =:-: (^^r 4- y y 4-- ̂ ^ 4- ^7/) lo'g^3 4- y2).

Les cons tantes a, hy c, e; a ' , b\ c\ <?'; a " , b", c " , e" se calculent faci"
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le ment et l'on trouve

u = ̂ - j (/ - qz -t- /T-) arc lang^ + ̂ - /^—/^ — ĵ ^ ̂ ) ̂ (.fM-j2) ,y , t / ... ,. 7>K

271 L ^ • •/ / .2̂  2

,_^r^ _ . .,^..,..«„ r . »
27T( I I I , ) (> =:—r(^-/^+/^-)arciaog^"l"( ^ ̂ :; ".—^K7)10^0^4'"'7^2 7T [_ ^ /î \ Ju 1 • - AX, /

prr:-1- (^ — py+.(j,x)^G[Mg^ ̂  - (/>,r -h r / y ) !og(,r12 4- J2 )
2 7T [̂  ' '•'•̂ ' ^

I I est facile de reconnaître que la de fo rmal ion corrc ts i ïondanle nsl
régulière et qu'on peut obtenir aisément les tensions agissant , su r la
surface.

Donc, pour le corps en ques t ion, on peu t ca l cu l e r la détonnai ion I'
e(, les forces T de l'article 1, quelle que soit la d is tors ion a l a q u e l l e le
corps a i t été assu je t t i .

3. Les formules que nous avons données a l'article III du Chapitre
précédent ont été déduites comme un cas particulier des précédentes
expressions. En ellet les formules (2) du Chapitre cité s 'obt iennent
quand Y === o en prenant,

/ == m =•:-: n •:::- /) " ' " " • (/ :1;-1;:,' o, r •;:-: '>, 7T5î,

et les Formules (4) d11 même chapi t re m posant
/ =" m ::-": p :=;.:: (] :::•:: r ":. ô, // —: 2 r^y.»

CHAPITRE III.
:Î.ES EFFORTS.

L Dans les Chapitres précédents j'ai montré que les lois de l'équi-
libre des corps solides élastiques occupant des espaces plusieurs
(bis. connexes (cycliques) sont bien dHÏerentes de celles des solides
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élast iques occupant des espaces s implement connexes (acvcl iques)
p o u r v u qu'on admette dans les deux cas les déformations réo-u-
l ières.

lîn edet, si l'espace occupé par le solide est cyclique, on peut déter-
m i n e r un état de t ens ion dans le corps même à dé fau t de forces exté-
r ieures en l 'assujet t issant a des distorsions. Mais i l n'en est pas de
môme quand Je corps occupe un espace acycl ique . C'est poumuo i ,
dans le cas d 'un corps é las t ique occupant un espace cycl ique , nous
a u r o n s à résoudre une série de problèmes nouveaux très intéressants
q u i ne si* présentent pas dans Fau t r e cas et q u i cons is tent à ca lcu le r
les états de tension des corps dus à des dis tors ions données.

Pour f a c i l i t e r la r é s o l u t i o n do ces p rob lèmes nous exposerons briè-
v e m o n t d a n s ce Chap i t r e que lques cons idéra t ions générales qu i per-
m e t t r o n t de les t ransformer f a c i l e m e n t .

2. Ca l cu lons tou t d'abord Pénergio d 'un so l ide é las t ique soumis a
des dis tors ions données .

Représentons p a r / ^ , /^, ̂ , /y;^ /^, /^ les carac té r i s t iques de la
tens ion d ' u n sol ide é l a s t i q u e d é f o r m é ( le airess selon la d é n o m i n a t i o n
des Anglais) et par 7 , , » Ya^ T;î;p T^p T ; u » T i 2 l^ caractér is t iques de
la déformat ion (le ffiral.n).

Si nous appe lons ^ le potent iel é l a s t ique un i ta i re , y sera une
fonct ion homogène du second degré des quant i tés y^ et nous
aurons

<)o i "̂
7)'^ z::" ̂  ?=:: i^L^7^

l 'énergie du système sera donc

:E^-i fV^7/.^S,
--i jg

S représentant l'espace occupé par le solide.
Supposons S m u l t i p l e m e n t connexe (cyclique) et la déformat ion

régulière» Imaginons tracées les coupures cr,, o^, ..., o ,̂ qui renden t S
s imp lemen t connexe, A/u moyen de simples intégrations et en repré-
s e n t a n t par a, 9, w les composantes des déplacements des points du
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solide élast ique à partir de Fêlât naturel , nous au rons

E ̂  i r f. (^ -, ̂  + ̂ ) ̂ . f^i + ̂ 4- ̂lfL(^^^,^),J^4^3.4 L Y àx ôf (̂  ) \ àx ày ùz ]3 Js L Y ̂ r r̂ ^ / \(Â:r ^7 ^
+nY^,^!4.^)|./S\ à,v ày (h / |

+ ̂  f l^i icos /l lzl + ^12 c o s ̂  J?' -^ ^.-iCOS/A ̂ ) -h ('(^i cos n x --h ^,2 cos /^ y •4- /a;! ('tf)•s ̂ ;;)
^^cr

+ (^'(^i cos n .r -h ^sâ cos // y +• /;i;i cos //."; | //7ii
•4-" 'Y / f (^a— ^p)(^ii<'os^.r"!^i2cosy/j4^i:{(;osv^)2 -^'"'(J^,

-h ( Vrj. — Cp) ( ^ 2 1 COSV/J* 4- ^2 COS^/J •• - } • • - ;̂( COS^ / ^ )
4" ( Wa— (ï 'p) ( ̂ i COSV/J' 4- hï COS^/J + ̂ i;; COSV/ 3 ) | (hf,

on 'J est le contour de S, n la normale a cr dir igée vers rhrtérœur de S,
v/ la normale à c^-; ̂  ^a» ^'a l^s valeurs (!(» u, t\ tï^ sur cr^ du côté adja-
cent à la région où en t re v^ et up ̂  ̂  les valeurs de l ' au t re côté.

Appelons/,, m^ n ^ p ^ r / ^ r , les six caractéris t iques de la dis torsion
relative à la coupure cr^ et représentons par X^ Y,, 7^ les composanles
de la tens ion u n i t a i r e q u i so l l ic i te chaque é lément de la section T/.
Les forces extérieures é t an t nu l l es , on aura par des i n f é ^ r a t i o n s par
part ies :

/<

'E :1""11:1":: i .S, / ^lt "'4'" ^y """f{l :^{+ (m/ 4'1"/;/•; "'•/^)y^ ̂  ̂ f •-{ii' ̂  x ~ ny)7^ ] ̂ /
n

^ Ï ̂ < li x^•^/"•+" mi f Ï^r^ ni 1 Z/</7/
, l .. '•• Ti (rf CT; J(y^

^pi f(Y^-Z/j)^+^ ^(Z/^~X/5)^4-/-/ frX/y-Y^-)^.
^(y, *./f7, J ,̂

Si l'on pose :

JL/= f'X^^, Mr-^ /Y,^/, N/^ f//^/,
J^. .̂ .,̂ ,

p.^ / (Y^ - X/J-) ̂ /, Q^ f(%/,r - X^) ̂ ,
v iî: . IM,

\\t-. (\\,y~^i;v)dffi,
^<7.
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on trouvera
n

E = ^ V (L///-+- M///?,r-l- N, /z/+ r\-/^-+ Q^/,-1- R, / ' / ) .^ —'"" <i

Désignons par ^, .̂ , ..., .̂  les G/z caractéristiques des distorsions
et par E^ ,.., R^ les coeHIcients qui. dans l'expression précédente
leur corresporulent. iNous aurons alors

fin
1^1 -^h=^^i^,.

Ï

3. Nous ap],)el lerons distorsion élémentaire la dis tors ion qui, corres-
pond aux quanl i tés ^== o, excepté u n e qui a p o u r - v a l e u r l 'un i té .

Supposons que cette de rn iè re soit s / , et appelons 'E^ les valeurs
correspondantes des coef f i c ienIsE/ . On reconnaî t immédia tement que,
si les valeurs des caractér is t iques des distorsions sont ^ , , . . . , ^;//,
on 'à

S^r-: V E/A.V/,,
-^A

et, par conséquenty
fi ^ <î n

'^--ïS^,1^7''"^-
i i

4. 11 est fac i l e d 'établir la s ign i f i ca t i on des q u a n t i t é s E, et E^.
A cet effet, observons que L/, M^ N, sont les composantes de la

force résultante et P,, Q,, H, les composantes du couple résu l tan t
des tensions qui agissent sur la section o-, quand on prend, pour cent re
de réduction l'origine (l'es axes.

Nous pourrons donc appeler les coefficients L,, M^, N^, 1.̂ , (h, 1̂  les
efforts (fui sollicitent la seauon c^, ou en général nous di rons que E,,
E.,, ,. *, E(^ sont les efforts correspondantff à la distorsion $^ .^, ..., ̂ .
La quan t i t é E^ s'appellera Ve/fort d'ordre i, induù par la disuyrnon
élémentaire d'ordre h. Plus s implement encore les coefficients E/^
pourront s'appeler les cw^/icien^ des efforts.
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II.

1. Green a démontré, par l 'application du théorème do Gauss, 'one
proposit ion fondamentale dans la théorie du potentiel . Par le moine
procédé, Betti, a découvert un théorème analogue pour l 'é last ici té ( < ) .
Mais, si le potentiel est polydrome, le1 théorème de1 Green n'est pas
applicable. De même le théorème de Betti n'est pas applic.able si les
déplacements sont polydromes. Nous a l l o n s voir cependant , que, même
dans ce cas, on peut reprendre l ' idée ( o n d a m e n t a l î ^ et l 'on est amené
par là à une loi de réc iproc i té tort in té ressan te .

Envisageons deux dis tors ions ,y^ ^, ..., ̂  e t ^ , ^, ..., .9^ A p p l i -
quées successivement a. un corps é l a s t i q u e S n u i l t i p l e m e n t connexe*
qui n'est pas soumis à des forces extérieures. Soient y,.^, y^ les carac-
téristiques des deux déformations d i f f é r en t e s qu i s 'ensuivent et a, p,
(^; ii! y 9\ w' les composantes respectives des déplacem.ents,

On trouve faci lement
r -^ à^ f y r YI ô^ ^j^^^-j^-^^

ou ç'/ représente la fonction cp dans laquelle on a substitué les quan-

( i tésy^ aux Y/<^
Ou (,ire de la :

71

V \ \ (^4 ~ ^p) ( ^ î i cosy/.y- 4» tn COS^J 4- ̂  COS-u^)
'***wl/ ,y .̂

4«(t^ .̂  ^p)(/:^ COS^/^•- l•h ^^ COS'y/J ~i-/a;î COS^)

-.1- ( ( ï^— ï ï -p ) (^; (-•osv/^ -î" ^^ cos^/j -h /^ cosz/ /^ ) ] ^/cr/

z=^. / t- ( ^ a — ^ ^ ) (^i cosy/.r^ cosy/.z' -h ^g cos*y/j/ --i-- /^ { 'osv/5), < <y ̂.'•^
+ (î 'a — Cp) (^i COS^/.r-S- ^g COS^J 4" ^g COSV/^)

4- (tï- 'a— <ï^) «H COSy/.r 4- ̂  ^OS^.J 4-" ^3» cos^)] rfcr/,

où les no ta t ions sont les mômes que celles déjà employées dans la for-
mule (ï). Donc

C // G n

(a) ^li'A--^E/,î;.
1 1

^ l ) Tcol'ui délia clasticita ( Nuwo Cimcnto^ iH^'^i ̂ 3 î,
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En conséquence nous avons le théorème suivant :
Si da'ns un corps élastique multiplement connexe deux systèmes de dis-

torsions engendrent deux systèmes d'efforts, /ci somme des produits' des
ejffbrts du premier système de distorsions par les caractéristiques du second
système est égale au produit des ejf forts du second système de distorsions
par les caractéristiques du premier système.

2. De l'égalité (2), en tenant compte que s^ s^ ..., ,y^, ^, .y'., . ..,
.y^ sont des quant i tés arbitraires, on tire

(3) E/^-rr-E/t/,

pour toutes les valeurs des indices i et A. .Réciproquement de ces éga-
lités découle, comme conséquence, l 'équat ion (2). Le théorème de
réciprocité que nous venons de donner pourra donc s'énoncer d.e la
manière suivante :

l/ef/br/. d'ordre, i induit par la distorsion élérrumtaire d'ordre h est égal
à l'effort d'ordre h induit par la distorsion élémentaire, d'ordre i.

Par cet énoncé le théorème prend une forme semblable au théo-
rème fomiamental de l ' induc t ion électrostatique.

Plus s implement encore le théorème peut s 'énoncer :
Les coefficients des efforts ne changent pas de 'valeur par une transpo-

sition des indices»

3. Étant données les nombreuses applications du théorème de réci-
procité il ne sera pas i nu t i l e de l 'examiner encore sous un autre
point de vue.

Prenons deux. sections quelconques o^ et <r^ du corps élastique, les
deux sections pouvant aussi, coïncider.

Exécutons tout d'abord une distorsion, consistant dans une transla-
tion relative ï.\ suivant la direction h^ des éléments des deux (aces
de la. coupure o"^. Détefminons ensuite la projection S^ suivant la,
direction h^ de la résultante des tensions qui sollicitent la section o-^.

Exécutons enf in , au l ieu de la, précédente distorsion, une autre dis-
torsion qui consistera dans une translation Ta suivant la direction h^

Ann. /u-. Nof'fn., (.Ï), XKIV. -- OaonRi-; 1907. 55
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des éléments des deux faces de la coupure cr^ et déterminons la pro-
jection a-i suivant À, de la résul tante des ellbrts qui sol l ic i tent la sec--
tion o^.

Le théorème de réciprocité nous d o n n e
c T _ e TDg ,B.2-—. D^ i i

et, par suite,
_s, _s^
T;~"T/

c'est-à-dire les projections des deux efforts suivant. les directions des deux
translations sont proportionnelles (MIX valeurs des tf'rt'nsi citions elles-'
rnêmes.

On obtient un ' théorème tout a fait analogue en subs t i tuant à la
translation T^ la rotat ion T\ autour de la, l i gne droi te h^ pourvu qu'on
remplace la projection S^ de la résul tante des tensions q u i sol l ic i tent
les éléments de cr^ par le moment de ces tensions par rapport a la
ligne droite /^.

Enfin avec de semblables subs t i tu t ions pour Ta et Sy, on obt ient un
nouveau théorème analogue aux deux premiers.

Ces trois propositions sont équivalentes au théorème de réciprocité
que nous avons déjà énoncé de diverses manières dans le paragraphe
précédent.

ÎIL

1. En vertu de l'égalité (3) on a
:̂Eï^^,

ety si 1/on appelle e^ les coefficients de la. forme réciproque de l'ex-
pression

^,^ K/A^^,
^ y
<-^A

nous pourrons exprimer d 'une autre façon l'énergie du système
moyennant la formule

-,,i î ^ "'0 •r'» •»••(

^^SÀ/À/^^^-aA^A^
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2. Dans le Chapitre précèdent nous avons démontré que, étant
donnée une déformation d 'un système m u l t i p l e m c n t connexe, les dis-
torsions qui correspondent à ses coupures équivalentes sont égales.

Nous voulons m a i n t e n a n t compléter cette proposi t ion et prouver
q u e les eilbrts qui, correspondent à des coupures équivalentes sont
aussi égaux.

En effet, envisageons la sect ion o-,. Par d é f i n i t i o n on peut la réduire
à une section équivalente o\» au moyen d ' u n e déformation cont inue .
Pendan t qu'on effectue cette réduction la surface cr^ engendre un
solide S^ qui constitue une partie du corps élastique S.

Le solide S, sera l imité par a^ o^ et par une surface latérale œ.
Nous pouvons alors imaginer S, en équ i l ib re sous la seule action des
tensions qu i agissent sur o", et o"^. De là résulte l 'égalité des efibrts .

On en conc lu t (lue; les e f fo r t s , comme les d is tors ions , ne sont pas
des éléments spéci f iques de chaque c o u p u r e , mais qu'ils dépenden t
exc lus ivement do la n a t u r e géométr ique de l'espace occupé par le
corps et de la d é f o r m a t i o n régul ière dont le corps est affecté.

Le premier problème l o n d a m e n t a l q u e nous pourrons nous proposer
dans l 'é tude dos solides é las t iques p lus ieurs fois connexes sera le sui-
vant :

Le.yfi/t distorsions étant données, déterminer les 6n efforts en supposant
nulles les forces extérieures,

Celte question, revient à déterminer les coefficients des efforts.

CHAITO.E IV.
DISTORSIOîsS ET EFFORTS DANS UN (X)BFS CYCLIQUE SYMÉTRIQUE.

1.

1 , En partant des principes que nous avons établis dans le Chapitre
précédent, nous étudierons dans celui-ci un cas particulier de distor"
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sions. Nous verrons comment ces principes nous permettent d'appro-
fondir le mécanisme des dis tors ions et nous révèlent des faits qu i sont
bien loin de ceux qu'on aura i t pu prévoir, a priori, en examinant i n t u i
t ivement la ques t ion. On atteindra le but sans recourir à l ' in tégrat ion
des équations di i ïerent i elles, mais à l 'a ide d'une discussion élémen-
taire de l'expression de l'énergie d'un système é las t ique qui a subi
des distorsions données.

Pour donner brièvement une idée des résultats, revenons à l 'exemple
d'où nous sommes partis au Chapitre 1.

Nous avons supposé de supprimer dans un anneau une tranche très
mince transversale qui varie en épaisseur p ropor t ionne l lement à la
distance de l'axe de symétrie; ensuite, nous avons supposé de rap-
procher les deux faces de la coupure et de les souder. Le corps aban-
donné à lui-même cesse d'être à l'état naturel . Il prend, un é ta t de
déformation régulière et ses éléments sont sol l ic i tés par des forces
élastiques. On peut donc se demander que l les sont les ac t ions qui.
s'exercent sur les faces soudées. 11 semblerai t év iden t qu'elles
devraient être tendues, mais la chose n'est pas a ins i . Il y a toujours
une partie tendue et une partie comprimée; de plus « la somme des
forces de tension est égale à la somme dos forces de compression )>.

Le présent Chapi t re est consacré a ce tiléorèrno et a d'autres ana-
logues qu i j e t t en t u n j o u r i n a t t e n d u sur la distribution des efforts
élastiques engendrés dans les corps par les distorsions.

2. Donnons toat d'abord quelques dé f in i t ions . Dans le Chapi t re
précédent, nous avons exprimé 1,'éoergie é las t ique d'un corps sujet à
des distorsions par la formule

(;n

E-^E^,
i

où les efforts sont représentés par l^et les caractéristiques des d i s tor -
sions par^. Nous appellerons K^'effbri conjugué à la caractér is t ique^
de la distorsion.

Le centre de réduction étant choisi, la distorsion, app l iquée à
chaque coupure peut être décomposée en une translation et en une
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rotation relative des é léments des -faces de la coupure. Faisons usage
du môme centre de réduc t ion et composons les actions qui s o l l i c i t e n t
les é léments d'une face de la même coupure comme si elles é ta ient
appl iquées aux points d 'un système rigide. On trouve ainsi une force
résul tante et un couple résu l tan t . Cette force et ce couple consti-
t u e n t l'eiïbrfc total app l iqué à la section (cf. Chap. précédent, Art. I,
§4).

En vertu, de la précédente d é f i n i t i o n , les composantes, suivant les
axes coordonnés, de la force résultante sont les efforts conjugués des
projections correspondantes de la t ransla t ion ; et les composantes du
couple résul tan t sont les efforts conjugués des projections correspon-
d a n t e s de la rotat ion.

Si la dis tors ion est é l émenta i re , u n e seule des caractéristiques et,
par conséquen t , une seu le dos précédentes projections sera d i f f é -
rente de, zéro; alors la composante de la force ou la composante du
couple q u i est conjuguée à cette carac tér i s t ique pourra s'appeler
Ve/fort co'/yuffué à la distorsion élémentaire.

3. Un sol ide de révolu t ion peut être engendré par la révolution
d 'une surface p lane connexe ( sur face génératrice) autour d'une ligne
droite de son p l a n . Soit n l 'ordre de connexion de la surface généra-
trice. Si l'axe de rotation l u i est ex tér ieur , l 'ordre de connexion du
solide est / ^ + t ; mais, si l'axe const i tue une partie du, contour de la
surface génératrice, l 'ordre de connexion du solide est égal à n.

Réduisons simplement connexe la surface génératrice moyennant
n — i coupures l inéa i res . Par la rotat ion, ces coupures engendrent
autan t de surfaces qui peuvent être considérées comme des sections
du solide. Dans le second cas, ces sections suffisent pour rendre le
solide s implement connexe, tandis que dans le premier cas, pour
obtenir la, connexion s imple, il faut f a i r e encore une coupure trans-
versale, par exemple une coupure qui, coïncide avec une des positions
q u e la surlace génératrice prend pendant qu'elle tourne a u t o u r de l'axe.

Cette dern iè re coupure , ou toute coupure équiva len le , s'appellera
de première espèce; chacune des autres, ou u n e coupure équiva len te ,
s'appellera de seconda espèce.

Soit un solide symétr ique deux fois connexe : deux cas peuvent se
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présenter : 1° la surface engendrée est s implement connexe et exté-
r ieure à l'axe de symétrie; û° la surface engendrée est deux fois
connexe et en partie l imitée par l'axe de symétrie.

Pour réduire le solide s implement connexe, nous ferons dans le
premier cas une coupure de première espèce, et dans le second cas
une coupure de seconde espèce, et nous dirons, dans le premier cas,
que le corps est deux/où connexe de première espèce, et dans le second
cas, qu'il est deux fois connexe de seconde espèce.

II.

1. Étudions main tenant les distorsions d 'un corps é las t ique symé-
trique deux fois connexe de première espèce. Dans cette étude, nous
admettrons que la symétrie n'est pas seu lemen t l i m i t é e à la forme,
mais dans l'hypothèse de Fanisotropie qu 'e l le subsiste aussi relative-
ment à la constitution du corps élast ique.

Supposons que la distorsion soit exécutées siir une coupure cr fa i te
suivant une des positions que la surface génératrice prend dans la
rotation.

Plaçons l 'origine en an point de l'axe de symétrie et prenons cet
axe comme axe z.

L'énergie da système sera exprimée par la fo rmule (iwr Chap, pré-
cédent, Art I, § 3)

G 6

(i) lî=îZ2,E^^^2^A^
1 î

OU
À-i == /, A-2 = m, .$'3 = n, s,, = /^ ^ ;::= q, .̂ -z: r

désignent les caractéristiques de la distorsion, selon les notations
employées dans le Chapitre précédent.

Cela posé, observons que , à cause de la symétrie, l'énergie du sys-
tème ne changera pas si, au l ieu ( rappl iquer la distorsion à la section
p r i m i t i v e cr, nous r a p p l i q u o n s à u n e autre section q u i (orme avec la
première un angle 0 quelconque.

Or, les deux sections étant équivalentes, l 'énergie du système sera
la même, soit que nous appl iquions au système, s u i v a n t la section cr,
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la distorsion
^•^3 ̂ -^c»

soit que nous appl iquions , suivant la même section, la distorsion
!*

.</, == ,ç, cos 0 "h .s'a si ri 0, .̂  := •—• ,<?i sin 0 -h .s-a ces (9, s\ -= .93,
,<^ •== 6-4 cos 0 d- .v» si. n 0, .s'y == -— ,y^ si ri <9 + ,?Q cos Q, ,çg == .?B.

En d'autres termes,
B fi

w ^i^I/'̂
i i

devra être i n d é p o n d a n t o do 0, c'est-à-dire

JE
7/0-of

M'ai s
/̂.s'̂  , rf,v^ , d^..̂  ,:::: ̂ ^ ^ ̂  ̂  ,s. ̂  ,̂ „„ o,

< -.- ç' ^^ .' l̂ .
^^ "" y y ^0 '-•••^•>^ ^0 — 0 »

donc

o = ̂  :̂  (En - E,, ) ̂  ̂  + En (.̂  - ̂ 2 ) 4- E,, ̂  ̂  - E,3^ ̂

+ ('Eu - K^0^< ̂  M^ - ̂  ) + E ,̂̂  - E^<^
+ (En- E^) (.<.<+.<^) + (E^^ E^) (^ -^.< )
+ 'E^.<^ - E,̂  ., + E,̂ ,̂ ~ E^,^.

Or, les quant i tés ^, ^, .9^ ^^, ^^ ^ sont arbitraires; il s'ensuit que

EI i === Ega, E/,/, ~= E.»i.ç, E ,̂ == Eaiî, E;̂  =: — Fi ;;,
Eiâ:= .Ei3=: Ega :•= E,,̂ ; •r:r E,̂ } =: Eg01"= EIR ^= E^g == E34== E;js == o.

Par conséquent, l'expression (2) se réduira à

E = ^ [E,i (^ +- ̂  ) + "E^ï + E,,(^ + ̂  ) + E^j
+ âE^,(.ypy4+ .^.yg) -4- aE^^.^^— <îi.^) -+- ^Eag^^].

Prenons le plan.y5 comme plan de la section o- et envisageons la dis-
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torsion d'ordre 6, c'est-à-dire la distorsion due à une rotat ion rela-
tive des éléments des deux faces de la coupure a* au tour de l'axe z.

Il, est évident que la déformation du corps résul tera symétrique par
rapport au plan xz et, par conséquent, l 'e l l ipsoïde d'élasticité et la
surface directrice (1) dans chaque poin t de cr auront le plan xz pour
plan de symétrie.

En d'autres termes, le's actions élastiques qui s'exercent sur les élé-
ments de a devront être normales à, o". En composant ces actions et
en p renan t l 'or igine pour centre de réduc t ion , on ne pourra ob ten i r
qu 'une r é su l t an t e normale a a" (ayant la d i rect ion y ) et un coup le
résultant dont l'axe est para l lè le à o". I l s ' ensu i t que

En^E^rE.^o,
c'est pourquoi

(3) E = ; [En (^ 4" A-J ) 4- E:,;̂  4- !U^ 41-" ̂ ) 4- E.,̂
•d

4- a E i,, ( ̂  s., 4- ̂  s., ) 4- 2 Es4 ( ̂  A-4 — ^ i ̂  ) '1.

De la môme manière, envisageons la d is tors ion élémeul .a i re d 'ordre 2,
c'est-à-dire la d i s to r s ion due à u n e I r ans l a t . i on re la t ive des é léments
des (leux faces de la coupure o", p a r a H M e m c n t à Faxe y» I /e l l ipsoïde
d'élastici té et la surface directrice résu l te ront symétr iques par rap-
port au p lan ^z en chaque po in t de cr. C'est p o u r q u o i , à, l ' a ide d ' u n
ra isonnement analogue à celui que nous venons de faire, on tire

Ei.-^ E;«î»=- Eî,â=; o,
M'ai s

donc
.a.^14 .-,.„.,< s.ig%,

( U ) E = ^ [ En ( ̂  4- ̂  ) ̂  Ê33 ̂  + Ë44 ( ̂  -h sï ) 411" E,,; ̂  4" a E^ ( ̂  ̂  - ̂  ̂  ):j.

Observons main tenant que le coefficient K ( , == E^^ ne peut pas être
nu l , autrement l'énergie duo à une distorsion élémentaire d'ordre i on
d'ordre '2 sérail nul le», ce qui est absurde.

( l ) ^(nr CLEBS(Î!I, loc. ( ' I L , ( I t i a j ) . I, ^ 6.
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II s'ensuit que, en. composant toutes les actions qui sollicitent Œ, en
vertu de la, distorsion élémentai re (.l'ordre 2, on doit obtenir une résul-
t an te d i f ï e ren te de zéro dont la l i g n e d'action rencontre l'axe ^ on un
point il. En edel, toutes ces actions sont équivalentes à la force E^
appl iquée à l'origine et au, couple ayant pour moment E^ et pour
axe x.

Mais, si nous prenons le centre de réduct ion dans le point Û, nous
aurons E^ == o et^ par suite,

( 5 ) E = ^ I: En (.̂  .+. ̂  ) ̂  E |̂ + E,, (.̂  + si ) + E,̂  ].

2. Etudions m a i n t e n a n t les distorsions des corps symétriques mul"
t i p l e m e n t connexes de seconde espèce. Supposons que les distorsions
soient app l iquées a une coupure de seconde espèce symétr ique par
rapport a l 'axe de symétrie du corps.

L'énergie du système aura toujours la forme (ï) et, si nous prenons
comme a'xe -s, l'axe de symétrie, l 'expression de cette énergie ne doit.
point changer si nous f a i sons tourner dans leur p lan les axes x, y
d'un angle 0. Donc, même dans ce casy l'expression (2) doit résulter
indépendan te (.le; 0 et. E doit , prendre la fo rme (3). Mais, en vertu de la
symétrie, E ne doit pas varier si l'on change .̂  en — s\^ lorsqu'on sup-
pose ^ = ̂  = ̂  ;= ̂  ;:-o; donc E;t(;^o. M,éme si l 'on change entre
eux les axes ^y, Férier^ie E ne variera pas, c'est-à-dire la quanti té E
doit se conserver la même, si l 'on subst i tue en même temps .y,, à .^et^
à — ^. 11 en résuUe que E^ == o et, par conséquent, l 'énergie E doit
avoir la forme (' f\. ),

Un raisonnement analogue à celui que l 'on a f a i t dans le paragraphe
précédent prouve que, en choisissant con.venahlement l 'origine en un
poini , iî, on peut rendre E^ égal à zéro* Par conséquent, même dans le
cas où la double connexion est de seconde espèce, l'expression de
l'énergie peut se réduire à la formule (^>) .

Le point 0 s'appellera le point central de l'aœe de symétrie.

3. La formule (5), quand, on tient compte du principe des coupures
équivalentes, renferme le théorème suivant :

Dans un corps élastufae symétrique deu^ fou connexe, chaque distûr-
Afï.n. É€, ^orrn,, (3), KXIV. "— OcToiilUi 1907, ^
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sion élejnentaire entendre le seul effort con/u^ué, (fuand on prend te
centre de réduction dans le point central de l'axe de symétrie.

De ce théorème découle le corollaire suivant :

L3 effort total entendre par une distorsion, consistant en une trafisia-'
tion relative des éléments des faces d.e la coupure, est âne force dont la
ligne d'action passe par le point central de l'axe de symétrie.

L'effort total engendré par une distorsion, consistant en une rotation
relative des éléments des faces de la coupure autour d'un a-ve passant par
le point central de l'axe de symétrie, est un couple.

Il serait ensuite facile de démontrer que :

Si le corps élastUjue a un plan de svf/iét/'fe normal à l'a^'e de symétrie,
le point centra/ est le lieu d'intersection de l'a^'e de sy/nétrie wec /e plan
de symétrie,

4. Exani i î îons le cas où la double connexion est de première espèce.
et la distorsion d'ordre 6. Alors l'ellort est réduit à un couple ayant
pour axe l'axe de symétrie. Donc, si nous considérons les actions
élastiques qui sollicitent une lace de la coupure, leur résultante est
nulle. De là le théorème énoncé dans le § 1 de l'Article 1 . Il est facile
de compléter ce théorème en montrant que, par rapport à Paxe de
symétrie, le moment des forces de tension surpasse celui des forces de.
compression et précisément de la. quantité E^*

D'une manière analogue, supposons que la co'upure soit faite suivant
le plan .vz et considérons la distorsion d'ordre 2. I/eifort induit sera
une force normale à la coupure dont la li^ne d'action rencontrera Faxe
de symétrie. Donc, dans ce cas aussi doivent exister des éléments d,es
faces de la coupure qui sont comprimés tandis que les autres sont
tendus-

Revenant à. l'exemple du paragraphe 1 , nouspoirvonséix)n^erla pro-
position suivante :

Si nous supprimons da'ns l'anneau {au lieu d'une tra'ncfie pronortion-
nell.e en largeur à la distance de l'aût'e de symétrie") une tranche de
largeur uniforme et si nous soudons ensuite les faces de la /ente., aueluues
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partie}; de ces faces seront tendues et. d'autres comprimées» Les tensions
surpasseront les fïressions {et précisément de E , , ) , mais le moment des
premières sera è^cil au moment des secondes par rapport à l'axe de
symétrie.

On d é d u i t (.l'es f ac i l ement des résultais précédents que, si l'on sup-
prime dans l 'anneau une tranche dont , Fépaisseur est donnée par

en appelant x la dis tance de Faxe de* sym.etr.ie, en soudant ensuile les
laces de la tenle^ on entendre un effort, normal à la section dont la
li^'ne d'action est éloignée de l'axe de symétrie de

/ »„,-,. ^'î ^(î1 "̂  ̂  iî7i "

On voit ainsi que-, en choisissant convenal)leinenl le rapport [1-, on

pent ia i r (^ en sorle que wtii' l i ^ n e d ' îu^l . ion soit à nne distance q'wï-
conque de l'axe de syrnél.r ie.

Dans le premier ({hapi t re nons avons examiné la distorsion qui con-
siste à ta i re glisser les deux faces de la coupure l'une relativement
à Fantre dans le sens de Faxe de symétr ie^ de manière à donner à Pan-
neau une forme légèrement hélicoïdale e(^ ensuile;, à sonder entre elles
les d e u x faces.

Celte distorsion correspond à une dis lors ion d'ordre 3. En consé-
quence, Peli'ori correspondant a, pour l i^ne d'action Faxo de symétr ie;
c'est p o u r q u o i les é l é m e n t s d ' une lace de la coupure seront tirés les
uns dans le sons ou .Fon a fait le ^ l i s s e m e n f , les autres dans le sens
opposé; de plus, le moment des premières aci ions sera égal à, celui des
autres par rapport a un axe normal. ÎA la section et qui. renconire Faxe
de symétrie.

Nous ne nous arrêterons pas a discuter d'autres cas particuliers qui.
ne sont pour tant pas sans intérêt, mais q u i donnen i l ieu à des consi-
déra t ions et à. d.es conclusions analogues à celle que nous venons de
développer el de formuler.
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CHAPITRE v.
CYLINDRJK CIŒUX DE RÉVOLUTION. — DISTORSION irORDIŒ G.

1.

i. Un des résultais auxquels je suis arrive dans le Chapi t re précè-
dent a été le suivant :

Soit un anneau symétrique relativement à un axe (/^f. i). Retran-

ig. i.

chons en AA/JBB' u n e mince t ranche dont la largeur varie, proportion-
ne l lementa la. distance de l'axe (nous a})!;)^!^:1?^)!-^ cette opération/^w^
une/mare radiale). Bai)proclions ensu i t e les faces AA/ (»( . "\W de h
fissure, soudons-les ci laissons l ' anneau l ibre .

Les faces soudées ne sont pas s i m p l e m e n t tendues, mais en partie
tendues et en partie comprimées et la somme des forces de compression
est é^ale à. la somme des forces de tension (voir Ch.ap. IV, Art. I, ^ 1,
Art. II, §4),

En retranchant en AA/lHrC/^ 2) une tranche mince a, faces paral-
lèles et. équidis tantes de Faxe de l 'anneau (/hsu.nî a/fiforw-e) on trou-
verait encore, après avoir soudé les deux faces et abandonné le corps
à lui-même, que les faces sont en partie tendues et en partie compri-
mées. Toutefois les condi t ions du corps en équil ibre sont essentielle-
ment dilïerentes dans les deux cas (C;hap. IV'/Art. .11, § -11).
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Dans le premier cas, Pelai de déformation (lu corps est symétrique
rela t ivement à Paxe, en sorti1 que l 'on aurait obtenu le même état en
exécutant la même lissure radiale en u n e autre section axiale quel-

conque de l 'an n eau, | par exemple , en cel le ( l i ame t r a l emen i , op-
posée ( Y C ( J i j i , î) | et en soudant e n s u i l e les faces. Dans le second cas,
pour ob t en i r le même état de déformat ion en opérant une distorsion
dans la région d i a r r i é l r a l e m e i i l , opposée à A-A/.BB^ on aura i t dû faire
u n e coupure en 0(7 et interposer entre les faces de la coupure un coin
d'épaisseur un i fo rme (voir le p r inc ipe des coupures équivalentes;
Cbap. .11, Art. I, § 1).

De plus, la d i s t r ibu t ion des efforts est tout à fait d i f férente dans les
deux cas,

.Dans le premier, si nous examinons les actions que AA' exerce
sur BIV, après la soudure cl, si nous composons entre eux tous les
efforts de compression et ensuite tous ceux de tens ion, nous obtenons
(lue la lig'ne (l 'action de la résul tante des premiers efforts est s i tuée
vers la région i n t é r i eu re de l ' a n n e a u , c'esl-a-dire du côté AB, et la li^ 'ne
d'action de la résu l t an te (les autres efforts vers la région extérieure,
c'est-à-dire du côté A/B'. En vertu de la symétrie on trouverait un ré-
sultat analogue en chaque section axiale de l 'anneau.

En effet, nous avons trouvé (voir Cbap. IV, ArL .11, § 4) que la
résultante des efforts de tension est é^'ale en intensité à celle des
eilbrts.de compression, mais que le moment de la première résul-
tante relativement a. l'a'xe de symétrie surpasse le moment de l'autre
résultante.
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Au contraire , en fa i sant , (ians le second cas, une semblab le compo-
s i t ion , on a que la l i^nc d 'ac t ion de la résu l t an te des Piloris de com"
pression qui agissent sur la face BB', après la soudure, est s i t uée vers
la région extérieure de l ' anneau, c'est-à-dire du côté A/B'; tandis que
la l i içne d'action des ellbrts de tension est si tuée vers la région i n t é -
rieure, c'est'-a-dire du côté AIL Mais on trouve le contraire du côte
opposé (y G; la li^'ne d'action de la résul tan le des ef for t s de compres-
sion est ici s i tuée du côté i n t é r i e u r , vers ( I , et la l i ^ne d ' a c t i o n de la
résultante des tensions est du côté opposé, vers (I\

En ellet, nous avons d é m o n t r é (Cl iap . I V ? Art. I l , § 4} q u e
dans le cas d 'une coupure u n i f o n n e , en chaque sec t ion t ransversa le
de l 'anneau, les clitoris de tension surpassent ceux de compression et
la résultante des uns et des autres rencont re o r lho^ona lemen t Faxe de
symétrie de l 'anneau,

En d'autres termes, dans le cas de la f issure radiale, les l ibres c i rcu-
laires étirées de l ' anneau se trouvent p r i n c i p a l e m e n t vers la région
extérieure et celles comprimées vers la région i n f é r i e u r e et cela tou t
le lon^ de r a n n e a u . Au con t ra i r e , d a n s le cas de la f i s s u r e u n i f o r m e ,
les libres circulaires, du côté droi t de P a n n e a u , sont p r i n c i p a l e m e n t
étirées dans la région extér ieure ; le contraire arrive du côté ^ a n c h e d e
l ' anneau .

Les résultats que nous venons d 'énoncer se dédu i sen t fac i lement
soit du pr incipe des coupures équivalentes , soit de la loi de composi-
tion des eilorts (r<w les Chapitres précédents). Par l ' i n t i i i t i o n on
arriverait d i l l i c i l emen i , a p r i o / ' i , à ces résultats ; i ls nous semblen t
ina t tendus . On peut se rendre compte de cela en r emarquan t que
l'expérience q u o t i d i e n n e nous habitue a prévoir les déformat ions des
corps, lorsqu'ils sont assujettis à des elîorts extérieurs connus* Mais
dans le cas présent, aucun ellort extérieur n'est, exercé sur le corps
élastique : les ellbris qu i le sol l ic i tent sont intérieurs et, pour ainsi.
dire, cachés à l'observateur, en sorte qu'ils ll^urent, 011 même temps
que la déformation, comme les inconnues du problème.

2. .Pour avoir la c o n f i r m a t i o n expér imenta le de quelques-uns des
résultats obtenus j'ai opéré sur (.les solides de caoutchouc, avec lesquels
il est jfacile d'obtenir des déformations très sensibles.
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Pour faire une comparaison entre les résultais du calcul, et les expé-
riences, je comjnencerai, dans ce Chapitre, par approfondir le premier
exemple développé dans le Chapi t re !,, c'est-à-dire le cas correspondant
a la distorsion d'ordre 6 (voir Chap. I V ) due à une fissure radiale en
un cyl indre creux de révolut ion, cas qui présente les moindres diffi-
cultés au point de vue analytique. Les distorsions des autres ordres
seront examinées dans les Chapitres suivants.

II.

1 . Les formules (2), du Chapitre I, dans lesquelles on suppose •Y=== o,
expriment les déplacements correspondant à une distorsion d'ordre (>
(fissure radiale ) quand le cylindre est sujet respect ivement à des actions
uniformes, suivant les surfaces cylindriques qui forment le contour
latéral du corps, e t , !» des tensions qui en sollicitent les hases. On éli-
mine facilement les premières en composant les déplacements (2)
dudit Chapitre avec les déplacements

<X" . 'V
U ,̂. À -^ 4- P".̂  V •^ À •̂  "h p^Yy (^ ̂ : Oy

et en choisissant convenablement les constantes A et [JL.
lui opérant ainsi, on arrive aux déplacements

y i K . ,// Tr: — a y arc tîui^"- t— - .—.—».,, rc lo^/-
<X.' 'î S^ -l•i"- '?' Si

S . 4 - K ,«pJ"KHÎ--l»sll|^
-r |[~Ï-'7K 1 2 -""' Kf ::-"Kl /•2

,*•/ K Hîlo^«rf-K|losKiy|
+ ï \1 + L+aK --—-•^^llr-^^---—l--JJ'

(I) ( [- y i Ks iï ":1-""* __ /v \ —_ '•y* î» r'/1» i î.1* t) ir sL» >-«-«, — .,„,.„—....„..„„..,.„„-.-^"•"'•«"^^-îr+ïK-710^^î> ":̂  — a

^ Jî -J î  it» l()sRî - ̂ s^ y_
• L +^K 1 2 -nyrL-H] / .2

y { K Kï losHÎ—Kî^nr^ .̂  ^, ...t.- ̂ F -̂ --— --^ _K|
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qui correspondent à l 'hypothèse d 'une distorsion (d'ordre 6) due à une
fissure radiale , dont l \ )uver(ure angu la i re est, 2-rra, pendan t que le
corps est soll ici te par les séides actions agissant sur les deux hases.
Ces adions m a i n t i e n n e n t lesdiles hases planes el à la d i s lance p r imi -
t ive^).

On peut f ac i l emen t calculer les six caractéristiques des tensions
(strain) qui correspondent aux, déplacements ( I ) et l'on a

^ , _a (L+ K)K [ . 2^ R ? R j ( l o ^ H Î - î o ^ R J ) / i ^\( , ) t,,^. ̂ ^— ̂  t + ̂  - ————nT—T[|———— [ ̂  ~ "7^ ;

R ^ l o ^ R î — R ï I o ^ R r "
R f — R |

a ( L + K ) K . f , , , ».^ R Î R î d o ^ R i - I o ^ î U ) / i ^..,„..,.__ | ̂ r 4- ~ ̂  ———,———^^_«__ ̂  .. ̂ ^(^ ^- LT^ l10^' 4" ^ "•" ——^FT^- ̂  - ̂
l î Ï lo^iq-RI îo^R j

R Ï ~ R ^

.^ ,-,..-..- l̂.^+io^.^JlL!^
^^ £^1-"" L 4 : - a K V T l (b 1^-R| '"^

(4) ^îi-^o,
(5) ^,r:::o,

/ F ^ ^a(!i±llK ^'^ " H î î ^do^R Î - l o ^ î î ; ) <v / ^2—'" "L.4-.. ^K 7121 ,! """" "—•••—^^^^^ "-1 1-1/•^ ir2 —•• R 2 r4-*/ ( _ S^., •-1' ï , lg /

Les égailles /y;( == o (yf. l.^ ":; o prouvcu'it ( jne les forces agissent nor-
malement aux bases.

Celle aciion sur les hases, rapporlée à l ' un i t é de surface, doit être
considérée comme positive lorsqu'el le est dirigée de l 'extér ieur vers
l ' intérieur du cyl indre et comme négative dans le cas contraire* Voici
son expression

(ii) p_ ̂  ̂ y,,- ,^_ iii2"Ejĵ ^̂  .
Nous avons donc le théorème suivant :

Un cylindre creux de révolution, (/(M a subi une dùtornon (d'ordre 6)

( 1 ) Dans ces fbrini.iîos, Cinnme dans LoiUcs les smvantOH, lo^lo^aritinnos soril îiôpériofis,
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due à une fissure radiale d'ouverture 2Tca, maintient ses bases planes et à
leur distance primitwî à Vaide de forces normales agissant sur les mêmes
bases. Ces forces sont données par la formule précédente (II) dans la-
quelle lî, et IL représentent les rayons des surfaces cylindru/ues latérales
et r la distance de l'aw aux différents points des hases,

2. Cela pose, calculons les actions qui s'exercent sur les éléments
de la section cr du cy l ind re . Cède section est faite avec la moitié du
plan détache de l'axe du. cy l i nd re q u i forme, avec le plan xz, l'angle p.

Les équat ions ( i ) , (2) et (G) nous fournissent tout de suite les
composantes suivant les axes de l 'action uni ta i re relative à chaque
élément de la section. Ces composantes sont

— F s i n (3, ¥ c o s (3, o,
dans lesquelles

^(L+ K,)K ' ., ^ llliiiiĴ ^ ï
1. ̂  _ . . . . . ^ ^ ^ ^ ^ ^ 4" iog / - ^ _ ̂  ^

ĴilJïEJi!̂ ^
'1{Ï-HÏ

(îe qui prouve que chaque élément de a est sollicité par une force
normale de grandeur u n i t a i r e F.

Un calcul élémentaire; nous donne

•»ï<i/ »RI
/ F]
^i^

V dr == o.
^

Ïl s 'ensuit ( jue, (in composant foules les actions qui s'exercent ^ur
les éléments de cr, on trouve une force résultante nulle.

Ce résultat vér i f ie , dans le cas par t icu l ie r que nous traitons, le
théorème général démontré dans le Chapitre précédent, § 6.

En effet, i l prouve que la somme des compressions qui. agissent
sur - cr est é$j;ale, 'en valeur abso lue , à la. somme des tensions. Celte con-
d i t i o n devra év idemmen t con t inuer à subsister, même quand nous ne
soll ici terons p lus les hases du cylindre creux, au moyen des forces l^.

On peut calculer iacilement/ le moment des actions qui sollicitent
les éléments de (7 par rapport a Faxe ̂  En indiquant par h la hauteur

Anit.. /U'. A/>/w., (3) , XXJV. — OCTOBKK H)<»7- J^
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du cylindre, ce moment', sera

^»i/ r ^ i -^;lf(aL±_^K^j^^ IHH^IO^HI-IO^L)-
,4 1 """ L+2K, ' L 4 '" " ——^^^^^^^^^ ^

3. Posons

r^ rr^-i^îfy-r-liM^!^^ I RÎ^H.-S^ÎO^
W / <M ' / — 1 "T' '"b ' i> g , g> 2 "" ,:2K f - K j r2 HÎ- S1^

La fonction /'(/") est oroissanie, et, puisque

^
t f{r)dr^o,

^ïî,.

il résulte que l'équation
/(r)=:o

a une seule racine p ^ comprise entre IL et ,H,^ et que/Cr) (*sl négative
pour les valeurs de r comprises entre B,a et. p < (»(. |)ositive pour les
valeurs comprises entre p i et .1 .̂

Cela prouve que les libres circulaires du cy l ind rCy ayant pour axe
l'axe du cylindre et dont le rayon esl, compris entre Rg et p^ sont com-
primées, t and i s que celles dont le rayon est compris entre p ^ et H, sont
tendues. Les fibres neutres ont pour rayon o ^ .

De l'équation /'(r) =-= o on tire

R, R, H? /W, , /I;
lo. £--1^ ̂  \ B;10^^"10^!;
'vTO^ M ./ PÎ"——^^——~—^;^ ^-»

et, en posant
B, , pi
,. = £, 1(:^-^ ,̂_ -:̂  y
Hîi l ^HiHanous aurons

(B ) 9-;-ÎOI£-1^^
£' ••-- Jf '/. Ê 4 — î

Soit
, K,,-..»]^y^^..^^-^^
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nous aurons o < y < i . Dans l'expression (8) développons en série,
suivant les puissances ascendantes de y, le coefficient de e'~^ et les
termes successifs. Nous obtiendrons

y(y)^(,-^+...)e-P-^-^+...),

d'où l'on a

donc
9 (o) = o, y' (o) ==: o, </ (o) =r — ,

cp(y)=: " ï ^ ^ " '

^^:^eW^^—f^...,
\/HiH. '^/

c'est""a~din\ <^"î négligeant .lï.ïs puissances de ———^ supérieures à la
seconde,

p.-.-^«;-à('WJ-
Si J 'epaissciir < i i i c y l i i t f i r c ( î rcux (tst, pet i te relati veinent, aux rayons,

e(, si le rapport (le l 'épaisseur au rayon ex le rieur esl, envisagé comme
une ()uan(.ile du preniier ordre, le rayon des libres neutres sera donné
par

pl~---v/KlKï

en né^'ii^'eani, les (iiiantiies (la second ordre.

4. De la l'onmile (7) cl, de l'équalion

Ki ï^ ( l(»j,lt, - l(^l^) ̂  _ lllioii.̂ L-L̂ L1 .̂"!
o :.- î 4- l (̂  p, — ^ __ r̂ p^ - - ^ __ ̂  - - .

on tire
RÏH^log1-!-!

^.^^^^(^

Considérons -1-?̂  == y comme une quantité très petite du premier
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ordre. Par des calculs faciles, en posant r = = p < +Ç et, en né^eant les
quantités du second ordre, nous obtenons

/(/•) = -M-, r _ L _ f t . - ' 41
\/RÏM ^ /Hi-i-H,\ "

C'est pourquoi '

F ==— 2c t(L-^-K)K _2^_ F __ ^ H ,—Ra -|
L- l-aK- vCM ' 4 /Hi+l^Y(

L '"————/J

Soit E le module d'élasticité et Y] le coefficient de Poisson. Nous
aurons

(L+K)K __E__
L+aK ~~/,(i—~^)

et,, si no^us appelons 0 l'ouverture angulaire de la coupure radiale, a sora
égal ;'i ̂ •; donc

(HI) r=_E-.- JL'^, ' •̂
(l-y;2) HTTûl/'"^/

ouip est, la moyenne (arirhinélique on s<-on»é(,rique) des rayons e( v la
d'nerence des rayons, (;'es(-a-dire l'épaisseur du cylindre creiiK.

5. Passons mainfenanta examiner la loi de disfrihution des forces P
sur les bases du cylindre. ' ' '"

Posons

(0) •^(/•) ----1 4- loiî/-2- nLk)SïiI-_ ".l I°ffl{|i.-Hj-L-K-f---1-,

par un calcul élémentaire on démontre que

(10) f ' / • 4-(/•)<//• =o,
^K,

il s'ensuit que l'équation ̂ r) = o devra avoir une racine comprise
cnf-re K, et, I{,, et, comme -^r) est une fonction croissante, cède racine
sera unique. En l'appelant, p, nous aurons que ^r) sera né^X.ive. s; la
varia de /• est comprise entre IL et, p., ot positive si r est comprise entre
Pa '^l ^i •
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II est facile (le montrer que pa^" ———2-
Nous avons, en ciï'cl,,

, , , , R ' f I o K R ï — R l l o R R I
( l î ) I - t - l O g p ^ — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — = = 0 ,n ^ — u ^
d'où

9,02 ^'^'R; , R, i ,
'^'R^-R; -~- •W=~^ + loë î̂ "^ ~ ^ + og2

ely en posant
Ri , ^ p 2 , .i;^ ^^n^-xî^).

. . lose , e i ,
•/.(e) = ——— -1- ̂ S—— - -; -1- loS7-»S^ — ï £ "-(- 1 2

il s'ens'nil,
g _„. ^ — a l o ^ e , .

,/(,)^ .^^^^^^^^^^^^^^^
^ (^ -Q 2 ^-i)2

Si l/on ccril con-uifie nous avons fait précédelirn'ient (§ 3) y ==== T "" -
ol, si l'on ( levf ï loppo It1 lo^ari lhino, et, ensuite ^'(s) on série suivant les
puissances de y, on. a

(ff -<-- - ) (1 -y)3 ,
(-) ^(^-—Trdr^—--T^4---'
où les termes qni suivent le premier cont iennent des puissances supé-
rieures de la variable y. On en déduit

^(£)^=0y x(s)s=i:
Mais

^)=^-i) -
c'est pourquoi niÇe) et, par conséquent, }(/s) sont positives pour £^>ï .
Donc ^(s) pour £ ^ > T est une (onction croissante- Mais lim.^(£) == o,
donc

IO^^IP^—^O"^H.-hS^ "•
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ou bien
R , + K ,

P^———2———'

Comme /.('O^i == o, de la formule (12) on tire

^(s)=^+...,

et, par suite,
29Ï -.i^-—,, _L.,2_,_

R,"̂  - ' + 24 7 + • • • '
d'où ^«.- i -R»r, , (^-^yi2 L \ ^i / J

en négligeant, dans l'expression do pa, (les puissances de ———1

supérieures à la seconde.
Nous pouvons donc conclure que le cercle qui, sépare la région

tendue de la région com.primée en chaque hase a pour rayon la
moyenne arithmétique des rayons extrêmes, à moins de quan t i t é s du
second ordre.

6. Des équations (<)) et (i i) il résul le que

^ ( r ) — alo^1»
Fi

donc;, pour la formule (II),
? _ 9. a LU. ^ ^ /*
.1: (^ == ^ .̂»-~,_ j og' ̂

h --h 2 h • pa

et, en introduisant le module d'élasticité, le coefficient de Poisson e
l'ouverture angulaire 0- de la fissure radiale (voir\ § 4)

/ r T / \ T» •K'^ ^ i ^' '( II' ) • PO) •= — ————. —— lOg — •
î —Y^ 27T ° pg

On tire de là que, pour maintenir planes et à la distance primit ive
les deux hases du cylindre, il faut les comprimer dans la région com-
prise entre les cercles de rayons'R^ et pa et les étirer dans la région
comprise entre les cercles de rayons p^ et B,,
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De la fo rmule (10) on dédui t que la somme algébrique de toutes les
forces agissant sur une bande radiale prise sur une des hases est
éffale a %éro; c'est-à-dire que la résultante des tensions a la même
intensité que la résultante des pressions. L'ensemble donc de toutes
les forces agissant sur la bande radiale équivaut à un couple.

En posant r==p^^^ nous aurons -CL <i étant p ^ > — — — 2
*• ' p^ -û

(voir § 5). ,11 sera donc possible de développer la fonction logr— en

série, suivant les puissances de ^ et la, formule (II/) s'écrira

p ^^J^^lfi^L^^L^^ .\l^- .̂̂  ̂ p. ^ pi 3 pS ;

Si l'épaisseur du cylindre est petite, en négligeant les termes du
second, ordre, nous aurons
/H., p ^ :1^ li.(AI ) J,^.-- ̂ ^ ̂  ̂

ÏII.

{ . Sni)posons m a i n t e n a n t de ne plus soumettre les deux bases (lu
cyl indre 'aux actions 1\,> mais de les laisser libres et voyons la forme

Fig. 3.

que prendra le cylindre en vertu, de la seule distorsion, quand aucune
force extérieure ne le sollicite.
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Pour cet ellet, il suffira d 'appl iquer les principes généraux que nous
avons énoncés clans le Chapitre 11, Article I, paragraphe 2, c'esl-à-dire
qu'il faudra superposer à la déformat ion (.1) celle due aux forces — I\.,
qui agissent sur les bases du cylindre. Mais la, déformation (.1) con-
serve au corps la forme cylindrique de révolut ion, i l suffira donc d'exa-
miner la déformation que subit un cyl indre sujet, sur les deux bases,
aux actions — P(,>,

La figure 3 représente une des bases du cyl indre .
Le grand. cercle et le petit cercle sont les deux bords de la base;

le cercle point i l lé est la ligne de séparation de la région q u i doi t , élrc
tendue par les forces —?«> (el le a été hachée) d'avec la région qui doit
être comprimée par les forces — P(,) (elle a été laissée en blanc).

Considérons maintenant Çfig^ 4 ) l111^ tranche long i tud ina l e

Fi^ 4.

-M

<-"""11"

.--^

"^

ABCDEFGH in f in imen t mince du cylindre creux et imaginons-la déta-
chée du reste du corps. D'après ce que nous avons trouvé dans le para-
graphe 6 de l 'arlicle précédent la somme des compressions agissant
sur la hase supérieure ABCl) sera égale à la somme des tensio-ns; i l en
sera de môme pour la base infér ieure EFGHy donc les deux: bases seront
respectivement solicitées par les couples Ï\, — Ï\ ; Py, — P^.

Il s'ensuit que la tranche fléchira de manière que les génératrices de
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la face DCGH se courberont et prendront une forme concave. Les géné-
ratrices de la face ABFG se courberont également mais en devenant
convexes. En même temps, la région de la base supérieure ABCD
adjacente à AB se soulèvera et la région de la même base adjacente
à CD s'abaissera. L'inverse aura lieu pour la base inférieure.

Il est facile de calculer, au moyen des formules ordinaires de la
flexion, le soulèvement, l'abaissement et la flèche de flexion relative à
la tranche considérée. Reportons-nous au plan normal à l'axe conduit
par le milieu de l'axe même; nous aurons :

Soulèvement des pointa de la base supérieure :

(^ .̂ T ( p ^« __A-iA.
(ï^ w ww I1 ^ï '""'"' 1 -Tj2 9Jl -2p./

Abcwsernent des points de ta base inférieure :

(.3') ^-—— -(-P,,,)^ :.=- ——— Q- ^;
' / E ' '9 , 1 — ' f ^ 2 TT %p2

Flèche de/lésion :
_ B,\, ̂  _^_ J^ ̂

( î q ) Âr l~>"> " iH 8 '"'" i—rf2 27t 8p2'

où h représente la hauteur du cylindre.
On aurait le même résultat pour toute autre bande longitudinale

i n f i n i m e n t mince du cylindre, en la supposant séparée ,du reste du

Kig. 5.

<::7"^

corps. La liaison mutuelle des différentes bandes changera lesdits sou-
lèvements et abaissements en les rapetissant et surtout en diminuant

Ânn.. Êc. AWw., (3), XXIV. — OCTOBRE 1907. û8
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la flèche de flexion; mais la marche de la déformation restera évidem-
ment inaltérée et les corrections à f a i r e dans les valeurs trouvées
seront d'autant plus petites que le cylindre sera plus bas et que l'épais-
seur, relativement aux rayons des bases, sera plus petite (1).

Le cylindre primitif,, représenté par la figure 5, prendra donc, en

Fis. ri.

vertu de la distorsion, la forme représentée par la f igure G, où l'on a
exagéré les déformations pour les rendre plus visibles.

Selon les formules (î3), (ïS'), ( r / i ) et en prenant p^= -l^^^^^^^^^^^ la
hauteur totale de la surface latérale qui l imi t e le solide in tér ieurement
serait, après la distorsion, égale à

, Y] 6 B I—R, ,li -^ ———, — î — „ : /)
ï-~ yj2 9,7; K i - h R g 9

et la hauteur totale de la surface latérale qui l imi te le solide extérieu-
rement deviendrait

A^—L^Alil^^//
I—T^ 9.71 Ki+ ita

D'où la différence de hauteur des deux surfaces qui limitent inté-
rieurement et extérieurement le cylindre serait

^ ^^fe^
( 1 ) On peut obienir ce résultat avec beaucoup de facilité; H stînit de mettre en équa-

tion le problème moyetinant les équations de l'élasticité transforméos on coordonnées
cylindriques.
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et la flèche de flexion serait
„_ _ Y]_ ô ^

{l ) s~ \—f\^ 27T 4(Hi+î^)"

2. J'ai fait, l'expérience avec un cylindre1 creux de caoutchouc des
dimensions suivantes :

RI = aS'11"1, Ra = i -A"1"1, A == 28""",

et j'ai f a i t une coupure radiale de 66°3o\

Fig. 7.

Après la distorsion toutes les1 particularités prévues par le calcul, se
manifestèrent; la différence de hauteur des surfaces qui limitaient
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intérieurement et extérieurement le solide fui mesurée et trouvée
égale à 2 ïmï^I; la longueur de la flèche de flexion était de o^^î.
Après avoir fait le calcul au moyen des formules (i5) et(i6) et pris
Y] = -, j'obtins

H == difrére'nce de hauteur = a1"1", 6,
g~ ==; flèche de tic xi ou ^o"1"^.^.

I/accord entre le calcul et les mesures directes est donc très satis-
faisant.

M. Jona, ingénieur de Milan, eut l 'amabilité de (aire préparer à

Fig. 8 et 9.

l 'é tablissement Pirelli un cylindre creux de caoutchouc des d imensions
suivantes :

'H, -r:i; S''̂  Ha ̂ :: ̂ , 95, h ::= î 3^",

II y fit exécuter une coupure radiale d'une largeur angulaire de 78°.
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Comme la soudure tendait à s'ouvrir, pour fixer la forme du solide
déformé, j'en fis prendre une empreinte en plâtre, laquelle est repro-
duite photographiquement dans la figure 7.

Ce solide montre manifestement toutes les particularités que le
calcul, avait prévues, c'est-à-dire rallongernent intérieur, le raccour-
cissement extérieur et la flexion latérale comme l'indique la figure 8.
Pour rendre plus évident le phénomène on a fait la photographie du
cylindre avec une ôquerre appliquée contre lui. du côté gauche. Dans
les figures 7 et 8 on voit très bien l'endroit où furent exécutées la cou-
pure et par suite la, soudure.

La figure 9 représente la photographie de l'empreinte en'plâtre de
l'âme du cylindre. Ayant placé du côlé gauche une règle, la courbure
intérieure devient clairement visible.

A cause de la grande hauleur de ce cylindre par rapport aux rayons
de la base les formules ( i ^ ) et (:ï6) ne sont pas applicables à ce cas.

CHAPITRE VI.
CYLINDRES CREUX DE DÉVOLUTION. DISTORSION D'ORDRE 2.

I.

1. Dans le Chapitre précédent j'ai tout d'abord indiqué (Art. I,
§ l) les conditions essentiellement différentes qui se présentent quand,
dans un cylindre creux, on opère une distorsion due à une coupure
radiale (distorsion d'ordre 6) ou à une coupure uniforme (distorsion
d'ordre î). J'ai ensuite approfondi le premier cas et j'ai montré que
le corps, après la distorsion, ne conserve pas sa forme cylindrique :
le bord intérieur des deux bases s 'enfle en se soulevant, tandis que le
bord extérieur se contracte et la partie moyenne du cylindre se rétrécit
(voir les figures 6, 7, 8, <) du Chapitre précédent). Les déformations
qui se produisent dans le cas d'une coupure uniforme sont plus sen-
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sibles et plus singulières encore, puisque le corps cesse d'être symé-
trique après la distorsion. Je roe propose de développer ce cas dans le
présent Chapitre, bien que les calculs soient assez compliqués. Comme
dans le cas précédent les résultats prévus par le calcul sont si bien
confirmés par l'expérience que le cas lu i -même consti tue un. exemple
instructif dans le domaine de l'élasticité. En effet la seule i n t u i t i o n ,
sans être guidée par le calcul ou par les expériences, n 'aurait pas pu
faire prévoir, même d'une manière grossière et, qua l i t a t ive , quelle est
la déformation produite dans le corps par la distorsion.

On arrive ainsi au très curieux résultat suivant : si dans un anneau
symétrique ayant la forme d'un cylindre creux on suppr ime une
tranche, il est impossible, en ressoudant les faces de la. coupure, de
conserver à. l'anneau une forme cylindrique. En effet, si l'on f a i t une
coupure radiale, le corps prend la forme indiquée à la figure 6 du. Cha-
pitre précédent; si la coupure est uniforme, le corps cesse d'être symé-
trique et prend la forme indiquée à la. figure» G du présent Chapitre.

Moyennant une coupure qu'on peut considérer comme résul tant
d'une coupure ou d'un coin radial et d 'une coupure ou d'un coin à
faces parallèles on arrive toujours à un étal de déformat ion où la symé-
trie par rapport, à l'axe est perdue.

Dans la pratique les forgerons qui doivent , res t re indre un luhe 'en l u i
ôtant une tranche opèrent tout d'abord une coupure radiale; ensui te ,
avant de rapprocher les faces de la coupure, i ls en l i m e n t la partie
intérieure de façon à les faire appl iquer exactement Fune contre l 'autre
et cela avec le plus petit eiïort possible ( < ) . F ina lement , ils les soudent.

(1) Pour nous former une idée d© la grandeur do ces actions, supposons que notre
cylindre creux soit un anneau d'acier symétrique à section rectangulaire dont le diamètre
moyen soit de 5e'" et répaisseur de t61". Appliquons la formule (111) du Chapitre précé-
dent en prenant E == 19.549 (kg. par millimètre carre; Wertheini) v] s^o,3, p — ^ , / > , ,v:=ï î .
Prenons également-^ .-=: —(en supposant que Fampleur angulaire de la fissure radiale
soit de i°), Ç= o,5 afin do calculer la pression dans les régions adjacentes à la surface
extérieure. On obtiendra F =10,7, c'est-à-dire (lue la pression ou la tension calculées
seront de (0^,7 par millimètre carré et pour chaque degré d'ampleur angulaire de la
fissure radiale l'aile dans l'anneau. On obtient CCH efïbrtn quand on suppose les hases Bol-
licitées par des actions qui les conservent planes et à la distance priuutive. En. calcu-
lant ces actions au moyen des formules (If) du Chapitre précédent, on trouve qu'elles
prennent aux bords des bases la valeur de B^C) par millimètre carré.
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Mais, alors, la coupure n'étant plus radiale, le tube ne conserve pas la
forme d'un solide de révolution.

2. Reprenons la figure 2 du Chapitre précédent et cherchons les
formules relatives à la fissure uniforme.

Supposons que l'axer soit l'axe de symétrie et que la coupure ait été
exécutée suivant le plan xzy du côté positif de Faxe^r. En faisant, dans
les formules du paragraphe 2 de l'Article III du Chapitre II,

l-^z. n =-. p r= <y "==/".-= o,

nous aurons
(i) a==- ^ ̂ log(.^+j2), ^== ^arctang^.

Ces formules correspondent a, la coupure uniforme d'ampleur m.
Cependant le corps sera sujet à des tensions superficielles qui s'équi-
librent entre elles Çvoir Art. 1 du, Chap. 11).

Représentons respectivement par R, et R^ le rayon intérieur et le
rayon extérieur du. cylindre creux qui constitue l 'anneau. Par un calcul
fac i l e nous trouverons les six caractéristiques de la déformation et des
tensions, lesquelles seront, nulles sur les deux bases; tandis que les
tensions unitaires agissant sur les surfaces latérales seront parallèles
à Faxe x et respectivement égales à —.r- sur la surface extérieure et

K m i /. * ., •^ -,..„. _,.. ^m'» j^ surface intérieure.
TrKa

II faut maJntenant é l imine r ces tensions latérales. On peut opérer
à ce but de la manière suivante : Faisons abstraction de la coor-
donnée s et, à la place du corps en question, substituons une lame
élastique limitée par deux cercles de rayons Rg et R.i. Commençons par
éliminer les tensions agissant sur la circonférence intérieure Ça. Sup-
posons pour cela que la lame ne soit pas limitée par la circonférence
extérieure C< mais qu'elle s'étende indéf in iment dans1 toutes les direc-
tions, extérieurement à Ça. Alors la question se présente d'une manière
parfaitement analogue à un problème sur un milieu élastique extérieur
à une sphère que j^ai. résolu dans un cours donné à Pisé en ï8<)3 et
que le professeur Tedone (1 ) a repris récemment.

( 1 ) Coniplefî rendus du Cercle mathématique de Pcderine, t. XVII, igo3, p. '^59.
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En d'autres termes nous éliminerons les tensions en C^ si nous com-
posons les déplacements (i) avec les déplacements

W

m L + S K F . L+K ^^»op:r 1
ÏTT L-t-^KL1 0^ ^ ^L-h-SK^ ^îx^~^^~•^27T

,/- 2!i L+K (^^ R^^MT,
""" 27r 2 (L+2K) ' - 2 / ^"dj

dans lesquels r^^+y2 et L et K désignent les constantes de
l'élasticité, comme dans les Chapitres précédents.

Mais en composant les tensions qui agissaient précédemment sur (^
en vertu des déplacements (i), avec les tensions engendrées en (^
par les déplacements (2), on trouve sur (^ les tensions de compo-
santes

_ ^ K ( L + K ) R ? - . R |
7r(L-+-2:K.) 1̂  co!"^y'
mK(L-t-K) K î — H | . ,

- ^L+.K) —HT-^sn^-^

où 0=arc(,ang^ c'est-à-dire 0 représeri(,e l'aii^Ie que le rayon vec-
teur forme avec l'axe se.

Or ces dernières tensions peuvent être éliminées, ou par le moyen
des déplacements

a A
:^^-j^l(3L-h-5K)y'-+-(L--K)^],

a A
(3)

(L+3K)a-y,\ ~~ 4 K ( L + K )

ou par les déplacements

(3')
u'-îi0^0^

~ àx* '
„_,.<)21og/•
'~ ~àxjy'

en choisissant convenablement les constantes A et B, ou par une com-
binaison linéaire des deux.

Nous pouvons maintenant nous servir du caractère arbitraire de
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celte combinaison l inéaires pour que les déplacements résultants
des déplacements représentés par tes formules (i), (2), (3), (3')
engendrent des tensions nul les non seulement sur G, mais aussi sur
le cercle C^. De cette manière on arrive faci lement aux formules

(1)

U - m

27T

/
y rn

2 7T

1.

4-

<H

K
4--

a

••c

3 K 1

(.1. 4

,;U)g

"^-.(L-
I

- a K . } ( l î ï - h

y L 4»

.Z' 2 (S.-4-

h K.
h ̂  K

S^)

K
2^)

,('
; ( 3 1

("!

'.» H
HÎ

+r>K

ir{
j r f+B^

L
(,L+

îi',

)^
hi

2 K

2̂

K;,

2-)-

'̂2 /

.^3
) ( 8

v^
/ .̂z-'

(L+K).^;]

^[o^r
à^

S<.
r^

lo^r

ày

-^i) y\ ( L + 2 K ) ( 8 { î ^ R ? 1

3. Si aux formules précédentes on ajoute

( S ' ) W =: 0,

on obtient les composantes des déplacements dus a une distorsion
eji^'endrée par une fissure uniforme d'ampleur m dans l'hypothèse que
les deux hases soient sollicitées par des forces capables de les con-
server planes et a leur distance primitive.

Il est facile de calculer les caractéristiques des tensions qui cor-
respondent à ces déplacements, l'illes sont données par les formules
suivantes :

m / -m K ' L .Y1 '>- '( 4 ) in ' " ̂  1 LTÏK, ̂  ̂  """ ï l̂[j-
K. ^Jo^r

LTÏK 1 à'a1'"
L -h K,̂ .̂,̂ ,.̂ ^io^/-^_ B ? K ; \ ^ l o ^ / "

1^.4-S:<^
L - K

à^

-h ( , L 4 - 2 K ) ( R ï 4 - R | )

W t^-- rnK I. / ï 2 \ .'y
LTÏK ^^r2 ~ l!l[l?114:"IÏ[jy 4"" Ï^:^

.1. 4-" K
îIÎ7TiK') •vï^.-f---^^ ^)/ l^1^ Y

Hï4 1" I:^/ ( ) ^<) j ' \

(6) ^=-:
m K S. /^i

^(LTÏ'KJ ̂  ̂ l.if 4-- .1̂ )•
L - l - ; î K . >

(J.T'îK'KÎ^+H:])^^

Ann. f^G. /\'(H'm.y ( 3 ) y X X t V . — OCTIMUIE K)O'J. ,>;.)
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— /" ̂  ( K (} los'/' _ y _ .1^+ K.
(7) 'i2 - ̂ ï- ( L-h-aK ""^y" ~ ̂ -t-j2 + a^LTiK^

x L „ ̂ ĵ .- +,, ù^^r + „ ̂ .._ '̂ i \ ̂  '^^ |><["•7 <;,̂  ' "^ ;̂̂  ' " V KÎ+K^^^J

a(l.+K) _ )- ^ ̂ ^^.^.^^^ -Y ^ ^

(8) <.,;,--•=(:,,„= o.

De ces formules on (ire

m K I. -+- K. ( /•' — R-f ) ( /•2 - K^ ) ^ los-/-
<H,z + <,,y_-^- ĵ -^ ——TrrriTï"—— ~^-'

/ „, , / -/-.^K '-1-K (r '- irf)(/^—l^)^jos-/-<21 '"+ lîîy- ~r F^K ——irr-rui— T^^-'
quanti tés qui s 'annulent pour r == R) , rr- IL, Oit vér i f ie ai l t . s i que les

Kig. i«.

acfions extérieures s'annulent, sur les surfaces latérales (lu cylindre
creux.

On a ensuite connue valeur (le la <lilala(,ion cubique

(") :-.-..<w -,- ̂  + ̂  - .._,̂  _ „ , (J_ _ JL \
<)x <)y f)3 rc ( L -+- 2 K. ) ' ' \ /•2 RÏ" + T^ ; '
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Nous pouvons donc é t a b l i r la d i v i s i o n entre la par t ie dilatée et la

partie comprimée du corps é las t ique .
Menons à, cet effet la l i^ne,.^s±s.

l aque l l e est la circonférence in te rmédia i re de la figure TO comprise
entre les deux circonférences extrêmes de rayons R, et B.̂  Traçons
ensu i t e Faxe des r.

Ces deux lignes d iv i sen t la c o u r o n n e c i rcu la i re en qua t re régions
que nous avons dis t inguées dans la f igure i par des teintes claires et
foncées. Les régions claires représentent les projections sur le plano;y
des parties dilatées du corps é las t ique et les régions obscures les pro-
ject ions, sur le même p l a n , des parties comprimées.

Dans la f igure on a i n d i q u é la cons t ruc t ion à faire pour obtenir la
circonférence i n t e r m é d i a i r e . Elle est t e l l ement évidente qu 'el le ne
demande a u c u n e expl ica t ion .

1 1 .

L Passons m a i n t e n a n t a la détermination de la forme prise par le
corps élast ique après la distorsion en. supposant toujours que les deux
bases soient ma in t enues planes et à leur distance primitive.

11 sulîira pour cela de voir comment se déforment les bases. Au
moyen des formules (i) nous pouvons calculer les valeurs de U et V
sur les circonférences cr, et cr^ qui forment le contour primitif des
deux bases et ont respectivement pour rayons R,i et IL»

En représentant ces valeurs par les mêmes lettres U et Y auxquelles
on a .ajouté les indices cr^et cr^ nous aurons

rn ( K , ., L4- K \\\ Hf .\0^,, ̂  ̂ ^ lo^ + ̂ ^ ̂ ^ - ̂ ^ cos.^

V,,:::.̂ -̂ ^ si,:n.̂
'* 97r \ , H^4-H^ )

V ~.^(^^io^ .^rLE^il—^^JIi—cos.^u^_ ^^^^^^IO^K, i. ^^^ i^^i^ Rî4-Hr r
,, in /, R^ . A,̂,̂ .̂̂ ^^n,,̂
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Les déplacements U^ et V^ peuvent être décomposés en trois dépla-
cements élémentaires (a). Cl/), (c) ayant respectivement pour compo-
santes

(a) Uîr. — WK / I - ^ '
• 27T(L +TK) V°^ 1 ( 1 ~ R^T[^

V^==0,

(&)

TO RÎ

U', s in2Û,
TT R^4"R,r

m RÎy// _ _ "v

sin/9 cos61,TT R.2"!- R^ 1

\r"i _ ///' /j
V ,7 -— ——— L/*.

27T

Le premier déplacemeni (a) consis ie d a n s u n o t ranslal ion paral-
lèle à Faxe x, et par sui te il ne change pas la (orme de la c i rconfé-
rence o^.

On a ensuite
U^cosÔ4~V^s inO=o ,

R?U,s!nô-V.cos(5= ,;sin0.
TT RÎ4-Rr

Cela prouve que par le second déplacement (h) chaque po in t de
la circonférence a, se déplace tan^ent ie l lement à la c irconférence
même de la q u a n t i t é

Rî siî tO.TT Rï"h- Rj t

Dans ce second déplacement les points de la circonférence c^ restent
toujours sur elle, à moins de quant i tés du second ordre qu'on peut
négliger.

En vertu du troisième déplacement (c) chaque point de la circon-
férence a, se meut parallèlement à l'axe y d'une quant i té proportion-
nelle à l 'arc,du cercle Œ < , compris entre l^origine des arc8"et le point
lui-même.

On voit donc que, si l'on néglige les quanti tés du deuxième ordre,
la (orme du. cercle cr,, après la déformat ion , s'obtiendra en ne tenant
compte que du seul déplacement (c),
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On peut décomposer les déplacements U^, V^ d'une manière ana-
logue. On obt ient ainsi les (rois déplacements élémentaires suivants :

,„ / » K /, ,, 1t.2 \
^~- ^(L+TK-)!10^4- RTTHl)'(a') ' 3 7 i ( l . + 2 K ) \ " - Rf+K|,

( V.=o,

(//)
^-ÏiqÏ^8"129'

^^-^H^-Hl"""080'
Uï.-.-.-: o,

^ Vï,-7^.
^71

Pour obl.enir la f o r m e prise par o^, après la ( léformation, on pourra
négliger I f ^ s deplaceinents (af) efc ( ! / ) et ne tenir compte que du troi-
sième déplacement (^') p a r f a i t e m e n t analogue au déplacement précé-

•denK^).1

Les deux déplacements (a) et (a') consistent en deux translations.
Leur différence sera

mKI (\-^ ̂  'iIrJil̂o ̂  ̂ ^.^.^ ̂  ̂  - ^ ̂  ̂  j .

En posant —L——1 = y et en développant l'expression précédente
suivant les puissances de ^ on obtient

mK _ / ra......),Î'Ï'TLT'^) ̂

c'est-à-dire en introduisant le module d'élasticité E et le coeflicient
de Poisson Y] Çvoir Cliapitre précédent, §6) on a

._ ^ (^^Ifi^ . \^-^7^^^/ +--^

donc, si l'épaisseur de Panneau est petite relativement à son rayon
extérieur, la différence à des deux translations est négligeable.

Dans la figure ï i nous avons construit le contour des bases défor-
mées, en prenant comme origine des arcs des deux cercles o^ et 04
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leur po in t de rencontre avec le côté négatif de l'axe ,r. Les deux
circonférences représentées par des l ignes minces sont les contour?;
primitifs des deux bases. Les deux lignes plus fortes représentent
les contours des bases déformées. Les traits rectil ignes sont les dé-
placements que les points du contour ont subis en vertu des déplace-
ments (c) et (c'). Le trai t AB représente l 'ampleur de la coupure. La
différence S a été négligée.

2. La formule (6) donne la caractéristique /;^. En i n t r o d u i s a n t le
module d'élasticité et le coefficient de Poisson elle s'écrira

m. Er] / i f>, \
KÎ-+-HS

En tenant compte de cette formule et des précédents résultats nous
pourrons énoncer le Ihéoréiï ie suivant :

Un cylindre creux de révolution, (jui a $uH une distorsion (d'ordre 2)
due à une fissure uniforme, conserçe se-ff haw plane}} et à leur distance

primitive en les asmfeusscint à des forces normales données par

p "—— în ^ri - Y i _ 9< \_ ' • >-11"" i^ 7:r̂  x [^ ^ j^^j^j )

où /'on ermmge- comme positives les actions dirigées vers l'intérieur du
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corps et comme négatives celles dirigées dans le sens oppose. En même
temps les bases se déforment selon les lois établies précédemment (voir

fig- ï ï)-

La figure 10 peut donc s ' interpréter d'une autre manière. En suppo-
sant que la couronne c i rcula i re représente une des hases dans sa
forme primit ive, la région foncée représentera la partie de la base,
q u i , après la distorsion, devra être comprimée du côté extérieur et la
région claire i nd ique ra la partie qui devra être étirée de l'extérieur
afin de conserver les bases planes et à la distance primitive.

III.

1. La figure 12 représente le cylindre avant la distorsion et la
:igure i3 le même cyl indre après la distorsion quand les bases sont
conservées planes et à la distance pr imi t ive .
iig

Les bases elles-mêmes sont divisées en qua i re régions respecti-

Ki^. r..

vement claires et foncées. Les régions foncées sont celles comprimées
de l 'extérieur et les régions claires celles tendues. Le sens de ces
actions extérieures s'obtient en intervert issant la direction des flèches
tracées dans la figure.

Il est facile de composer ces actions agissant sur les bases.
Considérons tout d'abord sur une des hases une bande radiale ABCI)
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d'une ouverture angulaire a et dont la ligne médiane forme avec
l'axe x un angle f3 {\o\\\fig. i4).

Fig. i3.

Calculons la résu l t an te des actions P agissant sur la bande ABCI).

Kl K. î^i.

. a\S î n - -

Par un simple calcul on obt ient

w- Erj ( f^ •— l î g ) 2 ^
TT i—r / 2 3 (1^4 - H ̂  (H H- H,)

où a représente la surface de la bande,

cosfï —* i /"/



SUR L'ÉQUILIBRE DES CORPS ÉLASTIQUES. . 47 3

Si la bande est infiniment mince on pourra substituer -l'unité au
. asm —

rapport —— et Fon obtiendra

^^Jî .^—JJ!^^ - .6
TC ï — Y ï 2 3(Rî4-H^)(Ri"+- R^001 '

En posant
_ m _JËY]__ ^____(Rj—R^^^^^^^^^ _,..

^ i -«, ̂  3 ( l^ 4-. 1:̂  ) (i^ + H,) — m?

on aura pour expression de Faction résultante

M. a cospy

c'est-à-dire Faclion résultante sera proportionnelle à la surface de la
bande in f in imen t mince et au cosinus de Fangle qu'elle forme avec
Faxe x.

Considérons maintenant dans la couronne circulaire une bande
A^B'C'iy d'épaisseur À, comprise entre deux droites parallèles a
Faxe x. La résultante des forces P agissant sur A'B'C'iy sera

• m "Rn ( , R, B?-KI\,
-^T=^(^ ^-j^^Jk

c^est-à-dire que cette résultante sera proportionnelle à Fépaisseur de
la bande.

Si nous développons l'expression précédente suivant les puissances
de y (cf. Art- II, § 1) nous obtiendrons

„ m J^ZL.fi^. \f,^ ï—rr-\37 ^ - ' ) n #

En supposant Fanneau mince et en négligeant les puissances de y
supérieures à la première, cette expression aussi bien que celle de M
deviennent des quantités négligeables et l'expression de P peut
s'écrire

"^T^RÎ^"'9.
Ânn, Éc. Norm., (3), XXIV.— OCTOBftB 1907- 00
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le rayon vecteur étant v-1-1^,
et appelant 0 l'angle que le rayon vecteur forme avec l'axe x.

Dans cette hypothèse chaque bande radiale des bases peut être
regardée approximativement comme sujette à un couple.

2. Cherchons maintenant la forme que prend le cylindre quand on
n'assujettit plus les bases aux actions P, mais qu'on les laisse libres;
c'est-à-dire cherchons la forme que prend le cylindre en vertu de la
seule distorsion quand aucune force extérieure ne le sollicite.

Fig. i5.

Il suffira pour cela d'appliquer les principes que nous avons établis
au Chapitre II, Article I, paragraphe 2 (voir aussi le Chapitre précé-
dent, Art. III) et d'étudier ensuite là déformation d'un corps ayant, à
l'état naturel» là forme représentée par la figure î3 et sujet sur les
deux bases 'aux actions —P. Il faudra donc supposer que le corps
est tendu dans les régions formées des bases et qu^il esty au contraire,
comprimé dans les régions claires. En d'autres termes, il faudra sup-
poser que les bases sont sujettes aux forces représentées par les
flèches dans la figure î3.

Nous pouvons procéder ici de la même façon qu'au Chapitre précé-
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dent (cf. Art. III) et supposer que le corps soit divisé en. tranches
radiales. Les couples agissant sur les bases feront fléchir les tranches
situées a'gauche de manière à soulever le bord intérieur en C et
l'abaisser en 0 (voir fig. ;3) tandis qu'elles abaisseront le bord exté-
rieur en A et le soulèveront en B. En même temps les génératrices AB
se courberont et prendront une forme concave, tandis que les géné-
ratrices CD deviendront convexes. Le contraire se vérifiera à droite;
mais, si l'on tient compte de la résistance présentée par l'arête EF, la
courbure des génératrices EF et GH sera moins sensible.

Le corps prendra donc la forme représentée dans la figure i5 où les
déformations ont été exagérées afin de les rendre plus visibles.

Pi g. ï6.

Grâce à l ' amabi l i té de M. Jona, ingénieur de la Maison Pirelli de
Milan, j'ai pu confronter les résultats du/calcul et de l'expérience.

Il me procura un gros cylindre creux de caoutchouc de '/^"•^de
hauteur environ et dont les rayons, in tér ieur et extérieur, étaient
respectivement de 2clm,19/) et />< ï ï n ; il fi t couper dans le cylindre une
tranche à faces parallèles de l'épaisseur de 2^,3 e(, fit souder ensuite
les (aces de" la fente. Le cylindre f u t lié fortement au moyen d'une
ficelle et quand on le, délia il tendit à s'ouvrir suivant la soudure,
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du côté intérieur, tandis que les deux bords extérieurs de là soudure
étaient fortement comprimés l'un contre l'autre. Ainsi était vérifiée
l'exactitude des prévisions du calcul sur la distribution des tensions
le long de la coupure. Comme le cylindre laissé à lui-même tendait à
s'ouvrir, j'en fis faire le moule en plâtre afin d'en conserver la forme.
Les figures 16 et 17 en reproduisent les photographies en deux posi"

Fi g. 17.

tiens différentes. En les comparant avec la figure i5 on voit leur par-
faite analogie avec la forme indiquée par les calculs.

NOTES AUX CHAPITRES V ET VI.

1. M. RoIIa, docteur es sciences physiques, a cherché à vérifier les
résultats trouvés dans les Chapitres précédents. Il s'est proposé de
trouver une méthode de vérification qu'on pourrait-montrer dans un
cours de leçons. A cet effet, il a employé une méthode optique.

M. Bolla a fait ses recherches dans le laboratoire de Physique de
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l'Université de Gênes dirigé par M. le professeur Garbasso, et il les a
publiées dans les Comptes rendus de l'Académie des Lincei (t. XVI,
Ier semestre 1907). Nous allons exposer dans cette Note les recherches
de M. Rolla.

La substance choisie fut la gélatine et la déformation fut déterminée
en observant la biréfringence produite, que l'on pouvait compenser
par une méthode bien connue, îivec une lame de la même substance
déformable d'une manière connue.

2. Dans les deux Chapitres précédents, j'ai envisagé les distorsions
d'ordre 6 et 2 d^un cylindre creux de révolution et j^a i comparé les
résultats du calcul avec ceux de l'expérience. La méthode optique

Fi^. ï8.

permet à son tour d'établir la comparaison, mais dans des conditions
plus semblables à l'hypothèse du calcul.

La gélatine, tout d'abord, fut coulée dans un 'moule cylindrique en
fer-blanc haut de 6^ et dont le rayon extérieur est de S'^el l'intérieur
de 2^. Le moule avait une fissure radiale d'environ 56° et était muni
de quatre petits cylindres mobiles en cuivre jaune? rangés de manière
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à pouvoir obtenir dans le cylindre de gélatine solidif iée quatre trous
pénétrant jusqu'à la moitié de son épaisseur. Trois de ces trous
doivent s'ouvrir sur la face extérieure du cylindre et le quatrième
sur la face intér ieure {fig- 18).

La position et la direction des trous sont calculées de façon que, les
faces de la fente (1) une fois soudées, deux des trous extérieurs soient
en ligne droite et que le troisième corresponde à celui de l ' intérieur.

Aux bases du cylindre, après avoir soudé la fissure, on voit claire-
ment (fig. 19) les déformations que mes calculs avaient prévues.

F^" :r9"

Si maintenant on soude soigneusement les deux bases sur toute
iear surface à deux plateaux de bois, 'de manière1 quelles restent;
planes et à la distance primitive, les phénomènes .de' double réfrac-
tion accidentelle doivent apparaître.

( 1 ) Pour faire la soudure, on enduifc les faeôs ,dô la coupure d'un, peu do gélatine
fondue et on les fait ensuite adhérer, par un moyen quelconque, par ôxernpio on y
appuyant quelque objet, jusqu'à ce que la gélatine HOÎI solidifiée. L'adhésion s'opère
rapidement, étant donnée la grande viscosité de la gélatine préparée'selon la méthode
indiquée au paragraphe à.
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En effet, à la lumière rouge, entre deux niçois croisés, on observe
facilement que la lumière, à travers les deux trous extérieurs, ne
s'éteint pas et n'a même pas un minimum d'intensité. Au contraire,
si l'on observe la lumière à travers le trou extérieur et son corres-
pondant intérieur, la gélatine se montre isotrope. En défonçant un
des trous, c'est-à-dire en observant à travers un seul trou, au moyen
de l'analyseur, la lumière polarisée, la biréfringence revient.

Tout ceci est parfaitement conforme à la théorie. En effet, les deux
régions respectivement comprimées et dilatées sont symétriques, rela-
tivement à l'axe du cylindre creux, et elles sont séparées par un
cylindre coaxial ayant pour rayon la moyenne arithmétique des rayons
extrêmes du cylindre pr imi t i f . La nature de la déformation peut être
reconnue à l'aide de la méthode du paragraphe 2, mais elle se montre
toujours conforme à la déformation prévue.

3. L'expérience, dans le cas do la coupure uniforme, est tout à fa i t
semblable à celle que nous venons do décrire, quo ique les résultats

Fig, uo.

soient différents. Le moule (^g- 2.0) a une fissure de 6^ et quatre
petits cylindres disposés comme précédemment. Après la soudure des
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faces de la fente, le cylindre prend la forme représentée par la
figure 21.

La distribution des tensions et des compressions se déduit immé-
diatement en soudant les bases aux deux plateaux de bois, comme
dans le cas précédent, et en observant, avec un nicol, la lumière pola-
risée qui traverse les différentes régions du cylindre.

Fig. ax.

En observant la lumière à travers les trous extérieurs, la gélatine
se montre isotrope; en l'observant à travers un trou extérieur et un
intérieur, elle se montre biréfringente au plus haut degré; enfin, en
l'observant à travers un seul trou, la biréfringence reste toujours très
évidente. Dans ce dernier cas, il est facile d^établir le signe de la
déformation.

4. Les expériences décrites peuvent être rendues visibles à un
nombreux auditoire au moyen d'un appareil de projection et, pour
celte raison, conviennent très bien aux démonstrations des cours.
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CHAPITRE VIL
CYLINDRE CREUX DE RÉVOLUTION. DISTORSIONS 3ÏOKDRE i, 3, 4, 5.

" ' • . I . . , 1 1 - 1 1 " • i ' ^ • ' 1 " - 1 ' ^ , 1 :;

1. Dans les deux Chapitres précédents, j 'ai considéré les distorsions
d^un cylindre creux de révolution dues à ' u n e coupure'radiale et à une
coupure à faces parallèles, c'est-à-dire les distorsions d'ordre 6 et.
d'ordre 2. Ma in tenan t , pour considérer toutes" 'ïes distorsions pos-
sibles, nous devons examiner celles d'ordre i, 3, 4'» 5. "

Mais les distorsions d'ordre x peuvent être ramenées à celles
d'ordre 2 par un simple changement 'd'axes "coordowi es. De même,
les dis tors ions d'ordre 4 ^t ^ se trar.isform.ent l 'une dans Pautre par
un changement analogue d'axes. Il ne reste donc^à étudier que lés '
distorsions d'ordre 3 et 4- Observons d'abord que le calcul de la
déformation du cylindre a été exécuté en 'é l iminant toutes les actions
le long des surfaces latérales et en ne conservant que les actions sur
les bases. Or,1 'dans les formules que j'ai données au,'Chapitre I su"rles
distorsions d'ordre 3, les actions latérales ont déjà 'été' éliminées. Il
ne reste donc plus qu'à approfondir le cas des distorsions-d'ôrdre 4*

Nous montrerons, dans ce Chapitre, que ce cas peut être ramené
à celui, de la distorsion d'ordre 2 ( f ) . Nous pourrons" alors dire que
le problème de la déformation d'un cylindre creux-de révolution qui
a subi la distorsion la plus générale et qui n'est sollicité qu'aux bases
est résolu. , ' ! - "1'1 - ' • - . ! " -

Pour obtenir la forme que prend le cylindre, en vertu de la seule
distorsion, sans qu'il existe de sollicitations extérieures.,* il, ..faut éli-
miner les soll ici tat ions aux bases. On peut faire cette élimination d'une
manière approximative, comme-nous.. avons déjà vu dans les casque
nous avons traités dans les Chapitrés précédents. : • ' • ,

( 1 ) La méthode suivie est analogue à celle employée par le professeur Almansî dans
son Mémoire : Sar la déformation des cylindres sollicités latéralement (Comptes rendus
de la H. A. des Uncei, séances des 5. et xg.^maiïool). . , ., ^ ^ _ .,

Âïin. Éc. Norm., (3), XXIV". — NOVEMBRE X907. DI
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2. Dans les formules trouvées à l'article .III du Chapitre II, faisons
successivement

et
lz== m == n -= q •==. r == o;

nous obtiendrons respectivement pour les seconds membres les valeurs
suivantes :

1 -^^ogOr^y2),

(i) ' i , y— m arc tang-^i
27T A*

0,

^p5log(^+y2),

(2) j ^j^arctang^

! — Py arc tang ̂  4- — p x log(^2 + y2 ).
A TT *ÎC" (.^ 7T

Les formules (i) donnent les déplacements correspondant à une
distorsion d'ordre 2 et les formules ,(2) les déplacements correspon-
dant à une distorsion d'ordre 4. Il est facile ma in tenan t de reconnaî t re ,
que les deux premières expressions (2) peuvent se tirer des expres-
sions correspondantes (ï) en mul t ip l iant ces dernières par -^"-s. D'autre
part, dans le Chapitre précédent (art. I, § 2), où nous avons envisagé
la fissure uniforme, nous avons montré que, dans le cas d'un cylindre '
creux de révolution dont les surfaces latérales ont les rayons ï^ et B^
on peut éliminer les tensions le long des surfaces latérales en a joutant
aux expressions (i) respectivement les quan t i t é s

/ u^^u'^Ka'",
(3) ^-hA^-hB^,

{ o,

et en choisissant convenablement les constantes A et B. Cherchons
donc a éliminer les tensions latérales dans le cas de la distorsion
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d'ordre 4 ^ prenant les composantes des déplacements donnés par

u = L ̂  \ — _ rn log ( ̂  4- Y2 ) -4- u' 4- A M' 4- B ̂ 1 == ^ U,
/H [ H. II ' J

( 4 ) ,,; ̂  ^ ̂  ^ _ rn arc S.an^ ̂  + ,/ »+- A ^// + B ̂ A •= z V,

[ ^ ̂ : _ —pr arc lang ̂  + —px log (,z'2 + y2) 4- €>(.r;, y) ==W -h ̂ (^, y),
^•î 7T •'̂ '' H —'

où <&(,z',j) est une fonction régulière, i n c o n n u e qu'on doit déter-
miner .

lin subst i tuant p à la lettre rn dans les formules (I) du dernier
Chapi Ire, on obtiendra.

i n- /' < K i,,,,., '-i1-̂  (r- - l̂'ii-^ î1 .̂-
^ ( L~^̂ K " "r » n. -I'- "."K ) \ ~ l^i -l- IVi} ô,^-

(5)

+ ̂ L-^krnïîTiïj)[(::iL -'-ÛK)J2+ (L -" ̂ ''i'
.,. p '" . y L -i-1 K /" , liji^ \ ^^ lo^/-V „ ̂  ^rc t.u:.̂  4- ^^^^^^^ ^—— ̂ .̂ ^^^^

L'tJlE_^—
, "'" (ITTri^R^hKl)^

Ensuite, Cîn posant r2 == .^^ 4~y2? nous aurons

( F/ ) W = — — /^j arc lang ̂  4- — /^ ̂  log/'.
'..i TT ' 1 «-'<'•- •"' 7Î

3. Si, nous remplaçons es expressions (4) dans les équations indé-
finies de réquilibre é las t ique

K.A^ 4--(L4-K.)^==o,

^'5
K, A^ v 4- (,ï. -h- K ) — = o,

^/5
K. A2 (y --h ( L 4- K ) ~ "= o,^/-s

ou
^ ̂  ̂  <^ ^

d '̂ ^y""" ^•s ?
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on voit aisément que "les deux premières équations sont satisfaites.
La troisième équation devient

(6) K A ^ D + d + I o f ^ + ^ ^ o .
\ax ôv /

Appelons ̂ , ^2» ^3-' ^^ ^n? ^2 l^s caractéristiques des tensions
correspondant aux déplacements (4). On vérifie facilement que, sui-
vant les surfaces latérales du cylindre creux, on a

^n cos/z.^-4- ^gcos/zy 4-^13 cos/is ==o,
^i cosn^ -h ^a cos/zj 4- ^3 cosns ==: o,
^3i cos^^+ ^32 cosnj + ^33 cos/^

/ rr , ^W <)<î> \ / {)W ()^ \= ̂ U + ̂  + ̂ J co^..r + (^V+ -^ + ̂  cos^,y,

où /z désigne la normale au contour. Dès lors, afin que les déplace-
ments (4) correspondent à. des tensions latérales nul les , i l sera néces-
saire et suffisant que
/ v /y-r àW rM»\ / , ()W ()^\
(7) (tJ+ ̂ +^)^n^^(v+^^^)cosny^^

II.

1. En vertu des formules (6) et (7) de l'article précédent, le pro-
blème que nous nous sommes proposé revient à déterminer la fonc-
tion ( î ( x , y ) dans l'espace oj compris entre deux circonférences cr^
et cr, de rayons R, et R, ayant le centre dans l 'origine. La fonction <S>
satisfait , dans ce champ, à l 'équat ion différentielle

Lj^K/^U àV\(6Q A^Ï)-
K.: [^^Jy)

et, au contour, à la cond i t ion
/ /. à<b ôW
^ ) ^=~--^-(Ucos/z.2;+Vcosny).

Or, par des calculs faciles, on transforme l'égalité Ç6') en

(6^ ) A2 <I> ~ — p ---Jl̂ JL- y ( î 2 \v a k w /\(L+-2.K.)^^^R[TR|;Î
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et les conditions (7') en

(7')

<N> p /L-4-3K. , ,, K . R j \ .
— — J_ — — — — l o ^ K i "h i — ,————T- ,.-r—iT^ cos0? sur °"r^/A 27T \L + 2K, L "h 2K R,ï -+- R^ )

^ p / .L-+-3K, , ,, K, Iî| \ .^^ J- — — — 1 0 S R 2 - + " î — .———^j'r -.F—^-pT cos0, sur 0-2,^/^ 27T \,L 4- aK. L 4- aK H: -i- IL-; /

ou
cos0 == cos/^z'.

On. vérifie facilement que

fA^^+f?^+f?^=o
J. ^,^ ^^^

quand on suppose la normale n dirigée vers l'intôrieiir du champ co. lîn
efïet', les trois intégrales d t * la lorrnule précédente sont nulles, prises
séparément. 11. s'ensuit que les conditions (G') et ( r } r ) soni compa-
tibles entre elles.

2. Si Fon (ait

(8) <I>.^^^(lo,r^4^^^^^^

réquation (6//) se translorrnera en

A2 ¥ ~ o,

elles conditions (7//) deviendront respectivement

^ =- ̂  K - , (. + . lo,.^, + ̂ -.^ H——) cos0, sur .„
<)/l 8 TT 1^ 4" '2 K. \ '->- ̂  l» i "+- ^ î 1

^.^JL^J^^^^^ ^--]^0, sur...
un. 2 7 T , L 4 - 2 K \ & ^ aK. IS^^K^/ - •

Donc
• y ^ M ^ + N ^ ,/ ^ 1 ' 1 '

M et N étant des constantes. Celles-ci peuvent se calculer facilement,
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(9) ^=- JL. J^±—173 L-±»K RI25)f[B^^
27; L 4- 2K \\2 K 4" RÏ — Bj

R i R g / l Q g R ^ - l o g R j i^rtK__I
4- /• Y ' Rî - R jf ' + a K .R ;2 -r R J )]•

d'où, en combinant les formules (S'), (8) et (9), on lire facilement
la valeur de w.

3. En tenant compte des formules (4) et (5), nous aurons donc

K.EJi K- i •^4"" '̂  /"/ '>P
-^ j^r^10^7'4';^!;^-^^

RÏ Rj ^ ^I_o^^.^^^ _^_

El
27!:

[( ;1 j, .4. f, K ̂  ~..i» ( L + K. ) .̂ s ] ,2 ( L 4 - ^ K , ) ( R ? + R J )

•arc ion,-2; + -^^ f,.^ ,J^ ^/:b ̂  a ( L + a K ) \ i.tj 4- R : ) (h- <)y
g, ..4,.. 3 K

(lll'l1'lT''ï1vJTRf'^^^^^^^^^^^^^^^ ?

p y , yc.v == — -'— arc luiliLi;' —
27T J;

f^ K ""'3 L + K. Kï I(^HÎ "w H? I0^1^^ ir+irïv, a """"ir ---••-•---••ĵ .y.̂ - —10^ /•
^ R ï l . H / k ) g R , ï - l o ^ R j 3 L 4 - K ï

^K. Bï4-"-R.S
l. + K. /^

^ \ ]{f':ZJ^

^ 1•^•Ï[jJ'2 K, R ? 4 - R j .

d'où l'on lire

(B)

, ^ /^K-^ / ï. ^ \^^ ̂ ^^^^ ̂  „ ̂ ^^
,^ ,Kfu4-^) .

\ ^/

t^ = ^ K V 4- ^w^
^.

Ainsi se trouvent déterminées les tensions agissant sur les deux
bases.
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III.

1. Pour obtenir pratiquement une distorsion d'ordre 4> il suffit de
faire, dans le cylindre creux, une fissure cunéiforme, comme il est

Pî g. 22.

indiqué dans la figure 22, de manière que les deux faces de la fissure
se rencontrent suivant un rayon d 'une des deux bases (axe oc). Cela

ri^ a3.

fait, on rapproche les deux faces de la fissure et on les soude» Si les
deux faces de la fissure sont également inclinées sur la base, la forme
que le solide déformé prend après la soudure est symétrique par rap-
port à un plan perpendiculaire à la base-
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En s'appuyant sur les résultats que nous venons de trouver, et en
employant des raisonnements analogues à ceux qui ont été faits dans
les deux Chapitres précédents, on pourrait se faire une idée approchée
de la forme que le cylindre prend lorsqu'il, est soumis à la seule dis-
torsion d'ordre 4, c'est-à-dire lorsqu'on suppose d'éliminer les ten-
sions aux bases. Mais nous supprimons cette discussion, et nous nous
bornons à donner (fig\ 2.3 et 24) l'image d'un cylindre de caoutchouc
qui a subi la distorsion d'ordre 4.

Les deux photographies (fig. 23 et 24)dn moale en plâtre du solide
déformé vu de deux côtés différents montrent 'clairement la forme des

deux bases. L'arête correspond à la soudure. Le cylindre de caout-
chouc mesurait avant la distorsion ][</'"% 6 de diamètre extérieur,
ô^1 de diamètre intérieur et S^™, 9 d-e hauteur. L^ouvorture angulaire
de la fissure cuné i forme était d'environ 38°.

2. Pour compléter les images des six distorsions élémentaires d 'un
cylindre creux de révolution, nous reproduisonsici les photographies
des moules en plâtre de trois gros tubes de caoutchouc qui ont subi
respectivement les distorsions d'ordres i , 3 , 5.

La figure 25 se rapporte à la 'distorsion d'ordre ï d'un cylindre;
creux. Elle a été obtenue en f a i s an t .une coupure axiale (plan <^, ^ "
du côté positif de l'axe x} et en fa i san t ensu i te , glisser les deux faces-
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de la coupure l'une sur l 'autre clans une direction normale à l'axe du
cylindre (axe s).

La figure 26 se rapporte à la distorsion d'ordre 3 (cf. Chap. I,

Art. III, § 7). Le cylindre a été coupé comme dans le cas précédent
et l 'on a ta i t ensui te glisser les deux faces de la coupure l 'une par
rapport a l ' an t re dans le sens de l'axe du cylindre (axe s).

Enf in , la figure 27 représente un cylindre creux qu i a subi une dis-
torsion d'ordre 5. Après avoir fa i t la coupure, on a tourné les deux
faces l 'une par rappor ta l'autre autour de la perpendiculaire (axe y)

Ànn. Èc. Norm., (3), X X Ï V . — NOVKMBIŒ 1907. 02
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aux deux faces menée par le milieu de l'axe du cylindre. I/origine est
donc située au mi l i eu de l'axe du cylindre. Nous f a i s o n s observer que,

pour rendre plus facile la cons t ruc t ion du modè le de la distorsion
d'ordre 4» nous avons choisi l 'or ig ine au cent re d 'une des bases.

NOTE AUX, CHA/PIÏRES 'V, VI, Vil.

• I . M-. Almansi a consacré deux, Notes ( ' ) à Fétode des déformations
régulières des cylindres, lorsque les déplacements sont poiydromes.

L'axe s étant, paral lè le aux générat r ices du. cy l indre , M. Almans i
envisage, dans la première Note, le cas où les caractéristiques des ton-
siens sont indépendantes de s, tandis que, dans la seconde Note,
il envisage le cas général,

2. Soit un cylindre élastique à l'état n a t u r e l . Supposons de le
déformer par des forces agissant sur les bases, et supposons aussi que,
en composant les forces agissant sur chaque base, on trouve l a , force
résultante nul le et le couple résu l t an t n u l , M. A l m a n s i appe l l e alors la

( r) Sopra lina cUcase parllco lare di dafornicizlo/d a ^poslwnenu polidromi dei solidi
clliiidî*ici (^Hend. d. R» Âccwicinùi dci /Â/ical, Gorniïuo, !f)07}*

Stdie deformcizioni a sp(^t(ttu€ntl poLùIronil dci solldl clUndrici (Rend, d. /?. TsUtuto
Lombardo, 1907).
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déforination du cyl indre um1 défomiation du type D^. Il remarque que
dans le problème d(1 De Saint-Venant on trouve la déformation d'un
cyl indre sollicité par des forces données, agissant sur les bases en négli-
geant une déformation du type Do. Or, dans le problème de De Saint-
Venan t , on envisage seu lement le cas où les déplacements sont
monodromes. M. Almansi se propose le problème suivant : Etant donné
un cylindre élastique liomo^êne et isotrope mulfiplement connexe qui n est
pas sollicité par des forces extérieures, déterminer la déforrnation plus
générale du cylindre en né^li^eant une déformation du type D(».

3. .11 comn'ience par démon ï re r le théorème suivant : Dans le cas
ewisa^é on peut toujours représenter les caractéristicjues des tensions par
des fond ions linéaires de z.

Prenons pour axes .r et y les axes p r i n c i p a u x (l ' inertie d'une section
n o r m a l e du c y l i n d r e ; alors il démont re qu on peut calculer, dans le cas
ewisa^é, les caractérislu/ues des lemions par les formules

^U (PV <)0 . ^Wt,,... ^ ̂  -^ ^,-, ^ - - ̂  ̂  -h y
^u ^•v ^ ^w

^ " ^ -̂  + ̂  ' (1^ ̂  "• "̂  ,)y - "^ ?

^,^_,^-^, ,,= r.(.À-0+^V),
" <Âz' <)'y ().v ôy

où Y] désigne le coefficient de Poisson {voir Cbap. V) et U, V, W ne
dépendent pas de z et sont des fonctions régulières et fn-harmonù/aes des
variables «r et y (voir Chap. Il, Art. 1 1 , 1 , § 2).

Entre les fonctions II el W doivent exister les relations suiwntes :

^A^V ^0 ()^W , „ à^V_^^(,«,)^^, .̂̂ _(...,.̂ ) .̂

Sou a la base du cylindre el supposons que le contour de cette base sott
formé par plusieurs ligîles fermées s ̂  s^ ..., s^ Sur c/iaque ligne s^ on doit
amir

U == aix 4" b i j ' "+" Ci, V == giûc 4- fi/y ̂  lb
()V _ ô{ OiX -^ biy + Ci} JV _ <)^/_;2t^A^J+^^ -̂:: ^^ , ^^ — ^

'W •= rj ( a / y — biX -1" ki\
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où les quantités a^ b^ c^ g { , h^ 4' sont ^es constantes et v désigne la
normale à la ligne s^ dirigée intérieurement à l'aire o".

4. Si, la fonction U est nul le^ alors les caractéristiques des tensions
sont indépendantes de s. Dans ce cas, on a

A'-'W == consl . ,

et les caractéristiques des tensions sont données par les formules

_ r^V __ <)W
^ l~' Ty7 ^'"= 7F5

_ àîv _ (m
^- 'J^T7 t^^^,

t^=z— , -——, t ^ ̂  A2 V,
6/.z' ()y

CHAPITB.E VIII.
SYSTÈME CYCLIQUE D'ÉLIÏMI^NTS Éi.ASI'IOUES PLÏABIJÎS.

I.

L A la tin du Chapi t re 111, j 'ai énoncé dans les termes su ivan t s le
problème fondamental q u i se présente dans la théorie des d i s to r s ions
des corps solides é las t iques m u l t i p l e r n e n t connexes : Éla'fit données
les distorsions du système élasiicfue, déterminer les ej/orts. Je vais exposer
dans ce Chapitre les pr inc ipes de la so lu t ion de ce problème dans un
cas qui présente un in térê t spécial ( 1 ) .

2. Pour fixer les idées considérons une ver^e rec t i l igne don t les
d imens ions transversales soient très peti tes r e la t ivement à la longueur .

( 1 ) Foir CLHBSCU, Loc. cit., Chîtp. VIII.
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Envisageons les particules A et B qui. forment les extrémités de la
p e t i t e verge. Par A et B nous en t endrons les deux troncs extrêmes de
la pet i te verge ayant la hau teu r du même ordre de grandeur que les
dimensions transversales.

Quand le corps se déforme les déplacements relat ifs de A et B sont,
en général, très grands re la t ivement à la déformat ion pure des par-
ticules elles-mêmes et de tou t autre é l émen t du corps dont les dimen-
sions soient du même ordre que les d imens ions transversales de la
pe t i t e verge.

Nous pouvons donc considérer A et B approximat ivernent comme
deux éléments rigides dont le déplacement relatif sera résul tant d'il ne
translation et d ' une ro ta t ion . Nous supposerons aussi que les dépla-
cements relat i fs de A et B soient tels qu'on puisse négliger les puis-
sances supér ieures aux premières des composantes desdites rota t ions
et translat ions.

3. Admet tons m a i n t e n a n t que les forces extérieures agissant à l'in-
térieur de la verge soient négligeables. Supposons que les forces exté-
rieures soient app l iquées seu lement aux part icules A. et B, et que le
système soit en é q u i l i b r e . Dans celte hypothèse imaginons une section
transversale que lconque o- d i v i s a n t la pet i te verge en deux parties S^
et S^ don t la première con t i enne la p a r t i c u l e A c t l'autre la p a r t i c u l e By
et composons les ac t ions que la par t ie S^ exerce sur la pa r t i e S^ sui-
vant cr, en prenant comme centre de réduct ion un po in t q u e l c o n q u e („)•
II est évident que , en m a i n t e n a n t ce p o i n t fixe et en changeant n ' im-
porte commen t la section a, la force et le couple résu l tan t s son t i n d é -
pendants de la sect ion. Ils seront aussi respectivernent égaux à la force
et au couple résultants qu'on obt iendra en composant les forces app l i -
quées en B, et seront égaux et contraires à la force et au couple qu 'on
trouvera en composant les forces app l iquées en A, 0 étant tou jours le
centre de réduct ion.

4* Supposons, pour rendre le cas plus simple, que la petite verge soit
isotrope et qu'à l 'é ta t na tu re l elle ai t la forme d'un cylindre de révolu-
tion de hau teu r / et de rayon R.

Prenons l 'or igine („) dans le centre de la base adjacente à la par-
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êicule A. et pour axe z l'axe du cyl indre. En choisissant l 'origine 0
pour centre de réduct ion , représentons par

Viah'i Y( ah) ~ \ i , ( ih }
,'V ^ f A, ̂  ; ./Y ;j

les composantes de la force résul tante des actions extérieures appli-
quées en B, et par

•V lah'i Y fa h) V ta h}
A'. ? ^iî 7 -^t;

les composantes du couple résul tant .
Désignons par

,y> iU') ,^'.fC) .y^(t}
^-' i ? "' 2 ? *1'~/ ;}

les composantes de la t ranslat ion subie par A, à partir de Pelât na tu re l ,
et par

,...''<.! , ^ r ( ) ,^<n
•i 4 f a .'; ,» "'• <;

les composantes de la. r o t a t i o n sub ie par la même par t icu le . Soient
^In ^h. ^/^ ^.'In y'h) . (h)
' " i ? '•'•'" a f '*•' ;{ » " " • "4 ? *—> » t1 '" 'o

les quant i tés analogues p o u r la, par t icule B. Les composantes de la
t rans la t ion et de la rotai ion de B r e l a t ivemen t à A seront respecti-
vement

^.!!»__y'a) y{h)_,^fï'i ..y.i.hi _ . .y^ f t i . - r ' ' 1 " . . . . r 1 ' 1 1 - / '< / / 1_ • ï ' 1 ^ ' 1 -r^^ ^« .'y^1^..̂  — — . ^ j , a ^ —,Z.g , ,̂  - •" .^;j , «^4 ' - • • / • 4 » ^•y — ^ » 7 ^-f; —.</^ .

]{;ntrc1 les forces 'X ' f 1 ' 1 et les q u a n t i t é s x^ "-••" a'^' existeront les relat ions
suivantes :

f y'//)_ yffti..^ J !_ I _ v r ^ / ,, ^ Vt..ah, A
i I ^ É/A 5 • 3 A • 1 7'

' y'A;_ ,,,iill__ î. " . { \ ' " t ' i .4. '^'V'ah}/\(A) • ^^^^1^•^ • / 2 - (5 ^^ A, \- ^X, ^,

S «'X* <i '' ~~~ fï' » i 1 ! "̂""̂  0 ^

^ ~ ̂ ^^ ̂  ̂  ( 2 x,^^ 4- x ̂ ? o,

(A/) - ̂  — ̂ ) == •. -/ ( a Xf^ - Xf" l),^ ^
f • ̂ h) yW ̂  'iiL±Jl.) L X^

\ '^6 mj^ ^ E " p (î y
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ou E dénote le module d 'élast ici té , T] la constante d'élasticité déjà intro-
duite dans les précédents Chapi t res ; p. === 7— est le moment d ' inert ie
de la section circulaire de la petite verge relativement à son centre.
Dans les formules précédentes, on a supposé que les forces X'f0' soient
du même ordre de grandeur et on a négligé les termes d'ordre supé-
rieur à ceux qui, y f igurent ( j ).

5. Ces formules prouvent que, si l'on choisit arbi t ra i rement les
trois composantes de la rotation relative de B par rapport à A et
les deux composantes de la translation relative dans le sens normal.
à la, pe t i te verge, on peut toujours t rouver des forces extérieures
capables de les engendrer; la translation relative dans le sens de
l'axe de la petite verge est, au contraire, de l'ordre des q u a n t i t é s
négligeables.

Mais i l serait fac i le de modif ier un peu les c o n d i t i o n s du système de
manière a rendre même possible une t ransla t ion relative dans le sens
de l'axe. Supposons en ellet que les forces extérieures so i en t app l i -
quées à deux peti ts coulants capables de glisser le long du cyl indre
dans le sens long i tud ina l et main tenus contre le cylindre par deux
ressorts tels que les efïbris, du même ordre de grandeur que ceux qu i
produisent les f lexions et les torsions de la peti te verge, i n d u i s e n t
dans les deux coulants des déplacements r e l a t i f s dans le sens de
l'axe et de même ordre de grandeur que les premiers. Si l'on sup-
pose les deux coulants si tués aux extrémités de la peti te verge et
si on les appelle A. el B, les formules (A) et (A') ne sont pas alté-
rées. La troisième formule seule doi t être remplacée par cette
au(re ,

(i) x^-^f-^rri^y',

où m est une quan t i t é posi t ive du même ordre de grandeur que les
coefficients des quantités X^ dans les formules précédentes.

• " ' < — — — — ' " '
(1) On peut obtenir les formules précédentes de plusieurs manières, par exemple en

employant la méthode de Do Saint-Venant. {Voir KmamoFF, Vorl. ûber Math. Phy&Ïk;
Mechanik, 27, â8 VorL).
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6. L'énergie élastique du système déformé est
G

H ==. î- ̂  ( x^ — x^ ) X^
i

— ï L \L (\^^/\Î^L, ï. fx (a /-' )/ '>2-4- m fx^^2
" Ê ^ - L s 1 1 ^ - ^ â ^ ^ ^ -r- ^3 ^

4-. (X^))^+(Xf7/))2+(l -4-T]) (X^)2- X^)X^)/4-X^)X^•/ j ,

laquelle est une forme définie positive si m est différent de zéro. Mais
si m est nul (comme dans le cas où manquen t les coulants) H est une
forme positive qui peut s 'annuler sans que soit n u l Xî^. Mais a f i n
que H soit nu l le il est nécessaire que X^, X^, X^\ X^, X^
soient nuls. // suffit, donc qttune seule des c/uanUtéfî x1^—odf' soit diffé-
rente (le zéro pour (jue I I le soit aussi.

II.

'I. On peut i m a g i n e r un nombre i n f i n i d 'aulros cas où des corps
à formes très variées ont des propriétés analogues a celles que nous
venons d 'examiner. La p e t i t e verge avec on sans coulants peut être
regardée comme le cas typique . Désirant nous placer a un point de
vue général nous envisagerons des corps a u x q u e l s nous aUrihuerons
d'une manière absolue certaines propriétés. Ces propriétés soront les
mêmes que nous avons vues se vérif ier approximativernent dans le
cas examiné à l 'Article précédent :

i° II existe deux particules A et B du corps que nous appellerons
extrémités dont les déformations sont négligeables par rapport aux
translations et aux rotations relatives qu'elles subissent ;

2° Si l'on suppose les actions extérieures appliquées seulement aux
extrémités A. et B et le corps en équil ibre, les composantes des trans-
lat ions et des rotations de B par rapport à A. peuvent être représentées
l inéa i rement au moyen des composantes de la force et du couple résul-
tants des act ions extérieures appliquées en B;

3° L'énergie élastique du système déformé (tou jours positive)
ne1 peut s 'annuler que dans le cas où toutes les composantes de la
translation et de la rotation relatives de B par rapport à, A sont nulles.
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Nous appellerons les corps qu i ont lesdites propriétés éléments élas-
tiques pliables et nous les distinguerons en deux catégories :

i° Eléments élastiques librement pliables, c'est-à-dire tels que, si l'on
choisit arbitrairement les trois composantes de la translation et les
trois composantes de la rotation d 'une extrémité par rapport à l'autre,
on pourra toujours trouver les actions extérieures capables de les
engendrer (type : la petite verge avec les coulants);

2° Eléments élastiques pliables mais soumis à des liens, tels que les
composantes de la rotation et de la t ranslat ion d'une extrémité par rap-
port à l'autre soient liées par une ou plusieurs relations linéaires
(type : la petite verge simple).

2. Nous indiquerons l'élément élastique pliable parAB et les com-
posantes de la force et du couple résultants des actions extérieures
appliquées en B par
/ o \ VUïh) "V (<th) 'Y(^). Y (ah) v {ah) -\[<,uh)
\ -•î ; .A,, , , A. y , ./V ;} , /V 4 , YV y , A.. (;

En vertu de l ' équi l ibre les composantes de la force et du couple
résultants des actions extérieures appliquées en A seront

X {ah) "V ( ( . t l i ) "YCr t / / ) . •v (ah) y(rt//3 V{ah)— — 1 , ——A,;; , ——.A y , — — A 4 , — — A g , ——A,g ,

que nous représenterons respectivement par
Y {ha) \iha) V(/ /a). Y (ha) V'(ha) Y (ha)A. ̂  , A ^ , A- ̂  , A. ̂  , A g , A g .

Si l'on imag ine une section quelconque transversale o" qui divise le
corps en deux parties S^, et S^ dont la première possède V extrémité ïï
et la seconde V extrémité A, les quantités (2) seront les composantes
de la force et du couple résultants qu'on obtiendra en composant les
actions que la partie S^ exerce sur S^ suivant cr (1). Dans toutes ces
compositions des forces on devra supposer de choisir toujours le même
centre de réduction et admettre qu'il soit l'origine des axes coordonnés.

( ] ) Si le corps est mulLiploment connexe ('voir, par exemple, Art. V, § 3), alors la sec-
lion o- qui divise le corps en deux parties pourra ôirô tonnée de plusieurs parties dis-
tinctes.

Ann. Èc, Norm., (3 ) , XKÏV. — NOVEMBHE 1907. 63
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Les quantités (2) s'appelleront, les carcictéristicfues des efforts ou sim-
plement les efforts qui sollicitent l 'élément AIL Désignons par x^\
a)^, x^ les composantes de la t rans la t ion , par x ^ , x^\ x^ les compo-
santes de la rotation de 1"'extrémité A.

Nous appellerons ces quantités les caractéristiques du déplacement
du po in t A.

Indiquons les quantités analogues pour Y extrémité B par x^\ x^\
^{b) . {b) <b) t.b)

*X/g , «A/^ , ,JU^ , ,X/y .

Les relations l inéaires qui lient les déplacements relatifs des deux
extrémités aux efforts s 'écriront en général

(;
/ 2 \ .^b) _ ^.t.a} — ̂  A i-nh) Y { ( i l ) ) l , ...^, , r, (} \
\!J ) ^•i ^i — 7, ^/A" -^.v \1 --- I i "•> "•? u /?

"^™»y
1

et l'on aura év idemmenf ,
k'\<^ _ A^^'^

• • • " / 'A ' ""11""" • • - / 'A ' *

3- Les quant i tés A,^ ne déix.tndront q u e de la na tu re du corps et de
sa posi t ion par rnppor t BUK. axes. Elles s 'appel leront les constantes
directes de réié/nenc. 11 est faci le de voir les valnurs qu 'e l l es p rendront
si l'on change la posi t ion di.i corps par rapport aux, axos. A cet effet ,
supposons connues les constantes précédentes q u a n d le corps est rap-
porté à un certain système d'axes et supposons de changer les axes.
Des équations très connues de la S ta t ique nous donnen t : les relat ions
existant entre les forces X.^ et les q u a n t i t é s analogues qu'on trouve
si l'on change les d i rec t ions des axes e t j ' o r i^ ine q u i est le contre de
réduction des forces. De'même, des formules élémentaires do Ciné-
matique nous donnen t les re la t ions qui existent entre les quan-
tités od^ et x'f1 et les quantités analogues rapportées aux nouveaux
axes et au nouveau centre de réduction.

De simples opérations de subst i tut ion dans les formules (3) suffisent
donc pour avoir les relations l inéaires qui , existent entre les coeffi-
cients A^.^' et les coefficients correspondants relatifs au nouveau sys-
tème des axes.

4. Si réiément élastique est librement pliable, les égalités (3)
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seront invertibles et nous aurons
G

(3') X^5 -==. Y a^ (^)— ̂ w ).

La dé te rmina t ion des coefficients a^ et de leurs variations, si les
axes changent , ne présente aucune difficulté.

Nous appel lerons les coefficients d^5 les constantes iwerses de l'élé-
ment AB.

Lorsque l 'élément é las t ique pliable est soumis à des liens, il est
impossible d ' inver t i r les équations (3").

5. L'énergie é las t ique dn système déformé sera donnée par
I» (> (i

ii = i y x^(;^~ ̂ 1) = -r- y y A^x^x,^.
'A ^swA, '), Jasrij^iisà^

1 1 1

La forme précédente sera donc une forme positive et elle sera définie si
le système élastique est librement pliable; au contraire elle ne sera pas
de/irue si le système est pliable, mais soumis à des liens,

Dans le premier cas nous aurons encore
r* (;

ï ^ ^"1-1 ..—— i V V .Ml» ( ^h) __ .-./,) s / U>} ,..!tt) \
"" o /! .'"J ^ v ' / — — • " i ) V^f: ——^'A- /•

111.

1. Les considérations pré l iminai res exposées dans les Articles pré-
cédents nous serviront de hase dans l'étude des d i s t o r s i ons d'un
système cyclique composé de p lu s i eu r s éléments pliables. I m a g i n o n s
en elïet d/unir entre eux un nombre que lconque d 'éléments élastiques
pliables, unissant entre ewv ri^ide/nent les extrémités, de manière
à former un ensemble cyclique dont toutes les parties soient à l'état
naturel. Etudions l'efÏet des distorsions dans ce système.

Pli

2. Pour fixer les idées, supposons d'avoir quatre verges minces,
rectilignes. liéunissons leurs extrémités deux à deux en les fixant
rigidement dans quatre dés ou étaux à main de manière que les verges
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forment les côtés d'un quadrilatère ABCD et ̂  a,,,.. 1 •
- -n. les ^tre so..ets, co.,ne .1 .D ̂ ^ ̂ ^

Fig. 28.

On fait ensuito une coupure finns un des' cof/^ «( )'. • - <

^S::S^

^̂ ;l :̂̂ ;j:„̂ ";̂ •,̂ ,,;:,,;;:r;8 ï8'--» '•li"llc8
s:̂ ,:-1'"8'--'-̂ ^^
^^ '̂̂ '̂ •^^s-S
..̂ .•̂ s', s ;:::,r:;:SJï,e,n""B a",1»" .""-"y-.
-.....,»„, ..,'.,i,.,.«,u ,„, n.ll;;::;";;;̂ ';!"""1"1 "'•• 81••" ———

ft

(31) ^ — — — ^ ^ — — — V Â ^ ^ ' Y ^ ^ / '
/ •""^A^ ^^ (<"=.!, 2, ..., 6).

1
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Mais si l'élément a subi une distorsion de caractéristiques a^, ai^,
ai^, a^, a1^, a^, les équations précédentes devront être rempla-
cées par

G

( 1 ) x^ ~ œ^ — a^ == V A^ X^ ( ^ =: î , 2, . . ., 6 ).
^•d^

1

Si donc, en général, on exécute une distorsion en chaque élément,
on aura six équations analogues aux précédentes pour chaque élément,

Considérons maintenant un nœud, que nous indiquerons par la
lettre A, où aboutissent et sont unies rigidement les extrémités A des
éléments AB, AC, AD, ....

Pour l'équilibre nous aurons les six équations

(II) x^)+X^••)-+-Xi^)+...=o (i==i, a, ...,6).

On aura donc, pour chaque nœud, six équations analogues aux précé-
dentes.

4. Supposons connues les constantes de chaque élément et les caracté-
ristiques de chaque distorsion, c'est-à-dire tous les coefficients A^ et
toutes les caractéristiques a^\ et supposons inconnues les compo-
santes des translations et des rotations de chaque extrémité et les
efforts qui sollicitent chaque élément. Nous aurons 6n + 6m incon-
nues qui vérifieront les 6n+6m équations linéaires (I) et (II).

Observons toutefois que dans ce système six équations découlent des
autres. En efîet, en ajoutant membre à membre toutes les égalités (II)
qui correspondent à un, même indice z, nous obtiendrons le premier
rnem-bre identiquement nul, parce que chaque terme X.̂  qui paraît
dans une équation est éliminé par le terme X.^ qui paraît dans une
autre. Ce résultat s'explique facilement, car il est évident que les trois
composantes de la translation et les trois composantes de la rotation
d'un nœud sont arbitraires.

5. Nous démontrerons maintenant le théorème fondamental sui-
vant :

Dans tout sy'sterne cyclique d'éléments élastiques pliables, si les constantes
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^fe chaque élément et les distorsions exécutées en chacun cl 'eux sont connues,
les translations et les rotations relatives de tous les nœuds seront détermi-
nées, ainsi que les efforts qui sollicitent tous les éléments du système qui
sont librement pliables.

Pour simplifier, supposons nulles les trois composantes de la trans-
lation et les trois composantes de la relation correspondant à un
nœud choisi arbitrai.reni.enl. Supposons encore que, à un même sys-
tème de valeurs des caractéristiques a^ et des coefficients A^ cor-
respondent deux systèmes de valeurs des quant i tés ar^ et X^ que
nous dénoterons respectivement par x^ etX^; oOf1 et X.^. Écrivons

y(f.l) ___ ,y.(M) __ --(«)
"•"•' / ••A' / —— Ç, / f

Y ( (t il ) Y ( (t. h / ,„.„..,„ Ï? ( t t. h )A/ -•"- A^ —— ^(

Ces quantités vérifieront les équations

G

(4) ^"-êi"'-V Aya^',
j— .̂

1

(5) 2/^)4-ar)+a^4-...=o.

Multiplions les deux membres de réquat ion (4) par S^ et les deux
membres de l 'équation (5) par ^), et a joutons membre a membre
toutes les équations que nous venons d 'obtenir . Le premier membre
résultera ident iquemeni , nu l , d'où

Par^ on doit entendre une somme de n termes relatifs à tous les

éléments élastiques cons t i tuant le système.
Mais chaque forme

\ V^ A^iW(^)W^)
^

Zi.Zà^^ ^^L zLi ts ^i s^—a^ ^IIM^
î î
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est positive; clone, en vertu des équations précédentes, nous aurons
U G

W 2 S A^a^a^^o,Ad^Ari^ç
l 1

et, par conséquent,
^)_^)=o,

d'où
^^O Ct ^^r^^^^

Donc, dans les deiix solutions, les composantes des translations et
des rotations des nœuds ne peuvent, pas différer entre elles.

De la formule ( G ) on lire q e, si l 'é lément AB est l ibrement pliable.,
les quant i tés Sf^ doivent être nul les et, par suite, X^^X^. Par
conséquent,, les efforts relat ifs à, l 'élément (AB), s'il est l ibrerneni
pliable, ne peuvent pas d i f f é r e r entre eux dans les deux solutions.

Le théorème énoncé est donc dém.ontré.

6. Du théorème précédent découle iîïHTiédiaten'ient le corollaire sui-
vant :

Dam un système cyclique d'élément élastiques librement pliables et
donf, on connaît les constantes, les e/forLs sont déterminés par les distor-
nom et r on peut les ol)tenir en'r^solya'nt un système d'équations du pre-
mier degré.

En supposant toujours que les éléments soient librement pliables.,
nous avons trouvé que les formules (4) °t C5) n'ont d'autres solutions
que ?;^=~o, 3'f^^o si nous admettons que, pour un nœud donné,
les quant i tés ^ soient, nul les .

Cela prouve que les équations (I) et (11) sont entre elles toujours
compatibles de quelque façon qu'on prenne les a^, d'où :

Dans un système cyclù/ue d'éléments élastiques incrément pliables, les
distorsions peuvent être choisies d'une façon complètement arbitraire.

7. Si les éléments élastiques ne sont pas tous librement pliables, les
formules (4) et (5) peuvent admettre des solutions où les incon-
nues S^65 ne sont pas toutes nulles. Il peut même se rencontrer des cas
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où les formules (4) et (5) ne sont satisfaites que par des valeurs nulles
des quantités B^. Dans le premier cas, les distorsions ne peuvent pas
être choisies arbitrairement, tandis que, dans le second, cas, les dis-
torsions sont arbitraires. En, outre, dans le premier cas, les eiîbrts ne
sont pas déterminés, tandis qu'ils le sont dans le second.

On voit tout de suite que si les éléments élastiques sont de simples
verbes rectilignes nous aurons respectivement le second, ou. le premier
cas, suivant que le système est ou n'est pas statiquement déterminé.

IV.

1. Les équations (I) et (II) présentent d'étroites analogies avec les
équations de Kirchhofî sur la propagation des courants dans un
système de fils conducteurs f o r m a n t un réseau; mais dans notre cas
les équations de Kirchhofr sont sextuplées. Les composantes des
efforts figurent dans les équations (I) et (II) comme des é lémen(s ana-
logues aux intensités des courants; les composantes des t rans la t ions et
des rotations des nœuds, comme les éléments analogues des potentiels
électriques aux nœuds du réseau ; les caractërfstu/ucs des distorsions
remplacent les forces électromotricef!. Los re la l ions ( 1 ) remplacent
l 'équation qui exprime la loi d'Ohm. Les constantes des éléments
élastiques ont le même rôle des inverses des résistances électriques.

2. Cette analogie une fois établie, il est fac i le d 'examiner des cas
qui se présentent d 'une manière analogue au pont de W'heatstone dans
l'étude de l'électricité et d'en profiter pour déterminer des constantes
des éléments élastiques.

3. Le principe des coupures éqidmientes (Chap* II, Art. 1, § I.)
permet de substituer une distorsion faite dans une section donnée, par
une autre exécutée dans une section obtenue de la première par une
déformation continue.

On, comprend qu'en, pratique, on aura un moyen simple d'obtenir
des distorsions dans un système cyclique d'éléments pliables, en les
exécutant aux nœuds, ce qu'on peut faire par la manière même avec
laquelle on attache entre elles les extrémités des éléments.
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Y.

• I . Avant de passer au Chapitre suivant, où nous nous proposons de
traiter un cas particulier., nous voulons (lém.onirer le théorème général
suivant et quelques autres propositions :

Les constantes directes A^ (/ooir Art. Il) de chaque élément vérifient
/es équations

A^) _... 4 (//,//)
1 *•/.•>• —— • ' ' * } { { •

En eflet, supposons qu'aux: efforts X^ correspondent les dépla-
cements x^ el x^ (7==:r, 2, , . . , ( ) ) des extrérnilés A et B de l'élé-
ment AB et qu 'aux efforts S^ correspondent les déplacem.ents ^f1

et ' ^ > ( i == i, 2, .. .„ ( > ) . .Nous a. | )pe.Heroi»s 'f^remiére ^,1 seconde déforina-
l.ion les deux difîérenles d é l o r i n a l i o n s ( j u e suhi.1 1/élémentA.B.

Considérons la ( jua .n t i l é
(•;

V ( ,-yAh) ,..{u.)\ tf(rtA).7, { X { — .L, ) î -
f

ï

1511e est le travail que les tensions engendran t la seconde détbrination
de r é i émen t AB exécul.ent lïi'î v(.krtu de la première déformat ion de
réIénieuL La quan t i t é

o
y,a'/"-y1)^''1
•̂ •""̂

t

est le travail, que les tensions engendrant la première déformation de
l'élément AB exéculeni en verlu de la seconde délorrnation.

Alais, en vertu d'un. p r i n c i p e général d'élasticité | théorème de Betti
(voir Cha{>. H.I, Art. 11, ^ 1)| que n o u s étendons aux corps élastiques
pliables, ces deux travaux sont égaux et, par conséquent,

Ci (»

^ ( ̂  - ̂  ) S^-" ==^ ( ̂  - Cw) ) X?*
i i

OU
(ï 0 G C

2-2 A^x,r^s^=^ ̂  Ay^y;
1 1 1 1

Ann. Eu, t\'orm., (3), XXIV. — NOVEMBRE 1907. 64
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c'est polirquoi
\(a^]^ A T a ^

•/v/,s• — ^-.s-/ •

En passant des constantes directes aux inverses ci^' (ArL lly §4),
on trouve évidemment vérifiée la relalion analogue

2. Lorsqu'on a n élérnenJs élastiques pliables A^A^, A^A;( , ...,
A/,,A.^.i.o on peul,. les unir les uns aux aiilîT-s de niaiiiere que, deux
éléments conséculi.f's A/ , )A^ A(A/,,) aieni, l(is ex(,réiiiilés A^ eosrnnunes
attachées ri^idemeul en Ire elles. Ois ohliendra ainsi un élément élas-
tique unique A.iA,^. On a|)pellera ^('ii^ l iaison ((ne cofnposifio/i /)ar
série des éléments donnas et, l< 'é!(' tirien(, ol^f.i^nu éicmen.f. cofnposé pnr série.

Appelons A {^ l [ t l ' ' } ' i l les cons lan fes direcl.es <!e c l î îK iu^* élément eomjto"
sant A./,A/^,,.i et A^1"" '1 1 les consj.aul^es d i rectes de, réiémeul, ^ 'omj^osé se
rapportant toujours au même système d'axes, lin verdi des équa-
tions (3 ) nous aurons

A^^-^^y A,^11'",
i

A^" * /.y

c'est-à-dire :
/^e.v consla/Ue^ diredes de l'éléfneiil co/nposé /^:i/' série s'ol.n.le/idroni e'fi

a/oulant les consiMtUes cor ra^pon dénies des' élé/ne'îi^ corn-Dona/if^.

Ce théorème correspond a la proposition que r<m rencontre dans la
théorie de la conduction électrique, c'est-à-dire que la résistance de
plusieurs conducteurs disposés en série est la somme des résistances
électriques de chaque conducteur (voir § 1 de l'Art, précédeni).

3. La liaison de phisiours éléments élastiques pliables pour iormcir
un élément composé peut aussi se faire d'une autre manière, lîn ejïet,
prenons n éléments pinihles ('A.B)|, fAIi^, ..., (AB)^ ayant à l'état
naturel les mêmes exirérnités A, et H et supposons de lier rigidement
enire elles les n exiréinités qui sont en A, ainsi que les // extrémités
(|lii sont en B. Cotte liaison se dira une cûrn/)û,vùio/i par de'wcti/'o/i ou
en parallèle des éléments donnés. L'élément, composé AB s'appellera elë'-
înent composé pur dérivation,
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Supposons que chaque é l é m e n t composant soit l i b r emen t pliable e(
appelons a^"1 les constantes inverses de chacun d'eux, a^"1 les con-
stantes inverses (Je l 'elénient. composé ; a cause d.es équat ions ('3'') nous
aurons

.,(All)—"V ^(AIÎ!/,
'""'/.s- — /_, u i s f^•art^

1

c'est-à-dire :

Lef> constantes inverses de l'élément composé prir dénvadon s'obtien-
dront en ajoutant les constantes c()f'resi)ondantes des éléments composés.

Ce tlicoreme correspond aussi a un j ^ l î éo re îne sur la conduction élec-
trique. Kn ef lel , la cond(ic(.il)ilite electri(jue d'un condticteur forïne (»ar
la réunion de plusieurs conducteurs disposés en parallèle est la sonnne
des conductibilités de chaque conducteur composant.

CHAlTrME IX.
SYSTÈME CYCLiyUK PLAN I)'ftLftM13NTS ÉLASTIQUES PLIABLES.

I.

• l . Quand un é lément é las t ique p l iab le A.B est plan et sujet a. des
forces situées dans son p l an , si l 'on prend celui-ci comme premier plan
coordonné on aura que les trois caractéristiques des ellbrts

'Y'a h, Y fn.h) •\fnf)}.,/V ;{ , A. ^ , A ^

seront nu l l e s - De môme, les caractéristiques des déplacements des
extrémités

.y'tt) ^{Ul ,,y,(^ . !ff) ,.y,(f>j ^(h}

'*•'\\ ? '̂ .i. f <<';; f ^•''3, 9 ^-'4 y «•'<-'&

seront nulles.
Pour simplifier , représentons pur a:', y les axes coordonnés, par X^\

Y^, M^ les caractéristiques X^, Ï^\ X^ des eiïbrts, et par ̂
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7^ r^ les caractéristiques <^ x^\ ^f des déplacements de Pcx-
trémité A. En même temps indiquons par x^\ y^\ r^ les quantités cor-
respondantes .T^', X^, X ^ ' .

2. Cela posé, démontrons le tiléorérnc suivant :

^ ÀY un élément élastique pliable et plan AB est sollicité par des forces
situées dans son plan, on pourra toujours trouer dans ce même plan un
couple d'cixes orthogoncnw ,v y y tels que

^(^)..-»^(a);_^^X(ff^.^

( l ) ' y { h ) — r^ =r a Y^7^,
/•^) »... ,'.(rt; — ^^^«''^

En efïet, nous aurons, en général,

/ ^)—.^):^^X(^).4.., a^'Yt^^^ a^'M^^
(2 ) J^^ —y^ = ̂ .:, X^^) + ̂  Y ̂  + a,, M W \

[ r"^ — r ' 1 ^ ̂  a^ X ̂ ^ + a,, Y ̂ •/A^ + ̂  M^^)

étant a^y= ay,..
En transporlant l'origine au j)oint de coordorsnées ^ T], sans allérer

la direetion des axes, (-1 en distinguant ))ar tin sullixe les quantités
relatives au nouveau système d'axes, nous aurons

,C f'.-» .x:̂ :̂=: .r^) — X^ ̂  ̂  f /W «,„ f^u) ̂

y^ ̂  y^ ̂  y^ __ y^ ,., ̂  ( ,.(/.; __ ̂  ̂

r^»— /•^ï :;̂  fW ..^ r^\
X.^^ ̂  X.^),
Y(a<'') ::= ^{(<th)
W^ ̂  M.^ — X^^^ + Y^^;

par suite, les formules (2) deviendront

^- ̂ =: (^^ 4.. 27)^ 4- Yï2^^):!^^

^(a^4-ï^^-^^^^^)Y^^+(a^+^^)M^
(2 /) j J^~7^=(^i-^:n4^^^-^^)XÏ^'

'<-33 ) •m i ,

.4- (a,,~ 2^+ ̂ ^^Y^^-h (^- ̂ ^)M^^,
r^—,f^=(^^+^^^)X^^^^^_^^^y^^^^
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.11 suffira donc de prendre
.. - ^ .-- ^3H —— —— y ^ —— ——— 3

^33 ' <^;î3

ce qui est toujours possible si a^^o, afin que les équations précé-
dentes deviennent

( ^) ...(«) ._ ^l 1 a^— a^ Y(^) !„ ̂ ^;n ~ ̂ ^ Y'^i ../(/., — ..A/ „ — —1-—1— — , ; \ . "-+-" — ! ! — — — i . ,
1 • ^33 ^:i3

( 2 ) ' ,/ h ; ..fa) _ a 11'. </ ••l :î — a l » f/ 2 :} y f ̂  ̂  i ^ 2 2 a ;î :t — a ̂  •'î V ^ ̂ - ̂ )
1 Jl ——.P'I —— ———————^———————— A! "1' ————————————— l 1 »
f .̂'L'î ^3.'!

,.,'^) , : ' a t .„,„ ., Mt^^ ' ît / ^ —— /• ^ __ (_(^ ^j ^ ^

Si a;,:; ôlail nul, a,:» el a^ seraient aussi nuls (Chap, V'.Ill, ArL II,
§ • 1 , ''i^ props'ieté)., et alors les forioules (2) auraient ori^iîiairenient la
forme ( ^ } .

En (îhan^eani s r ia in ie îsant l'orientalion des axes, c'est-a.-dire en les
ciloisissani cornine axc^s i)!'!!!^))^!!^ d(t la conique

(^ l ; t<T: i : î—— ^^t).^-!-- ^(^l^^;1!:} — ^{^Ki)^ "-l- (^;^^;i;i—— ^J^J2.^^;};},

nous pourrons réduire les tormules (i^) h la fonne (i:).

3. Nous appellerons centre de rëlérnent élwuqae l 'origine des
axes x^ Y pour les<|uels sont, vér if iées les fo rmules (i) et ces axes eux-
mêmes seront les axes prwf:ipcu(.x de l'éléme/'u. Les coetlicienis À
et. [A s 'appelleront le1 s œefficients de traction et v le coefficient de
jlexion.

Il est faci le de démontrer le théorème suivani :

Si l/élérnenL élastique admet deux axes de symétrie^ ceux-ci sont les
axes principaux de l'élément,

II est aussi facile de calculer les constantes d'un élément T^i^'veïneni
à des axes quelconques quand ou connaît les coefficients de traction et
de 'flexion.

Désignons par ^ et r\ les coordonnées du, centre de Isolément rela-
tivement aux axes x, y efc par x\ y ' les axes principaux- Le Tableau
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des cosinus des deux systèmes d'axes, soifc

y 7

et À et ^ soient les coefficients de traction par rapport aux axes a;
et / . Alors les formules (2) relat ivernent aux axes x, y pren-
dront la forme

, .z-^ — x^ =- ( Xa2 -I- y^ 4- w^ ) X^?

l 4- (7^ 411 ppo — ̂ )Y^) — wj:M.(^,

(3 ) < y^^ — y^ = ( Àay 4- ^po — ̂  ) x/^^
^ + (}.y2,,,, ^3.^, y^yY(^) 4, ^M:^>,

1 r^> — /•^ =-.: .-.-.„ v^ X/^^ 4- vî, ̂ ^ 4" y M^^,

oa encore, en appelant 0 l 'angle x^, c'est-à-dire en fa i san t

a= cos^, ( S ^ — s i n Ô ,
"/ ==shi^ rî = c(.)S(9,

on aura

^w ~, ^(^) = (}, eos2 0 -h p. si n2 ̂  4- w/2 ) J^w
4- [( >, — .̂) si ! i 0 cos 6 — v^r] '[ VW — w, M^^^,

(S7) y(^ ^^(a) ̂  j (^ _ ̂  ̂ ^^ ̂ ^^ _ ̂ .j -^^

^ 4- (À sir i2 6' 4"- p. co^O 4-•- ^c2 ) Y^^ 4- ̂  M^^7^,
\ / • ( / / ) ««« ,.(a) ̂  _ ̂  -^ah] ̂  ̂  -Y(^) ,,j,, y M < « / / ) ^

4. Soient n. éléments plans A,A^ A,A,, ..., A,A,,,,, et supposons
de les her rigidement entre eux deux à deux par les extrémités corn"
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mîmes As, A;p ..., A//, c'est-à-dire supposons de les composer en série
(voir Chap. VIII, Art. V).

Marquons par un ind ice i les quant i tés "X, [M, v, ?, Y], 0 lorsqu'elles se
rapportent à l 'élénicnt ^ i < ' l l l < l . Alors les formules relat ives à l ' é lément
plan. engendré m o y e n n a n t la. l i a i s o n des é léments donnés seront

//
^<A,,,.,i_ ^(Ai)= V (^ cos2^^ ^•sin20/•-h ^Y^X;'^"-^

-'"i—B^
i
//

-I- 'S [(À-— P-i) si" 0/ ^oa 0; - ̂ i^i] \'Al A"•f-)
rftonia^

1

//

-V ̂ n^^,
fusais f

1

//

^'A,,,.,) ̂  J(A,) ̂  y |̂  /̂ ......̂  ̂ ) sin ^/ cos ^ /— v/(/ru] ̂ Ai A"IIM)

•-*^"/i
//

+^ . ( À / si l la/5/4" ̂  cos^r+- v^'f Î 'Y'^ A-l^)

i
/<

•"(-y ^/M:^^'1'1,1
^ /i' rï

,.'A»,.,)_.^,A<) ̂ _y ^^^/x'^^^-^+y .^.^.Y^^-H^-i-y ^M1^"-^.
•^^/ -And^ ' .^wj^

1 1 1

Mais si. les axes x, y sont les axes p r inc ipaux de l 'élément corn-
posé A| A^, on aura.

//. //
v '-' vY. y/^/^io, ,>, v,ru==o,
^lissâ^ ^»uHâ^
i i

ît
y ("A/— p-/) sin ̂ t cos0/'— V/^YJ/== o.-^Ma/'
i

En outre, les coefïicients de traction et les coefficients de flexion
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seront respectivement
n

A = ' ^ (À.cos 2 ^/ -{-" ^/ sin2^-}- ^-r^2),
i

w
M == y (À, sin^-t- ̂  cos^-h ^£|2),

-~/i

N=i,,,
i

d'où découleni les théorènjies s u i v a n t s :
Le centre d'un élément composé est le centre de gravité des centres des

éléments composants si l'on suppose (fii/en chacun d'eux soit concentrée
une masse é^ale au coefficient de flexion.

Par le centre de l'élément composé en série, conduisons des segments
unitaires normaux aux axes de chaque élément composa-nt et concentrons,
à Foxtré'mité de chacun d'eux, une masse é^ale au ccef/icient correspon-
dant de traction, el en même lemps considérons les masses égales aux
coefficients de flexion de chac/ue élément co/ni^oscint, concentrées d.ans les
centres respectifs. Les axes d'inertie de ce sy s te/ne de masses sont les a. vos
principaux de r élément composé et les moments principaux d'inertie en
sont les coefficients de traction.

Le coefficient de jlexùm de Vêlement composé en. série est lu somme des
coefficients de flexion de chaque élément composant,

II.

1. Considérons ma in tenan t un corps élast ique plan quelconque
deux fois connexe et assujettissons-le à des distorsions qu i le con-
servent plan. Si les axes x,y sont situés dans le même plan et si nous
indiquons les six caractéristiques des distorsions par /, m, n, p , q, r,
nous aurons (voir Cliap. I I I )

ri ̂ p == <y r=: o

et, en représentant les efforts par L, M, N, P, Q, II, on aura
N = P = Q= o,
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tandis que les re la t ions entre les caractéristiques et les efforts devien-
dront {voir Chap. III, Art. Il, §3)

L -=. En l -4- Ei2 rn 4- Eir, r,

M = Eai / -4" Eâ2 m 4- Eag /',

N == ERI / 4- Ec^rn + E(î6r-

En t ranspor tant l 'o r ig ine au, po in t de coordonnées ^ y| sans altérer
la direction des axeSç nous a u r o n s

L i =. E 11 li -h E 12 m i -l- ( E .1 (; — E 11 •n 4~ E 12 ̂  ) /•i,
^ M:! = Eai ̂  -4- E^aWi 4- (Ear,-" Eai"^ -h E^O/-!,

RI :̂  (ERI — Eii-^ 4-- Eai 0 /i 4" ( EGS — Eia^ + EsaO^i

4- (Eco— 2Ei,;T] 4- 2E2^4- ̂ n^—^Ei^ + aK22S 2 )^ .

où L, == L, M! == M1, Ki ; / s , ^1, r^ == r sont les efforts et les caracté-
ristiques relatives au nouveau système d'axes.

Mais nous pouvons choisir les coordonnées 'i et r\ de façon que les
coef't icicnts de r^ dans les expressions de 1.̂  et M', s'annulent, par
suite s'annuleront aussi les coefficients de /< e t w ^ dans l'expression
do Ki.

E 1 1 o r i e n ta n t e n s u i I: e (; o n v e n a b 1 e m. e n t 1 e s a x e s n o us p o u rro n s
réduire les relations enirc les caractérisliques et les efforts aux formes
suivantes :

L=En/,
M =- Eay/n,

R^:Eo,y,
c' est -à -dire :

l^tant donné un ^YSSê/ne plan cleiw fois connexe cissujetli à des dis-
torsions cfui le conservent, plan, il existe dans le même plan un système
d/ewes tels, que, relativernent à ce système, chaque distorsion élémentaire
produit le seul effort conjugué.

2. Supposons n ia in lenant que le système plan deux fois connexe
soi! tonné d'éléments pliables A,Aa, A^A,;;, ..., A^A< liés r ig idement
entre eux deux à deux par les extrémités communes, c'est-à-dire

Aiffi. É€. I\()rrn^ (3), X X Ï V . — NOVEMBHB i<)07. 00
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soit obtenu par une composition par série, et que dans l 'état na ture l
la première et la dernière extrémité A^ v iennent coïncider et se lier
rigidement.

Pour obtenir les axes dont on a parlé dans le précédent Paragraphe,
il suffira d 'appliquer les règles données dans le § 4 de l 'Article pré-
cédent pour trouver le centre et les axes p r inc ipaux de l 'é lément
composé par série des éléments A.^A^, A^A^, . . » , A^A^. Les trois coef-
f ic ients des efforts s 'obt iendront en ca lcu lan t les inverses des coeffi-
cients de traction et du coefficient de flexion de l 'élément composé.

3. Nous avons comparé dans le Chapitre précédent (Art. IV) la
théorie des distorsions d 'un système const i tué d 'éléments élastiques
pliables à la théorie de Kirchhoffsur la propagation des cou ran t s dans
les fils. Les résultats que nous venons d 'ob ten i r j e t t en t une nouve l le
lumière sur les rapports qui. existent entre les deux théories.

En effet, le théorème que nous avons démontré dans le § 4 de l'Ar-
ticle précédent, c'est-à-dire : Le coefficient dejîexion (lu cire fut composé
est la somme des coefficients de flexion de chaque élément, correspond
à cette proposition : La résistctrice électrique d'un circuit est la somme
des résistances de toutes les par lies f/ui, disposées eu séries, forment le cir-
cuit lui-même (voir Chap. Y.III, Art. Y, § 2). Mais la, règle pour obtenir
les coefficients de tract ion est bien p lus c o m p l i q u é e et n'a pas sa cor-
respondante dans la théorie de la conduct ion électrique. En out re , la
considération du centre et des axes p r i n c i p a u x , qui est f ondamen ta l e
dans la présente théorie, m a n q u e complètement dans la théorie élec-
trique.

III.

1. Dans l'Article 1 nous avons traité le cas d'un système plan
d'éléments élastiques pliables disposés en série, et nous avons déter-
miné les axes et les coefficients de traction et de flexion de l 'élément
composé, en connaissant les axes et les coefficients analogues des
éléments composants.

Nous nous proposons m a i n t e n a n t de résoudre la même question, en
étudiant une composition d'éléments en parallèle (par dér iva t ion)
(voir Chap. précédent, Art. V, § 3).
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2. En supposant un clément plan l ib rement pl iable , nous aurons,
en n o u s rapportant à ses axes principaux [voir formule (i), Art. I],

X^):=: ^(^(A).--.,^)),

Y^5 ̂  --1 ( r^ •—- r^ ),

W^^-- ^{r^ - r^).

A. l 'aide de calculs très simples on trouve que si. les axes princi-
paux x ' , y forment , avec les axes x, y, des angles dont le Tableau
des cosinus est

et si le centre de l ' é lément a les coordonnées ^ Y], les formules qui
expr imen t les efforts m o y e n n a n t j e s dép lacements seront

X^ =:,,-( -a2 + ̂  ̂ Y^)-.r^)^- ^ay+^o^y'^-.r^^

-h (-w~- ^'^Yr^-rW),

^^ = [ l ay ̂  "I" (3ô ) (,T;(^ — ^^<) ) 4- f •i y2 4- ^ o' ) (y^^ — y^ )

^[^y^^é^^)-/^)),

M^1^ = f^ ̂ a — "I- ̂  K^^^ - ̂ ^^) + f^rr/ - 4 ̂  ) (V^ -~^crt))
\A /-r- / Y71 r- /

^ i ̂  rj^h ~ $2 (,-(^— r(^)).
Y V À ^"y



•')I^ VITO VOLTERRA.

3. Composons en parallèle les n éléments (AB),, (AB)a, ..., (AB\,,
En marquant les quantités relatives à l 'élément (AB)/, par un indice /;,
nous aurons par rapport à l 'élément composé les formules suivantes :

xw= 2^^(^-^)
"i / i

^^J^^^-^P^^^-^O+^^^a/,-^^?^^^

n

Y(a&)= I/^+^M.)(^-^)

"' / , "

^(ày^^^^"-^')-^,^7^.--^
n

Mw== ï (r^^'-^^l3^^"^5)"""/A.AA p/i /

M
/ \ /î

-^X^^^- ̂ )(y^-y^) +^(^ -,- ̂ ^ 4-^a)(/•(A)-^).

De ces formulos découle le théorème suivant :

Par un point, arbitraire conduisons des serments unitaires parallèles
aux ases, el, à l'extrémité de chacun d'eav, œnfierUrons une ma,w éydc
à l'inverse du coefficient correspondant. Les axes d'inertie de cet ensemble
de masses sont para/Mes aux axes principaux de l'élément composé et la.

moments principaux d'inertie sont les inverses l- et -'- des coefficients de
/. u. •'•'traction.

En considérant ces axes d'inertie comme axes coordonner les coeffi-
cients de ,^~^ dans les expressions de^el Viseront respectivement
égaux aux coordonnées -q et \ du centre de l'élément composé multipliées
p a r 1 et — -1 ./ y.
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