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SUR LES
FONCTIONS DE LIGNES FERMEES,

Psar M. Mavrice FRECHET.

1. La Physique mathématique conduit & [’étude de fonctions
beaucoup plus générales que les fonctions dépendant de la valeur
d’une ou de plusicurs variables (fonctions que j"appellerai ordinaires).
Je veux parler des expressions qui ne sont déterminées que par la
connaissance de toutes les valeurs d'une ou de plusieurs fonctions
ordinaires. Par exemple, la température en un point d’une lame con-
ductrice dépend de I'ensemble des valeurs de la température sur le
contour de la plaque.

L’étude de ces fonctions n’étant encore qu’a son début, il convient
de ne considérer d’abord que les plus simples d’entre elles. Nous
nous hornerons au cas des fonctions U, dont la valeur varie seulement
avec la forme d’une figne L plane ou gauche, continue, fermee et dont
la tangente varie d’une maniére continue, sauf en des points isolés
en nombre fini. Considérons une famille G de ces lignes, dépendant
d’un parameétre « de fagon que, si a tend vers o, L tende uniformément
en tous ses points vers les points correspondants de L,. Pour ces
lignes L, U, sera une fonction de a et nous ajoutons Ihypothése que
ce soit une fonction continue et dérivable en «. Dans ces conditions,
nous pourrons parler, comme dans le calcul des variations, de la
variation premiere de Uy : 6U,, laquelle dépend, bien entendu, de la
famille G considérée.
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2. Relativement a cette classe tres générale de fonctions de lignes
fermées, je démontrerai le théoréme suivant :

Etant données n + 1 fonctions de lignes : U,, Vi", ..., V"', la condi-
tton nécessaire et suffisante pour que U, sott une vONCTION ORDINAIRE de
Ve ey VY est qu'tl existe une relation de la forme

(1) 8UL = K{V V(U 4. . .+ Kim 8V

(saul peul-étre pour éVil'=...=dV;=o0),
ou K", ..., K{" sont des fonctions déterminées de la ligne 1. indépen-
dantes de la manicre dont L est fonction de o.

La condition est évidemment nécessaire. Pour montrer qu’elle est
suffisante, considérons une famille H de lignes G & 2 + 1 paramétres :
%yyoens @y, ebdésignons par 6, ..., @Y Jes variations obtenues en
ne [aisant varier qu’un seul des paramdctres. Dans la famille H, les
quantités Ug, V¢, ..., V¢ seront certaines fonctions de oy, ..., @, .,
et I'on aura

r‘?“" U(;‘—'Z K{l;“ a([) V'(;“ -+ K((;"' f')‘”‘) V:;") (t'T Iy ..., n ~+- l)

ou
U o OV LoV . |
()AC(‘—“K; H()O?,'ﬁ “+-...+K(; -7);,'-' (L..-l,...,/l*’r'l).
D’on
e OV oV
do, dot, do,
()U(; ()V((;“ ()V%\;’”
Dotpry  O0piq oy

(n

Par conséquent, Ug est une fonction ordinaire de Vi, ..., V" :
Uﬂ: CPM( v({Il)y ceey ‘VGJ’“),

mais on ne sail pas encore si la fonction o, ne varie pas avee la
famille H. Considérons maintenant deux lignes L, et L, pour les-
quelles V&, ..., V™ ajent respectivement les mémes valeurs, on
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<

pourra toujours trouver une famille H & n + 1 paramétres qui con-
tienne L, et L,. Dans cette famille, on aura

—_ 7(1) T(n)y — T )
UI..— ‘Pll(‘ Lis + == V Llf )= @u(‘ ;,t), ceey Vi") - UL.A.-

Ainsi, quelle que soit .la ligne L, la fonction U, ne peut varier que
si 'une des fonctions Vi’ varie, ce qui démontre la proposition (').

De plus, il est évident que les fonctions Ki” ne pourront étre quel-
conques; si I'on a

UL: ‘;D(V’;.“’ s ey Vll,m)’
il faudra que

KH)ZD%.% (i=1, ..., 20).

3. L’énoncé du théoréme précédent répond & une question qu’il
était naturel de se poser. Les fonctions analytiques sont telles que le
rapport de leur variation a celle de 'une d’entre elles, z, soit une
fonction de laméme espece. De méme, ne pourrait-on obtenir, & partir
d’une fonction de ligne (rés simple, Vi, une classe intéressante de

. . . .. ol .

fonctions de lignes U,, par la condition que é—v—‘ ne dépende que de la
. L

ligne L? La réponse est négative; d’apres ce qui précede, ces fone-

tions U, seraient tout simplement des fonctions ordinaires de V,; et,

connaissant V,, I'étude des fonctions U, ne constituerait plus, a pro-

prement parler, une question de calcul fonctionnel.

4. 11y a done lieu de rechercher, dans une autre direction, la défi-
nition d’une classe de fonctions de lignes qui présente des propriétés
simples et soit une généralisation des fonctions connues. Pour cela,
nous rappellerons que la variation de I'intégrale

(2) I,‘::fl’(x, ¥, 5)de 4+ Q(x, y,5)dy +~ R(x, y,5)ds
L

(1) Ce mode de raisonnement s’étend facilement au cas oit U dépend de la forme d'un
nombre fini de multiplicités & un nombre fini de dimensions.
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peut s’écrire sous la forme suivante (lorsqueL est une ligne fermée) :
(3) 6]1‘:/‘(1; 8z + 1, 3y + I, 85) ds,
. “L

I, T, I, étant certaines quantités bien déterminées en tout point M
de la higne L correspondant & I'arc s. Les fonctions I étant parmi les
plus simples que I'on puisse considérer, nous arriverons au résultat
cherché en prenant la formule (3) comme formule de définition d’une
classe plus étendue de fonctions de lignes. Ce sont celles que M. Vol-
terra a étudiées en partant d'une définition différente (*). Nous appel-
lerons donc fonction de Volterra, ou fonction (), toute fonction de
ligne fermée, U,, satisfaisant aux conditions que nous avons posées
au n° 1 et telle que I'on ait

—_
e
~

U, = / (Ul 0z + U} by + U, 8z) ds,
I

U., U, U, étant des quantités déterminées en chaque point M de
toute ligne fermée L.

Remarquons immédiatement avec M. Volterra que les quantités U,
Uy, U, ne sont pas quelconques. En effet, en prenant pour variation
de L un glissement de la courbe sur elle-méme, on aura évidemment

ox 0 05 .
— (—}—, =25 =e(s) et olUy,= o,
a B

en désignant par «, ﬁ, v les cosinus directeurs de la tangente & L.
D’ot 'on déduit évidemment

(5) alU, +pU,+ yU:=o.
En posant encore avec M. Volterra

(6) U,=CB8—By, Uy=Ay—Ca, U,=Ba—Ap

(1) Cf. YOLTERRA, Sur une généralisation de la théorie des fonctions d’une variable
imaginaire ( Acte mathematica, 1888).
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on satisfera i cette condition ct I’on aura

(7) 8U, :fA(d; Sy — dy 35) + B (dw 65 — ds 8z) + C(dy o — d 8y)
L
ou

(8) UL = [(Al—}—Bp-—!—Cv) 38,
“L

en désignant par A, 1, v les cosinus directeurs de la normale & la sur-
face S engendrée par le déplacement de L.
On voit facilement que cette formule peut encore s’écrire

(9) UL = / U 38,
L

en désignant par U la projection du vecteur U'(U,, U;, U.) sur le
plan P tangent & S en M. On en déduit la propriété qui sert de défi-
nition pour M. Volterra : Si L, est une ligne fermée continue qui
coincide avec L, sauf sur un petit arc tendant vers le point M de L, on
aura, d’aprés cette formule,

(10) limite u

s = Ur

Ceci nous montre en méme temps que U, U, U, sont bien déter-
minés lorsqu’on se donne la fonction U.. Au contraire, A, B, C ne
sont déterminés qu’a l'addition prés de quantités proportionnelles
aa, B,

Le présent paragraphe n’est qu’une autre maniére d’arriver a la
considération des fonctions (©). Reprenons I’énoncé de nos résul-
tats.

5. Il n’est pas évident jusqu’ici que la définition précédente nous
donne d’autres fonctions (©) que les intégrales I, qui nous ont servi
de point de départ et que nous appellerons fonctions () du premier
degré. Toutefois, il est bien facile d’en donner des exemples. Telle
sera ce que nous appellerons une fonction (¢) simple, ¢’est-a-dire une

dnn. Fie. Norm., (3), XXI. — DgceMBRE 1904. 71
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Jonction ordinaire d'une seule fonction () du premier degré. Plus
généralement, toute fonction ordinaire de » fonctions (¢) du premier
degré sera évidemment une fonction (). On peut méme définir des
fonctions (©) & partir d'une infinit¢ de fonctions simples. Telle est,
par exemple, la fonction

n=—-i-o

1
' T
(11) U= Z —; 08 (fe“‘"’-’”dx),
2 L

n=1

qui est évidemment une fonction ().

Puisqu’il y a d’autres fonctions (©) que les fonctions du pre-
mier degré, on peut se proposer de trouver les propriétés caractéris-
tiques des différentes catégories de fonctions (). Nous en trouve-
rons plusieurs, fondées sur les différentes formes des quantités Uy,
U,, U,, A, B, C. Mais, auparavant, rappclons, pour le généraliser, un
théoréme de M. Volterra. Désignons avec lui par L + L’ un contour
fermé (pouvant comprendre plusicurs courbes fermées) et constitué
par les contours L et I’, ot 'on a supprimé les parties communes (s’il
en existe) parcourues en sens contraire (car Uy, dépend en général du
sens de parcours de L). M. Volterra a démontré que les fonctions
du premier degré sont les scules fonctions (©) qui vérifient I'équa-
tion fonctionnelle

(12) . Upsr = UL + Up.

Plus généralement, nous allons montrer que les fonctions simples
sont les seules fonctions (©) qui vérifient Iéquation fonctionnelle

(13) Upsry=0¢ (U, Uy),

o étant une fonction ordinaire (continue et dérivable) de Uy et Uy,.

En cffet, si Uy est une fonction simple, elle vérific bien une rela-
tion de cette espéce. Pour démontrer la réciproque, observons d’abord
que la relation fonctionnelle (13) peut s’écrire

Ua=¢ (UL, U._r1a),

en désignant par — L la courbe obtenue en renversant le sens de par-
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cours de L et par A une courbe fermée trés petite tendant vers un
point M déterminé. Cette formule montre que U, aura une limite

U(): fP(UL, U—L)y

qui sera indépendante du point M et de la maniere dontA tend vers M.
De plus, U, étant une constante, on voit que U_p est une fonction
ordinaire de U,.

Considérons maintenant deux courbes fermées fixes L, L’ ayant un

point M commun et soit A un contour MabcM tel quemet oM soient

respectivement de sens contraires aux sens adoptés sur L et L' (fig. 1).
On aura

@ (Upsn, U_p) —o (U, U_p) =Ua— Up=0(Upsa, U_p) — o (U, U_v).
Soit S I'aire de A, la relation équivalente

@(Urqn, U_1) —o (U, U 1) Upa—Uy

Upea— Uy S
_ o(Upyn, Uoy) —@(Uy, U_y) Upps— Ui
- Upga— Uy 5

pourra s’écrire a la limite, lorsque A tend vers M,
(14) [g&cp(m, U_,,)] (A% + Byt + Cv) = [.()-[‘%cp(uu, U_,,)J A +B p+C'v),

en désignant par A, w, v les cosinus directeurs de la normale commune
a L et I’ en M et ceci d’apres la formule (). D’ailleurs U_,, étant
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fonction ordinaire de Uy, 'expression
9 —F
0, o(Uy, U_)=F(U.)

sera une fonction ordinaire de U,. Soit maintenant V une fonction
primitive de F(U) et posons

(13) S ::fl“(UL)dUL.

On aura
oV, :f(ml + np 4+ pv) oS
L

avec

mA = np -+ pv= [;{é-cp(UL, U )| (AA+Bp+Cy),
o L -

et I’équation (14) deviendra
mA--np+pv=m'k+np-+p.

A partir de maintenant, la démonstration est identique & celle de
M. Volterra pour la fonction V,. On voit ainsi que V,, est une fonction
du premier degré en montrant qu'on peut considérer m, n, p comme
des fonctions des coordonnées du point M telles que I'on ait

am on Jdp
4+ =L

oz ;);—*—05:0'

De la relation (15) on conclut alors que U, est une fonction ordi-
naire d’une fonction du premier degré V,, c¢’est-d-dire une fonction
simple.

IL faut du reste remarquer que I’équation fonctionnelle donnée ne
peut avoir licu en prenant pour ¢ une fonction quelconque. Car, en

posant
VL :./( UL):

la relation (13) s’écrira

J(Uper) = f(Uy) + f(Up).
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6. Isogenéité. — Généralisons encore une autre notion introduite
par M. Volterra. Nous dirons que deux fonctions (), U, et V, sont
isogenes si le rapport

UL dx + U, oy + UL oz
Viox + V,oy + V_os

estindépendant de la variation considérée, ¢’est-a-dire si l'on a

u_u_ U
V.V, TV

La valeur commune de ces rapports est une quantité déterminée
en tout point M de L : Hy . Il est intéressant de connaitre les pro-
priétés communes a toutes les fonctions U, isogénes d’une fonction
donnée V. Nous savons déja que celles pour lesquelles H, y est indepen-
dant de M sont des fonctions ordinaires de V. Mais nous ne connaissons
rien sur les autres. Une premiere remarque évidente consiste en ce
que deux fonctions (¢) isogenes restent deux fonctions (¢) isogénes
apres un changement de variables «, y, =, ou, si I'on veut, une trans-
formation ponctuelle des lignes L. Nous ferons encore un pas dans
cette voie au moyen du théoreme suivant :

La condition nécessaire et suffisante pour qu'une fonction (©) soit
isogéne d’'une fonction simple est gu’on puisse la ramener par un change-
ment de variables convenable a ne plus dépendre que d’une ligne plane
(prise dans un plan fixe). La condition est nécessaire. En effet, si
une fonction U, est isogéne d’une fonction simple, elle est isogéne
d’une certaine fonction du premier degré

W:fRM+Q@+B&.
L

Or on sait qu’on peut toujours trouver trois fonctions X, Y, Z
de , y, s telles que I'on ait

P dz + Qdy + Rds = df, + X dY.
D’ou
aVL:de 85X — dX 3Y.
L
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1l existera donc une fonction H, , de L et de M telle que I'on ait

30 :fHL,M(dY 5X — dX 3Y).
L

Si maintenant on prend comme variables X, Y, Z et si 'on appelle
L/, M’ les transformées de L, M, on aura

SUp = f Hy o (dY 6X — dX 8Y).
L’

Par conséquent, 6Uy, sera nul lorsque ¢X et 8Y seront nuls tout le
long de L', quel que soit 0Z. Dus lors, U, pourra étre considéré
comme fonction de la projection L” de L’ sur XOY.

Réciproquement, si une fonction U, ne dépend plus que des lignes
d’un plan fixe, on peut prendre celui-ci pour plan 2oy ct I'on aura

50, :/ (U bz + U) dy) ds.
L

Orona
ULdx + Uy dy = o.
On peut donc poser
UL ds= Uy ndy, Uy ds =— Uf, ydx
ct
V= L faca’y-—ydw.
2 L

Alors le rapport
U, 0z + Uy 8y + UL 8
V5% + Vy oy + V.0

: —_ Ui,,m
sera indépendant de la variation : U} est bien isogene de la fonction
simple V,.

7. Intégration. — L’un des premiers problémes qui se posent dans la
théorie des fonctions (¢ ) est celui de I'intégration des formules (4)
et (8). Mais avant de chercher & déterminer Uy, par « ses derivces
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linéaires U, Uy, U, » ou par « ses derivées planes A, B, C », ily a lieu
d’établir des théortmes d’existence.

Supposons d’abord que I'on donne le vecteur E, y : (A, B, C). 1l
n’y a pas toujours une fonction U, correspondante, comme on le verra
dans les deux cas extrémes suivants :

L. St le vecteur B,y ne dépend que de la ligne L, il n'y a pas, en ge-
néral, de fonction Uy, correspondante. 1l ne peut y en avoir que si A, B,
C sont les derivées partielles d’une fonction ordinaire o (S, S,, S,) des
aires Sy, S,. S; des projections de L sur les plans de coordonnées et alors
U, =09(8,, S,, S;) + const. En effet, si A, B, C ne dépendent que
de L, on pourra écrire

aUl,:AL/K(?S—P-BprLaS - C;,f’uﬁS
YL L L

UL = Ay, 98, -+ By 85, + C;, S,

ou

et la proposition s’obtient immédiatement en appliquant le théoréme
dun° 2,

II. St le vecteur By y ne deépend que du point M : (x, y,z), il n'y a
pas, en general, de fonction U, correspondante. Il ne peut y en avoir
que si Uon a

(16) oA L 0B  oC_,
Jdz = dy O

et alors U, est, & une constante additive pres, une fonction du premier degre.

Considérons un point M quelconque (ffg. 2) et une sphere X de
rayon p, centre M. Puis tragons une courbe fermée sans points doubles
sur cette sphere; elle divisera la sphére en deux régions X' et £”; soient
maintenant A, B deux points de cette courbe qui la séparent en deux
arcs /,, {, et / une courbe continue quelconque terminée en A et B.
On pourra tracer deux courbes /, / terminces respectivement en A, B
et situées 'une sur ¥/, l'autre sur 27, qui déterminent avec / deux
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courbes fermées {+ 7, [+ 0. Kt I'on aura

N
UH—/._- UI+/1 —f oUsy
v
b

N
Urer,— Upry=[ 0Upypr,
N
Fig. o.
z
B
A, N
i 1
/ 4
/ \
/ :
/ |
1
1
| /
1 1
\ /L
. l,
\ 4
’

_____

. D’ou, en ajoutant,

I étant la courbe £ sur ¥/,  sur ” ¢t parcourant X dans le sens indi-
[
qué. D’oll enfin

o::/f[A(x,)',z)X+B(x,‘y,z)y.+C(.z‘,)',z)v]o‘"S
v b

ou
‘Uf (()/\ () B ol 1> :{p
o) Jdx ()y Js ?

I'intégrale simple étant prise dans le volume X; de . Par suite, la
valeur moyenne de I’élément d’intégration est nulle dans Z, quel que
soit p. On voit donc, en faisant tendre p vers zéro, que 'on a au

point M, qui est arbitraire,
oz dy Yoz T
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D’ailleurs, si cette condition est vérifiée, il y a une fonction U, cor-
respondante qui est fonction simple, la fonction

UL:dex+ Qdy + R ds,
L

ot P, Q, R sont des solutions des équations compatibles

Q I

8. Au lieu de nous donner A, B, C, nous pouvons nous donner
U, Uy, U,. Mais il faut que les fonctions de L et de M cheisies véri-
fient la condition (), de sorte qu’il n’y a & choisir au plus que deux
fonctions arbitraires de L et de M. Nous allons méme montrer qu’iln’y
enaqu’une achoisir, lorsqu’on pose la condition bien naturelle que U,
tende vers une limite déterminée U, lorsque L se réduit a I’origine.
[Nous admettons ici cette propriété, tandis que nous avons démontre
son existence lorsque I'équation fonctionnelle U, ;.= ¢(U,, U,,) avait
lieu]. En effet, soit / une ligne homothétique de L dans le rapport £
par rapport 4 Porigine. Lorsque 4 varie de o & 1, / engendre un céne
de sommet O terminé a la courbe L. Et 'on aura

1
Uy — Uo_—_f <6U') ok.
0

Or, en appliquant la formule (4) et désignant par «,, u,, u les
valeurs de U, U,, U relatives & Z, au point ,, y,, z, de {, on a

6U[ 6}’1 ’ 631
Ky ‘“/( R SR ?/“> sy

z, = kz, yi=ky, 2y = kaz.

et

Donc

o, , O , 03,
(“;, A + u), g/" + ul, 6/>dv,__.(.az:,u,‘—i—_y,uy1 sy uz,)ds,

s étant 'arc compté sur L. L’expression

22Uz +y Uy +zU;
Ann. Ee. Norm., (3), XXI. — DECEMBRE 190j. 72



570 M. FRECHET.

est une certaine fonction de L et de M : K, . Sil'on désigne par £L
et £M les homothétiques de L et de M dans le rapport £, on aura donc

oU
—a—kl = .[ Ko, wm ds.

1
UL —_— UO :f /Kﬁ'l.,ﬁhl ds cdk
0 YL

D’ou

ou enfin

1
(l8) UL: UO —|—f<f KI\‘L,/A‘M d/\”> dS.
L 0

En résumé, st ['on peut trouver la valeur de ’expression
Kiu=2U,+ yU, + U,

en tout point M d’une ligne fermée quelconque L, la valeur de U, est par-
Jaiterment deéterminée & une constante pres U,, et nous connaissons son
expression qui est donnée par la formule (18).

9. On tire aussitot de cette formule une importante conséquence
qui généralise le théoreme 11 (n° 7).

La condition nécessaire et suffisante pour qu’'une fonction () sott du
premier degré (a une constante additive prés) est que U, U,, U, ne
dépendent que du point M et de la tangente a L en ce point.

Cette condition est é¢videmment nécessaire. Elle est suffisante
lorsque la fonction U, existe, pour qu’on soit assuré qu’elle est du pre-
1
mier degré. En effet, sila condition est remplie, l’(sxpressionf Ky, o dk
0

est uniquement une fonction de M et de la direction de sa tangente.
La fonction U, est done de la forme

U, = Uo—|—/7(w,y, z, dz, dy, dz),
L
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/ étant une fonction homogene et du premier degré en dz, dy, dz. Dol
0= [ (Fom dfie) in+ (= 755 iy + (Fom i) 2
L

Comme U, U,, U, n’admettent qu'une seule détermination, on voit
qu'on a '

Uods=fo—dfee, Uyds=f,—dfs, Uids=f.—dfe

Donc les seconds membres ne doivent dépendre que de @, y, s, dz,

dy, dz et non pas de d*z, d*y, d*z. Ce qui ne peut arriver que si f
prend la forme

F(x, 7, 5, dz, dv, dz) =P (2, v,5) de + Q(2, ), 5) dy + Rz, y,5) ds.

La proposition est ainsi démontrée.
On pourrait examiner par une méthode analogue le cas ou U, U}, U,
ne dépendent que de M, de sa tangente et de sa courbure, etc.

FIN DU TOME VINGT ET UNIEME.



