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RECHERCHES
SUR LES

SOLUTIONS FONDAMENTALES
ET L'INTÉGRATION DES

ÉQUATIONS LINÉAIRES AUX DÉRIVÉES PARTIELLES.
( PREMIER MÉMOIRE. )

PAU M. H A D A M A R D .

L'existence, pour les équat ions l inéaires aine dérivées partielles du
second ordre à deux variables indépendan tes , de solutions présentant
en un point arbi t ra i re une s ingular i té de nature déterminée, solu-
tions qu'on peut appeler fondamentales, a été découverte par M. Picard
dans des travaux bien connus { ' } et démontrée d 'une manière expli-
cite en ce qui concerne les équations de la forme

^u à'-u ^ , ,^+^-+C(.,y).=o.

Le cas général (les coefficients étant toutefois supposés analy-
tiques) a été traité en même temps par MM. Hilbcrt (2) et Hedrick(3)

( r) Comptes rendus, 0 avril 1891 eL 5 juin 1900.
( 2 ) Cours professé à Gottingue en 1901.
( ; î ) Ueber den cuudnischeli C/uiractcr der Lôsungeft w// DiffercnUfdgîeichw^en; Diss.,

GoLlingue, 1901.
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et par nons-même ( i ), la méthode employée étant d 'a i l leurs la trans-
posit ion au cas e l l i p t i q u e de celle que nous avions appl iquée au cas
hyperbol ique dans u n e communica l ion au Congrès de 1900.

Les premières recherches de cette nature qui aient été fai tes pour
un nombre de variables supérieur à deux sont dues à M. Fredholm (2).
Elles sont spéciales, aux équa t ions à coeff ic ients constants , dans les-
quelles il n ' in te rv ien t que des dérivées tou tes du même ordre. Mais
cet ordre p e u t ê tre quelconque.

Il sera in téressant d'étendre au cas général, où les coeff ic ients sont
variables, les résultats de forme si remarquable obtenus par M. Fred"
holm (3). Nous nous bornerons ici, comme dans une Note ( / < ) précé-
demment présentée à l 'Académie des Sciences et dont le présent tra-
vail consti tue le développement, au cas le plus simple, celui d 'une
équat ion du second ordre.

Celui-ci (où. les solut ions de M. Fredholm se réduisent au poten t ie l
ord ina i re ) a fait , peu de temps avant la Note dont je viens de parler,
l'objet d'un travail de M. Holmgren (< i), lequel a obtenu les solut ions
de la forme u = — pour les équations de la forme

(Y1 a à1 u y-u. au , au au—.̂ . ̂  _^ _)-, ^ ^ ^ ^ „[„ Q ^ ̂  ̂  ^
àx- à y " àz1 ()x à y àz

(r) Cours professé an Collège de France, 1901. —Not i ce scicnufîqne, 1901.
('2 ) Sur îe^ ('(fiiationsî de l'équilibre d'un corps élcifîtiquc (' Âcla mai/i., l. XXÏÎ1).
( 3 ) Los remarques intéressantes que M. Le B.OUX a présentées ( Comptes rcitdiu LC.

l'Âccid. des Sciences, ^8 décembre 1903 ) ù propos de la solution que nous allons exposer,
présentent avec les recherches de M. Fredholm un rapport évident. Elles introduisent, en
ûfîet, une intégrale complèLô de l'équation des ..caractéristiques; une telle intégrale inter-
vient dans la méthode de M. Fredholm, c'est l'enscrnbïo des plans qui vérifient l 'équation
en question. On intègre, dans l'un et l 'autre cas, en faisant varier les constantes de ma-
nière que la caractéristique correspondante passe par le point considéré. Il resterait à
déterminer, dans le cas général, les fonctions arbitraires de manière à vérifier les condi-
tions du problème, ce qui semble malheureusement beaucoup plus difficile que dans le
cas traité par AÏ. Fredholm. L'intervention des intégrales abélîennes rencontrées par
M. Le Roux s'explique d'elle-même, grâce a cette analogie.

( 4 ) Comptes re/idw de l 'Acad. des Sciences, 14 décembre 1903.
( Q ) Uebcr die Exùlciîz dcr GrufidUmin^ bel eincr lincaren parucllen Dîjfercnûal^M-

chung der zwcitcn Ordnu/ig vom eUipiIsc/ien 7)'fw ( Arbiv for Malematif!, Âsirorwmi oc/i
I^sik, t. ï, ioo 3).
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On a ainsi une généralisation é tendue du potentiel newtonien.
Rappelons toutefois que l'équation ainsi traitée par M. Holmgren

ne représente pas la forme générale d'une équation l inéaire du second
ordre. Une telle équation étant donnée, il n'existe en général aucun
choix de variables qui permette d'y rendre constants les coefficients
des dérivées secondes ( f ) .

La méthode que je vais exposer permet de combler cette lacune et
de déterminer la solut ion fondamentale pour une équation quel-
conque. Toutefois, comme elle est au fond la généralisation de celle
à laquel le j'ai fait a l lus ion pour le cas de deux variables,, nous serons
obligés de supposer les coefficients analytiques.

Si l'on tient compte des valeurs imaginaires des variables, les po-
tentiels et les intégrales analogues de M. Holmgren sont infinis non
seulement en un point réel, mais sur tout le cône isotrope qui a pour
sommet ce point.

La surface qui , dans le cas général, remplace ce cône isotrope est
aisée à indiquer immédiatement : c'est le conoïde caractéristique (2)
qui a pour sommet le point considéré. Si T == o est l'équation de cette
surface, la solution est infinie comme une puissance (non entière po-
sitive) de r.

Ce sont des singularités de cette espèce que nous devons d'abord
étudier.

I. — Les intégrales à singularité algébroïde.
Cas d'une caractéristique régulière.

1. Soit, dans l'espace à n dimensions,

( l) Iï(^i,^2» • • - î ^n) =0

une multiplicité que nous supposerons d'abord régulière.

f 1 ) La condition de possibilité de celte réduction étant que F élément l inéa i re ( r4 )
(voir plus loin, p. 544) admette une représentation conforme sur le d.^ euclidien, cette
condition est donnée par les recherches de M. Cotton ( Thèse, Chap. II, n08 15-17).

( 2 ) Foir nos Leçons sur la propagation des ondes, Ch. VII. Le conoïde caractéristique
est la surface à point singulier de M. Darboux {Mémoire .mr Us solutions singulière,'! des
équations aux dérivées partielles) et de M. Coulon {Thèse y Paris, Hermann, i^oa, p. 21).

Ann. ]•:(:. /Vorw., (3), X.XL — DÉCEMBRE 1904. 68
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Cherchons une solut ion de l 'équation aux dérivées partielles

^ ^ v^ <yu v à 1 1 i
(,) SW =^ «.A.^^ +1 ̂  + ̂  - o

/ ,A- f

ayant, au voisinage de cette multiplicité, la forme

(3) / / ^UÏI^

où U est une fonction régulière etp un exposant cons tan t .
Nous nous bornerons, d'ailleurs, au cas où toutes les données sont

analytiques, a insi que la fonction cherchée U.
Il n'y a év idemment pas l ieu de considérer la valeur/^ = o.
Pour p entier posi t i f , nous retombons sur le problème classique de

Cauchy. Mais i l n'est pas sans in t é rê t , pour notre objet, de rappeler
la forme des résultats obtenus.

Pour / ^ = = T , le problème est •man i fe s t emen t i n d é t e r m i n é , puisque
la re la t ion (3) impose s i m p l e m e n t a u la c o n d i t i o n de s 'annuler sur
la mult ipl ici té (i) ; on peut choisir arbi t ra i rement les valeurs, sur cette
mul t ip l ic i té , de l ' u n e des dérivées de IL

Mais, pour 7^2, u est assujett i à la cond i t ion de s 'annuler pour
II = o, en môme temps que ses dérivées jusqu'à l'ordre p — T ; on
n'obtient alors, en général, d 'autre so lu t ion q u c ^ = o . La c o n d i t i o n
de poss ib i l i té est que /a multiplieifé (i) soit cciractèris tique.

S'il en est a ins i , le problème redevient indéterminé. Les travaux
de Beudon m o n t r e n t que l'on peut se donner arbitrairement les valeurs
de u mr une seconde multiplicité sécante à la première (pourvu que l 'in-
tersection ne soit pas tangente à une bicaractôristique et que les don-
nées n' impliquent pas contradict ion sur cette intersection); qu'ainsi,
d'ailleurs, la solution sera complètement déterminée.

Passons au cas de/? non ent ier posi t i f . II = o est alors, pour notre
solution, une mul t ip l ic i té s ingulière; la méthode employée (généra-
lisation naturel le de la marche suivie pour le cas de deux variables)
sera la même que dans nos Leçons mr la propagation des ondes (1).

"D'après les conclusions obtenues en cet endroit , II == o devra en-

(r} Paris, IIermann, 1903; p. 33'2 et suiv.
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core être une caractéristique; autrement dit, si l'on pose

àîl
7^=-: .—5

àx,

W H^Y^-A-^T:/,,
jaSESB

f,h

on devra avoir

(5) H=:H,II,

Hi étant holomorphe.
Dans ces conditions, l'expression

(6) IlUF^II) + / V ̂  !̂ + M U \ P (II.) + ̂  U) F(IÏ)
i âir CfJC^ U ' K . i 1
\ i /

[M=J(n)-/n],
qui représente ( ' ) le résultat de substitution^ dans le premier membre
de l 'équation (2), de la quant i té

^=(JF( I I ) ,
devient, pour F = 1P,

(7) ^ ̂  +[M+(/.-)nju+ ̂ (U)|^-.

Dans le cas actuel, II == o étant une mul t ip l ic i té régulière, nous pou-
vons supposer que les mult ipl ici tés II == const. sont toutes caractéris-
tiques et, d'autre part, prendre Ïï pour variable Xn. En même temps,
nous pouvons admettre que les bicaractéristiques (2) situées sur les
surfaces x^ == const. ont poar équations x^ === x^ = = . . . = = = x^^ == const.
On aura alors

€tin=0 ( l y ^ / l — — ï ) .

Au contraire, â^./^i sera difïerent de zéro (sans quoi notre caracté-
ristique serait multiple, hypothèse qae nous exclurons), einôuspoiir-

( î) Leçons sur la propagation des ondes, p. 33'2.
( ; î) Ibid., p. 269.
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rons, par conséquent, le supposer égal à l 'uni té . Enfin, pour simplifier
récriture, nous ferons disparaître le coeff ic ient a^ par le changement
de u en ue^'^'^. Remplaçant les ' let tres ̂  et x,,^ par x et y, not re
équation s'écrira

(8)
(Y-n

o,r à y
^(«)=r:0,

^ étant un nouveau polynôme différentiel où ne figure aucune diffé"
rentiation par rapport à oo.

Elle admettra la solution u == U^ si l 'on a

(9)
^U ai] . ,^

^ -—————— + p ———— = X r}\ ( [j ).
/) ^ /)\f * /) V • '^<)j à y

2. Cette équation, analogue à l 'équation différentielle bien connue

d'yX^Hy+••-
se traite, comme elle, en développant U suivant les puissances de oc,
soit

(10)

ceci donne ( ) )

(r)

U = = U o + - U , . a ; 4 - . . .-t-U/^'-t-.. .;

àU,
ôy

(MI,
^(/7+I)^1 ^^("o) + • • • ,

(p+/,)^=3?,(U/,_,)+...,

Si p est un entier négatif il y a, en général, impossibilité (2) : cette

( ' ) x figure, en général, explicitement dans les coefficients do Si : les tonnos provo-
nant do celte circonstance sont ceux que nous avons romplaeéa par des points, dans les
scc'ontls mombres des équations (n) (dans le premier tornae, par contre, on fait -c = o).

( ï ) Vuir Lwons sur la propagation des ondes, p. 33g, n° 346,
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impossibil i té se reconnaît sur l'une des équations (n). Par exemple,
pour p ==—r, la seconde de ces équations cesse de contenir Ui et
donne

^(U.)=o,

laquelle devra admel t re u n e so lu t ion indépendante dey.
L'hypothèse de p en t i e r néga t i f étant écartée, les équations (i î )

font connaître successivement les U/^ Chacune de ces fonctions n'est
d'ailleurs déterminée qu'à un terme près indépendant dey. On peut
donc se donner arbi trairement leurs valeurs pour y == o, par exemple.

3. Pour établir la convergence du développement (10) ainsi obtenu,
il suffit de remarquer que le rapport p-^—1^ qui ne s'annule jamais
dans l'hypothèse où nous nous plaçons et qui a pour l imite i lorsque h
augmente indéf iniment , est toujours supérieur en valeur absolue à un
nombre posi t i f fixe m. On majorera donc les fonctions U si l'on ma-
jore ^ en même temps que, dans l'équation qui fait connaî t re —y
on remplace le coefficient (p •+" À) par mh.

Or ceci revient (^) à faire, dans l'équation (9), p== câpres avoir mul-
tiplié le second membre par ^-- On peut alors tout diviser par x et
l'on est ramené au problème traité par Beudon et dont nous avons
parlé plus haut . Comme, dans ce dernier problème, on peut se donner
arbitrairement les valeurs de U pour y =-= o [c'est-à-dire sur une multipli-
cité (n — ïj1^ quelconque sécante à la première et ne passant pas par une
de ses bicaractéristiques}, il en est de même dans le problème proposé.

4. Nous aurions à plus forte raison majoré les U/,si, au lieu d'in-
troduire le m i n i m u m m de '-^——j nous avions introduit le mini -

( i ) On doit toutefois observer que la condition (— === o disparaîtrait pour p == o et
avoir soin do la rétablir. Cette condition fai t connaître, con-mie le veut la théorie do
Beudon, Fensembie des valeurs de U pour x = o, une Ibis données celles qui corres-
pondent 'à y == o.
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m u m m , de \p-J^h\. Cette dernière quanti té étant, dans chacune des
équations (n), remplacée par /72, , l 'équation (9) aurait été remplacée
par la suivante :

OU ^ ,y,,

( l 2 ) Wi -y- == .Z'.J ' i(U).

En opérant ainsi, nous ne serions pas parvenus au résultat que
nous avions en vue, car il est aisé de voir que la série (10) ainsi
formée est, en général, divergente, quel que soit x\

Seulement, le problème ainsi posé appartient à une catégorie sur
laquelle il convient peut-être de s'arrêter un instant , car elle paraît
offrir un grand intérêt au point de vue de l'Analyse et de la Physique
mathématique.

L'équation (12) est une équat ion aux dérivées partielles aux va-
riables indépendantes x^ x.^ .... x\^^, y, où la quantité x ne figure
que comme un paramètre. Supposons, par exemple, n = 2, pour sim-
plifier : nous nous trouvons en présence d 'une équation différentielle
ordinaire dont les coefficients dépendent cont inûment du para-
mètre oc.

On sait aujourd 'hui établir, dans des cas très étendus, que les solu-
tions d'une telle équation sont des fonctions continues et même ana-
ly t iques de <r. M-ais les théorèmes ainsi obtenus ne sont pas appli-
cables ici : cela lient à ce que, pourx==o, l'ordre de l'équation rabaisse.

Or cette circonstance paraît se rencontrer dans un grand nombre
de ques t ions importantes . L'une d'elles, en particulier, v ient d'être
étudiée par M. Duhern dans ses belles .Recherches sur f Hydrodyna-
mique,

Les équations du mouvement des fluides parfaits, lorsqu'on les
prend sous leur forme classique, sont du second ordre. Dans le cas
des fluides compressibles, elles comportent l'existence d'ondes se
propageant avec une vitesse déterminée, la vitesse du son,

Si l'on admet , au contraire, la présence d'un frot tement intérieur,
ou, plus exactement, d 'une viscosité, les phénomènes changent d'al-
lure. Si petit que soit le coefficient k de la viscosité y aucune propagation
n'est plus possible. 11 y a là un paradoxe que M. Duhem a réussi à
lever en in t roduisan t la notion dos quasi-ondes.
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Or cette difficulté t ient précisément à ce que fc? termes qui dépendent
de k sont d'un ordre supérieur à ceux qui subsistent pour k = o, à savoir
du troisième ordre. Son étude approfondie conduirai t donc à un pro-
blème tout analogue à celui qui se présente pour Féquation (12); par
conséquent aussi, suivant toute probabilité, à des séries divergentes.
• L'étude de telles séries peut aujourd'hui, être abordée, grâce aux
méthodes de M. Borel. Il importe de remarquer que nous sommes ici
dans les condi t ions où ces méthodes s 'appliquent sous leur forme la
plus simple. Une solution de l 'équation (12) étant développée sui-
vant les puissances de oc, le coefficient de ^augmente indéfiniment
comme À!. La fonction associée est représentée par une série de Mac-
laurin convergente (1).

5. Revenons au problème primitivement posé, celui qui concerne
l'équation (8), pour dire un mot du cas où les coeff ic ients ne sont
pas analytiques. Celui-ci n 'offre , en réalité, d'autre diff iculté que
celles qui se présentent également (lorsque n est supérieur à 2) pour
la recherche des intégrales régulières. Si n est égal à 2, la solution est
à peu près immédiate , au moins p o u r j ^ ^ > o (nous reviendrons plus
loin sur l'hypolbèse p<<o). Supposons d'abord, pour simplifier, que
y = o est aussi, une caractérist ique. Si, sur cette caractér is t ique, nous
nous donnons u n e série de valeurs de u, valeurs qai , dans le voisinage
dex = o, seront de l'ordre de x^; pu i s que, d'autre part, sur la carac-
tér is t ique .r==o, nous prenions u=o, cet ensemble de condit ions dé-
termine u n e solution de l ' équat ion donnée : il suffit de reprendre
les formules connues qu i dé te rminen t cette solution pour constater
qu'elle est le produit de ̂  par une fonction régulière.

Si, d'autre part, y === o était une l igne quelconque et non une carac-
téristique, on n'aurait qu'à subst i tuer aux formules en question celles
que j 'ai indiquées dans mon Mémoire Sur un problème mixte aux déri-
vées partielles (2).

( 1 ) Au reste celle équation, sur laquelle je compte revenir dans un travail ultérieur,
se traite sans dHFioulté en substituant au développement de Maelaurin un mode d'approxi-
mation "un peu difTérent-

(2) Jhdl. Soc. math, Fr., { . XXXI, 1903; n0 4.
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II. — Cas du conoïde caractéristique.
Formation de la solution fondamentale.

6. Nous sommes, par ce q u i précède, assurés de l'existence d'une
solution de la forme (3) lorsque II = o est u n e mu l t i p l i c i t é régulière.
Mais cette hypothèse n'est point vérifiée dans le problème que nous
allons avoir à trai ter : la mul t ip l ic i té d o n t nous devrons partir est
le conoïde caractéristiqfic ayant pour sommet un poin t quelconque
(a^, 02, ... ,a/J de l'espace à n dimensions, c'est-à-dire une hyper-
surface ayant ce point comme point conique. La question doit donc
être étudiée à nouveau et nous arriverons, en fait, à des conclusions
sensiblement différentes des précédentes.

Commençons par écrire l 'équation du conoïde caractéristique de
sommet (a^,^, .... a^). Le premier membre de celle-ci se déduira
d'un mode de calcul bien connu depuis les travaux de Lipschitz sur
les formes différentiel les (1),

Partons, en effet, des équa t ions dHFérentielles

(i3) à Xi ^'chf

iàîl ^ L drH
a à'Ki ^ ()T[

: A,

qui fournissent le& bicaractéristiques, si les TC, sont choisis de manière
à vérifier initialement (et, par conséquent aussi, pour toute valeur
de ^), la condition H == o.

Si nous faisons abstraction de cette dernière condition et que nous
prenions, pour les T^-, des valeurs ini t iales in^-tôut à fait quelconques,
les lignes définies par les équations différentielles (i3) conserveront
une signification simple : ce seront des géodésiques, à savoir celles
qui conviennent à l'élément différentiel

04) ^5(^i,^2, . . .,dXn.\X^X.^ ...,^),

( 1 ) Voir DAÎIBÔUX, Leçons sur la théorie des surfaces y t. 11, p. 4o8, 409.
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où A est le d iscr iminant de H (supposé différent de zéro, comme nous
le ferons dans ce qui va suivre) et

,g(Xi, Xs, . . ., Xn. 1 .^i, •3̂  < • - » ^/O ^^C^/AXA.

la forme adjointe de H.
Ne considérons que celles de ces géodésiques qui sont issues du

point (a,, 0:2, . . . , a^), la variable s étant prise nulle en ce point .
Les équations (i3) ne changeant pas par le changement simultané

de s en ~Xs et des T^- en ̂  (quelle que soit la constante À), leurs inté-
grales ne cont iendront les ^n -+- i quant i tés -ÎT/, TCO/» s q1^ P^ 1e5 2/î

combinaisons

( 15 ) C/ == .9 TTi, C^ = S UQt

et auront la forme

OCi= fi{c^, C.^ . . ., C,,; ^i, ^2, . . ., ^/ / ) ,

C/-= 9^(Cj i , Ça, . . . , € „ ; Oi, ^2? • • • ? an)'

Ces relations ne devront d'ailleurs pas changer lorsqu'on per-
mute xi et cii en même temps que c^ et — C/, comme on le voit en don-
nant au paramètre À la valeur — i.

Les c,^ ne sont, à une subs t i tu t ion l inéaire à coefficients constants
près, autres que les variables normales ^' de Lipschitz; on a

. I àîîa
hl~~ 2 àci 7

où Ho est la forme H correspondant à x^ ==- a^ oc^ = a^, .. ., œ;,== a^
Lèse, (ou les Ç,) sont d'ailleurs (moyennant la supposition A 7^0) des

fonctions holomorphes des x, dans le voisinage du point (a,, a^ ..., <^).
Sur l 'une quelconque des lignes (i3), les variables normales ^y

ou Ci sont proport ionnelles à s.
Considérons maintenant la quantité

(ï6) r==H(Ci,C2, ,..,Cn 1^1,^-2, - '^n) ==H(Ci,C2, . . .,^[ai,a^...,<^).

Ânn. Éc Norm., (3), XXI. — DÉCEMBIŒ 1904. ^9
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C'est une forme quadrat ique à coefficients constants par rapport
aux c^ et une fonction holomorphe des x; son développement suivant
les puissances des x^ ~- a^ commence par des termes du second degré,
savoir

(17) r -=~5o(^ l - -~^ l? ^2-"" a^ ' • » ^n——^n} - + - . . . ,
-^0

5o et AQ étant la forme adjointe et le d i s c r i m i n a n t de Ho.
F n'est autre chose que le carré ( J e la distance géodésique du point

(^x^x^ ...,.r^) au point (a , ,^>, . . . ,<^), cette d is tance étant calculée
à l'aide de l 'élément linéaire ( î 4 ) -

I I résulte de là, en particulier, que la dérivée partielle de F par
rapport à x^ n'est autre que 2C^ et que la fonct ion F est une solut ion
de l 'équat ion aux dérivées par t ie l les

( 1 8 ) H(^^)-4r.
\{/JL-l 1 /

I/expression r est d'ailleurs symétrique par rapport aux deux
points (.r,, x.^ . . . , x-^ et (<^, a^, . . . , a^) dont elle dépend,

7. Cela posé, arrivons au problème que nous avons en vue et cher-
chons, pour l 'équat ion donnée, une solution de la forme

( t9 ) u^W,

F étant la fonction que nous venons de former, dans laquelle le
point a de coordonnées a^ a.^ . . . , a^ sera considéré comme donné
et le point xÇx^ x^, . . . , x^ comme variable.

Remarquons que , pour tout point n suffisamment voisin de a, il
passe une des lignes issues de a et définies par les équations différen-
tielles (t3). Sur ces lignes on a, diaprés les relations (i.1)),

(20)
dxi ds
i àïï ^ s
i à'Ci

Écrivons, dans ces conditions, l'équation (7). H^ estidentiquement
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égal à 4, d'après l'équation (18). Quant à la quantité

HT ^ àîT v àrM = > <2^. -——^— 4- > a^- -r—^
A-» ^^^ cïx/, A-i à^f

la formule (17) nous fait connaître sa valeur à l'origine; on a

^r _^,
"—————^——— —— ^5 ——— —t— . . . ,<w^ c?^ A

et, par conséquent ( l e s C,= -y— étant in i t ia lement nuls) ,
\ OXi ^

M •==• . ̂  ̂ 7c5^ "-!-...-== 2 /^ -h . . . .

^ À-

Nous avons donc

(a l ) ^^^.-K-^^-44-..,)U+^3î(U)=o

et, par conséquent, pour F == o, cntenant compte de (20),

. , dU . ,,, dU /M \,,
( 2 2 ) a^-y- + ( / À 4- 2/? — 2 +. . .)Ll ==2^ —— -{- ( — 4- 2/? — 2 l U ==: 0.

Comme U doit être une fonct ion régulière de .9, celle équation nest
possible que si ton a

, n — î
(9.3) ^= ,____^___^^

p ^ élant un entier positif ou nul. U est alors, pour,? voisin de zéro, de
l'ordre de ^/;l. Pour/^ == o et, par conséquent,

(.3') ' /.=-^

U aura, au point a, une valeur dif férente de zéro, que nous prendrons
égale à un.

Cette solution est la seule que nous aurons besoin de considérer,
les autres s'en déduisant aisément, comme nous le verrons plus loin.
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8. Mais, d'après ce que nous avons vu précédemment , il est une
série de valeurs de n pour lesquelles aucune des solut ions précédentes
n'existe (du moins en général) et pour lesquelles, par conséquent , le
problème est en génércd impossible : ce sont les valeurs paires, le
nombre p devenant alors un ent ier négatif . Cette impossibi l i té se
retrouvera, bien entendu, dans le cours du calcul qui déterminera la
solution.

9. Pour effectuer ce calcul, remarquons que l 'équat ion (22) nous
donne les valeurs de U sur notre conoïde. On a (puisque U est égal
à i au sommet)

f'^.lfî1 x
(24 ) U^^o 2A2 / /

Déterminons une fonct ion Uo qui soit égale, dcins tout l'espace, à
l'expression précédente; au t rement d i t , qui vérifie, dans tout l'es-
pace, l 'équation (22). lî^ sera u n e fonct ion holomorphe des x, comme
on le voit immédiatement en prenant pour variables les c^ On aura,
évidemment,

u = = U o + r v ,
V étant une fonction régulière.

Remplaçant U par cette valeur dans l 'équat ion ( a ï ) , nous voyons
que Y satisfera à l ' équa t ion

(a5) 2(p + i)^-^ ̂  ̂  (/^ + ̂  (M + 4/^V + l\f(V) + ̂  Uo)

^ (p +i) [ 4.̂  + (M + 4^)v1 4- ^(Uo) + r^(V) = o.

Nous déterminerons une fonction U^ par l'équation

(^) 4^1 + (M + fip) U,+ ̂ ^ ^(Uo) ̂  o,

•supposée vérifiée dans tout l'espace. Cette équation admet une solu-
tion holomorphe et une seule; elle s'écrit, en effet j'en tenant compte
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de ce que Uo est une solution de (22)],

d s\]\ _ ___i ^/n \
^-07—4(^+1)1^ 0 )

et donne
n - uo r——— ^^ds^-"TJo 4T7^)~~Uo

U, est d'ailleurs, comme Uo, une fonction holomorphe d é s u e t , par
conséquent, des x.

La sui te du calcul est main tenan t évidente . On posera

( 26 ) u = Uo + r Ui +.. ,-4- r^u/, +...,

et le développement ainsi écrit donnera une solution d u problème si
les U/,, sont donnés par les équat ions successives

(.7 ) 4.̂  + [M 4- 4.(/. -t- h - i)1U/.+ ^-^^(U/,-,)= o

OU

(.7') ^---^(^^''Ç^^-^'

Si /À est impair et, par suite, p non entier , tous l e s / ? + À seront
éû;aux à des ent iers augmentés de ^ : par conséquent, toutes les
expressions C^') existeront . Ce seront , d'ailleurs, des fonc t ions holo"
morphes; si l 'on suppose que l'on ai t pris pour variables indépen-
dantes les ci (ou les variables normales de Lipschitz, ce q u i revient
au même) et que la quant i té p- ^(U/,_i) ai t pour développement

- — — ^ ( U ^ i ) = P o + P l + P 2 + — — + ^ + — — .
tio

où Pô, I\, < • . sont des ensembles homogènes par rapport aux variables
ainsi choisies et de degrés marqués par leurs indices , on aura

UA _ ^ p _ ______? - - ———————p,^....
U.o^"^ 4 /^+A) 0 4 ( ^ + A ) ( ^ + 1 ) ' 1 "" ^ p ^ r h ) ( h + k ) '
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10. Reste à examiner la convergence du développement (^6),
Continuons à prendre des variables indépendantes normales (celles

de Lipschitz, ou bien les c,) : soi tala somme de ces variables. Chacun
des coefficients de l 'équation donnée sera majoré par une fonction de
la forme

K

(K et R étant des constantes), de sorte que si l'on a

AU<

on aura
^(U)^]^^^^1).J ̂  / -- / ^\ ,/,.+.3

Dans ces condit ions, je dis que, en posant

U/,==-- U(,(^,
on aura

(^8) (.̂ < _A___
0.\(2(X-+-2)/^

les A^ é tant des constantes à déterminer.
Tout d 'abord, nos hypothèses donnent immédia tement , pour

M + • 2p — 2 (puisque F est une forme quadratique à coefficients
constants), la majorante

M 4- (\p --- ^ = M — 2 n < 4a /— I— —• A\-ï )
(a étant une constante); d'où, pour Uo et —,

Uo".
t. ^T^Y'
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Ceci permet d'étendre à l'expression — c^Uo^) la majorat ion obtenueUç
tout à l 'heure pour l'expression ^ elle-même : moyennant l'hypothèse

0"I " ^
on aura

ï ^ K / A ( ^ -t- a) (^ •+• a-4-1)
U^^X———/ _^y«-.w———•

\ IV

Supposons, dans ces condi t ions, la cond i t i on (^8) vérifiée pour
une certaine valeur de /z. On aura

ï ^ ^ ^ K / A / . [ ( 2 a • 4 - 2 ) A + a ] ( a + ï ) ( 2 A 4 - I ) K/A/.(a + 1)^(2/1 ̂ î)2

"r- c:H U o Vfi ) ̂  / \ (^a-f-2; (//-t-D-i-i '̂  / (j \(2a-t-^) c/i-+l;-n.

V'R) V ' R J

et, par conséquent [d'après (27')],

,,,,,- t̂̂ .̂̂ ____ ^^,,></.^,,

I1 R7

» / • ç/(, /yç .

La quantité —^ / ' ' ., peut s'écrire (o- étant proportionnel

J ('-^
à ^) : ! ! "1 ' ! "

ï r " ^da

'""Jt (-f.)'.hi-l 1
^0

et l'on voit aisément que (moyennant l'inégalité / ?À4-2 , qui est
vérifiée ici) elle admet pour majorante

/ a- ^,/-l

(^)^-K;)
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Donc on a, f i n a l e m e n t ,
^ ___AA+I___

P/^+i < - ^ \ "( sa+s'H^-i-T)?

V - R j
où l'on a

— A Elt̂ ^̂ l̂il̂ ^̂A/^-AA ^_^)^_^

Le rapport A±tl t endan t vers une l imite f in ie pou r h --= oo, la con-
A/;

vergence du développement (26) est assurée ( ' ).

On peut remarquer que le calcul précédent s ' app l ique sans mo-
dification à la recherche de l ' in tégra le (holomorphe) V de l'équa-
tion donnée qui prend, sur le conoide caractéristique, des valeurs
données, pourvu que l'on connaisse u n e fonct ion holomorphe quel-
conque Vo prenant, pour T ==- o, les valeurs en question. 11 suffira de
poser

(29) Y == Vo+ y,T +...+ V/J^-...

et de déterminer les V/, (pour hïï) par des équations du type (27)
(avec^ -==• o).

Ce problème admet donc une s o l u t i o n holomorphe et une seule.

»i _^, i)
11. Nous venons de considérer exclusivement la valeur^ == — ——-

II est aisé d'obtenir les intégrales qui correspondent aux autres va-

0) Si l'on avait essayé d'appliquor le calcul des limites sous sa forme classique, c'est-
à-diro de trouver un problème différentiel dont la solution fournisse une majorante de
celle que l'on a en vue, on serait arrivé aisément au problème suivant : Trolwer une
intégrale v == ç'o-t- Ï^i "+- r2^ 4-... de l'équation

^^+r^^=A^+B^.h(> (A, B, C fonctions de o), .
àV àff ' àT'2 àY dcr2 as '

prenant, pour T == o, des valeurs données ('o.
Ce problème appartient a une catégorie fort peu étudiée jusqu'ici, celle où l'équation

change de type dans le domaine considéré. Sa solution s'obtient d'ailleurs comme il est
indiqué dans lô texte.
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leurs de p données par la formule ('23). La fonction u que nous ve-
nons d'obtenir est, en effet, une fonct ion, non seulement desa?, mais
aussi des a, et c'est évidemment une fonct ion analytique de ces quan-
tités. Les fonctions -,—•> --.—? • • • ? -,— sont des solutions de l'éauationôa^ ôa^ àa^ A

donnée, et l'on voit immédiatement qu'elles présentent , au point a,
la singularité correspondant à p< == T . On aurai t de même les solutions
correspondant aux valeurs suivantes de p ^ en différentiant à nouveau
par rapport aux a.

12, Supposons m a i n t e n a n t n pair. Prenons, par exemple, n == 4.
d'où p= T . Uo c o n t i n u a n t à recevoir la valeur (a4), l 'équation (25)
devient imposs ible si l'on n'a pas

^(Uo)-=o

sur tout le conoïde caractéristique.
Il est clair que cette condi t ion ne sera pas vérifiée en général. Si,

par exemple, on donne tous les coefficients de l 'équat ion, à l'excep-
tion de /, e l le fera conna î t re les valeurs de cette quanti té sur tout le
conoïde ayant pour sommet le p o i n t d o n n é (ainsi qu'on le voit en
remarquan t que l'expression de Uo est i n d é p e n d a n t e de /et différente
de zéro).

Si l 'on voulait qu'à chaque poin t de l'espace correspondît une inté-
grale de la forme (3) avec 11 === F, on serait évidemment condui t à des
c o n d i t i o n s assez compliquées et, sans doute, à u n e catégorie relative-
ment restreinte d 'équat ions.

La conclusion sera év idemmen t ana logue pour toute autre valeur
paire de /z, l ' imposs ib i l i té apparaissant sur l 'équation (27) qui cor-

-, , , n — 2respond a h = —- p = —-^—-
Les résultats obtenus par M. Picard pour le cas de deux variables

nous conduisent alors à ajouter à notre expression (3) des termes
logarithmiques et à poser

(3o) ^== ur^+vr^io^r.
Si nous substituons cette nouvelle valeur de u, nous constatons
An/t. JEc. ZVww., (3), XXI. — DÉCEMBRE 1904. 7°
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immédiatement que les termes logarithmiques ne peuvent disparaître
que si le coefficient VI^ de logF est lui-même une solution.

Or, d'après ce que nous venons de voir, notre équation n'en admet
aucune de cette forme pour q non entier positif. Nous devrons donc
faire q = o.

Dans ces condit ions, les équations (27) correspondant à h<^— p
ne sont pas changées. Mais celle qui est relative à h == — p devient

(3.1) ^(u_,,,0 + 4.̂  + (M - 4)V = o.

V doit donc, sur le conoïde caractéristique, être égale à la fonction
holomorphe Y(, qui est dé f in ie par l 'équation di f férent ie l le (3i).

Nous avons vu tout à l'heure comment on ob tena i t , sous la
forme (29), le développement d 'une fonction satisfaisant à cette
condit ion et à l ' équat ion donnée.

Si nous calculons V de cette façon et que nous subs t i tu ions dans
l 'équat ion donnée l'expression

ii —-•- p --1
(32) VlogT+:l> ^ V,T^

Â=;I

il résulte de ce qu i précède que, dans le résultat de subst i tu t ion, les
termes en P' S . . . , p d ispara î t ront . Ce résultat de substitution jn
sera donc une fonction holomorphe et i l ne restera plus qu'à ajouter
à l'expression (3^ï) une solution holomorphe quelconque W de
l 'équation

^(W) -=—,JtL

pour arriver à une intégrale
/ •-/ ;"-1 \

v logr -+- ui> ( u == WT-P + V U '̂JF' i
\ À==l / ,

de la proposée.
On pourrait d'ailleurs poursuivre le calcul comme précédemment,

en déterminant les U/^ pour h = — p 4- i, par les équations de récur-
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rence

^cO^ ^ ̂  _^_ ̂ _^_^

-l" ^ p(U_^_,) + ̂  d^ + (M -+- H ~ 4)V,1 = 0.

On voit que, en toute hypothèse, l 'infini logarithmique ne se
superpose pas à l 'autre; quel que soit l'ordre cTinfmitude delà partie
méromorphe, le coefficient de logT est une fonction régulière, solu-
tion de l 'équation.

13. Bien entendu, si F était remplacé par le premier membre de
l 'équat ion d 'une caractéristique régulière, on pourrait prendre, pour
l 'exposant q de la formule (3o), une valeur quelconque et, de toute
solu t ion VP ainsi obtenue, en déduire d'autres représentées par la
formule en question. Les calculs seraient tout analogues à ceux du
numéro précédent.

Pour q === o, en considérant deux mult ipl ici tés caractéristiques
sécantes, on obt iendrai t des intégrales ayant la forme considérée par
M.Cou lon ( < ) .

'14. L'application des résultats q u i précèdent aux équations du
type elliptique est év iden te et i l suf f i t de rappeler à cet égard les ré-
sultats donnés par M. Sommerfe ld ( 2 ) . L'existence de la solution (19)
ou (3o) et le fait qu'elle est ana ly t ique t a n t par rapport aux x que par
rapport aux a suffisent pour généraliser les formules classiques de la
théorie du potent ie l et pour énoncer les propositions suivantes :

Une équation (2) a caractéristiques imaginaires na que des solutions
analytiques ;

Si deux solutions d'une telle équation sont tangentes le long d'une
multiplicité Ç/z — i)^^, elles sont le prolongement analytique l'une de
r autre ;

(1) Thèse, n0 18, p. 46-51.
(2) Encyclopadie der Math. Wlfscftscfi., Il, 7 c.
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Puis encore (par la considération de fonctions analogues à celle de
Green) :

Pour une aire telle aue le problème d ' y déterminer une solution clé
l'équation adjointe par ses valeurs sur le contour soit toujours possible,
ce problème est aussi toujours déterminé pour l'équation donnée,

Eté,, etc.

11 convient , au contraire , de s^rrêterun peu plus sur le cas hyper-
bolique. C'est ce que nous ferons dans un Mémoire suivant.


