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SUR UNE FONCTION TRANSCENDANTE
ET SES APPLICATIONS

A LA SOMMATION DE ÛUELQUES SÉRIES.

PAR M. GEORGES VORONOL

SECONDE PARTIE.
SOMMATION DES SERIES DEPENDANT DU NOMBRE DES DIVISEURS

DE NOMBRES ENTIERS POSITIFS.

SECTION III.
(.TÉNÉ'RALISATION DE LA FORMULE SOMMATOIRE D'EULEH-MACLAURIN.

Formule générale pour la sommation des séries.

24, Dans le Mémoire de StieltJes : Recherches ^ur les fractions con-
tinues (1), il se trouve une généralisation très importante des inté-
grales définies.

Considérons les sommes
n „„- i

S/,==^/(^,)[?(.^+i) — ?(^)] (/Z ==I , 2, . . . )

en supposant que, comme à l 'ordinaire, ^o, ^ ..., 'c^-\ soient des
valeurs quelconques de la variable x contenues dans les intervalles

( 1 ) /Snnnks de la Faculté des ScieftW do Toulouse, t. VÏII, 1894, p. 71.
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correspondants

(.z-o, a-,), (.3?i, ̂ ), ..., (.^_i, ̂ ) où ^=a et ^=: b.

On appellera, d'après Stieltjes, intégrale définie le symbole
^

/ /(^)^9(^1) et l 'on posera

^
^ /(^)r/9(.r)=limS^
^

à cond i t ion que les sommes S^ tendent vers une l imite fixe à mesure
que toutes les différences x^ — x^x^ — x^ ..., x,,— ̂ ..., décroissent
i n f i n i m e n t , en valeur numér iqae , en conservant toujours le signe de
la d i f fé rence b — a.

On déduira sans peine, à Faide des méthodes connues, les propriétés
r 1 'suivantes du symbole j /(.a?) rfy(;r) :

^a

r 1 '
1 . Le symbole f /"(.z/") rfy(.'r) a toujours un sens à condUion que la

^ ti
fonction f(x^ soit continue dans le domaine (a, b) et si V on peut parla-
cer ce domaine en intervalles dont le nombre soit fini de manière yue la
fonction (p(,x?) varie dans le même sens entre les limites de chaque
intervalle.

^ ^ ^
SL 1 j\x)d^{x)^ /(^)ri^)=/ /(^[9(^)+^):|.

^a ^ a J <i

^ ^

3. \ ^ ( .y )^( ,y ; )=o(^)^(ô) -9(a)^(a)— ^ ç(.r)^(/r).
Ja ' ^u

En supposant que la fonction ©(a?) ait la dérivée y'^), par rapport
à la variables, bien déterminée dans le domaine (a, h), on peut poser

Jy(^)= ̂ '(x}dx,

/. h

elle symbole de Stieltjes \ f(x)df(x) dans ce cas n'est autre choseij ,1
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que l'intégrale définie ordinaire
.A /.é

/ f(.r)do (.»•)=< ./•(aQo^)^.
^rt </^

25. Considérons la somme
n ̂  h

S7^)^
n > a

en supposant que la fonction/(^) soit cont inue dans le domaine (a, b)
et la fonction ^Çn} soit bien déterminée pour toutes les valeurs
entières de la variable n qui surpassent une l imi te fixe c.

Désignons
n S 3'

(i) y^^S7^
n>c

et considérons l'intégrale dé f in ie de Stieltjes
^
/ f{x)d^{x)

« / ( i

r 1 '
où a^ et 6>a. En vertu de la définition du symbole j f{x')ch(^x),^ n '
établie précédemmenty on aura le théorème suivant :

n^b

THÉORÈME. — La somme ^^(n)f(n) peut être représenlée par l'inté"
n ^> ci

grale définie

n^ .
(2) S7^^)^^)^ / f^dvs(x) où aie et b>a

. t/ an^xt

à conduion que la/onction /'( x ) soit continue dans le domaine a <^ x <^ b.

Supposons maintenant que la fonction/^) aitlesdérivées/'C.r), ...,
f^t^x), par rapport à la variable oc, bien déterminées dans le
domaine (a, 6).
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Prenons une fonction quelconque 5(;r) bien déterminée dans le
domaine x^>c et cont inue dans chaque intervalle fini (c, .r). Soit

Ao, AÏ, ..., A,,î,

une série infinie des nombres quelconques, pris arbi trairement.
n^h

THÉORÈME FONDAMENTAL. — La somme S ̂  ( ̂ ) ./*( ̂  ) aura pour expression
n'^a

n _=/; / m ~ î

(*) ^T(^)/(/i)==r /(,r)&(,r)rf.p-h^(- i)/-[r/,(À)/'^(A)- r/,(a)/(^(a)]
H ^> // A' •̂  0

/./.
+(-i)'"/ /^^(.r)/'"1^,/')^-

t/ -7

a condition que les f onctions r^x), r ^ ( x ) , . .. soient définies par Ici

formule

^ o—/^ r / "^ ( -^—^^^ . ^ / ^^ A (x—cy^}(3) r,(^) =^r(n)i-^ ̂  j ^^L^(a) du ̂ A^^^
n>c ' L <> ^ ^ O J

( / C = O ^ I , 3, . . .).

Considérons, en premier lieu, la fonct ion r ^ ( x ) ; on aura, d'après
rhypottiëse,

// <'. .Ï'

ro(•r)=:^T(/^"~~/ ^(u)du-A^
n > c. c

ou, au t rement , à cause de (î),
...r

ry(.z')==ç0)— ^ &(u) r f^—Ao.
^r

lîn vertu de cette égalité, on conclut que la fonction ç(^) — ^o(^)
a la dérivée S^x*), par rapport à la variable x, et l'on peut poser

^ „/.
( /(^)^[ç(^)-ro(^)]=:/ /(^)2r«)^r.

(/ « "-/^
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En observant que les intégrales de Stieltjes

r' ( ' b
1 f{x}ch(x) et f /(^)^-o(.r)

^ a v a

ont un sens dans le cas considéré, on obtient, d'après la propriété (2)
de ces symboles,

.i, .// .r
f(x)ch(x)- f{x}dr,(x)=: f^)ï(x)dx,

^ ti ^a ^ et

(Vou il résulte, à cause de (2),

'^ ^ ..
Yr(n)f{n)^ f(x) Sr(^) dx 4- / f(x)dr,(x).
n>n Jtl Jtl

L'intégration par parties donne

f l- l > ^ ^
VT(./I)/(/O= / /(^)^(^)^-+ro(6)/(ô)-/-o(a)/(a)- ( r,(r)f{x)dx. (l)
M j j ^

ii > //,

Le théorème énoncé est donc démontré dans le cas m == T .
Supposons maintenant que la formule (^) subsiste pour une valeur

quelconque de m; on aura, par hypothèse,

n ̂  h m — i

(4) VT(/I V(w)= f /((^^((^^^^(-i)*^/^^/1^^)-/-/.-^)/"'^"):!
/„>,« " *=o

r''
+(-^)" t/ /•,B-l(«)/(""(")^•

^/(C

L^application de cette formule au cas
, , (x'—uY'a==c , b-=.x et fw^——^——

( t ) ^6>y<?5 le Mémoiro do M. FRANEL, Sur la théorie des séries {Mathematische Anna"
len, t. LU, p.529).
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fournit, à cause de (3), le résultat suivant :

î.w^^^5^-^^ '̂---"''"-
/,><• c ^=o

En vertu de (3), on peut mettre la formule obtenue sous la forme

r,n ( x ) -=. f r,^ i ( u ) du — A,,,.
^c

A l'aide de cette formule, on peut transformer l ' intégrale définie

r 1 1
( -1 )^ 1 r^(u)f^fi'^l^)rlu

*•'a

qui figure dans la seconde partie de la formule (4). En in tégrant par
parties, on trouve

r 1 1

(-i)^ ^^,(a)/(w)(^Q^==(-I)^|r,/,(^)/(w)(^)-r^(a)/( /"^

r'+(^ ï ) ^ t< r.^uYf^^Wda
*' (t

et, à cause de (4)» il vient

n ̂  h ff,

V r(n)f{n)^f /(«)&(«) A(+]^(-i)^,(&)/(^) - ̂ (fl),/'^)')
«-'//ft>rt • " Â'=0

/(//
^(-ï)^1 / ^(^)/(/"-+• l)(^)^î

w a

donc le théorème est démontré.

26. La formule fondamentale (^) est susceptible d 'applicat ions
nombreuses et importantes.

Considérons d'abord le cas le plus simple : T(/i)= i. En fa isant

Sr(^) ̂ x et c ==o,
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on aura, en vertu de (3),
n^•v r À- ~i
^/^^n)k ^w ^ ^-X

^^-S—TT—-- (^^^^(T^iyT •
n>o L ï.=0 J

En posant

Ai^^i-^-À) (Â:=o, 1 ,2 , . . . ) ,

on obtient la fonction périodique

, , ^(a•—/^)<; r x w v?-/ ^(-'^ ^^ 1
^•^^i——H—- (7^ri)ï ̂ ^^-^-^-•(T^iy

/i>0 L X=0 -J

ayant la période i.
En vertu de la périodicité de la fonction r^(a?), on aura

. ^ r^-E^1.4^ (^I)\(^^E^)^I^(^)=- -(T^yr^^^^'-À—' ( / c - À ) î 5

L ^=0 -J

i l en résulte que la fonction r^) coïncide, dansie domaine o<^< i,
avec la fonct ion de Bernoulli du degré k 4- i.

La formule sommatoire (^), dans le cas considéré, aura la
forme

n $ b m— Ï

(5) ^f(n)==f'f^)d^+-^-i)^r^b)fW(b)-^(a)fW(a)]
n>n ~ " A-=0

/.A

+(-i)7 '1/ /•^(^'"'(a;)^.
^/ï

En supposant que a et 6 soient des nombres entiers positifs, on
aura, à cause de la périodicité des fonctions ro(^), r, Çx) , . . . ,

/_ iV^1

r,(a) =/•/,(&)= ̂ (o) = '—j—— ?( -A-).

^xn. ^c. A'orm:., (3), XXI. — NOVEMBBE 1904. ^
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et la fo rmule précédente devient
n^b m „. i

^/(n) =y /(^) dx-^ ̂ ^> [f^W -./W(a)]
ri >• n k == 0

r'+(«i)mJ r,^,(^)/W(,z;)^.
ly^

C'est lu formule sommatoire d'Euler-Maclaurin avec le terme com-
plémenlaire représenté par une intégrale définie. La formule (5) pré-
sente une généralisation de la formule sommatoire d'Euler-Madaurin
due à M. Sonine (f).

27, Considérons maintenant le cas où r(n) désigne le nombre des
diviseurs du nombre entier posit if /?.

En faisant c === o dans la formule (3), on aura
n l- .r

(6) /•„(;») ==^ T(» )— Ç 2y( ") r fM—Ao.
n > 0 0

La fonction S*^) et la constante Ao restent arbitraires,

^•r

Lejeune-Dirichlet a démontré (2) que la fonct ion VE- ou, ce
n = i

/,g.r

qui revient au même, la somme V T ( / X ) a la valeur asymptofcique
n^>û

remarquable
^(log^-}-2C — i),

où C désigne la constante d'Euler; de plus, en faisant
n '.':.:. x

( 7 ) ^T(/ i )==a;( loga?+2C-i)- t -R(a;) ,
»>

C 1 ) M. SONINE, Sar une intégrale définie contenant la fonction numérique \x\ (Bulle-
tin. de i'Université de J^cirso^ief 18 85, n" 3) (en rasse)*

(2 ) LEJEIJNE-DJRÏCHLET, Ueber die Jîefstimvnung der mittieren P^erthe in der Zahleri-
theorie (Lejeu.ne-Dirichlet^ s Vf^erke^ Berlînî 1897 y t. ÏI, p. 49)*
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on peut déterminer une constante A de manière que le reste R(^)
vérifie l'inégalité

(8) 1R(^)|<A^, '

quelle que soit la valeur positive de x.
Puisque

r''
^•(lOg^ -+- 2C — ï) -==- ^ ( lûg^ 4- lC)dx,

JQ

on en conclut qu'en posant

S-(A-) ==10g^~h2C,

on aura, à cause de (6) et (7),

r o ( ^ ) = = R ( ^ ) — A o ,

où la constante Ao reste arbitraire. Il en résulte, en vertu de (8),
que l'ordre de la fonction r^Ça?) ne surpasse pas celui de la fonc-
tion \/.r.

La méthode de Lejeune-Dirichlet exposée dans le Mémoire cité
peut être appliquée aussi au calcul des valeurs approchées des
sommes

(̂n/-̂ ^ ( /€= , , . , . . . ) .

/!>0

De cette manière on pourrait déterminer, par la voie purement
arithmétique, toutes les constantes A^, A,, .. ., dans la formule (3) et
obtenir pour la fonction r^) une expression dont l'ordre rie surpasse

k^i
pas celui de la fonction x ï .

La méthode de Lejeune-Dirichlet ne permet pas de déterminer la
fonction r^x) avec plus de précision et, en général, la solut ion de
cette question importante offre des difficultés énormes,

Les propriétés remarquables de la fonction g{x) exposées dans la
Section II de ce Mémoire ouvrent une voie nouvelle pour les recherches
concernant les fonctions r^Çx), r^ (a;), ....
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n^.h

Représentation de la somme V T(n)fÇn) par les intégrales définies.
/1^>(Ï

28. Soient A et B les points de l'axe des coordonnées OX qui cor-
respondent aux valeurs delà variable complexe z,

z =z a et -s •== b, où a ;> o et a<^b.

Supposons que tous les nombres entiers qui satisfont aux condi-
t ions a "< n<^ b forment la série

a < ni < Hz < - - • < n/€^l < ̂ *

Soient N^ N2, .,., N/^ les points de l'axe OX qui correspondent
aux valeurs de s

z == /^i, ^ •-'= ^3, * . ., ^ =r îïk—\ •

Décrivons des points A, 'N<, Na, • . . , N/^i, B les arcs de cercle

CGo, HiGi, H,Gâ, . . . , H/^iG/^i, H/cl)

et les arcs de cercle

CGo, H^G,, H,G^ . . . , H^G^ H^D'

Fig. 3.

des rayons po, p^ pa, ...» p^i, 9k{fiê- 3)"
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^posons que les droites G,H., &,H, . . . , G,..,H, et G:. H,
necsOX'','"'1'^.8016"1-11;6"068 ̂ relemeat à ̂ xe des coordon-
nées OX a une distance o de cet axe. Menons, par les points A et B
parallèlement à l'axe OY, les droites EE' et FF'; menons parai 1^
ment à l'axe OX les droites EF et ET', parallèle

Supposons maintenant que la fonction /(.) de la variable com-
plexe.: soit holomorphe à l'intérieur du rectangle EFPE' et considé-
rons 1 intégrale définie

jf(s)g{-z)ds,

prise, d'une part, le long du contour fermé CEFDH^-. ...G,C et
prise, d'autre part, le long du contour fermé C'E'F'D'H' G' G' C'
Puisque la fonction /(^(-^) est holomorphe à l'intériÏur'de "ces
contours, on aura, d'après le théorème de Cauchy,

/ f(.s)ff(,—z)ds-=o et f ffs)^(-s)d"—o
.̂ ...G.C, ^c.E....r,;c/ -^--o.

En partageant le chemin d'intégration CE...G.C en parties CEFD,
I)HA, H/(G/,._), ..., H) Go et GoC, on obtient

( I) ^/(s) ë(-z) dz =^ A2) ̂ z) dz ̂ L ^ ̂ -5)ds
0 ^=0 ("X"^!)

A-~--l

^f t^^-^^^f f^^^clz;
^^W ^H^)

de la même manière, on trouve
A.-.-I

(^^ mg^d^t Az)^-z)dz^ ( f^)^,)^
^(C'ET'D') ^(C'Go) JWA J / . ' < t 7 ' ^^u^

X==o (^H^-i)
Â-.-1

^f W^-^^+f f^)^^^

\^(îi{a{) J{^l)
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Désignons a == n^ et b == /^ et considérons deux intégrales définies

W f f^)^(-z)d^ et f /(^(~^)^
. (SA+i) '(^Hx+t)

(À=0, ï , 2 , . .., A - — I ) .

En observant que les droites G),H)^ et G{lî^ sont déterminées,
d'après la supposition faite, par les équat ions

{G^ïh+i) s ^ u ^ r S l , (G^H^O z=u—Ql,

et par les conditions

,̂  + ̂ •^rzrsï <u< n^, - ̂ ^ -̂̂

on peut présenter les intégrales (3) sous la forme suivante :

,,, .yp -̂r̂/-* /^r-m-H-02

/ f{z}g^z)dz^ / /(a+ rh")^(-^.~a0^,^./, „. ^/ .,—;.— .̂
C •À À^ t / "•, + / P f •" û s

(4)
/'' /^ ̂  i "- V/P-Î4.I - (?îs

/ /(^)^(~^)^= / ' f(u^Si)^u+ôi)du.
J /„, „/ .. J _ ,-——
( ï̂lln) ^+/pi-r>

Considérons maintenant deux intégrales définies

f f^g^^dz et f f{z)g^z)dz (^==r^, . .^ /c- j ) .
"(^S.) ^«G,)

En posant

on obtiendra
: n^ + px ^^^

(5)

•^"ç,l /(<)^(-<)^=~ r /(^^P^^O^-^-P).^)^!^^,
J(ïïx(ÏO ^.-^
f /(^ À^- z) ̂ = f ' /(^+ p^e^ff^n^p^lp^d^

"(H-IGO ^-^^ç,
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où l'on amis
"(

(6) o> == arc sin— (1 -= i, 2, ..., A '—i ) .
P>.

Enfin, aux intégrales définies

f /(^(-^G, f f{z)g{-z)dz
s/(r.c,..\ ^(Hi.ni"(CG,,) ^(ii ikD)

et
f /(^(^)^, f f(z)^z)^

^C'G,) ^H;,!)-)

on peut prêter la forme suivante :

1 f^) ff(- z) ds = - f /(a + Pô ̂ ') ̂ (-- a - p, e^1) ip, e^1 d^,
^ (CGot ^?(»

f /(^) ̂ (- ̂  ̂  = - f /(^ + p^ ̂ Qé^-- ^ - P/. ̂ O^Â< ̂ )/ ̂
^ ( ï ï f c l » ) ^Tt

(7)

t/(<;•(;„)
f fWff(~s)dz= f /(ff+poe" I)é'•(-«-p„e")')^p»e'•"rf(.),

< J ' / , , , ^ r \ ^ TC

f /(^) ̂ (- ^) ̂  = f /(^ 4- pA. ̂ K') ̂ (- ^ - Çk e^ipk e^ ̂ ,
^(ir/,r>') ^-TC^cpi.

où l'on a posé
ô . ô: arc sin -- et o/c === arc sm — "

PO PÂ-

Supposons maintenantque les nombres positifs po, p^ ..., RA- soient
aussi petits que l'on voudra et que le nombre positif S tende vers la
limite o.

Cherchons la limite vers laquelle tendent les intégrales définies (5)
a mesure que S décroît infiniment. En supposant que p\ soit suffisam-
ment petit, on peut poser

(8) /(^4-p>.etôO=:/(^)+Ap),
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où le module de A ne surpasse pas une limite fixe.
Nous avons obtenu au n° 23 la formule suivante :

• • . 00

(9) ^(-^)=-^^)- f log^~C±^^^±^Vr(^of-^~+—^^
2 ° 4 4^ STT-À-I ' ' \ x — n x + n )

n'=.\

où le signe ± est celui de la partie imaginaire de x.
En vertu de cette formule, on aura

(10) ^(-/^-p^^r^-^^+p^^Q- i]o^(^+p^^)-C+ 7U

2 4

_ __L__ , jL v / \ /'__1__ r \
4 7: (/<tX + pX ̂ u) 2 7T ̂ 1 T w \ /^ — /À 4^^^ '+" y^T^Z^ î

/i :,'-' l

à condition que o < co <îi;. On en conclut qu'en posant

(,,) ^ n, - p, e^) = 1^ ̂  -, B, où o < . < ̂ ,

le module de B ne surpassera pas une limite fixe.
A cause de (8) et (i ï) , il vient

( 1 2 ) /(^+p),^0^(-/l^p^^)^).^^~ I^/(,^)+p^^ o<Û)<7T,
^ 7r

où le module de ï\ ne surpasse pas une l imite fixe.
En supposant que —Tc0<o, on aura, en vertu de la for-

mule (9),

,,(-/, _P,^)=_^_) ̂  „„, -,<,<,,
et, à cause, de (8), il vient

( 1 3 ) /(/ÎA+PXÊ"')^-»),-?),^')^^'^^/^.) +P,px, -7r«o<o,
•<"! 7T

où le module de P[ ne surpasse pas une limite fixe.
En vertu des égalités (12) et (î3), les intégrales (5) prennent la
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forme
-. n: — y./^-^

/ /( ̂  -+- px ê^') ̂ (— ̂  — px ̂ °0 ̂ ) e^ de.
^.

473

('^)
=-T(-)/(^)7^:i^•-^p),^-^^,

"î\
/'--?^

J /(«X + p), e"') ̂ (- «). - p,, e"') /p^ e"'- <-/y
7t+^

-^.^/(.^^L^^p,,/-^ p^^
«•/— Tr -i_ -i

En vertu de Fégalité (6), on obtient

H in (p^ =: Of
i5.==o

et, à cause de (14), on aura

/""'"^i
K ̂  /(/^>•+ P>•(^t•'t)À/(- /î>.- p^O <o,.-"'̂  =-ir(̂ )/(,,,) +A,.p,,

(i5)
/'-^

K ./., - ̂ (^^P^Oé'C-^-p),^-)/?).^'^^ sr(^x)/(/<,)+Aio>,-TC+T

où les modules des variables A, et A, ne surpassent pas des limites
fixes.

De la même manière, on obtient les limites vers lesquelles tendent
les intégrales définies (7) à mesure que à décroît infiniment; on aura

'"î / .A^Po ̂ ^C- a-p,e^) ip^dw=-i,r{a)f(a} + A^,lirai
S=:o

Tt—Çfc

^J ^+P^M')é/(-&-P/ce";)<p/.e»'^==-^(6)/(6)+A,,p,,
i

^o/^ /(a+Po<3"()5'(-a-p,^•).^p„e»^»= iT(a)/(a) 4-A;, ?„,
"~T
»-.î

^^f /^^P^^^^^-P/c^O^^^^ ir(ô)fW+A,p^
^-TÇ^Çk

Ann. ̂ , Norm., ( 3 ), X K 1 . — NOVEMBHE 1904. 6o



474 GEORGES VORON01.

dans ces formules le symbole ï(â) a la valeur o quand a n'est pas un
nombre ent ie r positif, et le symbole r ( & ) est défini de la même
maniè re .

Cherchons, enfin, les limites vers lesquelles tendent les intégrales
déf inies (4) quand S décroît in f in iment .

En vertu de la formule (9), on obtient

iim ér("- u — Si) ==—^(^) — \ [ogu — G + -j- —
4 4 7T U 2 7T

H: l l 1

4 ^TTU 2 71:

n =1

00

+- •;— ~— y.rwiio, ̂  ,/ + 81) =- ^{u) - ^ IOQU - G ~ ̂  + —, - — ̂  r(^)

En dés ignant , pour abréger,

5-2;'<»'(\ (\ 7T fZ '.ï Tt ^ — n u + /i

on aura
I im ^(— ^/ — ÔQ ==• -- ^( M ) — -| log ^< — C 4" ih ( u) ;
r^ _^"; (l

l i în ,^(- u - i - ( î / ) = = — . ^ ( M ) — i - l o g M — C — ^ ( ^ ) .

- Z-c» II — ft il -^r fl

A l'aide de ces égalités, on trouve

/"^..i-i-V^
Iim ^ / " 1 1 / ' i l f(u+Sl)ff(— u-^du
0 .=0 ^/ /.••—-".—^^-iyF^--o--

/(a)[-^(^)-|-log^-C+^(^)]^,

07) ^/?),+l•~"v/pin "-loi
Iim ^
"""^.^i/pT""^

/( /,/ — Si) ̂ (—- a 4~ (U) ^^

/, //, — p.
= / '' ' ' ''"/( u ) [- s ( u ) - !, log u - C—ih ( « )] du.
J„ 4- G

I5n faisant â = = o dans les égalités (i) et (^), on aura, en vertu,
d ' u n e - p a r t , de (4), (5), (7) et, en vertu, 'd 'autre part, de (i5),
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(16), ( < 7 ) , les égalités suivantes :
Â--i

f /(^^(-^)^=TT(a)/(^)+iVT(^)/(^)+lr(^/(^)
^(CEFDj ^^

/l-1 , — o h

-^-Z f À+l ^/(^[-^(^-l-log^-C+^t^^-^A',?),
).==o "^PT. 7,=o

A- l

f /(^^(-^^^l^^/^+'lS^^^^^1^^^^
^ f C ' E ' r ' D ' f ^^^

À""1 ... -p. k

+ 2 / / 1 4 1 '̂ (^ [- SW - ilog ̂  - C - ih (u)]du + ̂  Ai p,.
^^^h • ^=o

En ta isant la somme de ces égalités, on obt ient

f /(^(- ̂  + f /(^)^(- ̂ )^
^(CEriH ^tC'JE'F'D'i

A'-t

^iT((2)/(^)+^T(/Zx)/( /a)+|T(^)/(&)

X = i
/,.-..l ^ _ /.

^Z f /1+1 À"< ' /(^)[-2^(^)-log^-2C]^+^(---A,4-Ai)p),
^o^^Pî. >.=o

lîn vertu de l'égalité obtenue, on peut poser

f /(^(~^+f /(^(-^
^(CEFI), ^(C'Ji'F'I)')

/!<//

=^W/W+^(n)f(n)+^(b)f(b)
n>a

^

+ / (^) [—î>.^(^^)—logM—2C]d raH-£(po,pl , , . . ,pÂ•) ,
^d

où la fonction £(po, p , , ..., p/c) tend vers la l imite o quand les va-
riables po, pp ..., pk décroissent inf in iment .

En observant que les chemins d'intégration CEF.D et C'ETO' ne
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dépendent que des variables po et p/,, on peut écrire

Uni |f /(^(^)^^-f /(^(-^)^1
FM = 0, pA. == 0 [y(CEFD) ^(C' E' F' I)') J

»</ / .

==^(a)/(a)+VT(n)/(/0+^(^)/(^)+/ /(«)[- 2^(«)-log^-2C] ̂ .
n>a

Cette foriBule peut être présentée sous la forme suivante :

( î ) ^T«/(^=f /(^[log^+aC+a.^)]^ •^^(^/(^-^(^/(^
n>a

. lirn f f /(^Âr(~-3)^+ f /(^ér(--3)^|"
p „-=(>, F (,.=0 LJ((;Ei.'][)) ^(C'E'F'I)') ,|

29, On p e u t prêter à la formule obtenue une forme remarquable, à
l'aide du développement de la fonction g ' ( ^ ) par la série inf in ie

w

( 1 8 ) ^^^rW'^^n^}

qui a été étudié au n° 16. En remplaçant dans cette égalité x par — z,
on aura

00

,,,.(-,;)=^T(/lK(-47^-=)...S) ^^T^^—ATC2/^

n =1

La aérie in f in ie considérée est uniformément convergente à l'inté-
, . . . G o C etC /ET'D'H;...G;,^r ieur des domaines CEFDIL... Go C etC'ET'D'H;.. .G;,C'; il en résulte

-, /*
/ f^)8{-s)dz--y^{n) \ f{s}'^-^nz)cls,

^ (CEI-1 Di '̂ "̂  ^(CEnh

('9)

f /(^)^(-^)^=:VT(/O f /(^)^(-47T^^)^
^(C'P/V'ïr) ^_. ^(C'E'F'I)')

lin supposant q'ue ^po :== p^ = = p » on aura deux rectangles-CIÎFD et
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C'E'F'D'. Puisque

/ f(s)^-^ns)ds=( f{z)^-^n:)ds,
•ACEPI» JICP)

/ f(s}'E.(-Wns}ds=f f{s)'^-^-ns)dz
^IC'E'F-D') J^,^

et

^ f^Yc,{-Wm-)ds= f f(u+pi)^n{-u-pi)du,
CD) lY^

J /(^)^~-47T^^)^=f/(^/—p^)^7^2^(~-M4-pQ^,"-'(C'ir» ^ ^ v r / »

on aura, en vertu de (19),

/ f^)ff{-^)^+f f(,)^,)^
^WEVI)} ^(C'E'F'I)')

90 ^^

^Z^^V [/(^/+P0^7^2^(-^-~p04-/(M-p0^7^^^(-«+pO]^.
/; =: i ^

lîn substituant le résultat obtenu dans la formule (1), on trouve
n'^ii

^r(n)f(n)=: ^ /( ^)[ log^-+-aC 4-2^(a)] ̂  + |-T(^)/(^) - 1 r(^)/(a)
0. ^

^ /^+ l i m^T ( / OJ [/(^^-pQ^Tr^C-^-pO+^^-pOU^/^-^+pO]^.
1 ~" n ~, l "

La recherche de la l imite de la somme inf in ie obtenue offre des
di f f icu l tés énormes. Tout le problème se rédui t à ceci : est-il permis
d'intervertir le signe de limite avec le signe de sommation? En admet-
tant que cette interversion soit légitime, on obtient

^ ^
^^Wj [/(^+pQ^^^(-^-pQ+/(«-pO^^^(~«+pO]^

Tt S"; 1

95 ^b

=^T(ft)( a/ («) yi( 4 T:'- nii}du,
n=t va
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puisque, en vertu de la formule ( î) du n° 8, on a

,^(-.^p.)+g(-..-p0^(^
p — o 2

à c o n d i t i o n que . r>oetp>- o. En observant, d'autre part, qu'à cause
de (18),

r1' ^ r1'
/ f{u)^u}da=^{n) fW^^nu^du,

Jtl n~^ Ja

on ob t ien t la formule fondamentale

" i l ' b

^) 2^)^)=^ /(a)(Iog^+2G)^+|T(/.)/(^)- iT(a)/(a)
/' > '/

sic ^

"^S9^^^ /^ /(^^E^^'^^Q+^t^271^)]^-
n = 1 '"' a

On ne parvient à la démonstration rigoureuse de cette formule re-
marquable qu'en envisageant le problème posé sous un nouveau po in t
de vue.

30. Supposons que la fonction /(s) satisfasse à la condi t ion sui-
vante : le module du p rodu i t /(^)^(— s) tend vers la l imite o quand
le module de la variable z croît i n f in imen t tandis que la partie réelle
de z reste comprise entre les limites a et &.

Considérons deux intégrales

f f { z } g ^ z } d z et F f { z ) ^ z } d z
^(CEFD) ^(C'E'F'I)')

obtenues précédemment. En partageant le chemin d'intégration CEFD
en trois parties, CE, EF et FI), on aura

(20) f f(z)^z)dz
^(CEFI)]

^f /(^(-^)^+f f^)^^)dz+f f(z)ff^z)dz.
^ ( C E » ^(EF) ^ ( rO)
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De la même manière, on trouve

( 2 T ) f f^)g{-^dz
^(C'E'F'D')

=/ /(^(-^+f f{z)g{-^dz+f f^^^dz.
v ( c ' ^ ^(E'F'j J(F'D')

A mesure que les droites EF et ET soignent à r inf îni , les deux
intégrales

f A^^-^dz et f f^g^^dz,
^(EF) J(E'F')

en vertu de l'hypothèse fa i te , tendent vers la limite o.
En observant que les chemins d'intégration CE, DF et (YE', WF

sont définis par les conditions
(CE) 5=a+^", ^>po, (DF) z^b-^ti, t>p^
(C'Ï1) z^a-ti, £>^ (Ï)T) s = b - t i , t>^^

on obtient, à cause de (20) et (21),

j f(s)^(-z)clz-=: f f{a+ti)g^a~-U)idt- f f { b - } - t i ) g { - b ~ - t i ) i d t ,
^(CEFOf Jp,, Jp^

j f^)g{-^dz=- f{a-U)g[-^a+Li}idt+( f(b - ti) g{- b + U) icù;
^(C 'K 'F ' I f ) .Yp,, J^

il en résulte
ï™ \( f^s^^dz+C f^g^^clA

Po=0,p^oLJ(CEFD) ^C'E'F'l)') J

== / L/( ^ ~ ^') ̂ ("" ^ + ^) -/( b + ^) ̂ (- b - ^')] ̂ ^
^o

/•» ao

- / [/(^ "-• '̂) ̂ (- ̂  + ̂ ') -/(a + ̂ ) ér("~- ̂  ~ ti)} idt.
^o

En substi tuant le résultat obtenu dans la formule (I), on trouve
n<b
^ ^

( I l ) Zi^^'^^^ /(^)[loga+2^+2^(^]^d-iTW/(^)-tT(^)/(^)
n>a J ( l

+f [f{b'-ti)g^b+ti}^f{b^-tL)s{~-b-U)}idt
^o

- f [f^- ti)g{-a+ti)^-f(a + ti) ̂ (- ^ - ̂ )] i d t .
J Q
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La formule obtenue fournit une ressource précieuse pour le calcul
des sommes considérées.

SECTION IV,
n$.r

SUR LES FONCTIONS REPRÉSENTÉES PAR LES SOMMESV ^(^Q(-Ï-^Z^'"
_______ n>0

Représentation de la fonction ç2^) par les intégrales définies.

31. Soit -y une variable réelle positive. Comme on sait, la somme
infinie

tw=i^
représente la fonction Ç2^) à condition que .y ̂ > î .

Considérons la somme
«^
V T(^)2 n"
n ̂ >n

en supposant que o <^ a <^ î et s ^> r .
Le module du p rodu i t ^ g'(— s), en vertu du théorème 1 du n° 22,

décroît i n f i n i m e n t quand le module de la variable s devient i n f in i -
ment grand et la partie réelle de z reste ^comprise entre les limites a
et A ; on en conclut que la formule (II) du n° 30. est applicable au cas
considéré, et il viendra

^ ^=^^^^^^^-^
+ r \8{-b+ti) __ {,^-h-ti^

J, L {b-UY {b+uy r^
- r " r^(-«+^') __ g{-a-ti^

Jo L (a-tiy {a^UY \
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Puisque le nombre a présente une fraction positive, on aura

( 2 ) r(a)-=o.

Supposons ma in t enan t que le nombre b croisse i n f i n i m e n t en satis-
faisant toujours aux conditions

(3 ) a<b^-ï^b<^

a et p étant deux fractions données, prises arbi t ra i rement , on aura

(4 ) T (&)=0 .

En vertu du théorème IV du n° 23, le module de la f o n c t i o n
^«- h -4- ti) ne surpasse pas la l imi te

| ff{— b -}" ti) | < A | -4- b -— ti (P,

si, petit que soit le nombre posit if p. Puisque, d'après l'hypothèse
faite, s^> i , on peut toujours choisir la valeur de p de manière que la
différence .y — p soit aussi plus grande que î , et l'on 'aura l ' inégali té

, ^ r ^ ^ B + t i ) ^z^ï)i .^r_^_H ^^^^^^^^^ <^ ^ .̂̂ p-
ou aut rement

r r^(- b + ̂ ) _ ̂ ^^01 ̂  ,. ̂ A_ r du. .^ ^^^^ ^ ̂  ̂ ^. j ,,a < ̂ _^ ̂  (^/^-rry-F

En vertu de l 'inégalité obtenue, on conclut que l ' intégrale définie

^ r^ /, + tl} ^(- b - ti)~\j ^.^^^^^^^^

tend vers la limite o à mesure que le nombre b croît in f in iment en
satisfaisant toujours aux conditions (3).

En faisant &.==co dans l'égalité (î), on obtient , à cause de (2)
/ifnrï. F.c. Nonn., (3), X X I . — NovEyjmiî 1904. ^I
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et(4),

(5) r-(.î)=r"^[iog<+2C+2g(<)]^
_ r r.y(- ̂  + ̂ ') _ ̂ (-«-^i,,/,

Jo L (^-^'y (fl-^-^- J

où o <^ a <^ i et ,y ^> i.

32. Le développement connu (') de lafonction Ç(^) en série in f in i e

Ç(5)=————+C4-Ci ( .5 - l )+ . . .
<î ••'— A

donne

^-(T^^r^^3^----
On en conclut que la fonction

m^__ ^J^^^ (,ç-T)2 .y-i

est holomorphe dans toute région bornée du plan.
En observant que la fonction T—^—T? •+" "^f- peut être représentée

par l'intégrale définie
T aC y / , ^.cit— — — ^ — — = J ( l o g ^ + a C ) —

( , y — J ) 2 ' ? — î J i ^

à condition que ^^>i , et en retranchant cette égalité de la formule (5),
on obtient

^ w-v^-i^-f^^^^-^^^^
_ r ^é'•(-fl+^) _ gc-^-^'i .,„

J, L'"^-^ (a+«^ J""-

( 1 ) Vofuz, par exemple, la Note de M. Jenscn : Sur la fonction Ç(^) de Riemunii
(Compte1: rendus des séances do V Académie des sciences de Paris, i. CIV, 1887, p. 1156).
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Les deux parties de la formule obtenue ont un sens, quelle que soit
la valeur réelle de la variable s. Puisque la fonction

w^ x 2C
ç ^î~ (Tzz^~~s~=~î

est holomorphe, on en conclut que cette formule subsiste, quelle que
soit la valeur réelle de s.

Cela posé, considérons le cas s <^ i. On peut représenter dans ce cas
i r> Cle fonction __ ^ 4" —— par l'intégrale définie suivante :

i a c r 1 ^.dt^r^r^—i uo^o^
OÙ S <^ I.

En ajoutant cette égalité à la formule (6), on obtient

F 1 1 rit /lao <r( i\
(7) ç'-{s)==- ( log<+2C)-+a/ ^dt

J() ^ii

^ r \^aL±J^ ^ g{-a-uï\ ̂ .
Jo 1- ^-^Y {a+tiy \

cette formule subsiste à condition que o < ^ a < < i et .9 << i.

n „ •».'
Étude de la somme'VT(/A) ^—.-,—— (/c==o, i , 2, . . .).

/î>0

33. Prenons un nombre quelconque a satisfaisant aux conditions

ô < a < i
et considérons la somme

"^̂ (^ -—^)^
i'^—H—'
n^>a

x étant la variable positive et &•= o, ï , 2, ....
La formule (II) du n° 30 est applicable à la somme considérée, et
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l'on aura

^(^(.^i^^r1'̂ ^JêH^ /k * ^rt i "
+ ̂  f" [(^)^(- ̂ + l l ) - <~ ̂ )^(-"x ""-ti^idt

' ^0

.- J- r [(r - a + ^y-'é^- ^ + ^) - (•r - a - ̂ ')^'6>'(- û - ̂ )] /'^-

On peut prêter à cette égalité la forme suivante :

^^(^^tr^

^^^^(kg^^C^^.f^^^
«/o ' tiii ^

+ 71, F [( ̂ y1' s (- •z; + ̂ ') - (- ^<)^Àr(-~ ̂  -u) ] l d(l

> _ ± r [(.2; — a +• Uycff(w a + ̂ ") — {x - a — UYg (— a - ̂ ')] l dï.
^ Jo

A l'aide des égalités

^-s''̂ ^ el ^^^''-^^
on dédui t de l'égalité précédente h formule suivante :

oî^)^
n "> /i'

^ r" (î—^' (log/, + aC) dt + ̂ o^G^-a F ^^—^À^^) ̂
/ /Ï 1 '"" t/ r l

t/0 -"'

^y(r-p!' ̂  L r^(iog<+ac)^+2 rt\?(t)dt
Msà A ï ( /C——À)I J J^

>.=o ^ _ • ,
- ^ [(^-^)\^(-a+^~(a+^\^(-^--^)J<^ j

Jo '

^ _ ^[(^^(-^^^-(-^^^(-^-^^^^^^^^^
' . . Â l JQ
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En observant que

i^^-î^) '̂
">rt ^>0

et, en vertu de la formule (7) du n° 32,

^ ^
'Ç2(—'>.)=^ ^(logt-^^Odi-^ï t^g{t)dt

^o Jrt

— ^ [(a - ̂ ^(—^ + ̂ ) - (^ + ̂ ))^(- a - ti)} tdt,
Jo

on obtient, à cause de (i),

2^/')(:^=/'r(^'(IO^+2c)^
ff > 0 °

+y ^(_ À)(n1^ ^'-^ + io^^) - 2 r(^^ ̂ /t> .-r/) eu^^^ A; ^ î ( / f - À ) ! l a ( } J —T\—^^)^
'A =^0 x

+ - ] ( [ ( ti)kg{- x + ti) - (- <()A•eo•(- x - ti)] idt.
"*'o

En désignant

(a) ^(^^•T^-a^ (a;^^ ff(t)dt

+• j-^r [Ws^-^ •+- ti) - (- tiy'g^- x - ti)] idt (A- = o, i, 2, . ..),

on aura

(3) 'f.(«)(-^"=/'t'(^•(log<+.C)^
»>0 * 0

+^^(-?.)^^,+/-,(^) (/C=0,I,3,..,).

'À •= 0

34. En verto de l'égalité obtenue, la fonction r^Çx) aura pour
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expression

(4) r.W^W^^.
n>0

- /(-^'(lo^+2c)^+içî(-7l)(^)l(7^)>î•
À==0 î

En comparant cette formule avec la formule (3) du n° 25 :

^=Ï^V-f^^î^^[
«>C c A = 0 )

on voit que ces deux formules coïncident, si l'on pose

6-=o, ^(Q=lo^4-"2C et A).= (^^^(-Â) (À=;û, i , s , . . . ) .

La formule sommaloire générale (*) du n0 25 prend dans ce cas la
forme

n^l,

^) S ̂ fW ^ f /(Q (lofc^ + ̂  ̂^rt" .>/<
2M-1

^Z (-i^E^^/^W-^W/^^+C-i)" r r^,{l)f^\t)ch.
^ ti

Cette formule peut servir au calcul des valeurs approchées de la
,i£h

somme VT(/2)/(/z) à condi t ion que l'on connaisse les valeurs appro-
tï > (l

chées des fonctions ro(.r), ^ (.r ), ....
Quant à la fonction r^{x), on sait, d'après ce qui a été di t au n° 27,

que l'ordre de la fonction r^ (oc) ne surpasse pas celui de la fonction \Âr;
donc, on peut déterminer une constante A de manière que rinégalilé

|ro(^)|<AV^
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ai t l ieu à condition que x^> a, le nombre positif a étant pris arbi-
trairement.

Dans le cas o <^ a? <^ i, on aura

//g.r
S^)^0»
/ï>0

et de la formule (4) il suit

/•,(^)==-f (lo^+aC)^"-^)
^0

ou, autrement ,

(5) ro (>):=-"-A'(log.r - h 2 C — i ) — i (o<^<J) ,

puisque ^(o) ===•— ^
La formule (2) fournit un moyen pour la recherché des valeurs

approchées plus précises de la fonction r^{oc) et des fonctions r^ (a?),
r,{x), ....

Développement de la fonction r/,[.x) en une série infinie (/c= i, 2, .. ).

35, Nous avons défini la fonction r^Çx) au n°33 parla formule sui-
vante :

(^ r.^^^oM^î-^r^^^^^^
" J x

+ I ^[{ti}kg^^^ti)-{-ti}fcg{•-a!--ti)}idt (A-==o, i ,2, ,..).
/^Jo

Considérons rintégrale définie

-,N

/ [(^)^(- •a; + ̂ ) ~ (- ̂ ^(-^ " ̂ )] f^
"P

en supposant que p > o et N>p . A Faide du développement de la
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fonction gÇ— x d= /ï) en série infinie

^(—— ̂  ± ̂ ) =^ T(^) $4^/z(- ̂ ± ^)

/<=!

on obt ient
.N

(2 ) ^ L(^)^(~ •y-+• ̂ ) — (— ̂ y^- ^— ^)i ̂ ^jp
/.N

= S T(/I) ^ [(^y^/^2/^— ^ + ̂ ) ~ (-- ^y^^^^C— ̂  — ti')] ^lf.
n^i 'P

Eîi vertu de la formule (8) du n° 13, on a
._ Q—^T^}/n,{—x±.U)

^n^ fi{— x ± tl)^3\/rc-—-———-—.——^
| ̂ ^'n:2^— ^±: ^'1^

ou & | < s , et i l en résulte
,„.... 4 ̂ ^'-(/^T^'-.r)

| U^2 ̂ (- ̂  ±: ̂ ) 1 < vï-——'————F.
(^TT3^ ^:p"+r^)4

A l'aide de cette inégalité, on ob t ien t

( [(^••^Tr'2^— ̂  -h uy^^U^'^^n (—.r—//)| ̂ ^
^ N

f ^4^V|"(/^7?3^-^^VitA'2^-^-.»-)
' ^ l/

 -• -—•———————J <-<' f ?

^ // —9 -, . /"~S—'——73'\ 7

< 2 VTT r ^ —————- c^.
»y r\r / _______, •4-

(4-7^2nV /•z"2+r2)T

d'où l'on conclut que la somme inf inie
os ^
^-r(/Qj [(^y^4^^(—^+^)_(-^^j^4^^ (_^,_^]^^
/? ^ i 1 * N

tend vers la limite o quand N croît i n f in imen t . En faisant N =• 33 dans
l'égalité (a), on obtient

f [( ̂ )/^'("~ ̂  •+ '̂) — (— U/'^— x — ^/)] idi
Jp

"̂ .S T^^ / [(^) /-147^<2n(—^ -+- ti} — (— ^/^^^^(—^ — ti)\ id i .
n^i ^

En supposant que là variable positive p décroisse i n f i n imen t , on
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trouve

ry f [(^)^.(-^+^)-(-^)^(~^-^)]^
' ' ^0

so

== Ilm Y ^-7l) f [(^y^^Tc2^^— ̂  + ̂ ) - (— iiyt•'EWn(— x — U)}idt
P-0/^ k' ^

OU A == 0, ï , 2, ....

En in t rodu i san t dans les recherches les fonctions ^ ( x ) , ^(•r)» • • •
définies au n° 9, on peut calculer les intégrales définies qui f igurent
dans la seconde partie de la formule obtenue.

L'intégration par parties donne
ï (^

— ^ [{uyi'^^n{—x^ti)~{~tiyc'^'Kîn{-~-x•~-U)}idt

^_ V ( pO^1--^ 'E,n 4 ̂  ̂  (— SC + p 0 4- (— ? ̂ ^^^ £^ 4 7T2 /? (— .r - pQ

"~^ ( / , -4 - i—/^) i ( ^TT 2 ^)^ 3
M =•= 1

et de l 'égalité précédente il sui t

(3) -r 1 [(^)^(-^4-^')-(-^)^(-^-^)]^/t ' JA
/•+!

- rm 'VV . . (PO^-^MT^- ^-4- p^) + (-p^)^1-7^:.^^2/^^ ̂  - pQ
- 11^ Z ̂  ̂ /') (/:+!- m}! (47T2^)-

1 // = 1 /« == 1

36. Considérons la somme inf in ie

//n ^ ̂ n^l!'l^^^w 2 ^ T V ) ^ Ï ^ y 7 1

n == 1

En vertu de la formule (I) du n° 13, on peut prêter à la fonction
^^^r^nÇ— x ± p i ) la forme suivante :

(3) ^4^(—^±p0
== \/7T [ 3 TT V/^^Ï7^)1m â ^"^V^SpÏÏ

w. --• ï ' ^
^(am-haÀ—ï)(2/n-4-2^—3). . . (2/22-4-1 —^V) ^ (^m — z) (4m—3).. . iy^

Â Î [327T\ / / î (—^ '±p^)J^ mij 337T\/^(—^.•^p^)]'^

OÙ [2- <I .
^^. À'. Norm., (3), XXÏ . — NoviiMBlua 1904. ^2
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En supposant que la valeur de usurpasse un nombre don né positif^
on peut déterminer, en vertu de cette égalité, une constante A de
manière que l 'inégalité

(6) \^[^n{—x±:çi) | <A| ̂ 7i^~xT±rç)
. !2 e ~ ̂  71 \/^ ( v/^-'2 -h- p u — ,r )

ai t l i eu , quelle que soit la valeur entière posit ive de n et si pet i te que
soit la valeur posi t ive de p.

A. l'aide de cette inégalité, on obt ient

'^,^n(—,v±.pi)S^)^ (^TT^)'"

< A | \/— se ± p i \ 2 r ( n ) .-^v^^'2-^-^.
m 1

n = 1 ( 4 TT2 ̂  ) a '('

En supposan t que m'^ 2, on aura l ' i néga l i l é

V . / ^ / . ^^^ ( -^^pO^^ ( , , ) . , _^—— <A^^^±7.|W""~1^- T(^)

^iCriTi2^)2 4

d'où il résulte que le modu le de la somme i n f i n i e (4) ne surpasse pas,
à condit ion que m^ a, une l imi te fixe, si pe t i te que soit la valeur de p.

Considérons ma in t enan t le cas m = i . La somme inf in ie correspon-
dante

y.-w l̂AzEittIL:!̂ ^
4 TT2 n

a un sens, quelque peti te que soit la valeur de p, mais la fonction des
variables o et.r représentée par cette somme infinie n'est pas l imi tée ;
par la suite il sera démontré que le module de la somme (7) croît
infiniment quand là variable p devient in f in iment pet i te , la valeur
de^ étant un nombre entier positif, mais la, somme (7) tend vers une ^
limite ftxe quand p décroît infiniment tant que la valeur de x n'est
pas un nombre entier positif. De cette propriété remarquable de la
somme (7) proviennent toutes les difficultés des recherches que nous
allons exposer.
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A l'aide de la formule sommatoire (^-) du n° 34, on peut obten i r
la l imite supérieure du module de la somme (7) en fonc t ion de la
variable p.

En faisant m == i dans la formule (5), on aura

_____________ 1 _________r- o

i:pî,TC2rÀ(—^±p^)==^7T(27^^//^(—^±:F/')'2ô-~W^(-^^F^^ i -+- 5- __°_.___
L 337^^//^(—^±:p/)J

où | & | <0: ; il en résulte

,», i^wy-' < î̂ î̂ ,(,.)':" '̂̂ -'
n=l (4^^^

/- 3 î r ( n )
+ V A r — — — l I — — — — — T

16 | ̂  — x ± p i \ a n --1 ( ̂ '•î ̂  ) *

lîn vertu de l ' inégalité obtenue, tout le problème se réduit à la
recherche de la l imi t e supérieure du module de la somme inf in ie

//y ; ,—— ,
__ ^-47T^(/ÎTT?-.r)

y^(,,)————^——.
^^ f /. ^-2 .-> \ 4(47T 2 ^) 4

A cet effet, considérons la somme

• =r —
^ ff-a^Ti
^r(n)——^-

n > p ^ +

en supposant que le nombre a soit positif et o <; p <; i .
A l'aide de la formule sommatoire (^-) du n° 34, on obtient

/r^IN

VT(„)e^:= / ^(logf+aOA+yoCN)^

">P n" J, ti ^
,-a\lo /IN a-a
————f r^d6——
pï ^F ^

^—a\/fi / p—a\ît ft—aj'^
___— / -'__n^cy/- _i- ^r\ /7/ , ,. / N \ 6

p—a\lo ^ p--a\l~t
-r,(p)—,—— r,{t)d———.

pï ^F ^

En observant que l'ordre de la fonction r ^ ( x ' ) ne surpasse pas celui
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de la fonction y^, on trouve
Ç—CT/N

Hrn/ -o(N)——^- =0,
N=^ ^4

et, en faisant N == co dans l'égalité précédente, on aura

-co p—a\jrï. /^co ^-a\[~t ^-a\/p /^^ ^-•a\jt.
(9) l^")6——^ / '--(lo^+aQ^-^P)-—--/ /•„(<)</——.

^ ^ Jp ^ P" - ? <'t

De la même manière, on ob t i en t

In» ^^-/(loS^.C)^^"L^ ^ >/() ^J
^-^(lo^-^O^-^-f/»^)^-

Jo /,'•• p'" '-'p ^'<•

La première partie de cette égalité ne dépend pas de la var iable p ;
donc, c'est âne constante. A. l 'aide des ra isonnements analogues a
ceux qui. ont été exposés au n° 32, on démontrera que cette cons tante
est ^(^); on aura donc l'égalité

^^^^(^^.(^^^^^f.^Q^,.
\4/ J, ^ pT Jp ^

'En vertu de cette égalité, on peut prêter a la formule (9) la forme
suivante :

«,,-, p-a\l7t p^ />—«/? r^ cit
^^n)—-^ _^(log^+2G)^+/ (io^/4-2C)^
^ ^ t 1 ^ ^

^—ayp _ j /'kxi <
- r\ ( p ) -^——,—— — / ^ ( t " ) d

e-a^ _ j ^îc ^ e"^7- — ï
^o' 0\^ J ̂  »

^ ^9 ^/.'•.' J ri

et, encore, une autre forme
-.., p-~a\/7i. /'*so /3"-(î^ï /"*? ^/
V T ( n ) — — — = / ——(lo^+2C)^4- / (log^+aC)---,-
'-, ^ /, ^ J" <'•

/'î\ r î "1 /••»-~'rt\/P — T /'»<» r* . ^—•a/Ï_ i
-^f-- - /•.(P)^16--———-/ ^)-^ ^——T——

^\ r / , i " ic-»v?—i r " r /^ 1 1^-[/,(P)-^J —r--^ l^^'d-û'1 ^p L ]J ^



SUR UNE FONCTION TRANSCENDANTE» ETC. ZIQ^

Cela posé, supposons que la variable positive p décroisse i n f i n i m e n t .
En observant que, d'après la formule (5) du n° 34, on a

^ ( p ) + i = - ~ p ( I o g p + - 2 C — i )

à condit ion que o << p <^ i, on trouve, en faisant p == o,

p-^-ctJît f^^ p—a\jt /"3\ /-«cor- _ i p--a^~t_»
^T(^———= / __(]o^+2C)^+^(|—-/ ro(^)-4 \d—————.
^ ^ / ^ \4/ J, L 4J ^-

<t'' o

Puisque, en vertu des formules connues, on a

^(log^.C)^^^^^^^^!"-^^10^.
^ V/^/f•-/' <»

il v ien t

(,o) ^^^^^'W^-cW-rw^a
^ ^ ^

.... » F -, a^/i+^( )- / Fo(Q-4]^—-4Y ^ L . ' ) 4J' ^\4 / Jn L '-U -4-

D'après ce qui a été d i t au 0° 34, on peut déterminer une constante A
de manière que Finégalité

|^(^)+i|<A^

a i t l ieu, quel le que soit la valeur positive de la variable /. En vertu d^
cette inégal i té , on aura

et puisque
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on peut poser

y'" r ,'l p-a\/~t_» / î \ _
- / \r,(t)+-\d-————=&4Ar(-)\/a où -i

^e-cc-Mi— ï
:s

^4

—l<3r<i .
^O L 4 J /4 \2 /

En substituant le résultat obtenu dans la formule (10), on trouve

^ . ^ - a ^_/^ / (^+c^(^~^(4) loga„ Q-^..
^(^—r-^^ \/~d 4-^ - 4-s4Ar i ̂

0 Ù —- ï <;&<;!.

Cette formule subsiste, quelle que soit la valeur positive de a.
En supposant que le paramètre a satisfasse aux conditions o <^a << ï ,

on peut déterminer une constante P de manière que l ' inégalité

.«.•-<« p—Cl\jII

^w—<v ^
ait lieu, quelque petite que soit la valeur de a.

En revenant à l'inégalité (8), on obtient

L\/^U^(—^±pQ(II) 2^) 4^

k P ïos. 3</TT ^(i)< \/7T ^ — X ± 1 Ç ) 1

{W v/a î6|v/^ï'±77^ (W -.z^p^l
ou 1 on a pose

a == 4 TT \/-|- (y'S^Tp2 ~ •r ) -

En vertu de cette égalité, on aura

47Ta==p
V/-2(v/^i+pîi-+-^)'

donc, en supposant que la variable p soit suffisamment petite, on peut
déterminer, à cause de (n), une constante A de manière que Fine-
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û;alit,é
IQ fr _

y^W-(--^P1) <^_P
^ v / ^n ^ JQ
n ==1 "

ait lieu quelque petite que soit la valeur de p.
A l'aide des résultats obtenus, on peut simplifier la formule (3).

Pu i sque la fonction de la variable p représentée par la somme i n f i n i e

(p^1-^^2/?^— x -4- pQ -4- (— pp^1-^^2^--- x — p i )^(^i : { n l (A•- i- I-w)î(47r2 /^) / / l

/; == i

d'après ce qui a été dit précédemment, tend vers la limite o quand p
décroît i n f i n i m e n t , tant que

k -+-1 — m S i et m ^ r,

la f o r m u l e (3) prend la forme

( r a ) - f [(ny^o•(-./r+^>)-(-^')/^(~^-^•)]^^
1 " o
_ , . ^ / . J^^A^271^^^^^ 4-£^ 4-7^ ^(1---"^— pQ
— — l m Z J T ' î ; r / .W2 /?^'-4-1p^o^—a ^47(. / & ^

/z -•= 1

Dans cette formule on peut poser k = o, i, 2, ....

37. Examinons, en premier l ieu, le cas À ^ I . Prenons un nombre
positif N, aussi grand que l'on voudra, et partageons la somme i n f i n i e

.̂t 47^ (— x 4- p ̂ ) 4- ̂ -+i ̂ ^{ —^ -" PO
^^^ (47^•2^)A+-1s^70

n == 1

en deux parties
/î == 1

, ., ^ / , ̂  47^2 /^(— .-r d~ pQ + ̂ +14^2^(— ̂  — p0(,3) ^^(^)——————————(4^,^î——————————
n == 1
/z^N

YÎ / ^ ^4-1 47T2^("- ̂  -4~ PO + ̂ +l4'7T2^(— .:y -— pQ
^ ^(,,)————————————————(.^-^i————————————————(4^^)^T ( / Z )

/ïî=l

^ / ^/c^i 4 ̂ 2 ̂  ( -— ^ •̂ Lĝ ),"̂ , ̂ ^+1 ^7T2 /j< ( ~" •r "̂  P ̂  .
(^^/z)^1-+"^^(^

^ > N
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En vertu de l ' inégalité (6), on aura

V / ^^^i^TC^H—^+P^ -+-C
^T^; (47r2^)
^ , , ^ ^4-14 TC'2 ̂  ( -- ̂  -+" p 0 •+- ^--M 4 ̂  ̂  ( — ^ — p 0

^TT2/^-1-1

/t' • 1 w f \4 ̂  r ( n )
i / î>N

/r 1 oo

<2A[v /^24-p ; i |2 4^ Î+.3
'^N^^-n:2»)2 '1/2>N

et l'on peut poser

î )LI , '£,,c-|.•^f^^cîn(—£c-^-{)i)-}-'i,^^^cîft(—a•—pi)
Lr(n) —————————^ny^i

« > N

^SaA ^/^T?!1"^—— /̂•• ;î

/^(/i.Tr2^)2"''4

où — ï <; 5 <^ j . En faisant dans cette égalité p == o, il v ient

rin lin.V^r^^14^7^'"^^^^
( I 4 ) llm Z T ( " ) ~———————"' (4. TT2 /^ )^-H

//. > N

^l-1^ T(/Q=saA,^2 ?" y —'—',—:,
Â»A A + J

/ /> ÎS(47T 2 ^) 2 /-

O1?! -— ! <^ 5 <^ I .

En observant que

. . . _ y / ^ , ^l4TC^^(—^+pO+^+l4TC2^(~-^—pO _ \^ , . ar^...n(4TC2//..2')
liî„m2T(^î V^fn-)?^^^^^^^^^^ •Y._^.,,^ >

(47T2n)/^l (^TT2//)^-'1

en vertu de la formule (1) du n0 H, on trouve, à cause de ( î3 )
e t ( ï / i ) ,

i îm V / , ^ /̂..n 4^2 ̂  (— ̂  •+• p 0 •+• g/,+i 4 ̂ '2 ̂  (— ̂ — p 0lm, 2.T ( ̂  —————^^^-—————rt=i
^'^^•+l(4TCÎ^^') , ^ . j'-1-!^ 'î'C7'1^t('•'î7iï.^+'"^i*ÎI;- li '.t

n>î.(^nY^1

OÙ. — ï <^ & <^ I .
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En faisant dans cette égalité N = co, on obtient

{miVrrz.^^liZE'^^^^P^^i^^^-.r-pO v , < ^.^(47r2/^)
P=0^ (47T^)^ "2d (47^)^-

et, à cause de (12), il v ient

-n f ^(^') /^(-^^-^\)^(~^Q^^(-^~//)]/^/^Vn^o^)^+ l a^ / ^^^
• ^0 •̂rtl (4'n'2^/'^1

/2 SS I

OÙ /C == I , 2, . . ..

En sabstituant le résultat obtenu dans la formule (i), on trouve

w ^^--^^^^i3 '̂!^^ (^-^,...).
A l'aide cl a développement de la fonction g(t) en série inf inie

5'(<)=^T(/OÇ(47;2^),

/ï==l

on obtient

r^^^.)^-i.(.)r^-7^^(4^.o^J•v ^ J•t• "•
et l'intégration par parties donne

-̂(̂ )̂̂ _,,.̂ ,,̂ ,̂
/z=l

en vertu de la formule(i) du n° 9; donc la formule (i 5) peut être mise
sous la forme suivante :

^ ( ^ ̂ 'V^^ç^ (—— r)7^1^ (47T2/^)-f- 'n^ (47T2/^-)
^d % / (^TC2^)^"1"1

/; =:!

OÙ ^ = ï , 2, . . . .

A l'aide de la formule (I) du n° 13 et de la formule (II) du n° 14,
Ann. jRc. Norni.f (3), XXÏ. — NOVEAIBRE 1904 63
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on peut développer la fonction ^(.r) en une autre série

/ • • - x , i
" 4 '( 1 ) /,„(.)--= ^^-•^(^^+0(^+^---(^+3--^)

cos ^\/nx + 7r ( ^ -- A- — î- ]

I;̂ ")'X >.T /2 À_4-^ ;)

1 (^^P""^

(--1 )^12 v^V ̂  "'lt tl̂ ^^^A^J^r^^Vi'-f-l -•
/ -V

À==0
t̂aaJ ( > 4 À A ^s41/!

^ g-4^/^
Y/. .̂ ff. / H \ __________

^^^ -^—————

"=1 (4^) t2 ï

/' /' î 00
^ /- -~, l---^-7(' f : î / ;4-^^-^-ï)(^Â•4-' : > / '—r),..(^Â'4-3—^r)^ î ( / < )

+^2^7T.r " --—————————————^^————————————.—— ^————~^_^

^(/{TT2/^ 2 4

+ (- 1)^ £ ,^^+^3A±^i±^3A±3^^

^ ^--4^^/7.7

^^^^^—-••—••îTr-i
^ Q-^^n^.

x^T(,o—.—^^
//=! (4.TT2^) T"4"/;

OU

— ï < ^ < ï , o < e < r et. r ^ k ^ i , f s ^ / c + i (Â'::= î , 2, . . .).

Sur les valeurs approchées des fonctions r\{x), i\(x)^ ....

38. La formule (I) du n° 37 peut servir au calcul des valeurs
approchées des fonctions î\ Çx), r^(x), ... à condition que la valeur
de la variable positive oc soit suffisamment grande.

THÉORÈME I. — Etant donné un nombre positif a, pris arbitraire-
ment, on peut toujours déterminer une constante A de manière que
l'inégalité

jr^.(^)|<A^12 4 ou A-^ i

ait lieu, quelle que soit la valeur de la variable x satisfaisant à la condi-
tion x^ a.
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Les sommes in f in ies qui figurent dans la formule (I) du n° 37 ne
surpassent pas les limites suivantes :

^r(n)
cos ^\Jnx 4- 7r ( À — k — I-

2 V 9,

/!' -h À 3

(4^^ i/^)-^+4

ça ' / --t-À 3 '

<
(4ir2) 3 *

et
^fk+'k 3'

r^ ^"r-^2^) Â-4-X 3

=1 (4^) ^+^ (4^)^-^

En fa isant , clans la formule (I) du n° 37, r = = s = = k - ^ - î , on ob-
tiendra

k +1 ^-h-À 3 ^

!r,(^)|<.VT^y^+/-(^±2À±^ !liZ^̂ ^
^ a^À! /• •+- / . ^ "

W\<'^^^^^^
X=o /• •+- /, '.i

(4^)-T--Ï

En vertu de cette inégalité, le théorème énoncé devient évident.

THÉORÈME II. — En posant

- ^ !

r/,(^)=:2V/7T^^ 2 4"4

).=0

^.(^)^2./^y ̂ ~^+4(^+^'-t^^
^ • ———-—

a^/.!

cos 4 ̂ nx -r- ^ fÂ - k - 1- \ 1

S^)————^r—^-^-)-X >,T(/Z

/»==! (4^/1) 2 +4

on obtient la fonction RA(^) dont la valeur numérique ne surpasse pas
la limite

/••- m i

(R^^KA,^"" 4 oa /c.=i, 2 , . . . ^ ^=o, 1,2, . . . .

'y^e/fe y^^ sou la valeur de x satisfaisant à la condition .r><7,A étant
une constante fixe.

On démontre ce théorème à l'aide de la formule (I) du n'1 37 avant
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„; . égard à ce qae les sommesji". '" ' • •
„ , ç-^'nx ^
Jd7^——————J,+\ 3 ou À =0 ,1 , 2 , . . .

"=i (47r2/^^T"+'ï

décroissent, à mesure que la variable x croît inf iniment , plus vite
qu'aucune puissance de x.

39. En rappelant la formule (3) du n° 33 :

i.(")(^ = fx(^ c0^2 c) ̂* *'()n>(> (' ^

't—^ f ——— T ^^ /Y>/1"-~À

^^-^^(^T-^^)'
À:=0

on en conclut que la fonction numérique
/< '£ .r
^ (,J;—/^/•"

^(a?)==^-r(n)——^——
n>o

peut être représentée par la fonction analytique

/•^Yr^./U' ^ ( _ i ^ ,y.A-">.
/ [^(log^aC^+^^À)^^^

t /o t " ,̂0 t ' /

en vertu du théorème l, avec une erreur dont l'ordre ne surpasse pas
À- 1

celui de la fonction x1 4.
La fonction

ri^2!(iog<+2C)A
»/(•(

V,,/ iJ-'^ .r/•-)• /-Y /if2•+l^/.•4-9,}.+IVr>,Â-+•î7.-T\..(-î/,+S-3)
^^(-^-^-[.^i^3^!" ———————M—————

À=0 • "A==0
F —— T T / ,\-[

<» cos 4^ v^^ '+" "" ( À ~~A "~ ~ )
X^T(^)———————————|^-————<——

n^i , , Wn) 2 4



--. ^',.
SUR UNE FONCTION TRANSCENDANTE, ETC. - < > Ô t \ \ \ ) " y ' . - '

^ ,^" i ' î.• ^^V .1•^-':-
représente la fonction numérique 9^) avec une erreur d o n t llr&e - ̂ y^

k - ' " , 1 V^'-l .^'f'

ne surpasse pas celui de la fonction x î ' ' où m = o, i , 2, .... " ' ̂ k

II en résulte qu'en faisant m =/i + î, on obt ient la f o n c t i o n

f^' (r — ^V1 '^/ ,(^)== / ——_L(iog^+2C)^
t^o /l •

^(^-^[rl1!,^. , „.C„^+!(3^+^+l)(3Â•+2^-l)...(2/•+3-•,/.)
+2ip1 "/ A! (/,-/)! +-v lT^ —————————^,——-——————

1=0'

COsLiTÏ^+^î.-/,-^)

x$>(»)———————^————-Âaà • ' À-4- /, :i

(^H) ï + î

qu i jou i t de la propriété suivante :

La valeur numérique de la différence Q/^x) — ^/,(^') tend vers la
limite o à mesure que x croît infiniment,

Développement de la fonction r^x) en une série infinie.

40. Nous avons défini au n° 33 la fonc t ion r^x) par la f o r m u l e
suivante :

r» [^
(0 / 'o(^)=-|-T(^)--2 / g-(l)d£+- [g{^-x^ti}-g(-x-U}\idL

J y JQ

La seconde intégrale qui figure dans cette formule présente, comme
nous l'avons vu au n° 35, la l imi te .de la somme in f in i e

(2) j [ g - { ^ x + U ' } — g { — x — t i ) } l d t
^o

^limy^^^^^-^^P04"^4712^-2"^.p^o^d v / . 47^2/^

Considérons la somme i n f i n i e

Y / ^U^t—^+p^)
^w———^n———'
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D'après la formule ( I ) du n0 13, on aura

^TT2/^— .:r+ p/")
_.. ,________^ i———— 3<Ar e"4'"^^-^4-^

-. ^/TT [2 TT V^ ( — Ï4-P /' ) j ^-^/^-^-•po -+- 5- —— ——————————^
[ 2 71 \//A (— ̂  4- p ^,) | 2

OLI I 5'] < i * En vertu de cette égalité, on obtient

<•" i^^t^^"
n>N

/^————;.|-^, ^^//rr^ï'iîrn 3^ i î T ( / / . ' ),^(^rï+-p7) >T(^) —————^3, v —————^ ̂  ——
/">N (4^)4 l^r^^p^N^^^)'-

où 2rJ << ï , N étant un nombre positif, aussi grand que l'on voudra.
A l 'aide de la formule sommatoire ('A-) du n0 34, on obtient

,,— 4 7t \j tt ( --./' -I- p / )2__T(«)-—————5—
>N (47r 2 / / ) 4

F" »-»T[/< i-^-l-pt") p-4îC/N (-.r-+-F;)
==/ î:—————_(log<+2C)A-/•„(N) f f——————

'/N {WiY (^Nf

/> -" •v 'n; \/»N ( • •t' "t- p t i ^ /,» — 4 TC ^/ / 1 , -- ̂ •-+" p i )
4-/-i(N):l),————^——+ / r,(i)Ï)^——————rU,

(^TT^N)4 J^ {(\^tY

puisque l 'ordre de la fonction r^( /) ne surpasse pas celui de la fonc-
^

tion .t2 et que l'ordre de la fonction r ^ (^ ) , en vertu du théorème I
,t

du n° 38, ne surpasse pas celui de la fonction t ' ' et, par conséquent ,
on a

f> - u TÎ ^n~"^^çji) ' ^- •• .'* TC ^'TI^'TTÇT')
l'un /•„( /) -—————,— ==- o, lirn ri ( t) Di :—————,— ;
/-— {^fY t=iw (4rc^)4 '

: o.

En effectuant les différentiat ions dans l'égalité précédente, on
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trouve

„ ^-^.ïT^/U-^-t-p/)
>T(^)—————————^__

.>N (47T2^

/l30 y—'^^t {~x-+-0i) ^ — 4 T C v / A ! •,t '4-pi/)
= / t————_(log<+aC)^-/-«(N)-——————

"•'' ^tY W^Y

,. e-"^^^' rW(-^-+pO 3 l
— — l v / '•' /HT TN(4^N) 4 L ^N ^J

__ /lao ^-47rv^(-.r4-p/)
-^^•^(—.r+pî) 1 ri(^)————^———^

JN ' ^»'

.^ ,,4TCN/^(.-^+F7y ^ i /-<eo 47l^(-.r+p0/ ^ 0 . . / . • 4 7 C ^ ( . - ^ + F / ) ^ i /-<eo ^-47l^(-.r+p0
1^^+pl) r^t———————dt^————— r^——?
7T 'N ^ lÔC^TT 2 ) 4 1^ ^

.i/r(_^+p,)/ r,(^)^———————dt^————— r^——————dL
V ^ ^N ,t ,^/ , - r-2\4<Aï /T

En vertu de cette égalité, on peut poser

"- ,^'K^ri{-x+ûi) _ ^*a^ ^-".W^^.—c+FO

(4) Z.' '^)————————^^{^x+^i) r,(i)-———,———^4-^o(N,p),
n>N (4^^)4 JN ^

et la fonction §o(N,p) satisfera aux condit ions suivantes : quelque
petit que soit le nombre posi t i fs , pris arbitrairement, il est possible
de déterminer un nombre positif No, de manière que l'inégalité^ 0

f^\ 1 ^ / N(5 ) |<îo(N,p) <£

ait lieu tant q u e

(6) N > N , , a<x<b et o < [ p | < p o .

En vertu du théorème II du n° 38, on peut prêter à la fonction/ ' ,^)
la forme suivante :

/ 3^\
^ cos ( mi\/nt — — j ^

r,{t)^9^l^W————————__-4-3A^
n:=i {^n}^

où / > /o, 1 £') < i et A désigne une co-nstante fixe. L'égalité (4)» après
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la subst i tut ion de cette expression de la fonct ion r , (^) , peut s'écrire

-^ ç--W\jti (--.r-i-p/'i

/^ WnY

{ / 3^\
^ - ces ( 4T: \/nt — -,- ) ___

^:^_.^_^ ^T( /Z)———————-—^^^(-^FO-+o,(N,p)
. , ^ (4^^)^

où la fonct ion ^ (N,p ) satisfait aussi aux conditions (5) et (6).
Dans la formule obtenue il est permis d ' intervert ir le signe de

sommation avec le signe d ' intégration; il v iendra

^ g •••••- 4.Tt/rt("-.-l''-+-p/)
\r(n)——————

/ />N W'ZY

^ a^(^ ̂  4- p0 Y -̂ -L F ^-47r/7T~^7Iç^s ̂  ̂  ̂ ^ _ ^^ €u ̂  ̂  (N, p).

^(WnV^ ^ ^ ' t

En subs t i tuant le résultat obtenu dans la formule (3), on trouve

<-> i'c-'̂ 't,::1^"
/; > N

^(^^(^îrrpi)^-^^ re^^r^^cosf4^\/^-^^+ô.(N^
^(47T Î2n)4<• /N ^ 4^

où la fonction ^(N,?) sa t i s fa i t aux condit ions (5) et (6).
Considérons l'intégrale dé f in ie

F ^^Fp^cos (^\17Tt - ̂ \ ̂ .
J^ \ 4 / /

Cette intégrale peut s'écrire

f\^.^T=^pïïcos U T: ̂ t - 3^\€u

JN \ 4 / t
3TC/ 3'îT^'

^ g^L Ç^ Q-^ft^^x^^i^^ JL. î__L r' e-'^î^^x^i-^Ti)^.
2 ^ ^ 2 J^ ^ 3
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trouve

-^ ^-4TT t/rt ( —.r-t-p/ )

^r(n)-—————3—
/ ,>N (4'rc2^)4

/ ^-47r^(-a;-<-pi) (>^—47r ̂  {-X-+-ÇI) (0— 4 ÎC v/A i - .̂  -(- p ̂
-• '-————_(iog/+âC)^-7-o(N)~
^N ^/ o^t

jÏ ^^Û" 1 ^^ 1 "vv ' 0\^ / ;î
/N (/(.^Q1 (^.^N)4

^,--..4TC/?^^~rTpT) ^^TV^="^^p"Q 3 1~r , (N)
(^)f L \/N ^.

,__ ^a;> ç-^Tr/IFïÏ'pTJ
^^(—^-r p i ) r ^ ( t ) ———^———dt

•y M ' /»'

/ ' ^ r ^ , ,, ^- 4TC\/^(-^+F/y Q | /-'eo ^-47T;^(-.r4-pO
+4/^(^^.+p,)( ^(^^—————————L^^———1__^/ ^(^)^—————^—————^.

v 7r C/N ^ I6(4^)ïl;N ^

En vertu de cette égalité, on peut poser

«,- ^'K^n(-x^i) _ ^ao ^-.W^.—c+FO
(4) \^, ,)——————__=^^(_^+p,)^ r,(l.)————,———^+^(N,p),

ON (47W JN ^

et la fonction âo (N,p ) satisfera aux condit ions suivantes : quelque
petit que soit le nombre posi t i fs , pris arbitrairement, il est possible
de déterminer un nombre positif No, de manière que l'inégalité

( 5 ) | c î o ( N , p ) | < £

ait lieu tant q u e

(6) N>N, j , a<,x<b et o < [ p | < p o .

En vertu du théorème II du n° 38, on peut prêter à la fonction r,(t)
la forme suivante :

/ 3TC\
^ COS ( 47TV/^ -- —— \ ^

r,(t)^9^t1^^)——————————4-3A^
{^nf

où t > /(p £•! < i e tA désigne une co-nstante fixe. L'égalité (4), après
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En vertu de l'égalité (8), on peut poser

(o) ( e-^^17^^ cos (^\/~rU— ^1:Y•~£•=^-=Ly
J/ J^ \ 4 / t ^N ^

où ] S" [ <^ i et [ n — x \ ̂  a.
En partageant en trois par t ies la somme in f i n i e qui figure dans la

seconde partie de l 'égalité (7), on obtient

( 1 0 )

/; :- .1" — ff. n ',-:• x •+ aoo — —

^/('o^ 2 •^»)+ .S J'w^ 2< •lwS7^1^ 2 /(/l)+ 2 ^(7l)+ 2 ^"^
n -= 1 « > 0 // .> jr' ••- a n > ,y •+• a

où l'on a mis, pour abréger,
f \ ^w ___ / __ -r ( n ) 37T\ ̂rj7':1^ 1 ^-.-4^ ^ .-+-pQ ç.Qs ^ ̂  ̂ /,^ _ tfW-
r*\i^N \(^^n)^^

En vertu de l 'égalité (9), il v i en t

// ̂  .r — a
i A ^ 'ï'(^)I;/'»^^^

« > 0 ' n > 0

et il en résulte

^ ^ (4^^
2 A")

/ï>.r+ a

J(__ A ^ T(/Z"^
^/N TT ̂  _ ^ ^
T ^>.r+a Vl7'" / v /

T/(»)+ 2/(»)<^^^i,,V N ^ (4^)^» .> o /2 ^> .r "+- a

donc, l'égalité (10) peut s'écrire

T(/Q
S-^ f.-^-^^cos^.^- ̂ V
^(^Tr'-n)4^ \ 4 / <2

37r\^
4';T

/7^.r-+-a

v T( /^) f°y T( /^) r
.'̂  / / . »T2 „ \T t/\-

3îr\^ „ A ^Cf)
- „ -ï e-^T-^ÏÏ COS 4 TT \/^ - —— - + S ———. ——^

.^-.(./i^n)1^ v- 4 ̂  ^ (4^)î

où J ^ K I .
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En substituant le résultat obtenu dans l'égalité (7), on peut poser

(•Qi^/(ii) y^'^^z^.p1!
4 TT^ n

n > N
n^.r-i-a

^.)t(^Tp^ ^ _[̂ L fM^W^^Teosf4.^-~^^-.o(N,p),
^.r-aO^/l)41^ ^ ^ / ^

et la fonct ion S (N,p) satisfera aux condit ions

( 1 2 ) o ' ( N , p ) | < £ t a n t q u e N > N o , a<x<b et o < | p | < p o .

41. Supposons, en premier l ieu , que Pon ai t attribué à la variable x
une valeur positive quelconque qui n'est pas un nombre entier: on
peut déterminer, dans ce cas, la constante a de manière qu 'aucun
nombre entier n ne satisfasse aux condi t ions

x — y. < n^ x 4- a.

La formule (i ï) prend, dans ce cas, la forme

(.3) i^^^'^^r^'^^N,?);
/î>N

i l en résulte, à cause de (12), que le? sommes infinies

i^^^^ëf'1^ et i^^^4712^^^^.
"=Ï /!=!

dans le cas considéré, tendent vers des l imites fixes quand la variable
positive p décroît infiniment.

En partageant la somme infinie

Vr(n) ̂ l47^^ x + p0 4-gl47r2/^(- ̂ - pQ
Àsd L^nni=i
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en deux parties

V - ( \ £14^ n (•— x -4- p Q -h £14T^ ̂  (•-- ̂  — p O^ ,^zj , ^ ^

/^N
— Y / ^ ^1 4 ̂ 2 /Z (— ̂  -1- p Z ) 4- gi 4 TT2 7Z (— ^t — p /)
-~ 2^ r { n ) —————————^r^—————————

n -= 1

^ ^4'7T2^(—^•+- p0 + Çi^Tr 2^^—^— p^)
"+" ^J s- -/ ——————————————————/——5——————————————————— î

"̂™ q TC" ̂
" > N

on obtient

<»
l îm V-r/ /^ ^/i^^C—^'-i- p0-+- E^^rcvin(— .T — pQ

^ i T ^ ^ """""——————————/'"—-"-—"——————————
p-.-o^^ ATT ' / l

n^\

/ /$?<

^V^^)]^^!!71^^^
Ari p^, ^Tî:2^ v /

la fonct ion 5(N), à cause de (12), vérifie l ' inégal i té

( ï4 ) | a ( N ) | <; SSÊ à condition que N > N'o.

En observant que

r .. ^i^^2/^— x -4- p A ) •4- Çi^.^2 '^— ^ — p Q _ 'ï}\ {^Tt1 nx){Y{\\ - . _ — ^ — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — —— ^ ————_-.—_y«,-———— y
p = o 4^ ^ 4^ ^

on trouve

li m V T r /i ') ̂ lA7 !̂̂ ^0^^
p^O^Bt v / ' 4^2^

n •s.i

^
^ . . rji (47T2^.^) ' \ / ^ r v

-l27^) 4^^ --^^ .
7Ï=1

et puisque, à cause de (i4)?

l i m 5 ( N ) = = o ,
N=<"
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on trouve, en faisant N == oc,

n^y^^ î̂ ^^- îĵ ji!^^
p,,o^ v / ^r^n J-ri v ; 47^

/;=-! /?=!

42. Considérons main tenan t le cas q u i offre le plus de di f f icul tés :
la variable x est un nombre en t i e r posi t i f .

Dans ce cas, la formule (n) d e v i e n t

V,/ , .U^(-^+p^
^w———4^——
;t>X

= (a TT) ̂  (v/^^T^-)7-'̂ - f " e ^/^"^pîy cos f^ T: ̂ Tl - ̂  ) ̂  + § (N, p).
(4TCÏa•)w^• v 4 / -

En supposant que la variable p soit posit ive, on peut écrire

wi^^^
";>N

^^(i/^,±^\ r^-4^.T=ï^eosf4^V^~^)^+ô(N\^
STT \V -r I Jy \ 4 1 i

Considérons l ' intégrale dé f in ie
r^ ———— / /— ?j7i:\d£

rf ^-471^ (--.r±^) ç^s / ̂  ̂ ^ _ \ __

fc/ \ * v •4 /

cette intégrale peut s'écrire
/•» oo ________ /• __ '>—.\ ///

^ ^-4'îT/7T~SpT) cos ( 4 TT ^sTt —- -~ ) —
Jis' \ . ^ / t

9'Kl _ 37t_;

^ e___ÎL. F00 ̂ -47T/7(/ -.rAp/dr/^) ̂  4, ê___î_ / ^-.W/n/^îpTylv/ï)^.

2 ^ 1 ^ 2 ^ ^

lin observantque
/•« . ___ /y/

, ^ y-^t^-x^i^i^Z.-.

^N ^

=_âC-logN-2Iog47T(^^"ï±p7•q=/v/^)+ f (i-^^(/^Sp?^/J-))^
Jo
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et

f (I - ̂ W-^PVÎ)) ̂  ̂  ̂ ^N 8 ̂ '̂±77 q= , ̂  ),

^0 '

où [£4 <; î , on trouve

C M Q-^t (/=Sp^- fâ dt^ • ^ __ ^_ __
^—2C—IogN—2log47^(v / ~^^p^^V^)+%\ /N8Tr(v / —^±:p^q= ^V^)'

D'autre part, on à

4- i.?lî'
f__L. Ç\~^W~=x^±i^dt. ̂  __ ______J^^_____._ ,

2 J^ Ï- ^/N 27T(\/—.^±p^±^\/.r)/ N l' \ / ' ^ ^rc\y—.^rnp^ 3= i \ / x ^

où ) 5J <; i ; donc, il vient

c i6) r^-'-^i^^cos^^^-^
JN \ 4 / ^

3 7Ï -t;̂-̂ -

~=.^— [~aC—logN—2log4^(vr: :^ï7^^^V^)'^%^N8^
3 7Ï -t

^-r
9-

+ '
/N ï^(\/—x±pi± l\/x)

Puisque

. — — — — ^ «. ±:4.7rp^ , , f.\ TT
log4^(v-^±p?T^^)=log-v====^^

V — ^ ^ p ^ ^ h ^ V ^ y^qrp^+y^

et
^/— ̂  ±: p ̂  q= ^ \jx :

^ rp p (, 4- \/^

on peut mettre l'égalité (16) sous la forme suivante :

f ^^^Sp77cosf47r\/^-^^
^N \ ^ ,7 ^•'N

3 T C /

^ k l .r. ,-.T ^ 3 7 :

3 T C /
4 / ^^ \ ^

— -2C~- lOgN-2lOg"^-2 lOgp -+- -——T,——4-Ôo(p ) ,! \ VA; / ^TryN^
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où j & | < i et la fonction §o(p) satisfait à la condit ion

] im^(p)= :o .p = o

lin subst i tuant le résultat obtenu dans l'égalité ( î5 ) , on trouve

P u i s q u e

^/-^.^.^•^y^,
il v i en t

i——+0o(p) +ô(N,^.
47T\/N^ J

s 5

p^Y ±ii-?</ oA'i ± r- ==6- 4 f i n : — ! ,^-^•)--
et l 'on peut poser

V-^iO-^'-^
où le module de A ne surpasse pas une constante fixe; donc l'éga-
l i té (17) peut s'écrire

\T(n} ^47^(-^±p/)
^ ' ' (\^n
/C>N r1 ^^i

-•^(^.^ ^ i ( ^ ^ ^ ^=T-^(e:t^-Ap) '——f-.C-logN-.log^-.logp'L 2 \ ^ }

+———+o,(p) +o(N,p).
47i\/N,r J
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En vertu de cette égalité, on p e u t poser

(,8) y^^î^-K±pi}
v / jaJ ' / [{^ n

/î>N _
'"- <" T ") /' /N \

^^i——-[ C+ log-27ri/-:4-logp ) -4-- r3(p) -ho(N, p),
'.î TT v y 'y-' /

où la fonction S(iN, p) satisfait aux conditions (12 ) et

l imô(p) =: o.
p~:o

A inesure que la variable p décroît infiniment, le module de la
somme infinie

V r ( n } ^'A7^^( ~ ̂ J^^l
Â»À { î ' ^^n
n.-1

croit i n f i n i l n e n t , en ver tu de l 'égalité (18). En prenan t la somme

x^ , , £.l/|'7r2n^—,r±:p^) . . Tf.z") ,^(,,) .^-^^__r_2 ±, ̂  iogp,
n —. 1

on obt ien t la fonc t ion de la variable p q u i tend vers une l im i t e fixe
quand p décroît i n f i n i m e n t .

Désignons, en ve r tu de l ' égal i té (18),

i-^^^r'^-^O^10^^!^10^)4-^^^^^'
n>N

^̂ Iliji!̂ ^̂  ^^lo^.i/J^logp)-^ô,(p)-.^(N,p).
/î>N

• E n faisant la somme de ces égalités, on obt ien t

^ / . 'i^^n(—x'^r0t) -^'E^^nÇ—x—pi) „ , ^ , , „ ,„. , ^ / — ,
^W-———•———^T-————-————i—=âotp)+Ol(p)^rîo(^.p)+OlCN,p),

'—™*~ i\ 7l» '»'
n>ÎS , , .
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et il en résulte

^^^^^^^^^"^^^^'^^'^""^""^^^N).
n > N

où la fonction §(N) satisfait, à cause de (12), aux condi t ions

| â ( N ) ] < 2 £ tant que N > N.

I l en résulte
l imô(N)=:o ,

N = = 0 0

et en faisant N = =o, on obtient l'égalité

li^VrÇ^MZEl^^^
p =-„ o "̂̂  4 7^/^ ^"^ 4 7T2 //

/'' •== l ^ = l

qui subsiste donc, quelle que soit la valeur positive de la variable x.

43. En substituant le résultat obtenu dans la formule (2), on
trouve

00

C r / < - \ / ^-\-i ' 7^ V / \ "/} i(47T2^^')J [^( _ ̂  4. ̂ ) ̂  ̂ (_ œ „ ̂ )] ^ ̂  ̂ J^^) -J-,'^^ / -

/ï==l

En vertu de (i), on obtient

/»(.)^^(.•)-.r,y(o^•4-j;.T(/^)ïl^^r),
J y. '""- 4 /l l i

n == 1

et puisque

y-^,. =i,(,.)̂ ,̂
•v n == 1

il vient
i / \ V / .n\{Wnx)—'^{^nx)(19) ro(^)==i-T(^)-l-^2T(^)—————^,^—————--

^==1

A Faide de la formule (I) du n0 13 et de la formule (II) du n° 14,
Ann. Éc. Norm,, (3), XXÏ. —- NOVEMBRE 1904. 65
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on peut développer la fonct ion r^x) en une autre série in f in ie

„ i j / /—— 7T // ! N
-'' i ). / i , s / i ^ /o ^ w cos 4^V / L^ Ï~^-~- ).——( i i .j.^^^+a^y^-^^^^l^'^^^y^ L ' .̂ ^

•—— 3'" À ! •*î  ^ • , ' t

À=|I ,,=i (.'iTr''»)2 '•

-.^J4^±iK^^^^^ j^^
5,=u a " ,,-i (^/t)'"1'1

+ sa^J^^ '̂l̂ ^r^J; T( / t). ,
^(.^/i)2^

- ^^J"^"^^^^-^^
/ '^l ( ^ T T 2 / ^ ) 2 ' '

où - i < S < i, o < s < ï et rï i , ̂  i.

Sur les valeurs approchées de la fonction /"o(,r).

i. TiïÉopiÈME. — En posant/ /. rp
il. i.llVAJ\\

^^(.^oo-.hj^) v-.̂ tl- '̂K'-i'.î ̂ n
2 \ î ïyr(,^,.-;-^-^.^; -r:&v^ ,̂.</- - ———^^.———^Tw—"'———r~'r, J^ i4(aÂ4-r)(^~i)...(3-.)0^ . . ^V^+, A~J

r,(^)-=:^(.r) +2^^.^ ^ ^———^l^-^J:————^^)——I-————,^^——dl^^
^=0 .=1 (47T3^)2""^

on aura la fonction R(,(^) ^o/U la valeur numérù/ue ne su
pan, à condition c/ue ,v ̂ >a, la limite

ï ///
[ R o ( ^ ) <A^4'"^

A étant une constante fixe,

On démontrera aisément le théorème énoncé à l'aide de la for-
mule^dun^S.

En rappelant la formule (3) du n° 33 :
«<^ 1 ! !

/..r

^T(/I)= J ( log^+2C)^+^(o)+ro(.r) ,
n>Q 'l)
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on, a u t r e m e n t ,

n ^,r

^T(^)=.2-(10^^-2C-l)-r{+^(.r),

// .> 0

on en c o n c l u t que la fonct ion numér ique

n^r

9o W'^^W
/?>()

peut être représentée par la f o n c t i o n

•r ( lo^.r 4- ^ C — i) + ̂  4- ̂  T(^)
l t l w i i / . / - , . , / , , /, ,. °° ces 4^i//I^+^[// / /w l i / . / -, .f . . /. ., 00 ces 4^v / / /2•+- / .—-/^^ •-•?^±î)l2^ v,(,) J___A_;J,
^ ^-^À! ABi ^i+ï_ ^.uTt——— ̂ fc w ————rr
},=« ^=1 (^nf 4

o u m = i , 2, * . . avec u n e e r reur dont l'ordre ne surpasse pas c e l u ii ///
de la f o n c t i o n ;r4 2 .

Il en résul te qu 'en f a i s an t 772 = ï , on ob t ien t la fonc t i on

/ — -\
^ os ces ;,i7r\//^.2'— ̂

^(^)^^(10S^+^C~-I ; )+ i+ iT(^)+^7I^VT(^)———^——————.——^

(^nf
qui jouit de la propriété suivapte :

La valeur numérique de la différence Ço(.^) — ^o(^) len(l• vers ^
limile o a mesure que la variable x croît infiniment.
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SECTION Y.
FORMULE SOMMATOIRE GÉNÉRALISÉE SOUS UNE FORME NOUVELLE.

Étude de la convergence de la série infime ^T( /Z) ' 4 .̂  -—
« ::::•: i

45. TliÉORÈMis I. — La série infime

V ̂ ^̂ îli.IEl̂
Z^^ [^nfuw (,^n
n :==1

est uniformément convergente dans chaque intervalle m + a <^ ̂  <^ w + [^
m étant un nombre entier positif quelconque ou zéro, et a et ^ deux
fractions positives, prises arbitrairement.

Considérons la somme inf in ie

y ( .\ ̂ \(f\^^^^)
^T( /À)

w > N
^n

N étant un nombre pos i t i f aussi grand que l'on voudra.
En vertu de la formule (II) du n° 14, on aura

I f " O

r^ ( 4 Te2 ̂  ,r ) =: ^/TC (2 TT \//z x ) cos ( 4- TÎ" \1 nx — -,- j -+• S'o ^——/"^^ ?
L \ •LI y 0 2; TT y /•/- ff-'

— 1 < % < I ;
il en résulte

/ —— 7^
, r ^ \ i w COS ^ V / Z ^ — T

L1^^..^^t(^2/^) ^./ZJ^^.^ \ ' , 4,c> ;^»)-^=^;S'(»)^^ / r^n - v — ^^"/ v 3
n>N »>X (.'i^/l)4

l̂ -̂Ii.̂  (-,<&<,).
l6^\,>^ (47^/1)^
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A l'aide de la formule sommatoire (^) du n0 3-i, on obt ient
00 cos ̂ 4T:\/nx— j

^———r^ON (47T-/?- )

cos ( 4 71^- !r) c o s ( 4 7 : \ / N ^ — ^ )
——^————__iZ(lo^+2C)^-r,(N)——^——————1

(4^0' (^^N)7

cos^^/Nï--^') ^ cosf4îr</^—^)
+r,(N)I),——v——————"-+ / ^(^)^——-^————r-^-

(./i^N)1 ^ ( ^ T T 2 ^ ) 4

lin effectuant les différent iat ions et en substi tuant dans la seconde
intégrale qui figure dans cette égalité l'expression de la fonction r^l}
obtenue au n° 38 :

__ .} °° cos ( 4 ̂  \/^ — — ) ,
r,(t) ̂  2^^' V T(^) ——^————^—L^+3A^

.=1 (47T 2^) 4

on peu t poser

' COS i (\v. ̂ Trix — - )
^(^—A____iZ(^ Z^^)

//>N (47^2 /^)4

/ / /— 37r\3 /»» co cos 47r \ra — —-
——^^ ^W———————^cos^^-^t+âotN,.1),

^ —— (4^,,)-. ^ 4/ ^

et la fonction §o(N, ^) vérifiera l'inégalité
(3) | (îo(N,.r) | <£ à condition que N > No et a < ^ < & ,

£ é t a n t un nombre positif aussi pet i t que l'on voudra.
En introduisant un nombre positif T, aussi grand que l'on voudra,

on aura
/ 3TC\

/.» Qo cos 477 v7^' — — / , ,
(4) /. ^r(n)————————-i^cos^^-î^

•/N ,^> (^^ft)"4 ' v 4 / ^
/ S \

'̂ <» COS ( 4.77 V //^— —T) , ' ,

=Iimr^(.)————————-Zcos(W^-?)t
T=^N .̂ (^^)ï \ 4.V t
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et pu i sque
T,cos(4îr^-^) / ^
\ ——.;—————,——'— CQS 4.7Î V/^ — T -

k^ (4^ ^ v ^
^ ^) ^ ff /— ^A / / /"7 3^\^^ ̂  —L_, 1 ces 4^ V'^^ ~~' 7 cos ( (^^\JU — - r i - . ?
n^^nY^ \ 4/ v ' / '

i l viendra, à cause de (2) et (4)»

/ / /— ^•/- COS L\7: ^ l ' I X — - .y,(/,)-A——_i2
^ (•'iii2")1'

-^- -.̂ .rlim V-^^-.- f'cos (^ ̂ t- ̂  cos f47r^ - iî') ̂  + ô,, ( N, ,r).
T-^(47r2»)ï^ < ^ V [ l / (

En verta de (i), on peut poser

,,, ̂ i.)̂
/ î>N

=-(271)^^ lirnV^^-r /' œs(4^v /.^-^)cos(/l7rv //^~^)-+Ol(N
T=IM.=l(47^2^)f<^ v / v /

et la fonct ion ^ (N, x) satisfera aux condi t ions (3).
En observant que

/>T / ,— TT \ /, /— 37T\^
/ COS 4 7T V^ t — T COS 4 7T \//^ -. -- —

,7^ \ 4 / \ 4 / ('

i / t l ,~ / /- i-\dL ï C^ • f r( r / - \ d l
-^ _ „ \ cos4Tr ̂  (v-^ + v^) -7 -^ - f m\Wt\\fx — ̂ /^ —7

a JN ' 2 ^N '

on trouve

(6) iim V-^ r'cosÛW^-^^^^-y)^
^^(^/i)'''^ ' /

^_l lim v_^L fTcosW<(^•+\/»)^
3ï=\A(47r2rt)^^

co T
ï . yi ^(^} 0 • f r / /— i-\ci£-— lim ^. -—-—^ ^ sin47r\/UV^ -^)~.
^-^(4^^^ 1
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A Faide de la formule
319

(7) ~-\ f cos47r^(^-^)^=———J (±
l ^(v^+^OWN VÏ" ^N v 'ir.\ y .Z-

où — i <^ &o <^ T , on obt ient

as ?»•<
î vi ï(^) /^ / /-/ /—• /-. dt

"~ ; JL — — ^ î î / cos4 7r ̂  (^> + V^) -7-
^^(^TT2^^^ i

T-(^)-w
,/T / Z^

< .71 ̂ N ^ry^^^^f^+^"
c( , à plus forte raison,

ï ̂  ^(n) r 1 f r / /- i-\dt ^(1)
;2 r f——————^/ COs4.7T\/^(^-h-\/^)-- <————;,^^^H^ ^r.- '̂  / /: ^-2 ,, ̂  ^•M & / /. —2 \ 4
^1(4^/0^

En vertu de l'égalité obtenue, on peut poser

(8) l l imS--J^f^s^v/ï(v/-+^)^=^-^
3 T=°!' '"— tf.^-t^\iJv t ^ / N / / _ 5 \ ï

< ^ (4,.)-l„^^( /^7T2 ra)4 • yN

où — i < 5 •< î .
Prenons main tenant une fraction positive quelconque p et considé-

rons l'intégrale définie

— - f si n 4. TT \/'ïÇ\/x — \/n ) —
^ (-/M ^

en supposant que [ x — n[ï p.
En observant que

— - i sir^^V^Cv^—\/n)—=:
2 ^/^ ^̂ " " 2 7 ; (^ — v/'/ï) \v/N v/T^

< '̂  "+• \1 X 4- p

et

\/̂ ." — \//'

fJL... ̂
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1 /•T / - / / - / - \^ ^ + ̂ .'̂ rp / l , ï \
^f sin^W-^ <——TÎF——^+^

donc, on peut poser

(9)
i r^ ' /- / /- /- \ cU ^ x 4- \/.y •+ p / ï ï

~-U ^4.^(^-^OT=^-4^(^^^
on — i < & < i et [ x — ^ [ ^ p.

lîn partageant la somme infinie

,-\dt
_ L ̂ ^-n- Ç sin47r^(^-^)y

^^//1^.^</N '"^(^^/-O^^

en trois parties, d'après les conditions

o -< n ï x — p,
^—p<;7^^-+-p,
.-y -4- p < n^ oc,

on aura, à cause de (9),

^ (af^LV^iL f smW^-^
^^C^.^/O1^

/î^.r-t-p

-c, •î±^±P^-L+—^^(i)-iV -^- f\\n^(^-^,y-11,-^ ^ ^+^)^ \zl.,^j-
où — i < S,, < i ; il en résulte

^ _'.,im|V-^ f\\n^W-^
2T-„-(47^'n)^N

//S-.r-i-p

. ^ X -+• V/^ •+-7 ^('t) ! V ....̂ (̂ .l-^iii^^iv ^^rsin4^?(^--^)^
'̂ P / / - .%\T <2i ,'""" / r. ^•ï ^ \ï «^N •^/N ^p ^^^ 2„>."-p(^^)w"

En vertu de (8) et (10) on peut prêter à l'égalité (6) la forme sui-
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vante :

^S-^ rcos^^-^cos^^--^^
" /^(^TT2^)4^' v 4/ v ^ ^

n ̂  -r -+- F

„ A t v T(^) r00 . , /-/ /- !-\dt
'-"7^~^ 2é ————ï sin47r^(v/.2--^)-,

VN ^^..-^WnY^ " ^

où la variable A ne surpasse pas, en valeur numérique, une limite
fixe à condi t ion que a<^x<^ b et p o < p < < i.

lin subst i tuant le résultat obtenu dans la formule (5), on peut
écrire

(,„ i.(»)î^>
/ />N

// ̂  ,r -+- p

-2^V ^ -^i^rsin4^^(^_^^^^^^^
.>..-..p(^2^)'ÎJN ^

et la fonction S(N, ̂ ) vérifiera l'inégalité

( i 3 ) | â ( N , ^ ) [ < £ à condition que N > N o , a < . : y < ^ et p o < p < i ,

£ étant un nombre positif, pris arbitrairement.
Ces préliminaires posés, supposons que la valeur de x satisfasse

aux condi t ions

( f s ) . m 4-a<.'r;<m+(3,

m étant un nombre positif ou zéro et a et p deux fractions positives
données. On peut, dans ce cas, déterminer une fraction positive p de
manière qu'aucun nombre entier n ne vérifie les inégalités

m -4- a — p < n < m -4- (3 + p ;

on aura alors, identiquement,

//,$.r4-pl; -^^rsm4^^-^:4'=o.
^.r-p^Tr'ra:)''"-'1 "

Ann. Éc, Norm., (3), XX[. — DscEMBaB 1904, 66
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tant que la variable x satisfera aux conditions (i3), et , en vertu
de (n), il vient

i'(»)'̂ ^=»(N,«,
/?,>N

A cause de (12), on aura l ' inégalité

1 1 » i^i"^ <'•
n > N

qu i subsiste à condi t ion que

N > No et m -4- a < x < n -+- (3,

ce qui démontre le théorème énoncé.

46. THÉORÈME II. — La convergence de la série infinie

c" . i-c"^^
/issi

est à variation limitée dans chaque intervalle fini a <^ x <^ h où a ̂ > o.

La somme i n f i n i e (i5) représente, comme nous l'avons vu au n° 43,
u n e fonction n u m é r i q u e qu i passe brusquement d 'une valeur à une
autre dans le voisinage des valeurs entières positives de la variable x^
pour cette cause,, la convergence de la série considérée ne peut être
uniforme dans chaque intervalle f in i* Cette série joui t d'une propriété
importante , à savoir :

La valeur numérique de la somme

J;"»)"̂
. n>N !

ne surpasse pas une limite fixe, quelle que soit la valeur attribuée à N
quand la 'Dateur de x est comprise entre les limites données a <^ x. <^ h.
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En vertu de cette propriété de la série infinie (i5), on peut dire
que la convergence de cette série est à variation limitée.

Le théorème énoncé est une conséquence immédiate de la for-
•mule (i i), puisque la valeur numérique de l'intégrale définie

j sin^V^^' — V^O '~
^N '

ne surpasse pas une limite fixe, quelle que soit la valeur de N; c'est
ce qu'on vérifie sans peine.

Nouvelle forme de la formule sommatoire généralisée.

47. Nous avons vu au n° 25 que la somme

n-^b

2^)^)
n>a

peut être représentée par l'intégrale définie

n^b ^b

(i) y^r(n)f(n)=f f^d^W,
*'ltn^>a

prise dans le sens de Stieltjes, où l'on a mis

^
(a) ^^.S7^-

^

:~-^r^^j

/î>0

La formule (ï) subsiste à condition que la fonction f{x} soit con-
t inue dans l'intervalle a <; x << &.

De la même manière, on démontrera que l'intégrale définie

^
| o^dfW

J ii
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a aussi un sens et que deux intégrales
^ ^

/ /(.2-)^9(,r) et / Q{x}dj\x}
^ ii Ja

sont liées par la relation

^ .//
/ /( .r)J9(.r)=:9(6)/(À)-y(a)/(a)-^ o(x) df(^).

J ( i Jn

En vertu de (i) , on aura

n<h
^

(3) 2^ /Q/(^) r : :=9(^)/(^)-?(^)/(^)-/ ^x}dj\x\
n>a ^t

Nous avons défini au n0 33 la fonction ^(o?) par la formule

ii '.^. x
/•n'y

y7(/0=^ (logf+aO^+Ç^o)-^/-,^^);
^O/<^0

donc, à1 cause de (2), on aura

( 4 ) 7(^)•r=J;•(log.z f"+• a C — i ) 4- •1-+- ro(^).

En sut)sti tuant cette expression de la fonction ç(^) dans l'intégrale
r1>
\ ^ Ç x ' ) d f ( x ) , on obtient

^J> ^h ^h

J Q ( ^ ) d f ( x ) ^ [ ^ ( l o g ^ ^ - a C — i)-^{]rf / ( ,y)4- ^ r ^ x ) d f { x ) ,
Ja J a ^ i i

et l'intégration par parties donne

„//
\ ^{x}df{x) == [6(log^ + 2C - i) 4- ï] /( &) - [a(lôga -4- 26 — ï) + 1.] /(a)

*" n ^ /-.?'
— / /(^)(log.r -+-2C)ûte-4-f ro(^)rf/(.c).
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En substituant le résultat obtenu dans la formule (3), on obtient, à
cause de (4),

n^h
^ ^

(5 ) ^WfW= fW(\O^^^C)d.v^r,(b)f{b)--r,(a)f(a)- r^)df(^).
'̂ "̂  Jf, t>a
//>«

Cette formule subsiste à la seule condition que la fonction f(x)
soit con t inue dans l 'intervalle a < x < b.

4<S. Supposons, de plus, que la fonction f(x) ait dans l'intervalle
a<^"< b un nombre limité de maxima et de minima.

En développant la fonction r^Çx) en série obtenue au n° 43, on
peut poser

/ , i / . , ̂  / ^^(Wnœ)—^^^^) _ ^p^ , , ^,
/ t(,(^)= ^T(^)+^3T(^)————————^^———————— -4-K(^,1\)

n ==1

oii.
,„, ,,/ „, ^ / •r\^^n.x')—''^{^rix}
( 6 ) ï< (^ N^) •^^ 2 T ( n ) —————^^————— •

//>N

En vertu de la propriété (2) (n° 24) des intégrales déf inies de.
Stieltjes, on déduit de l'égalité précédente la formule su ivan te :

^
< r,{x)df(x}
fl

.= ̂ ^(,)^(,,)+nf^(^y'/l•/)ii4^^^^ N).//(..).
<l n =: 1 f{

Comme la fonction r(^) a la valeur zéro chaque fois que la valeur
de x n'est pas un nombre ent ier positif, on aura

^
/ T(^)<V(^)=0,

J((

et l'égalité précédente devient

(7) ^^^rf/^^'f^^'^^^7'-^^4^^"^/^
Al==l "
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Le reste de cette série

r1'\ R(x,-N)df^)
v (l

tend vers la l imi t e zéro à mesure que N croît i ndé f in imen t .
Pour le démontrer, désignons par n^ /^, ..., n/^^ tous les nombres

entiers satisfaisant aux conditions

a < n^ < r^ < .. . < n/,^ < b,

puis prenons un nombre positif p, aussi peti t que l'on voudra, et par-
tageons l 'intervalle (a, b) en des intervalles suivants :

( < ^ a - 4 " p ) , (â!+p, ^ i—p) , ( ^ i — p ^ i ) , ( / / i , / / . i + p ) , . . . ,

(/1/,^1-i-p, ^ — p ) , ( ^ — p , ^).

Kn supposant que la fonction /(.^) ne possède dans l ' intervalle (a, A)
qu 'un nombre l imité de maxima et de min ima, on peut déterminer un
nombre positif p de manière que la fonct ion f{x) varie dans le même
sens entre les limites de chaque intervalle

(a, a+p), (^i—p, ^i), (/h, ^i4-p), ..., (^-i, ^/,-i-h p), (^~p, ^).

En désignant a == /?/(, et b == /z/^ on peut présenter le reste de la for-
mule (7) soos la forme su ivante :

^
J lH.:r,N)</(.z1)

'•' a

^ i rV"? r^i"^ /^"ui
"^ / R(.^N)^/(.r)+J R(,r/N)^/(^)^/ K(,r,N)rf/(^)

À - O ' " ^ ) . V-P ^-À-H-P

Considérons l ' intégrale déf in ie

^,.H-P

(9) < R(^,N)^/(;y) où Â=o, î , a, .... Â--Ï.
-\+p

Quelque petit que soit le nombre positif £, pris arbitrairement, on
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peut toujours déterminer un nombre N^ de manière que l ' inégalité

(10) ; R ( ^ N ) [ < £

ait l ieu à condi t ion que

( i ï ) N > N > . et ^ ) . - h p < ^ < / r ^ i — p ( À = = o , i, 2, . . . , Â - — I ) .

En effe t , nous avons démontré au n° 45 que la série infinie

i"")"^r(n^ . —
1 ' U^/l

n--=ï

est un i fo rmément convergente dans le domaine/?^ -h p ^^^^i+i — p,
où o <^ p <^ i; d 'autre part, la série infinie

y,(^ii(4^^,
^^-^T—5

/; ."= i
en vertu des propriétés de la fonction Si(^) démontrées au n° 13, est
un i formément convergente dans chaque intervalle a<^x<^h où a^>o,
i l en résulte que la série in f in ie

^ -n^^nx) — '^(^^-nx)
7, ̂ (n)——————————— ?^—ri , L{'K~ yi

n == 1

est un i fo rmément convergente dans l ' intervalle n^-^ç^x^n^^ — p ;
donc, à cause de (6), la fonction R(.z?, N) sa t is fa i t aux condit ions (10)
e t (n) .

En observant que la fonctionna?) ne possède qu 'un nombre l imité
de maxima et de minima dans l'intervalle (/2>., ^).+.i), on peut déter-
miner une constante positive A^ qui ne dépend pas de p de man iè re
que l ' inégal i té

/•^r-P
y R(^N)û?/(^) <MA>.
\^y

ait lieu, M étant la limite supérieure des valeurs numér iques de la
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fonction R(.r, N) dans l ' intervalle (/^-(-p, n^^ — p) ; on en conclut
que la valeur numér ique de l'intégrale définie (9) vérifie, à cause
de (10) et (i i), l ' inégal i té

^^-P

î) f M'1 R(^N)^/(.r) <£Â), (Â-=o, 1 , 2 , ...,/.-i).( 1 2 )
<>' ...... n^ -p

Considérons main tenant deux intégrales définies

f À R( .y ,N)^/ (^) et ( ^ R(^,N)^/( . r) (À=o, i, 2,..., A—i).
-\ "^-H-P

En vertu du théorème II du n0 46, la fonction R(,%\ N) vér i f ie l 'iné-
galité

(i3) R(,2', N) [ <; Sî ù condition que a -< x <^ h y

B étant une constante fixe.
Puisque la fonction f(^) varie dans le môme sens dans l ' in terval le

(/^,/?.),4- p) et aussi dans l 'intervalle Ç/ï^^ — p, ^>,^,), on, aura les iné-
galités

..// 4-p

( À R(..r,N)</(^) <B /(^4-p)-/(/n)
^//^

et

f î'-" B(,z',N)^/(a;) <B|/(rt),-n)-/(/î>,^-p)f.
J „ ...... r,

lîn observant que la fonc t ion f ( ^ ) est continue dans les intervalles
(n^ /?}.-+- p) et (^K -- p, /^i), on peut supposer que le nombre po-
sitif p soit choisi de manière que les inégalités

1./( m. 4- p ) --/( n\ ) | < Y] et [ /( /̂ ..H ) — /( n\^ — p ) 1 < TJ

aient lieu, y] étant un nombre positif, aussi petit que l'on voudra.
En vertu des inégalités précédentes, il vient

•> w. 4- p

(i^,) f '• H(^N)rf/(^)
*- / /

.^N)rf/(.r) <rjB e
|^^H-P

(?.=o, i, 21, . . . , / r — i ) . ,

et r Â'H :R(<z', iN ) df(x) < "/] B
»y/y. — r,
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Ayant égard aux inégalités (12) et (i4), on obt ient , à cause de (8),

, .̂i
f R(^,N)^/(.z.) <^(£A,4-^IP,

).=o

Cette inéga l i té subsiste à cond i t ion que

N > NX où À = o, i, a, . . . , / , • — r ,

II en résulte qu'en fa isant N = uo, on aura

r 1 '
(i5) lim / RC^^)^/^^)-^^^

N=00 J ^

n^b

49. THÉORÈME I. — La somme S^(^)/(^) ^^^ être développée en
, . . / . . ">^série mjime

n^h

^ ^(^t^^f /(^)( I o^ r-^-2C)^-^^(^)/(&)—^T(a)/(^)
•~^ <//, 4 -3

b
4"^ 2T( /2 ) ^ /(^) [^(47T2^^) 4- Y](47T^n^)] ̂ r,

^a

à condition que la fonction j^(^) soit continue dans Vinterçalle Ça, &) et
quelle ne possède dans cet intervalle (juun nombre limité de mamma et
de mimma.

Considérons l ' intégrale définie

F1' - /5 l (47^2 /^^)——^l( /^7 T ^ / ^^) 7 / 7 -.
j — — — 4 ^ — — — — a • / ^ ) t

.En intégrant par parties à l'aide de la formule (2) du n° 9 et de la
formule (4) du n° H

^'^'————S^-") 0. -̂'̂
î\ c"i ^1 Ti- '<-(--,1 ^ / / i) \ - ï^ ^i \s\H. rtu:Ï)^^J. =-^-n^ et I),-̂ ^ .-=-,(̂  ,̂ ),

^flin, Kc. Korm,, (3), XXÏ. — DÉCEwnnE igo^. 67
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on obtient
^'••^(^-nx)— c, i^'nx)

] — — — — — — ^ " J ^ l
v a

_ rn^TC-id^—'c^Tfnb) •fn(^^tsna)—'^(f^•Kîna')
-—————Î^Tt—————nl [^n •" '

„/-
- / /(.ï) [£(47T•!/f..r) + •/iC+Tr'/i.r)] d.r;

" a

et, en vertu de la formule (7), il v i en t

r "/ r^}dfW
" - /

= ^^(.)^^^^^•(^^/(.)-^^(.)•n^TCÎ/^^^7[^/^^/(.)
/? =.-: 1 // = 1

^Î;N ! ^ ^

^S^^^f^'^1'1^1^^-'^^'^^2^^ R(,r,N).//(,ï).
n=ï Jil ^t • •

En subst i tuant le résultat obtenu dans la formule (5) on aura
4^
^w/w
//'>('(

=/'/(,,.)(log.-, .C) ̂  ̂  [ /,(.) -f..(.) •^"^^'^ ̂ }
" !.. . /K:";l , . J

[ /^N ^ -[

/ \ V / . "^i (^Tl:2 / /^1)--£, f ^ T T 2 / / ^ ) .., .- r«(.)-^(«)—————^—————/(.<)
/; == 1 -î

"Ê?r „» /.*
+V2T( /? . ) / /(.^[^(^^/i.rî+yKATT2/»^)]^-/ R(,-r,N)rf/(,»).

'-'c/ '-'rtn==i

En observant qu^en vertu de la f o r m u l e (19) du n0 43 on aura
^N

/ , T V / . r^i^^na)—iA.[\7^na) , ï - ./0^ -^12T^-'——îi^——-= -a^^'
/i = i
"ï?<

/ ^ ,. V / v nA^'jC-'nh}—SJ^'^2^') J / / ^/•«(&)-,"ml2T^-——i^——~=-^



SUR UNE FONCTION THANSCENDANTF, ETC. 53 [

et en faisant, dans l'égalité précédente, N == ce, on o b t i e n t , à cause
de (i5),

^ < N
~ p b

^T(/<)/(/ l)== ^ /(>) (log^-4-2C)^+ ̂ (^/(^-"TW/ à)

«>^ t7rt 2 '2

4-j^ 2T(/l) [^(47T2/^) ^-YÎ^TI2/^)]^;

/î',= î

donc le théorème énoncé est démontré.
n'^h

50. THÉORÈME II . — L/? somme ^^(^) /(^) P^^ ^^ développée en
ii "^> (î

série infime

n'^h

(^^) ^WfW

n>a

^ / / / ~ l

= J fW (1<^^ + 2C) ̂  4-^ (-~i)^^.(^) /^(^) — /•,.(a) jW (a)]

-. (- ,,-..2 "(»)/ '-"•"•'^•y^'""-'/-1 (.. > ̂ ,
// =: î

à condition que la fonction /(^) ̂ ^ w dérivées//Çx), / " ( ^x ) , ..., f^^x)
bien déterminées et limitées dans V intervalle Ça,b), (w == î, 2, ...).

Revenons à la formule (7). Le reste de cette formule peut être pré-
senté, dans le cas considéré, sous la forme suivante :

^
(16) \ R(.^N)./"(.r)^

^a

' • i " l l ^ " - + F
-^ / ' R(^ ,N)/ ' (^)^ '

•/,--o(-"-A

+ f " ' " ^ ^R (.r, N) /' (./-••) (7.̂  + /' A+l H (.r, N) y' (.r) </^ .
"'",+p ^ "'"-A+I-P )

Comme la fonction f\x) est, par hypothèse, limitée dans l ' inter-
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vallc (a, &), on aura

GEOUGÈS VOHON01.

I/^^KA,

où a <^ ;r <^ &, A étant une constante fixe.
Il en résulte, en vertu de (10),

f ul 'RC^N)/^)^ < £ A ( / ^ + i - ^ — ^ p ) (À=o , .1,2, . . . , ^ — i ) ,
<./,»

"X-H-P

A4-p

et, en vertu de (i3),
/./Y.(.F

^ IH^N)/^.^)^ <pAB
t^ n.

et
/, /?.

^ A ( R(^, N) ./(.r) ̂ r < pAB (). •= o, r, ^, . . ., k — i).
J^ .p

A cause de (16) on obtient
k...... i

f H(^ N) f'(x) dx <^ [£A( /^ - i—^À—^p) 4- -^pA^],
Jr< À - o

O Ù N > N x ( ^ = = 0 , ï , 2, . . . , / £ — l ) <
On en conclut qu'en fa isant N === co, on aura ^

^
lim / l^^N)/ /(.r)^^=:o.
N-^

En faisant N =00 dans la formule (7), on obtient, à cause de (6),

n<h

^T(^) f(n) ̂  T /(,r) (lo^ ̂  ^C) ̂  + ^{b)j{b} — /-o(^)/(/'o(^)/(^)

^>^ -22T^^)^î1L(4^n'r^!'(47^i/t'^L)//(•r)^;

ce qui démontre le théorème énoncé dans le cas m== i. En intégrant
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par parties les intégrales définies qui se trouvent dans l'égalité obte-
nue, on déduira aisément la formule générale.

La formule (^ ^), qui ne difiere de la formule sommatoire (^) du
n° 34 que par la forme du reste, présente une généralisation de la
célèbre formule sommatoire de Poisson ( f ).

( 1 ) POISSON, Mémoire sur k calcul des intégrales déffnks {Mémoires de l'Institut de
France, année 182,3, t. VÏ, p. 571).


