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SUR UNE FONCTION TRANSCENDANTE

ET SES APPLICATIONS

A LA SOMMATION DE QUELQUES SERIES.

Psr M. Grorces VORONOI.

SECONDE PARTIE.

SOMMATION DES SERIES DEPENDANT DU NOMBRE DES I)IVISEEIRS
DE NOMBRES ENTIERS POSITIFS.

SECTION III.

GENERALISATION DE LA FORMULE SOMMATOIRE D'EULER-MACLAURIN.

Formule générale pour la sommation des séries.

24. Dans le Mémoire de Stieltjes: Recherches sur les fractions con-
tinues ('), il se trouve une généralisation trés importante des inté-
grales définies.

Considérons les sommes

n—1

Sn:zj(ih)[?(wkﬂ)“‘@(9‘"/:)] (n=1,2,...)

k=0

en supposant que, comme & l'ordinaire, £, &, ..., &, soient des
valeurs quelconques de la variable # contenues dans les intervalles

(1) dnnales de la Faculté des Scieuces de Toulouse, t. VIII, 1894, p. 71.
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correspondants

(ks @), (21, X3), ooy (Zpey, ) ol Zy==a et Zn= 0.

On appellera, dapres Stieltjes, intégrale deéfinie le symbole

b
[ J(x)dz(x)etlon posera
N/
/ S(z)do(x)=1limS,,

a condition que les sommes S, tendent vers une limite fixe & mesure
que toutes les différences x, — x,, x, — @y, . .., x,— 2, _, décroissent
infiniment, en valeur numérique, en conscrvant toujours le signe de
la différence b — a.

On déduira sans peine, a Paide des méthodes connues, les propriétés

b
suivantes du symbole f S(x)do(x) :
o

-
1. Le symbole / S(x)do(x) atoujours un sens a condition que la
[

Jonction f(z) sout continue dans le domaine (a, b) et si I’ on peut parta-
ger ce domaine en intervalles dont le nombre soit fini de maniére que lu
Jonction o(x) varie dans le méme sens entre les limues de chaque
wntervalle.

e
H

Wb b b
[f(x)daa(w)—l-[ f<x>d¢<x>:f f(@)do(z) + b(2)].
b )
3, f www)=@<bw<o>—co<aw<a>-—f o() db ().

En supposant que la fonction o () ait la dérivée o' (), par rapport
a la variable z, bien déterminée dans le domaine (@, &), on peut poser

dy(x)=¢'(z) dx,

b
etle symbole de Stieltjes f J(xz)dg(x) dans ce cas n’est autre chose
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que lintégrale définie ordinaire
b O
f J(x)do(z) :/ flz)o' (2) dx.

25. Considérons la somme

-
nZzb

De(n)f(n)

n>a

ensupposant que la fonction /() soit continue dans le domaine (a, &)
et la fonction =(n) soit bien déterminée pour toutes les valeurs
entiéres de la variable » qui surpassent une limite fixe c.

Désignons

nix

(1) 9(.2):2':(/1)

n>c¢

et considérons 'intégrale définie de Stieltjes
0l
[ 1@y dg(a)
a

2 0
ol aZe et b>a.En vertu de la définition du symbole / J(z)do(x),

établie précédemment, on aura le théoréme suivant :

nib
TugoreMe. — La somme Z =(n) f(n) peut étre représentée par !'inte-
n>a
grale définie
nEh b
(2) Ez‘(n)f(n):f Slx)do(z) o aZc et b>a
n>a 4

a condition que la fonction f(x) soit continue dans le domatnea<< x <b.

Supposons maintenant que la fonction f(«) ait les dérivées /"(z), ...,
S (a), par rapport i la variable x, bien déterminées dans le
domaine (a, 0).
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Prenons une fonction quelconque Z() bien déterminée dans le
domaine > ¢ et continue dans chaque intervalle fini (¢, x). Soit

A()’ Al’ MR Anu

une série infinie des nombres quelconques, pris arbitrairement.

-
nzbh

THEOREME FONDAMENTAL. — La somme }_‘fc( n) f(nr) aura pour expression

";l’ b Illj—l
(%) Zr(n)f(n) :/ J(2)Z (x)dx +Z(— D[ re(B) fRUD) — rp(a) [P ()]
n>a “ k=0

b

4+ (=)™ /I P—q () fO0) () e

v

a condition que les fonctions r,(x), ro(x), ... soient définies par la
Jormule

nx I -
‘ 2 —n)k T —u)k o, (22— )kt
(3) "A-("”):ET(’Z)L“/:! - i A Z(u)du ‘*')2‘1\), ESOT
noe o= ()

(k=o,1,2,...).

Considérons, en premier lieu, la fonction r,(2); on aura, d’apres
I"hypothese,

-
n._.au

ro() :Er(n) ~-fwz(u) du— A,

n>e¢

ou, autrement, i cause de (1),

ru(x):cp(m‘)——f‘ F(u) du — A,.

Iin vertu de cette égalité, on conclut que la fonction ¢(x) — r,(x)
ala dérivée T(x), par rapport & la variable «, et 'on peut poser

O b
[ r@ atete) == [ fl)z (@) de.
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En observant que les intégrales de Stieltjes
b LD
f J(x)do(x) et / J(@)dry(x)

ont un sens dans le cas considéré, on obtient, d’aprés la propriéteé (2)
de ces symboles,

b b b
ff(x)dzp(.r)—f f(;v)(lr(,(w):f flx)3(x) dx,

d’ol il résulte, a cause de (2),

nZb B b
E'L‘(n)f(n):f f(.r)%(x)dx—i-/ Flz)dr(z).

intégration par parties donne

n b

b -’
Z'r(n)f(n):/ f(x)%(x)dz‘—}—/'O(b)f(b)——l'o(a)f(a)——/ ro(@) f'(x)dx. (1)

nu

Le théoréme énoncé est donc démontré dans le cas m = .
Supposons maintenant que la formule (#) subsiste pour une valeur
quelconque de m; on aura, par hypothése,

n‘_;h b m-—1
(4)  Fen)f(n)= j S)z(a)dut P (— 1) [re(0)f D (B) — ra(@) /4 (@)]
npa “ b =0

b
+ (= 1)”‘f Py () fO () du.
L’application de cette formule au cas

(x—u)™

a=c, b=x et  flu)y= —

(1) Poyes le Mémoire de M. FraNEL, Sur la théorie des séries ( Mathematische Arnna~
len, t. LI, p. 529).
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fournit, a cause de (3), le résultat suivant :

n=a nm—1

o\ x g \m o o\ —h
ZT( )(z n) — E;TT‘U)._%(u)du-k-ZA, (znm_C)))' -|-f Py (L) du.
n>c ¢ ) h=0

En vertu de (3), on peut mettre la formule obtenue sous la forme
x
rm () :f P (u) du—A,,.
C

A l'aide de cette formule, on peut transformer I'intégrale définie

b

(=0 [ P () 00 ()

w

qui figure dans la seconde partie de la formule (4). En intégrant par
parties, on trouve

LD

(—-—1)’"/ Py (@) fO9 () du = (— 1)" |7, (0) fO (D) — rp (@) f1 (a))

«
W0

-+ (___ l)m‘Mf P (U) /'(m—H) (u) du

@

et, & cause de (4), il vient

né/:
PRIV, (n>~-f f(a)ﬂ(u)du-!—Z(-—l VELra(b) S8 (b) — rea) [0 ()]
n>a k=0

WO

-+ (____ I)’”'H/ 1',,L(u)f"""'”(tt) (llt;

o

done le théortme est démontré.

26. La formule fondamentale (%) est susceptible d’applications
nombreuses et importantes.
Considérons d’abord le cas le plus simple : ©(n)=1. En faisant

F(x)=1 et ¢c=o0,
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on aura, en vertu de (3),

ﬂér
. _ (,:L‘ p— n)k _Z-k+l x/ﬂ—)\
”‘(”’”FZ 3 _[(/{+I)‘+ZA) I)‘]

n>0
En posant

m=1 ‘) (=21 (h=o,1,2,...),

on obtient la fonction périodique

nZx ‘
i o (e — n)k Y ax) (— ])7. k=)
ri(@) =3 S — [ Tl 2N S e
n>0 A=0
ayant la période 1.
En vertu de la périodicité de la fonction ry(x), on aura

. (z —Eax)"+ x) (z— Ez)— |
rk(w)~——~[ ) +2:< N “(7‘—7)'—]

il enrésulte que la fonction 7,(2) coincide, dansle domaine o< 2z <1,
avece la fonction de Bernoulli du degré £ +1.

La formule sommatoire (%), dans le cas considéré, aura la
forme

"<[’ m~—1
5)  Xsn) —f @)+ B = DS 0) = ) (@)
n>an

b

+ (0 [ rmei(@)f (2) da.

a

En supposant que @ et b soient des nombres entiers positifs, on
aura, i cause de la périodicité des fonctions r,(z), i (@), ...,

— )1
!

l'k(a):l',c(b):rk(o):( 7 L( -k,

Ann. Fe. Norm., (3), XXI. — NOVEMERE 1904. 59
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et la formule précédente devient

”g:l’ 0 m—1 5
S =[ s@yde— 3 L5E 10 (0) — s a)]
n>a @ k=0

b

-+ (— 1)’”f Iy (2) [0 () dx.
p

C’est la formule sommatoire d’Euler-Maclaurin avec le terme com-
plémentaire représenté par une intégrale définie. La formule (5) pré-
sente une généralisation de la formule sommatoire d’Euler-Maclaurin
due & M. Sonine (*).

27. Considérons maintenant le cas ou 7(#) désigne le nombre des
diviscurs du nombre entier positif n.
Iin faisant ¢ = o dans la formule (3), on aura

(6) 7'0(.7;):2' T(Il)——/ﬂr'ﬁ(u)([lt—Aﬂ.

n>0

La fonction Z(x) et la constante A, restent arbitraires.

-
n. -ax

Lejeune-Dirichlet a démontré (*) que la fonction ZPJTI, ou, ce

n==1
-
nosax

| revient au mé N - as ;
qui revient au méme, la somme)m(n) a la valeur asymptotique
n>o0
remarquable
z (logx +2C —1),

ou C désigne la constante d’Euler; de plus, en faisant

nl.x

(7) De(n)y=a(logz +2C—1) + R(a),

n_

(1) M. SoNINE, Sur wne intégrale définie contenant la fonction numérique x| (Bulle-
tin de !’Université de Varsovie, 1885, n° 3) (en russe).

(?) Leieune-Disicurer, Ueber die Bestimmung der mittleren Werthe in der Zaklen-
theorie ( Lejeune-Dirichlet’s Werke, Berlin, 1897, t. II, p. 49).
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on peut déterminer une constante A de maniére que le reste R(z)
vérifie I'inégalité

(3) | IR(z)| <Az,

quelle que soit la valeur positive de .
Puisque

z(logz +2C—1) :f.r( logz +2C) dx,
0
on en conclut qu’en posant
F(x)=logz +2C,
on aura, a cause de (6) et (7),

ro(z)=R(z)— A,

ou la constante A, reste arbitraire. Il en résulte, en vertu de (8),
que 'ordre de la fonction r,(«) ne surpasse pas celui de la fonc-
tion .

La méthode de Lejeune-Dirichlet exposée dans le Mémoire cité
peut étre appliquée aussi au caleul des valeurs approchées des
somines

nSx

Zf(n)(—x—-;l—n—)k (k=1, 2, ...).

n>0

De cette maniere on pourrait déterminer, par la voie purement
arithmétique, toutes les constantes A,, A,, .. ., dans la formule (3) et
obtenir pourla fonction r4(2) une expression dont’ordre ne surpasse

k+1

pas celui de la fonction @ * .

La méthode de Lejeune-Dirichlet ne permet pas de déterminer la
fonction r,(2) avec plus de précision et, en général, la solution de
cette question importante offre des difficultés énormes.

Les propriétés remarquables de la fonction g(@) exposées dans la
Section Il de ce Mémoire ouvrent une voie nouvelle pour les recherches

concernant les fonctions ro(x), r,(x), . - -
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nZb

Représentation de la sommez':(n)f(n) par les intégrales définies.
n>a

28. Soient A et B les points de I'axe des coordonnées OX qui cor-
respondent aux valeurs dela variable complexe z,

s=a et s5=2>, ou a>o et a<<b.

Supposons que tous les nombres entiers qui satisfont aux condi-
tions « << n< b forment la série

AN <<Ng<l...<nNyy<<b.

Soient Ny, Ny, .,., Ny_, les points de I'axe OX qui correspondent
aux valeurs de =z

5==ny, 5= Ny, . 5= Ny -

Décrivons des points A, N,, N,, ..., N4, B les arcs de cercle
CGQ, II[ Gh I'Iz Gg, “aey II[‘-_l Gk-—.j, Ilkl)
et les arcs de cercle

CGh, H,G, H,G,, ..., W, G, HD

Tig. 3.
Y
1
E — F

£ ———
O <—

ﬁqo Hy N\Gr—H, NGz H;f_

A N N,
A AN LA

i ]

des rayons p,, 45 Pas -+ s Pr—ss P (S25- 3).
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Supposons que les droites G,H,, G,H,, ..., Gu_,, H, et G, H,,
G H, ..., G,_,, H, solent menées parallelement & I’axe des coordon-
nées OX a une distance ¢ de cet axe. Menons, par les points A et B,
parallelement a I'axe OY, les droites EE’ et FF'; menons parallele-
ment & Paxe OX les droites EF et E'F'.

Supposons maintenant que la fonction f(z) de la variable com-
plexe = soit holomorphe & l'intérieur du rectangle EFF'E’ et considé-
rons l'intégrale définie

[ 1) 8= 2)dz,

prise, d’une part, le long du contour fermé CEFDH,G,_,...G,C et
prise, d’autre part, le long du contour fermé C'E'F'D'H,G,_,...G, (.
Puisque la fonction f(z) g(— =) est holomorphe & l'intérieur de ces
contours, on aura, d’apres le théoreme de Cauchy,

5)g(—s)ds=o0 et f(58)g(—35)ds=o.
[ o= f(r s

1E...Gy C) BHAR)

En partageant le chemin d’intégration CE...G,C en parties CEFD,
DH;, H:Gj—y, ..., H, G, et G,C, on obtient

k1
W [ regead={ fea-ad+ X S g(—=) ds
{CEFD) (CGa) r=0" (63.5540)
k-1
+ X[ seg—ads+ [ f=)g(—3)ds;
o) (D)
de la méme maniere, on trouve
k—1
(2) fesadi= [ fEg—ndz+3 [ f)g—s)ds
(CEF D) (€'GY) r=0" (61M0.1)

k—1

2 [ g ds [ FRg(—s)ds.
A=1"(H363) CAD)
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Désignons a = nr, et b = ny et considérons deux intégrales définies

(3) f fls)gl—s)ds ot F(5) g(— 5) ds

(G).“7.+1) (Gll ";H-l)

(A=o0,1,2,..., k—1).

En observant que les droites Gy Hy,, et G; Hy,, sont déterminées,
d’aprés la supposition faite, par les équations

(GhHhsy) 5=u—+4di, (GAHy ) s5=u—3di,
et par les conditions
ny, + \/(:f_‘:ﬁ_z <L U< Mgy — \/p—f:—-———a‘-,
on peut présenter les intégrales (3) sous la forme suivante :

7 =
- ST
" ‘/p‘ﬂ 7]

' f(z)g(——z)cl::f flu—+ 00)g(— u—3di)du,
) V(6 ) n.h-f-\/p{v ot
Pt ‘/P':-H" a’l o . o
f(5)g(—3)ds = Slue—306) g(—u-+6i)du.
(Ga H;»-H) ny+ \/P{ —p

Considérons maintenant deux intégrales définies

S g(—35)ds et S g(—=s)ds (A=1,2,...,k—1).
(1,6,). (15, 64)
En posant
5=, + ey e®l,
on obtiendra

’K—@)‘

f@) g(—s)ds=— S (4 pre®?) g(— m—pre®Y)ippe®idw,
(H,6,) %,

f(=) g(—2)ds= [ F (=4 pr.e9%) g(— ny— pre®d) ippe®idw,
(9, 67) ~T+ @,
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—
D |
-

ol ’on amis

(6) qo;\:m'csin-(1 (A=1,2, ...,k —1).
[2)

Enfin, aux intégrales définies

S(5) g(—3)ds, S(5)g(—3)ds
*(CGy) (D)
et
S(5)g(—35)ds, f(5)g(—=3)ds,
(C'6y) (uyn')

on peut préter la forme suivante :

T
J 2
() g(—s)ds = —f @+ po ety g(— a — py ey ip, e do,
(G Gy N
> T Pk
J(B)g(—3s)ds =— SO+ pre®)g(— b— prev)ip, e dw,
(Hz I T
2
(7) N P
f(z)g(——- %) ds = f f(a -+ Po (:“’i)g(— a—py ewi) [P’) e du,
Gl ™
(e6g) g
T
_/ J(&) g(— 2)ds = f SO+ pre®?) g(— b—prei)ip, e do,
i () e T
ol I'on a posé
. 0 . 0
Qo==arcsin — et Qr==arcsin —-
Po Pk

Supposons maintenantque les nombres positifs p,, p,, - .., oz soient
aussi petits que I'on voudra et que le nombre positif ¢ tende vers la
limite o.

Cherchons la limite vers laquelle tendent les intégrales définies (5)
* 4 mesure que ¢ décroit infiniment. En supposant que p, soit suffisam-
ment petit, on peut poser

(8) f(ny+ pre@t) = f(m) + Apy,



(9)

(10)
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ot le module de A ne surpasse pas une limite fixe.
Nous avons obtenu au n°® 23 la formule suivante :

{ mi Y
—_ —_— ) — — 2 — +__— -I—.._. T
&(—=) g(@) 2'0g C= 4 2( (x——n x+n>’
n=1

ol le signe == est celui de la partie imaginaire de 2.
En vertu de cette formule, on aura

§(—m =P = (s + 51 — L log (m -+ 9) — G+ 7—}5

i i 1 ]
—_—— (n -+ .
G (r -+ pre®t) 271'2 ( )<n;—-rz+p;e‘"‘ /L)‘+It+p),e°”>’
n=l

a condition que 0 < » < w. On en conclut qu’en posant

()

. e o) —
(11) gl—m, —pe) = o g e

+ B, ol ol m< T,

le module de B ne surpassera pas une limite fixe.
A cause de (8) et (11), il vient

. PR : T
S+ p3,¢97) é"(—'lk"—P)\e“” ) Lmemz — __(;é_) /'(,l).) +P).Pb o< <,
ol le module de P, ne surpasse pas une limite fixe.

En supposant que —w<w <o, on aura, en vertu de la for-
mule (9),

g(—nm —pe?)=—

() ¢ ,
— 2 -+ 13 —nT<w<o
2T eVt ’ <w<o,

et, & cause de (8), il vient

(13) S+ pne®)) g(—m,—pre?)ip, e®i= ii_:cﬁf (m) +Pipy, —1r<w<o,

ou le module de P} ne surpasse pas une limite fixe.
En vertu des égalités (12) et (13), les intégrales (5) prennent la
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forme
-9, - '
f S+ pre®?) g(— . — pre®) ipy e dos
P
AT — 3,
T— 20 )
=—1(m) f(m) e 2 p;\/ Py dw,
T o
(14) !

- ?)\
f J (=4 py e®l) g(— ny — py, e9%) ip), e®! duy
T,

2T

—_ -9
=1(m) f(n) T—2H -+ p),,f P dw.
Yo mER,

En vertu de I'égalité (6), on obtient

et, 4 cause de (14), on aura

TP . ]
lim f S+ pre®?) g (— my— pre®?) pe®idm =—1ic(m) f () + Asprs

S=0 .,
?.

-y .
lim S (At pe®) g (—m—pe®)imeido=1t(m)/f(n)-+ Aio,
8=0 - o :?_A

ol les modules des variables A; et A} ne surpassent pas des limites
fixes.

De la méme maniére, on obtient les limites vers lesquelles tendent
les intégrales définies (7) & mesure que ¢ décroit infiniment; on aura

1
2

lim / S(a+poe?t) g(— a—pye) ipy e’ do =—{z(a) f(a) + Ao po,
6=0
P

"

™~ @k .
lim f S(b+pre?) g(—b—pre?)ipre? dw=—i7() f(0) + Arps,
T

O=0 T
(16) .
- 0
lim f Sla—+poe®t)g(—a—pie?’)ipie®’dn = jt(a)f(a)+ A, po,
0 =0 i
7
.
2

SO +pre®t)g(—b—pre®)ipre®tdw={7(0) [(b) + A} ps,

lim f
8=0 —TC 4 Pk

Ann. Ec. Norm., (3), XXI. — NOVEMBRE 1904, 60
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dans ces formules le symbole ©(a) a la valeur o quand a n’est pas un
nombre entier positif, et le symbole ©(b) est défini de la méme
maniere.

Cherchons, enfin, les limites vers lesquelles tendent les intégrales
définies (4) quand ¢ décroit infiniment.

En vertu de la formule (g), on obtient

. i [ i5 1
i g(—u—0l)=—g(u) — ogu — G+ — — — 4 —~Zr n) | —— 4 - —_
r}:nb( ) gl)— 3 log 4 [m:u,_{ 2T () w—n wa+n)
n=1
T { i < 1 (
fm ¢(—u+o8)=—ow)—Ltlocu — C— — + — — — zn) | ——— + .
4 =0 8 ) glu)—zlog % T hme T am () “—n w—+n
n=1
En désignant, pour abréger,
™ 1 I < 1 I
hu)= 5 — — — T(n J—
( ) 4 (;77:u+527r (n) u—-—n+u-+—n ’
ne==1
On aura
lim g(— « —08i)=— g(u) —3logu —C+ ih(u);

a::”
limg(—u+0i)=—~g(u)—tlogu—C—ih(u).

G=0

A Paide de ces égalités, on (rouve

! . ‘_/T =
C el P el ? . .
limj " " flu+380)g(—u—di)du

G=0

, -4 \’4;':—~3‘-‘
T P . .
= S [—g(u)—EHogu—C+ih(u)] du,
e,
(57) ‘ .

n, ElV AT —rh
. bt \/t‘tu 4 B ,
lim / Slu—0i)g(— wu~+d0) du
pE0, +-‘/a_'»'.7?7
7 [
Mt P

= T ) [ g(u)— Hogu— C—ih(u)] du.

o/ P
"'I.+ 29

En faisant ¢ =o dans les égalités (1) et (2), on aura, en vertu,

-

d’une part, de (4), (5), (7) et, en vertu, d’autre part, de (15),
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(16), (17), les égalités suivantes :

k—1
| @ g ds=tc@ fla) + § Drlm) fm)+ 10/ 0)
< (CEFD) P
k=t L, k
W1 A1
+¥ F)[— g(a) — Hogu—C+ih()]du—"Y Ao,
2, A
K=o 0 Y=o
k—1
[ f@s=ad=ts@ @+ Tm)m)+ =670
(CTE DY) Y=1
k-vo L &
el el
+1>:f, » f)[— glu)—ilogu—C— ih(u)]du+ 2 A3 0.
=0 i ). . Y=o

En faisant la somme de ces égalités, on obtient

[ J(3)g(—3)ds + J(z)g(—=)ds

< (CEFD) (G EF' D)
hA—1
=1a(a)f (@) + pe(m)/(m) +15(0) F ()
h=1
k-1 k

T S
+ 3 [ T )= 2gtw) — logu — 2C]du + ¥ (— i+ A1)

Y=o TR, h=0

En vertu de 'ézalité obtenue, on peut poser
5]

f F(2) g(— o) ds+ 7(5) g(—5) ds
(CEFD,

(G B F D)
nh
=e(@) f(a)+ Xy (n) f(n) +42(8) (D)

b
+f flu)[—2g(u) —logu—aCldu+¢e(po, o1, 5oy O1),

ou la fonction e(g,, gy, ..., pz) tend vers la limite o quand les va-

riables p,, ¢4, ..., ox décroissent infiniment.
En observant que les chemins d’intégration CEFD et C'E'F'D" ne
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dépendent que des variables p, et gz, on peut écrire

lim [f J(3)g(—35)ds + S5 g(— z)d:,]
Po=0, Pr=0 (CEFD) (G E DY)

n<b

(@) f(@)+ 3 T(m)f () + } r(b)f(b)—i—/fu)[—— ¢ (1) —log u— 2C] du.

n>a

Cette formule peut étre présentée sous la forme suivante :

n= S0
(n) Zf(n S ‘“f S [logu—+2C+25(0)] du + 37(0) f(6) — 37(a) /()
n>a " =
+ lim [ S(2) g (— ) ds -+ (=) g(—5)ds
po=0, k=0 |_-/\cEFD) (G EF 1Y)

PLS y Glor & » \ Y y AT AT - b
Je e o} ble,
29. On peut préter & la formule obtenue une forme remarquable, a
I"aide du développement de la fonction g(«) par la série infinie

(18) gla)=Nr(n)Ehnna)

n==1
qui a ét¢ ¢tudié au n° 16. En remplacant dans cette égalité o par — =
on aura

g(—3) :2’5(’?—) E(—4mns).
n=1

La série infinie considérée est uniformément convergente a 'inté-
ricur des domaines CEFDH,...G,C et C'E'F'DI}...G,C’; il en résulte

f Sf(3) g(—5s)ds :Er(n) J(5)E(— bmPnz)ds,
(WEFD)

n=1 (CEFD)

(19)
? / g(—3) 2 (n) f(z)E(— 4mPns)ds.
””” (C'EE D)

ne==q

En supposant que Joo = p =p, on aura deux rectangles CEFD et
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JE'F'D. Puisque

/ S(8)e(—bmPns)ds = J(3) E(— 47*ns) ds,
icern)

(CD)

f f(z)g(_m‘ln;)d;:[ f(5)E(— br*ns) ds
(C'EF' D)

e

et

L.
f f(s)'&_(-«[m%z:)d::ff(u+pi)£47t'1n(—u——pi)du,
lcm a
b
[ nee—amnayds= [ gl bimn—ut piydu,
(C'1) a

on aura, en vertu de (19),

f@g=s)ds+ [ 7(:)g(—5)ds

(CEFD, (CEF D)
» b

:2 z-(n)f [f(utpi)ebnrin(—u—pi)+fu—pi)Ebm* n(—u-+pi)] du.
n=1 “

En substituant le résultat obtenu dans la formule (1), on trouve
n;b b
et fm= [ flu)llogu+sC-+ 2g(u)) du+ 1=(6)/(8) — 4:(a)f(@)

n>a

w b
-+ lim 2 r(n)/ [flu+pithmn(—u—pl) +f(u—pi)ibn? n(—u+ pi)]du.
p:=0 -1 a

La recherche de la limite de la somme infinie obtenue offre des
difficultés énormes. Tout le probleme se réduit & ceci : est-1l permis
d’intervertir le signe de limite avec le signe de sommation? En admet-
tant que cette interversion soit légitime, on obtient

“ N
lim Zr(n)/ (fu+pi)ebm*n(—u—pi)+ flu—pl)Ebnin(— u+pi)] du
p=0 «

n=:1

“ b
;:2 r(n)f a2f (w)n(4m®nu)du,

"
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puisque, en vertu de la formule (1) du n° 8, on a
E—z+p)+E(—x—pi) _

lim 2 =n(z),
p=0

a condition que > o et o > o. En observant, d’autre part, qu’a cause

de (18),
b © b
ff(u)g(u)duzzr(n)f S(w)e(hm? nuw) du,

n==1

on obtient la formule fondamentale

"_;I’ b
() D)= [ fla)(logu-+26)du-+ 1x(5) /(1) = ks (@)f()

= b
+2 at(n) / FlY[E(hmnu) + (G nu)] du.

==l

On ne parvient & la démonstration rigoureuse de cette formule re-
marquable qu’en envisageant le probleme posé sous un nouveau point
de vue. ‘

30. Supposons que la fonction /() satisfasse & la condition sui-
vante : le module du produit /(s) g(— ) tend vers la limite o quand
le module de la variable z croit infiniment tandis que la partie réelle
de z reste comprise entre les limites @ et b.

Considérons deux intégrales

S g=nds e [ f(E)g(— 2 ds
(E'F'D)

(CEFD)
obtenues précédemment. En partageant le chemin d’intégration CEFD
en trois partics, CE, EF et FD, on aura

d

(20) f(3) g(—3) ds

< (CEFD)

=[ J(3)g(—sYds+ [ J(s)g(—3)ds+ [ [(3)g(—3)ds.
(CE) + (EF) (FD)
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De la méme maniere, on trouve

(21) /(5) 8(—3)ds

(CE'F'D)

= [ fRg=nd+ [ f@)gnds- [ [ e
(E'F)

(C' E) JED)

A mesure que les droites EF et E'F’ s’éloignent i l'infini, les deux
intégrales

S(5)g(—z)ds el S () g(—=)ds,
(EF) (E'F)
en vertu de ’hypothese faite, tendent vers la limite o.
En observant que les chemins d’intégration CE, DF et C'l, D'F’
sont définis par les conditions
(CE)  s=a-+ti t>p, (DF)

5:[7"*“”’ t>Pln
(C'E" a—ti, t>p,, (D'F) s=5b

—t, t>op

on obtient, i cause de (20) et (21),
/' f(B)g(—s)ds= f Sla+t)g(—a—1ti)idt ——f Fh+t)yg(—b—ti)ide,
“(CEKFD) fa 143

/. f(&)g(—5) d;::——[”f(a—ti)g(—- a-+)cde +fzf(b — ) g(— b+ ti)ide;
(G Dy « [

[
il en résulte

lim [ f(z5)g(—s)ds +
(CEFD)

Po=0, fr=0

= /'w[f(b—ti)g(——b—i-u')—-/(b+££)g(—b—u‘)]ia’t

J@8(=2)ds |

(C'E'F'DY)

—fm[f(a-&i)g(—a+ t)—fla+ti) g(—a—ti)]ide.

En substituant le résultat obtenu dans la formule (1), on trouve

ngb b
(11) Et(n)/(n):f f)[logu—+2C+2g(w)]du+47(b) f(b)— it (b)f(b)

+/w [f(b—ti) g(— b+ ti)—f (b + ti) g (— b—t)] it

__‘/w [fla— ) g(—a~+ t)—fla—+ 1) g(— «—tr)]ide.
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La formule obtenue fournit une ressource précieuse pour le calcul
des sommes considérées.

— G —

SECTION V.

nlax
» — n)k
SUR LES FONCTIONS REPRESENTEES PAR LES SOMMES 2 c(u)ﬁ%,’;).
n>o0

Représentation de la fonction £*(s) par les intégrales définies.

31. Soit s une variable réelle positive. Comme on sait, la somme
infinie

po=3 1

représente la fonction C*(s) & condition que s > 1.
Considérons la somme

en supposant que o < a<1ets >r.
| ’ N ;
Le module du produit — g(— =), en vertu du théoreme I du n° 22,

décroit infiniment quand le module de la variable = devient infini-
ment grand et la partie réelle de = reste ‘comprise entre les limites «
et &; on en conclut que la formule (I) du n° 30.est applicable au cas
considéré, et il viendra

Ilglﬁ

) Zr(n) . b L A . 4 1 7(b) 1 t(a)
v = uS[Ogu—l—z;—i—zc(u)] u—%————-,;_;———-———

[

+/” g(—b—4ti) g(—b—1ti)
Jy (b—t)ys = (b i)y

__4[”’ gl—a-+t) gl—a—t¢ti)
) [ (a—t)s — (a—+ )y

n>a

idt.

[ ] W
~,
I\
o~
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Puisque le nombre @ présente une fraction positive, on aura
(2) t(a) =o.

Supposons maintenant que le nombre & croisse infiniment en satis-
faisant toujours aux conditions

(3) a<b—Eb<B,
o ct B étant deux fractions données, prises arbitrairement, on aura
(4) (b)) =o.

En vertu du théoréme IV du n° 23, le module de la fonction
g(— b+ 1)y ne surpasse pas la limite

lg(—b+ )| <A|+b—1tiyp,
si petit que soit le nombre positif p. Puisque, d’apres I'hypothese

faite, s > 1, on peut toujours choisir la valeur de g de maniére que la
dilférence s — p soit aussi plus grande que 1, et 'on aura I'inégalité

" ‘gr(—b+lt')~g(—b—lz')] . ® de ’
1/ (£ — S| e | <aa  Wrsere

ou aulrement

“lgl=b+t)  g(—b— 1[)] ide| < 2A “ du .
U G—ay T (bwar ) ey

En vertu de U'inégalité obtenue, on conclut que I'intégrale définie

v ﬂ—b+ﬁt_m—b—ﬁq:
P e v el

tend vers la limite o & mesure que le nombre 4 croit infiniment en
satisfaisant toujours aux conditions (3).
En faisant .= dans I'égalité (1), on obtient, & cause de (2)

dnri. Be.Norm., (3), XXI. — Nove¥sRE 1904. 61
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et (4),

(5) CZ(-S‘):fw-:;[logt-l-2(]+2g(£)] dt
*lo(—a+td) gl—a—t)].
_[ [- (a___ ”')3 - ((l-l—- l[)s ] dt

oto<la<lrets>r.

32. Ledéveloppement connu (') de lafonction {(s) en série infinie

1
§S—1

g(s)= +CH4+C(s—1) 4. ..
donne

1 20
2 (s) = = - 4+ C4-2C +....

On en conclut que la fonction

2 (s) — 1 — 20

() (s —1)2  s—1

est holomorphe dans toute région bornée du plan.
2(

o . . 1 A , ,
En observant que la fonction G T peut étre représentée

par I'intégrale définie

1 2(C “ dt
(TT—TT)_?+}—T"[ (10,3£~+-2C)F

a condition que s >1, et en retranchant cette égalité de la formule (3),
on obtient

1 w'f
®) cz(s)—-_‘——;"j—_‘:‘;:f (logz+zc>€f-f+2f £ 4,

=
(T gl=a+t)  g(—a—t)].
-[ [ {‘(a . tl‘)s - (CL — u‘)s _I ldt.

(1) Poyes, par exemple, la Note de M. Jensen : Sur la fonction {(s) de Riemann
(Comptes rendus des séances de I’ Acaddmie des sciences de Paris, L. CIV, 1887, p. 1156).
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Les deux parties de la formule obtenue ont un sens, quelle que soit
la valeur réelle de la variable s. Puisquela fonction

I 2C

SRS ey R

est holomorphe, on en conclut que cette formule subsiste, quelle que
soit la valeur réelle de s.

Cela posé, considérons le cas s < 1. On peut représenter dans ce cas

~

) . I 2C ., , . .
Ie fonetion Gy + —— par I'intégrale définie suivante :

1 2C ! dt
(s--x)?—l_s—x_—_[ (logt—!—zC)—[S—
ot s < 1.
Ein ajoutant cette égalité a la formule (6), on obtient
(7) Cf(s):-—f (logt—i—zC)%{-i— 2/ gt(sl)dt
0 @

(e _sen i),
o L (@a—1u) (a—+ t)*
cette formule subsiste & condition que o << a <1 et s<1.

n i B

. — nk
Etude de la sommez‘:(n)(i-ﬂf)— (k=o041,2,...).
n>0

33. Prenons un nombre quelconque a satisfaisant aux conditions

o< a<<1
ol considérons la somme

N

n_.x

(z— n)*

T(IL)———TT———)

M !

n>a

\V;

x étant la variable positive et k=0, 1,2, ....
La formule (II) du n° 30 est applicable & la somme considérée, ct
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484
'on aura
- x — n)k xZ—
2‘:()1)( m’> f ( [lont+2C+2"( )]dt—l—%o"”z(x)
n>u
/'f (L) g(— x4+ ti) — (— i) g(— 2 — ti)] idt
ﬁ[ (2 — @+ it g(— @+ ti) — (z — a — tiig(— a— ti)] idt.
On peut préter i cette égalité Ia forme suivante :
S _ l . Y p
Zr(n 2 —n)t f (I s [Jogt+2C]dt + - o‘r(z)—O/ g-):—/v‘%:l—,"'(l)cll
>a ” B Y _" .
——/ -—”———D—- logt—i—n(l)zlt—{—n/ (—‘T—/_’l) g(e)de
0 Ya v
£ / [(L)e g (~ @ 4 t) — (— ti)e g (— @ — )] d clt
— 7;1 [(x—a + ) g(— a4+ 1) — (x—a—)g(—a—ti)]idl.
ATaide des égalités
I)I )/ ) ( L g (— )/ fe=1.
1-—- P ——1 ak-h , .v——ai-__u__:‘__ ~ e - 1 phe=r
'Z I = (0 — i) F=nr
he=0 h=0
on déduit de I'égalité précédente la formule suivante :
() ¥ e(n) (=
n>a
—_ ’ ('Z' — t)k o L N (z — l)/u
Wi[, 7 (logt+2C)dt + 50 ;(a.)-—~2/l 7 gy dt
(_, A ah= .
—1—2‘ /.—/)-”_f A log,t—{—z(‘)d/—i—zf () di
Y a
—/ [(a— ti) g (— a—+ti)— (a+ i) g(—a—1ti) i(ll%

“/ [(t)eg (— 2+ ti) — (— ti)k g (— 2 — ti)] idt.
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En observant que

Z (ny 2N ~Z (r) E— Y
n>a n>o0

et, en vertu de la formule (7) du ne 32,

(—2) =—f t7~(logt+2C)dt+2fmﬁg(t)dt

a

—fw (e — ti)g(—a+ ti)—(a+ i) g(—a—ti)]id,

on obtient, a cause de (1),

-
nxx

z o o
2 n) (z n) ‘f (z t) (logt+2C)dt

—_ ek ® (i — )
"‘Z“"‘ S g+ aese = [ e

h=0 x

+ ﬁfow[(a’)"g(—xwi)—(— LY g(— x — ti)]idt.

En désignant

o) ) =jorc@)—a [T 5D g

+H[ [(t)eg(— 2 + i) — (— tiYog (— @ —ti)]ide  (k=o,1,2,...),

on aurd

noa

3) 21(,,)§;’L%"’>/":f"('”‘/j D% logt +aC)de

"0

.
R (—1 k=) i
+ DD G e (=010,

h=0

34. En vertu de I'égalité obtenue, la fonction ry(z) aura pour
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expression

(4)  ri( —2 ’l)(x—’l)k

n>o0

- for(x (|Obt+2C)dt+2§ (—2) (—T}_;—))—xk_l %

h=0

En comparant cette formule avec la formule (3) dun® 25 :

n g X

— 1\ — )i~
r/;(x)zzr(n) 3/ z t) 5 (t)dt +2 A E=c °) s,
n>c Q=0
on voit que ces deux formules coincident, si I'on pose
: I el L Y
¢=o, Iy =logt+ 2C et A= ——Tt (—2) (A==0,1,2,...).

La formule sommatoire générale (%) du n° 25 prend dans ce cas la
forme

(*)Z (n) f(n) .._f/t)(l()gt—l—zﬂ)dl

b
X (= LD SO O = 12 @) SO+ (= 0" [ 1 (OF 7 )l

k=0 a

Cette formule peut servir au calcul des valeurs approchées de la
n<h
sommcz ©(n) f(n) & condition que I'on connaisse les valeurs appro-
n>a
chées des fonctions r,(z), r,(z),
Quant & la fonction r, (@), on sait, I’aprés ce qui a été dit au n® 27,
que 'ordre de la fonction r, (') ne surpasse pas celui de la fonction ya;
donc, on peut déterminer une constante A de maniére que U'inégalité

[ro(2) [< AV
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ait lieu a condition que 2> a, le nombre positif @ étant pris arbi-
trairement.
Dans le cas o << @ < 1, on aura

"é.l'

Er(n) =o,

n>0

etde la formule (4) il suit

z'o(x)::—-—f.r(logl-l- 2C) dt —22(o)

0

ou, autrement,

(3) rz)=—az(logr +2C—1)—{ (o<z<1),
puisque £(0) = — 3.

La formule (2) fournit un moyen pour la recherche des valeurs
approchées plus précises de la fonctionr,(«) et des fonctions r, (),

ry(z), ...
Développement de la fonction ri(z) en une série infinie (k=1, 2, .. ).

35. Nous avons défini la fonction r,(«) au n°33 parla formule sui-
vante :

00 -—t I
(I) rk(.r):—i-oﬂ'r(x)—zf Sﬁ-zl—l‘g(t)dt
~+ %ifw[(ti)"‘g(-—w—i—t[)——(——ti)"g(—-x—ti)]idt (k=o0,1,2,...)
Y
Considérons 'intégrale définie

N
[ Wipgma )= (=t (— @ — ] ide
P

en supposant que p >0 et N>>p. A I'aide du développement de la
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fonction g(— @ =% &) en série infinie
@

g(—ax £ ) :Z T(R)E4mPn(— o % t)
n=1

on obtient

. N

(2) f W) g(— x+ ti) — (— ) g(— o — ti)] idt
P

«“ N
= Z T(Il)f [(e)rEbmin(— & + ti) — (— L) FEGm n(— a — )] ide.
e

n=1
Eu vertu de la formule (8) dun® 13, on a

- - =4y n(—xELl)
Ehmin(— 2 £ t)=5\n

.14
[4m2n(— = ti]*
olt| 3| <1, etilen résulte -
VAR )

[Ehm? n(— 2= )| <= 5
(hr*n i ) "

Alaide de cette inégalité, on obtient

/[(I,i)’f'aéw“n(——~x+u,')’f——(——ti)"'cf./m?n(——x—-uf)]L'alt’
N |
_ e em (R )
<z\/7rfN e & 2 - d,
(411212\/.1"3—}—&2)/'

d’ott'on conclut que la somme infinie

w

2 z(n) [t ebm n(—z + U) — (— L) Efmin (— @ — )] idt

ne=1 “N

tend vers la limite o quand N croit infiniment. En faisant N = = dans
I"égalité (2), on obtient

/ [(iYeg(—x+ ti) — (— ) g(— 2 — ti)] éddt
¢

:2’:(11)/ [((L)*ebmn(— @ + ti) — (— YT n(—a — )] idL.

n=1

En supposant que la variable positive g décroisse infiniment, on
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trouve
. / [(t)r g (— @ + 1i) — (— 1) g (—a— ¢d)] ide
. 0
= lim }: ‘%{:—)f [(L)*E4m2n(— @ + ) — (— L)FE4mPn(— & — w)]idt
p=0 = (W P
n=1

olk=o0,1,2,....

En introduisant dans les recherches les fonctions &, (2), £, (2), ...
définies aun® 9, on peut calculer les intégrales définics qui figurent
dans la seconde partie de la formule obtenue.

[’intégration par parties donne

7% / [(E)ehm®n(— 2 + b)) — (— L) efmn(— 2 — ()] idt
A

k-r1 ) N . . .
_y (p[)/c-a-i—méméﬁ:n(__,x —+ Pl) -+ (—-—pt)"‘“—"’c_,,,[m?n(—— 2z — P‘>
T st (k+1—m)! (4m*n)m

>

m=1

et de Pégalité précédente il suit

(3) 7}!—/.” [(L)eg(— @+ b)) — (— i) g(— @ — ti)] ide

w k41 o 3 N . .~ o .
—1im Y Y (n) (pO)ftr-mepnhmn(—z+pi) + (—pd) ", 4 n(—x —pi)
Ty e (k+1—m)l (4m*n)m"

n=tlme=1

36. Considérons la somme infinie

- Emhmin(—z pi)
(4) Y 2(n)= .
o

(47‘[212)'“

En vertu de la formule (I) du n° 13, on peut préter a la fonction
Luhm*n(— z == pid) la forme suivante :
(5) ;C:/n'-/}'rfﬂll(*— x = PL)
1

=Vrlonya(—zEph)]  * emmaa=n

yn;i(zm—;—zl—l)(zm—i-27\—-3)...(2m+1—27\) ,ﬂ([;m—-:)(Z;m—S)...l
) Y mrAnCms DY lam i —al) g m—nlm ),
byl M[3enyr(—axp) m![3amyn(—az=£pi)]

ou | ¥ < 1.

dnn, E-. Norm., (3), XXI. — Novempee 1go4. 62
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En supposant que la valeur de 2 surpasse un nombre donné positifea,
on peut déterminer, en vertu de cette égalité, une constante A de
manicre que 'inégalité

. . s s . —eee————, "1—~:§ —.'.75\/'—'(y/m—.r)
(6) [c_,,,qqr-n(——xipt)[<A[2'm,/n(—Jctpzl e 2
ait lieu, quelle que soit la valeur enticre positive de 2 et si petite que
soit la valeur positive de ¢.

A Taide de cette inégalité, on obtient

. Embmin(—x£pi)

ZT(”) (Gmin)m

n=z

w S—

<Al\/-“—‘5-_£;;-|""'*-%2 () st

n 1

m.
ne=1 ([lﬂ"—’n)‘-’- Y

En supposant que m~ 2, on aura 'inégalité

s

\

~ Em hrin(—ax=pi) ——e, & —~ T(n)
T(”‘) (./|T['“'lt)'" <AI\/“1iP’I Z“"—“““E~17
L=l u::l([l'[t"-’n)z

b

d’ou il résulte que le module de la somme infinie (4) ne surpasse pas,
a condition que m 2 2, une limite fixe, sipetite que soit la valeur de 5.

Considérons maintenant le cas m = 1. La somme infinie correspon-
dante

o Ehmrn(— x=pi)
(7 }_‘.(n) L
n=1

a un sens, quelque petite que soit la valeur de p, mais la fonction des

variables p et & représentée par cette somme infinie n’est pas limitée;

par la suite il sera démontré que le module de la somme (7) croit

infiniment quand la variable p devient infiniment petite, la valeur

de 2z étant un nombre entier positif, mais lasomme (7) tend vers une
limite fixe quand p décroit infiniment tant que la valeur de @ n’est
pas un nombre entier positif. De cette propriété remarquable de Ia

somme (7) proviennent toutes les difficultés des recherches que nous

allons exposer.
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A Tl'aide de la formule sommatoire (x) du n® 24, on peut obtenir
la Timite supérieure du module de la somme (7) en fonction de la

variable p.
En faisant » =1 dans la formule (5), on aura
- 3
3amy/n(—ax=pi)

.\
n(—a=xpi)=yr(enyn(—z=Lpi) e-rm/r—s=¢i] [H—

:’;1‘171'2
ol | 7| < 1; il en résulte
- Eqmin(—a=tpi) ! emm\/g("r“pi”"')
) 4T —x=pl - |2 -
(8) | e = <Valy=z=pi* Te(n)
hmEn - N
n=—=1 n=1 (47:-”)
9 bl -
—i—\/ﬁ 2 1 Lo atd B
IGI\/—-J‘ipI:lzll:l([‘nﬂ”’)v’

En vertu de I'inégalité obtenue, tout le probléme se réduit i la
recherche de la limite supérieure du module de la somme infinie

a2 (/T )

[4

@
}:Tx( n) 3
(4m2n)*

n=1

A cet effet, considérons la somme

e»«u\/l-l

B
n*

n>p

en supposant que le nombre a soit positif et o <p <1.
A P’aide de la formule sommatoire (x) du n° 34, on obtient

n:,EN _ N _ —
y e—an e—ayt . e—ayN
}_‘r(n) —= 7 (logt+2C) di -+ ry(N) —
n* o t* N#

_ N _

eaf. [ o

: ro(t)d———m-
L

n>p

p!v

—ry(p)
En observant que I'ordre de la fonction r, () ne surpasse pas celui
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de la fonction , on trouve

e~ ay'N

=0,

limr (N)
Nz= o N"'

et, en faisant N = o dans I’égalité précédente, on aura

> rl\,/l
- / U(f)(/( :

©

;-—/L\/n e —u\/_
(9) };(n)‘ :/ e o ta2 Cydl—ry () &

3 T
h

b
n=1 n ,_/P L P"

De la méme maniére, on obtient

nEN
a’
lim ET(,.” —f (logt +20C) —
N==o0 f— ”’r l'
P £
ﬁ_f ]Orrl-)'-’(1)“/; - ”(i() [ /v'n(t)d—f;—'
L o o L

I3

La prcmwlc partie de cette égalité ne dépend pas de la variable ¢
done, ¢’esl une constante. A lm(lc des raisonnements andloguus Ea
ceux qui ont 6té exposés au n® 32, on démontrera que celte constante
est C*(2); on aura done Pégalité

0 . ) s
N I T
3 0 i . [-’17

Lr P‘r /0

En vertu de cette éealité, on peut préter a la formule (o) la forme
) 9
suivante :

A4

z e—-u\/n v (,-—a. Vi l/
V() o = (logt 42 C)de —]—-/ (logt + 2()
n=sl ""' tr .
4 -
o [ 3 e—ap .y " . (:““\/‘——- 1
-+ 4 —ry(p) ———— — ro(L)d ——p—
) pt ? ¢
¢t, encore, une autre forme
‘.” —a\/n v e-—étﬁ (ZA
2: ( = (logt+2C)det+- / (logt+2C) —;
ne=1 lt* l" A
e | avi /i
: 1] e—evVe — 1 " et —
o @)oo=t
/ / . | s

p
o*
h
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Cela posé, supposons que lavariable positive p décroisse infiniment.
En observant que, d’apres la formule (5) du n° 34, on a

ro(p)++=—p(logp+2C—1)

a condition que o < p <1, on trouve, en faisant p = o,

w

- (;‘_“‘/E ”e—aﬁ Y 3N © . e—-u‘/l____[
y'r(n) — = 5 (Iog’t—|—2C)dt—|—§-<7> —~f [ro(t)+7J A
el s s 4 4 N
el n I3 0 14
! A

Puisque, en vertu des formules connues, on a
" emat . I'(4) + CT (1) — (%) log
T loge+2C)de= 4 L) T CL ) = T(s) loga
tT V(l
L 0
il vient
- y-ay/n ") +CT(H) —T (Y loga
(10) Er(n)ﬂ — = (:) + (‘)_ (2) log
n=1 ,[,F \/a
3 e 1], emavt
+C2<7>—j [/'O(t)—i——J[l—T-
& 0 d a

D’aprés ce qui a été dit au n® 34, on peut déterminer une constante A
de maniére que U'inégalité

[ ro(e) + L <AVt

ait lieu, quelle que soit la valeur positive de la variable . En vertu de
cette inégalité, on aura

vw

o - —(l\ﬁ —_— el 3 — ,'_“‘/; A
/ [,WHZIJ(,E_:‘___' <A 5‘/ et =,
0 + i 2 g : [

0

LN R

el puisque
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on peut poser

. 0 —a‘/__ —
—/ [r(,(t)—k%]de———%—':%&AT(—;)\/a ou —1<T<I.

2

Lt

En substituant le résultat obtenu dans la formule (10), on trouve

L oewE () Ch () =T (@) loga §> N (1> 7
xh(n) n% = \/5 +t<4 ZAAT 2 \/“

b

n

!

ol — 1 < TLT.

Cette formule subsiste, quelle que soit la valeur positive de a.

En supposant que le paramétre a satisfasse aux conditions o <a <1,
on peut déterminer une constante P de manicére que Uinégalité

[

w — log -

-y 108G
yf(n) e P —
o ,‘ \/(I
n=:l n' ’

ait lieu, quelque petite que soit la valeur de a.
En revenant & l'inégalité (8), on obtient

@

() | Srombireizezon

LT2n

n=1
I

]Og—d N

(47.52)':':' \/a

>

3ym e

1
< \/7‘1:\\/_ wx PL. [2 1 5
16|V =z =x=pi| (4m*)*

ol I’on a posé
a= [m\/;-(\/x"—i— pr— ).

En vertu de cette égalité, on aura

4T

Va (Yot +p+ )

donc, en supposant que la variable p soit suffisamment petite, on peut
déterminer, & cause de (11), une constante A de maniere que I'iné-
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N
L
T

galité
© i N . log—
yf(n)@,ﬁn-n(—xi—pz) -
= amn Ve

ait licu quelque petite que soit la valeur de p.
A Taide des résultats obtenus, on peut simplifier la formule (3).
Puisque la fonction de la variable p représentée par la somme infinie

- (pz')’f+’—""£,,,4712 n(—ax—+pi)+ (—pl)ti-mt fn*n(—z — pi)
ZT(/L) ; > >

(k+1—m)! (fr2n)”

n=1

d’apres ce qui a été dit précédemment, tend vers la limite o quand 5
décroit infiniment, tant que

k+1—mz1 et mZy
="'

la formule (3) prend la forme

(12) /—j—!fw [(eYrg(— 2+ ti)— (— ), g(—ax—ti)]ide

Eraahm*n(— 2+ pé) + &b n(— 2 — PL').
(G n)k+1

. 1
=lim ¥ 7(n)
p:(b‘d

n=1

Dans cette formule on peut poserk=o, 1, 2, ....

37. Examinons, en premier licu, le cas £Z1. Prenons un nombre
positif N, aussi grand que 'on voudra, et partageons la somme infinie

ZT(H)EIL'-H[”E?”(— x4 pi) +Epbmin(—a —pi)
(_/”.Ezn)lm-i

n=1

en deux parties

w

Epn hmin(— 2+ pf) + & 4720 (— 2 — pi)
(13) ZT()L)QH'H ( &ﬂgn)/fﬁl p
n=1
nZN ) 4
Erhmin(—a +pi)+ £ win(—x—pi)
S T S W
n=1
- Epmt i (— 2 4 pi) 4+ Epp AT n(— 2 — pi)
B SRE YEFESTES -

n>N
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En vertu de I'inégalité (6), on aura

X Erahm*n(— x4+ pl) +Em b n(—a — pi)
2 () Gy
4m*n)
n>N
L (r)
S5 12 A R T
<2AlVzi+p?| Z————t—;
rz>N([;77.'?'ll)2 &

et 'on peut poser

\ Errbm*n(— 2 4+ pl) + Egqa b2 n(— x — pi)
T(II,) (4ﬁ2n)/c+1
n>N
k1 @

——— 3V N T(n
:SQAI\/~7J2+(122 LE ( z._’_;,
neN(fmin)?

ol — 1< 3 < 1. En faisant dans cette égalité o = o, il vient

“ z 9 . - 9 o
. ~ pbmin(—ax -+ pl)+ Epp G n(—w—pi
(]/l) lim 2 T(IL) =41 0 ( P )J““;’/,.:: ] ( ( )
om0 \ (Gmn)k
/l/'
el T(n)
=% oAa? * Z —
3t

n=N(hEn)

ot —1 <5<,

En observant que

nEN nN
LN Errhmin(—x4pd) +Epq hm2n(—ax—pi \ 2 ey (4 T2 1020
lim \wr(n) Ght1h ( P )2 ,QI{‘::[I ( P e Zf(n) ‘“‘““!}il“g“""“"}tq_) 3
r,:_()“" (4m*n)k l (G )i
n=

n=ml
en vertu de la formule (1) du n° 11, on trouve, & cause de (13)

et (14),

N Erpdmin(—x+pl) +Epp hm*n(—a—pi)
lim T(n)
p =0 (['7[2”)/.'4-1

nz=1

o
"%: 2T (G n) Ll t(n
:z ‘L'(ll l—‘—L—‘Hz T +FoAar —_—3
(471' n )k LT
ne=1 neN(fmia)t k

ot —1 < T,
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En faisant dans cette égalité N = =, on obtient

. wﬂ Er wn(—a D& hmin(—a—opi I 25
hm}df(n)gﬁ'[‘ (=2 4pd) +pmfmn( p )_zqr() N (472 n)

(4,’12 n)"“‘" (/ n )A+l
n==1 n=1

et, & cause de (12), il vient

T (AT na)
(47:2 n )/.'+—I

7 '/ [((trg(—z+ti)—(—ti)rg(— Z‘—ll)][dl_}:?.f(n)

n=1

ouk=r1,2, ....
En substituant Ie résultat obtenu dans la formule (1), on trouve

(15) ra(e)=— f (x ;a(l)dt+2‘0”(n)ﬂ_€;ii7§-"4—,%2/—:,%xl C(k=1,2,.0).

n:=1

A T'aide du développement de la fonction g(¢) en série infinic

g (1) =X e(n)E(472n),
n=1

on obtient

f (’ 'ﬁ,(;)dt_ 4_-(,&)/ (r/‘ E(4ment) dL,

nc-

et U'intégration par parties donne

e (4ine
f (L (r(t)flt_(——])sz( L)—/(Z;"(_E:_/l.)/‘%l)',

n=1

en vertu de la formule (1) du n° 9; donc la formule (15) peuat étre mise
sous la forme suivante :

bl " 3 o
S (— 01 (472 n2) + 1y (4% n2)
"/L'('Z)‘— at(n) (47:2,2)/c+1

n=1

ouk=1,2,....
A l'aide de la formule (I) du n° 13 et de la formule (II') du n° 14,
Ann, Ec. Norm., (3), XXJ. — NOVEMBRE 104 63
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on peut développer la fonction () en une autre série

r—1 Y 1
(k4 2k ) (2hk 2k =) (2h + 3 —2])
| R puid U 2 +id \ 2 A
(0 ru(x) Qﬁzx 251
r=0 v
> cos[&m/ﬂ—&—z()\ﬁ/\-_ _‘.ﬂ
<Yie(n) o 2L
s [
n=1 (47-[2”) 2 &
L . . R
_*_(-_,)/.412\/7}2“@_2‘*3(?/-+?A+13(2/:—}—fa.7:—~1)...(rz/;+3—9,/.)
; AN
A=0
: e—4my/nx
D e
n=1 (./;TC"n) 2 b _
VYT | o
- =p(al4-ar -0 r— 1) (2 k+3—ar) -
+ZoVrx * ikaoran +':: D (2h+3—2r) ('/1). ,
2ty htr 3
n:l([”'c?n) 2 &
A.

(= I)IME‘)\/FT—;‘—"JF:;(Q/.' 425 4+1)(2k + 25— l)...(‘.”,/\"-%— 3 —as)
e Py

bl R
Y 0“"7‘\/'”'
<Y —

n=1 ([;T[‘ln)—'f‘+‘;

ol
—1C T <, 0<Ce<1 el rzk-u, sZhk+1 (h=1,2,...).
Sur les valeurs approchées des fonctions r(z), (), ...
38. La formule (I) du n® 37 peut servir au calcul des valeurs

approchées des fonctions 7, (), r,(x), ... & condition que la valeur
de la variable positive « soit suffisamment grande.

Tutorinme I. — Etant donné un nombre positif a, pris arbitraire-
ment, on peul loujours déterminer une constante A de maniére que
Utnégalite o

|r,..(zz')[<Aaf:‘z~*‘Z ou k-1

act liew, quelle que soit la valeur de la variable x satisfaisant a la condi-
tionx > a.
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Les sommes infinies qui figurent dans la formule (I) du n° 37 ne
surpassent pas les limites suivantes:

—— T I /\ ‘Jr‘)\ 3
] > cos[ﬁﬂ\/nx—i—:(l—k-—;>]‘ C"’( - +;>
B 2N\ < N < 4
ZT(,Z) /u'_—_k_‘l«_*_ll < /.-;—3"‘5
n=1 (-’ITE?]Z) 2 4 ’ (_/Il—?') 2 P
el
J(E+0 3
- e—tm/nz ¢ 2 +Z
2-:(;2) ESER heh 3
n=1 ([{’Ir2ll) 2 4 (4712) 2 &

En faisant, dans la formule (I) du n® 37, r=s==#%+1, on ob-
tiendra

g k4+h 3
k-1 Py ) 2:?(~ : —+ -

1
¢ ~q 5 Fi(ak42h 1) (2k+2d—1).(2hk+3—2) )
,r'A.(.x)]<'z\/77iZ.x 2 3 Y ) ko w
k=0 (4m*) 2 :

En vertu de cette inégalité, le théoréme énoncé devient évident.

TutoriMe II. — En posant

m-—-1 S S
i ey ek ek ) (2hk+2d —1). L (2k+ 3 —2))
1/.-(95)_2\/1':)2‘1' R ey
== 0
“ cos {_’;ﬁ\/nr -+ T;r <)\ — e — .I_>J
XZT(IZ) r— + Rz(x),
n=1 (47_[:,,1)2—-0-;

on obtient la fonction Ry(x) dont la valeur numérique ne surpasse pas
la limite

kem 1

]R,,(x)]<Aa:~T“+" ol k=1,2,... et Mm=o,1,2,...

quelle que soit la valeur de x satisfaisant a la condition x> a, A étant
une constante fize.

On démontre ce théoreme 4 I'aide de la formule (I) du n” 37 ayant
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¢gard & ce que les sommes

> oTL'\/;I—:’I:

N\ N
ZT(")__TT ol A=o,1,2,..

n=1 (hrtny ® ¥

BY

décroissent, & mesure que la variable @ croit infiniment, plus vite
qu'aucune puissance de x.

39. En rappelant la formule (3) du n° 33 :

-
n=x

21(7 )(x—n)" ._f (lofft«}—?(,)r[t

n>0

on en conclut que la fonction num(zrique

— ke
-—ZT(' )(7 n)
n>0
peut étre représentée par la fonction analytique
k

(= gy
/ (IOOl+2(1)dﬂ+%c ‘7» ——)—l—— (/.~—-l)‘,

en vertu du théoréme 1, avec une errcur dont Pordre ne surpasse pas

ko1
. . ca
celui de la fonction &* %,

La fonetion

o - e
f B—f‘l—')—(logt+ 2C)d

kKl
. m—1 T i
PR — 1) k=) - R (ki 40) D (k4 2k =D (k43 —2]
+2‘ 2 “ (/{_.}\)I-FZ\/WEJL 3
h==0 h=0
» cosl-[m ua'+§(7.—~/r-—é>]
N\ i )
XZT(I!) ey

¥

n= (.’;ﬁ!n) 2
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ke 1
. e RN
ne surpasse pas celui de la fonctionz *  *ollm=o,1,2,....
Il'en résulte qu'en faisant m = £ + 1, on obtient la fonction

k'ﬁ/.v(v'”):/ (—x—/—i-(lwt-i—z(])dt
v
k 5 k= 1 - R
\ (—1p k=) z(z/l‘+ra7~+1)(2/.‘+2)‘—l)...(zlc+3—:>./.‘|
+E[:(_ ey R G 2T
)=0
© COg[ﬁn\/ll.L'f— )——/n—— |
-
x Reln) .
n=1 (./“-:Z”) o +3 )

qui jouit de la propriété suivante :

La valeur numerique de la différence o(z) — Yy (@) tend vers la
limite o & mesure que 2 croit infiniment.

Développement de la fonction r,(z) en une série infinie.

40. Nous avons défini au n® 33 la fonction r, (=) par la formule
suivante :
(1) rylz)=1z (w)—zf gty de +/ [g(— &+ ti)— g (— & — ti)]i dL.
x 0
La seconde intégrale qui figure dans cette formule présente, comme
nous I'avons vu au n° 35, la limite de la somme infinie
(2) f [g(— &+ ti)—g(—ax—1t)]idl

=lim \ z(n) (“1+P’)+c1 2a(—r—10i)

o= - sl 47"‘12
n=1

Considérons la somme infinie

2_( ).;,[;r n -—-L‘—f—pl)

.|1
1
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D'apres la formule (I) du n® 13, on aura
Samn(—x +pi)

L o T (— &+ 1)
- =172 —_— 3z e Ty
=Vr[em/r(Za+p0)] e/ o m 1\{5

: — 1)
[27’[\//?,(—-—31‘—}-(4[.)‘-

ol | ¥| < 1. En vertu de cette égalité, on obtient

- Ehmin(—a—+—opi
3 Be(m2dr el

Jmin
n>N

1
2

VAT e T 3VE

O ()
-

N w1 0 \i
>N (4m2n)t ]\/—.9c+p£]2n>N([Isz”)

olt |3, <1, N étant un nombre positif, aussi grand que I'on voudra.
A laide de la formule sommatoire (%) du n°® 34, on obtient

w S -

N e—hvn/;:.p-.r-»—pl)
ZT(”) —
2>N (bm*r)*

® =Tt gl e—tmyN (=t pl)

= ———(logt +2C)dt — ry(N) oo
3 o 0

NG

#
(4mN)*
s =4 TN (g °° p— T\ L —&-r-pt)
+ 1 (N) Dy ; +/ r:(t)l)?(*———‘-‘;—f"’
(4m*N)* . (4m2t)*

puisque 'ordre de la fonction 7, (¢) ne surpasse pas celui de la fonc-

1
tion ¢* et que I'ordre de la fonction r,(¢), en vertu du théoréme I

3
du n® 38, ne surpasse pas celui de la fonction ¢* et, par conséquent,
on a

. C,-Lﬁ\/l (—u-(L)
lim ry(¢)
(==

. : o ehTw Vil -J~|~rl47‘)
T 0, lim ry(¢) D, =z 0.
(./ITE‘I[)‘ ==

(/47'[2t)-'£

En cffectuant les différentiations dans I'égalité précédente, on
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{rouve

=

- e—4myn (—x+pi)
Ne(n) ————

320

3

3
(47 n)t
(** o—tm T (—ztpi) L ek myYNT rw g
=] " (logt+2C)dt — ry(N) "
Yo (4me) (4mN)*
ST T [ oI 3o o)
. i [om( g+pz)+4_3N
(4mN)* VN

eyt (—a=+01)

+\/§Tr(—x+pi)fmr,(t)——~—jf———clt

&

N [/
2 . ” . e ) 21 * e—4m VEi—z+gi)
+\/—(—x+pz)f ri(¢) _ dt + / ry(8) ——dl.
Y N [‘,; N

3 1L
16(4m2) Iz

En vertu de cette égalité, on peut poser

o bR (—X+pi) . ® p— T/t —2+i)
W Fel = =i (—z o) [ r(0 T e+ 8, (Nop),
v (hwa)t 5 it

et la fonction ¢,(N,p) satisfera aux conditions suivantes : quelque
petit que soit le nombre positif e, pris arbitrairement, il est possible
de déterminer un nombre positif Ny, de maniére que I'inégalité

p 0 g

(5) [6o(N,p)[<e
ait lieu tant que
(6) N>N, a<z<b el o<|p|<pp.

En vertu du théoréme IT du n°® 38, on peut préter & la fonction r,(2)

la forme suivante :

3
° cos (477:\/11!-— —#) .
Al “ -, 0

1'1(t)::),\/1—w% T(n) 5 +TAL*
n==1 ([;szll)h

ol t > 1, | 5] <1 et A désigne une constante fixe. L’égalité (4), apres
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la substitution de cette expression de la fonction 7, (2), peut s’écrive

- e»—-’m‘:\/n.( rA-n 0
Vo
‘d' /s 5
n>N (4= n)
® — 3=
. = Cos (.’;'n\/nt —=- o
=o' w(— & +pi) Zr(n) - o AmyT—arph) - +3,(N,p)
. n=1 (4'/_;2’1,)"" ’

N

ol la fonction ¢, (N, o) satisfait aussi aux conditions (5) et (6).
Dans la formule obtenue il est permis d’intervertir le signe de
sommation avec le signe d’'intégration; il viendra

” (e pt)
Ve
L /2 '3;
n N (4m*n)
3 N T(n 2 . —  3m\dt
— 2'7[(——-.2‘,‘ —}-PL)X——f_(—)-T)f e AT Ea-0l) 005 (47!\//1.[—- -—4—)—[ -+ OI(N, P)-
w1 (AT R)* VN '
En substituant le résultat obtenu dans la formule (3), on trouve
“ o :
N EAmin(— .+ pi)
(7) 21 #(n) 4mtn
n>»N

5 ®
Fpp—— I TN e — 3m\dt
= (am)? (V=" +pi) Z____)___/ e—tmVEEr cos ( 4my/n —7'—>—[+02(N,p)
n=1(‘/i7.’:-”).‘”‘N

ol la fonction ¢,(N, ¢ ) satisfait aux conditions (5) et ().
Considérons U'intégrale définie

/ e+ o </|7r\/n7 — 5_;5) (_l[f
‘ A

N

Cette intégrale peut s’écrire

f ¢~ (-EEE) cos (An\//T — —3—7—r> d
N 4 A

3T 3mi

s b e o ), Tk e o
—¢_ e~y tly=zFpi+iyn) ‘ﬁ + £ e~ vmyi\=zrgi-iy/u) ‘L‘

2 Jy t 2 Jy ¢’
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{rouve

"

Zr(n)

3
2SN (4m2n)t

e~y (—x+pi)

" omyL (—arpl) —ATYN gl
:] —— (logt + )C)dt—-lo(\l)
N

3 3
& *

(472) (4mN)’
— () [“( el
(4m2NY* YN 4

C—A'm’l (—x+p1)

+\/21T(—-$+pl)fwr,(t)-—l———dt

&

¢
e ’TV” L +0F) 21 b ()—kﬂ\/m
—1—\/ (-—a,-a—pz)f ri(¢) 5 dt + sf ry(8) ——g—dt.
2 ,

i— 16(47:'2)4! [*

En vertu de cette égalité, on peut poser

(4) Zf(n)w_.\/971(—x+pz)fmrl([)m—’r‘/‘—idt+o (N,p),
(4m2n)t N *

et la fonction ¢,(N,p) satisfera aux conditions suivantes : quelque
petit que soit le nombre positif e, pris arbitrairement, il est possible
de déterminer un nombre positif Ny, de maniere que I'inégalité

I 0 g

(9) [Go(Nyp) [ <e
ait lieu tant que
(6) N>N, a<ae<b et o<|p|<<po.

En vertu du théoréme IT du n° 38, on peut préter a la fonction r,(¢)
la forme suivante :

— 3z
. & cos ([yn:\/nt — —{-> .
ity =ayr et () 0 sAs

n==1 (47?2/1.)/'

out>1,, | 5| <1 et A désigne une constante fixe. L’égalité (4 ), apres
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En vertu de I’égalité (8), on peut poser

(9) /w eI L) cos <47r\/;t T
N

.
I

ou || < ret|n —z|Zo.
En partageant en trois parties la somme infinie qui figure dans la
seconde partie de 1’égalité (7), on obtient

(10) Zf n)= ) J(n) + }_ S 2 sn),

ou U'on a mis, pour abréger,

T(n) “

Sf(n)== — e e el eos <!|7r\/nt — 7—) -
. i

En vertu de I'égalité (g), il vient

/I X O

1 A I‘\
Zﬂ") <RE &

n>0 (47r"n)”

3 s \ Loy

[ ,,/.,._,_a(/'?lel)

et 1]l en résulte

-~
’l__"‘.l'v &€

2 S+ X S <R

n>0 Rl a O (4m*)

done, I'égalité (10) peut s’écrire

Z_T_(_”) 5\[ e .4.~+pl/ CcOS <47T\/;L_ >Citt
N

n=1(47n0)*
nZx-o

: .o P i 2(5
—_ Z _ﬂf_)_:/ e~ e -uwtpl) o8 <47r\/nt—iqf>flf+3—£: ‘E‘(“L‘)?;"
, EJET RN (!

n;x’~a(»’l772,l)7;

ol || < 1.
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En substituant le résultat obtenu dans 'égalité (7), on peut poser

(1) 27(n)£14ﬂ?n(_$+Pi)
- 4min
et
"g.l'-Fm
T(n P — — 3a\dt
2 ( 5_f e—m/z(—»x+9:Jcos<47r\/nt-——,~>T—t—o(N,p),
n>.r—a(47ﬁ2n)' N u

B

::(zn)g' (V=z=pi)

B

et la fonction §(N, o) satisfera aux conditions
(12)  [6(N,p)[<e tantque N>N, a<z<b el o<|p|<p.

41. Supposons, en premier lieu, que l'on ait attribué i la variable z
une valeur positive quelconque qui n’est pas un nombre entier: on
peut déterminer, dans ce cas, la constante « de maniére qu’aucun
nombre entier 2 ne satisfasse aux conditions

z—a<niz+a

La formule (11) prend, dans ce cas, la forme

o .1[ 2 - -
(13) ET(”)é = nlinz:+Pl)=3(N,p);
n>N

il en résulte, & cause de (12), que les sommes infinies

o / 2 _ . o P ) _ _ .

n=1 n=1

dans le cas considéré, tendent vers des limites fixes quand la variable
positive p décroit infiniment.
En partageant la somme infinie

o TR e oD ke n(= o =)

4m*n

n=1
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ﬂ"( )El*{lﬂ?n('_l‘—i-p[)_*_'C:l[‘ﬂ_gn(_x__{)[)
L dmin
n=—1
n;:\'
— ﬂ,_(n)audﬂhz(-——x’-{—pi)-+-'E_1[lﬁzn(___$___m.)
o= Lm*n
n=—=1
\ Ehmin(—x+pi) +EGmPn(—a —pl
+2T(n> N ( P Znan,ld ( pi),
n>N

on ohtient

lim ¥ 7(n) Ghmn(—ax+pd)+&4mn(—x—pl)
o= e hmtn
n=zl

JIEN
) A ) — ; £ fm? —_—— 0l o
:Zr(/z)limc"’m n{(—ax+pl)+Ehnn(—a pl)_}mO(N):

p=0 4mtn
n==l

la fonction ¢(N), & cause de (12), vérifie l'inégalité
) |6(N)| <<2e a condition que N> N,.
En observant que

Ehmin(— o+ pi) + E,/;ﬂ:?n(—x———pi):q m(4nna)
p=0 4LT*n TR

RN Ehmin(— a4 pi) + Efm2in(— 2 — pi)
llll]ZT(ll) L r(,nz,il e

m (b nz)

L4min +3(N);

= ¥ 21(n)

et puisque, 4 cause de (14),

lim 6 (N) =o,

N=w
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on trouve, en faisant N = oo,

(4 e)
Amin

thmin(—ax 40+ E 4R (— 2 —00)

hm ZT( ) 2 ( pz el ( c
qm-n

n::l n

el

a7(n)
1

1l

42. Considérons maintenant le cas qui offre le plus de difficultés :
la variable x est un nombre enticr positif.
Dans ce cas, la formule (11) devient

o

27(12) Sbmin(— =+ pl)

4n

n>N

=em} V=T el 0 [ e T cos (4myTi— 2 ) Lo 0N, .
N

.-1.x

(47_:»,‘%.),‘ N
En supposant que la variable p soit positive, on peut écrire

. S Efmin(—a=pl)
0 Setn Bl
n>N

:.;EQ—)<\/-I?_":E—1>/ e‘—ﬂﬁ/mcos.([lﬁ\alt_‘g_z)f{f 3(N,p).
2T xZ Iy 4 Vi

Considérons I'intégrale définie
" o 3w\ de
e (=2 EgD) 05 b \/ll — _,_) _2_;
N
cette intégrale peut s’écrire

f et EE60) cos ([m\/azz — %) th
N A

3wl =3
R e A
= ¢ > : / e -wmy/ely “azEpixi Jx) d; + ¢ f e wﬂ,/z(,/—hzd:pz+z‘/¢)6;

N N

En observant que
/ " eimgity =m0 AL
L
N

N
—-_-_zc—logN~zlog4n(¢m~x'ipz'¢l'\/v”_v)-*-[ (x _e——lmﬁ(y/ﬂ—“xrﬁwi/ﬁ))#
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ef

N
[ =) = 5 R sn (/= w = o 5 1Vz),
0
ou |3, | <1, on trouve

[ ¥ i ity /1) A
NC ;
=—2C—logN—2loghn(Y=zFpi=iyz)+Z/N8n (V—z Ll 5 iVz).

D’autre part, on a

3L

o —
=

e * fxcab'tr/i(;/~xipz’ti,/§)1{:_," 1 .,
2 Jy t  YNoen(Y—azxpiEtiJz)

ol |3, | <15 done, il vient

. “ —— —_ dt
(16) f e="m/U—x=pi) g ([m xt—i}j—r)—
Mn b/ ¢
3mi
F

=& [ 2 C—logN—aloghn (/= Eri3iya) + 5V N8n(y =iz iy7)

2

1 %, i
N Vﬁ an(f=—zxpixtiyz)
Puisque

£ 4mpi = logp+ log im
p—— = = - R —— el
\/-—xipiii\/m \/x:;pi%—\/x

loghn (V=2 E£pi ziyz) =log

et
——— . [
—rExol I = ————>
V piF iy \/x;pm—\/x

!

on peut mettre 'égalité (16) sous la forme suivante :

[ e~ WTTFEG cos ( fmyzt — oF ) L
N 4 B 4

37

n &
=¢ —-2C—-—logN-—zlog2—7_E_—2logp -+
2 x 4

v

3
~

= +6O(P):
Z

nyN
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ou [Z]| <1 et la fonction ¢,(p) satisfait & la condition

limd,(p) =o.
p=0

En substituant le résultat obtenu dans Iégalité (15), on trouve

() \ (n) Ehmin(—x +pi)

4T
n’ N .
SN gt
:—.ﬂ@(\/-xif’i>- ¢ <—-2( IovN——alotrf——')lo"p)
27T x 2 pa
Z
p vw+oo(p) + d(N, o)
fry?
Puisque
ot _ =%/ _pl
0O _—l
\/_]—I—( "—_}'L\/_lz l\/li_’
il vient

I’on peut poser

2w

[ —4—5_”,‘

ot le module de A ne surpasse pas une constante fixe; donc I’éga-
lité (17) peut s’écrire

Ef(n) Gbnin(=zxpl)

Lt n

N
n>>N

= 12(:) (eiig—{—Ap)

3mi

— logN — 2log£ — 2logp>
Va

=3
~

+ ———+ 3y (p) | -+ 3(N,p).
4mnyNz ! p‘
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En vertu de cette égalité, on peut poser

N Eamin(—atpl)
(18)  Pe(n)H——
qmTn
n>;\'

ott la fonction s(N, p) satisfait aux conditions (12) et

limo(p) =o.
r/",‘.()

A mesure que la variable p décroit infiniment, le module de la
somme infinie

£

Ehmin(—x tmpld
‘S‘T(n)‘-" ( po)
el

qmin

ne=l

croit infiniment, en vertu de Uégalité (18). En prenant la somme

V'(n) GAmn(—axdpi)  .1(x)
i

- =g T oge
4Tt am PP

on obtient la fonction de la variable o qui tend vers une limite fixe
quand p déeroit infiniment.
Désignons, en vertu de ’égalité (18),

- Fohmin (— b )
Er(n)""m”( zpl) -—i?')(;)(‘:—r—logm\/g+10gP)+6(,(P)+r30(N,rJ),

Arin
n>N
& Ehm? /1( xr—pi) ( )
z(n) = == C+logan ——Ho""a -+0,(p) + 9,(N, p)-
n>N

in faisant la somme de ces égalités, on obtient

i"'(") Ehmn(—ax—+pl) + 4T n(—a—pi)

hTin =3dy(p) -+ 0,(p) +3y(N, p) + 31(N, p),

n>N
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et il en résulte

lim 2*(,1)51411‘-’12(—;zr+pl') + S 4 n(—a—pl) = 5(N)
p=0 ™ 4T n Nl
n B

ot la fonction ¢(N) satisfait, & cause de (12), aux conditions
|0(N)|<=2¢ tant que N> N.

Il en résulte
I\}imo‘(N): o,

et en faisant N = o0, on obtient I'égalité

lim Ef(n) Ehmin(—ax +pi)+E 4T n(—2— pi) er(n) (G2 na)

p=0 47‘[ n

n=1 n=1

qui subsiste donc, quelle que soit la valeur positive de la variable z.

43. En substituant le résultat obtenu dans la formule (2), on
trouve

lnx)

f”[ r(— &+ ) — ff(—-x-u)]ldt—22r(n) n‘ﬂ_

n
n=1

En vertu de (1), on obtient

i@y =e@ = [ a0 der s LR

n=1

> &(4mnx)
f g(1)dt= Z() s

n=1

et puisque

il vient
(19) ro(2) =} 7(2) —I—z‘z'r(n)’“(“”r ”’*"Z;‘:(éﬁ’nx)

n=1

A Taide de la formule (I) dun° 13 et de la formule (II) du n° 14,

Adnn. Iie. Norm., (3), XXI. — NOVEMBRE 1904. 65
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on peut développer la fonction ry() en une autre série infinie

— r/ N\
(os .’;7:\//2.1'+L()~——~
ah+1)(2h—1 %-*2)‘ I: Py 9
(sl ~--»§r(uz)+°\/7r§ H 1 q,,),) ! S‘ s )
'A:o n=1 (4m* n)3+1
< Z k1) (20— 1)...(3—20) \a e=iTmYnE
_fl\/ S‘l' 2 T ZT(IL) — 3
h=0 n=1 (4712,!)2 K

-+ 42\/1' A "(OI_H)(O’—[) (;*0')\1 T(”)I

‘)"l' v
n:l (_/{‘II"I),)2

1oy
~ =528 +1)(as—1
—_— EZ\/T’,‘.I:' ‘( + 1) —— )
absl

ca(B=2s) § =Ty
s '.(/L) g

e (4m*n)?

ol — 15, oL e etrin, s,

Sur les valeurs approchées de la fonction »,(x).

Tutorive. — En posant

N
m—1 . COs -~ )
s ) ¥ R R+ (=1, ,—my ”'“’” " ( {,,>|
'«)("L)"' +2\/ﬂ' o ”' :
2tk 4
h=0

+
n=1 b

W
(4mn)*

otm? 1, onaura la fonction R, (@) dont la valeur numenque ne surpasse
pas, « condition que x >>a, la limite

1 m
i

| Ry(2)] < Aot "%,

A dtant une constante fixe.

On démontrera aisément le théoreme énoncé a 'aide de la for-
mule (1) du n”43.

En rappelant la formule (3) dun® 33 :

-
ni
S

¥ x(n) :f (logt+2C) dt -+ 22(0) + ro( ),

70 0
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ou, aulrement,
n :'/_l
Zc(n) =z(logr+at—1)+1 +r,(1),
n>0
on en conclut que la fonction numérique
n>a
.
oy () = D 7(n)
n>0
peut étre représentée par a fonction
(loguw 4+2C—1)+ 1 +1r(z) N
—_— /- I
m—~1 A , Lo® cos | 4nnr+ - (/’———)
- ’7‘~-'7;(2A-l—l)(o.?.--—r)...(")—g)‘)Z ) {“\ 2\ 9
) AR T z —
X 20 (v i ’
D=0 n=1 (47:211)"' b

oltm=1,2,...avec une erreur dont l'ordre ne surpasse pas celui

1_m
de Ta fonction 2* 2.
Il en résulte qu’en faisant m =1, on obtient la fonction

e s .fm/;z;_;)

‘ A\ \ 4,
() = e (logae +2C—1) +4+f7(x)+ 2\/7r.1' 7(n) ;
n=1 ('/|7‘-'2” )I'

qui jouit de la propriété suivante :

La valeur numérique de la différence o,(x) — §,(x) tend vers la
limite o & mesure que la variable x croit infiniment.
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SECTION V.

FORMULE SOMMATOIRE GENERALISEE SOUS UNE FORME NOUVELLE.

E
5 T N 0, (4m2nae)
Etude de la convergence de la série infinie Y () LT ik
somad AT
n==1
45. Tuvoreme 1. — La série infinie
S (4mtnz)
R | mijn ne
z T(n) WA T
Ln
n=1

est ung formément convergente dans chaque intervalle m + o < x <m—+ 5,
m élant un nombre entier positif quelconque ou séro, et o et B dewx

Jractions positives, prises arbitrairement.

Considérons la somme infinie
-]

N ey AT,

LT*n
n>N

N ¢tant un nombre positif aussi grand que Uon voudra.
En vertu de la formule (II) du n°® 14, on aura
: AT o 3
m(4ninze) =yr(enynx) |cos (4my/ne —- I e
e )=yVr(2nynz) [ <‘ v i)t “Zamyna |’

—_—rl Ty <1 -
il en résulte

Grin

(1) ET(:A).M = \/E‘”zvzr(n)

3Vr - T(n)

+ 7 7 =
162 n>>N ([1752 Il)""
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A laide de la formule sommatoire (x) du n° 3%, on obtient

—— ™
© cos<47r\/111:—7>
Wl 3
“':(n) 5
£, 2 &
2SN (47 n)
J— ™ ~ ':
cos <41r\/tx—— ,—) cos (47:\/;‘ﬁ-'7>
- R ! (logt+2C)dt—r,(N) —3 ki
N (4m2e)* (4=N)*
‘ o— T ’ L —
cos(Mu/Nx—,—') cos(im/m:—7
+r (N)Dy Gl r(£)D} L dl.
(4m*N)* Uy (4m*e)

Iin effectuant les différentiations et en substituant dans la seconde
intégrale qui figure dans cette égalité I’expression de la fonction r,(2)
obtenue aun° 38 :

= Cos <!|7r\/n_t—-§[3> ,
1

3 1
ri(t)=o\r¢t ET(IL) 5 “+ TA L,
n=1 (‘-/[T[-“)4
on peut poser
™
» cos </|7r na — 4~>
9
(2) ZT(IL) 5
n>N ([]7?213)!'
, __ 3=
3 % °_°ﬂ CcoS | fmynt T o\ di
:—g"ﬁxf z'c(n) 7 cos <[;7r\/¢vt——,>—— +d, (N, ),
N 2 ) \E 4/ ¢
: n=1 ([}TL' ll)
et la fonction ¢, (N, x) vérifiera I'inégalité
(3) 10,(N,z) | <<e & condition que N>N, et a<z<?,

¢ ¢tant un nombre positif aussi petit que 'on voudra.
En introduisant un nombre positif T, aussi grand que I'on voudra,
on aura
— 3=
cos </;7r Vot —

() fﬁ]r(n) 4>cos (4mymi—T) 4

n=1\ ([|T£2/Z).!':

— 3z
T = COS </[ T \/lt[—— -

::h:nif ZT(”) : >cos<4.7r\/577_g>it

¢
-N nz=l ([Jﬂgn)k
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et puisque

— 3
- cos((m\/nt— -7'i>
N b/ L= m\dt
2 cos (Gmywt— 5 -
N n=1 (’!”Tz'l)!p 4

z(n) ! — —  3r\ dl
=2 3 cos 4%\/¢'t—-7)cos Qr\/ltt——/— -,
[ ) YN 4 h)t

\

il viendra, & cause de (2) et (4),

— T
“ ¢08 47[\//!.:6‘-—-:
N 4
> W(n) —— 7
e N 3
n>N (47:-12)"

! Il .o
= >~7r1'lnn Z——— f m%(u \/1/—— —) cos (/rn\/nt-— —I)T “+ 0y (N, ).
T=w 2 n T 1 4 “
n=1 ‘IT[ :

En vertu de (1), on peut poser
/|T7‘21l1)
)Z n) 471:31‘
.l_ % T l
----- = (am) 'limz-——(——nl—g/ (()s<{,r\/ct———)(ns</|~rvnt——?-/—-)(-Q ~+a,(N,.z),
e T (Gmin)t N 4 e

ot la fonction ¢, (N, @) satisfera aux conditions (3).
En observant que

! 3w\ dt
/cos(/;r\/zt—-—)ws(ﬁr\/nz—— >—-
Jy 4 h)t

:—%f cos/m\/t(\/xa-\//z)—[—-%f sinfmy/t (Y —yn )(/’
2Jx N

on frouve

. N t(n) [ 3
(6) lim ' —‘c————,‘/ (,os<.m\/.ct — ~>cos<4r\/nl—-—— -
1=”,%_1 (ﬁ’nzn)’[,’ v 4 -/l ) l

“ T
‘ - yd
___:__% lim 2..1{&)..7 cos.’;m/tﬁ/x-i— \//:)i{—t
2 T=w T IN 2
' )

—;-lim — ! sm[nr\/t(\/a, —\/n)d[-
P !
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A l'aide de la formule

’

"
1 — —\ 5 I 1

(7) —~f coshimve(Yaovyn) —= 20 (L ___
/ 9 \ \ <\/ \/ I 27‘:(\/‘1_—*_\/”)(\/;\; v/rl‘

AN

ot — 1< 5,<1, on obtient

vl\ M
cos4my/t (Vi + \//—z)ﬁj—t

n=1 (!lﬂzll)h N

1 I I z(n) I
< —|-=+ —= i =>
2T (\/N \/T>§(4ﬂ2n){é Vo -+ \n

n

et, & plus forte raison,

- -1 D N
‘_éz_ﬂﬁl?/ cosﬁfrr\/Z(\/;—i—-\/;)% <.§__£i)_7.<_f:+_‘:>_

=t (imta)t e (Gr2ys \WN VT

En vertu de I'égalité obtenue, on peut poser

0 ] T B ~ ~ ' - .
8)  —Liim 3L eosgmyi(ya ya) P = 2 S0,
IEe S (dma)t N (4mey?

ou—1 LT,
Prenons maintenant une fraction positive quelconque g et considé-
rons I'intégrale définie

— gf sinfmyE(yz — i) &

“ YN

en supposant que [x — n|Z .
En observant que

T . — — dt o I T
=5 i T e (R )

cx+Vrtp
_A bl
- P

e




520 GEORGES VORONOI.

on obhtient

T N+ o \
L (g i ) & < TN (1 1,
{ 2/ singmy/t(Jr —\/n) 1< 2 7P \/N+\/']‘ 5

N

done, on peut poser

L - - N7 N
(9) —;[—f Sln’-’l”\”(\/ﬁf‘—\/ﬂ)%—[ :%I__%%Lp<\7j§:*\—/%)’

“ YN

ol —1L < et|x—n|Ze.
En partageant la somme infinie

e T o B
_.% S () 5 sinﬁn\/t(\/;l:—\/lt)f-i—z
= (hmtn)F YN

en trois parties, d’apres les conditions
o< niae—np,
x—p<niax-+op,
x+p<nlo,

on aura, 4 cause de (9),

hod , T o
— 12—11’1)—/ sil‘xﬁ.ﬁ\/l(\/.x—\/;)fl[—t
2 (hmrn)t YN
nix+p "
e T 4p [ 1 1\ (%) I t(n) /‘l . - - ~\ dl
=T, Y T ) 2R —_ singmye(Va—\/n) —
e 27p (\/N \/T> (47?")% 2n>.~'~p (/Hr?n)?f N i/ (\ F=yn) ¢’

ou —1< %< 15 il en résulte

LN 7(n) T S — dt
(10) — =lim} » ——— [ sinfnVi(Vz —yn)—
'l'::aonz:‘(d,n:zn)%\/p{ n\/ <\/ \/n 14

llg.?'*kp

RN TN U I e

= 5

N . 5 5
\/N 2P (4m2)* 2n>x—.p ([471:2/1)" N

En vertu de (8) et (10) on peut préter a 1’égalité (6) la forme sui-
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vante :

€ 4[. n’-
lim?ﬂ_;f COS<4W\/E—E> cos(ﬁwﬁﬂ-i’:)f’f
T o et N 4,

% 4 t
wagu::1 (47-1-212)+ 4
A n;.r—!—p - [
R _LLLf sinf iy — ) 2,
\/N - g ([;:n-‘ln)* N

ot la variable A ne surpasse pas, en valeur numérique, une limite
fixe & condition que e <<z < betp,<p<1.

En substituant le résultat obtenu dans la formule (5), on peut
écrire

w
O ny (hmna)
(l]) ZT(”) i’m‘
n>>N
ng.r,'-f-p

135 z = -
=2zt Z —Lli)—,f sirlﬁ‘rr\ﬁ(\/x—\/n)fil+6(N,.r),

n>a-p (/l 2 'l)_': N
et la fonction &(N, z) vérifiera I'inégalité
(12) [d(N,z)|<e acondition que N>Np, a<axr<<b et p,<p<1,
¢ étant un nombre positif, pris arbitrairement.

Ces préliminaires posés, supposons que la valeur de z satisfasse
aux conditions

(13) m—toaxzm-+,

m étant un nombre positif ou zéro et et B deux fractions positives
données. On peut, dans ce cas, déterminer une fraction positive g de
maniere qu’aucun nombre entier » ne vérifie les inégalités

maa—p<nm-+f+p;
on aura alors, identiquement,

nSw4p

z(n i - dt
._(.__)..:f smd*ru/t(\/.;—\//—z)T =o,
n>ax—p(4miR)* VN
Ann. Ec, Norm., (3), XXI. — DECEMBRE 1904, 66
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tant que la variable @ satisfera aux conditions (13), et, en vertu
de (11), il vient

w0

O 0 (4rinz) L .
t(n) ————= =0d(N, z).
2-1 (n) L2n (N, 2)
n>N
A cause de (12), on aura 'inégalité
. — n(4mina)
14 t(n) ———- e
( 4) o ( ) [”_Lgﬂ €
in>N

qui subsiste & condition que
N>N, et maa<e<n-+f,

ce qui démontre le théoréme énoncé.

46. Tuiorime Il. — La convergence de la séree infinie

(1h) ‘ T(n

est a variation limitée dans chaque intervalle fint « < x < b ot a > o.
. ~

La somme infinie (15) représente, comme nous I’avons vu au n° 43,
une fonction numérique qui passe brusquement d’une valeur & une
autre dans le voisinage des valeurs entieres positives de la variable ;3
pour cette cause, la convergence de la série considéréce ne peut étre
uniforme dans chaque intervalle fini. Cette série jouit d’une propriété
importante, i savoir :

La valeur numeérique de la somme

ne surpasse pas une limite fixe, quelle que soit la valewr attribuée a N
quand la valeur de x est comprise entre les limites données a < x < b.
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En vertu de cette propriété de la série infinie (15), on peut dire
que la convergence de cette série est a variation limitée.

Le théoreme énoncé est une conséquence immédiate de la for-
mule (11), puisque la valeur numérique de I'intégrale définie

fN“sinm/z«/;_ﬁ):’g‘

ne surpasse pas une limite fixe, quelle que soit la valeur de N; c¢’est
ce qu’on vérifie sans peine.

Nouvelle forme de la formule sommatoire généralisée.

47. Nous avons vu au n° 25 que la somme

néb
De(n) f(n)

peut étre représentée par l'intégrale définie

n é b

_ b
) S )= [ f@)dga),

n>a
prise dans le sens de Stieltjes, ol 'on a mis

nSx

(2) @(x):ZT(n).

n>0

La formule (1) subsiste & condition que la fonction /() soit con-
tinue dans l'intervalle a << x < b.
De la méme maniere, on démontrera que U'intégrale définie

b

f o(2)d f(2)

a
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a aussi un sens et que deux intégrales
14

13
[r@de@ e [etard s

“ua

sont liées par la relation
1]

b
/ flzydo(x)=o(b) f(b)— o(a) f(a) ——/ o(x)d f().

“n

En vertu de (1), on aura

nsh
- NG
) D) s=e0) ) —o(@ fla)— [ s(z)df(a).
n>a hd

Nous avons défini au n°® 33 la fonction r (z) par la formule

Zr(n) _—_-/ (logt +2C)dt +8*(0) =+ ry(x);
no0 o

donc, & cause de (2), on aura
(4) o(z)=x(loge + 20 —1) + L+ ry(=x).

En substituant cette expression de la fonction ¢ () dans 'intégrale
N »

[ w(x)d f(x), on obtient

L
d
1/

o

b

b b
cp(x)d/(m):f [w(logx+2(]——1)+-},—]d/(rc)+f ro(a)d f(x),

et 'intégration par parties donne

N
/ o(z)d f(z)=[b(logh + 2C —1) +{] f(b) —[a(loga +2C —1) + 1] f(«)

Y

b b
-—-f_/(m)(logw-t—zC)dx—i—f ro(z)d f(x).
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En substituant le résultat obtenu dans la formule (3), on obtient, &
cause de (4),

nsh

b b
(5) Er(n)/(n):[f(x)(log;c—{-2C)d<v+r0(b)f(b)—l'U((z)f((z)-—f ro(@)d fiz).
n>n “ «a

Cette formule subsiste a la seule condition que la fonction f(x)
soit continue dans I'intervalle a < z < b.

48. Supposons, de plus, que la fonction f(z) ait dans I'intervalle
a < x < bun nombre limité de maxima et de minima.

En développant la fonction r,(x) en série obtenue au n° 43, on
peut poser
0 (4rtna) — (4 ne)

1 d :
ro(x)= Ef(x)+2 at(n) = + R(a,N)
n=1
ol
, Ny c oo on(fminz) =L (4T )
(6) Rz, N)= D> 2t(n) T .
n>N

En vertu de la propriété (2) (n° 24) des intégrales définies de
Stieltjes, on déduit de I'égalité précédente la formule suivante :

Wb

[ n@d e

Y
<
n=N

b by .t 90 o b
_ ;fl r(x)d/(z)—f—zzf(n)/” 0y (G=*nz) —& (4 n‘L)d/'(x)—i-‘/” R(x, N)d f(2).

4r*n

n=1

Comme la fonction 7(z) a la valeur zéro chaque fois que la valeur
de & n’est pas un nombre entier positif, on aura

b

f (x)d f(z)=o,

o

et I'égalité précédente devient
ngN

b b 25 r 2 b
(7) £,~o(x)df(x):22r(n>f nilfmtnz) —&(4n "")d/(x)+f R(z, N)d f(z).

/i 2
« aqmnn

n=|{
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Le reste de cette série
b
f R(z,N)d f(x)

tend vers la limite séro & mesure que N croit indéfiniment.
Pour le démontrer, désignons par n,, n,, ..., n,_, tous les nombres
entiers satisfaisant aux conditions

a<<n < ng<l...<np,<b,

puis prenons un nombre positif p, aussi petit que 'on voudra, et par-
tageons U'intervalle (@, b) en des intervalles suivants :

((Z,[l-’r—p), (a+P’ 'ZI—P)’ (’ll"'“P,- ’11)1 (”1’ ”1+P)’ S
(’”c—l"*"P: b"‘P)? (/)_P7 b)

En supposant que la fonction /() ne possede dans intervalle {(a, 6)
qu’un nombre limité de maxima et de minima, on peut déterminer un
nombre positif g de maniere que la fonction /(2) varie dans le méme
sens entre les limites de chaque intervalle ‘

(a, a-=p), (Ri—p, )y (R Ry=0)y ooy (Rppmyy Rpey-+p)y (b—p, 0).

En désignant @ = n, et b = ny, on peut présenter le reste de la for-
mule (7) sous la forme suivante :

b
) [ RN

.
0

1t n, - P Mt
—:Zﬂf' l{(x,N)rlf(.z')—r-f' R(x,N)df(x)—}—f " Rz, NYd f(2)].

- . -
he=0 ' e

Considérons l'intégrale dafinie
"~
(9) f R(z,N)d f(z) o0 Ar=o0,1,2,..., k—1.
ny o

Quelque petit que soit le nombre positif e, pris arbitrairement, on
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peut toujours déterminer un nombre Ny de maniére que I'inégalité
(10) IR(z,N)|<e

ait lieu & condition que

(11) N>N et m+p<axz<<ma—p (A=o0,1,2,...,k—1).

En effet, nous avons démontré au n° 45 que la série infinie

w

N\ n(4mne)
A

n=1

estuniformément convergente dans le domaine 2y, + ¢ < & < ny,, —
ol 0 < p <15 d’autre part, la série infinie

£

sf(” Ei(4m*nx)
T hmta

ne=1

en vertu des propriétés de la fonction £, () démontrées au n° 13, est
uniformément convergente dans chaque intervalle e <<z <bolt a>o,
il en résulte que la série infinie

? 4712117,)~¢,(41--nx)
,-d

hmn

-

est uniformément convergente dans Uintervalle n, +p <<z <. —¢;
donc, a cause de (6), la fonction R(z, N) satisfait aux conditions (10)
et (11).

En observant que la fonction f(«) ne posséde qu'un nombre limité
de maxima et de minima dans Uintervalle (7, ny,,), on peut déter-
miner une constante positive A; qui ne dépend pas de p de manitre
que I'inégalité

’ Rz, N)d f(2)| < MA;,
n, +p

ait lieu, M étant la limite supérieure des valeurs numériques de la
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fonction R(z, N) dans Uintervalle (7, + p, 7, — ¢); on en conclut -
que la valeur numérique de I'intégrale définie (g) vérifie, & cause
de (10) et (11), I'inégalité

<eAy (A=o,1,2,...,k—1).

"‘A+1 P
(12) lf Rz, N)d f(z)
n.
onsidérons maintenant deux intégrales définies

o s
/ Rz, N)df(z) et [ R(z,N)df(2) (=019, k—1).

. oo
™, W1 5

En vertu du théoréme II du n° 46, la fonction R(x, N) vérifie 'iné-
galité

(13) [R(z,N)]<<B i condition que a<<x<b,

B étant une constante fixe.

Puisque la fonction f(2) varie dans le méme sens dans Iintervalle
(n, iy, + p) et aussi dans Uintervalle (74, — ¢, 5., ), on aura les in¢-
galités

1;."4-{4
f Rz, N)d f(z)| <B| f(n.~+0)—/f(n)]

“n.
2

I/ R, NYd (@) | < B f(ran) — S (s — 0) |-

Iin observant que la fonction /() est continue dans les intervalles
(m, 13+ 9) et (nypy — gy 5., ), 0N peut supposer que le nombre po-
sitif p soit choisi de maniére que les inégalités

[ (4 p)—f(m) | <= et [ f(rgr) — (s — ) | <m

aient lieu, » étant un nombre positif, aussi petit que 'on voudra.
En vertu des inégalités précédentes, il vient
(14)

n.h—f-p
f Rz, N\Yd f(z)|<nB et

n,
A

[ " Rw, N)d f(2) | <nB
" ”Z.H"P

(A==o0, 1,2, ..., k—1).



)t

SUR UNE FONCTION TRANSCENDANTE, ETC. 20

Ayant égard aux inégalités (12) et (14), on obtient, i cause de (8),
b k=1 :
| / Rz, N)d f(x) <Z (e Ay +21BY,
“a Y=o
Gette inégalite subsiste & condition que
N >Ny ol A=o0, 1,2, ..., k—1,
Il en résulte qu’en faisant N = s, on aura
b
(13) lim R(x,N)d f(x) =o.
N=w J,
n_f:[l
49. Tugorime I. — La somme Zfr(n) J(n) peut étre développée en
n>a

serie infinte

n‘::./: »
) Re(n) S0 = [ 1) (logz +2C) da + 12(0) J() = S =(@) /()

® b
+ X av(n) [ S(@) [Emtna) + n(Grna)] da,

n=1

a condition que la fonction f(x) soit continue dans Uintervalle (a,b) et
gu’elle ne posséde dans cet intervalle qu’un nombre limité de maxima et

de minima.

Considérons I'intégrale définie

4T n

f" 0 (4minz) —& (hnnz) ey

En intégrant par parties a 'aide de la f‘ormul_e (2)dun°9etdela
formule (4) dun® 11

0, (47*nz)

E(hmna) Ny (4
hn

(2 . I
])x"‘—[lﬂ"[r s Q(4 T nx ) ct )_,:
Ann, FEe. Norm., (3), XXI. — DécEmprE 1904.

=047 nx),

67
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on obtient

b [ 2 o LI
f 0, (4 lz.12 ‘,“"([m ’u)(l_/(.r:)

hw*n

nl(ﬁu nb)y—Et (4mnb) (4t na)—E (4 na)
4m*n /([ LT n J(a)

_.f [(z) [E(hn?nax) + -n(.iTcé na)]dr;

et, en vertu de la formule (7), il vient

b

f ro() df(@)

nZ N HEN

€, (Aminb)y —Z (hn2nl) . 0 (Gmtna)—E (hm2na .

= Yo pylh T ! >/(I))——22T(n) (4 T \T2) fa)
n==1 ne

—2 (n // E(amtnx) +n(hntna)) f/r»|~[ R{x,N)d [(z).

n=1

En substituant le résultat obtenu dans la formule (5) on aura

ngll

De(n) f(n)

e

b
f/ (loga -+ 2C) de +

n’ "{
r,1(’|7r2/)l))—’:f,(f|7r"/1/;)
B — 375 s J(0)

e

n’ ‘\
v (hmena) — £ (fm?
— [/'u(a) -—X at(n) {4 ,m/: ﬂili]{'l'r M)] J(a)
n=z1
n ‘J
—}—Ezr(nf Sx) [Ehn*na) +n(hrna) rll-—-f R(x,N)d f(z).
n=1

En observant qu’en vertu de la formule (19) du n®43 on aura

n':__:N
i TR N n(hmtne) =& (Gm*na) 1
7o () P]m 2‘ at(n) = = (a),
ne=1
nCN '
ro(0) —lim ¥, ae(my MU —GUERI) _ 1oy,

Ne=oo hT*n
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et en faisant, dans I'égalité précédente, N = <o, on oblient, h cause

de (15),

n=N .
= 0
D) Sy = [ f(@) loga +20) do+ L(0) (1) — L=(a) / @)
n>a “ - -
+Z at(n)[f(4rnz) +n(4rine)] dr;

donc le théoréme énoncé est démontré.

-
nb

50. Tagorime . — La somme 2*( n) f(n) peut étre developyée en

i . . n>a
série infinie
n'__:l:
(k%) De(n) f(n)
n>a
) ne—1
N - . ' .
—:/ S(z) loga 4+ 2C) de —{—Z (—=0)k L re(h) [P (0) — ri(a) [ (a)]
“ k=0
“ b p
N T (—nmE ATt na) + ., (AT ) - )
4+ (—1)m 2T(n )./,, Cimti) S () dr,
n=1

a condition que la fonction [(x)ait mdérivées ['(x), ["(x), ..., ["(@)
bien déterminées et limitées dans Uintervalle (a, b), (m =1, 2, ...).

Revenons i la formule (7). Le reste de cette formule peut étre pré-
senté, dans le cas considéré, sous la forme suivante :

Wb
(16) [ Rix,N) / (x)de

L1 .[]_+P
—:Z’(/ ’ R(ax,N) f'(x)dx

h=o\ T

|

+ [ ”mLmﬂmm+[“nuwmwMW

“n.

g e S el

Comme la fonction f7() est, par hypothése, limitée dans l'inter-
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valle (a, D), on aura
| /() [ <A,

ol a < x < b, A étant une constante fixe.
Il en résulte, en vertu de (10),

M P
)f R(x,N) f'x) dx

Yl

et, en vertu de (13),

.Il‘-Fp
/’ R(z, N) /'(2) do| < pAB

Il)\

f "R, N) S () dee

At ¢

A cause de (16) on obtient

b
‘f R(z,N) /" (x)de

oUN>N, (A=o0,1,2,...,k—1)

On en conclut qu’en faisant N = oo, on aura

N
lim f Rz, N) /' (z)de =o0.

N=w/,

<€A (ngq — I— 2p) (A=o0,1,2, ..

k-1
<2 [eA(mywy—rn—2p) +2pAl],

L hk—1),

<pAB (A==0, 1,0, ..., k—1).

En faisant N = oo dans la formule (7), on obtient, & cause de (6),

nb

n_oaw

4mn

b
Zr(n) S (n) :f S(x) (logae 4+ 2C) de 4+ ro(b) J(D) —ry(a) f(@)

“ b 9 W\ e a e
_227(”)[ n (frtnx)—E (4w ’M)j’(x) s
nez ] va

¢e qui démontre le théortme énoncé dans le cas m = 1. En intégrant
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par parties les intégrales définies qui se trouvent dans 1'égalité obte-
nue, on déduira aisément la formule générale.

-La formule (x %), qui ne différe de la formule sommatoire (x) du
n® 34 que par la forme du reste, présente une généralisation de la
célebre formule sommatoire de Poisson ().

(1) Poissox, Mémoirc sur le caleul des intégrales définies ( Mcmoires de U'lInsitut de
Lrance, année 1823, VI, p. 571).



