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SUR LA

REPRESENTATION ASYMPTOTIQUE

SERIE DE FACTORIELLES,

Par M. Niers NIELSEN,

A COPENHAGUE.

I. — Formules générales.

Dans des publications récentes (') j'ai étudié une série de facto-
rielles de cette forme

Sz

b S+1

(1) QU):E,-(Z-FI)(ZL‘—!—?)’

$§=0

olt les coefficients b, sont indépendants de 2, pourvu que | 2| soit une
quantité définie, tandis que j’ai supprimé par principe le cas contraire.
Or, comme nous le verrons dans les pages suivantes, la série (1) pos-
stde des propriétés intéressantes pour de telles valeurs de |z | aussi.

Pour étudier dans ce cas la série (1) nous avons & prendre comme
point de départ deux formules élémentaires, savoir cette identité de
Schlomilch

s

\ I ¥l g

(=) , :’;'_'::Zx(.'l,’+l)..T(;L'-i—n——l)_i—A”’r(w)’

$=r

(1) Comptes rendus, 30 dée. 190t et 20 janv. 1902. Annales de ' Ecole Normale,
3¢ série, t. XIX, 1go2. Je cite toujours ce dernier Mémoire en éerivant simplement dans
le texte le numéro de la page du Volume susdit dont il s’agit.
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olt nous avons posé pour abréger

(2bis) App() ‘ G Gl G
2 bLs (&) = L S s L
his n,r Z(2+1). @+ n—1)\ x 22 %)’

tandis que les coefficients G, sont les nombres de Strling, savoir les
nombres positifs entiers définis & Uaide de cetle identité

(3) z(x+1). .. (x4 qg—1)=Cla’+ Cpat ' +... + CI ' x;
I .  — 1 .
c’est-d-dire que C} est la somme des (/ » >pr0du1ts contenant p fac-
teurs différents qu’il est possible de former des nombres
1, 2, 3, ..., g—I.

La formule (2) se démontre simplement en différentiant (r— 1)
fois, par rapport & « cette formule élémentaire de Stirling

s=n—1

1 ____I+ E ala1). (a-ts—1) ala-+1)...(a+n—1) 1
- 2 -41). (2 —48) Ca(r ). (e — 1) & — o’

@€ — o X

§==d

et en posant ensuite o = o.

Quant 2 la seconde formule ¢lémentaire susdite, elle est inverse
de (2); on peut obtenir en appliquant sur les termes du second
membre de cette identité bien connue

x(x_,_l)_"_!_(x_,_ = <:)>fi" (:)7 _IH T (‘-—I)"(::)x,_:_,.

la série géométrique ordinaire

S /i n Ve — (— 1)n=tpn—1 N (—1)npn 1

@--p oz  at a ah zh x4+ p

ce qui donnera ce développement en série de puissances négatives

sm=n

&
N (0 e 4 B (@),

s=r

1
.z‘(.:t:’—i—])...(;z:—l-—-l"—l)z

(4)
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ol nous avons posé pour abréger

S=r—2

G D=5l Boew ()RS

g+1

S | q ) q o / .
6) €= [<O>q'+’1—<f>(//~1)1’+7+...—;—(_1)1 1\qil>11+1].

Celaposé, prenons comme point de départ lasérie de factorielles(r),
convergente, pour que B(x) > A (p. 421), puis mettons

tandis que les coefficients €7, se présentent sous cette forme

} —S=Il b.s_
(()) .Q.(?:') —Zx(x?-i—!)...(:L‘—}—.S‘—I)_l—B”(x)’
s$=1

unce transformation a aide de (4) effectuée sur les » premiers termes
du second membre de (6) donnera cette autre représentation

@, a, a ‘
(7) Q) = 4 -+ + S+ Ry (@),

olt nous avons posé pour abréger

(7 bis) Ry(z)=DB,(2) 4+ 0,B,(x) ...+ 0,B,,(x),

tandis que les coefficients @, se déterminent & I'aide de ces formules
oy == by,

8 -
(8) A= by € — Dy € . (— 1) by € 2,

Supposons maintenant que  soit un point trés éloigné du domaine
de convergence de Q(2), mais non situé sur l'axe des nombres
négatifs; si Q(«) est convergente dans toute I'étendue du plan, nous
aurons ¢videmment cette valeur limite
(9) lim [2"R,(x)] =o.

| |=e

Remarquons ensuite qu'une fonction ne peut étre développée en

séric asymptolique que d’une seule fagon; nous aurons ce théoréme
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génél"a.l ou le signe o» désigne une égalité asymplotique d’apresla
définition de M. Poincaré (') :

I. Sila fonction (1) est développable en série de puissances négalives
enticres de x, les coe [ficients de cette série se déterminent al’aide de (8);
dans le cas contraire nous trouserons celle série asymplolique

a, , apy,
(10) 9(x)m;+—a}§+...+§;
qui est certainement valable dans tous les points trés élocgnés du domaine
de convergence de la scrie (1), ¢ Uexception peut-élre des points siluds
sur Uaxe des nombres négalifs.

Nous avons & remarquer que la séric asymplotique (ro) peut étre
applicable dans des points situés en dehors du domaine de conver-
gence de (1), comme le montrent clairement les deux séries asympto-
tiques particulieres (20) et (21).

On voit du reste que la premicre partic du théoreme I peut &tre
considérée comme 'inverse de la proposition quej’ai démontrée con-
cernant la méthode de Surling (p. 437).

Quant & la seconde partic du théoreme I, savoir qu'une fonction
développable en série de factorielles a toujours la méme série
asymptotique dans tous les points tres ¢loignés du demi-plan situé a
droite de Paxe des nombres purement imaginaires, I'inverse n’est pas
vrai. En effet, il est trés facile de construire des fonctions qui ont
cette propriété sans étre développables ensérie de lactorielles conver-
gentes pour des valeurs finies de |z ].

Ce résultat négatif concernant I'inversion de la seconde partic du
théortme I est assez intéressant, parce qu'il montre que la condition
susdite nécessaire, assez ¢troite, relative i la séric asymplotique, n’est
pas suffisante pour rendre développable en série de factorielles la
fonction en question.

Considérons maintenant d’un autre point de vue le théoreme I en
remarquant que toutes les fonctions développables en série de facto-

(1) deta mathemedica, b VI, 1886, p. 297.
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riclles de la forme (1) doivent se présenter sous cette forme intégrale
(11) Q(x):‘f J(2) et de, #H(x) > o,
0 E

ol f(¢) est holomorphe aux environs de =0, de sorte que nous
aurons ce développement en série de Zaylor : :
. . A, Q3 o, a, 1 1

(IIblS) f([)___al-—l—lll-.—at e mtn —I—Rn(t)’
ott les coefficients @, sont précisément ceux que nous avons définis a
Paide de (8) (p. 438).

Cela posé, introduisons dans (1r1) 'expression (11bis), puis mte-
grons terme a terme, nous aurons

a, «

(12) Q(x) = prliali

— 4. Sial -}—/ R, (¢)etvde,
0

ce qui donnera immédiatement cet autre théoréme :

1. Pour la fonction Q(x) développable en séries de factoriclles, la
Jormule (12) donnera la série de puissances négatives enticres, si un tel
dépeloppement est possible, sinon la méme formule donnera la scrie
asymptotique de Q(zx).

Supposons encore donnée cette séric asymptotique

a,y ag [
valable pour les points tres ¢loignés d’'une certaine ligne droite pas-
sant par l’m'irrim-, puis appliquons sur les puissances figurant au se-
cond membre de (13) la formule (2), nous aurons une-expression de
cette forme ;

.‘i:-: [).“ I . :
(4) ‘Q'(x)NZx(x—l—l)...(x+s—1)+R”(1),’
s=1 .

olt nous avons posé pour abréger

(14 bis) Ru(z) = ayMpo(@) + azA, 3 () +. . .~ ayBy, . (2),
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tandis que les coefficients &, se déterminent & I'aide de ces formules

b1 =y,

(15 . .
) by =Cpyy+ Cla,+...+ C ' a,.

Or, supposons que la ligne droite pour laquelle la formule (13) est
applicable ne coincide pas avec I'axe des nombres négalifs, nous
~aurons évidemment pour les points tres ¢loignés de cette ligne

(16) lim [2"R,(z)] =o0;
| =w

cette condition remplie, nous écrivons simplement

S b,
(17) ‘Q(”)"qu ---|--1)...(;7,'-1—.5'——1)’
§=1

et nous désignons comme sc¢ric asymptotique de lactoriclles de Q(x)
Pexpression qui figure au second membre de cette formule; ¢’est-
a-dire que nous avons démontré cet autre théoréme :

1. Une application formelle de la methode de Stirling nous conduira
toujours de la série asymplotique (13) a la série de factorielles de Q(x)
s un tel développement est possible, sinon nous trouvons la série de fac-
torielles asymptotiques de Q (), valable généralement ot Uest la serie (x3)
elle-méme.

I faut remarquer maintenant que dans le premier cas le domaine
de convergence de la série de factorielles obtenue pour Q(x) ne con-
tient pas toujours tous les points trés ¢loignés, ot la formule (13) est
applicable.

Remarquons en passant que les deux systémes d’équations algé-
briques linéaires (8) et (15) sont inverses. KEn effet, déterminons i
Paide de (8) les valeurs des quantités b,, nous trouvons précisément
les expressions (15) et vice versa.

Appliquons par exemple ce principe pour exprimer une puissance
positive entiére de 2 4 I'aide des factoriclles, 'identité

2(x~+1).. (z+n—1)=Clat+ Clar - ..+ O T
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donnera cette autre identité inverse trés connue

s==n-—1
N s .
(18) == 2‘ (—1)'€, o x(r—+1). . (2 4+ n—s—1).

s=9

Considérons maintenant quelques applications particuliéres des
théorémes généraux que nous venons de démontrer.

II. — Applications aux fonctions w(z), w,(x) et B(=x).

Prenons comme premicr exemple les deux fonctions de Biner :

o (2) = loga — W () = %@ — Do (z);

o (@) =logl(x) - <x — —:) logz +a —log \/aT;

les formules développées dans mon premier Mémoire (p. 440)
donnent, en vertu du théoréme II, ce résultat particulier :

Ces dewx scéries asymploliques

/

A
3
el

(1) Basry

@ ('Z“> “ 25 —+ 9 x.‘:s-l—t

b

i

§

(19) ,

2
o (@) E (— 1) Bosrt + L

”}-!-

Z¥Tr - oz
§=0
sont certainement valables dans le demi-plan situé a droite de I’axe des
nombres purement imaginaires. Les coefficients By, By, By, ... désignent
les nombres de Bernoulls.

On sait en elfet que les nombres de Bernoulli croissent plus forte-
ment que les termes d’une sériec géométrique quelconque, ce qui
montrera que les deux séries obtenues de (19) pour n = oo seront
divergent(es.
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6
Comme sccond exemple considérons cette autre fonction

’

o b (212) = 2w (2) e (2]

nous aurons ces (rois séries de factorielles (p. 4206, 453)

S

B( E s! ]
X)) = ——
° () (X -=1). .. (& -s) 25! ’
§=0
s sin S Ly
o[ x N s! B 4
l) o ””:z " . g 81 ’
o (X -=1).. . (x-5) bl
$7=0 o 2
S
3 a B () 2 sl cin 251
N e [l b oo e S r
5) / (L -1). .. (2 ~+5) 6 ’
$==0

dont les deux premicres sont valables dans toute I'étendue du plan,
tandis qu’il faut admettre pour la (roisi¢tme cette condition W (x) > o.

Pour trouver, i Uaide du théordme 11, la séric asymptotique de p (),
considérons ces deux expressions intégrales

nous aurons cette série de puissances

s
% e @8

S=w
Ak N Gl D) PSSR |z <
e (25 +1)! ’ =
§=0

ou les coefficients T,, T,, T,, ... sont des nombres entiers, souvent

dits coefficients du tangent, qui s’exprime & ’aide des nombres de Ber-
noulli comme suit :

25-+-1 2842
2251 (9252 )
1‘25.}1 LEL e 1;25 I1°

Cela posé, I'identité

rs e r
; e — i
(:,x, + (:—~.l: c,x. "f" ¢ Al
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Cx
N

nous conduira immédiatement a cette autre série de puissances

=
2 S (— 1) Tagry t>“+‘
I-&—e*‘ﬁl_‘_z (2s+1)! \2 ’ el <=
$=0

de sorte que nous obtenons, a Paidede II, cet autre resultat particulier
remarquable :

La serie asymptotique

IA

)N

(20) | p(x)m——E C e

est valable dans tous les points tres éloignés du plan des x, @ I exception
de ’axe des nombres négatifs.

Appliquons maintenant lesformules (8), (15); nous trouverons une
suite de formules contenant les nombres T,,,,, Cl et €75 car toutes
les trois séries de factoriclles susdites conduiront & la série asympto-
tique (20). Au lieu de développer ces formules numériques nous pré-
férons donner une autre série asymptotique intéressante.

A cet égard prenons comme point de départ les expressions inté-
grales susdltcs de B(x), nous aurons :

t t
1. 5 x>
r R ‘remixe 2 f
Blpa 1Y) =— dt——/ — R(x —_—
lJ( 2) 1 ¢ ey 1 +e!t ? ( )> 2,

de sorte que la définition des nombres E,; d’Euler donnera cette série
de puissances

CIEN

(4
et ! ‘
A4 2

NIH

= — 1\ L\ 28
z zsl))l Es. (5) ’ [t <27

Remarquons ensuite que la fonction $(a + 1) peut étre.développée
en série de factorielles convergente pourvu que W(x) > — §; comme
le montre clairement un théoreme général (p. 433), il estévident que
les formules précédentes nous conduiront & la série asymptotique

dnr. Fic. Norm.,, (3), XX1. — NOVEMBRE 1904%. 58
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de B(x+,); nous obtenons en vérité ce résultat nouveau remar-
quable:

L série asympiotique

Ln-t
I 3 (— 1) Ey
21 K ¢ a’+—>m2——-————., =
(1) 8o+ ) oo
s==0

est valable dans tous les points tres elotgnes du plan des x, a Uexception
de Uaze des nombres négatifs.

Appliquant le théoréme II, on voit que (21) est certainement

. &£+ 1 :

valable, pourvu que B (x)>o0. Posons ensuite dans (20) —— au

licu de @, puis ordonnons I'expression du second membre de cette

formule selon des puissances négalives de , nous retrouvons néces-

. " s . .

sairement la formule obtenue de (21) en y mettant® au lieu de  si

nous supposons pour I'instant ®(x) positive. De cette maniére nous

trouverons des formules bien connues entre les nombres Ty, , ¢l By
ce qui montrera que Ja formule (21) est valable ot L'est (20).

La formule (21) et la formule (20) pour 5 au lieu de 2 montrent

1L
3
clairement que le domaine de convergence de la série de factorielles
Q(z) ne contient pas toujours tous les points dans lesquels la série
asymplotique obtenue pour Q(z) est valable.

Copenhague, le 15 octobre 1gn3.



