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LES

SERIES DE TAYLOR

REPRESENTATION EXPONENTIELLE,

Par M. L. DESAINT.

Dans unc série de recherches dont une partie seulement a paru
jusqu’ici (Journal de Mathématiques, 19o2), j'ai eu plusicurs fois
Poceasion de voir jusqu’a quel point la représentation exponentielle
des fonctions, ¢’est-i-dire leur développement en somme d’exponen-
tielles, était intimement liée & la détermination des points singuliers
des séries de Taylor. Pour expliquer ce fait il suffit de se reporter a
I'application immédiate du théoreme de Cauchy, ¢’est-a-dire i la forme
que ce théoréme permet de donner aux coeflicients d’une série de
Taylor.

Si l'origine est point régulier de la fonction /(z), celle-ci étant mise
sous la forme

f(s) =X A(n)s",
on sait que la formule de Cauchy donne immédiatement

A(n)= )—%—L/L.[% <é>ndt

et par suite A(n) se rattache & une fonction A(w) admettant le déve-
loppement (ensemble continu) exponentiel

Az) = ;—;;f(f(—;)(%)xdt,
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C désignant un contour i Pintérieur duquel f(z) est holomorphe.

. . ., I . 5.
D’ailleurs la variable z porte sur des quantités <_t>’ qui sont 'inverse

des affixes des points du contour C.

Déterminer @ priori un développement exponentiel de A(x), ¢’était
avoir la possibilité de déterminer le contour C, lorsque /() n’est
connu que par un noyau taylorien

f(z):_:ZA(n) 3",

La recherche du développement exponentiel d’une fonetion donnée
a fait de ma part Uobjet d'une Note aux Compies rendus (26 mai 1go2).
Dans le Mémoire actuel j’ai donné la démonstration particlle des
résultats contenus dans cette Note.

L’¢tude présente a son origine dans les résultats d’une méthode
employée par Laguerre, appliquée par Stieltjes, et dont M. Le Roy a
fait usage dans ses recherches sur les Points singuliers.

Nous considérons la suite

A), A(2), ..., A(n),

des cocflicients du noyau taylorien
(%) :2 A(n)z”

comme les valeurs pour I’ensemble des nombres entiers positifs d’une
fonction analytique
A(x)

que nous pouvons méme supposer entiere (Borer, Mémoire sur les séries
divergentes). 11 y aura licu de distinguer immédiatement deux cas :

1° En remplacant dans le coefficient A(z) du développement tay-
lorien donné, n par z, on obtient une fonction analytique

A(x);

2° On ne peut obtenir directement une fonction analytique par ce
changement. Alors il faudra construire une fonction entiére G(x)
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prenant pour la suite des nombres entiers positifs, 'ensemble de
valeurs représentées par les coefficients de la série de Taylor consi-
dérée.

Nous avons séparé ces deux cas par le caractere analytique immé-
diat de A(z); il suffira toujours que A(x) soit holomorphe pour les
grandes valeurs de la variable dans unc aire contenant la portion de
I'axe des quantités réelles positives, relative i ces valeurs; le caractere
analylique dans Ie plan tout entier est secondaire. Les deux cas se sé-
parent nettement et les avantages naturels du premier ressortiront
micux aprés les quelques considérations suivantes.

Qu'il s’agisse d’une série de Taylor ou d’une autre opération quel-
conque lorsqu’une fonction n’est connue que par une telle opération
ralable dans une aire limitée réductible méme & un point (Laguerre,
Stieltjes, Poincaré, Borel, ete.) on est amené parla voie du prolonge-
ment analytique ou par la construction d’opérations de types diffé-
rents (Borel) ou paridée d’analogie (Laguerre, Stieltjes), a faire suivre
Panncau fondamental d’une suite de plusieurs autres de méme forme
ou.de forme différente; nous dirons que nous avons construit une
chaine. ‘ ,

On peut indiquer quelques conditions @ priord pour qu'une chaine
soil bonne :

1° Elle devra présenter la plus rapide extension; ¢’est-a-dire que,
pour faire connaitre la fonction, la chaine devra comprendre le plus
petit nombre d’anncaux possible. Ainsi une fonction analytique étant
définie par un noyau taylorien, la chaine quilui correspond peut étre
formée de deux anneaux; le premier étant la série de Taylor initiale
et le second une série de fractions rationnelles ou de polynomes de
MM. Runge, Painlevé ou Hilbert, valable dans tout le domaine d’exis-
tence de la fonction analytique envisagée ;

29 Blle devra représenter clairement 'ensemble des singularités
sur les formules mémes de ses annecaux;

3¢ Elle devra satisfaire autant que possible & la moindre déforma-
tion paramétrique; c’est-a-dire qu’en passant d'une opération & une
autre de la chaine, les coefficients de la premiére doivent étre mis ¢n
¢vidence et aussi simplement que possible sous les signes fonctionnels
figurant dans la seconde de ces deux opérations.

Ann. Ee. Norm., (3), XXI. — Ocrosrs 19of.
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Ceei se présente quand on passe par exemple d'une intégrale de
Cauchy ilasérie de Taylor correspondante ou d’une série de Maclaurin
initiale au développement de Mittag-Leffler correspondant; les coefli-
cients d’un développement (M) sont en effet des fonctions lincaires
et homogenes des coefficients du noyau taylorien initial.

On pourraitencore indiquer d’autres conditions intéressantes; nous
nous arréterons aux trois premiéres pourle travail présent.

Placons-nous dans le casbien net ottle premieranncau d’une chaine
est une série de Maclaurin

I (s :2/\(1&)5";

prendre comme second anncau un développement (M) c’est (enir
compte & peu pris des conditions extrémes; mais la deuxieme condi-
tion n’est aucunement remplie.

En d’autres termes, il faut limiter la géndéralité de Panneaun inital si
'on veut avoir une chaine ol les trois conditions précédentes soient
remplies. Les représentations tout & fait générales que Pon connaif
des fonetions analytiques (Painlevé, Runge, Hilbert, ete.) ne satisfont
pas aux exigences naturelles d'une bonne chaine, i cause méme de
leur généralité.

Il nous reste & voir comment nous pouvons diminuer la généralité
de Panneau initial et quelle forme nous choisirons pour la chaine afin
de satisfaire pleinement & la seconde condition et aussi bien que pos-
sible aux deux conditions extrémes ¢en méme temps.

Dans ce Mémoire nous prenons comme anneau initial une série de
Taylor

F(s)= X A(n) s
Les cocfficients A (7) seront d’autant micux groupésque ’on pourra
groupesq p
fixer immédiatement une fonction analytique
Az)
admettant ces coefficients pour ses valeurs suivant la suite des

nombres entiers positifs. Ce sera la une maniére préalable de satis-
faire a la troisicme condition.
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Comme nous 'avons déja rappelé, les travaux de M. Borel ont montré
gu'une telle fonction A(z) existe toujours (il y en a d’ailleurs une
infinité).

En général, il nous faudrait construire de telles fonctions. Nous
nous placerons dans le cas ol la construction est faite d’elle-méme,
c’est-a-dire qu’il suffit de remplacer dans le terme général

A(n)

n par @ pour avoir la fonction cherchée. Cette simplification dans le
probléme que nous avons en vue est toute naturelle lorsque les coef-
ficients A (2) ne sont pas donnés numériquement.

Tant que
2 A(n)s»

a un rayon de convergence fini non nul, on peut supposer, sans dimi-
nuer aucunement la généralité des données de 'anneau initial, que
celte série a pour rayon de convergence I'unité, tout en étant valable
sur le cercle de rayon wun ayant Povigine pour centre.

Le probleéme fondamental que nous voulons résoudre est le suivant :

Etant donnée la Jonction A(x), en déduire I'ensemble des points sin-
guliers de la fonction F(z).

(e probléme n’a vraiment de sens que si F(z) est analytique. Nous
supposerons tout d’abord que le cercle de convergence de F(z) n’est
pas une coupure pour cette fonction.

Une proposition de MM. Pringsheim et Borel montre immédiate-
ment quon ne peut supposer A(x) la plus générale possible, sans
que par ce seul fait le cercle de convergence de F(z) ne devienne une
coupure pour cette fonction.

A priori nous ne pouvons supposer A () tout fait générale; cepen-
dant nous avons i nous placer dans des conditions préalables asse..
générales. Il convient de fixer quelques-unes de ces circonstances.

[ensemble des coeflicients

AW, ..., A(n).
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n’a d’influcnce véritable sur 'ensemble des points singuliers de F(z)
que pour les valeurs infinies de n. Le point & Uinfini de A(z) doit
done jouer un role essentiel dans la recherche des points singuliers
de F(z). C’est ce que nous verrons d'une facon plus précise tout au

long de ce Mémoire.

Nous montrerons de quelle maniére les points singuliers de F(z) sortent
du point singulier & Uinfini de A(x).

Introduction de la représentation exponentielle générale.

Les principaux résultats relatifs & cetle représentation ont ¢Lé con-
densés dans une Note des Comptes rendus (26 mai 1go2), mais les dé-
monstrations qui 8’y rapportent n’ont pas encore ¢té données; nous
nous y arréterons done quelques instants aprés avoirmontré comment
une telle représentation s’introduit d’elle-méme dans larecherche des
points singuliers d’une fonction définie par une série de Taylor.

Considérons une fonction analytique F(z) et désignons par G un
contour aussi voisin que U'on veut de 'ensemble des singularités de
cetle fonction, sans étee infiniment pres de cet ensemble (Journal de
Mathématiques, 1go2), de telle sorte que F(s) garde une valeur finie
sur . 8i Pinfini est point singulier on en approchera autant que 'on
pourra suivant les directions asymptotiques olt F(z) devient infinie;
s’il existe sur le cercle de infini des arcs sur lesquels F(z) est finie,
on complétera par ces arcs le contour d’approximation; si ces arcs
n’existaient pas on suivrait le point essentiel & 'infini au moyen d’une
ligne & distance finie (cas du pole).

En faisant usage d'un tel contour C, deux circonstances se présen-
teront & son égard.

Silinfini est régulier nous écrirons, pour toute valeur s non sin-

()= wal‘(t)(/l_‘__(t,
¢

ami {L—3

gulitre,

a désignant la valeur de F(z) 4 I'infini.
Silinfini est point singulier, en faisant usage du contour C modifié
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comme il vient d’étre dit, la formule précédente se réduit i

F(s)= -L-fww,
c

2l t—s3

dans ce dernier cas G peut élre considéré comme suivant d’aussi prés
que l’on veut les points singuliers de F(z).

En admettant que le premier cas est moins général que le second,
c’est la seconde formule qui nous fournira notre point de départ pour
exposer la méthode exponentielle.

Supposons que nous cherchions, en nous servant de I'intégrale
précédente, la série de Taylor qui représente F(z) au voisinage de
Iorigine, autour de laquelle cette fonction est holomorphe.

Nous écrirons dans ces conditions :

re =g B [LR ()

Le cocflicient A(n) se présente ainsi sous la forme

A(n):;;—iﬁf—(f—) <%>nd£.

La fonction A(a) s’écrit immédiatement

A= (L0 (Y

Nous ('obtenons sous forme d'une somme d’expon-ntielles.

—
~

Dans certains cas d’ailleurs, la définition méme de /(=) peut con-
duire aux développements exponentiels par série; il en est ainsi, et
dans des conditions trés larges, lorsque /(s) est donnée par des séries
de fractions rationnelles, telles que

o <
a5 0
2(115—-5 ( k> )

01‘12—2-" st absolument convergente. La fonction A(x) se met sous la
e
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forme
oy «
(2) Az ::2-—‘(#) .
ay. . ay.

Les développements exponentiels se sont présentés bien des fois en
d’importantes questions d’Analyse, comme la théorie des fonctions
simplement ou doublement périodiques et la représentation d'inté-
grales d’équations différenticlles par la méthode de Laplace (*) ou par
le procéde des déterminants infinis [méthode de Hill, Poincaré,
Bulletin de la Sociéte mathématique, t. XIV]. Ces développements
sont liés aussi & des travaux se rattachant au caleul fonctionnel dis-
tributilt (Piscnger, Math. Annalen., t. XLIX). lls se sont présentés,
implicitement tout au moins, en des questions analogues i celles qui
nous occupent dans les ccuvres de Laguerre (aussi Hermre, Cours
lithographicy dans le Mémoire de Sticltjes (dnnales de la Facullé des
Scienees de Toulouse, 1804-1805), dans le Mémoire de M. Borel, sur les
Series divergentes el dans celud de M. Le Roy (A. F.S. de Toulouse, 1900).
Je m'étais seevi de la méthode de Laguerre dans ma These (1897), ot
dans plusicurs Notes des Comptes rendus.

L’importance des développements exponentiels ne parait done pas
douteuses; on pourrait dire qu’elle est naturelle si Pon considere le
role considérable tenu par cette fonction en Analyse et rempli i beau-
coup d’égards par la propricté

(e A-a)y=q(x)o(a).

A une fonction f(z), ¢’est-a-dire & un ensemble (G) ou (a,) de
points singuliers, correspond un développement exponentiel (1)
ou (2).

Réciproquement un développement exponentiel donné de A () fait
connaitre pour ¥(z) une aire & 'intéricur de laquelle cette fonction
est holomorphe; 'ensemble des singularités de I'(s), en tous cas, se
trouve limité. 11 reste a chercher une approximation qui soit tres
avancee, c’est-a-dire aussi bonne que possible, de cet ensemble.

(1) PoiNcAris, American Journal of Mathemedics; Vicawn, Lraitd d’Analyse, L. 1.
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D’une maniere plus précise, étant donnée a priori la fonetion
A(x),

nous devonsen chercher une représentation exponentielle (en la sup-
posant possible)

Alx) :2 Bro—n=

telle que 'ensemble (a¥:) se rapproche le plus possible de I'ensemble
des points singuliers de F(z).
Nous avons dit que nous ne pouvions pas prendre

z\(;l‘)

quelconque, qu’il fallait en un mot limiter la généralité d’une telle
fonction; d’avance, d’ailleurs, nous savons & peu pres que le point a
linfini de A(2) jouera unrole exclusif dans la détermination de I'en-
semble (B) des singularités de F(s). Nous supposerons donc que (E)
est tout & fait quelconque i distance finie; il nous restera a distinguer
plusieurs circonstances, de plus en plus générales, du point & U'infini
dans A(x).

Nous n’examinerons pas le cas ol l'infini est régulier. M. Leau
(Journal de Mathématiques, t. V) a montré que la fonction F(z) ne
possede alors dans toutle plan comme pointsingulier que le pointz=1.

Le cas ot I'infini est pole ne présente aucune dilficulté et se raméne
immédiatement au précédent, en remarquant Uidentité

Alz)=bix"+...+ b+ H(x)

ou () est régulivre & I'infini. Comme chacune des séries

«w
E bgns st

n=90

représente une fraction rationnelle ayant un unique pole z =1, la
fonction F(s) ne posséde encore dans ce cas qu'un point singulier
z =1 dans tout le plan.

Nous supposerons donc que la fonction A(x) posséde un point
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singulier essentiel a I'infini. Nous envisagerons deux circonstances
principales de cette fonction en ce point :

I. Lafonction A(z) est holomorphe & I'infini dans un angle quel-
conque de 180° au moins, comprenant I'axe des quantités réelles
positives.

11. La fonction A(x) est holomorphe & U'infini dans un angle quel-
conque & intérieur duquel se trouve 'axe des quantités réelles posi-
tives.

Dans ces deux cas, nous partons de I'axe des quantités réelles posi-
tives. Comme nous pouvons supposer que la série de Taylor

F(:)::Z)\(IL)Z“

a un rayon de convergence au moins ¢gala 'unité, nous nous placons
dans le cas ol cetle série converge pour z == 1. Dans ces conditions

Alx)

tend vers zéro & Uinlini suivantle demi-axe des quantités réelles posi-
fives.
Nous partons de la :
” A(x)

tend vers une valeur finie (nulle méme) dans la direction de Paxe X
des quantités réelles positives. Nous pouvons faire quatre hypothéses
principales par rapport & cet axe dont le réle a priori est essentiel dans
lexistence de Uensemble (B) des singularités ¥(z)

10 Il nexiste aucun angle, si petit soit-il, comprenant X, ot A(x)
sotl holomorphe & Uinfini.

En envisageant une somme quelconque d’exponenticlles

Q p

il est naturel de considérer ce cas comme étant le plus général;
2¢ Il existe un angle fini comprenant X, olt A(x) est holomorphe
a linfini;
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3° Cet angle fini est au moins égal a 180°;

4° La fonction A(x) est holomorphe 4 I'infini dans I'angle de 180°
formé par'axe des quantités imaginaires (1’axe X se trouvant a l'inté-
rieur d’un tel angle).

Nous verrons que le premier cas seul peut correspondred une fone-
tion analytique générale; nous arriverons a cette conclusion par
I'étude des trois derniers cas; nous remarquerons que, dans chacun
de eeux-ci, il existe un angle fini comprenant I’axe des quantités
réelles positives ot A () est holomorphe & I'infini; par suite, dans
chacun de ces cas, il existera un angle fini, dont le sommet S est
sur X, comprenant la portion de X qui s’étend de S a Utnfini, la fonc-
tion A(x) étant holomorphe @ Uintérieur de cet angle que nous deési-
gnerons désormais sous le nom de secteur d’holomorphisme, par abre-
viation. 11 est entendu que la fonclion A(«) est finie et continue sur
les deux eotés de cet angle.

Développements exponentiels dans un secteur donné.

Nous supposerons tout d’abord que ce secteur a une ouverture infé-
ricure & 180°; ¢’estle casle plus compliqué. Nous étudierons les déve-

’ . . N . A(x
loppements exponentiels, non pas de A(2) lui-méme, mais de M)

&
en vue des recherches présentes sur les points singuliers des séries de
Taylor.

Soit O I'origine et A le sommet de I'angle formé par le secteur con-
sidereé.
Iig. 1.
0,/
/ / v\cz

i

Oq

Soit encore D, A D, (fig. 1) le contour formé de deux droites qui,
Ann. Ec. Norm., (3), XXI. — Ocrosre 190]. 4 54
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avec un arc de cercle C,, de rayon infiniment grand, limite une aire R

a lintérieur de laquelle Ai_'f) est holomorphe. En tout point « de R,
cette fonction s’écrit
Alz)y 1 * A(e) de 1 A dt T A(¢) de
at T ami ) (t—=) | ami), C(t—a) " ami ), B(t—x)

La premitre intégrale est nulle. Il reste les deux dernieres. Dési-
gnons par o et {3 les arcs mesurant les angles de AD, et de AD, avee X.
Nous écrirons 'identité précédente
Alz) ,,.fwf A de e-"r'f'/‘ A(¢t)de
I D,

 Pt—x)ye™ " ami ), 2(t—x) e ¥

x* T ami

. : p T T [ 0 2
en posant o = ~— o, §'= - —f.

Lorsque la variable 2 prend ses valeurs dans R, angle D, AD, étant
inféricur & 180°, la partie réelle de

(x—1¢) '™

reste toujours positive, £ se déplacant sur D,.
De méme la partie réelle de

(@ —t)e=1B

reste positive, ¢ variant sur D,.
On peut écrire dans ces conditions

L0
L — enle—cye™ du,
(—t)e*

—r)

2 0
1 i
(x—=t)c —_/ el dy.
w0

La fonction A(x) donnée par I'identité (1) prend cette nouvelle
forme, D, et D, ¢tant maintenant parcourus dans le sens D, AD,,

Az G 0 w A (L ad 0 -t A (¢
(2 ) — ——// eu(x—t)c‘“’——(z—zdt du—+ ———-——f euz-0c A‘-—(—ldt du.
&X 2miJ, J_., / 27l Jy J o, L2
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Remarquons tout de suite que dans cette identité nous pouvons
remplacer successivement « par tous les nombres entiers positifs
dont la valeur est supérieure & un nombre entier (N — 1) supérieur,
ou au moins égal & I'abscisse du point A.

Ce premier développement exponentiel se simplifie dans les deux
cas suivants du secteur d’holomorphisme, c¢’est-a-dire lorsque ce sec-
teur a une ouverture au moins égale a 18o°.

Notre procédé ne permet pas de donner une représentation expo-
nentielle dans un secteur d’ouverture supérieure & 180°; nous n’envi-
sagerons donc une telle représentation que dans un secteur de 180°,
c¢’est-h-dire limité par une droite D et un arc de cercle de rayon infi-
niment grand.

Iei

ﬁ“‘ﬂ—~a, Bl=—rdo,

pie’ en(x t)c'”"A(t) dt du.
?Tfl

Les deux cas d’ouverture d’angle se sépareront dans la recherche
des points singuliers de F(z).
Si la fonetion

A(z)

est holomorphe & 'infini dans 'angle de 180° déterminé par I’axe des
quantités imaginaires (quatriéme cas), 'identité précédente est encore

. T
plus simple, car, alors : 2= =, a’= o, et

0
Me) 1 / / eute—0 A gy g
x? 2ni ), J &

en désignant par D une paralléle 2 I'axe des quantités imaginaires
parcourue de bas en haut.

Ce sont 1 différents développements exponentiels qui nous seront
atiles dans la recherche des points singuliers des séries de Taylor.

Il nous reste une derniere remarque  faire sur ces développements.

On peut étre conduit 2 des fonctions F(z) trés générales par la
fonction

Alx
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lorsque celle-ci se présente sous la forme

A(z) = As(2) By(a),

les fonctions
Az (x)
appartenant a4 I'un des trois dernicrs cas et les fonctions B;(x)
étant supposées développables en séries d’exponentielles quand la
variable @ prend des valeurs réelles positives tres grandes.
La fonction A(x) se met alors sous la forme

S ap, v 1) As(z) e

RN

¢t conduit & un développement exponentiel par intégrale et série. Si
'une des fonctions Az(x) admettait un pole a Uinfini, le développe-
ment

YAz (2) By ()
deviendrait
. o
A\.d(z (H’ v, M) ks A () explinvsh))

A;(z) rentrant dans l'un des trois derniers cas de représentation
sxponentielle.
Considérons # nouveau la fonction

F(z) :EA(R) an,

Nous nous proposons de déterminer les points singuliers de cette
fonction, dans I'un quelconque des trois cas suivants :

1° Le secteur d’holomorphisme de A(z) est fini (non nul) mais
inférieur 2 180°;

2¢ Ce secteur est d’ouverture au moins égale & 180°;

30 Ce secteur comprend le demi-plan & droite d’une paralléle &
'axe des quantités imaginaires.

L’introduction des développements exponentiels qui précedent
permet de le faire simplement. '
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Prenons tout d’abord le premier cas. Il donne lieu & Uidentité

A( g (,"“ /f orlr—t P ( )d[ du WIB.
ax .ZTEL

applicable aux entiers 2, supérieurs ou égaux i ’entier N. Aussi

:2 A(n)z»
f f ,.neu(ll—t)cm' n? z}_(_f_) dtdu
D —o d

. @
el <
Y Z
N 1
-

(’""ﬁ e, A(e)
—+ ghemln—tie " p? dtdu
=18

n=N

+ EA(n)z".
0

Jidentité précédente se transformera de la maniere suivante :
i A(t)

el N—1{)e

0
eu(w—!)e"'ﬂ'—-—AE:) dt du

-lll
n- sngitin—Nye — 2 dtdu

N1
-
]"(Z)ZZA(”)J"-FW__ fj
0 b, "_N
i AD
o 12:;'1 ertn—Nye~ ¥
amil

Les deux sommes qui figurent sous le signe d’intégration peuvent

et N e éth) dtdu.

se mettre sous la forme

w
ZNX(,Z —+ N)zzncunciw — z'\z (fl + N )2 <:euciw>”

0 0

»n

"‘Z(n+N)’””e“"‘ ""._._.MZ(”_’L_\') < cpue n,

¢’est-a-dire respectivement

X 0 Nzeltci"' N2 :c"uiw(l 4 :ertc”‘") ’
? (g’ u)== ( ua“")i + ezw""“ + (1 Lzze""')‘ ’
I— 3¢ [— 5 -—5C

) aNz ()uc‘ i N2 sete @ (1 =+ .-euc i2 )
'4’(57 w) == 3N "““"": T —+=
(] — geue “) .

1—geve (1 — sene
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Ges fonctions o (=, u), (=, u), quelle que soit la valeur négative
de u, finie ou infinie, n’admettent respectivement pour une valeur
donnée de u que les points

comme points singuliers.
Or la fonction F(s) prend la forme définitive

Tyt

i o
‘ fenr (!
)""ZA ny st - _;rwt / / o (z, w)etN=0e A,(f) dtdu

DV

 f » 2 0
¢ i AL
e :/ / Y(z, w)enN--ne ¢ ——Z(Tldl,clu.
R

Le second membre donne une représentation de F(z) valable dans
le plan en dehors des deux ensembles de points

i
[ et g,

R e 0,
w variant de o & — ». Ce sont deuxarcs de spirale logarithmique par-
tant du point z ==1. L’un de ces deux ares, comme nous le montre-
1"ons, est toujours a Uextéricur du cercle de rayon wn.

En dehors de ces deux ensembles de points, la représentation prv
cédente de F(z) est toujours valable; il suffit de remarquer que la
partie réelle de

(N —¢) et* (¢sur D)
et de
(N—¢)ye=®  (¢sur D)

est toujours positive; comme u reste négatif,
etIN=1) o'

ef

7
i

(:n(.\‘——luf

restent finis pour toutes les valeurs de w« et de ¢ iei, et tendent vers
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zéro & la maniere de ¢**(£ > o) pour « infini. Enfin

A(e)
<

admet I'infini comme racine d’ordre au moins égal 3 deux. Les deux
dernieres intégrales doubles n’auront donc aucun point singulier en
dehors des deux arcs de spirale que nous venons d’introduire et dont
les équations en coordonnées polaires sont

— !
p = eweota,
p= e—weotf’

avec
o — — usine’ (0> u>—ow)

pour le premier arc de spirale et

o = usinfp’ (0> i>—w)
pour le second.
Placons ces deux arcs de spirale par rapport au cercle de rayon un.
Voici les différents cas que 'on peut envisager ici, sous la condi-
tiono +f <m:

T — T T
10 0> — alors p<— et —- <#<o, 5 > B'>o0;
n n TE !
2° O 22— B<" al:07 _'>ﬁ>0,
2 9 >
. s Vi T T
3o a<<— avee <= —>a'>o0, —>f'>o0
2 2 2 2
T T s ’ 7 i
0 — —_— —_ o = 0
/l “<2 ﬁ > 2> > o, 6
) Y i — T
5o o< Z 6> Tso>0, =f<p<o.
2 2 2 2

. , T 4y .
Dans le premier cas o’ < 0, >0, & > > I'arc A, de spirale

p= eweot o’

w=—— wsinc' (0> u>—2)

est décrit dans le sens négatif 2 1’extérieur du cercle de rayon un. Le
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second arc A, de spirale

p—e ~ncotf3
‘ wsin 3/ (0> 1 >—c2)
) = b

est déerit dans le sens négatif & extérieur aussi du centre de rayon
un. A distance finiela fonction n’admet de points singuliers que dans
une aire partant de z =1 et limitée par les deux arcs de spirale A,

et A, (fig. 2).

Considérons le second cas. Le premier are A, se réduit i Ta partie
de Paxe des quantités réelles positives qui s’¢tend de 5 =125 ==+,
comme on le voit en partant de ladéfinition initiale de cet are

i
BT L §)

avee
o' == o,

si le second arc A, est déerit (fig. 3) dans le sens négatif en
dehors du cercle de rayon un. La droite A, rencontre 'are A, en un

I'ig. 3.

point P etlafonction F(z) n’aaucun point singulier dans Paire limitée
par Pare despirale A, et laportion AP (OA == 1) de "axe des quantités
réelles.

Dans le troisicme cas, les deux ares A, et A, se déroulent tous
denx & Pextérieur du cercle de'rayorn un, mais ¢n sens contraire.
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La fonction F(z) (/fig. 4) est holomorphe dans 'aire limitée par les
deux arcs de spirale A, et A, arrétés a leur premier point de ren-
contre P.

Tig. 4.

°
>

Le quatriéme cas admet une dégénérescence analogue & celle du
deuxiéme cas; 'arc A, se réduit & la portion (1...+ ) de I'axe des
quantités réelles. L’arc A, se déroule dans le sens positif A I'extérieur
du cercle de rayon un; en arrétant cet arc & son premier point de
rencontre avec I'axe X on détermine une aire ot F(z) n’a aucun
point singulier.

Le cinquieme cas est analogue au premier, mais ici les ares A,
et A, se déroulent tous deux dans le sens positif; limités i leur pre-
mier point de rencontre s =1, ils déterminent une aire ot F(z) est
certainement holomorphe; cette aire se compose du plan moins I'aire
en forme de ruban dont les bords sont A, et A,, analogue & celle que
nous avons figurée plus haut.

Iin résumé, la fonction ¥ (5) n’a jamars qu’'un point singulier = =1
sur son cercle de conyvergence quand le secteur d’holomorphisme de ¥ (=)
a une ouverture finie (non nulle) et 'on peut obtenir son prolongement
analytique dans une aire comprenant le cercle de rayon un, cette aire
étant limitée par des arcs de spirale logarithmique.

Si petit que soit U'angle (comprenant ['axe des quantites réelles posi-
tives) dans lequel la fonction
A(z)
est holomorphe a Uinfini, la fonction
F(z)y=Z2ZA(n)s"

r’admet pas son cercle de convergence comme coupure, tant que cet angle
n’est pas nul.

X

(513

Anrn. Ec. Norm., (3), XXI. — OcrtoprE 1904.
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Considérons le second cas, 'ouverture du secteur d’holomorphisme
étant au moins égale & 180°. Nous supposcrons tout d’abord qu’elle est
exactement égale & deux droits.

Nous partons du développement exponentiel

A( I) = il—“ f'/ enla—oe™ A( )a’tclu.

Les deux cas d’ouverture d’angle se sépareront dans Ja recherche
des points singuliers de la i()n(,tlon [(=z)détinie par la série de” dVl()l‘
(()rresponddntv :

F(z)=XA(n)sz"

Lidentité précédente qui définit A(x), ¢tant valable pour toutes
les valeurs enticres de @ sup( ricures ou au moins égales & I'entier N,
cette fonction F(z) s’¢erira :

N1
\ ‘,ID( i A(¢
”)$ZA /1):“4— e // nighentn—oe [( d{(/u
0

a y ¢ e A(L)
F(z)= SA(n):"—-}f:' :~--// o(5, u)er = . i\-(z—) dt du
- 2me L

4avee
’2.1‘( :cuo‘"" N ..(u( (l - geuce /">

(‘, _zem:"‘>‘ J — zeuuw‘ (l —_ e )“

La fonetion (=, @), quelle que soit la valeur négative finie ou in-
finie de u, ne devient infinie que pour la valeur de =

Z==e¢ ™
La derniére identité donne ainsi F(z) par une représentation va-
lable pour toutes les valeurs de s en [debors de Pensemble de points



LES SERIES DE TAYLOR ET LA REPRESENTATION EXPONENTIELLE. 435

« prenant cette fois toutes ses valenrs réelles et négatives; il suffirait
pour le montrer rigoureusement de reprendre la méme discussion
que nous avions déja faite dans le cas précédent de représentation
finale.

La fonction F(=) a donc ses points singuliers sur I'are de spirale

P — eWwcotd’

extérieur au cercle de rayon wn et partant du point z =1 de celui-ci.
Cette spirale est décrite dans le sens positif si &' > o, dans le sens
négatifsi o' < o.

Nous pouvons étudier aisément le cas o [’ouverture du secteur d’holo-
morphisme de A(x) dépasse 180° : la fonction F(z) n’admet qu'un
point singulier a distance finte.

Il ne peut se faire ici qu’une réduction des singularités précé-
dentes d’apres la méthode méme que nous avons employée. Détachons

N . , .
du secteur D,AD, le secteur D, AD’, (fig. 5) d’ouverture égale a 180°

Fig. 5.

ct faisons varier ce dernier secteur depuis sa position initale D, AD'

/N . , N
jusqu’a sa position finale D, AD, par une rotation égale (o + 3 — ).
Les points singuliers de F(s) ne pourront se trouver que parmi les
points communs 4 toutes les spirales

P — C)O)cotﬁ ,

o variantde =~ —a b 8 — 725, c’est-i-dire pour un ensemble continu de
2 .
valeurs de «'. Or, il est évident que ces spirales n’ont qu'un point
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commun =z =1 (w =0, p =1) d distance finie. La fonction F(z) admet
un seul pointsingulier & distance finie 5 =1 dés que I'ouverture du
secteur d’holomorphisme de A(x) dépasse 180°.

Supposons que le secteur d’holomorphisme de A(x) soit formé
d’un demi-plan limité par une paralléle & I'axe des quantités imagi-
naires, ce secteur s’étendant du coté de I'axe des quantités réelles
positives. C’est un cas particulier de I'étude qui précedes il corres-
pond 2 &'=o0 ou o= gct constitue un cas de dégénérescence inté-
ressant. Nous avons va que la fonction F(z) a ses points singuliers
sur la spirale

p= e cota’

sous la condition &'Z o, ¢’est-d-dire o Z

® A

lei o= § (o'=0); la spirale précédente se réduit & la partie de
Iaxe des quantités réelles positives qui s’étend de 5 == 1 & +=.

A ce sujet, je rappellerai une remarque faite dans un Mémoire sur
les points singuliers des séries de Taylor (Journal de Mathématiques,
1go2); elle consiste dans le fait suivant :

Lorsqu'on cherche les points singuliers d’une fonction donnée par une
série de Taylor (a rayon de convergence aw moins égal a un) en tirant la
connaissance de ses points singuliers de la fonction

Az,

il arrive que, pour des circonstances nombreuses el intéressantes de cette
Jorme, la fonction consudérée a tous ses potnts singuliers & distance fince
sur 'azxe des quantiies reelles. (Page 446.)

L’explication que jen donnais se rattache & I'énoncé méme des
théorémes exposés dans ce Mémoire; une antre explication est pos-
sible dans le Mémoire présent apres 'étude du dernier cas de dégéné-
rescence que nous venons de faire; on peut la donner de la maniére
suivante :

Etant donnéce une fonction analytique

F(z)=2XA(n)z",
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st la fonction
A(z)

est holomorphe a Uinfini dans un secteur de 180° formé du demi-plan
gauche de Uaxe des quantités imaginaires, la fonction F(z) a tous ses
points singuliers a distance finie sur 'axe des quantités reelles positives
étendu de = =1 jusqu’'a l'infin.

En faisant usage du théoréme de M. Hadamard, les résultats qui
précedent sont susceptibles de montrer jusqu’a quel point Uensemble
des points singuliers d’une jfonction analytique F(z) donnée par une
sérte de Taylor

F(s)=32A(n)s"

est défini d’une maniére imprécise par la forme du coefficient
A(n).
« Elant donnée une fonction analytique
F(z)=3Xa(n)sm,

on ne change pas son ensemble de points singuliers, a ’infini pres, en
multipliant le coefficient

a(nr)

par une quantité de la forme
A(n)

ou A(x) est holomorphe a Uinfini dans un secteur d’holomorphisme
d’ouyerture supérieure & 180°, la série

SA(n)sn

r’ctant d’ailleurs pas enticre. »
La fonction

F (5)=Za(n)A(n)s"

a pour points singuliers ceux qu’on obtient en multipliant chaque
point singulier de
F(s)=2XZa(n)s"
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par 'unique point singulier z=1 (s == étant réservé) de
S(5)=ZA(n)s".

D’aprés une des propositions précédentes, la fonction f(=z) pos-
stde, & distance finie, un seul point singulier au plus, z=1; ¢t d’ail-
leurs ici elle le posstde puisque cette fonction n’est pas entitre.

I resterait & justifier le point suivant :

Une fonction

A(x)
peut-elle étre holomorphe a Uinfini dans un secteur d’ouverture supéricure
a 180" et la fonction
JS(s)=2A(n)z"
n’étre pus enticre?

La réponse est simple. Si f(z) est entiére pour une forme de A(x),

posons
1
B(z)=A(x) -+ =5

la fonction B(x) est holomorphe & I'infini dans le méme angle que
Ax), et |
J(5)=2B(n)z" '

admet 5 =1 comme point singulier.
La proposition qui précéde peut se compléter par la suivante :

Etant donnée une fonction analytique
F(s5)==X2a(n)s",

on ne change pas son ctoile (& Uinfini prés) en multipliant le coefficient

a(n)
par la quantité

A(n),
ou

A(z)

est holomorphe a Uinfini dans un demi-plan limité & gauche par unc
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paralléle a l’axe des quantités imaginaires, la série

IA(n)sn

n’etant pas enticre.

La démonstration qu’on aurait & en donner est tout a fait analogue
a la précédente; il conviendrait d’appliquer le théoréme de M. Hada-
mard combiné avec le cas de dégénérescence de I’étude qui précede.

Il est aisé, avec les résultats auxquels nous sommes arrivés dans
ce Mémoire, de généraliser les deux théorémes principaux d’un tra-
vail antériecur (Journal de Mathematiques, 19o2.).

Le premier de ces deux théorémes (p. 435) s’étendra dela maniére
qui suit :

Sout ¥ (=) une fonction donnée par une serie de Taylor

F(z)=Za(n)s,

valable a Uinterieur d’un cercle de rayon supérieur & 1 et soient

des fonctions holomorphes a Uinfini dans des secteurs comprenant I axe
des quantilés reelles et d’ouverture supérieure & 180°.
S¢ la fonction de p + 1 variables

Sz y, Uy oy )

est holomorphe aw votsinage de Uorigine (x =0, y =0, ..., =0), la
Jonction

A(n) A,(n)
(1)(5):2/[“(”), '1/..n ) ""—J!:-/T_ st (h>1)
n’a pas d’autres points singuliers (sauf s =1,k k2, ... et w) queles points
obtenus en multipliant entre eux, de toutes les manicres possibles, les ponts
singuliers de T (=) et en prenant les homothétiques des points oblenus
dans le rapport de 1 a k, k*, .. ..
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La seconde proposition (p. 431) se transforme ainsi :

Etant donné un nombre quelconque de fonctions

Fy(3)=2Za,(n)s",
Fy(5)=2Z2a,(n)s"

q fonctions holomorphes & Uinfint dans des secteurs comprenant ['axe
des quantités réelles et d’ouverture superieure a 180°.
St le fonction de p + q variables

S, y, oo, w)

est holomorphe aw voisinage de Uorigine (x = 0, y = 0, ..., w = 0), lu
Jonction

(l)(‘:)::Ef Al('_l__)_ A,(n)

ay(n)y ..., ap(n), —;-—, T

fert

Ag(n)] _,

| R

(k=)

9 -

n'a pus d’autres points singulicrs (sauf z=1, k, k*, ... et 2) que les points
obtenus en multipliant entre eux de toutes les maniéres possibles les points
singuliers des p fonctions

Fi(z), ..., F,(z),

el en prenant les homothétiques successives dans le rapport de 1 a k des
points ainst formés

Remargque. — Si les fonctions

F,(3), ..., Fp(s)
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onl tous leurs points singuliers réels, la série de Taylor

®) =27 |, ), B, B s

a tous ses points singuliers (sauf = = =) réels aussi.

Etude d’'une singularité essentielle.

Les résultats que nous avons exposés ici ont fixé les rapports qu’il
y avait entre les circonstances d’un point singulier essentiel et les cir-
constances d’un ensemble de points. Nous sommes partis du point
singulicer essentiel & 'infini de
A(2)
pour aboutir a I'ensemble B des points singuliers de
F(s)=X2A(n)s".

Par la méthode que nous avons employée, les qualités d’un point
singulier essentiel se trouvent développées sur un ensemble de
points E. C’est la certainement une remarque qu’il convient de faire
en vue de la théorie générale des fonctions, 'étude d’une singularité
essentielle étant toujours difficile et les théorémes généraux qui s’y
rapportent assez rares.

La méthode de représentation exponentielle et ses applications aux
séries de Taylor constituent un procédé d’étude intrinséque du point
singulier essentiel d’une fonction.

Nous venons de rappeler que les propriétes du point essentiel de la
Jonction

A(x)
se trouvent appliquées sur un ensemble de points E d’une fonction F(z)
donnée par une série de Taylor. Or des méthodes différentes de la nétre
Jixent des propriétés de [ ‘ensemble B, et, par suite, les proprietés corres-
pondantes du point singulier essentiel de

A(z),
d’apres la donnée de 'ensemble dénombrable

A(ny), A(ny), ..., A(n), ... (nZng)
Anun. Ec. Norm., (3), XXI. — Noveynre 14o4. 56
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des valeurs de A (x) pour les grandes valeurs enticres et positives de la
variable.

La proposition suivante est ainsi le point de départ de nombreuses
propositions sur I'existence d’une fonction autour d’un de ses points
singuliers essentiels :

Etant donnee une fonction
A(x)

admettant Uinfini comme point singulier essentiel, macs restant finie pour
les grandes valeurs enticres positives de x :
1° St la fonction
[F(z)=XA(n)s"

admet un point singulier a distance finie en dehors de = =1, la fonction
A(x) admet, autour de Uaxe X des quantités réelles positives, un sec-
teur d’holomorphisme d’ouverture au plus égale a 180 ;

22 St ¥ (3) posséde parmi ses points singuliers deux points non situds
sur une méme spirale partant du point s ==, la fonction N(x) posséde
autour de X un secteur d’holomorphisme d’ouverture inférieure a 180°;

30 Si ¥ (s) posséde, sur le cercle de rayon un, des points singuliers dif-
Jerents de = =1, la fonction A(x) n'admet awtour de X aucun secteur
d’holomorphisme d’ouperture si petite soct-elle.

Remarque. — 1l convient de retenir que les spirales, dont il est ici
question, satisfont aux conditions g == ¢"”, ¢ > 1, et que ces conditions
sont suffisantes pour les définir.

De la premiere partie de ce théoréme général on peut déduireavee
facilité le corollaire suivant :

Lorsqu’une fonction
A(x),

presentant Uinfini comme point singulier essentiel, prend, pour les grandes
valeurs enticres posiives de la variable, Uensemble dénombrable de valeurs
repreésentées par

Alny=e¢%a(n),

a {n) restant finic et non nulle (o étant un nombre @ partie reelle posi-
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tive), celte fonction admet autour de U’ave X un secteur d’holomor-
phisme d’ouverture au plus égale @ 180°.

Il suffit de remarquer que la fonction

F(z)=Z2A(n)s»

A

admet certainement le cercle de rayon ¢* >1 comme cercle de con-
vergence, et, par suite, posséde sur ce cercle au moins un point sin-
gulier.

La seconde partie du théoreme général, dont nous venons de faire
usage, admet ce corollaire :

Quand une fonction
1\ (.Z' ),

qui admet Uinfint comme point singulier essentiel, prend, pour les grandes
raleurs enticres et positives de x, I’ensemble de valeurs

A(n)y==e-Ur+isin A (n) 4 e (arn A (n) 4+ e~ *a(n),
ot :
1° o >u>r>o,r, u, odant des nombres réels ;
2 a (n), A((n), A,(n) restent différents de zéro a l'infini;
30 a(z), A (x), A,(x) admetient 'infini comme péle ou point ré-
gulier. St

-

s+okm. v +2kT
- )
I - 144

la fonction A(x) admet autour de 'axe X un secteur d’holomorphisme
d’ouperture infcrieure a 180°.

Nous construisons la fonction

F(z)=Z2A(n)s".
Klle s’écrit

F(S) —Ye -(/'»|-1‘.s')/1.A~1 (IL):"—!— Ze—(u+z'v)/LA2(n>:u 4 Y e (((IZ) n

Les deux séries
/'1 (z' — Y o (r+isin Al (n);n,
fl (; f— Ze—-(u-}-iv)nA2(n);n
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ne peuvent respectivement admettre, d’aprés le théoréme fonda-
mental de M. Hadamard, que les points singuliers

er+is ot eu-&-iu;
elles les admettent d’ailleurs, puisque A, () et A,(n) sont différents
de zéro et que, par suite, pour f, (3) et £,(z) les cercles de rayon
er et e®

sont certainement cercles de convergence.
Les deux points

(/,I'-vl»la‘ ct (!141-11"

a cause des conditions

uz=r>-o,
7" N 12
sont situés au dela du cercle de rayon wn et n’appartiennent jamais
une méme spirale issue du point z ==
Quant & la fonction

Sa(z)=2e *"a(n).

comme clle admet pour cercle de convergence un cercle de rayon au

moins égal &

174
e%,

et, par suite, supérieur aux modules de

ertis  pf  eutiv

les points singuliers de /;(z) ne peuvent se réduire avec ceux de
Ji(2) et fo(=)- '

La fonction F(z) admet certainement comme points singuliers

141 w-iv .
el el evtivs

ces deux points n’étant pas sur unc méme spirale issue de z =1, la
deuxiéme partie du théortme général auquel nous faisons appel
montre que la fonction

A(z)
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ne peut admettre autour de X qu'un secteur d’holomorphisme d’ou-
verture inférieure & 180°.

La troisi¢me partie du théoreme général admet un corollaire dont
I’énoncé est bien simple :

Lorsqu’une jfonction
A(z)

admet infini comme point singulier essentiel, A(n) restant fini ou
n’ayant, pour n infini, réel et positif, qu'un ple ou zéro d’ordre fini de
multiplicité, s
A(n—+1)
A(n)

admel une limite différente de un lorsque n augmente indéfiniment, la

Jonction
A(z)

n’admet autour de U'axe X aucun secteur d’holomorphisme d’ougerture
Sfinie, si petite soit-elle. .

Il nous suffira de considérer la fonction
F(z)=ZA(n)z".

Elle admet le cercle de rayon uncomme cercle de convergence; or,
d’aprés une proposition de M. Fabry, le rapport

A(n +1)
A(n)

tendant vers une limite =,, le point z, est singulier. La limite z,
étant différente de un, la fonction F(s) posséde, sur le cercle de
rayon un, ce pointz, différent de # = 1. D’apres la troisieme partie
du théoréme général qui précéde, la fonction A(x) n’admet autour
de X aucun secteur d’holomorphisme d’ouverture finie.

Le dernier corollaire auquel nous venons d’arriver rattache I'étude
intrinstque du point singulier essentiel au théoreme de d’Alembert
sur les séries, et raméne des questions de la théorie générale des fonc-
tions & des propositions d’Algebre élémentaire.
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Ainsitoute fonction qui prend, pour les grandes valeurs entiéres
positives de la variable, la suite de valeurs

n"admet i Uinfini, autour de X, aucun secteur d’holomorphisme d’ou-
verture finie si petite soit-elle.
Nous pouvons élargir cet exemple :

Lorsqu’une fonction
A(a)

prend, pour les grandes valeurs positives enticres, la suite des valeurs
(=0 f(n),
ow f(n) est une fraction rationnelle de n, la fonction
A(x)

r’admet awtour de Uaxe X aucun secteur d holomorphisme d oucerture
Jinie.

Cette derniére proposition n’est elle-méme qu’un cas particulier
d’un théoreme plus général :

Quand une fonction
A(x)

prend pour les grandes valeurs enticres positives de la variable la suite

de valeurs
A(n)=nkta? f(n) (& entier),

@, élant une imaginaire de module un, et [ (n) tendant vers une limite
pour n infint, celte fonction

A(z) .
n’admet autour de Uaxe N aucun secteur d’holomorphisme d’ousveriure
finie.

Les quelques propositions qui précedent permettent de préciser un
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peu la nature d'une fonction au voisinage d’un point singulier essen-
tiel quand la fonction considérée est connue par un ensemble dénom-
brable de valeurs qu’elle prend le.long d’un rayon qui aboutit au
point singulier essentiel.

Jusqu’ici ce rayon était 'axe X des quantités réelles positives. Une
transformation ¢lémentaire permettrait de faire une pareille étude
quand la fonction est donnée par un ensembie dénombrable de valeurs
sur un rayon quelcongue. '

I1'yaun point d’importance capitale a signaler pour résumer la
derniere partic de cette étude relative aux singularités essentielles.

Nous avons la possibilité de traduire, au moyen des trois proposi-
tions fondamentales qui précedent (p. 442), un théoréme relatif aux
points singuliers des séries de Taylor, en un théoreme relatif d I'exis-
tence intrinseque d'un point singulier essentiel.

Il convient de plus de faire la remarque suivante : dans certains
problemes d’interpolation générale dont M. Borel a donné la solution
(Mémoire Sur les séries digergentes), il s’agit de trouver une fonction
prenant des valeurs données pour un ensemble donné et dénombrable
de valeurs de la variable, quon peut supposer seréduire a 'ensemble
naturel 1, 2, ..., n,.... La fonction ainsi définie est indéterminée en
ce sens que le probleme d’interpolation générale qui précéde com-
porte une infinité de solutions. Cependant, toutes les fonctions pre-
nant les mémes valeurs pour la suite des nombres entiers 1, 2, ...,
n, ...peuvent-clles se rattacher entre elles par une propriété com-
mune, par exemple d’aprés leur existence a U'infini?

Les théoremes qui précédent répondent par I'affirmative et don-
nent une propriété qui leur est commune, d'apres les valeurs

A(n)

que ces fonctions prennent pour les nombres de la suite 1, 2, ..., 2.

Enfin, pour résumer ce travail, remarquons & sa base la décompo-
sition d’une singularité essentielle complexe, en une somme (ici en-
semble continu) de singularités essentielles élémentaires (exponen-
tielles ); mais nous n’avons effectué qu’une décomposition elémentaire
arcolaire (par fonctiops admettant un secleur d’holomorphisme non nul
autour de X).
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I resterait a faive, sur un rayon X, dans le cas d’un secteur d’holo-
morphisme nul, la décomposition de la singularite essenticlle corres-
pondanie en une somme de singularités élémentaires (exponentielies a sec-
teur d’holomorphisme nul ou non nul autour de X), et les résultats les
plus généraux de la théorie des points singuliers des séries de Taylor
se trouveraient en rapport intime avec l'existence profonde d’une
fonction autour d'un point singulier essenticl.

Nous n’avons pas encore assez d’éléments a 'heure actuelle pour
entreprendre une telle recherche.



