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SUR I/EXISTENCE,

DANS CERTAINS

SYSTÈMES DIFFÉRENTIELS,
DES INTÉGRALES

RÉPONDANT A DES CONDITIONS INITIALES DONNÉES,

PAU M. CHARLES RIQUIER,

P R O F E S S E Ï J R A L 'UN Ï V E M S Ï T E DE C A E N .

INTRODUCTION.

Les résultats du présent Mémoire, communiqués à l'Académie des
Sciences le 12 janvier 1903, peuvent se résumer comme il suit.

Soient
^ f y'» ' ' • ">
U, V, . . .

des notations (en nombre limité) désignant, les premières diverses
variables indépendantes, les dernières diverses fonctions inconnuesde
ces variables. A chacune des quantités x , y , ..., u, v , . . . faisons cor-
respondre un entier, positif, nul, ou négatif, que nous nommerons la
coteau cette quanti té; puis, considérant une dérivée d'ordre quel-
conque r de l 'une des fonctions u, 9, . . . » nommons cote de la dérivée
en question rentier obtenu en ajoutant à la cote de la fonction celles
desr variables de differentiation. II est clair que dans le cas où les
cotes des diverses variables indépendantes sont toutes égales à r , la
cote d'une dérivée quelconque s'obtient en ajoutant à la cote de la
fonction inconnue l'ordre total de la dérivée.

Ann. Éc, Norm., (3), XXI. — JUILLET 1904. ûo
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D'autre part, étant donné un-système différent iel résolu par rapport
à certaines dérivées des fonctions inconnues (fui s ' y trouvent engagées,
convenons de dire qu ' une dérivée de ces fonc t ions wi principale rela-
t ivement au système, lorsqu'elle coïncide, soit avec q u e l q u ' u n des
premiers membres, soit avec quelqu 'une de leurs dérivées; conve-
nons de d i re , dans le cas contraire , qu'elle ^paramétrique.

Cela posé, considérons un système différentiel satisfaisant à la double
condition ci-après :

i0 Le système est résolu par rapport à certaines dérivées des fonctions
inconnue!! qui s'y trouvent engagées, et, si l'on partage les équations en
groupes suivant que leurs premiers membres appartiennent à telle ou telle
inconnue, aucun des groupes ctinsi obtenus ne contient plus d'une
équation.

2° Les seconds /nombres sont indépendants de toute dérivée principale,
et, moyennant l^Utribiition aux variables indépendantes de cotes respec-
tives toutes égales à \, ci aux fonctions inconnues de cotes respectives
déterminées, cliacun d'eux ne contient, outre les variables indépendantes,
que des quantités (^inconnues ou dérivées) dont la cote ne surpasse pas
celle du premier membre correspondant.

Un système de cette espèce étant donné, pour que les intégrales hypo-
thétiques répondant à des conditions initiales données e'rnslent effective-
ment et soient uniques, il suffit que certaines fonctions {en nombre limité)
des variables indépendantes, des inconnue^ et de quelques-unes de leurs
dérivées paramétriq lies, présentent, pour les valeurs numériques initiales
de leurs arguments, des modules satisfaisant a certaines inégalités.

Considérons, par exemple, le cas très s imple de l 'équat ion aux dé-
rivées part iel les

(i) ^L^f(,. ^ „ à a ou ^u ^u\
' / àxôy-^^^y^^J^ oy ^^Jyî^

et supposons qu'il s'agisse de déterminer un ensemble de cond i t ions
sufï isantes pour l 'existence d'une intégrale (unique) répondant à des
condi t ions in i t ia les données. Je désignerai par A et B les .dérivées
part ie l les du second membre /par rapport à ^ et ̂  respective-
ment , par A, et Bç, les valeurs 'numériques ini t iales d / A et B, et je
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rappellerai que divers géomètres ont successivement assigné comme
c o n d i t i o n suiïisante à l'existence de l ' intégrale :

1° La n u l l i t é i d e n t i q u e des deux fonctions A, B; ce résul ta t a été
formulé pour la première fois par M. Picard dans un Mémoire célèbre,
paru en i8c)o ( ^ ) ; il se trouve également contenu, comme cas particu-
lier, dans des recherches publiées la même année par M. Méray avec
ma collaboration (^).

2° La n u l l i t é i d e n t i q u e de l 'une ou l'autre des fonc t ions A, B; c'est
là une appl ica t ion particulière de mes recherches sur les systèmes
orlhonomes, dont j 'a i commencé la publ ica t ion en i8q3 (3).

3° La n u l l i t é numér ique de l 'une ou l'autre des valeurs in i t i a les Ay,
B(); ce résul ta t a été ind iqué par M. Coursât dans une Note commu-
niquée à l 'Académie des Sciences le 2 novembre 1897.

Ceci é tan t rappelé» si l'on a p p l i q u e à l 'équation (i) la méthode
exposée dans lo présent Mémoire, on trouve comme condition suffi-
sante la simple inégali té numérique

rn od ( A o B o ) < ̂4

( l ) Mémoire sur la tfléorie des équatiomî aux dérivées partielles et ,s'///" la méthode dea
approximations ^ucceswes (Journal de mat/iémaUques pures et appliquées'y 4e série,
t. VI),

( 2 ) L'équation
^u ç f au ()u\j ^ ^ ^ j [ ^ y . ̂  ̂  ̂ )

se ramené en efTel au système difïerenfciel du premier ordre

ou , au y ,./ , , .
———— == U^ ————y- ==./(^7? î^ U^ l l y ) ,

y^ vx

^ u^ •7È? ==::/(^ '̂ u•> u^ ^y^
ou , àu'^
^-^^

lequel est immédiat, Hémi-régulier Qt passif. Voir à ce sujet le Mémoire de MM. Méray
et lUqmer avant pour titre : Sur la convergence des développements des intégrales ordi-
nairesd* un système d'équations différentielles partielles (^nnaîc.y de l'Ecole Normale,
janvier, février et mars 1890).

( 3 ) "Voir dans les Annales de l'École Normcde, année 1893, les deux Mémoires inti-
tulés : ^c' l'existence des intégrales dans un système différentiel quelconque; Sur la
réduction d'un système différentiel quelconque à un système linéaire et complètement inté-
^'rable du premier ordre.
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CHAPITRE L
PROPOSITIONS SUn LES COUPURES.

I . Désignant para?o,yo, - • • d68 valeurs particulières quelconques
des variables indépendantes x, y, . . . , j 'ai, dans mes travaux anté-
rieurs, nommé fonction schématique de x, y , ... une série entière en
x — x ^ , y — y ^ ... d o n t tous les coefficients sont arbitraires et sou-
mis, dans leur ensemble, à la seule restriction do la convergence.
Quand le nombre des variables se réduit a zéro, la série se rédui t à
une simple constante schématùjae : c'est ce que nous nommerons par-
fois une fonction schématique dégénérée.

J'ai ensuite déf ini le résidu d 'une coupure^ ) effectuée dans une
fonction schématique de x , y , ..., et j'ai montré comment on peut, à
l'aide des calculs les plus élémentaires, former de ce résida une
expression simple. Sans revenir ici sur ce que j'ai l onguemen t exposé
ailleurs (2), je dois rappeler brièvement en quoi consiste, dans la
théorie générale des systèmes différentiels, l 'u t i l i té de ces considé-
rations.

Supposons que l'on a i t un système dif férent ie l résolu par rapport à
certaines dérivées des fonctions inconnues (fid sy trowent engagées, et
dont les seconds membres soient, dans un même domaine , tous dé-
veloppables par la série de Taylor. Des intégrales quelconques (non
singulières) d'un pareil système étant supposées développées par la
série de Taylor à partir de valeurs in i t i a les quelconques des variables
indépendantes , les portions de ces développements formées par l 'en-
semble des termes qui , aux facteurs numériques c o n n u s près, o n t

(1) II va sans dire que lo sons attr ibué ici au mot coupure est tout différent do celui
qu'il a communément dans la théorie des fonctions (Puno variable imaginaire.

( ï ) Sur la calcul Inverse dcfî dérivées ( Annales de la Faculté daa "Sciences de Mar-
fîfsillc, t.X, fasc. î, p. 9 et siliv.). — Sur une question fondamentale du Calcul intégral
(Âcta Malhomatica, t. XXïïï, p. ' Â 1 5 et 8iïh'.)/
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pour coefficients les valeurs initiales des intégrales dont il s'agit et de
leurs dérivées paramétriques de tous ordres (1) , se nommeront les
déterminations initiales de ces intégrales.

Or, la question se pose à chaque instant, dans la théorie des sys-
tèmes différent iels , de savoir si un système, résolu par rapport à cer-
taines dérivées des inconnues, admet ou non quelque groupe d'inté-
grales possédant des déterminations init iales données; et il importe,
en conséquence, de formuler cette dernière donnée le plus simple-
ment possible. Supposons, à cet effet, les inconnues développées à
partir des valeurs in i t i a les ^Vo» • - • des variables indépendantes x,
y, ..., et laissons dans ces développements tous les coefficients indé-
terminés ; cela étant, il suffît , pour avoir la forme delà détermination
i n i t i a l e d 'une i n c o n n u e quelconque u, de calculer le résidu d'une cer-
taine coupure pra t iquée dans le développement correspondant. On
obtient ainsi u n e expression de la forme

n^:^ ' • • i i i i i • • - ' • ' . •
( a ) 2(x - •^"(y-y^'" • • • ¥^ " '

n ^~ i

où a^, b,^ ... désignent des entiers positifs ou mils, 0^ un groupe de
varial:)'les indépendantes extrait du groupe total x, y , ..., et FQ une
fonction schématique des seules variables 0^. La donnée de l'expres-
sion (2) équivaut d'ailleurs à la suivante, par laquelle nous convien-
drons de la remplacer en toutes circonstances.

Désignant par o^ le groupe de variables complémentaire du
groupe 0,^ (2), et faisant successivement n == i, 2, . . . , g, nous sup-
poserons donnée la fonction des variables 0^ à laquelle se rédui t

/^^yi+^ft'l"'"* I I— — — : _ p^y. l 'at tribution aux variables o^ de leurs valeurs ini-
à.^n ôy" ! ! . ... t /'
tiales.

Si l'on considère, par exemple, un système différentiel impliquant
deux fonctions inconnues u, v des trois variables x, y, z , et résolu par

( 1 ) Nous avons défini, dans riniroduôlion, lo sens des locutions dérivée principale,
dérivée paramétrique.

( 2 ) C/esi-à-dire tel que Fensernblo des deux groupes 0^, o^ reproduise, une fois et une
soûle, chacune des variables indépendantes .^,y, ....
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rapport aux quatre dérivées

(yu à^ <)2 î ' ^
d.:y <)/ 6^ <}^ à y àz <)j3

l 'application de notre méthode donnera, pour les d é t e r m i n a t i o n s i n i -
tiales de //, 9, les formes respectives

(3)
F (y^ ^) + (^. _ ^)H(;y, ^) + (.r — ̂ ) (y —yo) P(.'r,y),

q ^ ) ~ \ - ( y - y , ' ) A . ^ ( y ^ y ^ } ï ,

ou A, B désignent deux constantes schématiques et F(y, -s)» I,I(.2?, s),
l^(.r,y), Q(^) quatre ( o n c t i o n s schématiques. La d o n n é e décès déter-
m i n a t i o n s in i t i a l e s se formulera d 'a i l leurs comme il su i t :

S'il s 'agit de la première, on se donnera : ï° La fonct ion dey et z a
l a q u e l l e se rédu i t u p o u r x — w^ == o ; a° la fonc t ion de a.' et -s à l a q u e l l e
se rédu i t y-: pour y — y o = = o ; 3° la fonction de x et y à l aque l le se

rédui t —•— pour ^ — ^o ̂  o. S'il s'agit de la seconde, on se donnera :
1° La fonct ion de z à laquelle se r édu i t y pour x — x^-^y—Vo^ (^
^° les valeurs numériques que prennent respecllveincuit^et^-"^
x — x^ ==y—yo === z — ^o == o. Des expressions (3) on dédui t donc
immédiatement , pour remplacer la considération des dé t e rmina t i ons
in i t i a l es , la Tableau suivant de formules schématiques :

u = y { y ^ z ) pour a; — ^y :;:r o,
on -s / ,•; = À ( x, s ) po il r y — yo == o,àx

yu
^^•(^j) pourôxày wi v ? l / / r " -0——?

t..' = ̂  ( z ) p o t,.i r x — ^o =-= y — y^ =::. o,
^ 1-. »„..„» tAc)y

^^Q
ày^^

pour ^ — ^y "= y — yo = ^ — ^y == o.

D'une manière générale, si l'on considère un système différentiel
résolu par rapport à certaines^ dérivées des fonctions inconnues qui
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s'y trouvent engagées, les formules schématiques, en nombre essen-
t ie l l ement l imi t é , dont la considérat ion se trouve le plus souvent
substituée à celle des dé te rmina t ions ini t ia les , ont la structure sui-
vante : les premiers membres, tous d i s t inc t s entre eux, coïncident
chacun avec l ' une des inconnues du système ou de leurs dérivées;
dans chaque second membre figure une fonct ion schématique de cer-
taines des variables; et chaque premier membre est assujetti à se
réduire ident iquement au second membre correspondant, lorsqu'on y
remplace par leurs valeurs ini t ia les celles d'entre les variables indé-
pendantes dont ne dépend pas la fonction schématique du second
membre.

Cons t ru i r e les formules schématiques dont il s^agit, c'est ce que
nous appellerons désonriais/ww" l'économie des conditions initiales.

2. I l nous faut ma in t enan t établir , au sujet des coupures, quelques
propriétés d'où nous dédu i rons d'intéressantes conséquences relati-
v e m e n t à la fo rme des condi t ions ini t ia les dans un système d i f fé -
rentiel .

Dans toute expression, telle que (2), obtenue à l'aide d'une cou-
pure, lesdivers monômes

( x — .z-o Y: ( y — y<, )/^ .. . [ n =. i , ^, .... g ],

q u i m u l t i p l i e n t respectivement les diverses fonct ions schématiques F()^
s 'appel leront , pour abréger, les monômes extérieurs do l'expression
dont il s 'agit : à chacune des fonctions schématiques Fo^ (don t
quelques-unes peuvent , bien en tendu , se réduire à de simples con-
stantes schématiques) correspond, ainsi un monôme extérieur, et inver-
sement. L'expression (2) contient d'ailleurs nécessairement un mo-
nôme extérieur (et un seul) de degré zéro.

Etant donnée, enfin, une fonction schématique de ocy y, ..., celles
des différences

(4) ^—.ro, j—yo, ...
dont elle ne dépend pas lu i seront dites étrangères.

Ces déf in i t ions posées, nous établ i rons la proposition su ivante :
Le résidu d'une coupure effectuée dans une fonction schématique à
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l'aide d'un ensemble E ne contenant aucun terme superflu peut lou/ourff
être mis sous une forme telle que les 'deux conditions suivantes se trouvent
à la fois satisfaites :

i° Tout monôme extérieur Çsauf celui de degré zéro) s'obtient en mul-
tipliant quelque autre monôme extérieur par quelqu'une des différences
étrangères à la fonction schématique (^dégénérée ou non) qui correspond
à ce dernier.

2° Tout monôme de l'ensemble E s'obtient en multipliant quelque mo-
nôme extérieur du résida par quelquune des différences étrangères à la
fonction schématique {dégénérée ou. non) qui correspond à ce dernier.

I. Notre proposition est exacte si dans l'ensemble E ne figure effective-
ment qu'une seule des différences (4).

Car l'ensemble E, ne contenant , par hypothèse, aucun terme su-
perflu,, se compose nécessairement d'un monôme unique tel que
(x — x^f; le résida de la coupure peut alors s'écrire sous la forme

FoCy, ...)+(^-^)Fi(j. ...)
. .^^-^o)2!^ -.)4-,..+(^-^)^Fa.,.^(j, . . .),

où Pô, F(, F^, ..., Fa^ désignent a fonc t ions schématiques des seules
variablesy, .... et où les monômes extérieurs sont

(x—x^\ (^—^y, (.y—^)2, ..^ (^—.y^--î.

On en dédui t immédiatement le point à démontrer.

Il, Si noire proposition est exacte dans le cas où F ensemble E contient
effectwement moins de h 4-1 différences, elle l'est encore dans le cas où il
en contient k + i.

Supposons, pour fixer les idées, que x — x^ soit une des k +1 dif-
férences dont il s'agît, désignons par a l'exposant maximum dont elle
se trouve affectée dans Fensemble, et partageons ce dernier en plu-
sieurs autres,

E0, ES .... ÏS^-s E%

suivant que, dans les divers termes de E, la différence x — x^ figure
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avec l'un ou l 'autre des exposants

I/ensembleE ne contenant par hypothèse aucun terme superflu, les
monômes

X — X^ ( X — XQ )2, . . . , ( X •— .2-o )a -1

sont absents des ensembles respectifs
(< •>) ES FA . . . , F^-1,

sans quo i Jes termes de W admettraient pour diviseur quelque terme
des ensembles (5); quant à l 'ensemble E^ il peut, suivant les cas,
conten i r ou non le terme (x — x^. Cela étant , nous désignerons par

les ensembles respectivement déduits de (5) en remplaçant par zéro,
dans chacun de leurs termes, l'exposant de x — XQ, sans changer les
exposants des autres différences, et, dans l'hypothèse où E" ne con-
t iendrai t pas le terme Çx—^'o)^ nous nommerons <?" l 'ensemble
déduit de W' par la même opération. En posant, pour raison de symé-
trie, ^°= E0, il est clair que dans la totalité des ensembles

'̂» (A /.2 //a-l ^a'•- f î/ y " y .... o y (..'

t igurent seulement k différences.
Ecrivons main tenant le résidu de la coupure E sous la forme

(6) To(j, ...)+(.r—^)T,(j-, ...^(.r—.^T^y, ...)4-...
+(^_^)a-iT^^^ ...)^(^_,^)aï(^^ ...).

Pour obtenir les formes respectives des expressions

( 7 ) ^(.r» . - • ) . ^(.r. • • • ) . • - - ^a-i(y, ...;,
i l suffit, comme nous l'avons établi ailleurs, de pratiquer dans le
développement d'une fonction schématique des seules variables y,...
les coupures respectives
/ Q \ /,,(> ï'^0 AÏ'I r^0 /»1 ^a - 1 ' I\0 ) f! , 1 É; , t. j, . . . , 1 t, , ( . - , . . . , ^ J *

Pour

(9) ^(^y. • - • ) .
A un. Eu. Norm., (3), XX L — AOUT 1904. ^9
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deux cas sont à distinguer : si V^ contient le terme (,z* — .^"o)0^ auque l
cas il se réduit à ce terme u n i q u e puisque l'ensemble E ne cont ien t
aucun terme superflu, T(^,y, ...) est identiquement n u l ; dans le
cas contraire, il suffit, pour connaître T(^, y, ...), de prat iquer la
coupure

(\(\\ [ (^ (^ ^a--l ^y.'\
\ 1 u ) | u y u 1 • • - ? G ? c ,1

dans le développement d'une fonct ion schématique de taules les
variables x, y, .... D'ailleurs, puisque dans chacun des ensembles (8)
et (ro) f igurent au plus k différences, la même propriété ne peu t
manquer de subsister quand on les débarrasse de leurs termes super-
flus. ^

Ces résultats étant rappelés et les ensembles (8) et (10) étant
débarrassés de leurs termes superf lus , on peut, en vertu de ce qui est
admis, écrire les résidus correspondants (7) et ( ( ) ) sous u n e fo rme
telle que, dans ces rés idus et les ensembles qui les on t f o u r n i s , les
deux propriétés fo rmu lées par l'énoncé général se t rouvent satis-
fai tes . Les supposant désormais écrites nous cette forme, nous établ i rons
qu'il en est de même pour l 'ensemble E et le résidu correspondant (()).

A. De la première propriété, admise pour les rés idus ("7) et ( '<)),
i l résulte tout d'abord que, si dans chacun de ces résidus on partage
les monômes extérieurs en groupes successifs d'après leurs degrés
croissants, ces degrés forment une progression ar i thmét ique de rai-
son i commençant par zéro. Les diverses expressions (7), et éven-
tuellement l'expression (9), fournissent ainsi, par la considération
des degrés de leurs monômes extérieurs, lesprogressionsarithmétiques
respectives

o, r , '.^ . , ., ///o,
o, i , 2, . . . , m.^

0, ï , 2, . . . , ma.-....i,
0!' I » ^ . . .? ^a?

et leurs produits respectifs par les quantités

î , X — ̂ ,, ( x — ̂  )ût, . , ., ( x ̂  ̂  )a- ̂  ( je _ ̂  )a
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fourniront de même les progressions arithmétiques

o, ï , a, . .., m^
i, •2, 3, . . . , m i - f - i ,

y, — ï , a, a + f , ... ? ^a-i -t- a — r ?
a, a •4- .t, a -4- 9., . . ., /^a+ a-

Si donc on désigne par M le plus grand des entiers m^ m^ -f- ï , ...,
rn^^ +" a — ï , //2a4-a, l'expression (6) fournira la progression arith-
métique

o, 1, a, . . . , M.

Cela é tan t , construisons un quadrillage rectangulaire dont les
l ignes correspondent aux diverses expressions schématiques

To (y, ...).
( . y—^o) TI (y, - ..),

(^-^O^^Ta-lty, . . . ) ,
{x-x,Y T (^y, ...),

et les colonnes aux degrés croissants o, î , 2, . . . , M des monômes
extérieurs que nous allons y inscrire : ce Tableau comprendra ainsi
a 4- r lignes affectées des indices o, ï , .. _ . , a — ï , a etM-j- r colonnes
affectées des indices o, r , -^ ..., M, en sorte que chaque ligne hori-
zontale comprendra M, 4- ï cases. Dans les cases

o, r , 2, ..., /^o

de la première l igne horizontale inscrivons les monômes extérieurs
de .l'expression To(.y, ...), chacun à la case voulue suivant le degré
qu'il présente (et une même case pouvant, bien entendu, contenir
plusieurs monômes). Dans les cases

J, 2, 3, . . ., n^^•J^ l

de la deuxième ligne homontale inscrivons de même les monômes
extérieurs de l'expression (x — x^) 1\ (y , ...); dans les cases

3, 3, 4, . -» W2-+-2
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de la troisième, les monômes extérieurs de l'expression
(.r~ ̂ 0)^(7, ...);

et a ins i de suite. Il pourra arriver que la dernière l igne ho r i zon ta l e se
compose ent ièrement de cases vides [au cas où l 'ensemble par t ie l W
se composerait du terme u n i q u e (^' — ^o)^ mais chacune des l ignes
précédentes cont iendra cer ta inement quelque case non vide.

Cela é t an t , considérons un monôme extérieur situé dans une
colonne dont l ' indice iso'ii supér ieur à zéro, ot dés ignons par h l ' i n d i c e
de la ligne où il se trouve.

Si ce monôme est s i t u é dans la première case non vide de sa l i g n e ,
ce qui entraîne h == i, i l n'est autre que (x — .To/' |°ù '̂ ^> 0 h ^il"
leurs, le monôme situé dans la première case non vide de la l igne
précédenle est ( x — .ro/""^, et la fonc t ion schémat ique qui l u i cor-
respond ne dépend c e r t a i n e m e n t pas de la var iable .r, parce que li. — i
est au plus égal à a — ï . On voit donc que le monôme (x —.ro)^ P011*-
s 'obtcnir en m u l t i p l i a n t l ' un des monômes de la colonne précédente
par l ' une des d i f ïc rcncos étrangères à la (onction schématique q u i
correspond à ce dernier monôme.

Si le monôme considéré ne se t rouve pas dans la première case n o n
vide de sa ligne, supprimons le facteur (x — '^^Y1, c o m m u n à tous les
termes de cette l i gne : après cette suppression, les groupes inscri ts
dans les cases successives ne sont autres que les groupes de monômes
extérieurs f o u r n i s par la considération de q u e l q u ' u n dos résidus (7)
et (9), et, si on les partage en groupes successifs d'après leurs degrés
croissants, tout monôme contenu dans un groupe autre que le premier
est, en vcrt.u de ce que nous ad mêlions, le p rodu i t d 'un monôme du
groupe précédent par l ' u n e des d i f férences étrangères a la f o n c t i o n
schématique qui correspond à ce dernier monôme : la même propriété
subsistera donc après le rétabl issement du fac teur commun (x—x^f.

La première propriété fo rmulée par notre énoncé général se trouve
ainsi , é tendue au cas où dans l'ensemble donné f igu ren t effect ivement
k 4-r différences.

,/?. Passons à la deuxième propriété.
Nous observerons tout d'abord que, si l 'ensemble partielle con t ien t

le terme {x—x^y^ ce terme, nécessairement, unique, s 'obtient en
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mul t i p l i an t lo monôme extérieur Çx — x ^ ' ^ , qui figure dans l 'un
des termes de la portion de résida

^--^O^Ta-it.r, ...),

par la différence x — ,T(,, nécessairement étrangère à la fonction sché-
m a t i q u e correspondante. Nous avons donc à nous occuper maintenant :
ï ° des termes contenus dans les ensembles partiels E°, E ' , . . . , E^ ;
a° des termes con tenus dans l 'ensemble partiel E^ au cas éventuel
où ce de rn ie r ne c o n t i e n d r a i t pas le monôme Çx — x^Y.

Observons à cet etîet qu'en supposant

li •:•=: o, i , . . . , a — i, et éven tue l l ement a,

un terme de l 'ensemble e1' ne peut admettre comme diviseur a u c u n
terme des ensembles <?°, <? 1 , ..., ef' : car au t rement l 'ensemble VJ1

a d m e t t r a i t comme diviseur que lque terme des ensembles E°, E\ ...,
E^, et l ' ensemble K cont iendra i t , contra i rement à notre hypothèse,
q u e l q u e te rme superf lu . Si donc on considère les ensembles

/,fl r p\) u\'\ | / ,o .A /?a-i'iL , | <-. , L j, ... y | e , c , . . ., e j^

el, even ide l l ement f<ï° , <"1, . . ., e^-1, e^]^

et qu 'on suppr ime dans chacun d'eux les (e r rnes superf lus , le preitiier,
c^, restera tel qu'il, est, le second, [ô 0 , ^ ], cont iendra certainement
tous les termes de <^ , le troisième, [ <?% e ^ , e2], tous les termes de <?2,
et a insi de sui te .

Or, si l 'on considère d ' u n e part l 'ensemble (^ < ) , e\ ..., ̂ j débar-
rassé de ses termes superflus, d'autre part le rés idu de la coupure
etrectuée à l 'a ide de cet ensemble (soit dans une fonction schématique
dey, . , . si k est <^ a, soit dans u n e fonc t ion schématique de .r, y, ...
si h ̂  a), i l résul te de ce qui est admis que chaque terme de l 'en-
semble s'obtient en m u l t i p l i a n t quelqu 'un des monômes extérieurs du
résidu par que lqu 'une des différences étrangères à la fonction sché-
ma t ique correspondante : en vertu de la remarque qui précède,
chaque terme de ̂  j o u i t donc forcément de cette propriété. Cela étant,
si l 'on m u l t i p l i e par (^—.^o)^» d'une part le résidu de la coupure
[r^, e\ ..., e^L ce q u i redonne une port ion du résidu de la coupure E,
d'autre part les divers termes de ef1, ce qui redonne l 'ensemble par-
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fiel E\ il est clair que chaque terme de E^ ^ 'obtient en m u l t i p l i a n t
que lqu 'un des monômes extérieurs du résidu de la coupure 15 par
que lqu 'une des différences étrangères à la fonction schématique
correspondante.

La deuxième propriété se trouve ainsi é tendue au cas où dans l'en-
semble donné f igurent effectivement k 4- x différences.

I I I . Le simple rapprochement des alinéas 1 et II suffî t à é tab l i r
l 'exactitude de notre énoncé général.

3. Dans une fonction schématique des variables x, y, ... effectuons
fine coupure à l'aide (F un ensemble E ne contenant aucun terme super/lu,
cl supposons que les fonctions schématiques figurant dans l'expr essieu.
du résidu se réduisent toutes à des constantes. La forme, évidemnK^nt
unique, d'un pareil, résidu possède dès lors, en vertu du numéro pré-
cédent, les deux propriétés suivantes :

i0 Tout monôme extérieur (sauf celui de degré zéro) s'obtient en
multipliant quelque autre monôme extérieur par quelq'uune des diffé-
rences x — x^, y — y^, ... ;

2,° Tout monôme de l'ensemble E s'obtient en multipliant quelque
monôme extérieur du résidu par quelquune des différences x — x^ •
y - y ^ ....

4. Dans une fonction schématique des variables x, y, ... effectuons
une coupure à l'aide d'un ensemble}^ ne contenant aucun terme superflu,
et supposons que dans l'expression du résidu figure quelque fonction sché-
matique non dégénérée. Cela étant, si l'on désigne par N un entier
(arithmétique') convenablement choisi, et par P un entier supérieur ou
égal à N, arbitraire d'ailleurs^ le résidu de la coupure peut toujours être
mis sous une forme telle que les trois conditions suivantes se troweril à la
fois satisfaites':

i ° Le degré maximum des monômes extérieurs est exactement égal à P ;
à l'un au moins des monômes de degré'P correspond, dans r expression
du résidu, une fonction schématique non dégénérée, et à tous ceux de
degré inférieur à P correspondent des constantes schématiques ;

2° Tout monôme extérieur Çsauf celui de degré zéro) s'obtient en mul-
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tipliant quelque autre monôme extérieur par quelqu'une des diffé-
rences x — x,, y - y , , ...;

3° Tout monôme de l'ensemble E s'obtient en multipliant quelque
monôme extérieur du résidu pur quelquune des différences oc — x
y —J<p • • • » el ^la de telle façon que, si au second de ces deux monômes
correspond une fonction schématique non dégénérée, la différence par
laquelle on doit le multiplier pour reproduire le premier sou étrangère à la
fonction schématique dont il s'agit.

1. En désignant par K un entier positif donné, le développement d'une
fonction schématique des variables x, y,.,, peut être mis {sans omission
ni répétition de termes élémentaires) sous la forme d'une somme de termes,
en nombre limité, qui s'obtiennent :

Les uns en multipliant respectivement par des constantes schématiques
les divers monômes (à coefficient i) de degrés o, i, 2, ..., K — i par
rapport à r en semble des différences x — x^, y — y^, ... ;

Les autres en multipliant respectivement les divers monômes de degré K
(a coefficient i) par diverses fonctions schématiques {non dégénérées) de
quelques-unes des variables.

A. La propriété est exacte si le nombre des variables est égal à i .
Car, en dés ignant par .-ria variable unique, par A^, A , , .. . y A^i des

constantes schémat iquesy et par 11 Çx) une fonction schématique de x^
la proposée peut s'écrire sous la forme

A „ + (, y — .̂  ) A i -h . . . -h ( .r — .yy y^1 A K-I "i- ( ̂  •— ̂  )K II ( x ).

IL Si la propriété est vraie pour n variables, elle l'est aussi
pour n + i.

Désignons par x, y , .. - les n 4-1 variables dont il s'agit, et distin-
guons dans le développement diverses portions comprenant : la
première, les termes de degré zéro en x — x ^ ; la seconde, les termes
de degré i en x—x^ ; etc.; l 'avant-dernière, les termes de degré K — T
en x — x ^ 9 , la dernière, les termes de degré au moins égal à K
en x-—XQ, Nous aurons ainsi l 'expression

(n) Fo(y, . . . } -4" ( ^ — ^ o ) F i ( j , . . . ) - + - . . .
.h (.2- - ̂ ^FK^ (,r, . . . ) -+ - {x - ̂ FC-r, y , ... ),
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où Pô, F ^ , ..., Fi^i désignent des fonc t ions schérnat iques de y , . . . ,
et F une fonct ion schématique de x, y , ....

Or, en vertu de ce qui est admis :
La fonction schématique F() (y, . . • ) peut s 'obtenir en m u l t i p l i a n t

les divers monômes de degré K. en y—yy, ... par diverses fonc t ions
schématiques de quelques-unes des n variables y, . . . , et a j o u t a n t à
cette somme de produits un polynôme entier de degré K — i en
y —jo , ..., à coefficients i ndé te rminés ;

La f o n c t i o n schémat ique F^Cy, ...) peut s 'obtenir de même en m u l -
t i p l i a n t les divers monômes de degré K — i en y — y ^ , ... par diverses
fonctions schématiques de quelques-unes des n var iables j, . . . » et
a joutant à cette somme de produi ts un polynôme entier de degré K — 2
cny — y ^ , . , . , à coe f l i c i en t s i n d é t e r m i n é s ;

Etc.;
E n f i n , la fonct ion schémat ique F^,^(y, ... ') peut s 'obtenir en m u l l i -

p l ian t les divers monômes du, premier degré y — jo, ... par diverses
fonct ions schématiques de quelques-unes des n. va r iab les y , ..., et
ajoutant à cette somme de produits une constante schématique.

Un simple coup d'œil jeté sur la fo rmule ( î r ) su f f i t alors à fa i re
voir que la propriété, supposée vraie pour n variables, ne peut man-
quer de l'être pour n +• î.

G. Le simple rapprochement de A et B suf f i t à é tab l i r le po in t que
nous avons actuel lement en vue.

Nous l 'énoncerons d'une manière un peu plus brève en disant que
foule fonction schéfnatù/ue de x^ y, ... peut être considérée comrw liric
sorte de polynôme Çcomp/el) de de^ré K, entier par rapport aux diffé-
rences x — x^ , y — Y() , ..., et où les termes de degré inférieur à K
ont pour coefficients def co'nfftantes scfiém,citiques', tandis c/ue ley termes
de degré K ont pour coefficients des fonctions schématujues non dégé"
nérées.

11, est clair, d'ailleurs, que si, dans l'expression schématique ainsi
obtenue, on partage en groupes successifs, diaprés leurs degrés crois-
sants, les divers monômes extérieurs, le premier groupe est consti tué
par le monôme unique de degré zéro, et que chacun des autres mo-
nômes s'obtient en mul t ip l iant quelqu'un des monômes du groupe
précédent par quelqu'une des différences x — x^, y — j^p ....
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II, R e v e n a n t à nôtre énoncé général, mettons le résidu de la cou-
pure sous une forme <D qui satisfasse à la double condition formulée
dans le n° 2, et désignons par N le degré maximum des monômes
extér ieurs qui y figurent, par P un ent ier supérieur ou égal à N, arbi-
traire d'ailleurs. Considérant ensui te un terme quelconque de ce
résidu <D, désignons par n le degré du monôme extérieur qui y figure
f / z ^ N ^ P ) , et par K^ la différence (posi t ive ou nu l l e ) P — n. Si le
terme considéré ne con t i en t q u ' u n e (onct ion schématique dégénérée,
nous le laisserons tel qu' i l est ; dans le cas contraire, nous remplace-
rons, conformément à l 'a l inéa I, la fonction schématique (non dégé-
nérée) par un polynôme de degré K^, entier par rapport aux diffé-
rences dont elle dépend, et où les termes de degré infér ieur à Eta ien t
pour coefficients des constantes arbitraires, tandis que les termes
de degré K/^ auront pour coefficients des fonctions schématiques non
dégénérées. En opérant ains-i sur tous les termes de <&, il est facile de
voir que les diverses cond i t i ons requises par notre énoncé se trouve-
ront sa t is fa i tes dans la nouvelle forme. Effectivement :

1° Puisque le résidu de la coupure cont ient , d'après notre hypo-
thèse, un nombre i l l imi té de termes élémentaires, à l 'un au moins des
monômes extérieurs de <& correspond une fonc t ion schématique non
dégénérée, et la première c o n d i t i o n se trouve dès lors évidemment
satisfaite.

a° Tout monôme extérieur f igurant p r i m i t i v e m e n t dans <5 se trouve
remplacé, dans la nouvel le forme du résidu, par un groupe de mo-
nornes extérieurs : pour ob ten i r le groupe en quest ion (abstraction
fai te des fonct ions ou constantes schématiques qui correspondent à
ses différents termes), i l suff i t de mul t ip l ie rpar le monôme extérieur
p r i o l i t i f l e s divers termes d 'un certain polynôme, entier par rapport à
quelques-unes des dif férences x — x^ y — j o , . . . , et ayant, avec un
de^ré posi t i f ou nu l , tous ses coeff ic ients égaux à ï . Cela étant, si
nous considérons, dans la nouve l le forme du résidu, l'ensemble 3es
monômes extérieurs qui f i g u r a i e n t p r i m i t i v e m e n t dans $, il résulte
du n0 2 que chacun d'entre eux (sauf celui de degré zéro) peut s'ob-
tenir en m u l t i p l i a n t que lqu 'un des autres par quelqu'une des diffé-
rences x — oc y — y » * • • * Si nous considérons d 'autre part le groupe
par lequel se trouve actuellement remplacé l 'un quelconque des mo-

Ann. Éc. Korm. (3), XXÎ -- AOUT 1904. 4o
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nomes primitifs (groupe en tête duquel figure le monôme pr imi t i f
dont il s'agit), i l résulte de la manière même dont on a obtenu le
groupe en question que l 'un quelconque de ses termes (sauf le mo-
nôme primitif) s'obtient en mul t ip l iant quelqu'un des autres par quel-
qu'une des différences x — x ^ , y —y^ .... On voit donc bien que,
dans la nouvelle forme, tout monôme extérieur (sauf celui, de degré
zéro) s 'obtient en mult ipl iant quelque autre monôme extérieur par
quelqu'une des différences x — ^o, y — yo, ....

3° II résulte du n0 2 que tout monôme de l 'ensemble E s 'obtient en
mult ipl iant que lque monôme extérieur de <& par quelqu'une des diffé-
rences x— ^'o,,y --.yo» * - • " Or, ce monôme extérieur figure aussi
dans la nouvelle forme du résidu. D'ai l leurs, pour q u e la fonction
schématique qui lui correspond dans la, nouvelle forme ne soit pas
dégénérée, il. est nécessaire que le monôme extérieur soit de degré P,
et, par suite, que la d i f f é r e n c e ci-dessus désignée par K,/, se réduise
pour lui à zéro : le terme do <1> où i l f igure est donc resté tel qu ' i l est
dans le passage à la nouvel le fo rme , et dés lors, en vertu du n0^, la d i f -
férence par laquelle on doi t le m u l t i p l i e r pour reproduire le monôme
considéré deE est étrangère a la fonction schématique dont il s'agit.

5. Des proposit ions que nou^ venons de démontrer r e l a t ivemen t
aux coupures on en dédui t aisément deux autres relatives à la forme*
des condi t ions in i t i a les dans un système d i f f é r en t i e l .
. La première se formule comme il suit :

Sali S un système différentiel résolu par rapport à certaines dérivées ((es
fonctions inconnues 'qui s y trouvent engagées, et tel qu'aucun des pre-
miers membres ny soit la dérivée de quelque autre. Si, dans un pareil
systèmes on se propose de fixer, conformément aux indiccitions du n0 I,
l'économie des conditions initiales, on peut toujours effectuer l'opération
de manière à ce que les deux circonstances suivantes se trouvent réalisées :

ï° Toute dérivée figurant comme premier membre dans quelqu'une des
conditions initiales peut se déduire de quelque autre des conditions ini-
tiales à l'aide de quelque dérivation première effectuée sur le premier
membre de cette autre et n'intéressant aucune des variables dont dépend
la fonction schématique (^dégénérée ou non) quifigure au second membre
de cette autre.
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2° Tout premier membre du système S peut se déduire de la même ma-
nière de quelqu'une des conditions initiales.

Si l'on désigne par u l 'une quelconque des inconnues engagées
dans le système S, le groupe de condit ions initiales relatif à l'in-
connue u s'obtient, comme i l a été expliqué dans un travail antér ieur ,
en pra t iquan t une certaine coupure dans une fonction schématique
des variables indépendantes oc, y , ... ; d'ailleurs, pour avoir les divers
termes de l'ensemble à l 'aide duque l on doi t effectuer la coupure, il
suffit de prendre, parmi les premiers membres de S, ceux qui sont des
dérivées de l ' inconnue u, et d'en déduire respectivement, par la con-
sidération des ordres par t ie ls de dér iva t ion , cer ta ins monômes entiers
par rapport aux différences x— x^ y — y^ .... Or, puisque, en vertu
de notre hypothèse, aucun des premiers membres du système S n'est
la dérivée de que lque autre, l 'ensemble a ins i obtenu ne contient aucun
terme superllu. Cela étant, la proposition à démontrer est une consé-
quence immédia te du n° 2.

• 6, Voici main tenant notre deuxième proposition :
Soit S un système dt/férentiel résolu par rapport à certaines dérivées des

fonction}! inconnues (fui s y trouvent engagées., et tel qu'aucun des pre-
miers membres n'y soit la dérivée de quelque autre. Aux diverses variables
indépendantes attribuons des cotes respectives toutes égales à i, et aux
fonctions inconnues des cotes respectives quelconques (1). Cela posé, les
conditions initiales peuvent toujours être mises sous une forme telle que
les diverses circonstances suivantes se trouvent à la fois réalisées :

i° Si l'on désigne par T la cote maxima des premiers membres des
conditions initiales (n° 1 ) , chacune des conditions dont le premier
membre est de cote inférieure à T a pour second membre une constante
schématique.

2° Toute dérivée figurant comme premier membre dans quelqu'une des
candi/iow initiales peut se déduire de quelque autre des conditions initiales
à l'aide de quelque dérivation première effectuée sur le premier membre de
celte autre. ' ' ! ' ! ! ! • •

(1) Voir dans l'Introduction du présent Mémoire la définition des cotes.
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3° Tout premier membre du système S peut se déduire de quelquune
des conditions initiales à l'aide de quelque dérivation première effectuée
sur le premier membre de celle-ci, et cela de telle façon que, si la condi-
tion initiale dont il s'agit a pour second membre une fonction schéma-
tique non dégénérée, la dérwaUon première à effectuer sur le premier
membre n'intéresse aucune des variables dont dépend la fonction schéma-
tique du second membre.

Pour former le groupe de condi t ions in i t i a les relatif à une inconnue
quelconque u, nous procéderons comme i l a été d i t au n° 5, et nous
serons ainsi condui t à prat iquer une coupure dans une fonc t ion sché-
matique de x, y , . . , a l 'aide d'un ensemble ne contenant aucun
terme superllu : si le résidu de cette coupure ne con t i en t que des
constantes schématiques (auquel, cas sa forme est unique) , nous dési-
gnerons par N^ le degré le p lus élevé des monômes extérieurs qu i y
f iguren t ; s'il cont ient . q u e l q u e (onct ion schématique non dégénérée,
nous désignerons par N^ l 'entier ( ar i t l imétique) convenablement
choisi, dont il est question au, n° 4; dans l'un el l 'autre cas, nous dési-
gnerons p a r c ^ l a cote de l ' inconnue u. Opérant ensuite pour chacune
des autres inconnuesy ^y w^ . , . , , comme nous l'avons fait pour //, nous
considérerons les divers entiers (algébriques)

N'^+ûay Np+c^ N'^-he^ . . . »

et nous désignerons par F le plus grand d'entre eux : les différences
r _ /. r _ y. r _ /»-i v H) ••- ^(/ï •^ '"̂  ^wy * * " î

seront, dès lors, au moins égales aux entiers arithmétiques

N^ N,, N,,, . . . . .

Cela, fai t , considérons le résidu de la coupure relative à l ' inconnue u,
Si ce résidu ne contient que des constantes schématiques, l'ordre

maximum des premiers membres, dans le groupe correspondant de
conditions initiales, sera N^, et leur cote maxima N^+ c^r; tous les
seconds membres se réduiront d'ailleurs à des constantes schéma-
tiques, et il en sera ainsi, notamment de ceux d'entre eux qui corres-
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ponden t à des premiers membres de cote inférieure à F; enfin, il
résulte immédiatement du n° 3 que les condi t ions 2° et 3° de notre
énoncé se trouvent satisfaites en ce qui concerne l ' inconnue u,

Si le résidu de la coupure relative à cette inconnue contient quelque
fonct ion schématique non dégénérée, nous le mettrons sous la forme
spécifiée au n° 4, en prenant pour P la valeur T — c^ au moins éo-ale
à N,, : dans le groupe correspondant de condi t ions initiales, l'ordre
m a x i m u m des premiers membres sera alors r — c^ et leur cote
maxima (F — c\,) +• ̂ = r; à tous les premiers membres d'ordre infé-
r ieur à F — c^ c'est-à-dire de cote inférieure à F, correspondront
comme seconds membres, des constantes schématiques; enfin, les
cond i t ions 2° et 3° de notre énoncé se trouveront encore satisfaites en
ce q u i concerne l ' inconnue u.

Ce qui vient d'être dit pour cette inconnue doit être répété pour
toutes les autres.

Il nous reste, pous achever notre démonstration, à faire voir que,
dans les premiers membres des conditions initiales, la cote maxima
est égale à F. Or, i l résulte de ce que nous venons de dire que, dans
le groupe partiel relat i f à u, la cote maxima des premiers membres est
égale à N^+ ^ ou à F, suivant que les seconds membres se réduisent
tous ou non à des constantes schématiques. Considérant alors l'en-
semble des groupes, on voit que, si quelqu'un de leurs seconds
membres est une fonction schématique non dégénérée, la cote maxima
des premiers membres est F, et que, si tous leurs seconds membres
sans exception se réduisent à des constantes schématiques, la cote
maxima des premiers membres est le plus grand des entiers

- N^c^ ! N(,-I-C^ N^-4-c^ . . . ,

c'est-à-dire encore F.
Observons, en terminant , qu'en vertu de la dernière partie 3° de

notre énoncé, la cote maxima des premiers membres de S ne peut sur-
passer F + î : Si donc on désigne par y la cote minima des divers pre-
miers membres de S, et par c la cote d'un premier membre quelconque de S^
on a la double relation

y^r+i.
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CHAPITRE II.
PROPOSITIONS SUR LES SYSTÈMES DIFFÉRENTIELS LINÉAIRES, HOMOGÈNES,

ET A COEFFICIENTS CONSTANTS.

7. Si, dans un système dif férent ie l , chaque équa t ion , considérée
isolément, est l inéaire, homogène et à coefficients constants par rap-
port à l'ensemble des fonctions inconnues et de leurs dérivées, le sys-
tème sera dit linéaire, homogène et à coefficients constants'.

Considérons actuellement deux systèmes différentiels S, T impliquant
lesmêmes fondions inœnnues des mêmes variables indépendantes, et dont
chacun soit linéaire, homogène e( à coefficient constants. Deux systèmes
de cette sorte seront dits numériquement équivalents^ si, en as s imi lan t
pour un instant les fonc t ions inconnues et leurs dérivées de tous
ordres à autant de variables indépendantes dis t inctes , chacun d 'eux
se trouve être une conséquence de l'autre.

Cette défini t ion posée, nous établirons successivement les po in t s
suivants :

i° Si les systèmes considérés S, T sont numériquement équivalents, fev
deux systèmes qui s'en déduisent respectivement par toutes les différeniia-
tions possibles de F ordre m ne peuvent manquer de l'être aussi.

Désignons, en effet, par S^ et T^5 les systèmes respectivement
déduits de S'et T par toutes les d i f ï e ren t ia t ions possibles de Fordrem :
il s'agit de prouver que chacun des systèmes S^, ï^ est une consé-
quence numérique de l'autre, par exemple que T^ est une consé-
quence numérique de S^.

Or, toute équation de T^ se déduit de quelque équation de T par
une différentiation de l'ordre w; d'autre part, à cause de l'équivalence
numérique de S et T, l'équation considérée de, T peut se déduire
d'équations convenablement choisies de S en les mult ipl iant par des
constantes convenablement choisies et ajoutant membre à membre;



SUR L'EXISTENCE DES LNTÉGÎULES. 3 IL)

si donc on effectue sur celte équation de, T une différentiation de
l'ordre m, il est clair que la relation résultante peut se déduire d'équa-
t ions convenablement choisies de S^ en les multipliant par des con-
stantes convenablement choisies et a jou tan t membre à membre; elle
est donc u n e conséquence numér ique de S^.

2° Si les systèmes considérés S, T sont numériquement équivalents, les
deux systèmes qui s'en déduisent respectivement par un même changement
linéaire et homogène des variables indépendantes ne peuvent manquer de
l'être aussi.

Désignons, en effet, par n l'ordre le plus élevé des dérivées figurant
dans S et T; par î>,i 1<^ formules qui l ient les anciennes dérivées
d'ordres ï , 2, ..., n des inconnues aux nouvelles; par [Sjj et [ [T j j
les systèmes respectivement d é d u i t s de S et ï à l'aide de la transfor-
mat ion dont il s'agit. Je dis que les systèmes fS] et [Tj | sont numé-
r iquemen t équ iva len t s , c'est-à-dire que chacun d'eux est une consé-
quence numér ique de l 'autre, par exemple que [T] est une consé-
quence numér ique de [ S ] .

Kflect ivement , si. l'on assimile pour un instant les fonct ions incon-
nues, leurs anc iennes dérivées des ordres i, 2, ..., n et leurs dérivées
nouvel les des mêmes ordres à a u t a n t de var iables indépendantes
dist inctes, i l est clair que | | T ) j est une conséquence numér ique de
(T, <^), par suite de (S, ^), par suite de ([[S]|, ^). Cela étant,
pu i sque les anciennes dérivées ne f igurent ni dans [S] j ni dans [[ï] | ^
et qu'elles se trouvent exprimées par <[\ à l'aide des nouvelles, [|T|j
ne peut manquer d'être une conséquence n u m é r i q u e de [[SJj.

3° Considérant les équations du système S, effectuons sur elles toutes les
différendations possibles de l'ordre m; puis sur les équations résultâmes
un changement de variables linéaire et homogène. Considérant ensuite les
équations du système T, effectuons sur elles le changement de variables dont
il sa^it, puis sur les équations résultantes toutes les différentiations pos-
sibles de F ordre m {relativement aux nouvelles variables). Cela étant, si
les systèmes S, T sont numériquement équivalents, les deux systèmes qui
s'en déduisent respectivement parles deux suites d'opérations ne peuvent
manquer de l'être aussi.
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A. Étant donnée une relation différent ie l le l inéa i re , homogène et a
coefficients constants, effectuons sur elle toutes les différcnt ia t ions
premières, puis sur les équa t ions résu l tan tes un changement de va-
riables linéaire et homogène. Renversons m a i n t e n a n t l'ordre des opé-
rations, c'est-à-dire effectuons d'abord sur l 'équation proposée le
changement de variables dont il s'agit, puis sur l 'équation trans-
formée toutes les d i f fé ren t i a t ions proînieres ( re la t ivement aux nou-
velles variables). Je dis que les deux systèmes linéaires^ homogènes et à
coefficients constants, respectivement obtenus par ces deux suites (repéra-
tiens, sont numériquernent équivalents.

Supposons, pour fixer les idées, qu' i l y a i t trois variables indépen-
dantes, et que les anciennes, <r, y, s, so ien t liées aux nouve l l e s , x\
y\ z ' , par les relations

.r'^ai.r^piy-h y^,
( i ^ ) < y' = 02 ,r 4- (S^y 4- 73 ^ »

Z9 •=: y^ 4- P.^r-hy;^.
Soit, d'autre part,

^ ( -II •\ /!• ,.

( 13 ) M a +. .. 4- N ~—,—^^^^^^^^ 4..,-. . . ̂ :: oà x ^ ô y ' 1 ô z "

la relation dif lerent ie l le proposée entre les l o n c l i o n s i nconnues u, ....
Soit, en f in ,

, ()^~f^i/, ,̂ f ) p ' } f / ' M - ' ^
( l i t } _____________ —— T A ' ' ' ^«»..»,-,»^ «»,..»„..„ ..v • / .̂̂  <)y^ ô^ w^^<l-r ôx'^y'^'^z""

la formule qu i exprime la dér ivée a n c i e n n e ^ ^ - . — 1 ^ - a l 'aide des dé"1 A' " àa'^ ày'1 û^ 1 1 1 1 " " ! '"" ' "'
rivées nouvelles du môme ordre : dans le second membre de cette for-
mule, la sommation doi t être é tendue à toutes les valeurs des ent iers
//, y\ r' pour lesquelles on a

p ' -^ ^ ̂  r1 = y + li -4- /:-,

et ^/,q\r désigne une f o n c t i o n entière et homogène, de degré y -+"" li 4- /*,
des coefficients de la transform-ation. Effectuons d'abord surl 'éqijalion
proposée (i3) les différentiations premières Telatives à x, y, z, puis
sur les trois équations résultantes la transform'ation (î2). Il v ient , par
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la different iat ion,

( i5)

^ ^4-1 )-w^
M — -h. . . -{- N -<^1 ' <J;r̂ -i ()y^ ôz^

<h/. ^+(A-t-l)+/r^
jVS. ̂  -4-. . . -4- iN ̂ ^p^^^ •

,.-<)^ ^ ^-+-/M-(Â-4-1)^n/f __ __L_ _L_ T\r __ ___ ,
lT.«. '"T—— —1— • • . —1— 1 1 ""» , i /. ^ /..._L.I^ fj.^ (^y^ ô^^1

D'autre part, la formule qui exprime la dérivée ancienne

() ((?-+-! )-t"/<-h/*'^

^^TT;̂ ^

a l 'aide dos dérivées nouvelles du même ordre peut, si Fon pose

^/,+k ^ ^
^ffjy^^ - l{^^

s'écrire sous la forme

^(^H)-+À hÂ-^ ^ ÔK^J.JC _ ùlfff^^k . ^Â^AI^ ^- ôlL^±Ji
• ^î ày1'• y-i •^^FT^yî^jz^ ôx ôx'

ou, si l'on a égard à la formule ( i4)»

^^.w^^ _^. r ^̂ l'i!3.4!̂ ^^^T^T^ ̂ ^ A^, ̂ , ,- ̂  ̂ ^, ̂ ^ ^^

et l'on aura, par un calcul semblable,

,u-K//.+i)+^// ,̂ r . '̂-M)-^-///•+•^

^^'^(y'-H)^,.^/:

^te^^ ̂ y^^1 ô^r<

^//^y'-h-(/-'4-l)^ -1 ^

-^ ^3 ̂ 7 /̂7^^ ;

^^(//.+1)+.Â-^ ^ r ^^'•+-l)-+-///•4-r-^ ^^^z^,.^^/^•-(-(r/'+l^-t-r'^

T' /W^-f-l ̂ / /''j-̂ T^p^ ^^ A^ //. ̂  [Pi ̂ î1^^ """ p2 ̂ /^' ̂ y^/'^1 ^//"
^-("</'-f-(/''-»-i) ^ l

^^S^ï7/7^^

^^-/^(/.•+1)^ _^ , r __^^^^ ^^y^l)^^^

^^^^^^ ^^ A^'' y' '7>r [y1 àx'i^ ày'^ à^^ ~^ 73 ÔX'P' ày'^ àz"'' • ,
^^^-r/-^.(/•/-+.l)^ •-1

"+"73 àx'P'ôy'^ 'ôT^1 J 7

^y/z». Éc. Norm., (3) , XXI. — AOUT 1904. 4Ï
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les sommations des seconds membres étant é tendues aux mêmes va-
leurs de//, /, r ' que précédemment. Cela étant, la transformation (12),
appl iquée aux formules (i5), donnera

„/ au au àu\
M(ctl^+oiîày'+ct3^)+•••

NVA ( ^'/''+l)+]î'+'•'^< ^•-K'/'-Hl-l-r',,
-+- î A/,.,̂ ,. la, -^^-^———^, .-I- y., ̂  ^ ^'^4.:l-^^y ̂ r- •"r "2 ̂ ^ ̂ 7 ;̂̂ ^

^^'..(..y'..4-(,.'+l) ^
4. ̂  ̂ .̂̂ ^^^

^//...(..y'.4-(,.'+l) ^ s
y^ ^^

m !' tl ^" o ^" a ^tl \
M(p^^+p^+P3^+...àx'

^'+lHy'4r'^ ^// +(y'.4-l}-+r' ^
(,6) -.N;SA,,, P ,^ ^ , ..„:1 ̂ /^:^l^^?••p -h ̂  ̂ ..̂ ,,..̂ ,̂ .̂ .̂ ^̂ .̂̂

^/A|.,/•+(;./-^1) y \

-1- P» ̂ ^/7^,-i-^ -1-... ̂  o,

•i... /' au ou au \
M(y,^-|--/,^+y,^-,-..

^(//} 1) 4 / / ' ) / ' ' ^/ ^(//.i.l).+-ï-.l-r',/

+^24A/)^'•'•' ̂ 1 W'^^'^

^ //-l1- (//'"(- l).4-r' H

<).r/^ï"^71y'"^,A;/^-,/.' ^7i ^^'ïi^1^1111^^^^^ + 7^ ^/^ï"<;y71^"

; ^Y,.^^^^^^^^^

Effectuons maintenant sur l 'équation proposée (i3) la transforma-
t ion (12), puis sur l ' équat ion t ransformée les d i f fe ren t ia t ions pre-
mières relatives à x\ y , ^ . .11 vient ainsi

( ^ 7 )

•VT^ A ^p'+ïH-^+r'^.4-. «.-L. N ^ A , i i "- —_ -f" • • • h ln 2^A^ - / < ̂ ^^^^
•\TV 4 ^//•4-(y'-H)4-/-'^

-^ . . . + N^ A ,̂,.,,. _ _ ^ . ^ ^ ^ ^ ^. . . :
^,/.4..(y'.+,,l)4-/-'^

^p^y.,,,. ̂ ^^^^^^^^

\j ^ \j X, A (/ fl

àï ^--+n2<A^^''r^^^^ +<"'

II s'agit de faire voir que les systèmes (16) et (17) sont numér ique-
ment équivalents,

Mul t ip l ions ..à cet effet les équations (16) respectivement par t}—,
' ' (} OC

ôy as . ï . i
ô x 1 ' à^7 <^ cloutons membre a membre; en tenant compte des rela-
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lions

àx àr as
I=::a•^+^'+î/l^"

àx à-y àz
0=0^+^^,4-7.^,

ôx _ à Y à^o=^^4-p3^4-y3^,

obtenues par la différent ia t ion relative à x des formules (12), on
retombe sur la première formule (17), et l'on retomberait par un
calcul analogue sur les deux suivantes.

Inversement, il suffit de multiplier les équat ions (^7) respective-
m o n t par a, , a,», a;ç et d'ajouter membre à membre pour retomber sur
la première formule ( r6) , et l'on retomberait semblablementsur les
deux suivantes.

//. La proposùùm 3° est exacte lorsque les systèmes S, T sont iden-
tufues entre eux, et quen même temps l'entier m est égal à î .

C'est là une conséquence immédiate de A,
CL La propos/ion 3° est exacte imites les fois que rentier m est

é^al à ï ,

Effect ivement , les systèmes S, T é tant numér iquement équivalents,
les systèmes S', T, qui s'en déduisent respectivement par des diffé-
ren t ia t ions premières sont eux-mêmes numériquement équiva-
lents (i:0); et, cela étant, les deux systèmes respectivement dédui ts
de S' et T par un même changement de variables linéaire et homogène
jouissent de la même propriété (2°).

Je considère ma in t enan t les trois suites d'opérations décrites
ci-après : ' '

Première suite. — Effectuer sur le système T un changement de va-
riables l inéai re et homogène, puis sur le système résultant toutes les
(lifÏerentiations premières possib-les.

Deuxième suite, — Effectuer sur le système T toutes les différen"
t ia t ions premières possibles, puis sur le système résultant le change-
ment de variables dont nous avons parlé.
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Troisième suite. — Effectuer sur le système S toutes les différentiû-
tions premières possibles, puis sur le système résultant le chan-
gement de variables.

Des trois systèmes ainsi obtenus, le premier est n u m é r i q u e m e n t
équivalent au deuxième en vertu de B, et le deuxième numérique-
ment équ iva len t au troisième en vertu de la remarque faite au débu t
de C; donc le premier est numér iquement équ iva l en t au troisième.

J). Si la proposition 3° est vraie pour une valeur de l'entier m, elle
ne peut manquer de l'être pour la valeur suivante m "4- ï.

Considérons en effet les cinq suites d'opérations'décrites ci-après :

Première suite. — Effectuer sur le système T un changement de*' '.,}
variables l inéaire et homogène/puis sur le système résultant toutes
les di f férent ia t ions de l'ordre rn 4- T ,

Deuxième suite. — Effectuer sur le système T le changement do
variables dont il s'agit, puis sur le système transformé toutes les dif-
férentiat ions premières, enfin sur le système résul tant toutes les, dif-
férentiations de l'ordre rn.

Troisième suite. — Effectuer sur le système S toutes les d i f fé ren t ia -
t ions premières, puis sur le système résultant le changement do
variables, enfin sur le système provenant de la transformation toutes
les d i f férent ia t ions de l 'ordre m.

Quatrième suite. "— Effectuer sur le système S toutes les différen-
tiations premières, puis sur le système résultant toutes les différen-
fciations de l'ordre w, enf in sur le système obtenu en dernier lieu le
.changement de variables. „ i . .

Ciru/uième suite. — Effectuer sur le système S toutes les.- différen-
t ia t ions de l'ordre m +• ï , puis sur le système résu l tan t le changement
de variables. •

II est facile de voir que les c inq systèmes respectivement obtenus
parées cinq suites d'opérations sont, de proche en proche, numéri-
quement équivalents* Le11 premier l'est évidemment au d'euxieme; le
'deuxième l'est 'au troisième en vertu de C et de 1°; le troisième au
quatrième en vertu de ce qui est admis pour la valeur m; enfin l'e •



SUR L 'EXISTENCE'DES INTÉGRALES. 32-5

quatrième l'est évidemment au cinquième. Il en résulte que le pre-
mier équivaut numériquement au cinquième, ce qu'il s'agissait de
prouver,

E. Le simple rapprochement de C et D suffit à établir l'exactitude
générale de la proposition 3°.

8. Soient x, y , ... diverses variables indépendantes, u, v, . , .
diverses fonct ions inconnues de ces variables. Aux variables x, y , ...
at tr ibuons des cotes respectives toutes égales à i, et aux inconnues
u, < 7 , ... des cotes respectives quelconques (1) ; puis, considérant soit
une fonction composée différentiel le de u, v, ..., soit une relation dif-
férent ie l le entre u, p, ..., nommons cote de l'expression ou de la rela-
t i on dont il s'agit la cote maxima des inconnues et dérivées qui y
f igurent effectivement. Cela é tant , il est clair que toute différentiat ion
première exécutée s u i v a n t l 'algorithme des fonctions composées sur
une expression ou sur une relation différentiel le augmente de i la cote
de cette relation ou expression ; il est clair aussi que, si l'on effectue
sur une relat ion d i f fé ren t ie l le un changement linéaire et homogène
des variables indépendantes en a t t r ibuant aux variables nouvelles des
cotes toutes égales à i et en conservant aux fonct ions inconnues leurs
cotes respectives, la relation transformée est de même cote que celle
d'où elle provient .

Re la t ivement aux systèmes di f férent ie ls , quels qu'ils soient, où Von
affecte, comme il v i e n t d'être d i t , les variables indépendantes de cotes
toutes égales à T et les fonct ions inconnues de cotes quelconques,
nous poserons une fois pour toutes les conventions d'écriture sui-
vantes. Le système différentiel étant désigné par une lettre majuscule, S :

ï° La notation ^ ( let t re minuscule affectée de l'indice G) dési-
gnera, parmi les équations du système S, l'ensemble de celles qui ont la
cote G (G est alors un entier algébrique au moins égal à la cote mi"
nirna des équations du système S, , et au plus égal à leur cote
mîixima).

2° La noialumS^ (lettre majuscule affectée de l'indice G) désignera,

( 1 ) Voir l'Introduction*
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parmi les équations appartenant au système S ou s'en déduisant par de
simples différentiations (d'ordres que lconques) , V ensemble de celles qui
ont la cote C (C est alors un entier algébrique au moins égal à la cote
m i n i m a des équat ions du système S, et pouvant surpasser tout en t i e r
donné) .

9. Soient S, T deux systèmes di l ïerent iels i m p l i q u a n t les mêmes
fonc t ions i n c o n n u e s des mêmes variables indépendantes , et dont cha-
cun soit linéaire, homogène, et à coefficients constants. Supposons, en
outre, qu'en a t t r ibuant aux var iables indépendan tes des cotes respec-
tives toutes égales à i , et aux fonct ions i n c o n n u e s des cotes respec-
tives déterminées , chaque équation de S ou T ne contienne effective-
ment que des quantités loutes de même cote (ce t te cote pouvant varier
d 'une équa t ion à l 'autre) . Désignons e n f i n par G un en t ie r algébrique
quelconque, au moins égal a la cote minima des relat ions de S et T.
Cela 'étant :

x° Si les systèmes S, T sont numériquement équwalcints^ les systèmes
S(;, T(;, dont chacun est linéaire, homogène, et à coefficienis constants
par rapport aux quantités (^'inconnues et dérivée^ de cote C, sont eux-
mêmes numériquement équivalents,

Désignons, en effet, par à la cote min ima des équat ions de nos deux
systèmes, par S •+• X leur cote maxima ( A r ^ o ) , et par

J f t ) /(r^ , / ,, _ ,.. y ^ 1 \
'>CH.̂ » ^0,4.̂  \P — 0, Ï, 2, . . . , À;,

l 'ensemble des relations respectivement déduites de s^, et t^, par
toutes les d i f férenfc ia t ions possibles de l'ordre n; désignons, en outre,
par k un entier posit if quelconque, et considérons le Tableau :

^ /./ ,.').) y().4-l) J).-(-/»-)AO, Ag , . , . , <Sç y ^ , - • . , S^ ,

«„ JX11--!) JÀ) ..̂ 4-Â--1)
AQ+I, . . ., .̂ .1 , .1>^.,^ . . ., A^^ y

( 1 8 )

<..„ . f/ <•(/*)
^Ô+À» "$4-).» - • - y .̂...j.,).*

.En extrayant de ce Tableau l 'une ou l'autre des eblonnes verticales
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successives, on obt iendra l'un ou l'autre des systèmes successifs

( 1 9 ) DO, ÏÎS-hiy . . ., OÇ-^/,, Ï554-),4-i, . . . f S? 0-4-}. -)-/,,•-

Les systèmes

( î î O ) AU, AO-H? • • • ? i 04-A» •i-04-).4-ï» . . ., 1 o-(.-),4-/̂

se formeront de la même manière à l 'a ide du Tableau
^ ,y / ( À ) ^X-H) /(À4-A-)
^Û» "o » ' • • » ^o ? "Q > • • " » "o 7

, /),--1) /,().) ,(^+A-—1)
&0.+.1, . . . , ^(î+l ? "04-1» • • • •» "'ô-4-l »

/^ «> /' /• l/t)
/.Û4-À? '-(^t-)*? • " • ? "Û4-À*

Cela é tant , pu isque chaque équation de S ou T, considérée isolé-
ment, ne cont ient que des quant i tés toutes de même cote, l'équiva-
lence numér ique de S et T entraîne de toute nécessité cette consé-
quence, que les systèmes

A'o, .^4-1 j • • • ? ^'S+A

sont respectivement équ iva len t s aux systèmes

l^y ^-if-ïî ' • • •) .̂i-)."

Si donc, on a égard à la proposition i° du n° 7, on voit que les
termes correspondants des Tableaux (18) et (21) désignent des sys"
ternes numér iquemen t équivalents : il en résulte que les systèmes (19)
sont respectivement équiva len ts aux systèmes (20), ce qu'il s'agissait
de prouver.

2° Les mêmes notations étant adoptées que dans 1°, effectuons
sur les systèmes S<;, ï un même changement l inéaire et homogène des
variables indépendantes , désignons par [[Se]], [[T]] les systèmes ré-
sultants , et, dans ces systèmes, attribuons aux nouvelles variables des
cotes respectives toutes égales à ï , en conservant aux fonct ions incon-
nues leurs cotes primitives. Cela étant, si les systèmes S, ï soin mimé-
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riquement équivalents, les systèmes [fS^]], [[T]],, dont chacun est

linéaire, homogène^ et à coefficients constants par rapport aux incon-
nues et aux dérivées nouvelles de cote C, sont eux-mêmes numériquement
équivalents.

Dans la démonstration ci-après, nous conviendrons, toutes les fois
que nous aurons à effectuer sur un groupe quelconque de relations
d i f fé ren t i e l l e s la transformation dont parle l 'énoncé, de désigner le
groupe transformé par la même n o t a t i o n que le groupe p r imi t i f , mise
deuK fois entre crochets. Cela étant, pour avoir l 'un ou l 'autre des
systèmes successifs

u'

(?-2) [l'Ss]], [[Ss^i]], .... [[Ss^]], [[S^uj], ..., [[Sî.,u/,;|],

i l su f ï i t de considérer le Tableau

(23)

[1x1], [i:^]< • • . , [m], [H-1"]]. • • • , [N-171]].
[i:̂ .]], ..., [[^% [[^j], - . . , [i:^-11]

:^1|> f[4-/.:ll, • • • , ff^.ll'

dédui t de (18) par le changement des variables, et d'en extraire l 'une
ou l'autre des colonnes verticales successives. Les systèmes

W [[ï.1^ [l:T:|]^, ..., [[T]]^,, [l:T]js,,.,., ..., .[l:ï;|]s,,,,,,

se formeront de la même manière à l 'aide du Tableau

(a5)

( [W], [W^ -, [IX-I]'̂  ( 1:^:1]'•î""1'» • • • > [W^^,

[[^•i], ..., [[^-.:|](5• I), [[^Ij'", ..., [[•^:|](^-1),

[[^.]j, [[^J]', ..., [[^Jj""',.

où [ [ t s ^ ] ^ ' (p==o, î, a, ...,7v) désigne l'ensemble des relations
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déduites de f[/s^][ par toutes les différentiations possibles de
l'ordre n.

Cela posé, l'équivalence numérique de S et T entraîne, comme
dans î° , cette conséquence, que les systèmes

53, .Ço»i..i, . . . , 5o-i-').

équivalent respectivement aux systèmes

^O? ^O-Hy • • • ? "5-+-X*

Or, si l'on se reporte à l 'énoncé 3° du n° 7, l 'équivalence numér ique
des systèmes' ' ' c- /-.'»^ •+./;? ^'J-i-f)

( e n t r a î n e celle des systèmes

[E^/JL [^Mr^

les termes correspondants des Tableaux (^3) et (25) désignent donc
des systèmes n u m é r i q u e m e n t équivalents, et, dès lors, les sys-
tèmes ' (22) équivalent respectivement aux systèmes (24), ce qu ' i l
s'agissait de prouver.

'10. Considérons actuellement un système différentiel S remplissant
les diverses condit ions suivantes :

i ° Le système S, linéaire, homogène et à coefficients constants, est résolu
par rapport à certaines dérivées des fonctions inconnues qui s y trouvent
engagées, et, si F on partage les équations en groupes suivant que leurs
premiers membres appartiennent à telle ou telle inconnue, aucun des
groupes ainsi obtenus ne contient plus d'une équation.

2° Les seconds membres sont indépendants de toute dérivée principale,
et, moyennant l'attribution aux variables indépendantes de cotes respec-
tives toutes égales à ï, et aux/onctions inconnues de cotes respectives dé-
terminées, chacun d'eux ne contient que des quantités (inconnues ou
dérivées) dont la cote soit exactement égale à celle du premier membre
correspondant.

yînn, Éc. A'orm., (3), XXL — AOIÎT 1904. ^
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3° En supposant que tes conditions initiales du système S aient été
mises sous la forme spécifiée au n° 6 (ce qui est possible, puisque, eu
vertu de i°, aucun des premiers membres n'est la dérivée de quelque
autre), et en désignant par'T la cote nmxima clés premiers membres décès
conditions initiales, par y la cote minimci des premiers membres fie S,
chacun des systèmes

( '26) S'-yy Sy-ny ..., Sr.-(-i,

composé (F écjucilions en nmnhre précisément éft'al à celui des dérivées prin-
cipales de cote é^ale à s'en indice ( n° <S), est résoluble par rapport aux
dérivées principales dont il ^a^'il.

Toutes les conditions e'i-dessus énumérées (ï°, 2° et 3°) étant sat is-
fa i tes , nous raniénerons, comme ou If* verra dans un instant (n° II,
in/'), le système diiïereuliel S à uu système du premier ordre, ï, pos-
sédant vis-à-vis de S certaine propriété qui nous sera plus loiu fort
utile: mais il no-ns faut, avant de procédera cet exposé, présenter une
re m a r q u e- i 1 1 d, i sp e n s a 1 ) 1 e.

Considérons les groupes (^()), dout cliacuu, comme il a été d i t
dans 3°, est résoluble par rapport aux dérivées principales de cote
é^ale a son indice, et qui comprenn'ent respectivement les divers
groupes

( 2 7 ) A?y, S^y . , ..y ^I\..(,.,,i

du système S ^ u ^ G influe et 11° 8.); désignons, eu outre, par

( 2 8 ) ^y, .̂.H, .,.., a/r^

les groupes respectivemeu't dédui ts de (26) p'ar les réso lu t ions don t
i 1 s'agi t : comme 1 es. grou pes ( 27 ) n e co n ti CIMI e nt déj à, par hypo lliésf*,
aucune dérivée pr inc ipale dans leurs seconds, membres, ils se t rouven t ,
de toute nécessité, respectivement compris dans les groupes (28).
Cela étant, si l'on désigne par

(29.) ^, uy+i, . < . , yr,^

des groupes respectivement extraits de (28) sous la seule, cond i t i on
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de comprendre respectivement les groupes (27), par Y l 'ensemble des
groupes (29), et par C un entier (a lgébr ique) que lconque au moins
égal à y, les systèmes S^;, Y(; sont, comme nous a l lons l 'é tabl i r , numén-
(/ne/ne rit eqfwalents.

Ef ï ec t i vemen t , le système S faisant partie de Y [puisque les
groupes (27) sont respec t ivement compris dans les groupes (29)"], le
système S^; fa i t partie de Y<;, et, par suite, en est une conséquence
n u m é r i q u e .

Réc ip roquemen t , dés ignons par W et T les systèmes respectifs (28)
et (26). Le système Y f a i s a n t partie de W, le système Y(; fait part ie
de ^FC, et, par su i te , en est une conséquence numér ique . D'a i l leurs ,
les systèmes W et T sa t i s fa i san t à toutes les condi t ions requises au
d é b u t du n u m é r o précédent, 9, leur équivalence numér ique e n t r a î n e
c e l l e des systèmes W^, T<; : le système Y(;, conséquence n u m é r i q u e
de Vc, est donc aussi u n e conséquence numér ique 1 de T(:. Finalement ,
le système T(; é t an t mani fes tement ident ique à S<;, le système Y(; est
u n e conséquence n u m é r i q u e de S^;.

11. Forma/ion (lu, système S, ci-dessus annoncé (n0 10).
Etant d o n n é un système d i f f é r e n t i e l du p remie r ordre, résolu par

rappor t à ce r ta ines dérivées (premières) des fonc t ions i nconnues q u i
s'y t r o u v e n t engagées, on peut, pour en disposer ne t t ement les di-
verses équa t ions , les écrire dans les cases d 'un quadri l lage rectangu-
l a i r e d o n t les lignes correspondent aux variables i n d é p e n d a n t e s et
les colonnes aux fonct ions inconnues , en mettant Inéquat ion q u i
au ra i t , par exemple, —^ pour premier membre dans la case qu i appar-
t i e n t à la fois à la colonne {u) et à la l igne (,2?).

Le systèmes é tan t , comme nous a l lons le voir , du premier ordre,
nous en écrirons les diverses équations dans un quadri l lage rectan-
gu la i r e conformément aux indica t ions ci-après, en ne nous occupant
tout d'abord que des premiers membres.

Les condi t ions in i t i a les du système S ayant été mises, comme nous
l 'avons d i t plus haut, sous la forme spécifiée au n°6, désignons par x,
y, ... les variables indépendan tes , par id/une des inconnues engagées
dans S, par -^^—-^•" l'un des 'premiers membres qui figurent dans1 ôx^ ôyft ...
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le groupe de c o n d i t i o n s relatif à u, et par Fy.^... le second membre
correspondant. Cela é tant , nous prendrons dans S, pour l ' une de nos

^a-i-p-i-... H
inconnues , la quant i té -———T—-') Que nous désignerons par u^ p, ;

àx^ c/yP ... ° • '""
puis, en supposant, pour fixer les idées, qu ' i l y ait c inq variables indé-
pendantes , x , y , ̂ , s, t, et que la fonc t ion schématique Fa,p,... dépende
d ( î s , l , nous écrirons dans les cases (<r), (y), (-s) de la colonnes/a, p,...)
les premiers membres

^̂ iJLni — ^lP__ — ^a,p,... _^ —. . ., • ^ ^. . ., ^ ^ - . . .,

et nous laisserons vides les cases (^) et (^) de cette même co lonne ; au
cas où Fa.p,... s^ r é d u i r a i t à une s imple constante schémat ique , les
cases do la colonne considérée seraient ainsi toutes pleines. Ce que
nous venons de f a i r e pour l ' une des condi t ions i n i t i a l e s appa r t enan t
au groupe relat i f à u, nous le ferons pour toutes les autres du même
groupe; et ce que nous aurons fait pour l ' i n c o n n u e u, nous le ferons
successivement pour toutes. Nous aurons a i n s i un quadril lage rectan-
gulaire contenant des cases pleines et de's cases v ides ; d /a i l leurs ,
quelques seconds membres que nous écr ivions u l té r ieurement dans
les cases pleines, on voit , des main tenan t , que, si l'on forme successi-
vement , dans l 'ancien système, puis dans le nouveau, un ensemble
composé des inconnues et de leurs dérivées paramétriques, les deux
ensembles ainsi, ob tenus se correspondront terme à terme, et que le
second se déduira du premier par de simples changements de nota-
t ions ; de môme, et toujours à la notat ion près, l 'économie des condi-
tions i n i t i a l e s sera i d e n t i q u e dans les deux systèmes. Quant aux déri-
vées principales du nouveau système, elles coïncideront, à la notat ion
près, les unes avec des dérivées principales, les autres avec des déri-
vées paramétriques de l ' anc ien .

Il va sans dire que nous conservons aux variables indépendantes et
aux anciennes inconnues les cotes respectives qu'elles avaient dans le
système S, et que nous at t r ibuons aux inconnues adjointes des cotes
respectivement égales à celles des dérivées anciennes qu'elles ad-
met ten tpour homonymes. Cela1 é tanty il convient d'observer que les
fonctions inconnues du système S dont la cote tombe au-dessous de F
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n'ont, dans le système S, aucune dérivée paramétrique, puisqu'elles
se trouvent, dans les condi t ions in i t ia les , égalées à de simples con-
stantes schématiques, et que, par suite, toutes les cases de leurs
colonnes sont pleines. En conséquence, toute dérivée paramétr ique
du système S possède une cote au moins égale à F 4- T , et toute dé-
rivée paramétr ique de cote F + ï ne peut appartenir qu'à une fonc-
t ion i n c o n n u e de cote F, par sui te est du premier ordre.

Occupons-nous m a i n t e n a n t des seconds membres du système S, et
considérons, pour fixer les idées, Féquatïon qui , dans S, a pour pre-

mier membre ^a~^:l:• A la notat ion près, ce premier membre coïn-

cide avec u n e dérivée anc i enne

(3û)
^(a-M)4-P+...^

J^^)y^^

( lon t la cote ne dépasse pas T •+-1.
Si la dérivée (3o) est principale par rappor ta S, il résulte des hy-

pothèses spécifiées aa début du n° 10, d 'une part , qu'elle admet une
cer ta ine expression l inéaire , homogène et à coefficients constants par
rapport aux inconnues et aux dérivées paramétr iques de même cote,
d 'autre part, que, dans le cas où cette dérivée pr incipale coïncide avec
un premier membre de S, l 'expression don t il s'agit co ïnc ide avec le
second membre cor respondan t : cela étant, dans l'expression consi-
dérée de la dérivée principale (3o), nous remplacerons toutes les dé-
rivées paramétriques par leurs notat ions nouvelles, et nous égalerons
^I,,PI^ à l'expression ainsi modif iée. Or, i l est fac i le de voir que, après
cette modi f ica t ion d'écriture, l'expression est ou d'ordre zéro ou du
premier ordre, su ivan t que la dérivée (3o) a une cote infér ieure ou
é^le à F + i. Dans le premier cas, en effet, elle ne peut conteni r que
lc?s inconnues a n c i e n n e s et les expressions nouvelles de leurs dérivées
paramétriques de cote infér ieure ou égale à F, ou, en d'autres termes,
que les inconnues anciennes et nouvelles. Dans le second cas, elle ne
peut contenir que les inconnues anciennes et les expressions nouvelles
de leurs dérivées paramétriques de cote inférieure ou égale à F -h i,
ou, en d'autres termes, que les inconnues anciennes et nouvelles avec
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des dérivées paramétr iques premières. Dans l ' un et l 'autre cas, d 'a i l -
leurs , s'il arr ive que (3o) coïncide avec un premier membre de S,
l ' é q u a t i o n cons idérée dii système 2 co ïnc ide , à l a n o t a t i o n près, avec
Péqua t ion du système S q u i a pour p r e m i e r membre la dérivée (3o).

Supposons m a i n t e n a n t que la dér ivée (3o) soit pa ramét r ique par
rappor t à S. En parei l cas, i l existe, dans le système S, une dérivée
p a r a m é t r i q u e ou f o n c t i o n i n c o n n u e (et une seule) q u i , à kl n o t a t i o n
prés, coïncide avec elle, et à laquel le nous devrons alors égaler
<^y 8 ,.. • i ï ' • ' / ' > \ < i , - p' - ' i ^ -n ^a,^....—iij— : si la de r ivée (3o ) est de cote in té r i eu re ou eû"ale a 1, —,^^^^^^( ) x " ' r- f / a '
sera i d e n t i q u e , à la n o t a t i o n près, à uno i n c o n n u e ad jo in t e ; si elle est

de cote F +• i , —%^-^ sera i d e n t i q u e , à la n o t a t i o n prés, à une dérm^
paramé t r ique première du système 2.

12. Nous venons de cons ta ter que le système S est du p remier
ordre et qu ' i l se t rouve résolu par rapport a q u e l q u e s - u n e s des dér i -
vées (premières) des fonc t ions i n c o n n u e s q u i s'y t r o u v e n t en^a^ées.
11 est c la i r , en out re , que la cote1 m a x i m a des prenners membres est
p 4- ^ et que chaque second membre est: l inéa i re , l ïomo^ène et a
coefficients constants par rapport aux i n c o n n u e s et aux dérivées para-
métr iques qu i ont môme cote que le premier membre cor respondan t .

J 'é tabl i ra i m a i n t e n a n t la propriété suivante :

Si /'on désigne par H F ensemble dea relations obtenues en égalant cha-
cune des inconnues adjointes à la dérivée ancienne quelle admet pour
homonyme, les Kystemes 2(; el (H(;, S(;) sont mmiériquernent ér/uwalents
(n°8),

I. Si Von considère l'une c/uelconc/ue des inconnues adjointes de S, //
existe dans le système S une relation égalant V inconnue dont ilsa^it à
une (juantùé homonyme, dérivée première de (fuelque inconnue ancienne
ou cidjointe.

Effectivement, les inconnues , anciennes et nouvelles de S ont res-
pect ivement pour homonymes les premiers membres des condi t ions
i n i t i a l e s de S, et, dès lors, en vertu de la propriété 2° du n0 6, toute
inconnue nouvelle d-c S a pour homonyme une dérivée première de
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que lque a u t r e i n c o n n u e , a n c i e n n e OLI nouvel le ; comme d 'a i l leurs
celle dern iè re i n c o n n u e esl de cote nécessa i rement in fé r ieure à cel le
de la première , par s u i t e i n f é r i e u r e a T, elle n 'admet dans le système ï;
aucune dérivée paramét r ique ; on a d o n c été c o n d u i t , dans la forma-
t ion de ce système, à égaler entre elles les deux q u a n t i t é s homonymes
dont il s 'agit.

II. Toute équation de ^figure dans ï à la notation près.

Effec t ivement , les c o n d i t i o n s in i t i a l e s de S é tan t mises, comme nous
l 'avons d i t , sous la forme spécif iée au n° 6, les q u a n t i t é s qui y f iguren t
comme premiers membres ont des cotes in fé r ieures ou égales à F, et,
d ' au t r e par t , chaque premier membre de S peut se déduire de l 'une
des q u a n t i t é s en ques t ion à l'aide d ' u n e dér iva t ion première, d'où ré-
sulte q u ' i l est de cote au plus é^ale à .F + r . Cela posé, considérons
d'abord dans S un premier membre de cote infér ieure à F + i : la
q u a n t i t é d o n t il p e u t être cons idé ré comme une dérivée première est
alors décote i n f é r i e u r e a F, et, comme les inconnues de S dont la cote
tombe au-dessous de F n 'ont dans H aucune dérivée paramétr ique , on
a été c o n d u i t , dans la formation de S, à écrire comme premier membre,
a la no ta t ion près, le premier membre considéré de S. Cons idérons ,
en second l i eu , dans S,, un premier membre de cote F -f~ i : ce premier
membre peut alors- être considéré comme la dérivée première d 'une
q u a n t i t é de cote- F fig.ii.ran.t dans les condi t ions in i t i a l es de S, et,
comme cette dér iva t ion pr'e-mière n'intéresse a tLcune des variables
f i g u r a n t dans la (onc t ion schématique qui correspond à cette quan t i t é ,
on a été condui t , cette fo is encore, dans la formation de S, à écrire
comme premier membre, à la natation près, le premier membre con-
sidéré de S.

Ainsi , t o u t premier membre de S figure, à la no ta t ion près, parmi
les membres de S, et, par su i te , en vertu, d ' u n e remarque f a i t e au
n0 11, t ou t e équation de S f igure , à la nota t ion près, dans S.

III. Partageons ac tue l lement les équat ions S en deux groupes, S',
i^, s u i v a n t que leur premier membre coïncide (soit exactement, soit
à la no ta t ion près) avec une dér ivée paramétrique ou avec une dérivée
principale du système S. A ce partage des équa t ions Son deux groupes
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correspond, na ture l lement , un partage des équat ions S(; en deux
groupes, 2^, % : je dis que le système ïî^équivaul numériquement à £<;.

En premier l i e u , toute équat ion de 2^ est une conséquence numé-
r ique de H(; : cardiaque équa t ion de Y! ayant pour premier et pour
second membre deux q u a n t i t é s homonymes (nécessairement de môme
cote), une équation que lconque de 2^ a pour premier et pour second
membre deux quan t i t é s homonymes de cote G; dès lors, ou bien
le système H(; cont ient l ' équa t ion considérée de SI;, ou bien il com-
prend deux équations égalant respectivement les deux quan t i t é s ho-
monymes d o n t il s 'agit à la dérivée ancienne qu'elles ont pour homo-
nyme commun , auquel , cas u n e combinaison très simple des deux
équat ions do ,H(; f a i t retomber sur l ' équat ion considérée de 2^.

Réciproquement , toute équat ion de H(; est une conséquence numé-
r ique de 2^. Considérons, en effet, u n e relat ion de H<; ; dans celte rela-
t ion , de cote C, f igure u n e dérivée, d 'ordre posi t i f ou nu l , de que lque
i n c o n n u e adjointe. En ver tu de l 'a l inéa I, il existe, dans le groupe 2Y,
une relat ion égalant l ' inconnue dont il s'agit à une q u a n t i t é homo-
nyme, dérivée première de quelque aut re inconnue anc ienne ou nou-
velle. Si cette deuxième inconnue est olle-rnérne nouvelle, il existe
encore, dans le groupe S', une relation l'égalant à quelque quant i té
homonyme, dérivée première d'une troisième inconnue . En con t i nuan t
de cette manière, on finira par tomber sur une i n c o n n u e nouvel le qui ,
on vertu d 'une relation de S', se trouvera égalée à quelque quant i té
homonyme, dérivée première d'une inconnue ancienne . Il est clair que
les relations successivement considérées de 2V ont des cotes qui dé-
croissent progressivement d'une un i t é à partir de C. Gela étant, il est
très facile devoi r que si, dans le groupe formé par ces relations et par
celles qui s'en dédu i sen t à l 'aide de dif ïerent ia t ions , on considère
celles de cote G, leur ensemble, qui fa i t -par t ie de 2^, régénère, moyen-
n a n t une combinaison très simple, l'équation considérée de H(;.

IV. Revenant à notre énoncé général, partageons le système S" en
groupes successifs d'après les cotes croissantes des équations dont il
se .compose; en ver tu du mode de formation de S, ces groupes,
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seront, à la notat ion près, respectivement extraits des groupes (28),
et, en vertu de l 'alinéa II, ils comprendront respectivement, toujours
à la notation près, les groupes (27). Si donc on se reporte à la
remarque finale du n° iO, on voit aisément que les systèmes

(Hc,%) et (Ile, Se)

sont numér iquemen t équivalents; i l en résulte, à cause de l'équiva-
lence numérique de Iï^ et de 2^ (III), que les systèmes

(%^c) et (Hc.Sc),

^c et (Hc ,Sc) ,
c'est-à-dire

jouissent de la même propriété, ce qu'il s'agissait d'établir.

13. Etant donné un système du premier ordre résolu par rapport
à certaines dérivées (premières) des fonctions inconnues qui s'y
trouvent engagées, nous dirons que ce système est régulier, si l'on
peut adopter pour les lignes de son Tableau (n° U ), c'est-à-dire pour
les variables du système, un ordre tel que les cases vides de chaque
colonne se trouvent toutes situées au bas de cette colonne.

11 est faci le d'apercevoir qu 'un pareil système constitue un cas très
part icul ier de ceux que j'ai nommés ai l leurs orthonomes ( ^ ) . Si l'on
attribue en effet à toutes les variables indépendantes la cote première i
et à toutes les fonctions inconnues la cote première o^ on voit que la
cote première de toute inconnue ou dérivée figurant dans un second
membre du système est, suivant qu'il s'agit d'une inconnue ou
d'une dérivée, inférieure ou égale à la cote première du premier
membre correspondant; il suffît alors, pour établir l 'orthonomie du
système, de se reporter à divers passages d'un Mémoire publié ici
même (2).

(1 ) Pour la théoritô des systèmes orthonomes, voir le Mémoire intitulé : Sur une ques-
tion fondamentale du Calcul intégral {Âcta mathematica, t. XXIII).

(2) Sur les systèmes différentiels dont l'intégration .se ramène à celle d'équations diffé-
rentielles totales {Annales de l'École Normale, 1901, p. f\'îî et p. 466 à 4^9)-

Ann. Éc.Norm., (3) , XXÎ. — AOUT 1904. ^
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14. Supposons actuellement que, dans un système différentiel S, les
trois conditions i°, 2°, 3e', énumérées au début du n0 10, se trouvent
satisfaites. Supposons en outre que le système S du premier ordre, que
V on peut en pareil cas déduire du système S ( n° 1 1 ), puisse, par un simple
changement linéaire et homogène des variables indépendantes, être trans-
formé eu un système régulier du premier ordre (n° '13) dont les colonnes
contiennent respectivement les mêmes nombres d'équations que les colonnes
correspondantes de S.

Cela étant, considérons le système S^ (n0 <S ), linéaire, homogène^ et à
coefficients constants par rapport aux inconnues et dérivées de cote C, et
composé d'équations en nombre précisément égal à celui des dérivées prin-
cipales de même cote du système S : je dis que le système S<; est nécessai-
rement réduit.

Désignons en effet pa r [S] , c o n f o r m é m e n t in la conven t ion
adoptée au n0 9, le système du premier ordre d é d u i t ; do S à l 'aide du
changement de var iables ( s t r ic lement effectué) dont parle renoncé,
pu i s par il le système régulier dédu i t de [ ^| a Paide de la résolut ion
voulue . Si l 'on nomme û l a cote rn in ima des équat ions de S, et A l e u r
cote maxirna (égale à F 4- ï), les groupes

( 3 1 ) 0"̂  cr;5+-i, ..., O-A

du système S fourn issent , par le changement de variables (stricte-
tement effectué), les groupes respectifs

[1:^]], [[^J], . - . , [[aA]]

du système [S] , et ceux-ci, par les résolutions voulues, les groupes
respectifs

(3a) ^ç, ^o+i, ..., &)A

du système QL Gela étant, si l'on construit les portions do Tableaux
qui correspondent aux divers groupes (3i1) et celles qui correspondent
aux divers groupes (Sa), on voit que les premières cont iennent res-
pectivement les mêmes nombres de colonnes que les secondes, puis



SUR L'EXISTENCE DES INÏÉGIULES. 33q

les colonnes de e^s respectivement les mêmes nombres de cases pleines
que les colonnes correspondantes de o-g, celles de co^, respectivement
les mêmes nombres de cases pleines que les colonnes correspondantes
de cr^, et ainsi de sui te jusqu'à co^ et o-^. En conséquence, le nombre
des dérivées p r i n c i p a l e s de cote C est le même dans les deux sys-
tèmes S et û.

Cela é tant , à cause de l 'équivalence n u m é r i q u e de f [2] | et de û, le
système û^ est numér iquement équ iva len t à [[2]] (u° 9, x°) ; il l'est,

0 ~t — -' ''
dès lors, à '1 ]̂ (n0 9, 2°). Or, à cause de la forme régulière, par
suite orthonome, de û, i l existe cer ta inement , dans le groupe û^,
que lque groupe partiel possédant la double propriété d'être réduit et
de comprendre exactement autant d ' équa t ions qu'il y a, dans û ou S,
de dérivées p r inc ipa les de cote C : donc le système numér iquement
é q u i v a l e n t (S^ | j o u i t de la même propriété. Enfin, si dans ce dernier
on remplace les nouvel les dérivées de cote C par leurs valeurs en fonc-
t ions des a n c i e n n e s , il en sera de même du système résultant 1̂ . Il
est f a c i l e d'en déduire , comme nous a l lons le voir, que Sç est réduit .

Considérons en ef fe t , dans le système S, l 'ensemble i l l imité que
forment les i n c o n n u e s et leurs dérivées de tous ordres, extrayons-en
les diverses quanti tés de cote égale à G, et désignons par ̂  le nombre
de celles qu i , pa rmi ces dernières, son t des dérivées principales,
par À(; le nombre des quan t i t é s restantes.

Considérons ensu i te , dans le système S, l'ensemble que fo rment les
inconnues anciennes et adjointes et leurs dérivées de tous ordres, et
extrayons-en de môme les diverses quant i tés de cote égale à C : il est
clair qu'en désignant par v^ le nombre des quanti tés qui, dans ce der-
nier groupe, proviennent des inconnues adjointes ou de leurs dérivées,
le nombre total des quantités contenues dans le groupe considéré
estÂ^-4" ^4-v<;. On sait d'ailleurs, d'après les relations qui existent
entre les systèmes S et S, que dans ce groupe le nombre des quantités
non principales est égal à ^c, et il en résulte que le nombre des déri-
vées principales est ég-al à ^+v^: 1e système Se contient donc,
d'après ce qui a été dit tout à l'heure, quelque groupe réduit composé
de ^-c+Vc équations.

Cela étant, si l'on désigne par H, comme au n° 12, l'ensemble
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des relations obtenues en égalant chacune des i n c o n n u e s adjointes à
la dérivée ancienne qu'elle a pour homonyme, le système (H^, S^),
numér iquement équivalent à S(;, con t i en t forcément q u e l q u e groupe
rédui t de ^c+^i équat ions; le groupe H(; contient d'ailleurs exacte-
men t ^ équations, et le groupe S<; exactement a^ : donc le système
(H^ Se) est forcément réduit , par s u i t e aussi le groupe S<;.

'1.5. Nous terminerons ce Chapitre par l 'importante remarque qui
su i t :

Etant dorme un système différentiel^, quel9 on suppose remplir les deux
premières des trois conditions formulées au n^ 10 , et où les coefficients
des seconds membres sont d'ailleurs des constantes (irbitraires, on peut,
avec ces arbitraires, former certaines fonctions entières telles que, pour
toutes valeurs nurnérù/ues des arbitraires laissant la première fonction
différente de zéro sans annuler a la fois toutes les autres : ï° la iroisiême
des conditions formulées au /?° 10 soit satisfaite comme les deux pre-
mières; ^° te système S(; soit réduit (quel que soit C).

I. Ecrivons en ef fe t les condit ions in i t i a les sous la forme spécifiée
au n° 6, et désignons 'par F la cote "maxima des premiers membres
de ces condi t ions , par y la cote m i n i m a des premiers membres de S;
puis , considérant le système formé par l 'ensemble des groupes (2(>) ,
calculons-en le dé te rminan t d i f f é r e n t i e l par ra pport aux dérivées pr in-
cipales de cotes y, y •+- r , .. - , F + i. Ce déterminant est évidemment
une fonc t ion ent ière des coefficients des seconds membres; lorsque
cette fonct ion est di l lerente de %éro, le système (26) est résoluble par
rapport aux dérivées principales de cotes 7, Y - 4 - î , . . . .T+ i , et la
troisième des condit ions formuléos au n° 10 se trouve sat isfai te .

Il est bon d'observer que dans le cas où le système S est.orthonome,
c'est-à-dire où certains des coefficients arbitraires sont nuls, le déter-
minant 1 dont il s'agit se réduit à :i ; il a donc dans tous les cas l 'uni té
pour terme'constant, e t ' peu t se mettre sous la forme X - + - F , où F ,
désigne une.fonct ion entière privée de terme constant. (Il suffit alors,
pour que i "4- F soit différent de zéro, que le module de F soit moindre .
que,ï .)- ! . , , . , . !
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II . Ce premier point une fois acquis, laissons dans les seconds
membres de S tous les coefficients arbitraires sous la seule restriction
que i + F soit d i f fé ren t de zéro; puis, désignons par S le système du
premier ordre ( l inéaire , homogène, et à coefficients constants) dédu i t
de S à l'aide du mécanisme décrit au n° 11, et effectuons dans S la
transformation

^^a^H-pij-h. ...

y == a^x +(327 4-...,

où .T,J, ... désignent les anciennes variables, x'f, y'\ ... les nouvelles,
et a ^ , p t , . . . , a^, p^, ... des coefficients indéterminés. Pour que le
système S puisse être, à l'aide de ces formules, transformé en un sys-
tème régulier du premier ordre dont les colonnes cont iennent respec-
t ivement les mômes nombres d 'équations que les colonnes correspon-
dantes de E, i l faut qu 'un certain déterminant soit différent de zéro ;
ce d é t e r m i n a n t est év idemment une fonct ion entière tant des coeffi-
cients des seconds membres de S que des constantes de la transforma-
t ion, et, en le supposant ordonné par rapport à celles-ci, nous aurons
un polynôme ent ier par rapport aux constantes de la t ransformat ion,
et ayant pour coefficients cer ta ines fonct ions ent ières des coefficients
des seconds membres de S. Observons maintenant que chaque équa-
tion de S est, à la no ta t ion près, ou une ident i té , ou l 'une des équa-
t ions qui p r o v i e n n e n t de la résolution du système (26), et que, par
suite , chaque coefficient des seconds membres de S peut être mis sous
forme d 'une fraction ayant pour dénominateur i -h- F et pour numéra-
teur une fonc t ion ent ière des coefficients des seconds membres de S.
En conséquence, le dé t e rminan t don t nous parlons, ent ier par rapport
aux constantes de la t ransformat ion, a pour coefficients certaines
fractions rationnelles des coefficients des seconds membres de S,
chacune de ces f rac t ions ayant pour dénominateur une puissance de
J:+F.

• Cela étant, si nous supposons que les coefficients des seconds
membres de S aient des valeurs particulières qui, sans annuler à la
fois tous les numéra teurs de ces diverses fractions rationnelles,
laissent i + F d i f fé ren t de %éro, notre déterminant ne se réduira pas
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à une fonct ion iden t iquemen t nu l l e des constantes de la transforma-
t ion, et l'on pourra trouver pour ces constantes des valeurs numé-
riques qui laissent d i f fé ren t s de zéro tant la fonction dont i l s'agit que
le dé terminant de la t ransformat ion . Il résulte de là que non seule-
ment la troisième des condi t ions formulées au n° '1.0 se trouvera alors,
comme les deux premières, satisfai te pour le système S, mais qu'eu
out re le système du premier ordre S, d é d u i t de S à l 'aide du méca-
nisme i n d i q u é au n° '11, pourra, par un simple changement l i néa i r e
et homogène des variables indépendantes , être transformé en un
système régul ier du premier ordre dont, les colonnes c o n t i e n n e n t
respectivement les mêmes nombres d 'équat ions que les colonnes
correspondantes de S; notre propos i t ion du n° Usera alors appl i -
cable, et le système S<; nécessairement r é d u i t .

CHAPITRE 1:11
THÉORÈME D'EXISTENCE.

16. Considérons actuellement un système d i f f é r e n t i e l Q, sa t i s fa isant
à la double condit ion ci-après :

1° Le système est résolu par rapport à certaines dérivées des fonctions
inconnues qui s'y trouvent engagées, et, si l'on partage les équations en
graines suivant que leurs premiers membres appartiennent à telle ou telle
inconnue, aucun des groupes ainsi obtenus ne contient plus d'une équa-
tion.

2° Les seconds membres sont indépendants de fouie dérivée principale,
et, moyennant l'attribution aiw variables indépendantes de cotes respec-
tées toutes égales a ï , et aux fonctions inconnues de cotes respectives
déterminées, chacun d'eux ne contient, outre les variables'indépendantes,
que des quantités {inconnues ou dérivées) dont la cote ne surpasse pas
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celle du premier membre correspondant. Il est clair d'ailleurs que cette
deuxième condit ion ne cesse pas d'être vérifiée, lorsque l'on augmente
d'un môme entier quelconque, posi t i f ou négatif, les cotes de toutes
les fonc t ions inconnues .

Un système clé cette espèce éteint donne, pour que les intégrales hypothé-
tiques répondant à des conditions initiales données existent effectivement
et soient uniques, il suffit que certaines fonctions (en nombre limité) des
variables indépendantes, des inconnues, et de quelques-unes de leurs déri-
vées paramétriques, présentent, pour les valeurs numériques initiales de
leurs arguments, des modules satisfaisant à certaines inégalités.

I , Supposons les cond i t ions in i t ia les du système Q écrites sous la
forme spécifiée au n° 6 (ce qui est possible, puisque, en vertu de r°,
aucun des premiers membres n'est la dérivée de quelque autre), et
désignons par Y la cote maxima des premiers membres de ces condi-
tions i n i t i a l e s , par ^ la cote min ima des premiers membres de Q. La
cote d'une inconnue que lconque du système Q ne peut alors sur-
passer F, et celle d 'un premier membre de ce système ne peut sur-
passer F -l~ i. Chacun des systèmes

(33) Qy, Qy,,̂  . ., Qp^

est d 'a i l leurs l inéa i re ,par rapportaux dérivées principales de cote égale
à son indice, et les coefficients des dérivées dont il s'agit dépendent
exclusivement des variables x , y , .... des inconnues u, v, . . . , et des
quelques dérivées paramétriques f igurant dans les seconds membres
de Q. Enf in , chacun des systèmes

(34) Qr^, Qr..^ • • •

est l inéaire par rapport aux dérivées, tant principales que paramé-
triques, de cote égale à son indice , et u n e remarque toute semblable
à la précédente s 'applique aux coefficients de ces dérivées.

Cela étant, si une certaine fonction des variables indépendantes, des
inconnues et de quelques-unes de leurs dérivées paramétriques prend, pour
les valeurs numériques initiales de ses arguments, une valeur différente de



34.4 CHAULES R Ï Q U I E H .

^éro, et si\ en outre, certaines cintres fonctions des mêmes quantités ne
s'annulent pas à la fois pour les valeurs initiales dont il s'agit :

1 ° L'un quelconque des systèmes (33), ou l'on remplace par leurs
valeurs initiales les variables^ les inconnues, et les dérivées paramétriques
de cote inférieure à T 4- 2, est résoluble par rapport aux dérivées princi-
pales de cote. égale à son indice.

2° Vuri quelconque des systèmes (34)» où l'on opère la même sul^stitu-
lion, est résoluble par rapporta quelque groupe de dérivées (principales ou
paramétriques) de cote égale à son indice.

Pour l 'é tablir , je cons t ru i ra i d'abord, à l'aide du mécanisme suivant ,
un autre système d i f f é r e n t i e l S,

Considérant , parmi, les i n c o n n u e s et dérivées qui fleurent dans un
second membre du système Q, celles dont la cote se trouve être pré-
cisément é^ale à celle du premier membre correspondant , je remplace
ce second membre p a r u n e (onct ion l inéa i re e thomo^éne des i n c o n n u e s
et dérivées dont il s 'agit, en d o n n a n t pour coefficient a chacune de ces
quan t i t é s la valeur i n i t i a l e de la dérivée par t ie l le du second membre
primit i f par rapport à la q u a n t i t é considérée. (11 va sans dire due dans
le cas où le second membre pr imi t i f ne cont ient , avec les variables
indépendantes , que des inconnues et dérivées de cote in fé r i eu re au.
p remier membre correspondant, on remplacera ce second membre par
zéro.) En répétant l 'opération précédente sur chacun des seconds
membres du, système Q, on tombe sur un système S, remplissant
év idemment les deux premières des trois conditions formulées
au n° 40, et ayant les mêmes premiers membres que le système Q
avec la môme économie des condit ions in i t i a l e s . D'ailleurs, si l 'on
considère les systèmes Q^;, S^ les équat ions se correspondent chacune
à chacune dans ces deux systèmes, et l'on passe d 'une 'équat ion quel-
conque de Q^; à l ' équat ion correspondante de S^ exactement par le
même mécanisme que l'on passe d 'une équation, quelconque de Q à
l 'équation correspondante de S-

' Cela étant, on peut, en ver tu 'du n° 15, former, avec les coefficients
des seconds membres de S, cer taines-fonct ions entières telles que,
pour toutes valeurs numériques des coefficients laissant la première
fonct ion différente de zéro sans annuler à la (bis toutes les autres :
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ï0 la t rois ième des c o n d i t i o n s formulées au n° 10 se t rouve sat isfai te,
comme les deux premières; a° le système Se soit rédui t (quel que
soit G). Ce double fa i t , si l 'on a égard à la r e l a t i on i n d i q u é e ent re les
systèmes Q^, S^., s u f f i t à démont re r l ' exact i tude d u doub le po in t (pie
nous avons en vue .

Nous supposerons désormais, dans le système Q, les conditions initiales
choisies ( s ' i l est possible^ de telle sorte c/ue la double circonstance spécifiée
au dé-but du présent alinéa 1 se trouve réalisée.

[[. Dans ce q u i su i t , é tan t d o n n é un système di f férent ie l quel-
conque, T, je nommera i système T prolongéle groupe i l l i m i t é ob tenu
en a d j o i g n a n t a u x équa t ions du système T toutes celles qu i s'en
d é d u i s e n t par des d i f f é r en t i a t i ons (d'ordres quelconques) .

Cela é tan t , cons idérons , au l i e u du système Q, le système Qr-w qu°
nous dés ignerons aussi par (Q). 11 est c la i r q u e d a n s l e s d e u x systèmes
Q ^- (Q)» 1^ dér ivées p r inc ipa le s et paramétr iques des fonc t ions
inconnues sont respect ivement les mêmes, à cela prés que les déri-
vées p r i n c i p a l e s du système Q dont la cote tombai tau-dessous de F -4-2
sont devenues pa ramét r iques dans le système (Q) ; et si, dans les deux
systèmes

0 prolongé, ( Q ) prolongé,

on partage les re la t ions en groupes successifs d'après leur cote crois-
sante, cette sui te i l l i m i t é e de groupes est la même de part et d'autre,
à cela près que, dans le système (Q) prolongé, un cer ta in nombre de
groupes [les groupes (33)j ont d isparu en tête de la liste. Au l ien
donc d'imposer aux in tégrales de Q les cond i t i ons i n i t i a l e s choisies,
i l r ev ien t au même d'imposer à celles de (Q) des cond i t ions in i t ia les
ident iques , en ayant soin seu lement de prendre, p o u r les anc iennes
dérivées principales devenues paramétr iques , les valeurs in i t ia les cal-
culées à l 'aide des groupes disparus.

On peu t ma in tenan t , moyennant un simple changement de fonc-
t ions, remplacer le système,(;Q) par un autre où les dé t e rmina t ions
i n i t i a l e s des inconnues soient toutes iden t iquemen t nulles. Effective-
ment , soient ]/„ l^ .... les déterminations ini t ia les respectives des
inconnues u, 9, ... dans le système (Q). Nous observerons tout d'abord

ÀWI. Èc. !\'orm^ (3) , XXÎ. — Aorr 1904 •4
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que, parmi les dérivées (le I/p I,,, ..., celles qui sont. respect ivement
semblables aux dérivées principales de //, <•', ... ont t ou tes zéro pour
valeur initiale, et qu'elles soûl, par suite, identiqiKrnient nulles,
puisque leurs propres dérivées, nécessairement semblables h des déri-
vées principales (le u, e, ..., ont (ouïes aussi pour valeur initiale zéro;
quani aux valeurs init iales de I//, I,,, ... et de leurs dérivées restantes,
elles sont précisément égales aux valeurs initiales de n, P, ... et de
leurs dérivées (paramétriques) semblables. Cela posé, ef lectuons dans
le système (Q) la transformation

ou u, lî, ... désignent de nouvelles fonct ions inconnues, et soit (®t) le
système ainsi obtenu : de la remarque laite ci-dessus il résul te
évidemment que le système (Ct) prolongé peut se déduire de (Q)
prolongé en remplaçant les dérivées principales de //, (7, ... par
les dérivées semblables de lï, lî, . . .» puis les (onctions //,(', ... et
leurs dérivées paramétriques par les sommes l^-h n, 1(.4- lî, ... et les
dérivées semblables de ces sommes. .Les deux systèmes (Q) et(€X) ont
donc, sauf le changement de u, p, ., * en u, v, , . ., les inémes premi(îrs
meml)res, et ' les dérivées des (onctions inconnues s'y répartissent de
la même manière en principales et paramétriques : dès lors, si, sans
changer les valeurs initiales des variables indépendantes, on impose
aux intégrales bypotbétiques do (d) des détenni nations initiales iden-
tiquement nulles, tout groupe d'intégrales de (^) satisfaisant a, ces
c o n d i ( ions i n i t i a 1 e s fb u r n i ra, i» a r 1 ' i n t e r 10 é d î a i re d e s fb r m u 1 e s d < l

transformation, un groupes d'intégrales de (Q) satisfaisant aux con-
ditions initiales indiquées plus haut, par suite un groupe d'intégrales
de Q satisfaisant aux conditions initiales primitivement imposées*

Cela étant, el les condùions initiales primùwement impoîiéeff au .vy.v"
terne Q élani choisies sous les resiric lions (lue nous avons indùfuées duns
l'alinéa 1 , nous établirons que, sous des restrictions nouvelles apportées à
leur choix, le système (€X) admet un groupe d'intégrales à déterminations
initiales identiquement nulles ; il en résultera pour Q un groupe d'inté-
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grales répondant aux co/iditiofis initiales primitivement imposées, et nous
ferons voir alors que ce dernier groupe est unique,

III. Conservons aux variables indépendantes x, y, . .., dans le sys-
tème (d), les cotes respectives, toutes égales à i, qu'elles avaient
dans les systèmes Q et (Q), et attribuons aux nouvelles fonct ions
inconnues u, y, ... les mêmes cotes respect ives qu'aux anciennes cor-
respondantes u, r, .... Considérons d'autre part, dans les systèmes
( Q) prolongé et (€t) prolongé, deux relations correspondantes, et
désignons par C leur cote commune (supérieure ou égale à T +2) :
de diverses remarques déjà fa i tes il résulte que toutes deux sont
l inéaires par rapport aux dérivées de cote C, que dans la première les
coefficients de ces dérivées dépendent exclusivement des variables
;z-, y, ..., des inconnues //, ç, .... et des quelques dérivées paramé-
triques (igurant dans les seconds membres du système primitif Q, et
que, dans la seconde, les coeiïicientsdont ils'agit sont respectivement
identiques aux précédents, sauf, bien entendu, le remplacement de
^, e, ... et de leurs dérivées paramétriques par les sommes 1 / /4 -U,
1^ -4 - t î , ..., et les dérivées semblables de ces sommes; les coefficie/us
considères ont donc de part et d'autre les mêmes valeurs initiales. En con-
séquence, l'un quelconque des systèmes

(,^)r-^ (^)r- , ;o . . . ,

ou l'on remplace par leurs valeurs initiales les mutables, les inconnues et
les dérivées paramétriques de cote inférieure à Y -I- 2, est résoluble par
rapport à quelque groupe de dérivées (principales ou paramétriques) de
cote égale à son indice, puisque (I) chacun des systèmes

Qjn-^ Qr-+^ • • •

possède déjà cette propriété.

IV* Dans le- système (Ct) partageons les fonct ions inconnues en
catégories suivant la valeur de leur cote, et supposons, pour fixer les
idées, que le nombre des catégories ainsi obtenues soit égal à 3. Les
dérivées de tous ordres des inconnues se partagent naturellement
alors en trois catégories, suivant qu'elles appartiennent à telle ou telle
inconnue.
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Cela é tan t , dés ignons par Y, y\ -f les cotes at tr ibuées aux
inconnues dos trois catégories respectives, et posons

r -+- 2 — y == K/, r 4- a - / r= K', r 4- 2 — y" = K/' ;

les ( ro is ent iers K', K^ W sont nécessairement au moins égaux à 2,
puisque les cotes des i n c o n n u e s son t au p lus égales a F et que, par
su i t e , les d i f l e r e n c e s F — Y ' , F — y\ F — "f7 sont posi t ives ou n u l l e s .
11 est clair , d 'a i l leurs , q u ' u n e dérivée d ' i n c o n n u e aura une cote in té -
r ieure, égale ou supérieure à F+ a, su ivan t qu'elle sera :

D'ordre in fé r i eu r , égal ou supér ieur à K', s'il s'agit (Fune dérivée
de première catégorie;

D'ordre i n f é r i e u r , égal ou s u p é r i e u r à K", s'il s'agit d 'une dérivée
d e d e u x i è m e c a t é g o r i e ;

D'ordre i n f é r i e u r , égal ou supé r i eu r à \\"', s'il s 'agit d 'une dérivée
de t ro i s ième catégorie.

C o n s i d é r a n t , en p a r t i c u l i e r , les dérivées de cote in té r ieure ou égale
a F + 2, q u i seules f i g u r e n t dans (fâ), nous qua l i f i e rons , pour
abréger, de secondaires celles dont la cote est infér ieure à F + 2, et de
(hminanles celles dont la cote est égale à F 4- 2. Chaque équa t ion du
système (®l), l inéaire par rapport à l 'ensemble des dérivées domi-
nantes , a pour premier membre une de cel les-ci .

Nous nom/merons, en outre , dans ce qu i su i t :
Coefficients du système (€t) les diverses fonc t ions (des variables,

des i n c o n n u e s et des dérivées secondaires) qu i f i gu ren t dans les
seconds membres, soi t comme mult ipl icateurs des dérivées domi-
nantes, soit comme termes indépendan t s de ces dérivées;

^^y^ .. • les valeurs in i t i a les de x, y , ... ;
f. ... les diverses quant i tés du groupe formé par les i nconnues u,

iï, ... et leurs dérivées secondaires (toutes ces quant i tés ont des va-
leurs in i t ia les nulles, puisque les d é t e r m i n a t i o n s in i t ia les sont iden-
t iquement nul les) ;

u', v^ * . . les i n c o n n u e s de première catégorie, g ' leur nombre, ^,,
g^ -., g^'^ les nombres respectifs de leurs dérivées des ordres i ,
2, .... K'— i ;

u", \}\ ... les inconnues de deuxième catégorie, g " leur nombre,
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8\ » g"^ • • ^ ^K"-I les nombres respectifs de leurs dérivées des ordres T
2, ....K^I; ^ ' ?

u^ iF, . . . les i n c o n n u e s de t rois ième catégorie, g " leur nombre,
g " [ , g"^ ..., g^ les nombres respectifs de leurs dérivées des ordres T
2, . . . .K'-i . ^ 9

n 'a i l leurs , les seconds membres du système pr imi t i f Q é tan t , par la
d é f i n i t i o n même des intégrales ordinaires, développables dans un
certain d o m a i n e au tour des valeurs ini t ia les choisies pour les diverses
q u a n t i t é s qui y f igurent , on voit sans peine que les coefficients du
système (<B), fonct ions des diverses quant i tés

•̂  r, ..., f, .. .,

sont développables dans u n certain domaine a u t o u r des valeurs ini-
t i a l e s

x^ y^ ..., o, ....
V. Soient :

£ une constante posit ive moindre que ^(c'est-à-dire moindre que le
quo t i en t de i par le nombre des catégories d ' inconnues du système
d o n n é ) ;

[M u n e constante positive que lconque ;

" î ^ » 8'\ï O''SP • ' ' - ) ô^K'—l»K
K
K.

ff ^1 ,/' ,/' ^
» Ô " ' Ô l ? b 2 » . . . , fy K " — — l ,

W ,/" ,,'" ^ " m
' ft ? Ô 1 » 0 2 » ' - • 9 ûK^—l »

les en t i e r s déf inis dans ce qui précède (IV);
^/, w\ w"1 trois fonctions inconnues de la variable i n d é p e n d a n t e t.

Si l ' o n pose

, , , à^' , ^-W,=,+^p ^^^ +...+^-. ̂ r̂
/Ï/r,^ /lK"—l,y,^

:^) • +ff"^" +e\ ̂  +...4-,^-. ̂ ^
/)(Y;W ^K'"—! /v,W

/// /// w 1 / ' ' /// t/ » 1 »,y"' •^"/ + s. -^ +.. - + é-K-, -^-_—
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et Q(z) = ——_» le système différentiel

| ^K(r — „ ^B(.-)
| "'<J/lr '"" 7_:-3y0^^y

^"(r" __ p.B(z)
^y^,r- — -̂̂ .̂..̂ .-.̂ -.̂  ;

^'"lrw ^e(.").....-..̂ ..̂ ,. ,„,., ,̂..̂ .̂ ^

admet un groupe d'intégrales sat if: faisant aux condition fi irufiafes

_ O^ _ _ ^K'-l^,/ ^^ ̂  ^. .. ̂  ̂ .̂ ,̂  = o i

^t ï -^ //^-'(r" |
=.:: .^^^^^^^^^^^^^^ IH.,1^ :: 0."/

()^ ^"'^^VI!'
.:,:,r ^^-~ :=.: . . . :,-:,..:1: •J-̂ ,̂ :p ̂  (1)n'

Les dérivées restante}! de ces intégrales ont, d'ailleurs, pour t == o, des
valeurs initiales essentiellement positives.

D'abord, l 'existence (l'un groupe (l'irilé^rales répomhml aux condi-
t ions initiales (37) résulte iininédiatement (le propositions connues ( 1 ).

ITun autre cote, si l'on développe Q(s) par la formule

l 4^,34. ̂ ^ _ ^

( » [ (pie, après avoir remplacé ^ ])ar le second memhrc de (3;')), on
ordonne le r é s u l t a t par rapport aux puissances de

^/ ^K-I(^
^ HS ^. -•. ^rr- '

^K'- î^ / /
,r, ....̂ , ..., ^^^^^^^^^^

9 "'ÎJz1
^K-- ï(^

^K^r-11'î

(r) ^/^ par exemple, AcUi rnathcmntu^ï, l, X.XÏIÏ, i). 2(>') et ^GC).
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on vo i t i m m é d i a t e m e n t que les valeurs in i t i a l e s de la fonction a ins i
o b t e n u e et de ses dérivées par t ie l les de tous ordres sont essentielle-
men t posi t ives . I l en est de même de la f o n c t i o n —^-^_^^ que l'on
p e u t , a cause de s <^^, développer su ivant la formule

i -+-320 -^-3 2 £ 2 6 2 -+- . . . ,

par suite, enfin, du produit

^0(3)
1 — — 3 £ 0 ( Z ) '

second membre c o m m u n aux équat ions du système (36). Les valeurs
i n i t i a l e s des dérivées pr incipales de nos intégrales jou i ssen t donc,
el les auss i , de la propriété énoncée : car l ' a t t r i b u t i o n aux quant i tés

t., (F', ^\ w'"

des cotes respectives

. K/, ~~ K', — \\"'

met tou t d'abord en évidence la na ture orlhonome du système (36),
et, cela étant, on aperçoi t sans pe ine que le ca lcul des valeurs in i t i a l es
des dérivées p r inc ipa les , effectué de proche en proche pour les classes
successives a l 'a ide des relat ions du système (36) prolongé, c o n d u i t
nécessairement à des résultats tous positifs.

Nous désignerons par W\l), W(i), W\t) les intégrales considé-
rées du système (36).

Nous f e rons , en out re , observer ce q u i su i t :

Si l 'on nomme £ ^ , E^ . . . , £ , , ^, ..., ^, ^, ... des q u a n t i t é s posi-
t ives (en nombre l i m i t é ) vér i f i an t les relations

/ , A , __ _
ÊI -h £^ -h . • .— c,

£'[ -+4 £'2 4- ... ̂  £,

£T+£:-h-...-5,
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le système ('36) en t r a îne év idemment comme conséquence

^'n-' /,, , , .^ .(V^r' / / . . / .(^'^-̂ ,.-. "-^C(G)+£;€(:;)-y + £ , © ( 3 } -
rf^'

/}K"(^

4-a f;e(.)——,.- +£^(.
àt^
^^

' " " < ) ( ^ "

^^K'
^K"(^

1 ""^^

^K-^.///
.̂̂ »+£îe(.)(^^(38)

àl^
idein,

^'^n^ .,^ •:-::: id en11).
\ <)l^

D^nlleurs, le système (36) e n t r a î n a n t aussi comme conséquence les
re la t ions

' ^^(z') „. .(^^ ^, ^f^t „. .0^'^
ï^se-f,^. ) "•£ 9 ( z ) ̂  ̂  ̂ (z) -^r ^ £^(^ V- '

si, dans l'une quelconque des équations (33), on remplace (elle on
telle des sommes

^(.)Çy ^^e(.)^à^^
~()W''
^"^'/^Iv"^,/^ ^^"H^

S'^(z)^r ^E,0(z)--j^r -h.-,

^(z)^^ .^,.^'^. . ̂ ^+^^V,^^^ 4-.. .

|)ar la q u a n t i t é - . ^ ^ v } , on tomix1 encore sur une conséquencei —«—« ^ g ^j ^ ^ j
de (36).

VI. Aux var iables indépendantes cl aux f o n c t i o n s i n c o n n u e s

,r, y, . . . , «', »', . . . , u", v " , . . . , u'", v " , . . . ,

du svst-èinc ((&)» faisons correspondre autant , de q u a n t i t é s positives

e, -/), ..., y'-r, .y-r, ..., u"-r, ^-r, ..., •u'"-r", y - r " , . . . ,

que nous nommerons, pour abréger, leurs poids respectifs; conside-
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ran t e n s u i t e une dérivée d'ordre k d 'une inconnue, appelons poids de
cette dérivée le quo t i en t obtenu en divisant le poids de la fonction à
l a q u e l l e elle appa r t i en t par ceux des k variables de différentiation ;
dés ignons e n f i n d 'une manière générale par 9, ... les poids respectifs
des q u a n t i t é s f, ....

Cela posé, considérons une équat ion, conséquence de C3G), subsis-
^K',p/ y."^ ^w^

t an t entre 5, ̂ -, "T^K-7"^ "-̂ ^ et remplaçons-y la somme s par laôt^ 3 â^" ?

.v=^(.z'—.yo)4-7î(,/-
s o m, nie

-,yo)4-...+ çf-}-...;

û^Wsubs t i t uons , d 'aut re part, à la dérivée ——•> qui peut figurer dans
divers termes de l ' équa t ion considérée, divers produits obtenus chacun
en m u l t i p l i a n t l ' u n e que lconque des dérivées dominantes de if, t»', . . .
par son poids; effectuons, enfin, des s u b s t i t u t i o n s analogues pour
chacune des dérivées (—^ et pour chacune des dérivées ' ̂  : la
re l a t i on résul tante sera, comme il est bien facile de s'en rendre
compte, i d e n t i q u e m e n t vérif iée pour

(3Q)

u- =yr w7 [£(^—.:^)+^(j—^).+-,..],
^ =,yr w [£(.:r—.^) +^(y—^) 4-...],

u^:=^rw^^^—^)-4-Yî(j-yo)+...1.
{ ^ ̂ ^rw'[^(x^x,} 4- </ -yo)^-..],

"/// - u^r'w^E^.r-.^) 4- </ -yo) +. •.],
^l'y^^//^W///l:^(.z'—.^)-hrJ(J-JJ+...],

Prenons main tenant , dans le système (dX)? une équation quel-
conque (i]), et désignons par//, p " ^ p ' " les nombres respectifs (^o)
des dérivées dominan tes de première, deuxième, troisième catégorie,
qu i f igu ren t dans son second membre; par

A / A / A7 '
— 1 > — 2 ? * * * f '^R >

A" A" A",.^* i » ^ à > .... ^Ap" ?
A'" A^ A'"^^lî ^-27 • • • ? "l^w

Ann^ JKc. Korm.^ (3), XXÏ. — SEPTEMBRE 1904. 4^
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ces dérivées respectives, par

^1 ? ^25 • • • ? ^ { ) ' y

r^\, CTg, ..., CT/'̂ ,
1 1 1 in iti

^"i y ^â» . . ., ^f,"^

leurs poids respectifs, par A le premier membre de (x]), et par m le
poids de A. Si l 'entier // n'est pas nu l , on remplacera l 'ensemble des
termes en A, , Al, . .., A., qui f iguren t dans le second, membre de ( i } )
par

^ ̂  B(,QA, + ̂  r4<^)A. +.. .4- ̂  ̂ 0(.)A;.;

si // est nul , on remplacera cet ensemble absent par - - - ^ - - ^ ()n
effectuera des subs t i tu t ions analogues pour les termes en A",, A^, . . , ,
A"., et pour les termes en A^ A^, . , . , A^ qui f igurent dans le second
mern'bre de (jq). Quant au terme indépendan t des dérivées domi -
nantes , on le remplacera par ^@(^)* On remplacera e n f i n le premier
me'ïnbre A par cïïA, et l'on mult ip l iera les deux membres par •tï- • 1/équa-
lion f inalement obtenue, ((q))» 'ne di(Ïerera, alors de (q) que par les
coefficients, fonc t ions de .x?,y, ..., f, . .., qui f igurent dans le second.
membre. A chaque équation du système (€X) on fera correspondre
de môme une équat ion telle que ((q)); on obilendra finalement un ,vy,v-
têrne ((€!)), ne différant de (Ct) que par les coefficients des seconds
rnem'bres, et idenUc/uement vérifié par la suf^stituUon aux inconnues des
seconds membres de (3f)), c'est-à-dire de fonctions qui, elles et toutes
leurs dérivées secondait es, prennent en x^y y^, .... des valeurs initiales
nulles, tandis que leurs dérivées restantes y prennent toutes des valeurs
initiales pasilives (V). Chacun des nouveaux coefficients s 'obtient d'ail-
leurs en taisant le produit-de ©(^) par quelque constante positive, et
y ajoutant parfois le produit de -_-^ par quelque autre con-
stante positive. La première de ces deux constanteSy qui, seule est im-
portante à considérer, et que nous nommerons, pour abréger, carac-
téristique du coefficient, dépend de e ou de [x suivant que le coefficient
où elle figure multiplie ou non quelque dérivée dominante . Son pro"
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duit par ©(;?) est identique au coefficient de ((®t)) dont il s'agit, ou
l'admet pour majorante relativement aux valeurs x ^ , jy, ,.., o, . .,
de.r, y, ..., f, . . . .

I l importe de remarquer que, dans les seconds membres du sys-
tème (d) que nous venons de former, les caractéristiques dépendant
de £ sont de degré zéro par rapport à l'ensemble des quantités

(4.0) 'E, ^ ..:•, ,̂  4/, ,..., ,̂ y, ..., < y, ....

Effect ivement , le poids d 'une dérivée quelconque est, d'après notre
déf in i t ion , un p rodu i t de puissances, positives ou négatives, de ces
quant i tés , et le degré de ce produit visiblement égal et de signe con-
traire a la cote de la dérivée considérée; dès lors, les dérivées domi-
nan tes q u i f iguren t dans une équation quelconque de ((€1)) ont pour
poids respectifs des produits qui sont tous de degré — (F 4-2), en
sorte que, après réduction à l 'unité du coefficient du premier membre,
les caractérist iques dépendan t de e sont de degré zéro par rapport à
l 'ensemble des quantités (4°)*

I I est bon de remarquer aussi qu'en augmentant, s'il le faut, d'un
même en t i e r négatif convenablement choisi, les cotes y', y", y des
fonctions i nconnues (augmentation permise, comme nous l'avons fait
remarquer au début du présent numéro) , les poids y, ... des diverses
quantités f, .. . seront tous de degré supérieur à zéro par rapport à l'en-
semble des quantités (4û)- Ef fec t ivement , parmi les cotes des diverses
quan t i t é s f, ..., la plus grande algébriquement est F+ r , d'où ré-
sulte que, parmi ces cotes changées de signe, la plus petite algébri-
q u e m e n t est — (F +• ï ) ; il suffi t donc que l'on ai t — (F +• i)> o, ou
f <^ -— r , C'est ce que nous supposerons désormais.

VII. Si, dans les seconds membres de ((iû), les modules initiaux des
coefficients des dérivées dominantes satisfont à certaines inégalités, on
peut attribuer, d'une part à la constante £ ^moindre que ^-), d'autre
part aux quantités (4o)> des valeurs telles que, dans le système ((®t)),
les caractéristiques dépendant de £ soient respectivement supérieures aux
modules initiaux dont il s7 agit.

I I est tout d'abord évident que, si ces modules ini t iaux sont suffi-
samment petits, on pourra faire en sorte que les caractéristiques
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dépendant de £ leur soient respectivement supérieures : il sortît, en
effet, pour que cette circonstance se réalise, d 'a t t r ibuer a £ une valeur
que lconque moindre que ^, aux q u a n t i t é s ( / i<> ) des valeurs positives
quelconques, et d 'assujet t i r ensu i te les modules i n i t i a u x don t nous
parlons à être respectivement i n t é r i e u r s aux valeurs a ins i obtenues
pour les caractér is t iques dépendan t de £.

P lus g é n é r a 1 e m e n t, é c r i v o n s q u e 1 c s ça r a c t cris t i q u e s d é p e n d a n t
de £ sont respect ivement supér ieures aux modu le s i n i t i a u x , et que £
est i n t é r i e u r à ^, et formons un ensemble de c o n d i t i o n s suff isantes
pour que ces inégal i tés puissent être vér i f ié t^s par un choix conve-
nable des quan t i t é s Ç^o) <^ de £ : nous tomberons a in s i sur certaines
i n égal i tés s u 1,) s i s ta n t e n t r e 1 e s n i o d u les i n i t i a u x .

VI IL Si, par an cliotx convenable de la constante £ (moindre que ^)
et des constantes ((\o\ on peut faire en sorte y ne,, dans les seconds
membres de ((d)), les caractéristif/ues dépendant de E soient m/w/'//w-
ment supérieures aux modules des valeurs numériques initia.les (jue pren-
neut, dans les seconds memhres de (€X),, les coefficients des dérivées demi-
/Hintes^ on peut, 'en laissant à t sa valeur, muitiplia,nl les (fuantifés (4°)
par un même nombre cowefuiblement choisie el prenant pour u. une va-
leur eo amenai) lenient choisie, faire en sorte (tac les coefficients des seconds
membres de (f®^)) [nous voulons dire les coefficients des dérivées
dominantes et les termes indépendants de ces dérivées | soient res-
pectivement majorants pour les coefficients correspondants des seconds
membres de ( ©»),

. , Eiïectivement, supposons que, par un choix convenable de £ et des
constantes ( / io)» îes^carac té r i s t iques dépendant de £ dans les seconds
membres de ((d)) soient respectivement supérieures aux modules des
valeurs numériques ini t iales que prennent, dans les seconds membres
de (®t), tes coeff ic ients des dérivées dominantes , et désignons par
M, ... les caractéristiques dont il s'agit. D'autre part, soit r u n e
constante positive satisfaisant 'à la double condi t ion ; ï° d/êtrc
inférieure1 à des rayons de convergence simultanés des coefficients
des seconds membres de (<!&), quand on suppose ces coefficients déve-
loppés-à partir des'valeurs initiales des quantités dont ils dépenden t î
à0 <r'être' assez petite pou r ' que , en remplaçant dans les développe-
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ments des coefficients des dérivées dominantes les coefficients numé-
riques par leurs modules et les accroissements par r, les sommes
a i n s i obtenues soient respectivement inférieures aux caractéristiques
M, ... (la chose est évidemment possible, puisque, dans ces dévelop-
pements, les termes constants ont des modules respectivement infé-
r ieurs aux constantes M, . , .). La constante /' é tant ainsi fixée, multi-
pl ions les nombres (/io) par une constante positive telle que les
nouvel les valeurs de ^, T], ..., ç, ... so ient toutes supérieures à -1- [ce qui
est possible, pu isque i;, Y], ..., y, . . . ont des degrés positifs par rap-
port à l 'ensemble des quant i tés (4^)]» et remplaçons désormais les
constantes (4°) P^ ^produits ainsi obtenus : une pareille multiplica-
t ion ne change pas les valeurs des caractéristiques dépendant de £,
parce que chacune de ces caractér is t iques est de degré zéro par rap-
port à l 'ensemble des q u a n t i t é s (/^o), et, en conséquence, la double
condi t ion à laquelle nous avons assujetti r ne cesse pas d'être vérifiée.
Soient alors o-> le poids maximum des premiers membres du sys-
tème ((<£&)), et N une constante posi t ive supérieure à toutes celles
qu'on o b t i e n t lorsque, après avoir développé à partir des valeurs ini-
t ia les des q u a n t i t é s qui y f igurent les termes indépendants des déri-
vées dominan tes dans les seconds membres de (<û), on remplace
dans ces développements les coefficients numériques par leurs mo-
dules et les accroissements par r. Cela étant , si l'on prend a;>Noù,
toute caractéristique dépendant de ;x, étant au moins égale à ^ ? sera,
par suite, supérieure à N.

Dans ces condi t ions , on voit sans peine que les coefficients du sys-
tème (©) admet ten t comme majorantes, par rapport aux valeurs ^p
y ^ , .... o, ... des quant i tés x, y\ ..., f, ..., les coefficients corres-
pondants du système (((B)).

IX. Considérons un système de q équations du premier degré à
y inconnues, par exemple de trois équat ions du premier degré à trois
inconnues,, ayant la tonne suivante :

x == ci y 4- bs> 4- Cy
( 4 , ï ) . y ==: ex-^fs^ /f,

z •^=.mx-^-n'y •+• p' , - •
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Désignons en outre par A, B, ... des constantes positives ou nulles,
supérieures ou égales aux modules des coefficients numér iques a,
h, ..., et supposons que le système

W
x-=.ky 4- B^4- C,
y r.= E.r -h- F^ 4- K,
z •==M.r4-Ny4--P

admette une solut ion (X, Y, Z), composée de nombres pos i t i f s ou,
nuls. Ce/a étant, le système ( 4 ï ) cuirnet certainement c/uelcfue solution
ÇT\ y\ ̂ '), satùfciùant aux relations

rnod x ' ^ X, mody 5; Y, inod z ' ^ Z.

Considérons, en efÏet , tes équat ions (4^)» et calculons p o u r ,2?, j, z
des systèmes de valeurs successifs,

( Xo, i o, Zy ), ( X,i, YI, Zi ), ( X^, V .j, Zâ), ...,

de la fa^on suivante :

^
K,
P;

X; ":=:AYo 4-BZ, -+-(:,

(43)

¥1 -=EX(, 4-F/, 4 - K ,
%, =:M,X, 4--NY,»+ P;
Xâ =:AY'( -hB/i 4-C,
Yâ =EXi 4-FZi "h K,
Z, =M:Xi4-NYi 4-P;

X,,...,-^ A Y/. 41-B%.4- C,
Y,,,,,:^ EX,, 4-FZ, 4"K ,
Z,,.-, ^ M X . ^ N Y , ^ ? ;

Je dis d'abord que les valeurs positives variables X,,, Y,., Z,. tendent ,
mnsjamaù décroître, vers des limites, X, Y\ Z^ satisfaisant aux rela"
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l ions
(44) X^X, Y^Y, Z^Z.

Observons, en effet, que si l'on a, entre des valeurs positives, les
relat ions

X^X^ Y^Y^ Z^Z^,

on a forcément aussi, p u i s q u e les coefficients A, B, . . . sont tous
positifs,

AY^ BZ^- t -C^AY^+BZ^+C,
EX^ + FZ' + K ^ EX^ + W -+• K,

. MX / / +NY / / +P^MX / y +NY W -+-P .

Or, on a évidemment (puisque Xo === C, Y() = K, Zo === P)
0:^X0, O;EY() , o^Zo ,

et, d 'autre par ty à cause des re la t ions
x =r AY -+- m + c,
Y=:EX-4-FZ -4-K,
% = M X + N Y + P

et de la na tu re positive de toutes les quant i tés qui y f igurent ,
X ::,' C = X,o, Y ^ K, = YQ, / ^ I'1 == Zo,

d'où
o::X.o2X, o ^ Y o ^ Y , o5Zo ,^Z ;

i l en résulte, à cause de notre remarque,
C ̂  A Yo 4- BZo -l- C $ AY -4- BZ -i- C,

c'est-à-dire
Xo ^ Xi ^ X,

et de même
YO^Y^Y,
Zo^Z^Z.

IJne nouvelle application de la remarque donnera
A,y<, + BZo 4- C ̂  AYi + BZi + C ï; AY 4- IÎZ + C,

c'est-à-dire
X 1 ^ X 2 ^ X,
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Y^Y^,Y,
%1 ;^2^Z.

Ce ra i sonnemen t peut être c o n t i n u é i n d é f i n i m e n t , et l 'on a dès lors,
quel que soit r,

x,:;;x/.,i;.:::x,
Y.^Y^M^Y ,

ÏZ / . - u^X . "

Donc X/., Y/,, Z,. tendent b ien , sans jamais décroître, vers des l i m i t e s
posit ives, X", Y7, Z\ sa t i s fa i san t aux relat ions (44)-

lï 'aprés cela, la série formée avec les didorences successives

( Xo - o) -h ( X i —Xo ) -h ( Xa — X,i ) +... -h ( X ,-.,.i — X, ) 4-...

a ses termes tous p o s i t i f s et une somme égale a X/; de môme, les d e u x
séries

( Y<,- o) .4- ( Y, - Yo ) ̂  ( Y, - Y, ) .4-... 4- ( Y/.,, - Y, ) 4-. ..,
( %y ,̂  o) 4- ( %i — Xo ) 4- ( Z^ — Xi ) 4- . . . 4- ( Zr ,.-i — ^r ) 4-1-. . .

ont leurs termes tous pos i t i f s et dos sommes respect ivement égales
a Y7, Z^ObsûrYons enfin qu'en vertu de (4^) c^ différences satisfont
aux relations suivantes :

Xo — o :=: c,
Y, —o :=:K,
%o -o ==P; „
X, - Xo-=.A(Yo—o) + B(Z, —o) ,
Y. - Y O ^ E ( X O - O ) +F(Z;,-o),

(4^) X,

-Z,^M(X,,-o)
Y _.- A / Y _ Y— .A, i —....... ,/A, \ .1 î — i^ o

+ N ( Y , - - o ) ;
+ B ( X , - %„) ,

Y, - Y, --= E ( X, - X,, ) -t- F ( Z i - Z,, ),
Z, - Z, ---=M(X,—X.o) + N(Y, -.- YJ ;

X,,..i—X,= A(.V,- Y,.. i ) + IHZ,, - Z, , ),
Y,.,, - Y, == E (X,— X,. .1 ) + F (Z, - Z,_, ),
Z,.M —Z,, .-=M(X,,—X,,-.,)-<-N(Y,- Y,_i);
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Cons idérons m a i n t e n a n t le système ( 4 ï ) ^ ot calculons pour x, y, 3
des systèmes de valeurs successifs,

(.y,,, j-p, ^o), (.r^, ri, ̂ i\ (.r^, r^, ^), .. - ,

façon suivan le :

- p;
••^'0 -I- hz^ -\- c,

/ ^

= ea'o +/^o -4- /',

:=: /^.2-(»-4~ ^Jc-h/^

=• (fyj'l + ^,^1 + (',

^'2 :-:= .̂2i 4-/^i + /•,

Sa :"-": /// .^1 -(•" /O'i 4~ /^ ;

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

,r/.^i =: ̂ j^. -h ^;/, -.-h c,

y/...„,„ 1 = ̂ .2-/. -"h,/^r ^-/•,

i ,G,..pi =: /^^•/.-411- ^yy-i--/^;

Alix equalions (4(>) oi1 peut évidemment; substituer les suivantes

.T(,
(

J-o
.3 y

.-Z-;

yi
^i
.Z'2

.72

^2

.-r/.+.i

.//•M

^/..4,,-1

- o =
— 0 =:=

— ,:Z"(, =r=

""".) '(':::;::=

——3, ,=W.(^——

— y ( rr:

<^ j

— .»,==--
—y,.==
-.„=

C,

^

P^

a (yo—

e (,z'o--

^ (yi —
e (.^~

/^(.z-i—

^ (y/--—
e (x,.—

w(^/.—

o)

o)
0)

Vo)
"^0 )

^0 )

y/--i)
<r/.,i)

.2-'/^^ )

4- b{

+./(

+ "O'o--

-i-^(

+/(
+ "(yi—yu);

-h^(
+/(
+/i(

•^o ~"~
^y ————————————————————————

^

^^ ——————————————————————————

,̂. •—————————————————————

y/'—

û),
0),

o);

.^o),

^),

^l'—î )7

^-l),

J/-l)^

.--//<%. Kt\ A'o/'///., ( 3 ) , XKI . — SKPTE.Mimis I9o /(.
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Si l'on compare, groupe par groupe, les r e l a t i o n s ( ^ } a u x rela-
î i o n s (45), on en t i re successivement , pu i sque les modules de <?,
I ) , ... sont respect ivement in fér ieurs ou é^auK a A, B, . . . ,

m o d ( x,» — o ) ^ X ,-> — o,
m o (.1 ( ^ ) 'o — o ) ^ 'Y,, — o,
mo<l(:^ — o) ^Z,» --- o,

puis

pins

m od ( x i — .z",.> ) ^ X i — X „,

m o ( I ( j - i — y , , ) ^ V i — Y ' o ,
ni 0 (1 (^1 — z^ ) ^ Z i — /„,

m od ( .2*2 — .2*11 ) .^ X^ — X i,
m od ( y^ -.-^•i ) [ . . YÏ -- Y s ,
Ht 0(1 ( ̂  "- ^) ) ^^ Z^ "~ /,,

< * ( , d'une maniert1 générale,

niodC.r,...,...!—^/.)^ X/.,.,r—X/..
nll)<)(l(J/.„.^,.,^—^y,.) ^ Y,.,,,., —Y,.,

rDO(l(^,-,.,..i —.^,.) ^/•f..i — Z r *

I I en résulte que les ( ro i s séries ayan t pour tennes les d i f f é r e n c e s

(,,1^ ,̂..- o ) ̂  (.^,.._ ^^ ) 4. ( ,,y^ ̂  .̂  ) .....̂  , . . ̂  (^.^ ̂  ̂  ^.^ j „....{„.. _ ^

(Yo — 0 ) 4- ( yi — Jo ) 4- ( .ra— YJ } 4- . . . -h" ( y/.i-i — ,)•'/•i) •"+-" . . • ,
(^ _o) 4» (^^ _^) + (^_^) 4.. . .+ (^^^^ _^,) +. . .

sont abso lument convergentes, et que leurs sommes x\ y ' , ^ v é r i f . K ^ n l .
les re la t ions

inod ̂ ''^ X/, n\ody'^ Y', mod z' i- /',

a |)lus for le raison les re la t ions

( .18 ) mod<^ X, mody;;: Y, mod z 1 ,,1 Z ;

en d 'autres termes, les variantes x^ y^, ̂  sont convergentt^s, et l eurs
l imi tes a/, y\ ^ vér i f ient les relations (41^)-
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Je dis e n f i n que les valeurs^7 ,y, z vé r i f i en t les r e l a t ions (4i) . Si
l ' on considère, en effet, parmi les groupes (4C)), le groupe général

ûc,.^-==:ay, 4- ^/.4- c,

y,^-=-ex, ~^-fz, 4- /*•,

z,.+\ == ̂  ̂ r 4- ny,. + p,

le passage à la limite pour r i n f i n i d o n n e

x' == a y' 4- bz' 4- c',

y'-^ex' 4-/.^ +/•,

^/ =r: /nx'' -r- /i y' •+-/},

e< 1 q u i achève notre démonstra t ion.

X. Revenons aux systèmes (d) et ((d)), et supposons que la con-
s t a n t e £ ( m o i n d r e q u e ^), les cons tan tes (4o) et la c o n s t a n t e [ j , a ien tpu
ê t re dé t e rminées de (elle façon que les coefficients des seconds
membres de ((d)) soie-nt respect ivement" majorants pour les coet ï i -
c i en t s des seconds niembres de (®t). Cela c/ani, je d i s q-ue./<? ^y.s'-
ième (€X) admeL un groupe d'iniégrales à déterminations initiales idefi'
/ Kfiieîn en t /i u Iles.

Observons t o u t d 'abord que les va leurs i n i t i a l e s iinposé-es dans le
système (CX) a u x inconnues et à leurs dérivées paramétriques de tous
ordres sont nu lJes^ t and i s que les valeurs in i t i a les prises par les inté-
grales etiectives dont nous avons constaté l'existence dans le sys-
tème ((€!t)) et par leurs dérivées paramétriques sont positives ou
nu l l e s . I l su ( l i t donc, pour é tab l i r le point que nous avons en vue, de
prouver que si, dans les re la t ions de (d) prolongé, on a t t r ibue d 'une
p.ar(: à x, y , ... leurs valeurs i n i t i a l e s »-z\,, jo, . . . » d'autre part aux
i n c o n n u e s et à leurs dérivées paramétr iques de tous ordres leurs va-
l eu r s in i tLa les toutes nulles , le système i l l imi té résultant de cette sub-
s t i t u t i o n a d m e t , par rapport aux dérivées principales, une so lu t ion
nunnéri .que composée de valeurs dont les modules sont i n fé r i eu r s (ou
égaux) a.ux valeurs in i t ia les positives prises par les dérivées pr inci-
pales des intégrales elÏectives de ((€1)).



3(>4 C H A U L E S R Ï Q U I K R .

Or, si l'on prend dans les systèmes

(<&) prolongé, (C,€l)) prolong'ô

deux relations correspondantes (c'est-à-dire ayant môme premier
membre), le second membre de la première est une somme de pro-
duits pouvant contenir comme facteurs quatre sortes de quant i tés,
savoir : certains entiers pos i t i f s ; certains coeff icients des seconds
membres de (Cl); certaines dérivées partielles de ces coerticients ;
enfin, certaines dérivées, principales ou paramétriques, des fonctions
inconnues. Et le second memirre de la deuxième est composé exac te-
ment de la même façon avec les entiers positifs dont il s'agit, les ma-
jorantes des coeff icients de ('CX), les dérivées partielles de ces majo-
rantes, et les dérivées principales ou paramétriques des fonctions
inconnues. D'un autre côté, comme nous l'avons déjà dit , les valeurs
initiales des dérivées paramétriques non secondaires des intégrales
ef lect ivesde ((€X)) sont pos i t i ves et supérieures aux modules de celles
que possèdent les dérivées semblables des intégrales hypothétiques
de (®l ), et les dérivées secondaires ont de part et d'autre des valeurs
ini t ia les nulles*

Cela étant, considérons, dans les sys tèmes

( (&) prolongé), ( ( € 1 ) ) prolon^,

les deux groupes respectifs de cote V + 2, e(, dans ces derniers, rem"
niacons par les valeurs initiales (nii leur conviennent respectivementj •" i * *
de part et d 'autre les var iab les , les i n c o n n u e s et, leurs dérivées para-
métr iques : chacun des groupes r é s u l t a n t s , composé d ' é q u a t i o n s en
nombre p réc i sémentéga l a ce lu i des dé r ivées p r inc ipa l e s de cote P-h 2,
aura pour premiers membres les dérivées p r i n c i p a l e s don t i l s 'agit , et
pour seconds membres des fonc t ions l inéa i res de ces dérivées ( a u c u n
des premiers membres ne f i g u r a n t dans le second membre correspon-
dan t ) ; si l 'on compare ( ra i l l eurs les c o e f f i c i e n t s de ces f o n c t i o n s
l inéa i res dans les deux groupes, on voi t que , dans le second groupe,
ces coefficients sont p o s i t i f s et supé r i eu r s aux modules des coe f f i c i en t s
du premiergroupe ; e n f i n , i l est c l a i r que le second groupe admet u n e
solul ion en nombres pos i t i f s | à savoir les valeurs i n i t i a l e s des déri-
vées pr incipales de cote F 4- ^ des intégrales effect ives de ((€X))1]* Si
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donc on a p p l i q u e le lemme de l 'a l inéa IX, on voit que. le premier
groupe admet , pour les dérivées pr incipales de cote F + 2 du sys-
tème (d), une s o l u t i o n n u m é r i q u e c o n s t i t u é e par des valeurs d-ont
les m o d u l e s son t respect ivement i n f é r i e u r s aux valeurs i n i t i a l e s (po-
si t ives) prises par les dérivées semblables des intégrales effectives
de ((€1)).

Considérons m a i n t e n a n t , dans les systèmes (€l) prolongé et ((€1))
prolongé, les deux groupes de cote F-h 3, et, dans ces groupes res-
pec t i f s , remplaçons par les valeurs i n i t i a l e s voulues les variables, les
i n c o n n u e s , les dérivées pa ramét r iques de toutes cotes, et los dérivées
pr incipales de cote F + 2. Chacun des groupes résultants, composé
d ' é q u a t i o n s en nombre précisément égal à celui des dérivées princi-
pales de cote F -4- 3, aura pour premiers membres les dérivées pr inci-
pales d o n t i l s 'agit, et pour seconds membres des fonc t i ons l inéaires
de ces dérivées pr inc ipales (aucun des premiers membres ne f igurant
dans le second membre correspondant); si l'on compare d'ail leurs les
coef f ic ien ts de ces f o n c t i o n s l inéa i res dans les deux groupes, on v o i t ,
par tou t ce qu i précède, que , dans le second groupe , ces coefficients
sont posi t i fs et supé r i eu r s aux modu les des coefficients du premier
<»roupe; e n f i n , i l est clair que le second groupe admet une solu t ion
en nombres pos i t i f s f à savoir les valeurs i n i t i a l e s des dérivées p r inc i -
pales de cote F 4- 3 des intégrales effectives de ((€l))]. Si donc on ap-
p l i q u e le l en ime de l 'a l inéa IX, on voi t que le premier groupe admet ,
pour les dérivées pr inc ipa les de cote F-h 3, une solution numér ique
cons t i tuée par des va leurs dont les modules sont respect ivement infé-
r ieurs aux va leurs in i t i a l e s (posi t ives) prises par les dérivées sem-
blables des intégrales effectives de ((€1))..

Et a ins i de suite i n d é f i n i m e n t .
En rapprochant la conclus ion du.' présent a l inéa X de celle que nous

avons f o r m u l é e à l ' a l inéa ¥111', oiï tombe sur la suivante :

Si, Clux intégrales hypothétiques de (<â), on impose des déterminations
initiales identiquement nulles, et si, par un choix convenable de la con-
stante s (moindre que ^) et des constantes (4o), on peut faire en soite
que, dans les seconds membres de ((€X)), les caractérisa dépendant
de £ soient respectiwnent supérieures aux modules des valeurs numériques
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initiales que pré/ment, dans le système (Gt), les coefficients des dérivées
dominantes, i l existe certal/iement, (/ans le système (d), que/y ue
o'roupe d'in/é^rales effectives répondant aux conditions initiales im-
posées.

XI. Revenons m a m i e n a n t au système Q. De (oui ce q u i précède
('voir I, II , HL VIL X) r é su l t e la conséquence s u i v a n t e :

Pour au il existe dans le s y ' s i é / n e Q (fuelque groupe d1'intégrales répon-
dant à des conditions initiales données, il ^u/fit (fue certaines fondions
des variables indép(îïdantes^ des inconnues et de (fuelcfues-uncs de loin s
dérivées paramétruiius piésenlenf, pour les valeurs numériques initiales
de leurs arpnmen/s, df's modules satisfaisant à certaines iné^alilés.

Noiro c l é i t i o s i s i r a l i o n même i n d i c j n c ( " o î n i r K ^ n l , ces i i i c ^ a l i t c s d o i v e n t
e i r c î fo rmées .

On c o m m e n c i * par t ixer , d a n s \c s y s l e n n ^ Q , l ' économie des c o n d i -
t i o n s i n i l i a l e s , en a v a n t soin do les m c ( ( r c sons la (onne spécitice ai l
n0 6; puis , d é s i g n a n t |)ar V la c o t e m a x i m a des [ î r ^mie r s m o m l ï r c s do
cos c o n d i t i o n s i n i t i a l e s et par Y la cote m i n i r n a des p r e m i e r s m e m b r e s
de Q, on cons t ru i t un au t re système d i f ï e r e n t i e l S s u i v a n t le m é c a n i s m e
décr i t a l ' a l inéa 1 dn présent n° 'K), ( ï t l 'on f o r m t ^ comme i l a été d i l
a cette occasion, u n système d ' i néga l i t é s s u f f i s a n t e s : 1° pou r q u e les
groupes

Sy, SY.|. .I, . . . , Si'.^

so i en t résolubles par rappor t aux dérivées p r i n c i p a l e s de cotes

y, y -h- » , . . . , F -4- t ;

2° pour que le système du premier ordre ï, d é d u i t de S a l ' a ide du
mécanisme décrit au n0 1 1 , puisse, par un s i m p l e changemen t l i n é a i r e
et homogène des variables indépeudautes , être t r a n s f o r m é en un sys-
tème régulier du premier ordre don t les colonnes c o n t i e n n e n t respec-
t i v e m e n t les mêmes nombres d ' équa t ions que les co lonnes correspon-
dantes de S.

Cela f a i t , on considère les deux systèmes ci-dessus désignés par (€l)
et ((©0') ; dans l 'un et l 'autre de ces deux systèmes, on ne conserve que
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la par t ie l inéa i re et homogène par rapport aux dérivées dominantes ,
et l'on suppose dans (®l) les coefficients de ces dérivées remplacés par
leurs va l eu r s ini t ia les , qu i son t r e s p e c t i v e m e n t les mêmes que
d a n s (Q) j I I I j . Désignant e n s u i t e par/? , le nombre des catégories en
lesquel les se par tagent les i n c o n n u e s su ivan t la valeur de leur cote, et
a u g m e n t a n t , s'il le faut, d 'un même en t i e r négatif les cotes de toutes
les i n c o n n u e s , afin que les poids de ces i nconnues et de leurs dérivées
secondaires , déf in i s à l ' a l inéa VI, so ien t tous de degré supérieur à zéro
par rapport à l ' ensemble des q u a n t i t é s (4°)» on écrit, d 'une part, que
la cons tan te s est mo ind re que y -> d 'autre part, que, dans les seconds
membres de (d), les coeff ic ients des dérivées dominantes on t des
modu les i n i t i a u x r e spec t ivemen t infér ieurs aux caractéristiques des
coef f ic ien ts co r r e spondan t s d u système ((d));. on forme en f in un en-
semble de c o n d i t i o n s suf f i santes pour que les. relat ions ainsi écrites
pu i s sen t être v é r i f i é e s par un choix convenable de £ et des quan-
t i t é s (4°)- ^i h's i n é g a l i t é s résul tantes , j o in te s à celles qu 'on avai tpr i -
m i t i v e m e n t ob t enues , sont sa t i s fa i tes par les valeurs numér iques i n i -
t i a l e s des q u a n t i t é s q u i y f i g u r e n t , il exi&te ce r ta inement quelque
groupe d ' in tégra les e f fec t ives r épondan t aux cond i t ions initiales im-
posées.

XII. Les intégrales dont nous wons, sous le bénéfice de certaines iné-
galités, constaté l'existence (/ans le système Q (XI), sont nécessairement
unique^ ce qui achève notre démonstrat ion.<»

Nous fo rmule rons tout d 'abord le lemmc suivant, s u f f i s a m m e n t
é lémenta i re pour que nous nous dispensions-d 'en donner la démons-
t r a t i o n :

Etant donné le système des n éc/nations linéaires

a^ ,'r, -4- a.i .r^ -h . . . ~t~ ^// «'/-'// -1- ^4-1 -^-n -t- • - -+- a '=- 0»
/^ .̂  •+ /Wa h ... 4- hn '^n -+- ^n+l x' ii^\ -h . . . 4- ^ == 0,

li ^'j •"+• ^'^-i -+-... -h ln^n -î- ///-n ^'«,-4-1 +. . . 4- l ==0,

(fue Von suppose reduil, si, pour toutes valeurs numériques attribuées
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à .2^+1, . . . » ^ système admet quelque solution en x^, .,r^, ..., a?,/, /r'
déterminant d'ordre n formé avec les coefficients de ces dernières inconnues
est nécessairement différent de zéro, en sorte ( j u à tout système de relieurs
de <r/,4-.i, ... correspond\ pour x^ , .z'»,, . ,,, .z',,, une solution unic/ue.

Observons maintenant que les condit ions suf î isantes indiquées a
Falinéa XI pour l 'existence de quelque groupe d'intégrales remplis-
sant les condi t ions ini t iales imposées se rapportent uniqueinent anx
valeurs initiales choisies pour les variables indépendantes, les fonc-
t ions inconnues, et leurs dérivées paramétriques de cote inférieure
a F-F 2. Ce choix ayant été opéré de manière que les condit ions
dont il s'agit se trouvent sat is fa i tes, si, désignant par k un entier
positif déterminé (mais quelconque), on choisit pour les dérivées
paramétriques de cotes

r,4..,^ r-h;î, ..., r .4 -1 -h À-

des valeurs initiales arbitraires, et pour les dérivées paramétr iques
de cote supérieure à F 4- ï •"+- k des valeurs ini t iales loutes nulles, il
existera cer ta inement quelque groupe d'intégrales répondant a de
pareilles condit ions initiales. Cela posé, (ont revient évidemment a
prouver que, si l'on cherche à déterminer au moyen des systèmes
successifs

Qy, Qy,+,i, . . . » Q t ' t t , QT-.HÎÎ Qr.t^ • • - • » Qr.-u-»../.»

dont nous avons décrit la structure a l'alinéa 1 , des valelîrs initiales
correspondantes pour les dérivées principales de cotes

y, y 4- i , . . ., F -+- i , T 4- 9., P 4- ^, . . .,, S,' 4" l -h /",

ces systèmes sont successivement résoluhles (suivant ral^orithme de
Cramer) par rapport aux dérivées pnncipales dont il s'agit.

Or, le fait a déjà été constaté a l'alinéa 1 pour les systèmes

QT. • QT-H, ..., Qivi<

Quant aux suivants,

Qr-^ Qr-Kp - - ? OP+M-/'?
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chacun d'eux, comme nous l'avons encore constaté à l 'alinéa I, est
résoluble, par rapport à quelque groupe de dérivées (principales ou
paramétriques) de cote égale à son ind ice ; chacun d'eux admet
d'ailleurs, en vertu de Falinéa XI, que lque solution où les dérivées
paramétriques de même cote ont des valeurs init iales arbitraires : donc
chacun d'eux, en vertu du lemme élémentaire formulé au début du
présent alinéa, est résoluble par rapport aux dérivées principales de
cote égale à son indice.

17 Appl iquons ces résultats à l 'équation très simple

, / . à^f. ,.( au au à^u à^iA
(49) ôa^y ̂ / [xï r? uï ̂  Ty- ̂  Ty.) 1

qui rempli t la double condi t ion énoncée au début du n° 16, ainsi
qu'on le voi t en a t t r i buan t à x, j, u les cotes respectives i, i, c,
où a désigne un ent ie r positif ou négatif choisi comme on voudra. En
écrivant la déterminat ion in i t ia le des intégrales hypothétiques sous la
forme

P + (y—7o) ?(y) 4-(^-~ ^o) ^(•z1)»

et par su i t e les cond i t ions i n i t i a l e s sous la forme correspondante

//, —:: a pou r .v — ;z*o "̂  y — .y":= o?
au :}i(j) pour x—^==0,
Jy

au , ,^ r= y. ( x ) pour y — y , -=- o,

ces dernières ont bien la forme spécifiée au n° 6; r a alors la
valeur i 4- c, et y la valeur 2 +-c* Cela étant, si l'on désigne par A
et B les dérivées partielles du second membre de (49) par rapport
à f— et —^ respectivement, puis par Ao et Bo les valeurs numériqueso•ûa ^y
init iales de A et B, le système S se rédui t ici à l'équation

, „ . à^a . (PU \. à^u
{«5o ) -~—— =: A() -r--: 4- Bo T~i ?' àxày àx^ oy^

Ann, /'-«•;. Norm.f (3) , XXL — SEPTEMBRE ^904. ^7
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OY, by-.)-i, . .., Sr-i.,.1

à un groupe u n i q u e composé de cette même é q u a t i o n (-^o), et le sys-
tème du premier ordre S à

ou
ôx
ou.
ày

= "'.o

== M;,,

OU y

()x
ou',,
ôy

A ^'4
- Al) Tte

- A rfM--Ao-^

+ u ^"'y+B.-^

(h<y
"T"" 1>() ^ôy

L'équation (5o) se trouve d/elle-même résolue par rapport a la
dérivée pr incipale j-—^ la seule ayant pour cote T + ï . Sur le sys-
tème du premier ordre (5î) , i m p l i q u a n t les inconnues^ , u^ u'^ effec-
tuons la t ransformation linéaire et homogène

x'^. a.r-h py,

j^:::::<î.r + Of,

où, les constantes a, p, $, 0 sont provisoirement indé te rminées . Si le

^ 1 est diiïérent de zéro, les deux équat ions ( ) î td é t e r m i n a n t P
r5 0 - ̂  = ̂ ,.

au. , ». == u.y{\\\ Sjan-im; < , . - > i ; , iuî c o n i c i i H i i i uans leurs seconds memDres^.du système ( ^ î ) , ne c o n t e n a n t dans leurs seconds mei'nhres
aucune dérivée, fo rmeron t , après la t r a n s f o r m a t i o n , un système réso"
i ï ï , . OU OU , , . , .lubie par rapport a ̂  „, et ce dernier , après la résolut ion, ne
contiendra non plus a u c u n e dér ivée dans ses seconds membres. Exa-
minons alors le système formé par les deux équations restantes du
système (5î), opérons-y le changement de variables, et calculons le
déterminant d i f ïe ren t ie l du système résu l tan t par rapport aux deux
ï - • . ()Uy Ou.^ 1 ^ ' ,dérivées ^p, •j^; ce dé t e rminan t a pour valeur

oc-BoP — A o a
^-A^-'.B^,•Bo(3 p -Aoa

polynôme entier en a, p dont les coefficients ne sont pas tous nuls ,
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puisque l'un d'eux est égal à i ; on peut donc choisir pour a, [î, o, 6
des valeurs qu i laissent différents de zéro, et le polynôme dont il
s'agit, et le déterminant de la t ransformation.

Prenons m a i n t e n a n t , dans le système (49) prolongé, les équations
de cote F + 2, c'est-à-dire de cote 3 -+-c, c'est-à-dire enf in d'ordre 3,
et du système (Q) ainsi obtenu déduisons le système (Ct), en nous
bornan t dans ce dernier aux termes qui cont iennent des dérivées
d'ordre 3, et en remplaçant les coefficients de ces dérivées par leurs
valeurs ini t iales, qui sont respectivement les mêmes que dans (Q);
il vient ainsi :

c)3 ii _ ()''1 u à''^ ii
• := AO -r, -h- S5o . . , . . ,2 + . . . ,à^2 à y ^ ( ̂  àx àf2

à''1 n . à''h\ ^ ^u
:An—-— -4- Bo(},r r)y2 "^ ° ô^ ày 0 ùy'-' r - " • •

Le nombre h des catégories d ' inconnues est ici égal à i ; on peut
d'ailleurs supposer la cote c de l ' i n connue u choisie de te l le façon
qu'en désignant par ^, Y], ir^', comme il a été vu à l 'a l inéa VI du
n0 16, les poids respectifs de .r, y, u, les poid^

•u •c u-^ v'~c u"^ v~c

' '"'^"î ^ ' ^ ? ^ ? .^2

, ,,. , ,, . , , . au au â^ ^u à^u
de 1 inconnue n et de ses dérivées secondaires ̂  . » j^^ Jxà}'' Jp

soient de degré supér ieur à zéro par rapport à l'ensemble des trois
q u a n t i t é s ^, T], u ( i l suffî t pour cela de supposer c = — 3). Cela é tant ,
désignons par s la somme des produits obtenus en mult ipl iant a? — ^o
par ^ y — y^ par Y], et l ' inconnue n avec ses dérivées secondaires par
leurs poids respectifs; posons en outre ©(.9)=== -^—^ et formons le

système

^ J^ ̂  i T e ( ') ̂  + ̂  °( s} à^y + " t '
^c ^u _£^ . - , ^ ^u . i^ofs1^ -t-
^^^^^Ï^0^^^^^" ^ "^^y3 ^ • • • t
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Ce dernier devient, après réduction à l 'uni té des coefficients des
premiers membres,

<^3" Ê ^ ,n. / ^ ^3U £ ^ ^ / \ ^3U

-—— :=: - - .© (.ç) —— 4" - - 0 (.y) -.——r - + - • - • »^^y 2 E àa^ 2 TJ ' ' àxôy-

à^ u g r^ - , . à3 il £ £ ^ / x <^3 n
-—~ ==. - ^ 0 (,s1) ——— + - 4 0 (s) —— +...,
àxày^ a ^ '^.T-'^J a r/ v ày'^

et en comparantle système((€l)) ainsi formé au. systèrne(Cil) ou (52),
nous avons à écrire les inégalités

s< t , •-- - > ï 'nodAo, " c > ino(.1'Bo,'2 Ç -2 'n

dont l'ensemble équivaut a

„ •>. rnodAtt , r j ^ £
(;:)3) 5 < ï , ...„..-—.-.—.„--.- ̂  ^ < .,,..„.._.. .

' e ^ î2 rno(l..B(»

Pour que les deux dernières des inégalités (53) soient compatibles^
il faut et il suffî t que l'on ait

Ê2

( 54 ) ïïi od Ao mod Bo < 7- y4

ce qui entraîne, a cause de £ <^ i , la condition nécessaire

(55) modAo(nod.Bo< y;

réciproquement d 'a i l leurs , si l ' inégalité (55) est sa t is fa i te , on pourra
trouver pour £ une valeur positive et plus petite que T , vérifiant (54)»
puis pour r- une valeur positive vérifiant la double inégalité qui figure
dans (53). La condition nécessaire et suff isante pour que les rela-
t ions (53) soient^compatibles est donc

m o d ( A o B o ) < { .
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En conséquence, pour que, l 'équation aux dérivées partielles (49)
admette une intégrale, et une seule, répondant à des conditions ini-
tiales données, il suffit , en désignant par A et B les dérivées partielles
du second membre /par rapport à ̂  et ̂  respectivement, que le
module ini t ia l du produit AB soit inférieur à {.


