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SUR LA REDUCTION

SYSTEME DE SUBSTITUTIONS LINEAIRES D'ORDRE 4,

Par M. R. ALEZAIS.

1. Dans un article précédent de ce journal, paru en 1go2, jai
résumc les parties de ma these ol je me suis occupé d’une classe de
fonctions hyperfuchsiennes et de leur groupe de substitutions. Ces
subslitutions, que je suppose prises sous forme homogéne, ont pour

)s
u, 9, w étant les variables et u,, v,, w, leurs conjuguées, elles trans-
forment en elle-méme la forme quadratique

fic ; — 1403
coefficients des entiers complexes delaformea + oA (7\ = —)——\——

(1) F = wu, -+ ow, + o m.

Je vais considérer maintenant les substitutions a coefficients de
méme espeéee, qui reproduisent cette forme multipliée par un entier
réel £.

2. On dit que deux substitutions U et V d’ordre k sont équi-
valentes, s'il existe une substitution T d’ordre 1 telle que Pon ait

(2) TU=V.
Cette définition a été introduite par M. Hermite dans ses travaux
célebres sur la transformation des fonctions abéliennes (Compies

rendus, 1855) et il a montré I'importance que présente, au point de
vue dela théorie des fonctions, le nombre des substitutions non équi-
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valentes. M. Picard a appliqué ces mémes recherches & la théorie des
fonctions hyperfuchsiennes qu'il venait de découvrir (Comptes rendus,
1882), et, par analogie, il est facile de prévoir qu’elles sont appelées
i jouer un role également important dans cette nouvelle étude.

Soient en particulier J, (u, ¢, w), J,(u, ¢, w) deux fonctions hyper-
fuchsiennes admettant pour groupe de substitutions celui des sub-
stitutions semblables de F, et soit

J:X( Wyt “’.) = Jl : U ( o, ¢, (") .
ce que Uon obtient en effectuant sur «, ¢, @ dans J, la substitution U

d’ordre £; il existe, d’apres un théoreme de M. Picard, une relation
algébrique entre les trois fonctions J, J,, J,, soit

(3) O[T Gy oy 0y, Joluy 0f a), JyCu, oy )] == ol
Effectuons sur «, ¢, & une substitution queleconque T d’ordre 1;

J, etJ, ne changeront pas; le degré de I'équation (3) en J, sera égal
au nombre des valeurs différentes que prendra J,5 or J, est devenu

I 0Ty 0y 0) ] = T UT (ay 0y 00) == T U (g 0y 00) |
ou U est une substitution d’ordre £.
Donnons & T deux déterminations différentes T, et T,, et soient

=T i (e oy 0) ) =3 P UT (g 0y 00) == J P U oty 0y 00 == 3 (U7, VY, W,
Iy =dy (Tolee, eyw)) =X 0UT, (ay 0, ) == J [ UL (g 0y 00) 22 (U7, VI, WY,

Pour que 'on puisse avoir J; =T}, il faut que les arguments U’, V7,
W et U”, V7, W” se déduisent 'un de I'autre par une substitution du
groupe de J,, ¢’est-d-dire que 'on ait

r]w U/1 — U;,
17 étant une substitution d’ordre 15 cette condition est d’ailleurs suf-
fisante, car, si elle est réalisée, on a
V=TT U Coy oy vyt = I U Caey 0y ) | == 0

Sidonc T parcourt toutes Ies substitutions d’ordre 1, J, prendra au
plus autant de valeurs qu’il y a d’unités dans un systeme complet de
substitutions non équivalentes d’ordre £. Le nombre N des substitu-
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tions d’un tel systeme fournit donc une limite supérieure du degré
enJ, de 'équation (3). Mais, de plus, on peut montrer que N est ce
degré lui-méme; il suffit pour cela d’établir que toute substitution &
est équivalente & une sabstitution de la forme UT ou, en d’autres
termes, que toute substitution d’ordre % est de la forme T'UT, U étant
une substitution particuliere d’ordre £, et T et T” étant des substitu-
tions d’ordre 1; or, nous vérifierons plus loin qu'il en est bien ainsi
pour toutes les valeurs considérées de £ (*).

3. Je suppose les substitutions sous forme homogéne et je les
éeris
W= Ay 4By - Cyur,
(4) o= Ay = Byo 4= Gyu,
o'z Apow -+ By o + G a,
ouw encore
A B G
U= A, B, G
Ay By G

En représentant les quantités conjuguées des A, B, C par les letires
grecques correspondantes, la substitution inverse de (4) est
/

L
u "*7',(/1”’ T e,

- 3
(D) 0 (oty ¥ oty ¢/~ ozl ),
k

J
== o (Batv 4 By ¢ A Py ).
A
\

(1) On pourrait raisonner de la maniére suivante : Reprenons les fonctions ( construites
par M. Picard ot 6ludiées dans les autres parties de ma these; & toute substitulion
d’ordre % effectuée sur «, , w correspond pour ces fonclions une transformation d’ordre 43
on sait que, si U est une transformation particulidre d’ordre 4 ct U' une transformalion
quelconque du méme ordre, on peut loujours trouver deux transformalions du premier
ordre T et 1" telles que l'on ait

U =T10T;

il en est done de méme des ‘substilutions. Le raisonnement ne vaudrait pas,- parce que,
a toute transformation du premier ordre, ne correspond pas nécessairement une substi-
tution (ransformant ¥ en clle-méme.
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En exprimant que (4) multiplie la forme F par £ et que (5) la mul-
tiplie par },, on est conduit aux deux systemes suivants de conditions
dont il est facile de vérifier I'équivalence
AiBo+ AsP -+ Ay =4,

Crys +Coyy +Cyys =4,
Aoy -+ Ay + Ay oy = o,

(©) BB+ Bop, -+ By =o,
Cyoy + Cyoy + Cyoy == 0,

i G+ Cafsy + Gyfy = o0

AiRy+Byay + Cryp =1,

AyBy+Byoy + Cyyy =4,

(6 ABi+Bio 4+ Gy =o,
ABy+ By, + Gy = o,

AL+ Biay - Ciyy=o,

Ay +Byoy + Cyyy = o.

Il résulte de ces ¢équations

(7) C o J2 . i g
7 o By— oy oy By— oty By - oy By — oy By -

s ¢tant la valeur commune des trois rapports. Et de plus, o désignant
la quantité conjuguée de s, on trouve

(8) sg = %)

d’ou il suit que £ est un enticr susceptible d’étre mis sous la forme
k=(a-+ b)) (a+ bX) = a®—ab + b2,

¢’est-a-dire un entier de la forme 3m +1 ou 3(3m +1).
Il résulte des équations (6) et (7)

s A By — AyB, == ksy,, AsBy— A By = ksy,, ABy— A By= ksy,,
(9) l B,Co—B,Cy = ksPBy,  ByCy— ByCy==ksPy  ByC,— B, Cy= ks,
A:}C“—A1C¢;g :'—-_/fsa“ Azc;; ‘—A;;CQ:I('SOCQ, A]Cg'—f‘g(:l :/i'SGC;;.
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et :
A, B, G

(10) A=A, B, G |=— A%,
PA; By G

Une des valeurs de s vérifiant I'¢quation (8) est évidemment

I
§ = ————
a—+ bp* ?

p désignant A ou A*; la valeur la plus générale de s peut s’écrire

Q
§— — =
a—+ bp?

ou la quantité Q et sa conjuguée Q, doivent vérifier la condition

QQ,=1.
Il en résulte
IJ
Q =ep, i
L,

olt € == == 1, g, est une racine cubique quelconque de l'unité, L est un
entier complexe et L, son conjugué. Mais A devant étre entier, L ne
peut contenir d’autre facteur que a@ + bp a la premiere ou ala seconde
puissance; on a done en définitive

(l ’) s=¢p, _(C-l—:l: [152)n+f

avecn=ooun=1(").

(1) Il peut eire utile de condenser les formules (9) en une seule. Supposons 7 = o
(¢’est, ainsi que nous le verrons bientdt, Ie scul cas important), posons

Ay By Gy Dyy D12 Dys
Ay By Cy | =] Dar D2z Do {,
Ay By Gy D31 Dza Dy

et soit Az la quanlilé conjuguée de D;;; les formules (9) seront conlenues dans
formule
DaugDyg == DypDus = (— 1)a+Bry+8 () —)2) Aoy, B3
o, B, v, 0 représentent les nombres 1, 2, 3 dans un ordre queleconque; toutefois, on doit
supposer B < ¢, «< v et réduire (mod 3) les indices « ~+ v, B + & de maniére a ne leur
laisser qu’une des valeurs 1, 2 ou 3.
Ann. Ie. Norne., (3), XX1. — JuiLLer rgof. 35
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4. On voit facilement que

1o 0 0 1 o
Té=1 0o 1 0 ) =11 0 o
0 o (—h)* o 0 1

sont des substitutions d’ordre 1. Or on a
T2U = U,

si U se déduit de U en multipliant par (—A)* les éléments de la troi-
sieme ligne, et I'on a
03U == U',

si U se déduit de U par I'échange des deux premitres lignes.

H en résulte que, dans la recherche des substitutions non équiva-
lentes, on peut réduire & Nunité le facteur e, de Uexpression (t1) et
¢changer les deux premicres lignes.

5. Considérons maintenant les conditions générales d’équivalence.
De I'équation TU==U', on tire T=UU", ¢est-a-dire en dési-
gnant les ¢léments de T par My, Py, Ri(i==1, 2, 3) et ceux de U" par
A, B, C(i=1,2,3),

By B By
M, P, I, AB, kokok
L PR Iy Uy U
My Py Ry | =] A, B, € > rh
M:x Py R, A,{; B.f; 1'.{5 !/_2 /1 /_;
ko k&
ou
1 . "
Mi= 7 (A{f+ Bio+ (i), Py== i—.(A’l i Biay+Ciy), Ry= ,1 (AL Py Boy -+ Gy 7,

. 1 . 9 N
(12) { My= 7 (A48 Byow+ (i), 1)2—_-%(A;(3,+ Beg-+Cyyy)y Ry= %_(A; By-+By oy + Cy7a),
I : ¥ ) 1 \ ' '
Mgf—': ‘/"; (Ag @Q ~+ Bg C(Q—i— (J; }/t‘ ), P;; = ”/l‘ <A;, @1 -+ I;.{, %y = (A; 71 )» l;;;'-: ;:,(AB ﬁ';; 4= ];;; Oy -t (l; YIS)!

Pour que les substitutions U et U’ soient équivalentes, il faut et
suffit que ces quantités soient des entiers.
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6. Si, dans I'expression (11) de s, on suppose n = 1, il résulte des
¢quations (9) que tous les ¢léments de la substitution sont multiples
de @ + bp. Or, considérons la substitution

a+bp o o
(€) 0 a-+bp o ,
o o a--bp

c’est une substitution d’ordre £ pour laquelle 7 = 1. Mettons-la & la
place de U’ dans la relation TU = U’, les ¢quations (12) deviendront

M, — ,.‘ﬁ”_« R P, = B o, R, = ___@E!_ﬂ,
a-- bp* a--bp? a—+ bp*
— P >, % — %3
M, = a - /)p'-" Py = a -+ /)p" R, = a -+ //p"’
R L. S 4 B —_
M; == o - /1(;2’ Py = a -+ bp?’ Rty = -+ bp?

On voit que pour qu'une substitution d’ordre £ soit équivalente
a (), il fautet suflit que tous ses éléments soient multiples dea -+ be.
Ainsi toule substitution d’ordre £, pour laquelle 7 =1, est ¢quiva-
lente & (0); cette derniére substitution perd d’ailleurs tout intérét si
, L [ U
Pon considére sculement les rapports —, —- Nous pouvons donc sup-

poser désormais n == o.

7. M. Picard a effectué la réduction de ces substitutions en suppo-
sant £ nombre premier de la forme 3m + 1, et il en a publié¢ les résul-
tats dans une Note des Comptes rendus (1882). Toutes les substitutions
y sont ramences & cing Tableaux contenant, outre la quantité p qui
peut prendre les valeurs 4 et A*, une indéterminée assujetlic a vérifier
certaines congruences. Bn comptant le nombre des solutions de ces
congruences, on arrive & trouver le nombre des substitutions non

équivalentes.

8. J'ai repris dans ma thesc cette réduction; j’y ai justifié les résul-
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tats de M. Picard, et j’ai montré qu’on peut aussi les présenter de la
manitre suivante :
Considérons le Tableau

1-}—4-/)9-!—4-{,-{“001 —'2001 ——20(] —{—p‘-f“{)‘)
(A) - 2/\"{]'{)1 /\ 2/\"7’]1 ’
—o(a+bp)n(r+2n,0,) 2(a-+bp)0, (a+bp)(1-+4n,0;)

ol 7, et 0, sont les quantités conjuguées de v et 0. En premier licu, il
est facile de voir qu’il représente une substitution d’ordre £, quels
que soient les entiers complexes v et 0. Bn second lieu, j’ai montré
dans ma thtse que deux substitutions de ce Tableau, relatives & une
méme valeur de 1 et & la méme détermination de g, sont équivalentes,
non sculement si les valeurs correspondantes de 0 sont congrues
entre elles selon le module £, mais aussi si elles sont toutes deux mul-
tiples de @+ bg; il en résulte que le nombre des substitutions non
¢quivalentes relatives & une méme valeur de v est, non pas 24%, mais
seulement 2(£* — & --1) (*).

Cecl posé, voici les résultats auxquels je suis parvenu; on obtient
un systeme complet de substitutions non équivalentes d’ordre 4 -

(1) Il est facile de voir que parmi les A% enliers complexes formant un systéme complet
de nombres incongrus selon le mod £, il en est & qui sont multiples de @ -~ bp. Ln effet,
soit un enlier quelconque & -+ qp, pour qu'il soit multiple de @ -+ bp, il faut ct sullit qu'il
existe des entiers réels # ot y tels que U'on ait (mod %),

§+mpes(a+bp)(e+yp)

ou
ax— by =3

b -+ (w--b)y =1,
ce systéme entraine lo suivant :

an—>bk

‘ dk).
bn+(a—b)t=o (mod#)

Ge systeme homogene ayant son discriminant congru & o (mod /) équivaul 4 une seule
o y . le n = b Eodou £ U 5 i .
congruence, par exemple = =&, d'ol §-+np = > (¢+ bg). Cetle expression ne con-

tenant qu’une indéterminée & 4 valeurs (mod k).
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1° En faisant = o dans le Tableau précédent, puis en prenant
toutes les substitutions non équivalentes du Tableau (o) ainsi obtenu.
D'apres ce que je viens de dire, on les obtient en faisant parcourir
a0 =m+nk(met n enticrs réels) un systtme de valeurs incon-
grues sclon le module %, mais en ne retenant qu'une seule des £ va-
leurs qui sont multiples de @ + bp, enfin en faisant successivement! p
¢gal & Aetd A% On a ainsi 2(£* — % + 1) substitutions.

2° En intervertissant les deux premiéres colonnes dans le Ta-
bleau (), puis, dans le Tableau ($ ) ainsi obtenu, cn faisant parcourir
a 0 un systéme de valeurs multiples de @ + b? et incongrues selon le
module @ + bp et en donnant & p ses deux valeurs. On a ainsi 24 sub-
stitutions.

3° En faisanty = 1 dans le Tableau primitif, puis dansle Tableau (v)
ainsi obtenu, en prenant 0 premier avee £ et tel que 1 + 20 soit mul-
tiple de @ + bp* sans I'dtre de @ + bo; puis en prenant 0 multiple de
a-+bo* et tel que 1+ 40 le soitde @ +b6p; enfin en donnant toujours
a p ses deux valeurs. On a ainsi 2 (£ — 2) + 2= 2k — 2 substitutions.

4° Bnintervertissant les deux premitres colonnes (), puis dans le
Tableau (v) ainsi obtenu, en prenant 0 tel que 1+ 20, et que 2+ 30
soient multiples de @+ bp; et en donnant & p ses deux valeurs. On
obtient ainsi deux substitutions.

En définitive, Ie nombre total des substitutions d’ordre £, £ étant
premier et de la forme 3m + 1, est

2(l2—k 414k hk—14+1) =2 (P+ k—+1).

9. Je vais dévolopper les caleuls en supposant £==3; ce cas parti-
culicr présente quelque intérét comme devant fournir pour le degré
enJ, de Iéquation (3) la valeur la plus basse. La marche & suivre
pour le traiter présente de grandes analogies avec celle du cas précé-
dent. Le caleul, toutefois, differe d’une maniére assez notable en
raison de la circonstance suivante : on aicia + bp =1+ 24, ct, par
suite, @ + bp* ==1 -+ 27\* = — (1+2A); pour établir qu’unc quantité est
divisible par £, il ne sulfit donc plus de montrer qu’elle est divisible
par a -+ bp et par « + bp*. Unc autre conséquence immédiate de ce
fait, est que deux substitutions qui ne différent que par la détermina-
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tion de p sont équivalentes entre elles, nous pourrons donc désormais
remplacer p par A.

10. Considérons les deux Tableaux suivants, qui se déduisent'un
de I'autre en échangeant les deux premicres colonnes :

g 1400 - Gonny 09, — 200, —a0(1+420,6,)
U=] —6nn 3 60y ;
(— 22y n(r--2n,0) a(r--22)0 (1-+ Q).)(I-—k—.ﬁ‘/}lol)J

N
=y Vo G0 - G, 00, 004271, 0,)

V= 3 — 6111, 611, .

(2(1-=22)0, =2t 2l)n(c+on,0)  (1-=20) (0= 4n0;)

I est facile de voir que toutes les substitutions qu’on en déduait en
prenant pour 7 et O des entiers complexes quelconques de la forme
m ~+ nh et pour 7, 0, les entiers conjugués, sont des substitutions
@ordre 3. Je vais d’abord effectuer la réduction des substitutions U
el 'V, puis je montrerai que les substitutions quelconques d’ordre 3
sont ¢quivalentes anx momes substitutions que les substitutions U
et V.

1. D’'une maniére générale, nous avons va que, pour déterminer
si deuxsubstitutions sont équivalentes, il faut porter leurs cocelficients
dans les relations (12) et chercher si les nombres M, P, R ainsi obte-
nus sont entiers. 8'il s’agit de substitutions U ou V, on voit immédia-
tement que M,, M,, M,, P,, R,, R, sont entiers; il sulfit donc de
s'occuper des trois quantités Py, R, et P,. Des deux substitutions dont
je cherche I'équivalence, je suppose 'une caractérisée par v, 0, et
Pautre par 7, 0. On trouve que les quantités M, P, R sont les mémes
que l'on compare deux substitutions Uou que 'on compare deux sub-
stitutions V3 mais elles ont d’autres valeurs si 'on compare une sub-
stitution U et une substitution V. Je désignerai par M, P, R’ les
quantités M, P, R relatives & ce second cas.
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Posons
(P) = (40" 0+ 40", 0'07) 00, (1 + b0, 0y + Gy 06,)5' 0,
—a(1-+200) (1207, 0,)0,0,

(Ry) = (1F 4 0 -+ G0, 0/ 0,) 0 - 21, (1 + 20015 0,

(13) ¢
— (1 400) (1 -+ 20, 0,0,
(Py) =20 (1 =203 07) 00, 4 (x == 40, 0y =+ Gen, 00,) 0
— (1 200) (1= 40 07)9;,
(P =4800,0"07 4 (1~ boay 0y + 40 00,) (1 =4 40" 0+ bn'n, 970}
S (- 200) (1 4 20 0})0, 7,
) /(1{1)21100’0',—%- it (1= 200) (1 4= 40" 0"+ 40" 0! 00
= (= 600 (1420, 07) 0,
(P =200, 0, -0 (1t + G0 0) = Gorn, 00,) (1 -+ 205 07)

A= (120 0) (1 -+ Gaf 07)0,.

Si 'on cherche équivalence de deux substitutions U ou de deux
substitutions V, on (rouve

(»15) Py — %(1)1)7 R, = I‘::)’,(ILL - Py=— T‘_{_)j—)\(p;)

Si 'on cherche 'équivalence d’une substitution U et d’une substi-
tution V, on (rouve
I 2

M / [ 2 r [ — - y/
(16)  Pi= (Pl Ri=—oms (R, Pi= 2 (P

Il est utile de remarquer que 'on a
(17) (Py) = 0:(Ry) + (Q) = 0'(P3) + (Qs),
en posant

Q1) == (120, 0,) 0 0, — (1 21, 6,) 6,6,

f (
) ?(()3)2‘.7—‘(1"{"‘.’2'{[’0’)001 — (1 +200)0,0,

et, de méme,

(19) (P)y=120,(R}) + (Q})=20(P})+(Q3),
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en-posant

(20) 5 Q)= (420014 46"0" + 40", 0707) + 2(1+ 207 07) 0,0,
- [ Q)= (1420 0") (1~ 4,0+ bony 00,)  ~ 2(x~-200)0,0.

12. Considérons d’abord deux substitutions U ou deux substilu-
tions V relatives & une méme valeur de 7).
Bn faisant " == dans les formules (15), il vient

(P =00,4-0'0 — 20,0,  (R))=0—0,  (Py)=0 —0,.

En portant ces valeurs dans les ¢quations (15), on voit que R, et P,
sont entiers si I'on a

(:),]) 0———0’::(!—1-?.7.).1‘,

olt & est un entier complexe quelconque.
Pour que P, soit entier, il faut que P, soit multiple de 35 or, en
tenant compte de (21), on a

() =3xx,+ (1~4-20)(Day~+ 2 0;).

Pour que (P,) soit multiple de 3, il faut que Oz, + 20, soit mul-
tiple de 1 -+ 2A; mais Oz, 4+ 20, qui est réel, ne peut étre multiple
de 1+ 2Asans étrede 35 il faut done que 'on ait

0.’1.‘, - .’1)01 == 3 Y,

oltv est un entier réel. Posons

lzy=0-+Lb (3 eldréels),
nous aurons
b=z — 3y,
d’ol
Oz =0 +h20—3v)==(1+22) ¢+ + 22)v].

Ainsi O, doit étre multiple de 1 == 27; ce qui entraine que soit 0,
soit 2, le soit aussi. Si0 est multiple de 1~ 224, on voit facilement
sur la forme primitive que, pour que (P,)soit multiple de 3, il faut et
il suffit que 0" soit aussi multiple de 1+ 2A. Pour que @, le soit, il
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faut et suffit que 0 — 0’ soit multiple de 3. Ainsi pour que deux sub-
stitutions d’un Tableau U ou d’un Tableau V relatives & une méme
valeur de v ne soient pas équivalentes, il faut que les valeurs corres-
pondantes de 0 soient incongrues selon le module 3 et qu’elles ne
soient pas toutes deux multiples de 1+ 2A. Il en résulte que pour
chaque valeur de % le Tableau U et le Tableau V donnent chacun
3% — (3 — 1) = 7 substitutions non équivalentes entre elles.

13. Faisons 1 =0 dans U et V, nous aurons les deux Tableaux
suivants :

= — 206, —a20 )
() o 3 o s

(¢ 20+22)0, 142k

" — 200, Y/
§5) 3 0 0

(L 2(1+ 22)0; o 149k J

Cherchons dans quel cas ces deux Tableaux sont équivalents. Pour
cela, supposons que dans (B), 0 soit remplacé par 0’, puis faisons
7 =1/ = o dans les relations (14) et (16); nous aurons

P= 'i',(l -+ 60,0+ 499,0'0),

20
Coe 20 (142000,
Ry T (200
2.0
27 ’
= L (1 ++2007).
DY ( 1)
Si 0" est multiple de 1+ 24, P ne peut pas élre entier; siau con-
traire 0’ est premier avec 3, on peut choisir 0 de maniére que 1 +200',
et, par suite, 1~ 20,0 soient multiples de 3 et ainsi

I v -
Pi=qglr+ 20,0 4+ 20,7 (1 +2060,)],
R, P, sont entiers. Mais, d’aprés le numéro précédent, toutes les

substitutions de () qui correspondent & 0 multiple de 1+ 27 sont
Ann. Ec, Norm., (3), XXI. — JonLer rgof. 36
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équivalentes entre elles. Le Tableau () ne donne done qu’une scule
substitution non équivalente aux substitutions ().

14. Gomparons maintenant une substitution U ou V quelconque,
que je supposerai caractérisée par 7’ et 0, aux substitutions (o) et (B),
il faut pour cela faire v =o dans les relations (13), (20). On es
amené i distinguer les cas suivants :

19 Soit 0 multiple de 1 4 2. En prenant 0 multiple de v+ 274, on
voit que (R,) et (P,) sont multiples de 1+ 2A et que (Q,) et (Q,)
sont multiples de 35 il en résulte, d’apres la formule (17), que (P,) est
aussi multiple de 3 et'équivalence est établie.

2% Soient 0’ et 1 + 270" premiers avee 1 -+ 2%, En assujettissant 0
a vérifier la congruence

(22) (12000 —0'=0 (mod 1972,

on voit que (Q,) et (Q,) sont multiples de 1 -+ 274, On a ensuile, en
tenant compte de (22),
(1=’ 07 ) (Ry) ol (' 0 =1, 0 ) (mody - a2
(=20 0 (r =0, 0 ) (Py) 0l (0! —0/, 0 S
Mais la différence de deux quantités conjuguées est le produit
de 124 par un entier réel; les premiers membres et par suite
(Ry) et (Py) sont done multiples de v+ 2. Il reste & voir que

(Py)==0,(Ryy-+(Qy)

est multiple de 3. Ecrivons
(o200 )y — 0 (1420 ) .

2 est de la forme
oz LA (1o U ®

olt § est une détermination quelconque de @ et o est un entier com-
plexe quelconque. Il en résulte

(1=20/0Y(Py) 20,0 (60— 0 ,
IS o a2l R 0 (2 0 ) [ By (4 a0 ) |

(modr1—+ad).

Le coeflicient de @, étant premier avee 1 -+ 22, on peut profiter de
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lindétermination de @, pour rendre le second membre multiple
de v+ 2A et (P,) se trouve ainsi multiple de 3. L’¢quivalence es
done encore obtenue.

3° Soit 1+ 290" multiple de 1+ 27%4. Donc 0" premier 1+ 2A. Je
remarque d’abord que (Q,) (avec 7= o0) ne peut étre multiple
de 1+ 27, Au contraire, (Q) est par le fait de hypothese, car
Ve 40 0 = 40 0 00 = e 200 20/ 0 (0= 2 6.

De plus, pour que (Q}) le soit, il est nécessaire de choisir O mul-
tiple lui-méme de 1+ 225 0 étant ainsi choisi, (R)) et (P}) sont aussi
multiples de cette méme quantité, mais alors, pour que

(Py) =20 (Ry) +(QF)

soit multiple de 3, il faut que (Q}) le soit. Or, dans (Q)), le terme
a(1+270,00)0,0" Pest également, il faut done que Pautre terme
t 400"+ 40", 00 e soit. Or posons

14200 = (1 ++21)a,
" nous aurons
Cob e 0= hea' 0} 00 = S+ (1 = 20) (2 4 2y).

En raisonnant comme au n° 12, on voit que, pour que le second
membre soit multiple de 3, il faut que « soit multiple de 1+ 22 et
par suite que 1= 270" soitmultiple de 3. Cette condition est d’ailleurs
sullisante.

Nous trouvons done un cas unique ol les substitutions U et V les
plus générales nese réduisent pas a(z)ouh (§); ¢’est celui ot 1 4270’
est multiple de 1 —+ 27 sans 'étre de 3.

I5. Faisons n =1 dans U et 'V, nous aurons les tableaux suivants :

(- 40+ 400, — 20, —20(L-20,) )
(7) —06 3 6 ,
(— 2 (1 2k) (- 20,) 2 (14 22)0, (1—{—27.)(1-}—_’;01')}
© — 200, 140+ 400, —a0(1420,)
(7) 3 —6 6

a(1-4-22)0, —o(1-424) (1 20)) (1+27=)(I+401)J
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Supposons O remplacé par 0" dans (y') et comparons entre elles les
substitutions (v) et (y') en nous mettant dans le cas ol elles ne
se réduisent pas & (o) ou (B), ¢’est-h-dire en supposant 1+ 20" mul-
tiple de 1 + 24 ct non divisible par 3. Pour cela, faisons n="=1
dans les formules (14) et (20). 1+ 20" étant multiple de 14 272, on
voit qu’il en est de méme de (Q') et que, pour que (R) le soit, il faut
et il suttitque 0 le soit aussi. 0 étant ainsi choisi, pour que

(P1)=20,(R1)+ (Q})

soit multiple de 3, il faut que (Q)) le soit, or nous avons vu au numéro
précédent que ceci exige que 1+ 20" soit multiple de 3 contrairement
a hypothese. Ainsi dansle cas ot les substitutions (y) et (¥") ne sont
pas équivalentes aux substitutions (o) ou (8), elles ne Ie sont pas
entre elles.

16. 1l s’agit maintenant, en supposant 1 + 210" multiple de 1 + 27
et non de 3, de comparer les substitutions caractérisées par v’ et 07
aux substitutions (v) et (¥"). Nous allons voir que la réduction réussit
en portant les expressions (13), ot nous aurons fait 1 =1, dans les
équations (15); il en résultera que les substitutions U se réduisent
a (v) et les substitutions V & (v').

Dans les hypotheses actuelles, pour que (Q,) soit multiplede 1 4 24,
il faut que 1+ 20 le soit. 0 étant choisi de maniére a vérifier cette
condition, on voitque(R,), (P,)et(Q,)sont aussi multiples de 1 + 274;
il reste & rendre (P, ) multiple de 3, ou

(L) O (Ry) +(Qy)
L~ 2/ I~ 2/

multiple de 1 -+ 2%. Posons
Lo/ 0 (t4- 2 ) 120 ==(1 ~2))y:
nous aurons

G(Py)

T = ey - y) 000 (modi + 23).
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Ory estde la forme
y=Y+ow

ol Y est une détermination quelconque de y, et & est un entier arbi-
traire qu’il suffit ici de supposer réel. On peut done écrire

‘,l(l)l)

I =2/

= — (YY) 06, —1600,m  (modi—+al).

Le coelficient de & est premier avee 3, on peut done choisir o de
maniére & rendre le second membre multiple de 3.

Chacun des tableaux (v) et (y") fournit autant de substitutions non
¢quivalentes entre elles ni aux substitutions («) et (§) qu'il y a de
classes de nombres incongrus (mod3), multiples de 1+ 2A et non
de 3, ¢’est-d-dire 3 — 1 = 2.

17. Kn joignant ce résultat & ceux que nous venons d’obtenir, on
JO1g
voit que le nombre des substitutions non équivalentes auxquelles se
réduisent les tableaux U et V d’ordre 3 est

A R B i ol R 2

Ces substitutions correspondent a z = o (n° 4); si I'on veut intro-
duire celles qui correspondent & 2 =1, il faudra ajouter 'unique
substitution

1-4-27 o0 0
(&) 0 1424 o
[§) O [ - 22

18. Avec k=3, on ne peut pas remplacer (') par le tableau (2)
obtenu en faisant = 2 dans U. En effet, les substitutions qui se
réduisent i (y) stant des substitutions V, il faudrait que les quantités
(14), ou 'on aurait fait n=2, n'=1, rendissent entiers les seconds
membres des équations (16) et cela en supposant 1+ 20" multiples
de 1+ 22 et non de 3.

Or 1 + 20" étant multiple de 1+ 22, pour que (R}) le soit, il faut
que 0 le soit aussi. D’autre part, (Q}) estmultiple de r -+ 27 quel que
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soit 0. Mais alors, pour que
(P}) ==20,(R}) + (Q})

soit multiple de 3, il faut que (Q)) le soit, ce qui exigerait, comme
au n® 14, 3°, que 1+ 20" soit multiple de 3, contrairement & Uhypo-

those.

19. 1l reste & montrer que toutes les substitutions d’ordre 3 se
réduisent a celles des tableaux (o), (8), (v), (v'). (2.

Considérons une substitution quelconque Cordre 35 on peut faire
sur cette substitution les remarques suivantes qui se déduisent des
¢quations de condition ¢erites plus haut :

19 S’il n’existe aucune ligne da tableau des coefficients

A, B, G
B, G,
Ay By €y

/

dont deux éléments soientpremiers avee 1+ 24 =/ — 3, tous les ¢leé-
men(s premiers aveey — 3 appartiennent i laméme colonne. Cestune
conséquence des équations () et (11); en elfet, supposons, par
exemple, que A, et B, soient premiers avee 1+ 2%, le binome
A,B, — A B, ¢tant multiple de celte quantité, il faut que A, et B, ne
le soient pas, et ainsi deux des lignes ont deux ¢léments premiers
avee 1+ 2.

22 Si tous les A et tous les B sont multiples de 14 24, il enest de
méme des C. En effet, les équations (67) envisagées comme congruences
peuvent s’éerire (4, j=1, 2, 3)

(23) NGBy Cryy==0 (mod3).

St Aif;+ Bo; est multiple de 3, il faut que Cyy; le soit aussi et par
suite que tousles Csoient multiples de r—+ 2% (").

(1) Une troisidme remarqgue qui étail vérifiée avee & == 3m -1 (voir ma Thise, p. 83, 2")
ne U'est plus ici, un A étant premier avee -+, les B el les € élant multiples de cetle
quantité, les B ne sont pas néeessairement multiples de 35 en effet, une quantité B; et sa
conjuguée B; élant toutes deux multiples de 1+ 22, on ne peut en conelure que B; soit
multiple de 3.
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Les cas qui peuvent se.présenter sont done les suivants :

1° Deux éléments d’une méme ligne sont premiers avee 1+ 27%;

20 Un des A est premier avec 1+ 24, les B sont multiples de 3,
fes G sont multiples de v + 27;

30 Un des B est premier avee 1+ 27, les A sont multiples de 3,
les G sont multiples de 1+ 27%;

40 Unodes A est premier avee 1+ 27, les B et les C sont multiples

| !

de cette quantité;
5 Un des B est premier avee 1+ 24, les A et les G sont multiples

de cette quantité;

62 Tous les ¢éléments sont multiples de 1+ 24,

20. Dans ce dernier cas, nous savons que la substitution est ¢qui-
valente & (6), mais, avant d’effectuer la réduction des autres cas, jo
ferat encore les remarques suivantes.

21, On sait qu'une quantité de la forme p + Aq¢, ol p et ¢ sont des
entiers réels, peut encore s’éerire

5 ' m—A=(m-2n) \/____A;l
olt m etz sont aussi des entiers réels. Berivons en conséquence
2N =i (420 )\/: 3, aBr= b= (b4 2 0}) \/:—:’
2o et (e e ) V5.
Les relations (23) avee / = deviennent
it (v ma )W=3] | o (001 )V =53]

" I bi(Dit2.02) \/:“')’ ] I‘(’i— (a;~+2a; )\/:§ I
-l es= (ot a e )WW=3] [ com (c;H2¢})y—=3] =0 (mod3).

On en lire
(24) ciozoagb; (mod3).

Il résulte de cette relation que, sie¢; n’est pas multiple de 3, «; et b,
sont, ou bien tous deux congrus 4 1, ou bien tous deux congrus &

— 1(mod3).
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22. De méme, les relations (g) donnent, en séparant les parties
réelles et imaginaires,

( @a;b;— a;b;=0

(25) ¢ bie;—biei=0 (mod3) (i, /=1,2,3,i5%/)),
( @icj— ;¢ =0,
ot
[ @ Chy— ¢y @y~ ey dy — (yc) =— a;

Ay Cly ~— Cy (U~ Cy (fy— Q3 == (L,

ayClhy— ) Wy ey d - anl| = ay

biey ~— ¢y Uy -+ ¢y Uy — by == b,
(26) byly ~ ¢y Ul = ¢y Uy = byl =2— by (mod 3).

J . U ) ! g
Oy —cp Uy~ ey by — by 22— Uy
a Vy— by~ byoy — agby == ¢,

Ay by— byt byt — ay by = — ¢y

ayby—bydy = Dy — b sy
23. Supposons que pour une valeur de indice on ait
(27) tiz= b= ge= g (mod 3),

¢ et ¢ désignant indépendamment Pun de Pautre == 5 il résulte des
relations (25) que P'on aura pour les autres valeurs de indice

aj=hy=ce; (mod 3).

D’autre part, les équations (6) montrent que les congruences (27)
ne peuvent pas étre réalisées uniquement pour Uindice 35 si done
elles sont réalisées pour une valeur de Pindice, elles le seront
pour ¢=1 ou pour ¢==2. Mais en échangeant les deux premicres
lignes, ou en changeant tous les signes, on obtient des substitutions
¢quivalentes; on peut done toujours supposer que les hypotheses (a7)
sont remplacées par les suivantes:

(28) = by e, v (mod 3).

Supposons ces derniéres hypotheses réalisées, les relations (26)
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donnent en particulier (17, 3% 4° et 6° relations)

Cc,—edy+ cyal—ecyc =—1
Ch—Ea, + Coa)—ecyd =cc,
(mod 3).

K ’ N - o
cy—eby+ ;b —cecye) =

cy—el,+ b\ —ecyc\ =—ccy

On en tire facilement

(eey(ai+ bl +eci))=al+ b+ ¢ec

mod 3).
? ecy(al + b +ecy)=dfy+ U, +ec, ( )

(29)

24. Si pour une valeur de #, b, étant premier avee 3, a; et ¢; sont
multiples de 3, les équations (25) montrent que I'on a

() Z5 ()55 (=5 C 5= Cy == C3 == 0 (mod3),

et les trois dernieres des équations (26) donnent
(30) biaj—ba;==0 (mod3) (é/==1,2,3,i#)).

25. Ces préliminaives ¢lablis, revenons a la réduction proposées; et
d’abord comparons la substitution la plus générale d’ordre 3 & la
substitution (&); il faut pour I'équivalence que I'on ait (*)

(R)==2A,0+C=0  (mody/=3) (im=1,2,3)
—(P)==2A00,4+ 2C;0,—B;=o0  (mod3) s
Supposons que, pour une valeur de 7, A; et C; soient premiers avec
V= 3, alors a; ¢t ¢; sont premiers avee 3 et, d’aprés (24), a; et b; sont
congrus entre cux etd ==1, on est donc ramené aux hypothéses (27)
qui, ainsi que nous I'avons vu, peuvent étre remplacées par les hypo-

(1) Iei et dans ce qui suit, je suppose que, dans les relations (12), on remplace les
lettres accentudes par leg éléments des Tableaux («), (£), (1), (') et que I'on supprime
les accents des autres lettres. Les expressions (P;) et (R;) sont analogues a celles qui
ont 616 désignées plus haut par les mémes notations; elles sont construites de maniére
4 vérifier, dans le cas actuel, les relations (15).

Ann. Ee, Norm., (3), XXI. — JuiLLer 19of. 3y
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theses (28). Soit done
(31) =0 =c¢cc =1 (mod 3).
Posons
2=t (L+2t)/—3 (L et ¢ réels),
nous aurons

a(R) =+ (a,+ 2@ )V =3[+ (L2t ) V=34 ¢, + (e, +2c) ) /—3.

Le second membre sera multiple de \/—— 3, si Pon a

a4+ ¢ =0 (mod 3),
c'est-a-dire
lz—¢ (mod 3);
il en résulte
00, = (mod 3),

el 'on a

—h(P)==a = (a,+2d) \/:——i

— o by (b 20 y—3] (mod 3)
ou

— ()=, + (a2 )\/::3-
by (b 426 )= +cc +ele, -+ 2¢, ) V—3

Ao (—e—al)/—3 (mod 3).
Pour que (P,) soit multiple de 3, il faut et suftit que 'on ait

-+ b +~ec =20

, (mod 3).
e(—e+2t)=d + U +ed) ' )

Or la premiére de ces congruences est une conséquence immeédiate
des hypotheses (31) et quant & la seconde, on peut déterminer ¢ de
manitre qu’elle soit réalisée puisque ¢, est premier avee 3. Suppo-
sons ¢ ainsi déterminé, nous aurons

20 = —g () + b +ec))y—3 (mod 3).
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Il reste & montrer que 0 étant ainsi déterminée, (R;) et (P))
(/= 2, 3) jouissent des mémes propriétés que (R,) et (P,).
Pour (R;), celarésulte, comme avec £ = 3m + 1, des relations

AfR)=A,C—A;C=0  (mody=3).
Quant a (P;), on a

— 4Py s=a;—+ (a;+ 2(1;)\/:3

o fej 4 (e a0 )W=3 [ —e—e(al + b, +ec))y=3]

— 2l s+ (b2 0)) V=3] (mod 3).
ou

—(Py)=2a;4- b+ e

A= [ty - byt e ol 2 a0 b 22 ¢j—-2ec (a4 U 4ec) ) |V—3  (mod 3).
Pour que (P;) soit multipie de 3, il faut et suffit que 'on ait

(i~ eC; =20 9
J J J (mod 3).

A A A e e A 1

Ges deux conditions sont réalisées, la premiere en vertu de (31), la
scconde en vertu de (29).

La substitution la plus générale d’ordre 3 est done équivalente i (o)
quand A, et C, sont premiers avec V—23. On voit, comme avee
k-=3m~+1 ('), quelle est aussi équivalente & («) si, A, ¢lant
premier avee \/jE, tous les B sont multiples de 3 et tous les C sont
multiples de y— 3.

On en conclut par symétrie que si B, et G, sont premiers avee
y— 3, ou si B, ¢lant premier avee — 3, les A sont multiples de 3 ot
les ( sont multiples de y— 3, la substitution est équivalente & (8).

26. Pour qu’une substitution se ramene a (), il faut qu'on puisse

(1y Foir ma Those, p. 85, n” 108.
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é

(R)=2(d;—2B;+2C;)0—2B;+ C= (mod V=3),
—(P)=2(A;—2B,+2C,)00,—2(2B;— CHI—B;=o0 (mod 3).

Faisons les hypothtses suivantes : pour une valeur de ¢, B; est
premier avec V—3 et A; et C; sont multiples de cette quantité et par
suite, b; est premier avee 3 et a; et ¢; sont multiples de 35 en posant,
comme plus haut,

20 =1t (t-+2l)y/=3,

nous aurons
(R)=0b,(t+1y  (mody=3).

1 faut done prendre, pour que (R;) soit multiple de y—3,

(=— {mod 3),
d’olt
00, =21 (mod 3).
Il en résulte

—a (P = af— 3 —[bi+ (b + 2b))y=3] 4 2¢}y=3
1ol b (b2 ) Y—=3 | —2 e/ =3[ 14 (—14-20')y—3 |
—| b (=20 V=3 ] (mod 3).

On trouve, en ordonnant, que la partic indépendante de y—3 est
multiple de 3 et que la condition, pour que (P;) le soit, se réduit i

bil—1420)==aj (mod3).

On peut déterminer ¢ de maniére i vérifier cette congruence et 'on
a alors
20,0 =— b+ ajy/—3  (mod3).

0 étant ainsi déterminé, je dis que (R;) est multiple de y—3 ¢ :

] y I : et que
(P;)est multiple de 3, freprésentant les deux indices autres que ¢, En
effet, nous avons vu, (n° 24), que dans les Iiypothéses actuelles
(c’est-a-dire b; étant premier avec 3, a; et ¢; étant multiples de 3),
«; et c; sont aussi multiples de 3. 11 en résulte immédiatement

bi(Ry)y==0  (mody=13).



SUR LA REDUCTION D'UN SYSTEME DE SUBSTITUTIONS, ETC. .Z(.)j

On a ensuite

—2b:(Py)= bl a/ =3 — b+ (b;+ 2 0)) V=3 | + 2¢} y—3|
2] 0+ (b 20)) V=3 | — 2/ =3 (b;+ aly=3)
— bbb+ 205 y=3 ] (mod3).

La partie indépendante de yv—3 est multiple de 3 et la condition
pour que (P;) le soit se réduit a

biaj— b;ai=o0 (mod 3).

Or cette condition est réalisée en vertu de (30).

Ainsi, quand un des B est premier avee y— 3 et que les A et les €
sont multiples de cetle quantité, la substitution est équivalente & (y).

>ar symétrie, quand un des A est premier avec y—3 et que les B
et les Cosont multiples de cette quantité, la substitution est équiva-
lente a (7).

27. Sil'on remarque que, en vertu de (24), A; et B; ne peuvent pas
étre premicrs avee — 3 sans que G; le soit aussi, on voit que la
réduction de la substitution la plus générale d’ordre 3 se trouve cffec-
tuée dans tous les cas indiqués au n° 19 et par suite que les douze
substitutions (), (B), (¥), (y') constituent un systéme complet de
substitutions non équivalentes d’ordre 3.

28. Jai dit au commencement que pour toutes les valeurs consi-
sidérées de £, U étant une substitution particuliere de cet ordre et U’
une substitution quelconque du méme ordre, on peut trouver une
substitution T du premier ordre telle que U’ soit équivalente & UT.
Ceci résalte immédiatement de ce que le Tableau (A) (n° 8) contient
des représentants de toutes les classes de substitutions non équiva-
lentes et que la substitution (A) est égale au produit suivant :

1 0o 0 1~ 400+ 400,00, —208, —a0(1+ 20,9,)
o Lk o — 201, I 27, .

0o 0 a-0f —orn(1427.0,) 20, [+ 41,9,
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La premicre de ces substitutions est la substitution d’ordre £ qui se
déduit de (A) en y fuisant v = 0 = o; la seconde est une substitution
dordre 1, car elle se déduit de (A) en y faisant £ = 1.

Voici, pour £ =3, un systeme de représentants des douze classes ot
leurs expressions sous la forme UT en prenant pour U la substitution
U, qui est la plus simple des substitutions d’ordre 3 et en me servant
d’ailleurs des nolations employées dans ma these et dans article
publi¢ dans cette revue (t. XIX, p. 289).

TasLeav (o).

f==0 U
10 0 1 —2 —_
Uy==] o 3 o s U,= 1| o 3 0 = U T8T,
o 0 h—212 o a(l—2%) h—12
—1 )
~ N ~ =N
I = A r— — 0 )
o 3 0 o Ul'l‘f;”"[‘:l’, U, == o 3 O = Uy
o (12 —7) J 272 o (] — YT
Lo 202=0) 1—i* (0 #lr—2) h—12
—1 () o= 72
(0 — ), A L — — 72 )
o 3 0 = U, T}T?, U= o 3 0 u, T
L0 2ll—1) 2 —22 L0 (=) L—1 ]
[J—p—
I —0 90k
Uy==] o 3 O = Uy T3S,

TasLeav (B).

V,= 3 o o = I, 0%,
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TasLrav (7).

D4k —o  a(RP—1)
U= =6 3 6 =U, T,

U=] —6 3 6 = U, T3 T2,

Tanteav (7).

- D= hh a(dr—1)

=13 —6 6 =U,TITAT T3 60,

a(1—1) —6 b —al

A% g = 3 — 6 6 = Ul Tg T: 0",



