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SUR

GERTAINS DEVELOPPEMENTS EN SERIES
DEDUITS DE LA METHODE DE CAUCHY

DANS LA

THEORIE DES BQUATIONS DIFFERENTIELLES ORDINAIRES,

Pan M. Bk PICARD.

Jipublie et une leeon que je viens de faive dans mon cours sur une
proprieté (V) intéressante de Ta méthode, souvent désignée sous le
nom de Cauchy-Lipschirz, faisant connaitre existence des intégrales
des ¢quations différenticlles ordinaires. Pour ce qui est de la partie
classique de eetle méthode et pour les notations employées, je prie le
lectenr de se reporter au Tome 11 de mon Traite d’Analyse, et je me
borne, pour simplifier, aucas d'une seule équation.

.o Avant d'arviver & Ta propriété que jai en vue, je ferai une
remargue, presque immediate, relative & la continuité de intégrale.
dnvisageons Uintégrale de 'équation

’;) [y y) (/ satisfaisant aux conditions de Lipschitz),
oy " v

(1) i indigue cette propriélé dans une Note Sur les développements en scéries des inte-
wrales des cqnations différentiolles par Lo méthode de Canchy (Comptes rendus, 5 juin 189g).
M. Painlevé avait, de son eblé, fait o méme remarque, comme on peut le voir dans les
Comples rendus (19 juin 1899,
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prenant pour x = x, la valeur y,. Si lon prend comme valear initiale
une valeur ¥, tres voisine de y,, on aura une intégrale (rés voisine de
la précédente. La chose est & peu pres évidente; pour le démontrer,
cherchons d'abord ladifférence des valeursobtenues, quand on a par-
tagé, comme dans la démonstration de Cauchy, Pintervalle (o, @)
parles points de subdivision

Loy Ayy Lay ey Xy gy X (a0 = ry),

. . . . !
en prenant successivement pour valeurs initiales y, et v, .
On ales deux systemes successils d’équations

Yi== Yo == ("'1 o "'u),/.(""m Yo )
s ) SO G v,

Py— ¥, == (.

o

Y o= Y ("' e "'u-—-l),/‘{"'u-»»lv Yu l)»

avee
S Y (eyery) [y, vy ),
J’ i} pros . . " . !"
R A ST D A RIS L N
e e D PN

Y .' . . NS N
Yoo Y (2 P gy )/ ("N 1 Yuog e
On a done

Y y,'t"": N .Ar;f p i (0 ) ’/( Pty Yuot) /‘ RAEST ,‘V;: ] 'I
et par suite
i,y - .yl | < ’ Yuot V’u 1 I -t /"("" e Ay »l)l'

On a de méme
| Yy BT [ Ynow~ Yuew L0 (eyy—= gyl

cCainsi de suite. En multipliant ces diverses inégalités membre i
membre, on a
l J - .)‘, i < 1 Yo .)’;, J ("/' e

Soientd’autre part Y et Y les deax intégrales de équation prenant

classique de Cauchy, et 2 ayantla signification de mon Traité, on a

, Y A
Y =y 2 (et
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2%
1Y — ' < A (eMe=rl —1).

On a done

’ Y i YI l < I.)’U — Q’:; I M(,r—,r.,) - {"/_Z\ (e/.l.r—nru) — )‘

Or % estaussi petit que on veat, si la subdivisiona 6(é poussée suffi-
samment loin. '

Done, si [y, — v, | est prissullisamment petit, on voit que | Y — Y|
sera aussi petit que 'on voudra, ce qui ¢tablit le continuité annoncée
des deux intégrales Y et Y correspondant aux valeurs initiales y,
ety

2. Nous sommes maintenant en mesure d’indigquer la propriéte
annoneée de laméthode de Cauchy. Quoiqu’elle paraisse presque évi-
dente en elle-méme, elle présente un certain intérét, surtout quand on
la rapproche de quelques (ravaux récents sur les développements en
stries de certaines fonetions. Soil toujours I'équation

Ay o
i ARl

et considérons Uintégrale Y prenant pour 2 = «, la valeury,. Suppo-
sons que, a eroissant a partir de ,, Y soit continue tant que 2 ne
dépasse pas a, 4 A, et que, de plus, pour chacune des valeurs (z, Y)
(tm'r(»spmulm)l a notre il’l[,(‘,g ale, la ./'()/'I(?/l-()ll J ne cesse, pour un petil
domaine awour de (2, ), de remplir les conditions de Lipschitz. Dans
cette hypothése, prenons un point 2 entre z, et x, + % ct partageons
Pintervalle de @, 2 par les points @, 2, ..., 2,-,, de maniere & avoir

Ta suite
Ty Ty Ly ey Tpegy A

Soit d’une maniere générale Y, la valeur de notre intégrale pour
a = ;5 on peul, d’apres nos hypotheéses, prendre les intervalles assez

petits pour que dans chacun des intervalles

Xpy  Xiga
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la méthode de Cauchy soit applicable et que, par suite, Pintégrale de
"équation prenant la valeur Y; pour @ ==, puisse étre donnée par
cette méthode. Ces conditions remplies, les intervalles précédents
vont rester fixes.

Imaginons alors que Pon fractionne chacun des intervalles préee-
dents; Vintervalle (2,2) sera alors partagé par des subdivisions com-
prenant les 2; et d’autres points de subdivision, el soit désigné par 2
ce mode de subdivision. Pour cette subdivision, formons directement
les ¢quations aux différences, dont emploi caractérise la méthode de
Gauchy, et cela depuis @, jusqu’a 2. On se rend comple aisément que
les valeurs des y auxquelles conduiront les dilférences successives
resteront dans le champ ot /(x, y) est détinie, s¢ le subdivision @ a
Lous ses interyalles assez pedits. En effet, (out d’abord en 2y, on trouve
une valeur Y, trés peu dillérente de Y5 ensuite, quand on arrive
en &, on trouve une valear (res pen dillérente de Pintégrale de équa-
tion qui prend en"ey la valeur Y7, et, par suite, tees peu différente
(d’apres le paragraphe précedent)y de Pintégrale qui prend en ey Ja
valeur Yy, ¢est-i-dire de Y, On peut aller ainsi de proche en proche
(n étant fini), et finalement, quand on arrive en o, la valeur donndée
au moyen des équations successives aux différences, diffeére tres pen
de Ta valeur Y de notre intégrale, cela, bien entendu, sous lacondition
que tous les inlervalles correspondant aux @ soient suflisamment
petits. Berivons la subdivision

. " M - ‘e
Ly Wy Wy, ey g,

il résulle de ce qui précede que les équations suceessives

.?"1 = Yo s (,~"", - J'o)./‘(‘"'m}’u),
e Yh e ) [ ),

D R R Y

Yo Y (el D) flen oy Yiey)

donnent pour y" une valeur trés peu différente de Y. La mcthode de
Caucly est done valable dans tout Uintercalle ayx, o Uintégrale est con-
tinue, asec la condition imposce en plus ci-dessus o f(x, y). Elle donne
dans cet intervalle une valeur approchée de integrale, ot il est elair
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que |y’ — Y| est inféricur 4 tel nombre que Pon voudra, si chacun
des intervalles @ est assez pelit, cela d’ailleurs quel que soit z dans
Pintervalle (x,, 2, + A7), ol & est inférieur au nombre 4 dont il a 6to
parlé plus haut.

Supposons, par exemple, que Vintervalle (z,, @) ait été partagé
en noparties égales. Pour 2 assez grand, les équations aux diffé-
rences conduisent & une expression

Py(r),
et 'on peut prendre n assez grand pour que dans tout I'inter-
valle (g, 20y -+ ) on ait :
| Y — Py ()| <e,
e ¢tant une quantité donnée a Pavance, aussi petite que 'on voudra.
Arrivé i ce point, nous pouvons, si nous voulons, représenter notre
intégrale Y par une série. Reprenons en effet Pexpression P,(z), el

donnons iz, une valeur fixe suffisamment grande.
Posons alors

fn,,("') Pu,,(-"), fu., 1 ('} l)/u 1("') o p/t(""')v ceny ./.n i (’) = l)n 11 (”) b Pn("')-

La série
S C2) A Sugrea () A= oo falr) A
est uniformément convergente dans Vintervalle (z,, x,-+/4"). En
effet la somme de ses 7 — n, 41 premiers termes est égale & P, (),
et, par suite, pour ', cetle somme différera de Y de moins

de e,

3. Les rosultats précédents s’appliquent manifestement au cas
d’un systeme d’équations

L= K (2 Y15 Yoy oo o0 Vi) (6=1,2, ... p)s

Ja fonetion F, satisfaisant aux conditions de Lipschitz.
Ann Be.Norm., (3), XX1. — Avm 19of. 19
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4. Arrétons-nous un moment sur un cas particulier. Soient les p
équations simultanées du premier ovdre
du;

(1) -H—Z-:Ki(x,,a’._., e, &) (E==1,2, ..., p),

ot les X sont des polynomes en «x, et considérons les intégrales pre-
nant pour ¢ = o les valeurs af, a3, .., 2.

Les conditions de Lipschitz sont évidemment vérifices ici, tant que
les valeurs absolues des & restent moindres qu’un nombre fixe. D'ail-
leurs, les ¢quations aux différences de o méthode de Gauchy donne-

ront de proche en proche, si nous partageons U'intervalle
(()7 ‘)7

en n parties égales des polynomes en t. Done les  pourront étre repre-
sentées par des séries dont les termes seront des polynomes en t. Ces déve-
loppements seront convergents tant que les intégrales @ correspon-
dant aux conditions initiales @f, ay, ..., @), (pour £ =0) seront des

Jonctions continues de ¢ On peut ajouter que les termes de ces séries
sont aussi des polynomes en o, ay, ..., a0,

Le résultat précédent est intéressant, mais, malheurcusement, il
na, en général, qu'un intérét théorique, car il semble bien difficile
de déduire de ces développements quelques renseignements sur le
chamyp de la variable ¢, ot les intégrales restent continues. Dans cer-
tains cas particuliers, cependant, on peut ticer parti trés utilement
des remarques précédentes; nous allons en donner quelques exemples
simples.

5. Supposons que, pour les ¢quations de la forme (1), quelque
considération soit susceptible d’apprendre que les || restent tou-
jours inféricurs & un nombre fixe. Sous cette condition, les intégrales
considérées se trouvent définies autour de toute valeur de ¢ dans un
champ fixe, ct on a alors des developpements en séries de polynomes
valables pour toute valeur de 1.

Un exemple intéressant de la circonstance précédente sera fourni
par les équations du mouvement d'un corps solide pesant mobile
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autour de Porigine O. Les équations classiques de ce probléme peuvent
L3 .
s ecrire

dp . ” , 25
A ,’, (B C)gr =M (yo7" - 507, %,f =yt —aqy’,
N r/r/ i X o, ! B
(2) (0 ,\')/[) o} ]ﬂy ( S0y —xyy"), i Py =1y,
Ldr ‘ . )"
‘: G g (A B)py ~l--‘l\ll:;(;1-.,'/’ — Yo7 )s —(-//—-[- =gy —py,

ott p, ¢, rdésignent les composantes de la rotation instantanée sur les
axes "inertie du point O, et v, v/, v” les cosinus dirceteurs de ces
axes avee la verticales A, B, € sont les moments d’inertie, (z,, v, 2,)
représentent les coordonnées dua centre de gravité par rApport aux
axes d'inertie et Mg est le poids du corps. Nous avons la six ¢quations
dilferentielles du premier ordree enp, ¢, r, v, ¥, ¥”. Ona d’abord in-
tégrale premidre
Yoyt e consl

Dans le probléme qui nous oceupe, la constante doil étre prise
égale b v écrivons done

o

7y

"a

=T,

Une seconde intégrale premiere est fournie par le théoreme des
forces vives et s éerit

Ap* b Byt Grtee oM g (yy - Yoy == s0y") = Ay

A étant une constante arbitraire. Des deux équations précédentes, il
résulte de suite que, pour des condilions initiales données (évidem-
ment réelles), les valeurs absolues

teb dal 1oL dvl 17 17

restent moindres qu'un nombre fixe. Nous pouvons done appliquer ce
qui vient d"étee dit, et nous arrivons i la conclusion que, pour le sys-
ttme (2), on peut développer p, ¢, 1, ¥, Y el y" en séries de polynomes

TOnYCr ,q(fnl(f.' pour Loute valeur de lem[)s {.



148 EMILE PICARD.

6. Un exemple plus général sera fourni par un type d’équations
dont M. Volterra (') a montré Uintérét dans certains problemes de
Dynamique. Ce sont les équations

re=n koo

dp, ~ ‘ X ,
T Y XA (57150 5 n),
roemt kel

ol les constantes a satisfont aux conditions
ally = el
On a alors I'intégrale premiére
P py el pl o const.

Il en résulte que les p restent moindres qu'un nombre fixe. Par
suite, on aura encore des deéveloppements des intégrales en scéries de poly-
nomes, valables pour toute valeur du temps.

7. Dans les exemples des deux paragraphes précédents, les seconds
membres étaient des polynomes. Notre remarque générale peut
s’appliquer encore dans d’autres cas. Soient, plus généralement,
les équations

dax;

- = Fi(ay, agy ooy ) (£250, 9, vouy P)s

les I élant des fonctions définies pour toutes valeurs des . Supposons
quelon ait pu démontrer que, pour un systeme d’intégrales déterming
par certaines conditions initiales, les valeurs absolues des ¥ restent
toujours moindres qu’un nombre fixe, quand a la place des 2 on
met les fonctions de ¢ correspondant i ce systeme. Admettons de plus
que '

(1) VourerrA, Sopra una classe di equationi dinwmiche ( Aiti delle R. dcademic di
Torino, 1898).
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désignant ce systeme d’intégrales, on puisse déterminer une quantité
Sixe (¢’est-a-dire indépendante de ¢) b, telle que les fonctions des x

Fi("I"H‘TW '-'7“{"1') (i:’: 2y e e I))
restent moindres qu’un nombre fixe M, quand
E—b<ix;<<Ei+b (b=1,2, ..., p),

et satisfassent & fa condition de Lipschitz.

On sera assuré, dans ces conditions, que le systeme d’intégrales
envisagé est défini autour de toute valeur de ¢ dans un champ fixe de
longucur %{': et par suite, en allant de proche en proche, le systeme
d’intégrales est défini pour toute valeur de ¢.

La remarque générale faite plus haut sar la méthode de Cauchy-

Lipschitz, appliquée dans Pintervalle (o, £) partagé en 2 parties égales,

nous donne le systeme 'infégrales prenant, pour = o, les valeurs
€y, :1:;’,, sousla forme de séries convergentes pour toute valeur de ( ;
ces développements serontuniformément convergents dans tout champ
fini de la variable ¢

Comme application, considérons p points se repoussant en raison
inverse de Ja pime puissance de la distance (> 1). Bn désignant
par m; la masse du point M;, nous avons les équations

oy , od.r N 1 (g ) .
e ¢ : . B (F=1,2, ..., p
ot ” ol / A-l> s T 1)

h

en désignant par rp, la distance des points M; et My, et / étant un
coeflicient positif avee des équations analogues pour les y et les z. Or
le théorome des forces vives donne

" SR SR i )
[>Z//la(.l',"" O VLR I S Zz '71/ == (L étant une constante).
) ' [ 1 A
¢ A
Il résulte de Tid que, pour des conditions initiales données, et, par
. ) / , /| les ’ les L
suite, pour une valeur de la constante /4, les [2;] les | y;] et les |z}]
restent inféricures i un nombre fixe, et les ry, supérieures & unnombre
fixe. Toutes les conditions, postulées ci-dessus, sont vérifiées, car les
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points M;, M, restant i une distance supéricure i un nombre fixe, on
peut fixer un nombre fixe & répondant & Ja seconde condition. Les
seconds membres des équations resteront done moindres qu’un
nombre fixe M. Donc, les dquations différentielles du probléme de p
points se repoussant en raison inverse de la pi™t puissance de la
distance (1. > 1) sintégrent par des séries convergentes powr loule valeur
det.

8. Notre remarque relative a la méthode de Cauchy s’applique
aussi au cas oft 'on a des équations analytiques et ot la variable est
complexe. Sur une droite déterminée partant d’un point x,, la meéthode
de Caucly est applicable a Uintégrale prenant en x, la valear v, tant
que celle intégrale ne cesse pas d’éire holomorphe.

Prenons, en particulier, les équations considérées plus haut

dr;

= Ni(ry, gy ooy o)) (61,2, ..oy p)y

oit les X sont des polynomes en a.

Envisageons le systeme d'intégrales prenant pour 2= ¢, les valeurs
2y, @y, oy 2. B joignant le point 7, au pointvariable ¢, et partageant
Pintervalle ¢,¢ en n parties égales, on arvivera, comme plus haut, i
représenter les intégrales 2 par des séries dont les termes sont des
polynomes en ¢ (et aussi en &y, xy, ..., a).

Quelle sera Ta région de convergence de ces séries? Elle converge-
ront, tant que les intégrales envisagées resteront holomorphes sur le
ayon allant de ¢, en t. Elles seront done convergentes dans le domaine
que M. Mittag-Leffler appelle une étoile. On voit que, dans le cas des
¢quations différentielles de la forme précédente, Tos développements
de M. Mittag-Leffler se déduisent tout naturellement du proeédé éle-
mentaire et classique de Cauchy pour démontrer Uexistence des inté-
grales.

9. On pourra souvent obtenir de cette maniére des développements
de fonctions en séries de polynomes. Prenons comme exemple la
fonetion
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Elle satisfait & I'équation différentielle

dy _
de =

Donc, d’apres ce qui précede, la fonction précédente peut éire déve-
loppée en une série de polynomes

Po(a) - Py(a) .ot Py(a) . . .,

uniformément congergente a l'intérieur de Uétoile relative a cette fonction.
OrI'étoile relative a la fonction

1

|4

est manifestement le plan tout entier 2 Pexception de la coupure
(-1, 4 ) sur Paxe des quantités réelles. Nous avons done un déve-
loppement uniformément convergent dans toute aire finie, n’ayant
aucun point commun avee la coupure précédente. Ainsi se (rouve
labli le vésultat duguel, comme Pa montré M. Borel, on peut déduire
le théoréme de M. Mittag-Leffler sur le développement d’une fonction
enséries de polynomes convergent dans une éoile. On sait que plu-
sieurs autres méthodes ont é¢ proposées pour oblenir le développe-
ment de - ,'r dans son éloile; une des plus simples est celle de

M. Goursat (Bulletin des Seiences mathématiques, 1903).



