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SUR

C E R T A I N S D É V E L O P P E M E N T S EN SÉRIES
DÉDUITS DE U 'ME1TI01)E DE CAUC'HY

DANS LA

THÉORIE m Eai.JA.T1.0NS DIFFÉRENTIELLES ORDINAIRES,

PAU AI. EMILE PICARD.

je publie ici une leçon que je viens de (aire dans mon cours sur une
propriété ( ' ) intéressante de la méthode, souveni désignée sous le
îtorn de Vauch^l.ifw'hiiz, faisani connaî t re l'existenee des inlégrales
des équations ditîereniielles ordinaires. Pour ee qui est de la partie
classique de cette méthode et pour les notat ions employées, je prie le
lecteur de se reporter au, Tome H de mon T rai l é d'Analyse, et je me
horne, pour simplifier, au cas d'une seuie équation.

1 . Avant d'arriver n la propriété que j'ai en vue, je ferai une
remarque» presque immédiate, relative à la continuité de l'intégrale,
Envisageons linté^rale de l'équation

rfr -:_:: f(,r, y ) (f salislaisaul aux coudi l ious de Lipschitz),
( 1 1 . n..'

( î ) r<îi i»i(liqii6 (î(îii(* propriété dîmH luie Note Sur {es déwloppemcitU GII séries d^ inic-
•^mt^ (t^ ^ ( t ( f i i l n i iK (It^eliUf'lleffîW la méthode de Cmicli}' (Compta rendue 5 juin î ^99).
M* Pf.utilové rivait,, do son côt.é; hh lu mêniû roinarquo, comme on peut lu voir dans les
CoîiilHc^ rcitduH ( î î) j iilli t ^99 ) »
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prenant pour <r:==.:^ la valeur^». Si l'on prend comme v a l e u r i n i t i a l e
u n e va leur y^ très vo is ine de^, on aura u n e i n t é g r a l e 1res vo i s ine de
la. précédente. La chose est à peu près év iden t e ; pour le démont rer ,
cherchons d'abord l a d i f ï e r e n c e des v a l e u r s ob l enues , q u a n d on a par-
tagé, comme dans la d é m o n s t r a t i o n de Cauchy, r i n t e r v a l l e (.r,», x)
par les po in t s de subdiv is ion

J,'Q, »T^ ,T.^, , . .^ ^'n- if a; v1^' --'-' •^i»)?

en prenant successivement pou r va leurs initiales;^, et.y^
On a les deux systèmes successifs d / é q u a l i o n s

y i - jo ^(^^—^(^/(^•^yo)»
.rss— .^ï ^:: ( .^2— ^i)/(-^i7yi).

av^^c
y — y^^i— (^ — d',^)/{^^.....^ y,^i),

y\ •^ y^ ii-:- (-/'r1- ^t>)/(^.i» .>^t}.
J '2 " - "7« ^(-/•^•'-^^/(•^l^^'î1).

y' •"•',///-. 3 1 1 1 1 1 1 1 : 1 : 1 - ^v ; 1 ' 1 1 - 1 - 1 ^'^-^/(^'/^ i» .^/-i^
On fi donc

j— J'^ y/,-1— fn.^^ (^ — ^•//.......i) [/ (:^-^./^.î )-•./ '( •^/r^. ,r^ , »J

et par suite*
| ,y — y < | y//,.-..i -1- r,,^, | [ ( 4- /• (^' — ^ ,̂-...1 )J *

On a de même

1 y't-i ••M /n -i 1 < 1 y ii-^ ""••- j^. a J [ r -+"• ^ (^'^--i -1-1- '̂/r..^ ;|.

et a ins i de suite, .En m u l t i p l i a n t ces diverses inégalil .és membre a
membre, on a

1 J ••- ./ ! < i Ju "-1 1 1-1 1-1 Jo 1 ̂  •r"'lsr(•<•

Soient d/aulre part Y' et 'Y' les deux intégrales de r é q u a t i o n p renan t
respectivement pour^ == ,x-^ les va leurs y^ et )-^ D'ajrrès la (.héoru*
classique de Cîauchy, et À ayant la s ign i f i ca t ion d<* mon Trai té , on a

|Y-JS<^(^ ]•^ l- l lJ
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Ct.

|y^^/|<^(^a•"^-î).

On il donc

[ y - • V 7 1 < | y, - r;. | ̂ •r-r") + ̂  (^•Mu) - 0.

Or A est aussi p e t i t que l 'on veut , si la subdivision a été poussée suffî-
s a min eu t l o i n .

Donc, si Vo — }\ est pris suffisamment pet i t , on voit que Y — Y'
sera aussi pe t i t que l 'on voudra, ce qui é tabl i t le cont inui té annoncée
des deux intégrales Y et Y' correspondant aux valeurs i n i t i a l e s yo
etr;.

2. Nous sommes ma in t enan t en mesure d ' indiquer la propriété
annoncée de la méthode de Cauchy. Quoiqu'el le paraisse presque évi-
dente en e l l (Muôme ,e l l e présente un cer ta in in té rê t , sur tout quand on
la rapproclie de quelques travaux ré cents 'sur les développements en
séries de cer ta ines fonc t ions . Soit toujours l ' équa t ion

% -:-./(.. .r),

(>( consulcroiis l'irtiu^ritic Y prcnîinl pour x = x, la valcurro. Suppo-
sons que. .r croissant, a parUr (Ift x,, Y soit continue tant que.» no
dépasse pas ,r, + /(, Rt qnc, <l<î |»l"s. P«"1' <iïiac""<1 (lcs valeurs {œ. Y)
com.spoïKlarf a noire int('-srale, la/onction f ne cesse, pour un petit
cfomalfH' autour^' (x. Y), <U remplir Us conditions de Lipsc/nts. Dans
(•(•( (P hypothnsc, prenons un point x entre x, etsc, + h et partageons
rint.ervalle de x,x par les points a',, ̂ , ..., ̂ -., de ïnaniere à avoir
la sui te

.'/•(„ ,Ti, ;r's, ..., •ï'rt-i» •r-

Soit (l'une manière générale Y, la valeur de notre intégrale pour
,,; ==.,,.; on peut. (l'apré.s nos hypothèses, prendre les intervalles assez
petits pour que dans chacun des intervalles

3/.',, Xi.^\
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la méthode de Cauehy soit app l i cab le cl que , par su i t e , l ' i n t é g r a l e de
l ' é q u a t i o n p r e n a n t la valeur Y/ pour x ^ ;̂  puisse être d o n n é e par
cette méthode. Ces c o n d i t i o n s remplies , les i n t e r v a l l e s précédenis
vont rester fixes.

Imaginons alors que l'on f r ac t i onne chacun des i n t e r v a l l e s précé-
d e n t s ; l ' intervalle ( a ' ^ x ) sera alors partagé par des s u b d i v i s i o n s com-
prenant les ^/ et d ' au t res p o i n t s de s u b d i v i s i o n , et soi t dés igné par .r'
ce mode de s u b d i v i s i o n . Pour cette s u b d i v i s i o n , f o r m o n s d i r e c f e m p n l
les équa t ions aux d i f fé rences , d o n t l 'emploi caractérise la méthode de
Cauehy, et cela depuis ;r<, jusqu 'à a:". On se rend compte a i sément que
les valeurs des y a u x q u e l l e s c o n d u i r o n t les d i f fé rences successives
resteront dans le champ où f ( ^ ' f , Y " ) est dé t ' in icy ^i /a subdf^i^io/f .y a
lous ses intervalles cwezpelits. En e f fe t , t o u t d 'abord en a^, on t rouve
une valeur Y^ très peu d i f f é r e n t e de Y, ; ensl i i te , q u a n d on a r r ive
en ^2, un trouve 'une va l eu r très peu d i f f é r e n t e de l ' i n l - é ^ r a l e de réqua"
t ien qui prend en',:r( la va l eu r Y^ et, par s u i t e » très peu d i f f é r e n t e
(d'après le paragraphe p récéden t ) de l ' i n t ég ra le q u i prend en «^ la,
valeur Y ^ , ^ es ("à-dire de Y^ On peut a l ler a i n s i de proche en proche
(n étant f in i ) , et f in al cm eut y q u a n d on arrive en <î% la va leur donnée
au moyen des équat ions successives aux. d i f fé rences» d i f fè re (res peu
de la valeur Y de notre in tégra le , cela, bien e n t e n d u , sous la cond i t ion
que tous les in te rva l les correspondant aux x ' soient s u f i i s a m m e t î t
petits. Ecrivons la subd iv i s ion

il résulte de ce qu i précède que les équat ions successives

y\ "•-••" jo "^ (^ — ^^/{^^y^}^
y\ -y\ ^^^^)f^^y\}.

y -"^-.^^(^--^'...^^/(^'^
d o n n e n t pour y' u n e valeur très peu d i f f é r e n t e de Y. La mél/u^/ft de
Caucliy esl donc valable da/is loul l/inteî'vafle a^x^ où l/l/né^rcile e^l w/^
tinue, wec la condiiiori imposée en pluff ci-dem^ à/(ûc^ y ) , lîllc* donne
dans cet in terval le une va leur approchée de l ' intégrale^ ei il est clair
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que |y-~Y| -est inf 'ér icur a tel nombre que l'on voudras si chacun,
(les intervalles x' est asse% peti t , cela (.railleurs quel que soit x dans
l ' intervalle (x^, x^ "+- A'), ou À' est i n f é r i e u r au, nombre h dont il a été
parlé plus haut .

Supposons, par exemple, que l ' intervalle Çx^ x) ait été partagé
en n parties égaler. Pour n assez grand, les équations aux diffé-
rences conduisent à une expression

P^).

et l'on peut prendre n assex grand, pour que dans tout l 'inter-
valle (^*(p A'(,4-^) on ait

|Y-P^) |<^

£ étant une quan t i t é donnée à l'avance, aussi, petite que l'on voudra.
Arrivé à ce p o i n t » nous pouvons, si nous voulons, représenter notre

intégrale Y par une série. Reprenons en effet l'expression P,^), et
donnons h //„ une valeur fixe suff isamment grande.

Posons alors

f^r) • . 1 1 1 • ; 1 : 1 ! P/,,(.̂  f^,, (.r) ̂  .?„„,, (.r) - P. M, ..., A,. W "- P..H W - ̂ nW.

La série
A,(^') 4-A+i(^) + - • • +A(•y) •+•• • -

(*st u n i f o r m é m e n t convergente dans l ' intervalle (x^ x^ ///). En
etîet la somme de» ses n — /h +" l premiers termes est égale à Pn(^),
et, lïai- suile, pour /r; p, cette sommo différera de Y de moins
de e,

;L .î.cs résultats précédents s'appliquent manifestement au cas
d 'un système d'équations

^ ̂  F,(^ j^ ̂ , - - ̂ fp) (;=: 4 2, ..., p),
<î<»'iifr'

(a fonction F, satisfais,^ aux conditions de Lipschitz.
Ait» Éc.Norm., (3), XXI.— Avtttt «go4- '9
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4. Arrêtons-nous u n moment sur un cas particulier. Soient les ^
équations s imul tanées du premier ordre

( r ) ^ rr:X/(a?i, .r.,, ...,^,) ( < : - = r , 2 , . . . , p ) ,

où les X sont des polynômes en,^, et considérons les intégrales pre-
n a n t pour / == o les valeurs x\, a^, . . . , ;r°

Les c o n d i t i o n s de Lipschi t% sont évidemment vérHiées ic i» l an t que
les valeurs absolues des x restent moindres qu^un nombre tixe- D'ai l-
leurs, les équa t ions aux différences de la méthode de Cauchy donne-
ront de proclie en proche, si nous partageons l ' i n t e r v a l l e

en n part ies égales des polynôme en /. .Donc le^ ;r pourro/îl êtr^ n'pn^
sentées par des séries dont les termes seront dea pofynofnea en l. Clés déve-
loppements seront convergents tant que les intégrales ,:r correspon-
dant aux condit ions i n i t i a l e s a;^, a^, , . . , ^n ( j ) ou r / =2 o) seront ( / e s
fonctions continuer de "L On peut a jouter q u e les termes de ces séries
sont aussi des polynômes en .^, ^"^ * . . , a?^

Le résultat précédent est intéressant , mais, m n i h e u r e n s e m e n t » i l
n'a, en général, qu 'un in térê t théor ique» car i l semble bien dHl ic i le
de déduire de ces développements quelques renseignements sur le
champ de la va r iab le^ ou les intégrales restent cont inues . Dans cer-
tains cas par t icul iers , cependant, on peut t i re r parti très u t i l e m e n t
des remarques précédentes; nous allons en donner que ' lquea exemples
simples.

5. Supposons que, pour les équat ions de la (orme (î), que lque
considération soit susceptible d^apprendre que les \x\ restent tou-
jours infér ieurs à un nombre fixe. Sous cette condit ion, les intégrales
considérées se trouvent définies autour de toute valeur de l dans un
champ fixe, et l'on a alors des développemenl$ en séries de polynômes
valables pour louie valeur de t. •

Un exemple intéressant de la circonstance précédente sera f o u r n i
par les .équations du mouvement d'un corps solide peaaîit mobile
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a u t o u r de F o r i g i n e O . Les équat ions classiques de ce problèinepeuvent
s^écrire

/ A ̂  - (B - <: )./r 4- M^(7.,7^ .̂ A ^ - r/ ~- ./"/,

(2) , B^ ^(C -À)^ 4-M^oy -.r<Y), . ̂  :.^/.~ry,

f C ̂  - (A .̂, 1 î ) /^ 4..M^,,/ -joy), ^ ̂ ^7 -/;/,

ou p , q, r dés i^ î ten i les composantes de la rotation i n s t a n t a n é e sur les
axes d ' i ne r t i e du p o i n i 0, et y, y', ^ ' les cos inus directeurs de ces
axes avec la v e r t i c a l e ; A, .1}, C sont les nioments d ' inert ie , (.r^y^ s^)
représentent les coordonnées du centre de gravité par rapport aux
axes d ' ine r t i e et M^' est, le poids du corps. Nous avons là six équat ions
dHîeren i ie l les du premier ordre en /> , y, r, y, ̂ \ Y\ On a d'abord l ' in-
tégrale prennère

y^.,.(„.y^4.-y^^::C()tllS(.,

Dans le problème q u i nous occupe, la constante d o i t être prise
égale a ^n; écrivons donc

y- 4- /M- y- -r,

Une seconde intégrale première est f o u r n i e par le théorème des
forces vives et s'écrii

A/^4"- B//^- C/ 4 — %M^(^oy 4-y o/4- ̂ f) ̂  h,

h. é tant une constante arbi t ra i re . Des deux équat ions précédentes, i l
résulte de suite que, pour des cond i t ions in i t i a l e s données (évidem-
ment réelles), les valeurs absolues

\P\. kl. 1H l y l ^ 1 / 1 - l7' l

restent moindres qu'un nombre fixe. Nous pouvons donc appl iquer ce
q u i v ient d'être d i t , et nous arrivons à la conclusion que, pour le sys-
tème (2), on peut développer p , q, r, y, Y el f en séries de polynômes
fiowergent^ pour toute valeur de temps t.



î .48 ÉMÏLE PÏCAnO.

' 6. Un exemple plus général sera fourni par un type d'équations
dont M. Volterra (1) a montré l 'intérêt dans certains problèmes de
Dynamique. Ce sont les équations

/' ~ n /i -:;ï fi

^==;S2<^"^ ( .==i ,a , . . . , n ) ,
/•=:;i A";l

ou les constantes a satisfont aux conditions
/,(/•) .,_,,_ ..[{•)
"-.ç, k •—•" '^ICf s "

On a alors l'intégrale première

^ 4.^j 4-...-h^^ -::• const.

Il en résulte que les /^ restent rnoindres qu 'un rïomibrc fixe*. Pai*
suite, on aura encore des (lé^eloppe'ï'nentK <l<^ inlé orales en séric's de poly-
nômes y valables pour toute valeur du lempîî.

7. Dans les exemples des deux paragraphes précédenfHy les seoomh
membres étaient des polynômes. .Notre remarque générale peiî!1

s'appliquer encore dans d'autres cas. Soienti plun généraleineriil ,
les équations

^ == F^^^ ̂  ..., ̂ ^) ( l =.: s îs, ..,, p ),

les F étant de^ fonct ions déf inies pour toutes valeurs de^*r» Supposons
que l'on ait pu démontrer que, pour un Hy^lèrncf l ' in tégra lesdélerminé
par certaines condit ions in i t ia les , l es 'va leurs almdues de» V n^t^ni
toujours moindres qu'un nombre fixe, quand à la place des x on
met les fonctions de t correspondant à ce système, Admellon^ de plus
que !

^ î y ^îf * * * » ^{f

• ( 1 ) Voï/r.EîuiA, Sopret. wiû c'idW dl c([uatioru dliuuïucha ( Àiti dclÏM Î:L Âcûdernia di
TowtOy 1898).
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désignant ce système d'intégrales, on puisse déterminer une quanti té
fixe (c'est-à-dire indépendante de t) b, telle que les fonct ions des x

^/(^n '̂  . • • » •^) (<= î , 2, . . ., p )

restent moindres qu'un nombre fixe M, quand

' E / — b < X i < ' ^ i - ^ r b (^ '=: i ,a , . . . , / ^ ) ,

et satisfassent à la condit ion de Lipschibî.
On sera assuré, dans ces condi t ions , que le système d^intégralcs

envisagé est dé f in i autour de toute valeur de / dans un champ fixe de
longueur ,p et par suite, (ni a l l a n t de proche en proche, le système
d' in tégra les pst d é f i n i pour toute valeur de t,

La remarque générale faite plus haut sur la méthode de Cauchy-
Lipschi tz , app l iquée dans l ' intervalle (o, /) partagé en /?• parties égales,
nous d o n n e le système d ^ i n f é g r a l e s p renan t , pour ^ = = 0 , les valeurs
.r^, ;r0, ,.., ^0, sousia forme de séries convergentes pour foulevaleur de f. ;
("es développements seront u n i f o r m é u i e n t (îonvcrçents dans tou tchamp
f i n i de la var iable L

Comme a iqyl ina tJou , considérons p po in i s ^ repoussant en raison
inverse de la (A"'^ [ )u issancc de la d i s tance ( ^ ^ > î ) . Eu d é s i g n a n t
par/ /^ la niasse du p o i n t 'Mp nous a/vons les équat ions

</llr/ .„„....., ,/ (Lr'....- /• V m ) 1 ( lch "1"1"" .t'l/) ( i - 1 -> ? }^/r1'11-'-1*^ 7//^• l l l• l l• l l l l- l'''yÀ• l•' l l l•• l•• l lr lH:F' l l'' l'' ( / - 1 - 1 ^ - " - ^ ^
h

en désignant par r^ la, d is tance des points M^ et M^, e t / é t an t un
cocf î ic î Ïen t posi t i f avec des équations analogues pour lesj et les ^. Or
le théorème dos forces vives donne

\ 2; wl-{fyl;gl'hl• *)ll'̂ •l:•lhlll ̂ 41'-t^ ̂ 2; ̂ ly ̂ h {h étalni lînc co^siarllllt-c)t
t h h

II. résulic do là que, pour des condi t ions ini t ia les données, et, par
sui te , pour u n e valeur de la constante A, les \x, les y,\ et les )^|
resient i n f é r i e u r e s à un nombre fixe, et les/^ supérieures à un nombre
fixe. Toutes les condit ion^ postulées ci-dessus, sont vérifiées, car les
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points M^, M./i restant à une distance supérieure a un nombre fixe, on
peut fixer un nombre fixe b répondant à la seconde condi t ion . Les
seconds membres des équations resteront donc moindres q u ' u n
nombre fixe M. Donc, les équations différentielles du problème de p
pointf! se repoussant en raison inverse de la ^m puissance de la
dislance ([j. ̂ > i) s'intègrent par des séries convergentes pour foule valeur
de /.

8. Notre remarque relative à la méthode de Cauchy rapplique
aussi au cas où l'on, a des équations ana ly t iques et où la variable est
complexe. Sur une droite, déternunée partant d'un point /r^ la méthode
de Cauchy esi applicable à l'intégrale prenant en ̂  la valeur r^ tant
que cette intégrale ne cesse pas d/être fu)lomorphc,

Prenons, en pa r t i cu l i e r , les équat ions considérées p lus haut
dx^
\iï ^/O'p ^'a» - • » ^//) (/' "w ̂  "î, - . .. p),

où les X. sont des polynômes en ^.
Envisageons le système d'intégrales prenant pour t ̂  t^ \w val t^urs

a-^ oo^,.,., ̂ . En jo ignant le 'point t^ au po in t variable t, et partageant.
l ' interval le V en n parties égales, on arr ivera, comme (dus haut , à
représenter les intégrales x par des séries dont les termes sont des
polynômes en l (et aussi en x\, ̂ , , . . , /r01).

Quelle sera la région de convergence de ces séries? Elle converge-
ront, tan t que les intégrales envisagées resteront holomorphes sur le
rayon al lant de /<, en t. Elfes seront donc convergentes dans le do/naine
que M. Mù/ag-Leffler appelle une étoile. On voit que, dans le cas des
équations différent ie l les de la forme j^écédente, les développerïïeîih
de M. Mittag-Lefïler se déduisent tout mitorellement du procédé élé-
mentaire et classique de Cauchy pour démontrer l'existence des inté-
grales,

9. On pourra souvent obtenir de cette manière des développements
de fonct ions en séries de polynômes. Prenons comme exemple la
(onction

yy^
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Elle sat isfai t à l 'équation différentielle

•î-^
Donc, (Taprès ce qui précède, la fonct ion précédente peut être déve-

loppée en. une série de polynomea

J-\(^)+l\(.r)+...4-P.(^)4-...,

uriiformémeni convergente à l'intérieur de l'étoile relative à celle fonction.
Or l'étoile relative à la fonction

est m a n i f e s t e m e n t le plan tout ent ier à Fexception de la coupure
(4.^ 4,,,, y^ ^y r'w des quant i tés réelles. Nous avons donc un déve-
loppement u n i f b r n i é m e n t convergent dans toute aire f in ie , n'ayant
a u c u n po in t c o m m u n avec la coupure précédente. Ains i se trouve
établi le résu l t a t d u q u e l , comme l'a mont ré M. Borel, on peut dédu i re
le théorème de M » Miltag-l .elÏler sur le développement d 'une fonct ion
en séries de polynômes convergent dans une étoile. On sait que plu-
sieurs autres méthodes ont été proposées pour obteni r le développe-
men t de t dans son étoile; une des plus s imples est celle deï -1-11-- .-r." ' ! 11 • * A

M» Coursât (Bulletin ̂  Scie/we^ mal/iémaUf/ue^ i<)<)3).


