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RECHERCHES SUR L’ELASTICITE,

Par M. P. DUHEM.

PREMIERE PARTIE.

DE L'EQUILIBRE ET DU MOUVEMENT DES MILIEUX VITREUX,

INTRODUCTION.

La plupart des travaux dont la théorie de I’élasticité a été 'objet se
bornent & étudier des corps dont les déformations sont extrémement
petites, soit que leurs divers points matériels demeurent immobiles,
soit qu'un mouvement de trés faible amplitude les anime.

La limite qui restreint ainsi les problemes étudiés ne constitue pas
une entrave génante lorsqu’on se propose sculement d’analyser les
modifications des corps tres peu déformables auxquels on réserve le
nom de solides ¢lastiques; mais elle rend inutilisables les résultats
obtenus par le théoricien, lorsque celui-ci se propose d’étudier ces
corps mous ou piteux qui forment la transition entre les fluides et les
solides; il est alors indispensable de formuler des lois applicables aux
milicux qui ont subi des déformations finies.

G. Kirchhoff (*) et M. J. Boussinesq (*) nous ont fait connaitre les

(1) G. Kincuuorr, Ueber die Gleichungen des Gleichgewichies cines clastischen
Korpers bei nicht unendlich kleinen Perschicbungen sciner Theile (Sitzungsberichte der
mathematisch naturwissenschaftlichen Classe der Akademie der Wissenschaften, Bd. 1X,
S. 762. Vienne 1852). Cet éerit n’a pas été réimprimé dans les 4bhandlunger de G. Kirch-
holf.

(#) J. BoussiNEsQ, L/idorie des Ondes liguides périodiques, Note 1IN (Mémoires présentés
par divers savants a I'Institut de France, t. XX).
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lois quiprésident A I'équilibre desemblables milieux, dumoins lorsque
leurs éléments sont simplement soumis a des actions nesctoniennes. 1l
était intéressant d’étendre leur analyse au cas beaucoup plus général
et insoupconné avant nos recherches sur la Mécanique des fluides (),
ot les masses ¢lémentaires qui composent e milicu sont soumises &
des actions non nesptoniennes; le présent Mémoire apporte ce complé-
ment aux recherches de nos illustres prédécesseurs et met en évidence,
dans le cas ou les actions ne sont pas newtoniennes, Uexistence de
couples élémentaires auxquels les actions newtoniennes ne sauraient
donner naissance.

Les lois du mouvement de milicux affectés de déformations finies se
tireraient des lois qui président i lear équilibre aww moyen du prineipe
de d’Alembert, si les milicux étudiés n’étaient affectés daucune visco-
sité; mais les corps mous el pateux, qui offrent i cetle analyse ses
plus intéressantes applications, sont, en méme temps, dans la plupart
des cas, des corps tres visqueux; il serait illusoire den ¢tudier les
mouvements si U'on devait faire abstraction de leur viscosite,

Nous sommes done naturcllement conduits & préciser les lois
auxquelles ob¢it la viscosité au sein de milicux ¢lastiques,

Ce probléme n’a tenté jusqu’ici, & notre connaissance, que les
efforts d’un scul analyste, M. Oskar Emil Meyer (*). Mais les
recherches de M. Meyer se sont bornées aux mouvements (ris petits
dun corps isotrope & la fois élastique et visqueuxs; en outre elles
reposent sur certaines hypotheses moléculaires que nous nous gar-
dons toujours d’invoquer. Il'y avait done lieu de créer les formules
qui régissent les actions de viscosité au sein-de milicux clastiques
affectés de déformations finies. Cest 'un des principaux objets du
présent Mémoire.

Ces formules nous ont permis d’obtenir certaing résultats; en par-
ticulier, elles nous ont permis d’¢tendre i tous les milicux tlastiques
visqueux, qu’ils soient vitreux ou cristallisés, une proposition que

© (1) Le potentiel thermodynamique et la pression hydrostatique (dnnales de 1 Eeole
Normale, 3° séric, t. X, 1893, p. 1823). k

(*) O--E.Mever, Zar Theoric der inneren Reibung ( Borchardt's Journal fir die reine
und angewandte Mathematik, Bl. LXXVII, 1871, p. 130).
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nous avions déja démontrée pour les fluides visqueux : Les seules ondes
qui puissent persister en un miliew visqueux sont des ondes sans propaga-
tion, qui séparent sans cesse les dewx mémes portions du milieu.

D’ailleurs, 'emploi de méthodes semblables & celles dont nous
avions fait usage dans I'étude des fluides nous a permis de donner,
de la propagation des ondes au sein des milicux élastiques non vis-
queux, une analyse qui ne laisse place & aucun cas d’exceplion.

Les milicux que nous avons étudiés ont toujours ¢Lé supposés
dénués d’hystérésis; la possibilité des déformations permanentes a
donc été exclue, ce qui restreint la généralité de notre analyse ct la
portée expérimentale des résultats obtenus. Mais les formules cinéma-
tiques qui nous ont permis d’étudier la viscosité des milicux élastiques
nous permettront également d’étendre & de tels milieux les principes
de notre théorie des déformations permanentes. '

i © 0.0 b

CHAPITRE 1.

LES DEFORMATIONS D'UN MILIEU CONTINU.

I. — Les déformations finies d'un milieu continu.

Nous commencerons par ¢tablir quelques formules relatives aux
déformations finies d’un milieu continu. Ces formules, dues &
G. Kirchhoff et & M. Boussinesq, ont ¢té magistralement exposées par
MM. E. et F. Cosserat dans un Premier Mémoire sur la Théorie de
UElasticité (*). Nous aurions pu nous borner 2 renvoyer le lecteur i ce
Mémoire, si complet au double point de vue historique et théorique;
si nous ne I'avons pas fait, si nous avons repris la démonstration des
formules strictement indispensables, c’est surtout afin de fixer les
notations dont nous ferons usage.

(1) EucenE et Frangows Cosserat, Sur la Théorie de U’ Elasticité. Premier Mémoire
(dnnales de la Faculté des Sciences de Toulouse, t. X, 1896).
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Prenons un milieu continu dans un certain état, fixé une fois pour
toutes, que nous nommerons Uélat initial; un point matériel déter-
miné occupe, dans cet état, une position déterminée g dont les coor-
données sont a, b, ¢. La connaissance de ces coordonnées permettra
de reconnaitre ce point matériel aprés que le milicu aura subi un
déplacement et une déformation quelconque, selon le procédé
employé en Hydrodynamique et appelé procéde de Lagrange.

Au sein du milieu déformé et déplacé, le méme point matériel
occupe la position M dont les coordonnées sont @, y, z; @, ¥, s sont
des fonctions continues de @, &, ¢, dont la connaissance définit la
déformation et le déplacement subis par le systeme.

Dans la plupart des cas, nous poserons

(1) x==a-+§, ye=b e, s L.

£, 1, Useront également des fonctions de @, b, e. Nous aurons

de 06, dx e da 08
da " oa’ b ab’ de o’
(2) dy . om o yg. 90, Oy dn
’ da ~ 0d’ I/ a0’ ve e’
ds 0% dz  dJ¢ Js J5
| da T 0d’ db o’ o P

Soit un point matériel qui, dans Pétat initial, oceupe une posi-
tion p/(a', ¥, ¢’y infiniment voisine de la position p(a, b, ¢); dans
Iétat déformé, il occupe une position M'(a/, v/, ), infiniment voisine
de la position M (@, y, 5). En se bornant aux infiniment petits du
premier ordre, on a

[ N dx, o du
(& — &) == Ja (e ~-a) - 5 (/,’... b -4 }7(; ((;’. ¢y,
fe iy OV dy Ay
(3) (y' =) ;)5((1 ) ;)/;(ll’w b) -+ ()(~((’ ¢),

- . 0z )5 )5
(5" — )= Ja (a'— a)-4 ;ﬁ;(liﬂ by %;;(r:’- -¢).

Ces équations peuvent étre regardées comme des équations en (' — a),
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(0'—b), (¢’—¢). Leur déterminant est
dxr oOdxr Jdx

Jda db e

9y dy | Dy,
da 9b ¢ | T D(a, bye)
s Jds  0s
Jda  0b  de

(4 ) (V==

Ce déterminant ne s’annule jamais en une déformation qui laisse
finie la densité en chaque point; nous savons, en effet, par I'équation
de continuité, mise sous la forme de Lagrange, que Ie produit de la
densité par le déterminant i est ¢gal & la densité dans Pétat initial. 11

résulte, en outre, de la que la lecur de @ est indépendante du choix
des axes de coordonnées.

En résolvant les ¢quations (3), nous trouvons

Dy, =) D(s,x), , D(z,y),
Bl ay= Db, e) (' |)”'(7;"‘)‘(7 = Y) - I)‘Z[;'Z;(.. -3),
) ] D(s,2), , D ,
(5) W — b))z l]f((7}:,,;l)2 (/- ) -t ]fg_(’:)z (y' - ¥) b “((_:, (7(’)) (53,
. D(y,s p D(z,x , D(x, ,
O ¢/ )55 [y (/) R = ) G (5= 2

Moyennant les égalités (2), on peut mettre les égalités (3) sous la
forme

” £ |4
(2 — )= <1 4 %) (a'— @)+ -(;il'-(b’M b) - 1)5.(1:'—(:)7

(3 bis) (_y’-—y):g—:-j(a’-——a < %_9’!)(/'—/ )+ G2 ('~ o),

¢

(' — z)= a—é(a )+ 9 (/)’— b)Y+ (1 4= -——> (¢"—¢).

En méme temps, le déterminant © devient

A ot 0¢
Y04 96 o
. Jn dr o1
b 3 fomenn — et it
(4 bis) ® Jda oy 0b Jdc
s J¢ J¢
da oo "t
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Dans les cgiht(s (3 bu) regardons «, l)
constantes;a’, V', ¢’ eta’, y', 5" comme des variables; ces ¢quations défi-
nissent une transformation homographique d’un espace p’ (@', b', ¢") en
un autre espace M'(27, 3/, 57), transformation qui fait correspondre le
point M (2, y, z) au point . (a, b, ¢). Cette transformation représente
la partie principale du déplacement et de ladéformation que subit une
masse infiniment petite & laquelle appartient le point matériel placé
successivement en p. et en M.

Etudions d'une maniére générale cette transformation.

Considérons, dans U'espace des (&, ¥/, "), la sphere S de centre M
et de rayon 1 et cherchons de quelle surface elle est la transformée.

Pour que le point M" (', »/, z7) se trouve sur cette sphére, il faut ot il
sulfit que 'on ait

(wlm )b (= ) (5
Pour cela, selon les égalités (3 bis), il faut et il sullit que ee point M’
corresponde & un point ' dont les coordonnées o, &', ¢ vérifient
I'équation

¢ et a, vy, s comme des

EDRE

(6) <.+:-))§2> (@ — a) 4.9-5‘(//.‘4 by ‘j{'( v (,-)r
9, , R dn , *
x [()&(a @)-1 ( )(b- O ‘.f)l

()((zw-a)-f (I; - by 4 <;-x flG)(( ()l

Cette équation exprime que le point w!/ (e, &', ¢y a pour lieu un certain
ellipsoide B ayant pour centre Ie point p.(a, b, ).
L’équation de cet ellipsoide 18, développée, s'cerit
b 2gy) (¢ )t
(()-~!-'%‘/;,((¢'< Sy (b by,

(7) (1-+2e) (@' —a)* 4 (14 28,) (0" b) - (s
H 27 (U= b) (¢~ ¢) 4 ay,(c"—¢) (« -

en désignant pare,, e, &,, v, Yo vy les six fonetions suivantes dea, b, ¢

98 ( J¢ ( dn’ ( 0%
R AR 4)(5) 1\ a ) Y 0a ) ’
8 — -(-)—:,l - l 1)5. ( () n ( y \
) =55t 3 w;) b ()/; ’
J¢ L[/ 0EN dn Jg
[ e W, — .
e T e ) (()(:) l (:)r) K
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) on dZ JdE Of dn on 0z ¢

"=9¢ 96 " aboc T 90 gc T 96 ¢’
. 08 08 08 08 dn dn 0§ 0%
(8) (suite) 7= 9a " e Jc da + J¢ da de da’
05 dn 0 9& on dn  0C ¢
V=96 9a T 9a 00 0a 96 9a 96
Cet ellipsoide admet trois axes rectangulaires; soient o la longueur
de 'un des demi-axes et &, ¥, ©, ses cosinus directeurs; ces quatre
quantités s’obtiendront, comme I’on sait, de la manic¢re suivante :
Sinous posons
T
Ov‘

(9) 5=

K

S sera I'une des trois racines de I’équation du troisicme degré

1+2¢—8 73 72
(10) Y3 1+2g— 8 71 =o0
¥a 71 1+ 2g;— S

et &, W, @ s’obtiendront alors en résolvant les équations

[ (1+2e) A 4 p30h 4y 2 ==5.0,
(11) 73-b = (14 28) b 4 7, 2 == B,
Yerho = 7 Wb 4= (1 - 28,) 2 =252,

(12) Mo b 22y,

Aux trois racines S, 8,, S, de I'équation (10) correspondent trois
systemes de valeurs de g, &, W, 2 (pourva que nous ne regardions
pas comme distincts deux sytemes de cosinus qui définissent une
méme droite), systemes que nous désignerons par

Ty m(\wl, ’lﬂ),, @‘,
(13) CTyy gy Uhg, S,
Ty, m"n;;, l“lr‘;;, @;,.

Considérons le demi-axe de longueur o et de cosinus directeurs A,

¥, 3 1l correspond 4 un rayon de la sphire S, rayon qui a pour lon-

gueur 1 ¢t pour cosinus dirccteurs &, 7y, %. Selon les ¢galités (3 bis),
Ann. Ee. Norm., (3), XXI. — MARS 1904. 14
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on a ] | ‘ o
oz _(1—%~ g—f{) i P %i W :j(é: ,

(14) F=o¢ u%{gl < - %l»)nu) - g(n C ,
%o=g Lgf{ Ao ()f W +< + :;f c

Aux (trois systémes (13), cesrelations font correspondre (rois systimes
de valeurs de &, 57, %, que nous désignerons respectivement par

’C\.'h :YI’ z‘l;
(15) ’i\:".h :Yi'v i'z»

':\".'H :,YH’ ?E:l'

.

Formons (X, N, - 5,75, -+ &, &5 ). Selon les égalités (14), nous aurons

. 0" A E 0: -~
m)""“ VAL

Ny Ny Fo -+ Ty oy

f 0z JE 3
- e e | Aoy o e Ay e 5
728 |:<( ‘ ()(t> Toatt G et e =

" ({n ()’(; “ 1 J () /7" l)n o

L) s < * M)“" b oe "‘H Ja” ( Fon) " e I
¢ ()C OC a5 4)11

+ ‘_7).(2 heast Gy, e - P( H du SRR (I ()( l

ou bicn, en vertu des égalités (8),

NogXog =t VoY gt Lo Ty aymy | [(1 4= 26,) Moy - 5 Wy b 72 S0 ]y
A [y log =t (1 28y) Wy b 7y Sy | g
A [( 72 Mg b gy b (04 26y) S5 ] 24

ou enfin, en vertu des égalités (o) et (1),

Py E " . .
Ny Xog oo ¥y o oy g = ;“- ( Aoy Aoy <= Wy Wy 4 €, 2,).
2
Or on a
n’\nz »J'ln;,—{- 'l'!)z']ﬂ);, ~pe '32 @;, 0O,
On a donc la premitre des trois égalités
Ny Noy o 5 ¥y o4 Ty Ty 0,
ey Ny PR PR ‘él SOy
Ny Ny o Ny Ny ot 85,00 0,
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Les deux autres se démontrent d’une maniére analogue. On voit que
les trovs axes de Uellipsoide 15 correspondent & trovs diamétres rectangu-
laires de la sphere S.

" étant un point quelconque de I'espace (', &7, ¢), projelons la
longueur p.p” sur les trois demi-axes rectangulaires de V'ellipsoide E;
solent A, A,, A; les trois projections; nous aurons

A=dy(d —a)+ (V' — D)+ 2,(c'—¢),
(16) A=y (@' — @) + by (b'— b) + S, (' —¢),
Ay=dog(a'— a) -+ Wby (b’ — b) -+ S5(c¢'—¢).

Au point p/ correspond, dans I'espace des (2, /, 5'), un point M’;
projetons le segment MM sur les trois diamétres rectangulaires de la
sphere S qui correspondent aux trois axes de l'ellipsoide E; soient X,
X,, X, les trois projections. Nous aurons

Xi=N(2'—2)+ 5 (¥ —y)+%(5—3),

Xo=g (2 —2) + ()" — ) +%5(5 —z),

Xy=Ny (2" — &)+ 5y (y' — y) + &5(5' — 5).

En vertu des égalités (3 bis) et (14), la premicre de ces égalités devient

C[on da\ ., I, ][00, , ()'n) , on,
[ Gp e (17 )i Gr | |Gt =y (1 ) (= 6) + P

P o NS¢, U8 J
+ [£%1+~€_1‘})1+(1+-—])d‘— Lﬁ([& -—-(l)'i" *()'b-(b’_. b)+(l~+— '(T'E)(c’

da db Je

ou bien, en vertu des égalités (8),

Xi=oy| [(x+28)d+p0h 47,2, (¢ — «)
A [ 73y (1 289) 7,2, ] (U'— b)
A [aohoy =+ 71y (14 285) 2, ] (¢ —¢)]

ou enfin, en vertu des égalités (9) et (11), la premiere des égalités
Xi= = [ (@ = a) b (6= 1) ++ 4 (¢ — )],
1
X, = ?“_[,&,(a/— a) + Wy (U — b) 4+ 24(c' — ¢)],
2

= }I—[,ﬁgs(a’-— @) -+ Vg (b'— b) -+ S5 (¢’ — ¢)].
3

- (¢~ c)>

~o]
-]
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Les deux autres se démontrent d’une manicre analogue.
En comparant ces égalités aux égalités (16), nous trouvons
. A, , A,

(17) X, =—> Xo="" Xz ==

g Gy Ty

Donc, pour passer de Uespace des (a', 0, ) a Uespace des (', ¥y, 3"),
il est nécessaire et suffisant :

1° De donner au premier espace un deplacement d’ensemble qui vicnt
appliquer les axes de Uellipsoide Vi sur les (rots diametres rectangulaires
de la sphére S qui sont les transformées de ces axes;

29 De réduire respectivernent dans les rapports U'{ ) ;;;, ;‘ les coordonndes
de chaque point rapportees @ ce tricdre lrircctangle. .

Revenons maintenant i Ia transformation la plus générale d'un
milicu continu. A chaque point matériel occupant la position o (a, b, ¢)
dans I'étatinitial et la position M (i, v, 5) dans I'état déforme, on peut
faire corvespondre une déformation homographique analogue i ecelle
que nous venons d’éludier. Si Pon néglige les infinimentpetits d"ordre
supéricur au premier, cette déformation coineide avee la déformation
réelle qui se produit au sein d"une masse infiniment petite compre-
nant le point matériel considéré.

A cetle masse est Lié invariablement un certain triddree trivectangle
qui, dans I'état initial, coincide avee les axes de ellipsoide I relatif
au point matériel considére, et qui, dans I'état déformé, coincide avee
les trois diamétres de la sphére S, relative au méme point, en lesquels
se transforment les axes de Pellipsoide B. Ce triedre est le tricdre des
axes de dilatation relatifs au point matériel considére.

L'¢tude complete dela déformation au voisinage d'un point matériel
donné est achevée lorsque I'on connait les valeurs des vingt et une
quantités (13) et (15). Celles-ci, a leur tour, par les ¢quations (8),
(9) (10), (11), (12) et (14), dépendent des valeurs prises au point
w(a, b, ¢) par

A R

s 9

'()(I, ’ b Je
dn o dn o dn
;)/( ’ ;)/) ’ Je !
;05 ox
da’ 06’ o

2
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Il peut arriver qu'une grandeur dépende sculement de la déformation
proprement dite et nullement de orientation des axes de dilatation,
soit au sein du milieu initial, soit au sein du milieu déformé. Cette
grandeur sera alors une fonction symétrique de oy, ,, o,. n vertu de
égalité (9), il revient auméme de dire qu’elle est fonction symétrique
des racines de 1'équation (10) ou qu’elle est fonction rationnelle des
coefficients de S*, S*, S, S° dans cette équation.
Développée, cette équation devient

(18) $*—(34+2J)S*+ (3 44T+ J)S— (1 +2ly+Jo+2T5) =0,

en posant
Ji=e +e+gy,

(19) Jo= (G (e26s+ 381+ €16) — (yF+ 72+ 73 )
Jy=leese;— &1 y;—eays — E375 + V17275

Donc, toute grandeur qui dépend uniquement de la déformation par
laguelle on passe de létat initial a Uétat déformé, et nullement de Uorcen-
tation des axes de dilatation sott aw sein du milicw tnctcal, soit aw sein
du milieu déformé, est une fonction des troes seules grandeurs J,, J,, J,.

La signification mécanique du déterminant @ nous enseigne qu’il se
trouve précisément dans ce cas; ce doit done étre une fonction des
seules quantités 1, J,, 1,5 en effet, si 'on part de 'expression de
donnée par I'égalité (4 bis) et si 'on en forme le carré en tenant
compte des égalités (8), on trouve

1 26, 73 72
(20) 2= Vs 126, 71 =142+ Jy+4 2],
72 71 1~ 26

Cette expression peut se trouver d’une autre maniére.

Prenons, dans I'état initial, un parallélépipede rectangle infiniment
petit dont pp” soitla diagonale et dont les arétes, dirigées suivant les
axes de dilatation, soient A,, A,, A,; son volume est A, A, A, ct sa
masse oA AL Ay, po étant la densité au point p dans I'état initial.
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Dans Uétat déformé, ce volume devient un nouveau parallélépipede
rectangle, dont la diagonale est MM, et donl les aréles, dirigtes sui-
vant les axes de dilatation, sont X,, X,, X1 son volume est XX, X,
et sa masse pX, X, X;, p étant la densité au point Mdans I'¢tat déforme.

La masse se conservant dans la déformation, on a

p XXy Xy oA A Ay

ou, sclon les égalités (17),

En vertu des égalités (o), cette égalité devient
prS 8,8y ph
ou bien, en vertu de I'égalité (18),
(21) G FETE FEEUY Py e P
Mais, d’autre part, on a Uégalité bien connue
(22) pld = py.

Ces égalités (21) et (22) redonnent 'égalite (20).

II. — Variation infiniment petite d'une déformation finie (').

Imaginons qu'a partir d'un élat déja déformé quelconque, nous
imposions au systéme une modification, réelle ou virtuelle, infiniment
petite. Nous aurons, en cette modification,

-~ “ »
dw == 0f, oy == 0, 03 =0,

’ N

N DN N , .
Supposons les quantités ¢, &0, { données en fonctions de , b, ¢.

1 Y ae fop s / ‘e ; ;
‘( )P T')U‘ll’EM,'ASuI' quelques Jormules de cinématique, utiles dans la ‘théorie générale
de Uélasticité (Comptes rendus, L. CXXXVI, 19 janvier 1903, pe 139).
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Les égalités (8) nous donneront
. 0N\ dE  dn ddon | d Q0%
s“’— ’+()a> da T 0a 9a T d9a 9a’
_ 900 036 05 0% 0% 0% 01 9da 00 d8n 0% 00F  OF %%
— Toc Jdb b oc ' de 9 9 9 de b Db de T de b

les points remplacant quatre ¢galités qui se tirent des deux premiéres
en permutant les lettres a, b, c.

La modification considérée peut étre regardée comme un déplace-
ment infiniment petit imposé au systeme déja déplacé et déformé;
selon la méthode de Cauchy, ce déplacement infiniment petit est
défini, en chaque point, par trois translations, qui sont ez, én, ci, trois

. 1 I 1 . . . i . .
rotations — ey, =y, - 03, LrOis dilatations D,, D,, D, et trois glisse-
ments G,, G,, G,.

Si T'on suppose les grandeurs 3%,

de z, y, 5, on a

NS N, . , n .
¢y, ¢ exprimées en fonctions

D, == ()oc,’ D, — ()rm, D, — irig’
dx Jdy
08¢ 0dn doE 0 dan  Jok
4 3, o= —— N ) ._':——~—5- 2 3 (3o ==~ _ 2%
(24) 2 G, ()}’ = > 2 G,y p oz’ 2, o ()_}’ )
“ ___Qg__gﬁﬁ’ - dog _ 9df " dan 93¢
T oy Js T g Y= 0k Ty

Mais on a neu

Do db

9ot da I
b 0z

— Ja dx

() Og

en permutant entre elles les lettres z, y,
7, { d’autre part; puis les é¢galités (5) donnent

()a 1 D(y,~) da 1 ])(..,x)
0z~ ®D(b,c) dy ~® D(b,c)’
(26) 192 b 1 D(y,3) ) 9 1 D(s )
0z~ ® D(c,a) dy T ® D(c,a)
de 1 D(y, =) de 1 D(s,2) x)
dz — ® D(a, b)’ dy ~® D(a b)

[ égalités que 'on peut tirer de

celle-ci :

Dot de
+- —
dc

()a_ 1 D(=, y)
ds  ® D(b, ¢y’
06 1 D(a, y)
05— W D(c,a)’
dc 1 D(z, y)
95— ® D(a,b)’

s d'une part et les lettres &,
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Les égalités (24), (25) et (26)

1 D(y,= Aot i
D"“fﬁ[ D(b,e) da -

[ D) 005

> ""’(D‘ Db, ¢) oa
l)(l, y) ()r)n )
Db, ¢) da
D (s,x) 09

‘ Db, ¢) Oa

/

i

- .ﬁ(//, 'cﬂ)” it

............................................

e
D, v) din -

DUHEM.

donnent

D(y, =) 4)r)~,
Die, a) o

D{( (3, 1) 4)07
) l)( ) b

(a, y) ()nn )

l)(( wy b

D(z,

) 0L
a) ob

(e, ) b

D(x, y) don

D(y, =) dno:
D (e, Iy de ’

D(z,.r) )'JH

4 l)(u, h) “oe

l) (.‘I', .-y) ()'7/; !

CD(a, by de '

D(z,a) daf

- Dy by oo

I)( r,y) ()':I;
l)(rl, /l) de |’

Dans chacun de ces trois groupes, les poinls remplacent deux éga-
lités qui se déduisent de la premitére en permutant entre elles d'une
part les lettres £, 0, {, d’autre part les lettres a, y, z.

Des formules (29) on tire sans peine celles dont Cauchy a fait nsage
pour établir, en Hydrodynamique, le théoréme de Lagrange et la con-
servation du mouvomonl murbillonrmiro

Les six quantités 0g,, 54, Oy, 87,, Vs J,, s‘expriment sans peine

en fonctions linéaires et homogenes de Dy, D

29 l):n “’H (;:v ”:x-

Les égalités (2) et (23) donnent

Se o Q_oj N dy ddn 05 J0L

85 50 e Jda da o o’
S dx Q98 dx JIE - dy d%n  dy ddn  ds da5 )z )0f
=559 Tae b Tk ae Foe ob Yoo g b de b’

........................

...........

Développons les dérivées partielles de 2%, 80, 8¢ par rapport i a,
b, c en fonctions des dérivées particlles des mémes quantités par rap-
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port a x, y, =, et nous trouverons

Js

dy 0z

()u ox

113

():c dy

' dg, = (3‘2) D+ (0}/) D+ <() > I)J—t—z& Ja — G, + 2 Ja 0a Gy 25 ()(6(13.
o= (300 () o () s oy a5
Ogy == <(Z):> D+ <3)c/> D, <%>2])3+ (())V 3” G+ 2 3“ (Z)r( (())7’" zy(.s,
6)}1:?(())2 (()).2:]) “+ 2 3; (())‘yl)2+2% g—zl)s
G (e (FGF )05 o 506 (57 5 5 o) O
2= 2‘())“ (())xD +2 3’ 3y1)2+z% 5())—‘:;1)3
(g E oo (5 5 5 5o (5 5 - ) o
L T T
e A Do a(ls 3 o (2 B

Moyennant les égalités (2), on peut, si I'on veut, dans ces éga-
lités (30), substituer les dérivées particlles des quantités £, v, { aux

dérivées partielles des quantités x, y, =.

Aux axes rectangulaires considérés, substituons un nouveau sys-
teme de coordonnées rectangulaires 2, y/, 5’. Désignons le cosinus
de I'angle formé par un axe ancien, I'axe des «, par exemple, et un
axe nouveau, I'axe des &', par exemple, au moyen du symbole (z, ).
Au moyen de Dy, D,, D,, G, G, G,, formons les expressions des trois
dilatations D', D;, D} et des trois glissements G, G}, G, rapportés aux

nouveaux axes.

Les composantes du déplacement virtuel suivant les nouveaux axes

sont
08 = (w, &) 0+ (y, «') &n + (2, 2') 6L,
n'=(z,y") 6+ (y,y") dn -+ (5, y") 0,
o' =(x, &) 6& -+ (y, 3")on + (5, &) L.
Ann. Le, Norm., (3), XXI. .— MaRs tgof.
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D’ailleurs, nous avons

PYL QOF 07 )%
D)= G = (2 ) G o () g (5 g
et ) 5 )',. )'\-.
()a'(; = ¢ 85 21\ Y Oé - neos
5o = (2, 2") ~ g (75 ") dy (52 )7
don ()f)f) ()r)ﬂ A= f‘)(zﬂ,
=, a) 7 () e (5 )
00 0k 004 (s, 0%
S = (@ ) e ()2 e ()

Ces égalités, jointes aux égalités (24 ), donnent la premitre égalité

D == (7, &)1, 4+ (9, @) Dyob (5, )7 D

A2y, ') (3, 2 )Gy -0z, :r’} (@, &y Gy 1o (e, &) (y, )y,
Doz (e, 2D - (o, Y ) Dy 1 (2, ') Dy

‘{“2(}’" sy )“'1 a(s,y ) 2y g (e, ¥y, )" ,
D= (2, 5") Dy (V’ s)HD, - (5, 31)2 Dy

= o(y,5') (5,5 )Gy = a(3,5") (o, 3" ) Gy 4 u (e, ) (0, 57 ) Gy

Les deux autres se démontrent d’'une maniere analogue.,
Unc démonstration semblable i la précédente nous donnera les for-
mules

2G’1:Z(x’y’)(%"z’)l)l‘{"’()' Yy &) Dyt-2(3, ¥') (5,3 )Ds
+2[(5 ¥) (7, 5") + (9 ¥') (5 3)] G- 2 [ (2, ") (5, ) (5 Y (e, &)y
d=al (g y) (e, 8" )1 (""r}")(.% )]Gy

D e I I I I I R R A I

Les expressions de G, et de G} se tivent de Iexpression de G en
permutant entre elles les lettres 2, ¥/, 5.

Supposons, en particulier, que les nouveaux axes soient les axes de
dilatation relatifs au point M du milicu déformé (a, y, 5); rapportés
& ces axes, les (rois dilatations infiniment petites et les trois glisse-
ments infiniment petits qui correspondent i la variation infiniment
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petite imposée au milieu déja déformé, seront

A=D1 D2 D03 426y I, 5+ 2 G N5 26y N Y,
A2: Dl’:\““g —l"DQ; ; + Dafﬁi —l'- 2(’}'1:}’2%2+2G2%2;\:2+ f).G_','t\:'g:)vg.
A3: Di;\:z -+ Dg:—’j’% -+ D,’;i"lg -+ 2G1;73.i’5‘3+ 2G2‘E3:\:3+ 2(}3;\:3:7’3,
T =N\ D+ 30T Dy + 2%, Dy
(33) 4 (B 5+ FaZy) Gy (Np Ty Ty Ny ) Gy - (T Xog = N 23 ) G,
Ly =N D+ 31 Do+ 2%, Dy

A (B34 D3 %y) Gy (X oy -+ By Ny ) Gy + (T Ny 4= 3 ) Gy
Ty =&y D+ 31 3Dy + %, 25Dy

4+ (1 Fa+ F1B0) Gy (Noy To 4= oy Ny ) G+ (' Ny == N4 Yy ) Gy

Les six quantités A,, A,, A, T',, T',, T', sont des fonctions détermi-
nées de a, b, ¢ (ou de @, y, =) lorsque I'on connait, en fonctions des
mémes variables, les six quantités &, v, {, &, ¢x, 0. Nous aurons
souvent, par la suite, & considérer les six fonctions (33).

On peut se proposer de rechercher quelle variation subissent, au
cours de la modification virtuelle considérée, les quantités =, o., o,
et comment se modifient les axes de dilatation soit au sein du milieu
initial, soit au scin du milicu déformé.

Les égalités (19) donnent, en premier lieu,

0J, = 0g, -+ Jey 4 dey,
o= (ea-+ &) 01 - b (ey -+ €1) Fep =+ f (&1 - &) Oey — 271 0y, -~ 27207y 273 07,
oy = (hesey—y1) O+ (heyer — v ) Fea -+ (Geses— y2) Oy
“+ (Y275— 2€171) r')‘"/‘—%— (ys7h— 26572) 6*/._,—&« (Y172— 25:;'/:;)6'/::—
I’égalité (18) donne alors

(35) [382— (6 +4J.)S + (3 +4J,+1,)] 08
=2(8 —1)208); — (S — 1) dJ, -+ 2 0J,.

Si, dans cette égalité, on remplace ¢J,, ¢l,, 8, par leurs expres-
sions (34) et si, ensuite, on substitue & S soit S,, soit S,, soit S,, on
X NPT P N N o P . .,
obtient les expressions de ¢S, ¢S,, ¢S, en fonctions linéaires ¢t homo-

N N N N
genes de Sey, Sey, Ogy, OV, OYar OYs-
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I’égalité (9) donne

(36) fo=— 248,

EN
- . N N N g 3 3 ’ v
expression qui permettra de caleuler 8, 89y, 6oy en fonctions lincaires
et homogénes des mémes quantités.
Les égalités (r1) et (r2) donnent

(1428, — 8) 0l =+ 7, O == 7, 62 = (2 0y — 08 ) - Wb Gy, - S dpy = 0,
(37) { y3 0l 4 (1 4285 — S ) O ~ 7, 02 4 oA Iy~ (2 dey— 68) - C dy == 0,
72 0o - 4 QWb - (1 + 28, — 8) 02 -+ N Iy, Wb Gy E(2 0ty = 08) == 0,

(38) Mo By = Uh O o= S 02 == 0.

Les trois équations (37) ne sont pas plus indépendantes les unes
des autres que les équations (11) dont elles proviennent; chacune
d’elles est la conséquence des deux autres. Denx quelconques de ces
¢quations, jointes a l'équation (38) et a I'équation (35), déter-

. N N ™ N
minent d,, Ge,, Cey, OV, CYas OYa-

Enfin, la premitre égalité (15) donne

. ar JE ()g " T .

(39) On\- [([ e (.).7’) Y| P 5 - P v- Oa
. ) 04 l)g N )z';

l'(h!r— T ) Sk <p 9 o Je o ) T

00k dot . JiE
el B T i || Fawa
P-( da " Jb + e ) 7

Mais les égalités (2) permettent d’éerire
99% _ (I 4 ()£>00f dn 00E \ )% 03¢

= da | dx Ju 7)3/- 0w 03’

9% __0E 0% (. 0n\ddk 9t 93
b T 0b ox ob) oy b 0z’

998 _ 0 032 dn 095 dE\ 08¢
de T de dx T de dy e ) o5

Ces égalités, jointes aux égalités (15), transforment I'égalité (39)
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en la premiere des égalités

Jg € s
0N = —60-}-0’[( >0ulo+dbou';+d ]
- 1<\q 005 ()oz),
o ox 03
" J 5 o dn on .,
- o5 =2 o a[-d—aa ( ob>8" + 05 ]
1/..00n don ddn
- E( rr3 o d~>
0% = % (‘)C O ’8u5+9§6v>
) Jd
I dd¢ OSZ ()65
L 1 8).

Au second membre de chacune de ces égalités, les deux premiers
termes sont des fonctions linéaires et homogenes de C,, Gt,, Oty Sv,,
SYa» 04, mais il n’en est pas de méme du troisieme terme, qui ne se
laisse point écrire sous cette forme.

Rt X amnd

CHAPITRE II.
EQUILIBRE ET MOUVEMENT D'UN CORPS VITREUX.

I. — Du potentiel interne d'un corps vitreux.

Considérons un systéme continu et divisons-le en masses infini-
ment petites; soient dm, dm’ deux quelconques de ces masses. Le
potentiel & de ce systéme peut toujours se mettre (*) sous la forme

(41) j:f‘l’dm—t— é[f‘lfdmdm’,

(") Le potenttel thermodynamique et la pression h _yclrortauque (Annales de U’Ecole
Normale supérieure, 3¢ série, t. X, 1893, p. 183). :
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chacune des intégrations s’¢tendant & la masse entitre du systéme et
les grandeurs ® et ¥ dépendant ’éléments variables qui ont été énu-
mérés dans notre Mémoire Sur le potenticl thermodynamique et la pres-
sion hydrostatique.

Nous allons particulariser de la maniére suivante la nature des
systtmes que nous allons étudier.

Nous supposerons que I'on puisse loujours concevoir, pour chacun
des milieux continus que nous aurons i considérer, un é¢tat oi il serait
homogtne, olt il aurait en tout point Ja méme densité et oft il serait
isotrope; nous prendrons cet état pour élal initial. Nous supposerons,
en second licu, que I'état d’une masse élémentaire dans un élat dé-
formé quelconque dépende de sa température absolue T et des trois
grandeurs o, 0y, 73, complées @ partir de U'élal initial, mais point de
Porientation des axes de dilatation en I'état déformé.

Quand un milicu remplira ces conditions, nous dirons que ¢ est
un rmuliew vitrewx; un milieu non vitreux sera dit meliew erestallise.

En un milieu vitreux, la fonction @, qui est une fonetion de 'état
de la masse dm, y compris sa temperature absolue, dépendra de T ot des
grandeurs o, 7,, oy relatives & un point de Ta masse dme, sans dépendre
de I'orientation des axes de dilatation au sein de la masse dme. Des
lors, selon ce qui a été vu au Chapitre I, § 1, elle dépendra de T et des
valeurs de J,, J,, J, en un point de la masse dm :

(42) QDT Jy, gy dy).

Quant & la fonction W, elle ne peut pas dépendre des tempéra-
tures T, T" des ¢léments drm, dm’, mais elle peut dépendre

1° Des grandeurs o,, o,, o, relatives & élément dm, ot cela d'une
maniére symétrique, partant des valeursJ,, J,, J, relatives i un point
de cet élément;

2° Des grandeurs o, o), o) relatives a Uélément dn, partant des
valeurs J|, J,, ¥, relatives & un point de cet élément;

3° De la distance r d’un point de 'élément com i un point de 'élé-
ment dm’ ;

4° De Porientation mutuelle des axes de dilatation de 'é¢lément dnme
et des axes de dilatation de I'élément dnv,

Cette orientation est définie parles neuf cosinus dont on obtient les
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valeurs en prenant I’expression
(iyj/) :;\:t”\“‘; -+ :-713'/ -+ z”ii";',

et en y remplacant de toutes les manieres possibles I'indice ¢, d’une
part, et 'indice j7, d’autre part, par chacun des indices 1, 2, 3;
5° De I'orientation de la droite de jonction r des deux éléments par
rapport aux axes de dilatation du premier élément; cetle orientation
est définie par les trois cosinus
! 4 ~

z—x . Y=, z
(r, 1) = PR -+ . 1+ -*;,——z”u

! !

X —x .. F— , 5 —5
(r,2) = —— " + A - Yy, + i

z'—z . '—y. 5—z
(r, ) =222 - L oy 2

6° De l'orientation de la droite de jonction 7des deux éléments par
rapport aux axes de dilatation du sccond ¢lément; cetle orientation
est définie par les trois cosinus

, x—a' . —_y s— 3
(,.I’ L ):: - "\“I1 e Y Y 5 /l e S %'

-
<

z—az . — ! 5—3 .
(1, 2') = & L . Loy, - 222 g,
Y r—z' ., Y=Y 5—5 .,
(r', 3 )= o oy - 7 J:x - ; Ly

En résumé, W peut dépendre des variables suivantes :

( JI) Jz, J:u J'u J'z’ J’;;y
(43) } Xy i %b ’:\:'i’ ’7’1’ %In
(@'—2z), (y'—0) (5'~23).

Un cas trés simple est celui ol les actions mutuclles entre éléments
du milieu sont newtonicnnes; on a alors simplement

(44) U=V ),
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II. — Variation virtuelle du potentiel interne.

Posons, en géndral,

[ 0D 0% r o

. \ COETE T T e P 0ey
(45) ¥ b P . od
==t &==&G & &

égalités qui, en vertu des cgalités (34) et (42), deviendront, pour un
milieu vitreux,

ISP S
e = - ()J: we i (Ey -t Ey) (”‘ - (beaty— 9] ) JJy y
. Oy OO
[P -(),” ““—"4(&3 we Ex) ();lz - (““35! - /2) ()"l“"
o0 ow , Ly P
| ey == Gy = hlen b ey (heass /) Gy
45 bisy
ob A
&2y (—)-—j-; — (28171 e 7278) 'JJ;:
()(l) ()(1’
T2, on, (28272 7371) o3,
oD 2L
gr=27 G- — (287 = 1i72) gy

Ces six quantités e,, ¢,, ¢, g, g2» & ont des valeurs déterminées,
au point (z, y, 5) ct a l'instant ¢, lorsque I'on connait seulement les
valeurs, en ce point et & cet instant, de la température T et des six
quantités

€, &2, &y, Y12 Yu Yae

En vertu des égalités (45), la variation virtuelle la plus générale
de @ est

oo |, ;
—~ T OT - ¢, Oy -+ €508, - €, D2y -+ gy Oy~ g2 072+ &4 s

(46) — 0@ =

La variation virtuelle la plus générale de W peut, en se rappelant
ce que nous avons dit au Chapitre I au sujet des variations des va-
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riables (43), se mettre sous la forme

(47) O —=A+A'+B+DB'+C+C.
Les termes A, B, C sont les suivants :
Ay oW oW ow 3% o ()‘IJ'
(48) A_.—v;o:v—i——(j;oy—l—d‘_ 95 = 5= 0f +5}70n — d¢,
OW v [\ 005 o 09 o ()_35)
(49) Z [ (7:\:7'0_;<17~+7l0y t 5
j=1,2,3
oW 1 . don don .,,'08:/1
i 5 (o G )
oW 1 /.. d6C 00¢ d3¢
(v e )]
(50) C = qjl ;)\E[ -~ LPQ;}EQ ~}- 41385;; -+ ya O"{1 +x2 0}’2 -+ Ls 6}’3,

121

Gy bay by L1y Sae 7 Gtant des quantités dont les valeurs dépendent
des valeurs prises, a Uinstant ¢, par £, v, { et leurs neuf dérivées par
rapport i 2, ¥, 5, en un point (@, y, z) de I'élément dm et des valeurs
prises au méme instant, par les mémes quantités, en un point ', ', 5’

de I'é¢lément dm!'.

Les termes A’, B/, (7 se tirent respectivement des termes A, B, G en

intervertissant les roles des deux ¢léments dm et dm'.
On voit alors que 'on a

(51) 6//.‘[" dm' dm = ‘).f (A -+ B+ C)dm'dm.
Posons '
X; :-—. -—--clm —*——jpg—]}— dm/’, __.——fg—]—lf dm/,

L= ~f§£: dm M, =— ;),;: dm', Ny=—— 001 dln s
Ly, = (ily— dm gi = — L)I— dm', Ny;==— ()‘F dm s

(52) . - ow
L= — o dm' M, =— 75, dm', Ny =— %, dm/,
a‘J”:—-f gy dm/, CQ,-::——/. Yo dm, C;,z::—f% dm’,
G Z—f w1 dm/, Gog=— /m Ao dm/, G :—f Ladm'.

16

Ann. Lce. Norm.,

(3), XXL

— AVRIL 19Q04.
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d

Les dix-huit quantités ainsi définies ne d(*p(‘n(lvn(’ pas seulement
de I'élément dm. Leurs valeurs au point (@, y, ) et & Pinstant ¢ dé-
pendent de I'état du systéme tout entier i cet instant.

Les égalités (48), (49), (50), (51), (52) donnent

f " ( LNy LaNy Ly > 0
— .* -.}— - -
Ty Ty dx

" Ln-ﬂ 4o JaTs | L
T2 Ty

. .];L'...:l . Ji’.fjri? 4 ,L}f_z:"

Minvy | Mag?ey My

0’1 P Ty

-

}_< 107 R
1 T2 0'3

Q

MiZy | Moy | Ma £
oy Ty Ty

+

’z
=
1S
25
1]
=
\_'/\_/\./f\/\_,/v\_/
IS
>

(N“' ’:\"1 Ng[:\"‘ﬂ 'N.’il':\"‘fl 0 ')E

= w4 fe e
7 T2 oy 0
N, '71 Not X Nus W3\ 008
—}- L. R O A S O NS
2 T2 Ty Jdy

-+ (Tf}fi& 4 NaZa | Nu I*) 99 J dm
o1 Ty oy 03z

““f (C4s Oty oy Fey - &y Deg -4 G100y 4 (s 072+ (31 9ya) dm.

Les égalités (41), (46) et (53) font connaitre Ia variation subie par
le potentiel interne ¥ en une modification virtuelle quelconque du
systéme.

I’expression de cette variation est d’une extréme complication.

Elle se simplifie beaucoup lorsque les actions mutuelles des divers
¢léments du systeme sont newtoniennes.
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Dans c¢ cas, en effet, si on pose

(Y dr ,
N A,/V dr Oz dm’,

R B COK

(54) Y;, o / ar oy dm!,
AW (Y O

7; w/ t{ill(l) Z;l_ dm!,

Iégalité (44) donne simplement

—~
o
E9a4

~

P ) / / UWedm! dm = / (X 0% 4= Yy o - 4, 68) dm.
’ - " «

III. -~ Travail des actions extérieures.
Nous admettrons que le travail virtuel oz, des actions extérieures
se compose de deux termes
(5H6) G, dE, g

Le premier est le travail de pressions appliquées en chaque point
de la surface S qui limite le systeme dans son état actuel de défor-

mation

s (L5, = / (Poiu - Pyiy 1 Puas) ds,
(57) R ‘

( [0z vy 00 1) s,

Le second provient d'actions exercées sur chacun des éléments de
masse du milieu, actions analogues a celles que ces éléments exercent
les uns sur Ies autres. L'expression de ce travail sera done de la forme

(38)  dE) / (X624 Yohn 1 2,0%) dim

W2 Y | A
}- / ‘ (,.A“t b el
¢ N7 Ty

' ’ ~ . . . - A
i/ (Cqu0ey = Cgpoty -4 Cgeley = (rebys -+ Gaeda -+ (aodys) din

5...lrlm
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Dans le cas ol les actions extéricures sonl newloniennes, ce terme
se rédult a

(59) dit f (Xo0% -+ Yobn 4 £o08) ddim.

Les diverses égalités que nous venons d’¢erire nous fournissent,
your toute modification asothermique virtuelle, Pexpression de
?

A¢, — 5.
Posons
[ T Aoy AW ¢ 4\'.3
[ P — iy = b4y ) - e P e PPV B A g kT
{ p &L 7 (lll - [14-) t 7, (l..l t lu.) i P (I.u 1 l.t/)r
ro, ¥ Yy 5y
- f oy s A daye) b e PETEES S PP - : i .
P Ny - o (l 1 t I lt.) L 7, (l 2t l I) I o, (l'rll ' l‘J' )7
T, b %, ‘ .
E "\:', e ;:‘ (l-l]l' - Illl!) -+ ’0"_;; (L_“‘ -} lii'r) 4 ',7)‘ (l"u‘ i ll,n‘)':
2 3
1 R , A A
-P-.)lbxm c_r: (Myr - My,) - a: (Mg -+ My) };1 (M, 1 M),
1 1 ¥ g,
- :_‘)rb o PR . I 2 ol . A", q -
(60) P Y o4 (MH + Mu.) f 7, (M!l | M:u,') | oy (M:tl i M;u‘)v

| " z z L.
-P- My = O': (Mli"*" Mll.') =+ a::““ (Mw""‘ Mm:) b ‘0_'? (MJ( } M:m)v

!y = Ny Ny
p Moy == ';'l" (Nlt 4 Nxa) ~t- 7, (Nzi ~- Nx«:) e O':‘ (5\;;/ } 3\:1«')'
L A I (Nyi + Ny -+ Vs N N 5, ;

P ¥ oy e te/) ” &.‘ (Nyi -1 ze) b= “d‘ (N:u 4+ Nyods

- e 'i.x Z ! ! o, " R
).G; s o4 (Nli - Nl/a) 4= q;‘(Nzi - I\"zu) |- ’q’ (1\3; s N‘":)'

“y
Posons également

I e o, . v .
GG b O Oy Cy ey b Gy é“.u.'; '-‘"5 Lty = gy ef &y,
E i f e

~
fon)
-
~
—~———

' .()i =S (l‘lt + 1y (J,‘l == gt (-t {{zm (fy = At {1'41 “+ e
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puiﬁ

LRI AN A de\t o dr dw oz dx 0z 0z
pNW“<m)‘“‘(w)“f“ak>”*”ﬁsz“+ Pr T ak e T
(R (AN (‘)Jf N O A ()y Jdy ()y ay dy dy
p'y‘“‘(oa> 1l uao) by ot (bZ R R T IREE e A Ry 2% 9o

[N Jds\* ERCIR (()s' t. dz d3 ds 0z Jdz 03
..... N o (Ve o (Yo, g (B3 e, g 095 050 ,0505, 0505
oo (()«) - (()/)) S ‘()(:) C 0 de i+ 2 Jc da 04 06 G

Ty ds O dy 0z & y,f)y d3 & oy 93 dy 03Y
v Da 06 06t 0 0e \0b 9e T e ()/’>‘

(Wﬁ+%%(w(wﬁ+ﬂ%(»

de de | da ()(:) 2\ 0w 0b T 0b da) NP

Js dr Js da . dz de (()e due s ()c> o
-

1
B LD D S LN W L S et
o VT 0w da SCEG 0  ge e b dc o b ) !

(050 05 0y gy (9500 05 0z
\Je o 0w e ) \da 0l 06 97 )Y
L R AN RN (g A A Y,
R 7 AR /| S L VRO /7 ¢ v )

4WMH%MW¢%M0M“*
¢ e oa e ) T \da 9 90 e )

Envertu des égalités (30), ces égalités (61) et (62) nous donneront

(63) ] (et Oy 4o Eyp) ey ot (g A Cgpote Ey) By~ (€5 = Cgg -t Cae) dey
el Gyt () ;;‘/1 e (&g byt Gue) ’3'/'1'4” (== Gyt (ae) 07s] din
S [NGDy 4 Ny Dy N Dy e 2T Gy o= 2Ty Gy 4= 2 T2 Gy ] do,

doy ¢tant Le volume de 'élément dim.

Arrétons-nous un instant i cetle égalité et aux égalités (61) et (62).

Siles actions, tant intérieures qu’extérieures, sont newlonicnnes,
les quantités ¢ et ¢ sont nulles; les grandeurs ¢, ¢,y ¢y, g45 g 83
dépendent exclusivement de la température T au point 2, y, 5 et des
valeurs de g, e, €50 s Y20 Yy 40 méme point; celles-ci s’expriment,
selon les égalités (8), en fonctions des dérivées partielles de &, 7, {
par rapport i «, b, ¢, au point considéré; il en est de méme, sclon les
égalités (2), de f)--{ :j/), .--» Nous pouvons done énoncer la proposi-
tion suivante :

St les actions, tant inléricures qu'extéricures, auxquelles sont soumis



126

P. DUHEM.

les divers éléments du systéme, sont newtoniennces, les valeurs de N, N,,
N, T, T, T;, en chaque point et a chaque instant, s'cxpriment par les
équations (62) en fonctions des valeurs de

rlv’

UL

o’ ov ¢

dn Jdn dn

>

Jda’ 9b’ oe
Jgd 06 I%

o’ b ¢’

aw méme point et au méme instant.

Cette proposition r'est plus vraie lorsque les actions extéricures ow in-
térieures ne sont plus newtoniennes, car les quantités ¢ et ¢ dépendent
alors non sculement de la déformation au voisinage du point consi-
déré, mais encore de I'état de tout le systéme et des corps exté-
rieurs a Iinstant ¢.

Dans ce cas général, les équations (41), (46), (53), (57), (58),
(60), (61), (62) ¢t (24) permettent d’éerire

(64) dB,— 37 = / (P35 Py 80 -4+ D 02) dS

- f (X X0) 02 -t (Yoo Ye) 80 - (Zy 1~ Z) 3%] dom

L 00 % )i
" f ( I Y o

dy
+ I, %‘iﬁ Ly, %f}ﬂ - 9N ‘)()Of'

(D0 0 o, (3% 20 Ly, (3.

0z 7 dy dix

0

oy

e
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Posons
Doy -4 My M — T,
B g, M—'L'—)» ~~~~~~ = R,,
. L. - 9., — %
(65) wzu._'_ =By, _‘t.‘__)_._’f =&y,
Mo+ Ly M — Ly _a
- oy Py =

2
et égalité (64) pourra s’éerire

(66)  d@y— 3y / (P 08 <= Py B -4 P, ) dS

}- /[(‘(,wl« Xe)0E = (Yit Yo) 80 b= (=T ) 0] dm

, ()r)g“ N ddn 09¢
e [0 7% Ny ) 0 (N ) 5

(T 1@ )(‘Mn~ ' 'MC> + (Ty w|—-m’)<’))°’§ - Qf)

Jz Jdy
. dot  ddn
H (T "'>(7;+‘07v>] v

Jag (()on ()6‘5) d
ox ady o

“ Y}
AR 935 __ 990 TRy 2%
J L Ay 0z N0z~ oz
Au dernier terme du second membre de cette égalité, la quantité
sous le signo/, qui peut s’éerire
("n My = ~Kny- ’1)2 L "' U'R:/i);; ) (lm,

a pris la forme du travail virtuel d'un couple élémentaire. Ce couple est

nul lorsque les actions sont neswloniennes.
Moyennant des intégrations par partics et en désignant par o, f, y
les cosinus directeurs de la normale & Uélément dS menée vers I'inté-
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ricur du milieu étudié, on peut remplacer 'égalité (66) par

(67) dGc_a’l"’f:: /{ [Pz "(N.vc L) (T; € ) - l‘ - @ ,)/

e (Ryy )] 05
A [Py = (Ts -+ E)a— (Ny -+ )5 (T - Fu)y
e (Rgor =) 7] B

A [Pr— (Ty + @)oo — (Ta -+ T)E - (No 1)y
(R ey | 05 LS

( ‘f J\J ')('I';:’|j ¢.) Ty @ r)
-l—f§ IP XitXo)—= == e e

EI anaN ..

- [ e

()u {)'}' ) »
o A(Ta ) 0N, IRy (T )
rhwwqgw_(n - Iy e

‘l))i: ()'n,
(0 ) |

¥, ’, /)( 'l‘_)‘ ’ ‘T") ) ')‘ 'l'.lf ‘ ‘T.l:) (” \ o } ’ v”r
[P(/‘l e AL’) e (),I.' ) ()’} : ();:

e ORNT L
( Ay e > l s”m

La premitre intégrale s’¢tend & tous les éléments de la surface qui
limite le milieu, la seconde i tous les éléments de volume du milicu.

IV. — Equations d'équilibre d'un milieu vitreux.

Les résultats déja obtenus nous permettent déerire les conditions
d’équilibre d’un milieu vitreux. Ges conditions s’obticnnent, en effet,
en écrivant que I'on a

Ay (’)’TJ"’ =20,

quelle que soit la modification virtuelle imposée an systeme, partant
quelles que soient, en chaque point, les valeurs de 2%, 84, 80, Nous
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o
S

devons done avoir, en tout point du milieu vitreux,

(0N O(TeE) 0T e 0By o,

do Jy " Js T os T Ay =p(Xi+Xo),
. (T, ¢y DN, NG (T --4) O OR
gy [ CUha--ts) Ot ¥ atCe) 0RO Re oy ,
( ' ) o ().y )3 f 0. PE ( Yz -+ YI. ))

ATy =0y (T, =6, O(N;IT)  dRe  OR, .
L e - dy o 0z l ())— T 0w =p(LitTe)

e, en tout point de la surface qui limite le milieu,
s (NeA- L)z (Tt @) B - (T @)y = Ry = R Bz Py,
/ (rla: (7,,:) o e (N} | ,‘)]'(_.T) tfj i (T.n e (N':,,)'/ N (‘ﬂ-‘../ — l))_7
( (il‘,) : ‘T‘)') 7 (T.:: b Ck) 16 - (N' 1= 7)@:,)'/ “+ "n.x:ﬁ - "R,v'-z 2z P

(64)

Ces ¢quations, excessivement compliquées, se simplifient beaucoup
lorsque lesactions, tantin(éricures qu’extérienres, sont newloniennes;
dans ce cas, on a

S0, I o, oo 00,
[ 0, Gy, G, om0,
My 0, Aty O, My =0

el fes cquations (68) ¢t (6g) prennent la forme classique

ON,. dJT. JTy,

1 - 1] X"’.p.,
7] dy s p(XetXe)

N7 I ON, dJdT, Ly .
h («) gy s (Yo Yo,
JT, Ty 0N . v
e ) oLt g (= 1),
g dy = s p(Fi i o)
s \,7 ’ rllerj F rlw.“ ,/ I’i)t?
(71) ez b Ny Tey oz Py,
( Tyt Tel - Noy = P

Dans ces dgalités figurent Tes six quantités

:\,1'9 N)a :\31

"‘.,- , rlqi“7 rlv;

Ann, Feo Norne, (3, KA — Avrin 1G04,
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qui se tirent des équations (62) eny remplacant respectivement

1" i " g ) ’

Cpy Ly S (.117 ()25 (s
par

Ciy  Coy Oy i Ses S

Les conditions d*¢quilibre que Fon obtient ainsi sont équivalentes
a celles qua donncées M. Boussinesqg (').

V. — Equations du mouvement d'un milieu vitreux (*).

Pour parvenir i la mise en ¢quations du mouyement d'un milicu
vitreux, il nous reste encore & former le travail virtuel des Jorees
dinertie et e travadl virtuel de la viscosile.

Le premier de ces deux travaux, immdédiatement connu, a pour
expression

AEE AR A,
~0, (l(‘f' — (\, . . t)f, - ': 17 //7‘;7.
(72) / / e R TR ")"

Le travail des actions de viscosité est d'une forme beaucoup plus
compliquee.

Dans le (emps e, un ¢lément de masse du systéme éprouve une
déformation infiniment petite que Pon peat définie, en Ta rappor-
tant aux axes O, Oy, Oz, parles six quantités

Dy I e, D, e, Dy bt
Gy = Gt Gy, ot Goyos G, el

Au licu de rapporter cette déformation i des axes arbitrairement
choisis, on peut larapporter aux seuls axes privilégics que Con recon-

(1) L BoussiNuso, Theorie des ondes liquides périodignes, Note 0 Mémoires pre-
senlés par divers savants i Ulnstitul de Franee, . XX . - Cf Bt B Cosstiye, Sur o
Thiorie de I Elugticite (premice Mémoire, n 17 Je

(2) PoDuses, Sur Leviscosidd en un milivw vitren ( Comptes rendus, Lo CXXNVT, g (¢«
vrier 1903, pou8r ). — Swr les dquations du mouvement of e relation supplementaire an
sein ’un mdlicw vitrenr (Jhid. g (Gyricr 1go3, po 343,
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naisse a Pinstant ¢, au sein de Pélément considérd, savoir aux axes de
dilatation de cel ¢léments cette deformation sera alors définie par les
six quantites infiniment petites

A, Nyt Nydi, Vode, Ydi, Ve,

AAL AL T, T éantee que deviennent les quantités Ay, Ay, A,,
'y Py, Uy dorsque, dans ces cgalités (33), on remplace D, Dy, Dy,
Gy, Goy Gy par D7, DL, Dy, GG, G Gela revient i dive que Fona

La fonction dissipative ¥ dos, relative an volume ¢lémentaire da,
devea ¢lre une fonetion de la température T de Pétal de Ta masse ¢lé-
mentaire i Pinstant 7, ¢’est-a-dire des valeurs prises & cetinstant, en
tun point de Pélément de, par ,, 74, 7,5 enlin, de A, AL, AL T, T,
15 elle doit ¢tre une forme quadreatique détinie positive de ces six
dernivres variables. Des considérations de symétrie évidentes per-
moettent d'¢erire

(7’” £ il o, o) AY boola, o o)A - Ty, Ty, 7,) Ay
Vol (g, g, ma) LA L0 b(5,, 0y 5 ) AVA 2 b (9, 9y, 90) AL A
oo, an o) by 0 elmn e U b e(oy, o0, 0) T
4ol (g o) ULV 4 ad (7, 70 5 ) V1) 4 2d (o, 00, 7)) UL T,
doaf (g g, o) N S (ay, 5 5 ) ATy -0 [ (9, 90, 7) AL T

ulne(oy, 7, 7y) l”‘.: b (o, gy 0,) 1 1A
boalm(oy o, o0l 1 m(e oy, o) T 1A,

N « Al ’
il mlay, o) 1 ey, 74 70 ) Uy [ A

1 . sy L .
Les memes (")HSH“'I'H'HHIH (l(‘ S\/Hl(‘,(,l'l(f lll()ll!,l'(‘lll, (lll(§ l on a, ({l](‘.lh

"

que soient s, 7', 57,

P
e, g'ya"y = blo,a", o
2

"z (s, 9,

(75) el o'y 7
Az, 5, 5"y ==d(z, 5", 5
Sz, 55"y (e )

e

Enfin, les fonetions a, b, ¢, o, [, m dépendent de la température 1
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Si le miliew, an leu dcétre viteeux, était eristallise, la fonction dissi-
pative £ degrait re encore une forme quadratique définie positive de

’ I v N h
AN, A T, T, T

B

seulement cette forme ne serait plus néeessaivement donnée par la
formule (71); les coefficients de cette forme pourraient dépendre non
seulement de T et de a,, 7., 54, mais cncore de Povientation des
axes 1, 2, 3 par rapport a la matiere de Pélément dw.

Imposons au systéme une modification virtuelle quelconque 2%, o7,
¢(; & cetle modification correspondront, en chaque point, trois dilata-
tions virtuelles Dy, Dy, D, et trois glissements virtuels Gy, G,, G,
donnés par les ¢galites (24), p;u't'ml, six quantités Ay, A, A, 1y,
Iy, I'y données par les égalités (33). Le travail virtuel de Ta viscosité
sera

\ y )& & 0¥
=6 dey— ( O8N e P O,
(76) f _/ﬁ oA T : 0y, At AW A
0¥ 0§ DI
P R I Rl A B I 7.
g, b el dr;lJ)rhw
Posons
s ., 0¥ 0¥ E; ¢)J,' ks
Vprme— (o N ap T T, O VI AL AL
<()A, oA, } oA, l )/)l"l Vit )l" A "ol Nt
s L 0¥ rs 0¥ )§ '
Vyrmmem (ot g P e 9T e, O e e v Y
’ (()A ! oA, l JAL, T ol Ve s ()l" SERIE 22 SR ) ’
v,r%"'<0€ £} 4+ Oﬁ-:”-r-df 21 s L0 e 0
: S e A ] A M “’)
o [0f .. 0%
Ty 7 ()A’ SFETEE )A' N byt A' 'Yx ~n
. ) > -
/ e . X ¥ - N
) \\ b )F/ (1 ¥y -4 -g\,,;).. )l‘,(~,71-l~.vgg‘(,)'i.vr,(}l”“(tl;\",. LV L)
. [of, 05 . .. s ., ..
Ty == .()A/l TR ')T,S:*'\*z"\”z“l- A')A" Ty
K] 0¥ ) 0¥ )
gy (VS b B e (N BN e (N L )
| s TN 08 "
Tz == »()A‘“ Ay ¥ - )A' AT PR ()S/‘ Aoy

k]

e ()iﬁ; (-,Yz ;\:3 aa ;\:“:Yfl) 9 }}" ( 3F \ ) "\.’:;Wx) ( Y; | "‘\'“1 "V") .

lv
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Selon los ¢galités (33), Pégalite (76) pourra s’éerirve

(78) o, ‘/(‘) Dycievy Dy v Dy e o Gk 07, Gy o 27,Gy) des
/ ' ()l)' 0010 0%
“ Yy vy
e vy s

C_(daon Ty (()fi"; Cdazy o [fdoi don
‘ ""'( gz Jdy ) =% de o dz ) - ( Jy " e )] (lm.

Siles quantites v ., 9,5 9z, =4 5y % admellent, par rapport @ x, v, s,
des dérivées partielles qui soient finies, 'égalité (78) peut se transformer
en

(7(.” (I(TV‘ ’ / ’ (Va2 T;;f’j"[*T.,'/)’ji
R C P V5T g

bolmp 2 A Tels e vay) ol | dS

[’ ’ («lv.,, , e doy
. de o dy s

dee vy DT
("().r' oy R ) v

PR

dr,  dr. o duy

; (l‘)l i ())“ a 7K ) i

rv,

Les formules (56) & (5g) sont vraies également pour les milicux
vitreux el pour les milicux eristallisés.

Les ¢quations du mouvement du systeme s"obtiennent en éerivant
que Ponca, pour toute modification virtuelle imposée au systéme,

(80) AG o G T e Ty 4 &y 0,

Cotte égalité devant avoir lien qnvl% que soient 8%, o1, 5%, on doit
avoir, selon les dgalités (67), (72) et (79)
10 Fn tout point de la surface qui limite le milicu

7]
4

S".\',,, P b2 (T BB ) B (T @y gy )y b Ry — R oz Py
(81) /(T & b o)zt (N B b vy ) 5 (Tub @ bt )y b Mgz Ry = 1y,
(Ty v & bz )z (Tot-Cp bt b (Ng b Wopb7s )y b R o — Ry o= Py
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2° En tout point du milicu

O (N L v A (T @3- z:,,»)4 n () (l’, @y Ty) N OR,dity
o T oy 03 . Oy
- ; 0%

(7(']’: -t ('."z -7 ) | ()(:\‘ (-;)II, ¥ ,P}_ yl‘) ‘ () ( ’l‘.'. 4 (‘,“',. f- T.,~) . l):"‘ - R .
Cde Ady ' 0z o Ik

. 0%
= .O (Y,‘ -+ Y [ 7)7; >7

D(Ty1-Cpb-70) DN Wonp-va) R, it
ay E

. , ¢
=p (’ e )

71)")‘ e

VI. -~ Quantité de chaleur dégagée par un élément du milieu ('),

Considérons un ¢lément de masse dm = g dw. Son entropic S dm

/

est donnée par 'égalité
- LY
D) - s
Jl
D’autre part, les viscosités intrinstques de et élément effectuent, en
une modification réelle ou virtuelle, un travail qui a pour valeur

]

Az (VDb 9 Dy b v Dyt nr, Gy b oz, Gy b ura (o) oy,
Dés lors, en une modification réelle ou virtuelle queleonque, eet

¢lément dégage une quantité de chalear Q qui a pour valeur | fte-
cherches sur Ullydrodynamique. Promivre Partie, égalité (80)]

P P ~
0T

(83) EdQ=

1 .
- 0 (ve Dy - Yy “z" v Dy KL F PR SRTL Y P ".':;.,lig,) Il//ll.

(1) P. Dunes, Sur les équations du mousenent et la relation supplémentaire aun sein
d’un milicw vitrewr ( Comptes rendus, to CXXXVI, p. 5435 g feyrier 190%).
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Posons

(8% [Ea— L ’) (,l',
£ ol

puis

To0 T 0 T 0tb

I TR 0,01 A D P
T ot . T o I' ot

DTS A DR YN i B 0y,0T

(&)

a3

—

]

ou bien, en vertu des égalités (35) el (42),

o l ()"bm 1ey 48y ) A (heyey—7t)- ()2"‘1). I,
! Sl 0l PRy g e /’}()J;, J1
B I O PR X
' L og o DRy ST g |
T o'b PR Lo 0D
o /"“ g oy PRS0 ”“‘"‘“73)u.l;;eﬁ_l;
R N ST g2
o AN I AR AT I P W ) ‘
| T PRI a'h
w, : "—"'/:', ().I:_, I s (Ey sy ) 0, 0T )’
T o ot
R | g, g 0 ) 4)’!"|;

nous atrons, en vertu des ¢ealités (31), (42) et (893),
» 20 ) U

(R6) ) O S N B O E PR B T S U S T T o Oy -t= 84 07) din
!

Ol
\

PRSI e Dy b, Gyt Gy am Gy) din
Posons

o . , oo dr .

BT DN S
=) - 5y
de du” d. b

32

K o da * e doe
Crot (:)/}) Cat (hl)l‘ R b de
¢ dy dy

) )
(57) i ( :ﬁr‘/) 1 (:j;;)“ | ((l:ly) Gyt b de
' i ) i )

Ay dy o dy dy

Q,
<
-
S~
Y
o

ooy ., P Co e,

L N A 2 /A

(’ VERS (/)3\" o (()s‘ * N dids o dsds o Js ds
du) a_(i/’) o) 00 00 FET T da 0b PP
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o i)'?_/. (): LI ()')C f)_i LT . ,l)'y ()3 (\
= g 9 T 06 90T e ve 't

N (()‘)" Js  dy ():‘) - ("())' ds  dy ():') - (’()‘)' Js Ny dy :);) )

o

06 e o o) E 0¢ da T da oe ) P \da db T ob da ) T

_ 03 de D3 de A Js dr .

(87) 2k T 06 00 T g6 0e
(suite) ds da Jz ety (()s dedsde . ('(}; da Az dely
o6 9 e ‘(_)/;,) U de da ():f) TN dadb T db da ) k

ey dmdy, L e dy,
2 0d A T 00 00 T e e

(().lf dy  de dyy e dy  dadyy o fdaedy daedy
- ) A ( ) o ( )

\ K 4)/) de U de db Rl e da ' da Je D db b da

[
i ad

En vertw des égalités (30), Pegalite (86) deviendr:

Y Y

140 ——_ ._ nepy . . V.l" s Y . l., =
(")h) /{() o |‘(,'Jl (d (d,,» I l':"/) “| - (ll(\ }- l':")) “3 } (..tl_: | l‘:";) “x

e <l),,, e |‘:"’/> (i -1 '*(l’.\‘ 4 l‘l:f/) Gy b :e(h,_ f- 13'; ) 1;“.] i,

! )

Toutes ces formules sont aussi vraies pour les milicux eristallisés
que pour les milieux vitreux.

VII. -~ Formation de la relation supplémentaire.

L nous suftiva de trouver une autee expression de la quantité oQ
pour obtenir, par le rapprochement de ces deux expressions, La rela-
Lion supplémentaire.

Admettons que la propagation de la ehaleur ait lieu exelusivement
par conduetibilité.

La conductibilité du milieu en chaque point peut étre définie par
les (rois coeflicients de conduetibilité suivant les directions des trois
axes de dilatation, directions que nous désignerons par les indices 1,
2, 35 visiblemen(, ces coefficients peavent étre représentés par

W A\ .
K(T, 5,55 75, K (Ty oy 74y 710y KT, 74y 74, 74)s

2
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la fonction K(T, 5, o', 5") vérifiant, quels que soient T, =, &, o/,
I'égalité
K(T, 7 d¢,0")=K(T, 7,4, ¢).

Nous les représenterons abréviativement par

K, K., K,

Nous y gagnerons d’ailleurs en généraliteé, car nos formules devien-
dront également applicables aux milicux eristallisés; K,, K,, K, d¢-
pendront, dans ce cas, non sculement de T, de 5y, 6,, 5, mais encore
de Vorientation des axes 1, 2, 3 au sein de la maticre eristalline.

Soit % un élément dont la demi-normale 2 fait, avee les axes de
dilatation, des angles ayant pour cosinus cos(n, 1), cos(n, 2),
cos(n, 3). Dans le lemps dt, et dans le sens opposé « la normale n,
Pélément dX est traversé par une quantité de chaleur

o o 4\

(8g) gdXdl = ‘I\’, f())!l» cos(n, 1) -1 K, :)'a cos(n, 2) -+ K, %{- cos (12, 3 ‘)J dXdt,

Jr 0T o1

Uil an 0%

suivant les directions 1, 2, 3.
Oron a

¢tant les dérivées de la température prises respectivement

Jr oar . oT JaT
e N e e Y e By,
)1 oo dy 03

JaT JT . ol o Jat .,
) LPE™ IR, A SR PR
o ) oy s

)T U JT Jgr

! o § Any e e Ny e e T

a5 o Ty
Silon pose

cos(n, o) =uo, cos(n, ») =3 cos(n, s)=7,

On a
cos(n, 1) o\ BN+ %y,
cos(n, o) == oy 4= BNy - By,
cos(n, 3) = aNy-+ BNy -1~ %y

Ann. Fe. Norm., (3), XX1, — Avim 1904, 18
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Soient, pour abréger,

Koz Kyo2 o - Kyl K,

K,=— K, 3¢ -+ K55+ K53,

K=K &2 - K,22 K52,
(90) Co = Ky 512y -+ Ko Mo 2y - Ky s 25
Gy = Ky e Ny o KT\ - Koy A\,
VO o KN Y - R\ Y, KNy 0y

I’égalité (89) deviendra

3 ) - 0T . JdT L oI
(g1) gdEdt= I_ (l\x;}f[- 4 G Jy + Oy s )%
. OT . dT L OTy
- ((‘: e + K, ")‘}; -t (‘.:"()'; ) 2

A AR

Yo Ty SE

Considérons une surface fermée X5 dans le temps e, Ta partie du
milicu que limite cette surface fermée dégage une quantité de chaleur

(92) Qdi =t / qdX,

g ¢tant donné par la formule (g1), oft o, §, v sont les cosinus diree-
teurs de la normale i 'élément dX vers Uindéricwr de la surface X.
Isuffit de transformer, en Pégalité (g2), Uintégrale de surface en
une intégrale étendue au volume que circonscrit cefte surface, pour
obtenir le résultat suivant :
Chaque ¢lément de masse dm = ¢ dos dégage, dans le temps dt, une
quantité de chaleur

. 1 ) ogr ., JT a1
3 Q) = — e [ K S e (b D g ()
(9%) @ p[ e <]\'" b C: Ay -Gy ():)

J Jr . dT Jr
5 ()y< . K, Dy G ()3)

d (o oF JT L oT Y
o= (o e s K
( Y o Cia Jy K. ‘)S)J dm dt.
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Dautre part, cette méme quantité de chaleur doit étee donnée par

Pégalite (88), si lony pose

,
Y (

N

or iz 0T on  OT
de dt - dy I Js

Dy== 1) di, D,== Dy dt,

Gy () d Gy G dt,
On doit done avoir
¢ ( Jroz  oUda  dV oL JT
pe D dl T dy J6 T ds 0L dL

8\

) D1 (puM
};) G <p by

) v,
B Db ]4:
‘ 4)‘(91“: i_

\

Jg 9T
m*v»ﬂ

D= Dy dey
Gy= ) de.

v, , . v,
1&“““G“+E

e }E) G4 (Pl): 4 :lf G

(. 0T CoT .
A R
Jd 7/, dr JT
S N R
dy ( “ g h Ay kL
Jd /., dT . oT .

(Cest la velation supplémentaire que nous nous proposions d'élablir.

B et Y e T —

D,

s



