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Sli l î LA RÏÎPHESENTATION
IH':S

F O N C T I O N S ELLIPTIQUES,
PAK M. (x. FI.OQUET.

Le tome XXVII (lu Bulletin de lu Société maihemauqne de France
renfe rme ( < ) une Note sommaire de M- Painlevé sur la représentation
d'une fonctiûri e l l ipt ique par le quotient de deux fonctions l inéaires
d(^ p{u — À) et de ses dérivées des premiers ordres, h désignant une
ron^îuite coîTvenablo. I/anteiir signale l ' intérêt d idac t ique q u ' i l y
aurait à mettre explicitement en évidence, dans la théorie classique
des1 (onctions elliptiques, ce quatrième mode de représentation. On
sait, d'ailleurs, combien il est utile dans les applications et, en parti-
culier, dans l'étude des courbes du genre un. Je me propose ici de
l ' expl iquer en détail et de préciser les diderentes circonstances q u i
peuvent se présenter.

I.

1 . Considérons l'expression

o ( a ) ̂  A 4- A, p ( u - h} 4- Aï pf ( u - h ) -h - . . -+- A/^ p^"^ ( u - h )

où A et les A désignent des constantes et où l'entier m est suppo&é
supérieur à l 'unité* Quelles que soient les constantes, si A^ ^est

( l ) Armée ^99, p. 3ot ci 3<n»
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pas nul, la fonction ell iptique ç(^) admet m pôles dans u n parallélo-
gramme des périodes 20 et W de j)^ confondus avec le point con-
^ruent au point u == À. Elle y admet donc aussi m zéros. Kéciproque-
ment , si, pour un ensemble de valeur des constantes» la fonction ^ ( u )
admet m zéros dans un parallélogramme, elle y admet aussi m pôles
ctA/^a n'est pas nul.

Je vais chercher à déterminer h et les A de manière que ^ ( u )
admeltc m zéros assignés a,, a,, a^, ..., a^ dans un même paral lé lo-
gramme, chacun d'eux au tan t de fois qu ' i l f igure ici .

2, La dé le rmina l ion de À est immédia ie . On do i l . avo i r , en effet,

( i ) in h — ^Lft ̂  < > ,

Zr/ 'ÀWtî 1 î 1 1 - '-•»,U ( » }
(q) h .:.,: - 1 1 " 1 1 1 1 1 1 1 1 1 - 1 - -h ,.......(-..^^^.^-(--^-^' / {il fn

De làw^ valeurs à reienir pour h. I l peut arriver que lo t î tes ne n o i e n t
pas acceptablen, car il peut s^en trouver un nombre a qui Hoienl.
congruentes à des quantités a et qu4 par suite, doivent é v i d e m m e n t
être exclues. Si, par exemple, les m points a coïnc ident .» la lu rmi i l e ( ^ )
montre qu'il existe toujours u n e va leur de h congruente au p o i n t u
et que1 a'est égal à l ' u n i t é » Mais on va voir que oc est en tout cas
moindre que m2, de sorte qu'il existe toujours des valeurs acceptables
•pour h, en' nombre' rn2 — a.

Non seulement a est i n f é r i eu r à r'n^, mais il ne peut. surpasser rn el
même on aperçoit tout de suite que, dans le cas m 2^2, oc ne peut
atteindre m. Effectivement,1 d'abord a est au p lus égal au nombre ^
des points a distincts, puisque deux valeurs de À» n 'ét î ini pas con-
gruentes en t re elles, ne peuvent être congruentesà un même po in t a;
donc a est a fortiori au plus égal à m. Ensu i t e^ si les points a se coin^
posent d'un point simple a^ cl, d 'un po in t ^ m u l t i p l e d'ordre m — f ,
aucune va leur de A ne peut, être congruente au po in t ̂ ' car on aura i l

mai ̂  ( m — î ) a/ 4- (t î o u ^/ ^1-1-^ ^i *

Donc, no tamment , dans le cas/^ ï=-s 2, a, ̂  2, À ne peut être cori^ruent
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a aucun p o i n t f f , de sorte que, q u a n d ///. est, é^-a'l a 2, le nombre a esta
on î , selon q u e ai est 2 ou • r .

3. A d o p t o n s pour h u n e des //r — a v a l e u r s acceptables et passons
a la d é t e r m i n a t i o n cor respondan te , des cons tan tes A.

J 'observe a v a n t (on t . que , si l 'on d é t e r m i n e les A de façon que la
f o n c t i o n ^ ( u ) a d m e t t e ta — î s e u l e m e n t , des zéros donnes a, el le
a d m e t t r a auss i le zéro r e s t an t . Un e f l e t , supposons les A d é t e r m i n e s
de m a n i è r e q n e ce t t e ( o n c t i o n soit n u l l e ;iux p o i n t s a^ a^, ./., a,^,
par exemple . Le coenic ient A,^ y sera nécessa i rement , d i f f é r e n t de
zéro, r 'es t -a-dire que la f o n c t i o n adme t t r a ni (ois le pôle A, car, si elle
ne r a d m e l l a i t que //"/ i l o i s » on a u r a i t

( nt ......... î )// .,.,.„.„. ( (H ,4. (^ .4,.. ^ . . 4..... a,,,....^ ) ;;::-; r'>

q u i , avec ( î ) , é t a b l i r a i t uni* con^ ruence e n t r e A et ^. I I en resui te
que ^ ( n ) possède u n m^^* zéro .r dans le p a r a l l é l o g r a m m e dï^s périodes,
et.» comme i l sa t i s fa i t a

i l eoim'ide l > i e n , d^î jH'és la. f o r m u l e ( ' ( ) , avec le (»o in i r / ^ .
Pour o b t e n i r les (onc t ions ç(//}, r é p o n d a n t à la v a l e u r adoptée de^ ,

q u i a d m e t t e n t les ///, zéros assignés, i l s u f l i t donc de d é t e r m i n e r les
ensembles de va leu r s , n o n ton tes n u l l e s , des c o n s t a n t e s A, pour les-
que l s o f / / ) adme t w — î s e u l e m e n t de ces zéros, chois is a. volonté , et
Fon est assuré q u e y dans un tel ensembks la v a l e u r dn coeir icientA^^^
ne sera pas n u l l e »

IKI l Iec tuons m a i n t e n a n t celte d é t e r m i n a t i o n , (.es é q u a t i o n s a écrire
d H î c r e r o n î de forme selon que, pa rmi les ni— -r p o i n t s a choisis, i l y
en aura '['dus ou moins q u i seront, c o n f o n d u s . S! .les m points donnés
sont d i s t i nc t s , lesw — f points choisis le seront nécessairemenL M'ais
i ls peuven t l 'être encore lorsque deux seulement des points donnés
e o m c i d e n t î dans ce cas, on peu t , employer aussi le p o i n t d o u b l e et
tn — 3 'poin tu simples. Si les po in t s donnés sont, tous confondue les
m — î po in t s employés coïncideront. Pour embrasser tousies cas dans
notre ca lcu l» je Hupposerai que lesw — î1 points employés sp ien tcom-

////.//, fc h'orm.^ (3) , XXL "•" MAM» njo/t* 't'À
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posés ainsi :
n points confondus au point ai,
r po in t s confondus au point a/,
. . . . . . . . . , . . . . . . . . . . • • " . • • • • " »
s points confondus au point a/^

de sorte qu'on a
//, 4.,, /• 4..., . , 4- .ç ̂  /^ — ï ,

Les m — ï équat ions auxquel les satisfont les m constantes A, pour
a valeur adoptée de A, sont alors

/ Aop(a-A) +Ai j / (a / -Â) 4-... 4- A^P^'K^r- ̂  -i- 4 - o,
A,,?^— h) 4- AI?^- h) -h- . -h A/^^p^^-^ (r/r- //) •̂  < > »

Aoj)^-1) (a, — //) -j- Ai j )^^/— /À ) • 1 • 1 4 - 1 • . . . -i- A^.^p^'-^^^^^f • 1 - - - 1 li ) — o,
A.0^,- //) -i11" A,j/(^- //) 4-... •-i- A^^j^^-^K^y-1-- /f) - • î - 1 ^ --r:l <^
A-op^.- A) 4-- A,.?^^ - h) 4 1 1 - . . . 41- ^rn^p^^^j - ^ " ) 1-- r11^

(3) / • • • • • • • ' -' . • • . . • - . . . . . . - . . . • . • - • • • . . - - . * - - - - . - • - - • . »
Aop( r- l)(^-//)4-AlJ»^•)(^-À)4••••^. '14 : ]"A,^^ ^o,

Aop(a^- ^) 4- Atp^^- A) 4111-. -41-11 A^.^pî^1-8^^^--^) 4- A :
Aop^^- A) 4- Alp^^,- /<) 4 1 - •< . .4- A/^^i^^-^C^r- h )

^p(^i) (^- A) 4- Aip^ (^- A) 41". - ̂  A/„.„..gJI)^llllil:^•"•l•8ï (r^— A ) ^ o,

linéaires et hornogeoes par rapport aux niconnues (*t ayan t leurs
coetRcients f in is , pnisqno h n'est congruent a a n c u n o des quant . i tésa .

Considérons le dé t e rminan t A des eoefïieients d(* A,<p A.p ^., A^,..^
A/,,^ ^ 1^ dé te rminant 5 des cae l ï ic ienfs de A^, A^ » , ^ A.,̂ ,..;̂  A* Ce
dernier n'est pas nul. En ef fe t , lorsqu'on f a i t A^....^ o dans les équa-
t ions (3), le nombre des inconnues y devient égal an nombre des1

équat ions» Si, par conséqnenty $ était nu l , elles donneraient , des
valeurs non toutes nu l l e s pour A.o, A^ ..., h,^^ A. Par su i te , les
équations (3) seraient vérifiées par un ensemido de valeurs no'n
toutes nulles des m constantes Ao, Aç, ,,., A^^ A,^,.^ A, parmi lef^
quelles A,/,,..̂  au ra i t la valeur zéro, ce que J'ai déffîOîitré (n^ i ) être
impossible. Pour la valeur adoptée de /^ le déterminant à est donc
dijiïercnt de zéro.
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Cela posé, si A n'est pas nu l , les équations (3) donnent

( 4 ) A(» ::= ?.o A, A,i == Ai A, . . ' . , A,,^ •= ?i/,,-â A,

où l 'on a
) rî
A/^â— -" ^'

Si main tenan t A est nu l , soient A , , Aa, . . . » A,,/,,.̂  les mineurs dis pre-
mier ordre obtenus en y suppr imant la dernière colonne et successi-
vement la première l igne , la deuxième, . . . » la (m — i)"^"6. La somme

( 5 ) A< 4" (~ i Y A/,,.H 4- (-1 )"-ll•"rA.,4 ,.4.1 + • . . + (- ï r-^1 A,,,.,

est d i f Ïe ren te de zéro, car elle n'est aut re , au signe près, que le déter-
m i n a n t 8. Par su i te , l 'équation obtenue en m u l t i p l i a n t les e<}uations(3)
respect ivement par A^ ~Ay, .... (—lY 'A^ , , (— îy^A//,.^, . . . ,
ç^. i)^-^,,^ et a jou tan t se r édu i t à A.==o, Les m — 's. équa t ions (3)
sont alors homogènes en Ao, A,, .... A .̂...̂  et, comme A, , A^,,,^»
A^4/..4.,, ..., A,/,....,̂  ne sont pas tous nuls , sans quoi la somme (5) le
serait, elles donnent

(6) A(,-^ A>AM.^, Ai ̂  ^A,,(.,,^, ..., A,«...-.;i-^ lin -:tAm«.....^.

Dans tous les cas, les coeff ic ients A. sont donc dé terminés a un même
(acteur cons tant prés arbi t ra i re , qu i est A dans le premier cas, A^y
dans le second.

4. Nous ar r ivons par conséquent a cette conclusion ;

// est lou/oun possible de déterminer h et les A clé manière r/ue la
fonction (^( a ) admette les m serw donnés.

Nous voyons en même temps comment s'effectue cette détermina-
t ion . Un a, d'après (4),

9 ( a) — [ ï 4- ),,p ( u -h) + ̂ p' (u - A) 4-... 4- ̂ ^p^""^ d - hj] A,

si A n'est pas nuly et, d'après (6),

y(^)^[^Ï>(^-^)4^ïp /(/^^)4-^.4•-//,^^J^M?^(^^
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si. A est nul. D'après un théorème bien c o n n u , la fonc t ion d e v a i t être
ainsi déterminée à nn (acteur constant prés, n u e lo i s chois ie la v a l e u r
de A, pu i squ ' i l s'agit d 'une fonction e l l i p t i q u e dont les pér iodes» les
pôles et los zéros sont donnés.

'Remarquons qu ' i l résulte du môme théorème que l 'expression de
o(^), q u i a été calculée en choisissant a r l ) i ( r a i r e r n e n t m -— \ po in t s
parmi les m points a donnés, est i ru lépendante de ce . cho ix . El le ne
dépend que de la valeur adoptée pour li, de sorte qu ' i l existe a u t a n t
d'expressions d is t inc tes de o(//) qu ' i l y a de valeurs acceptables p o u r / / »
c'est-à-dire m1 — a.

5. Le raisonnement même a montré que le déterminant ô des coef-
ficients de A.<», A.,, ..., A^;p A, dans les équat ions (3), était différent
de zéro. Mais on peut établir ce fa i t direcfemenL 1 1 suflit, pour cchi
d'exprimer 0 par un produit h l'aide de la (onction ^ ( ' L

Supposons, par exemple^ que les ni — t points a. empfo'vés pour
écrire les équations (3) se composent de i — i points distincts n^
a^ . . .» a^ et de m— l points confondus avec a^ et que r̂ . dési^ur
le point a restant. Le déterminant o correspondant, s'exprimera ainsi :

ô = 3 1 1 ^ 1 3 1 , . . (m -"" l —1 ï ) ! î ! ai 3L..(/^ — a) ! .
^(îmM- av^ ) / 4 1 - ^— 1 1 ^^5 I Ix

^((^ — /l) .^(Og— //)..^1(^^^ — ^^/^^•^(^^-'Â1)]

II désignant le produit

n = 1{a^ a^^(a^- ̂ }.. ̂ (^...^— / / ï ) ^•-Ha^ft^
^ ( ̂  - a» ).. .1 ( r̂ ... ^ — //^ ) ^••••-ii ' ( //, „,.,.-.,. ̂  )

^(^^.i- ̂ ...,) ^^-^(^r-^^-.a)
ï'w-11 /' /

Cette expression montre im^média tement que î n'i^l {HIS n u l ^ puisque À
n'est congraent à aucun des points a et qu'il n^exis te aucune con«

( 1 ) HALPIIEN, Traité das jonctions elliptiques et de leun applications f "l^ wln^
p* ai 8 à 22 a *
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gruence entre les points distincts a,, a^, . . . , - a, appartenant à un
m é m (k p a ra 11, é 1 o p; ra m m, e.

Si, en particulier, ? est 'égal à î ^ le produi t I I -doi t être remplacé
par l ' un i l ô et l'on a.

o :::::. r i i ^ 1 3 !... ( m - , ) ! p ̂ ^l^^-JlR.'• '- ' ^ J [^(af-A)]^"-"1^'

1 1 .

( î» (.kmsidérons F expression

, / . „,,, ^ -1-" A „ j) ( // - h ) -}-• A,, ̂  ( ( f -.-...- h ) 4-. . . •4" A/,^a .l')^"-2) ( u - ̂  ) _ .9 ( /<Q7 k 1 ' / " i^-i1- i^o^j^^c^^-^'y îîij^^;1'^1-1 ^•^^j:,^1;-^^-1.^^^^ — ̂ -^.
(HI À, les A^ les B désigiient des constantes et ou l'entier m est sup-
posé supérieur à l'unité. Je supposerai aussi •que A/^s et B,,̂  ne sont
pas nuls sinluihHîéînenL

|,5i (onct ion ell iptique ,/Ï^) adrnet, en général, /n zéros etm pôles
dans un parallélogranune des ))'ériod,es 200, ^o.)' d.ep^et, en tout cas,
lors(ju'uu rnéîne nombre annule son numérateur oÇ^) et son déno-
minateur ^(^), el le n'en admet pas plus de m. Quand ni A^ a, ni
B,,/ ^ n'es!, nu!^ I f * point K. ~ li. n'est ni un zéro, ni un pôle de/'(a), et
les zéros île la (onction se trouvent parmi les zéros de îp(^), tandis
que ses pôles' sont des zéros de ^(u). Lorsque, au contraire, A^.a est
nul, le poini: A est un zéro de ,/Ï^)? et il eu est un pôle si, c\.îst .Bw-2
qui est nul» Supposons, par exemple^ que l'on ai t

l''f/n••i•••-iï '^ O» ^lw•••""•/^•ll-a y^ 0» A./^.^—i ^ .A -̂.,.̂  ^^ A^^^4,.t ̂  . . *'*^ A^«-g =^ <>;

le point À serra un zéro d'ordre n à^f(u), et^ si l'on a

•A//r l l l :a /"'' <:)» - i^w•• l• l ï/^• l l l"% ./y:" f)» ll»/^ „.,..../t......î :^~"' S>//,r.-/<, ^^ 1^ / / /—/? •-n "-""̂  • " • rr î.'îm—S!'^ ^y

i l sera un j^ôle d'ordre /2.
Soient , dans un .même parallélogramme des périodes, m points

donnés a^ u.^^ • - < , a^ et m autres points donnés h^ &y, < . . , ̂ , ces
derniers d î f i e r an t tous des premiers^ mais ayant avec eux la relation
(7) ^—Sassoy
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les points a, comme les points &, étant d 'ai l leurs dis t incts ou con"
fondus.

Je vais cherclier à déterminer h, les A el les B de man iè re que/(^.)
admette les m points a comme zéros et les rn po in t s /-' comme poles^
chacun autant de fois qifil figure dans la sui te correspondante,

7. Cherchons d'abord les dé te rmina t ions de ce genre pour les-
quelles A^_2 et B^, .2 sont tons les deux dHféreuls de zéro. Pour
celles-là, h n'est ni un zéro, ni un pôle de/(/z), de sorte que y (^ ) et
^(^) admettent respectivement comme zéros les rn points a et les
m points b. Il est clair , d 'ai l leurs, q u e réciproquenmit (o i i ( ensemble
de valeurs des cons tantes pour lequel ^ ( u ) el ^ ( u ) a d m e t t e n t ces
zéros consl i lue une des dé le rmina l ions a c t u e l l e m e n t cherchées, Ou
les obt iendra, par c o n s é q u e n t , en résolvant , deux (bis le problème
qui a été t ra i té dans la première Par t i e : u n e (ois pour ^(u}, une Ibis
pour ^(u), el l ' u n i q u e c o n d i l i o n de p o s s i b i l i t é sera que , dans les
d e u K cas, le problème puisse Aire résolu avec u n e même va l eu r de/^
Celte c o n d i t i o n est toujours rempl ie d'elle-mêmo. Kn edet, nous avons
v i i Ç u ^ â ) que les valeurs de h q u i conv iennen t , au cas de ^ ( u ) se
trouvent parmi les nombres ( 2 ) 5 de même, celles q u i (umviennent ,
à ^(u) sontparmi, les nombres

( à7 ) ! h = ̂  + i&,.ÎL±.,.̂ &^ ,
in ut

Or, d'après (7), les nombres (2) et (i^) sont les mêmes, II résulte
alors de ce qu i a été d i t (n0 2) que les valeurs de/s propres a résoudre
s imu l t anémen t les deux cas s 'obt iendront en prenant , parmi les pré-
cédentes, rr^ _ valeurs non congruentes entre elles, et, excluant ensuite
celles qui sera ient congruentesa des poin ts a ou b. Supposons qu ' i l
y en a i t a congruentesii des poinis a et ^ con^ruentes h des po in t s h.
Comme aucune ne peut être congruente à la fo i s à un point a et. à un
po in ta le nombre des exclusions sera exactement la somme 04-1,
Cette somme est ' in tér ieure ïïm\ car il résulte do ce qu'on avuùi 0 2)
qu 'e l le ne peut surpasser ^m et que, dans le cas m^ 2, elle est au
plus égale à 2. Il existe donc toujours des valeurs de h, en nombre
égal à m2 — a - p, susceptibles chacune de résoudre le problème à la
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Ibis pour ç(^) et pour ^(^). Adoptant m a i n t e n a n t pour h une de ces
valeurs , on el lectuera le calcul ultérieur des A et des B comme i l .a été
e x p l i q u e et l'on aura par là une des d é t e r m i n a t i o n s cherchées, telle
que A/,/ ^ et B,,/, ...,^ d i f f é r e n t (eus les deux de zéro et r en fe rman t , d'ail-
leurs , un (acteur a rb i t r a i r e . On peu t en obteni r a ins i autant qu ' i l y a
de v a l e u r s convenables de À, c'est-à-dire rrr — a — f4 et on les a toutes
par ce moyen. Chacune des expressions correspondantes de /(^)
est déterminée à u n facteur constant près, ainsi que cela devait être.

H. Cherchons m a i n t e n a n t les déterminat ions pour lesquelles A.,̂ ,̂
est n u l . Pour chacune d'elles, la valeur de h sera nécessairement un
zéro de/(^), de sorte que le p o i n t A sera congruent à un des points a.
Supposons, pur exemple, que A soit congruen t au p o i n t a , mul t ip le
d'ordre n, auque l cas (n° 2) n ne peut être égal. à m — ï . Alors les n
derniers (^efficients de ç(^) sont nu l s

(8) A^.^..-i •^ A^.^ ••-.-..:: A,^/,.M ̂ ... ̂  A,/^ "= o,

et, en outre ,
(9) A 4- A, p ( ft — ^) 4-- A, ^{u — ̂ ) 4". .. 4- A//^....^ y ^ " 1 - ^ 1 - 1 - ^ ( a — r^)

admet les m — /À zéros a qu i d i f f é r e n t de a^ t and i s que

( t. o ) B 4- B, p ( u - a.i ) 4- B i ̂  ( u - a/) 4-. < . "^ B^-â ̂  m^ {n-tti}

admet les m zéros ^ Le théorème de Liouvi l le < lonne donc, < l ' u n e
part, , ,

( m — n. ) ai ̂  -S <^ •1-"" ^^^ "t- ^ ̂ > ̂  a ^ û) »

et, d'au(r<î part,
mM-i ̂  S 6 4- ̂ i ̂ ) --1-' ^ v^ &/> ,.

égalités ( f u i sont les mêmes à cause de (7) et qui montrent que ,
parmi les m2 valeurs de h (2) m (2'), considérées plus haut, iJ s'en
trouve nécessairement u n e qui est congruente à a,, de sorte qu'i l faut
que a ne soit pas nu l . Réciproquement, si a n'est pas nul , chacune
des a valeurs de h exclues précédemment, comme congmentes à des
points a, donnera une détermination, des constantes pour laquelle
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A/^a sera nul. En cfTet, si <^- désigne le po in t a u q u e l h est c o n ^ r u e n f ,
comme a/ ne coïncide avec aucun des m — n aut res p o i n t s a, ni avec
a uc un po in t &, les A et les B p o u r r o n t é t rc ï choisis (u° 3 ) de façon q u e
tes égalités (8) a i e n t l i e u et que les fonc t ions ( ï o ) e l ( ; ) ) a d m e t l e u l
respectivement les m. zéros h et les m — n zéros a aut res que a,. ( I
existe donc a dé te rmina t ions du ^enre en q u e s t i o n , et on les a f o u t e s
par ce moyeu.

Parei l lement , si p n'est pas mil, i l existe [î d é t e r m i n a t i o n s pour les-
quel les B^2 ^st n u l , A^ ne Fê lan t pas. Elles répondent a u x S va-
leurs d e A q u r o n t é l é exclues dans le premier cas comme con^rueu les
à des p oint s À.

9. Nous arrivons, par conséquent, aux conclusions su ivan tes :

Considérons 1 ' e r / a a / f ' o / f
i n l i —: irt..:... 3^

f/iïi donne m^ valeur di9 h non (w^-nw^'s c/ifn- H/^. f^ nom/nr. d^
/^c/^^/l•(//) dù/im'fe^ ^r /w/wn ^alà m^ r^v w/l ^Iwnin^ ^
unjwfmr (-(msUmt pr^ cl (•on'^/wm/enl mu- //r w/ni^ ̂  /i..Si^/Hww
y/^,^/7/^œ^^/w^^, //^^ /rw^^fpl sment fm^menf^ ^rnw
à un poini a el [ii (wngrimït^ ah(Wiiw à un /m/a h, wqw/fw % -t.. 3 rv/
moindre (lue m^ ^^ ̂ \/^r^w.v/(^) ^/vywyww^ ' '1 i" l l f

nr - a - p ̂  ̂ ^^ co^m^ A^, ̂  :Î ,,,, ^ffw^(k. ,?m^
a o/?^ /^^/- wef/ldeni k,,,... ^ nul,
^ ont (eur coej^lwîtt K^ ^ nul.
Si li est wn^meni au poini a, ou au point /^ mp/HwhnuIf^ d'whr n

auquel ̂  n diffère de m - i, la fonntum f(u.) ̂ m^^^ „ ̂
coe^menf^ A ,̂.̂ ,,̂ , A^ ,/, A//,̂ ..,.,, .. ., A^ 1 ^ w w cû^/w/a^ tt^ , ,,
^m-n. .1^+^ ..., K^ tou^ égarn- à wo. En^nwil^^ H 3 ̂ /J'/^A-
de sorte quil Me /.r.A.^/^^/^,) dictes à r'.r̂ ^ .̂ A, , ./
o^-.a ^n nuls.

i0. Considérons une fonction elliptique quelconque V ( u ^ aux
ponodes 2^ ̂ /, et soit m le nombre des zéros ou des pôles quelle
^l^t dans un parallélogramme des périodes. Désignons par ,̂  la
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fonction p construite sur les périodes 20^ et ao/ et cherchons une
fraction

A 4- A() p ( u — A) -4- Ai j^ ( ̂  — A) 4- ...-+• ApjT^ ( u — h)
B -+- Boj:)(« — /Q -4- B, p^ ̂  - A) 4-. . .+ Bv p^ ( ̂  - /i)'

( I X )

qui soit égale à F(^), quel que soit u.
Aucun des deux indices p- et v ne pourra surpasser m— 2, car le

nombre des zéros ou des pôles serait alors supérieur à m. D'autre
part, l'un au moins de ces indices sera égal à m — 2; car, sans cela,
ne pouvant surpasser ce nombre, ils seraient tous deux moindres,
et, par suite, le nombre des pôles serait inférieur à m. 11 résulte de
là que toute fraction (n), égale à F(^), sera nécessairement de la
forme /(^) du Chapitre précédent, A,/^ et B,/^ n^étant pas nuls
simultanément. Pour obtenir toutes ces fract ions, il suffit alors, en
suivant la marche indiquée, de déterminer les fonctions distinctes
f(u) qui admettent les m zéros et les m pôles de F(^); d'après le
théorème déjà rappelé, chacune d'elles ne différera de F(^) que par
un facteur constant, et Fon aura ainsi représenté F(u) sous la
forme (n) de toutes les manières possibles.

Par conséquent, la/onction elliptique F(u) peut toujours se représen-
ter sous la forme (i i) et cela de m2 manières différentes. On les obtient
comme il a été dit, et les derniers coefficients des deux termes de la frac-
tion sont nuls dans les circonstances qui ont été fixées par les conclusions
du Chapitre précédent.

11. Appliquons à une fonction e l l i p t ique F ( u ) du second ordre.
Soient a^ a^ et & i , b.^ les zéros et les pôles appartenant à un parallé-
logramme élémentaire. Les nombres désignés par a et |3 étant ici o
ou i, et m étant égal à 2, les trois formes suivantes peuvent se pré-
senter :

A 4- Ao y(u — h):j^ï^Bo^^( 1 2 ) F(^)

( i3 ) F ( ^ ) = M + M o p ( ^ - / 0 ,

(i,4) F^)=
N 4 - N o p ( ^ ~ / 0

An. Éc. AWz., (3), XXI. — MAHS 1904. x3
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Si a. et a, sont distincts, ainsi que b, et ̂  a cl, ^ sonf, nuis e( |ps
qua rc expressions do F(«)sont de la forme (,.). Si.. <,,., s;>,.(;dis:
t.nct , mais b, et &, confondus en h, a est seul m,l. p <-(;.„(, «•^( ;, ,.
on a trois expressions de la forme (x2) et une de la tonne («3). .,.((,:
dernière n'est autre que • ' h

M « [ î ) { " - - ^ ' ) - p ( r ^ t - h ) ]

ou, ce qui est la même chose,

M,,[j)(//.-/,).-^(ff,,... . ,^yj_

.̂ :̂ :i:;̂ ::d:l;̂ ^̂ ;̂:̂ .;
"ne de Ja forme (i4); cette dernière est ( •^I1 1 ' •SSI<)llts ( '^ cf

î

^ o l j ^ ^ : ^)- : . J ) ( / ;^ :^^

ou, ce qui esHa rocrno cliose,
i

saêi.iS =̂%
^ 1> («--&) ~ ji (a-^•j, .__„.., i

^»1,| '(«-«)-,(,(À=^('
y^ - &) étant l'une des racines .„ .„ ,, de p'/^


