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SUR LA REPRESENTATION

FONCTIONS ELLIPTIQUES,

Par M. G. FLOQUET.

Le tome XXVII du Bulletin de la Sociéte mathématique de France
renferme (') une Note sommaire de M. Painlevé sur la représentation
d"une fonetion elliptique par le quotient de deux fonctions linéaires
de p(u —£) et de ses dérivées des premiers ordres, 2 désignant une
constante convenable. L'auteur signale Uintérét didactique qu'il 'y
aurait i mettre explicitement en évidence, dans la théorie classique
des fonetions elliptiques, ce quatricroe mode de représentation. On
sait, d’ailleurs, combien il est utile dans les applications et, en parti-
culier, dans I'étude des courbes du genre un. Je me propose ici de
Pexpliquer en détail et de préciser les différentes circonstances qui
peuvent se présenter.

1. Considérons Uexpression

oit & et les A désignent des constantes et ol 'entier m est supposé
supéricur i 'unité. Quelles que soiént les constantes, si A,_, n'est

(') Année 189q, p. Soi et 3o,
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pas nul, la fonction elliptique ¢ («) admet m poles dans un pa allélo-
gramme des périodes 2w et 20’ de pu, confondus avee Te point con-
gruent au point & = 4. Elle y admet done aussi m zéros. Réciproque-
ment, si, pour un ensemble de valeur des eonstantes, la fonetion 2 (w)
admet m zéros dans un parallélogramme, elle y admet anssi 7 poles
et A,_, n’est pas nul.

Je vais chercher & déterminer 2 ot les A de maniére que 2(w)
admette m zéros assignés a,, @y, @y, - .., @, dans un méme parallélo-
gramme, chacun d’eux autant de fois qu’il figure ici.

2. Ladétermination de 4 est immédiate. On doit avorr, en effet,
(1) mihe — X0,

(qui donne

hY ! !
—_1 RPN/ IR N A )
() /s 4o ) f .
i m

De L me? valeurs a retenie pour 2. 1 peut arriver que toutes ne soient
pas acceptables, car il peat s'en trouver un nombre o qui soient
congruentes i des quantités a et qui, par suite, doivent évidemment
étre exclues. Si, parexemple, les m points @ coineident, la formule (2)
montre qu’il existe toujours une valeur de £ congruente au point «
et que o est égal & Punité. Mais on va voir que o est en tout cas
moindre que m?*, de sorte qu'il existe toujours des valears aceeptables
‘pour £, en nombre m* — a.

Non seulement oo est inféricur & 2%, mais il ne peut surpasser m et
méme on apergoit tout de suite que, dans le cas m == 2, o ne peut
atteindre m. Effectivement, d’abord o est au plus égal an nombre o,
des points @ distinets, puisque deux valeurs de £, w’étant pas con-
gruentes entre elles, ne peuvent étre congruentesi un méme pointa;
done « est @ fortiord au plus égal i m. Bnsuite, si les points @ se com-
posent d'un point simple @, el d'un point ¢; multiple d"ordre m — 1,
aucune valeur de £ ne peut étre congruente au point «;, car on aurait

Iz (I 1) ot~ 0y ou ;.

Done, notamment, dans le cas m == 2, o == 2, hne peut éfre congruent
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aaucun pomta, de sorte que, quand z est égal i 2, le nombre ¢ esto
ou 1, selon que o, esto2 ou r.

3. Adoptons pour Z une des m® — o valenrs aceeptables et passons
ala détermination correspondante des constantes A.

Jobserve avant tout que, si Pon détermine les A de facon que la
fonetion 2wy admette me— 1 seulement des zéros donnés a, clle
admettra aussi le zéro restant. En effet, supposons les A déterminés
de maniére que cette fonetion soit nulle aux points a,, @y, ...y @peys
par exemple. Le cocflicient A, , sera nécessairement différent de
zéro, el esta-dire que Ta fonetion admettra me fois le pole 2, car, si elle
ne Padmettait que e -1 fois, on aurait

O D Y e (R B P B PR =N s

qui, avee (o), ¢tablirait une congruence entre 2o et a,,. 11 en résulte
que o) possiede un 2dme zéro 2 dans e parallélogramme des périodes,
ef, comme il satisfait i

A (7 B 7 S R S R N

il coineide bien, d"apres Ta formule (1), avee le point a,,.

Pour obtenir les fonetions 2 (uw ), répondanta la valeur adoptée de 4,
qui admettent les me zévos assignés, il suflic done de déterminer les
ensembles de valeurs, non toutes nulles, des constantes A, pour les-
quels o (w ) admet e 5 seulement de ces zéros, choisis i volonté, ef
Fon estassuré que, dans un tel ensemble, Ta valear du coefficient A,
ne sera pas nulle,

Elfectuons maintenant cetle détermination. Les équations & éerire
différeront de forme selon que, parmi les m— 1 points a choisis, il y
en anra plus ot moins qui seront confondus. Si les e points donnés
sont distinets, lesz << 1 points choisis le seront nécessairement. Mais
ils peuvent étre encore lorsque deux sealement des points donnés
coincidents; dans e eas, on peat employer aussi le point double ef
me - % points simples. Si les points donnés sont tous confondus, les
m - 1 points employés coincideront. Pour embrasser tous les cas dans
notre ealeul, jo supposerai que les m — 5 points employés soient com-

dnn. Bico Norm., (3), XK1 == Mans 1gof. 1



90 G. YLOQUET.

posés ainsi : _
n points confondus au point «,,
r points confondus au point «,

s points confondus au point ay,

de sorte qu'on a
730 N A PR S el /1 el I

Les m — 1 équations auxquelles satisfont les e constantes A, pour
a valeur adoptée de Z, sont alors

Aop(a;— 1) e Ay (@i ) e A pU B (= 1) A0,
Aop' (=B = A" (= h) oot A plnD (= i)
Agp=t (a— D)y -+ Ay pt (ai— Ty oot A p' P4 (g hy o,
Apla;—I) A =Ny o A ™ By Yy A o,
Ayp'(a;— 1) A (B e A e p Y ety ) 0,
(3)\.-.k.: ................. '..... .................. (-‘...'.“-'...-...». »‘ »
Ao ptr=0(et;— 1) 4+ Ay pU ety o) ook Ay g pUH 0 (g i) 0,

...... R I I R R R R A A A R B RN )

D R IR PRI DI R R I A R R I I A R R N R R N AR R R R N R

Nop(ap— 1) e AP (g ) e A U (gl r Ao,
Nop' (g~ 1) AP Cep—=N) b A p Y (g ) 0,

....... R R I R A T T T A I R A R R R R R R N B R R R R

Ao Pl (g~ N) 4= Ay pt (g R) oo Appag PUEYm=8 (g iy =0,

linéaires et homogines par rapport aux inconnues et avant leurs
coefficients finis, puisque & n’est congruent & aucune des quantites a.

Considérons le déterminant A des coeflicients de Ay, Ay, ovvy Ay gs
A, et le déterminant ¢ des coelficients de Ay, Ay, ooy Ay 40 AL Co
dernier n’est pas nul. En effet, lorsqu’on fait A, , == o dans les ¢qua-
tions (3), le nombre des inconnues y devient égal au nombre des
¢quations. Si, par conséquent, ¢ était nul, elles donneraient des
valeurs non toutes nulles pour Ay, A, ..., Apey, Ao Par suite, les
¢quations (3) seraient vérifices par un ensemble de valeurs non
toutes nulles des m constantes Ay, Ay, oooy Ay Ay oy A, parmi les-
quelles A, , aurait la valeur zéro, ce que jai démontré (no 1) étre
impossible. Pour la valeur adoptée de £, le déterminant ¢ est done
dilférent de zéro.
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Cela posé, si An’est pas nul, les équations (3) donnent
(4) A=A, Al = )-1 A, Az = hpa A,

ot l'on a

Mo

0

Si maintenant A est nul, soient A, A,, ..., A,_, les mincurs dua pre-
mier ordre obtenus en y supprimant la derniére colonne el successi-
vement Ja premiére ligne, la deuxieme, ..., la (m —1)me, La somme
(5) Byt (= 1) Appg == (= 1) Ay gy e (=)D

est différente de zéro, car elle n’est autre, au signe prs, quele déter-
minant g. Par suite, 'équation obtenue en multipliant les équations (3)
respectivement par Ay, Ay, ..., (—1)"A, ., (— 1) A, ..,
(= 1)" A, et ajoutant se réduit i A=o. Les m — 1 équations (3)
sont alors homogenes en Ay, Ay, ..., A, , ¢, comme A, A, ,,
Apiras «oos Dug ne sont pas lous nuls, sans quoi la somme (5) le
serait, elles donnent

(6) Ao Ly Ao, Aj== l1 Aieas sy Aoyl s N

Dans tous les cas, les coefficients A sont done déterminés & un méme
facteur constant pres arbitraire, qui est A dans e premier cas, A,y
dans le second.

4. Nous arrivons par conséquent a cette conclusion :
ol

Il est towjours possible de déterminer h et les A de maniére que la
JSonction w(w) admetle les m séros donnés.

Nous voyons ¢n méme temps comment s’effectue cette détermina-
tion. On a, d'apris (4),
Q) [ hgp (€= D) b Ry p (== ) oot Do g U (10—~ 1)) A,
si A n’est pas nul, et, d"apres (6),

)= [lpa—I)y =l p' () Ao Ly =3 (=) = P (= D) Ay -,
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si A est nul. D’apres un théoréme bien connu, la fonetion devait étre
ainsi déterminée & un facteur constant pres, une fois choisie Lo valear
de £, puisqu’il s’agit d'une fonction elliptique dont les périodes, les
poles ct les zéros sont donnés.

Remarquons qu'il résulte du méme theoréme que Pexpression de
o(u), quia été caleulée en choisissant arbitraivement ze -1 points
parmi les 7 points @ donnés, est indépendante de ce choix. Elle ne
dépend que de la valeur adoptée pour 4, de sorte qu'il existe autant
d’expressions distinetes de 2 («) qu'il y ade valeurs acceptables pour /4,
¢’est-d-dire m* — a.

5. Le raisonnement méme a montré que le délerminant s des coef-
ficients de Ay, Ay, ooy Ayeys A, dans les ¢quations (3), ¢tait différent
de zéro. Mais on peut élablie ce fait divectement. 11 suflit pour cela
d’exprimer ¢ par un produit i Paide de Ta fonetion = (1),

Supposons, par exemple, que les -1 points @ employés pour
derire les ¢quations (3) se composent de ¢ 1 points distinets «,
Qyy o ovy Wiy 0bdde e~ 0 points confondus avee «;, el que a, désigne
le point @ restant. Le déterminant 8 corvespondant s’ exprimera ainsi :

demalal 3l (e (=)t al 31 (e 0)]
> F(ovm - avie 4 Joee ) 1
T T ) Sty )T (g By T (e By Y

I désignant le produit

W= g (ay— ) Iy ). . .3y g~ tty) 7" (a0, ;)

Tty tty). . T (0t g tty) (1 pty)

F( gy thyy) 3"ty 01y 1)

g 1(///““ o, l)'

Cette expression montre immédiatement que ¢ n'est pas nul, puisque /e
n’est congruent & aucun des points @ et qu'il n’existe ancune con-

P A b A i,

1 S AT g “etl o ollinti ’o ; . H
(1) I.IALI'HE.\, Traité des fonctions elliptiques et de leurs applications, 1'* partie,
Pe 218 & 222,
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gruence entre les points distinets @, a,, -++, @; appartenant & un
méme parallélogramme.

St, en particulier, ¢ est égal & 1, le produit II doit étre remplacé
par Punité et Pon a

5o [11al81. . (m—2)l]? 3[:’("(:_’_),55‘(;{})]

6. Considérons Pexpression

VAR = N Agpta )4 Ay p' (o — Iy 4= .--l-—A,,,_2.]>(”“‘“)( w—h) olu)

B Byplou oy Byp' (w=—»I~)g-. .. 4 B—aptm=2 (e —h)y H';(TJ ’

ot 2y les Ay les B odésignent des constantes et ott Pentier 7 est sup-
posé supéricur i Punité. Je supposerai aussi que A,,_, et B,,_, ne sont
pas nuls simultanément,

La fonction elliptique /Cw) admet, en général, m zéros et m poles
dans un parallélogramme des périodes 2, 20’ de puet, en tout cas,
orsqu’un méme nombre annule son numérateur 2(w) et son déno-
minateur b (w), elle n”’en admet pas plus de m. Quand ni A, 5, ni
B, . n'estnul, le pointa A n’estni un zéro, ni un pole de /(w), et
les zéros de la fonetion se trouvent parmi les zéros de o (w), tandis
que ses poles sontdes zéros de (). Lorsque, au contraire, A, , est
nul, le point A est un zéro de f(w), etil en estun pole si ¢’est B,
qui est nul. Supposons, par exemple, que on ait

- 4 T —-—— P B — .
By <0, Apny 750, Anonmt = A == Ay == 0 == Kppeg =2 05

le point A sera un zéro dCordre o de f(u), et, sil'on a

. - : e . e — N —
A o sy Bong "0, Bocnar= Boow = Bypyg==. ..o Bmp=0,

il sera un pole d'ordre 2.

Soient, dans un méme parallélogramme des périodes, m points
donnés «,, tyy « ..y @, ot m autres points donnés by, by, ..., by, ces
derniers différant tous des premiers, mais ayant avee cux la relation

(7) b — Xa =0,
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les points @, comme les points &, étant d'ailleurs distinets ou con-
fondus.

Je vais chercher a déterminer 7, les A et les B de maniére que f(u)
admette les m points @ comme zéros et les m points b comme poles,
chacun autant de fois qu’il figure dans la suite correspondante.

7. Cherchons d’abord les déterminations de ece genre pour les-
quelles A,._, et B, , sont tous les deux différents de zéro. Pour
celles-Ia, & n’est ni un zéro, ni un pole de /(«), de sorte que p(w) et
$(u) admettent respectivement comme zéros les m points @ ef les
m points b. Il est clair, ailleurs, que réciproquement tout ensemble
de valeurs des constantes pour lequel o(w) et b(w) admeltent ves
zéros constitue une des déterminations actuellement cherchées. On
les obtiendra, par conséquent, en résolvant deux fois le probleme
qui a ¢té traité dans la premiere Partie : une fois pour ;/(u ), une fois
pour (), et Munique condition de possibilité sera que, dans les
deux cas, le probleme puisse étre résolu avee une méme valeur de /.
Cette condition est toujours remplie d’elle-méme. En effet, nous avons
vu (n°2) que les valeurs de 2 qui conviennent au cas de p(u) se
trouvent parmi les nombres (2); de méme, celles qui conviennent
a g (uw) sont parmi les nombres
2h el
n n

(2") T o=

Or, dapres (7), les nombres (2) et (27) sont les mémes. 1 résulte
alors de ce qui aété dit (n® 2) que les valeurs de 4 propres i résoudre
simultanément les deux cas s’obtiendront en prenant, parmi les pré-
cédentes, m* valeurs non congruentes entre elles, ot exeluant ensuite
celles qui seraient congruentes i des points « ou b. Supposons qu'il
y en ait e congruentes i des points @ et § congruentes i des points b,
Comme aucune ne peut étre congruente i fa fois i un point a et i un
point b, le nombre des exclusions sera exactement la somme o - G
Cette somme est inféricure  m?*, car il résulte de ce quon avu(n® 2)
qu'elle ne peut surpasser am ct que, dans le cas m == 2, elle est au
plus égale & 2. 1l existe done toujours des valeurs de 4, en nombre
¢gal &m® —a — B, susceptibles chacune de résoudre le probléme i la
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fois pour ¢ («) et pour $(w). Adoptant maintenant pour 4 une de ces
valeurs, on elfectucera le caleul ultéricur des A et des B comme il a ¢6té
expliqué et on aura par 1a une des déterminations cherchées, telle
que A, et B, , different tous les deux de zéro et renfermant, d’ail-
leurs, un facteur arbitraire. On peut en obtenir ainsi autant qu’il y a
de valeurs convenables de £, ¢est-i-dire m* — « — B et on les a toutes
par ce moyen. Chacune des expressions correspondantes de / (u)
est déterminée i un facteur constant pres, ainsi que cela devait étre.

8. Cherchons maintenant les déterminations pour lesquelles A, ,
est nul. Pour chacune d’elles, la valeur de 2 sera nécessairement un
zéro de f(u), desorte que le pointh sera congruent i un des points .
Supposons, par exemple, que £ soit congruent au point @;, multiple
dordre 2, auquel cas (n® 2) » ne peut étee ¢gal & m — 1. Alors les »
derniers coefticients de ¢ («) sont nuls

(8) A= N o A g o= A,y == 0,

¢f, en outre,

(9) A= Ay p e et;) b= Ay pllee ) 4ot Kyeap oy P12 (00 — ;)
admet les m — n zéros a qui différent de «,, tandis que

(o) B Byplu—o;) +Byp (w—a) ..+ By pt™=2(u—a;)

admet les m zéros b. Le théoréme de Liouville donne done, d'une

part,
(1 == ) g = Xt~ ity ~t- 290 4 290,

et, ’autre part,
mag== 50 - av 0 -1 2v 0,

égalités qui sont les mémes & cause de (7) el qui montrent que,
parmi les m* valeurs de £ (2) ou (27), considérées plus haut, il s’en
trouve néeessairement une qui est congruente i a;, de sorte qu'il faut
que % ne soit pas nul. Réciproquement, si o n’est pas nul, chacune
des = valeurs de 4 exclues précédemment, comme congruentes des
points «, donnera une détermination des constantes pour laquelle
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A, sera nul. En effet, si a; désigne Te pointauquel £ est congruent,
comme @; ne coincide avee ancun des m — r autres poinls «, ni avee
aucun point b, les A et les B pourront étre choisis (n”3) de facon que
les égalités (8) aient lien et que les fonetions (ro) et (g) admettent
respectivement les m zéros O et les me - nozévos @ autres que .
existe done o déterminations du genre en question, el onles a foutes
par ce moyen.

Pareillement, si B nest pas nul, il existe B déterminations pour les-
quelles B, , est nul, A, » ne I'étant pas. Elles répondent aux 3 va-
leurs de 2o qui ont été exclues dans le premier cas comme congruenfes
dodes points b.

'

9. Nous arrivons, par conséquent, aux conclusions suivantoes :

Considérons équation
mil= X Xb,
gui donne net valeurs de b non congracntes entre clles. Le nombre des
JSonctions [ (w) distinctes est toujours cgal a m®*; elles sont déterminees
un facteur constant pres el (.-(1/'/'('.9/)(:/1(/('/// awr m?® valeurs de b, Supposons
que, parmi ces dernicres, il s'en trouse o qui sodent congruentes chuciune
(@ wn point a el 3 congruentes chacune a un point b, auquel cas o 3 est
moindre que m*. Les ne® fonctions [(w) se répartissent ainse :

m* — o - § ont lears cocfficients A, , et B, _, différents de zéro,

o ont lewr coefficient A, . nul,

B ont lewr coefficient B, . nul.

St fe est congruent aw point a; ou au poind by, supposé tudtiple " ordre n,
auquel cas n différe de m 1, la Jonction [(w) eorrespondante a ses
coefficients N, 1y Dy jis Mppepiis oo or Ay 0 01 SCS coefficients B, , .
Brions Bunaers <o By l0us éganr: & zéro. En géncral, o et 5 sont nuls,
de sorte qu'il existe n* fonctions [(u) distinctes a coefficients A, o ol
B,... non nuls.

11,

10. Considérons une fonetion elliptique queleonque F(u), aux
périodes 2m, 20, et soit m le nombre des zéros ou des poles qu'elle
admet dans wn parallelogramme des périodes. Désignons par Rt
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fonction p construite sur les périodes 2w et 2w’ et cherchons une
fraction
A+Agp(e—R)+Aip'(w—DN0)+.. ..+ App®(u— 1)

(11) B+Byp(u—n~)+B,p'(e—~)+~...+DBy (])(V)(u—-lz)’

qui soit égale 4 F(u), quel que soit w.

Aucun des deux indices i et v ne pourra surpasser m — 2, car le
nombre des zéros ou des poles serait alors supéricur & m. D’aulre
part,I'un au moins de ces indices sera égal & m — 25 car, sans cela,
ne pouvant surpasser ce nombre, ils seraient tous deux moindres,
et, par suite, le nombre des poles serait inféricur & m. 1l résulte de
la que toute fraction (rr), égale & F(u), sera nécessairement de la
forme /(u) du Chapitre précédent, A,_, et B,_, n’étant pas nuls
simultanément. Pour obtenir toutes ces fractions, il suffit alors, en
suivant la marche indiquée, de déterminer les fonctions distinctes
S (u) qui admettent les 7 zéros et les m poles de F(u); d'aprés le
théoréme déja rappelé, chacune d’elles ne différera de F(u) que par
un facteur constant, et 'on aura ainsi représenté F(u) sous la
forme (11) de toutes les manieres possibles.

Par conséquent, la fonction elliptique ¥ (w) peut toujours se représen-
ter sous la forme (11) et cela de m* manicres dyfférentes. On les obtient
comme il a été dit, et les derniers coefficients des deux termes de la frac-
tion sont nuls dans les circonstances qui ont €té_fixées par les conclusions
du Chaputre précédent.

11. Appliquons & une fonction elliptique F(«) du second ordre.
Soient a,, a, ct b,, b, les zéros et les poles appartenant & un parallé-
logramme ¢lémentaire. Les nombres désignés par « et 3 étant ici o
ou 1, et m étant égal a 2, Ies trois formes suivantes peuvent se pré-
senter :

A-+Agp(u—1N)

(12) F(u):B—l—Bop(u—/L)’
(13) F(u)y=M~+ Myp(e— 1),
(14) F(uw)= !

N+ Nyp(u—=»r)
Ann. Fee. Norm., (3), XXI. — Mags 1904. 13
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Si a, et a, sont distincts, ainsi que b, el by, o el sontnuls et les
quatre expressions de F(w) sont de la forme (12). Siw, et «, sontdis-
tincts, mais b, et b, confondus en &, e est seul nul, 8 é¢tant égal i 1;
on a trois expressions de la forme (12) et une de la forme (13)5 cetle
derniere n’est autre que

Mo[p(u-—b)--play--b)]
ou, ce qui est la méme chose,
Mo p (et ) — p ety b)].

Si, au contraire, b, el b, sont distinets, tandis que a, et «, coinci-
dent en @, B estnul et e est 15 on a encore (rois expressions (12) et
une de la forme (14); celte dernicre esl

1
N()IJ’(“ o (l) e J’(/’] Vl()vl

ou, ce qui est Ja méme chose,
I

Nl @) p (a0

.

Enfin, quand a, et a, coincident, ainsi que b, et by, ona pour F(u)
deux expressions (12), une expression (13), et une expression (14);
ces deux dernitres sont les suivantes :

M W~ b))~ p(a—DY P I e
oy il b Nolp (e =ty = p (b ay)’

p(a —b) étant Pune des racines ¢, ¢,, ¢, de p'u.



