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A N N A L E S
SCUÎNTÎFÏQUES

L'ÉCOLE NORMALE SUPERIEURE,

SUR. LA.

THEORIE DE ( « A L O I S
SES ,1)1 VERSES GENERA LBSATIONS,

PAU M. E. VESSIOT.

INTRODUCTION.

'I. I/objet principal de cet te étudt1 est l'extension (le la célèbre
théorie do (ialois, |)onr l î î s ( '^j i ial ioîis al^ol)ri( i î ics, aux équations
l ineairos aux dcriv^os j ïar l i fdlcs, do la f*()î*îï ic

n
< } < f ' ^^ , Ô,^

( , ) ^ - ' - i /^^"- - - - ' " )^-0 '
/'=;!

et aux systèmes complets de telles équat ions .
Cette extension a été i n d i q u é e par M. Drach dans sa Thèse ( l ) ;

malsy à. cause de certaines lacunes dans les énoncés et les démonstra-
t ions, il nons a para u t i le de reprendre la q u e s t i o n , af in d ^ a r r i v e r a
des résultats bien précis.

Nous avons a b a n d o n n é la méthode de démonstra t ion de Galois , que
M. Picard, (2) a réussi, comme Fon sait, à étendre an cas des équa-

( } ) Â/inales de l'École Normale^ 3" sârie, t. XV. 1 '
( ï ) roir^ par exemple, le Trailé (C Analyse do M. Picard, t.. liï, Cit. X V 1 1 .

//ti.n. F.c. Norm^ (^) , X X L — JANVIKH i<)o4. '-l



10 E. YESSÏOT.

t ions différentielles ordinaires, linéaires et homogènes. D a n s i c cas
actuel, en effet, l'emploi de cette méthode se heur te» à la d i f l i c u l t é su i -
vante : le passage d 'une solution a une autre ne BO iait pas, en géné-
ral, par des formules rat ionnelles.

La méthode que nous avons employée est (ont a n a l y t i q u e N o u s
l'avons exposée d'abord sur la théorie de Galo is elloménn^ dans u n
premier Chapi t re . En voici le pr inc ipe :

Étant donnée une é q u a t i o n a lgébr ique, que l 'on considère connm»
remplacée pa r l e système (S) des re la t ions en t r e les racines .r,, ..,,.r,,
et les cocfï iciciUs, on é l u d i e d ' a h o r d le p rob lème f b n d î H n e n l a l s u i v a n t t
Quel parti peut-on tirer de la connaissance de certaines relation H ( A )
entre x^ . . . , x,^ en n employant f / t i e des opérations rdiio/Uîelles^ Nous
montrons que l'on peut . d é d u i r e du système (S, A J u n sy^l-énu* îu'ui"
logue, dont le sysleme | S , A | a d m o l ( o u f p s l ( » s s o l i i f i o u s » cl q u i r*s( ,
comme nous disons , auloinorplie : c(* {\\\'\ vcul , d i ro q u ^ ses divpr.sr^
solut ions se déduisent do l ' u u e (\\\\Ae,(}\\(\\\^ d ' fu id 'o o l l o s \)\\Y les su l»"
s t i tu t ions d'un groupe (» , ( j u i c'st. d i l le ^roape a ^ ^ f H ' / e an .yr^rwr,
ou simplement le groupe du système. Ou remarq t i e ra nn^ (S1) cs( déjà
un système automorplie, ayani le groupe générii l jH.Hîî"1 groupe assodé.

Des lors, si l'on se place au po in t âfi vue d^ Gdoîs, ^^^l-lï-diri» si
ron cherche à classer toutes les relations ratumiwlh1^ <m <r^ .^, ̂
existant pour une équation algébrique donnée^ on voit «IK» l 'orï j N * î i t
se limiter à ne considérer que des systènwg ('S, A"] ratiorïî tds of, î i i t to"
morphes. Et l 'on arrive, presque immédia tement , au résultat , su ivan t , ,
qui n'est qu'une forme du théorème de Galois ;

II existe un système [S, A] autamorphe et rationnel, tel ()ne tout $r^
terne [S, A] rationnel'(automorphe ou non) en admet Unités !^ $olution$,
dès qail en admet une : le groupe de ce système efft le groupe de raUona-
iité {groupe de Galois) de l'équation.

Il est du reste facile de déduire, de cet énoncé, renoncé chisHiqiN.
d'e Galois.

Cette méthode montre le lion qui un i t , dans cette théorie le po!n(,fh,
vue de l 'invariance numérique des fondions des racines, a u q u e l ' n^
attaché Galois, et, après lu i , M. Jordan, au poin t do vue de J invar imir^
formelle, qui semble avoir été celui de Kronecker. L'éqaivalciîw (h.
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ces deux manières de t ra i ter la théorie est très importante au p o i n t de
vue de ses appl ica t ions .

On voit , e n f i n , par la marche que nous venons d 'esquisser, le l ien
qui existe entre le p o i n t de vue de Galois , cons i s t an t a examiner les
simplicat ions que peut présenter la réso lu t ion d'une équa t ion donnée ,
et le point de vue qui consiste a chercher comment on peut t i rer par t i ,
pour la r é so lu t ion d ' u n e é q u a t i o n que l conque , de cer ta ines circons-
tances par t i cu l i è res données : p o i n t de vue q u i fu t ce lu i d'Aboi, et,
dans un au t re ordre de ques t ions , c e l u i de Sophus Lie.

2* ' D a n s u n second Chapitre , nous appliquons la même rnétl iode aux
é q u a t i o n s d i (Té re n 1 i e 11 e s o r d i n a i r e s, 1 i n é a i r e s e (: 11 o ni ogè n e s. N o u s
complétons a i n s i , de maniè re à lit. rendre en t i è r emen t r igoureuse, la
démons t r a t ion que nous av ions donnée au t re fo is , dans notre Thèse,
de la doub le propr ié té du groupe de r a t i o n a l i t é de l ' équa t ion , Nous
montrons l ' équiva lence de l 'énoncé q u e nous av ions d o n n é , conve-
nab l emen t in te rpré té , et de l 'énoncé de M. Picard.

La même marche s ' app l iquera i t p lus généra lement à des systèmes
autonnrrphes d ' équa t ions d i fFé ren t i e l l e s , o r d i n a i r e s ou aux dérivées
par t i e l l e s , pourvu que le groupe associé au sys tème considéré (c'est-
a -d i r e q u i , e f l e c t u é sur les ( ' onc t ions i n c o n n u e s , échange les s o l u t i o n s
e n t r e el les) soi t u n g roupe de t r a n s f o r m a t i o n s f i n i , d o n t la t ransfor -
m a t i o n généra le soit d é f i n i e par des é q u a t i o n s ra t ionne l l es ,

L'extension de la, théorie de Galo i s a de tels systèmes a été i n d i q u é e
par l ' au teu r , pour les systèmes d 'équat ions d i f l e r e n t i e l l e s ord ina i res ,
et par M'. Co t fon pour les systèmes d ' é q u a t i o n s aux dérivées par-
t ie l les ( ' j ,

3, Dans le t ro i s ième Chapi t re , nous commençons à nous occuper
des équa t ions ( i ) . Nous t ra i tons le problème p r é l i m i n a i r e fondamen-
tal , c'est-à-dire q u e nous s u b s t i t u o n s à l 'équation ( i ) le système (S)
des r e l a t i ons d. idercn.t iel les l iant à ^, / , , .... /^, les f o n c t i o n s x^ ,... x^
qui const i tuent n intégrales indépendantes de ( î ) , c'est-à-dire u n e
solution que l conque de ( î ) ; et nous cherchons à tirer parti , par des

( î ) ji. VKS9KOT, Ânnctiefî de U(, FddiU^ de Toulouse, t. Vlit, II (§ V). --•*• COTTON,
Comptes rciulusîy i, CXXXÎV , p. '^9.
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opérations rationnelles, de la connaissance d 'équations d i f f é ren -
tielles (A), satisfaites par certaines de ces solut ions.

On arrive1 à définir un ensemble, en général i n f i n i , de systèmes
automorphes (1) dont les groupes associés sont du ff îûme type, et
entre lesquels se répartissent les solutions du. système | S , A 1 » Mais
aucun de ces systèmes au.tomorph.es n'est r a t i o n n e l , en général.

On. est donc en présence d'une d i f ï î c u l t é toute nouvel le . Nous
l'avons tournée en montrant que l'on peut former r a t i o n n e l l e m e n t un
système automorpho, dont le groupe soit encore du même typ^s q« i
n'admette que 1 des so lu t ions de (S), et q u i admet te u n e solut ion

"de (S), s(î réduisant , pour t ̂  /„, a des (onct ions ra t ionne l l es de
! ̂  .. ., ^, supposées données .

Le dern ier Chap i t re est consacré h la discussion de la théorie
esquissée par M. Drach. D'après ce q u i précède, ou vo i t que lo^ sim*-
p l i f ica l ions q u i p e u v o n t se p r o d u i r r dans r i n l < \ ^ r a î i o n d ' u n e équa-
tion (i) donnée ne sont pas de la même n a l u n * pour les diverses solu-
t ions de I n é q u a t i o n . On obt ien t , daus (eus les cas» les s i m p l i f i c a t i o n s
les plus grandes, en se b o r n a n t aux solutions p r inc ipa l e s , c'e^t-h-dire
dans lesquelles a^ , . , . , ̂  se réduisent^ pour âne va leur pari ic i j l i^r i*
t == t^ de t, à ^, . . . , ^ 'respectivement* Noua arrivons jnH.ir cllcg, h
l'énoncé suivant, qui est l 'analogue du théorème dt* (»abiH î

Parmi tous les systèmes rationnels | S, A. ], admettant u/w même fsolutim
principale^ il en existe uns qui est auiomarphe, el dont ch(t(H(n (le^ ewl/w
admet toutes les solution.^ Son groupe est le groupe de mlionathé fie
V équation. Les groupes (le rationalité correspondant à (IweneH ^îlitllofu
principales sont semblables.

Nous indiquons diverses autres formes de cet énoncé ; nous mon-
trons aussi comment il f a u t le modifier pour rappliquer a ur ic solu-
tion quelconque.

( 1 ) Nous appelons, généralement, ytwie différentiel MUwwrphc un ^lème diffô-
remiel dont toutes les solutions se déduisent de \\\m quelcîonquo (reï t I reclIeH p»r I<*M
trans.fbrmations d'un groupe, ofïectuéôs sur len fonctions mwmnw^ dmiH Icw ^ q î î H t î o n N
qui déânissent cette solution. Le système (S) est aulomorpîwî ^m ^wî^ éiïml io
groupe ponctuel général. Les systèmes automorphes ont étô cwwiiwa wiwml îNir
Sophus Lie.
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On peut , en f in , se p lacer a u n po in t de v u e (..oui:, d i f f é r e n t , pour
caractériser une é q u a t i o n ( \ ) qui est spéc i a l e , c 'est-à-dire d o n t le
groupe de r a t i o n a l i t é n'est pas le groupe généra l . On cherche des
t rans fo rmat ions Q q u i , e f fec tuées sur / , / , , . . . , l,^ et l a i s s a n t ^ i n v a -
riable, n ' a l t è r e n t pas l ' é q u a t i o n ( i ) . 1 /ensemhle de ces t ransforma-
t ions il f o r m e u n groupe, i somorphe au groupe p o n c t u e l a // va r iab les ,
et dont les é q u a t i o n s de d é f i n i t i o n son t r a t i o n n e l l e s . Pour u n e équa-
tion ( i ) donnée , on p e u t se d e m a n d e r que l s sont. les sons-groupes de
ce groupe, don t les é q u a t i o n s de d é f i n i t i o n sont aussi r a t i o n n e l l e s . La
réponse est que ce sont tous c e u x q u i c o n t i e n n e n t u n certain
groupe (K), qu i est i somorphe au groupe de r a t i o n a l i t é de r équa t ion .
On retombe donc sur des r é su l t a t s t o u t a ( a i t é q u i v a l e n t s aux précé-
d e n t s .

Tous ces résul ta ts s ' é t endra ien t sans peine à des systèmes complets
d 'équat ions (i). Nous avons, pour abréger, Ïais.sé d é c o t e cette géné-
ra l i sa t ion .

î l serait naturel de chercher à é tendre la, théorie en rernpiacant le
système (S) par un système a u l o m o r p h e t o u t à l a i t q u e l c o n q u e * Mais
on se trouve en présence de n o u v e l l e s d i d i c u l t é s , sur l e sque l l e s nous
r e v i e n d r o n s dans u n e au t r e occas ion.

CIIAPITKE 1.
SUR LES ÉQUATIONS ÂLGÈBlUQUES.

I. Problème fondamental-

i, Comme noos l'avons e x p l i q u é e nous nous proposons de reprendre
d'abord la théorie de Galois par u n e voie nouvelle , en t jérernent ana-
ly t ique , que nous n 'aurons ensu i t e qu'à su iv re de nouveau dans les
Chapitres suivants, consacrés aux diverses généralisations de celte
théorie*
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Devant analyser les conséquences à tirer, pour une é q u a t i o n al^é-
brique donnée quelconque, de l'existence possible de r d î t f i r m s
rationnelles entre ces racines, nous cornm.enccrons par t ra i te r h* pro-
blème suivant, qui sera fondamental , dans notre méthode*

Etant donnée une équation

(0 P 0) -^ x^ — /;>, .y^~1 4-y9si ^n"^ — • • ' + (•— î)^,/ "•= o,

^ suppose connues une oïl plusieurs relations entre 5W racine «y? .,. » .r̂

( A ) ^(-/"i, . . ., -y// ) — o ( / , — r, '̂  .... 7),

rationnelles et entières par rapport à ers racines. Quel parîf en pwi-^n
tirer pour la résolution de P ( x ) —:. o?

Nous remplaçons, à c^t efîH, l\'»qnu(.iou 0; par i^ sv^hnc équi-
valent

( S ) ^^ -. p^ ^'/^^ ~ P^ . . . » ^'} .r,... ,/-„ ,̂-: /^

dont les /i! Bolut ions se dédimait do l ' i îne q i i i î l conque d^ntn* M^
par les substi tutions T du groupe général dc^ lettres ̂ m déHigi i i*-
rons par a une so lu t ion ,par t i cu l i è re qmdru-mqfïe d<» (S)
(0") 1 ^^-=^^ (r;::.;: ï , a , , . . , / / ) ,
et par Ter la solution nouvelle dormée par les I n r m u b s
{T^ T^^a, (l-:^'^ . . . , n ) ,

où T^ désigne, suivant l^nsage, celle des indéterminée .r. r
par laquelle la substitution T remplace ̂  Nous mmum^ ^ î^
racines de PÇx) = omégales, de sorte qu-étani donné.-sfa soîu(i(m^
et une autre solution a- de (S), il existe une substiUUkm 1- pf nw
seule pour laquelle To est identiqun a ^ : nous dirons dors au.-V
transtorme a' en a'. lî

L'hypothèse est que le système [S. A ) , fom,. ^ V^^ <|<.s
équations (S) et des équations (A), a au moins ,„„> solution. Nous
supposerons donc que a est une telle solution. H existe alors une fa-
mme de sabshtut.ons T, dont nous désignerons I-UHC quetcon^
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par T, et telles que les diverses solutions de [S, A] soient représen-
tées par le symbole général Ter.

Il pourra arriver que la famille des t se réduise à la substitution
ident ique , c'est-à-dire q u e le système [S, A] n 'ai t qu'une solution :
elle se déterminera alors r a t i onne l l emen t , et l ' équa t ion P(.z') == o
sera résolue. Ecartons ce cas.

L'idée bien simple qui va nous servir , c'est qu'on peut déduire
de (A) d 'autres systèmes ayant avec (S) le même nombre de solu-
t i o n s communes. Tîn effet, si l'on effectue dans [S, A] une subs t i tu -
t i on T q u e l c o n q u e , cela n'en change pas le nombre de so lu t ions ; et
comme (S) ne change pas, on ob t ien t le système [S, TA], où (TA)
désigne le système

(TA) <i/,(T^l, ...,T.^,)^0 ( Â - = Ï , 2 , . . . , < / ) ,

q u i est l 'un quelconque des systèmes annoncés. Los solutions de
[S, TA] ont pour symbole général ÏTcr, c'est-à-dire T(Tcr).

La considération du système (TA) pourra être u t i le s'il a des solu-
t i o n s communes avec [ S , A | , c'est-à-dire s'il existe une des substitu-
t i o n s T, soi t l \ , te l le que T, To-soi t de nouveau delà formetcr ; ce qui,
r ev i en t à dire que T/T, c'est-à-dire la subst i tu t ion équ iva l en t e à T,
su iv i e de T,, est u n e des t r a n s f o r m a t i o n s T, que nous appellerons T^;
ou en tin que l 'on a T =•-=•= T^'L.

Nous pouvons, en pa r t i cu l i e r , supposer que l ' u n e des solutions
communes est cr : la. cond i t i on pour qu ' i l en soil a ins i est alors que ï
soit do la fo rme T'"1. De sorte que nous allons considérer, en môme
temps que les systèmes (S) et (A), les divers systèmes (T^A) .

Toutefo is l ' i n t r o d u c t i o n (le ces systèmes ne p e u t être d ' aucune ut i-
l i t é si chacun d 'eux admet foules les solutions de [ S, A.]. La condi-
tion pour qu ' i l en soit a ins i est que, pour chacune des substitu-
tions t, hs diverses solut ions de ( 8,1-^1, qu i . sont de la forme
générale TaT"""11^, soient aussi de la, forme T A C T ; c'est-à-dire que, à.
deux subs t i tu t ions T quelconques, T et Tp, en corresponde une troi-
sième T^ telle que l'on a i t

TaT-^^T^ ou Ta-^TpT.

C^st donc que les subs t i tu t ions T forment un groupe (G;.
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Remarquons déplus que, d'une manière générale, les s i i .h^t ihi t ions
qui transforment une solution quelconque T^cr de |S,A| en les
diverses autres solutions Ter ont pour symbole général î^^ Dans le
cas actuel, ce sont donc encore les subs t i tu t ions du groupe ( ( ; ) , ci
nous pouvons dire :

Dans le cas particulier que nous venons de supposer^ toutes les solu/iony
de [S, A j se déduisent de l'une quelconque d'entre elles par les stibstUu^
lions d'un groupe (G), et il y a autant de soludons que de sul^tlluUons
dans ce groupe.

Nous donnerons à un tel système le nom de système automorphe,
parce qu'il ne change pas par les s u b s t i t u t i o n s du groupe f ( l )» et nom
dirons que (G ) est le groupe de ce système.

On remarquera que (S) est, l u i - m ê m e u n système au tomorpbe , et,
que son groupe est le groupe général .

2. Ecartons encore ce cas par t icul ier» et imag inons toutes le^ holn»
tions communes à la fo is à [S, A] et à chacun des Hysteme^ ( Ï ' ^Ah
elles seront déjà forme générale Qcr, les © c o r î H t i l u a n t une famille de.
substitutions Ï, dont f a i t partie la Hulmti t -ut ion i d e n t i q u e * La pro-
priété qui définit les 0, pa rmi les T, est la suivante î une sî îWti-
tion1 0 quelconque est une subst i tu t ion T tdie que, pour e t u N j î î e
substitution T, soitt^, i l existe une so lu t ion de (Î^A) qu i soit iden-
t ique-à©cr; c'est-à-dire une au t re s u b s t i t u t i o n T, soit T^ iel!a (}I.H»
TpT^cr soit i den t ique à ©cr; ou encore telle que {'(m a i t

(2 ) , ^ Tpî^^e ou eî^ ::••..„;: t^
Cette propriété suffit à prouver que V ensemble des 0 est un groupe (C;1).
Soient, en effet, © et ©/ deux quelconques d'entre elIeH, et considé-
rons un produit de la forme (©© /)^ : d-apres la propriété de 9\ il se
réduit ji la forme @Tp; et, par suite, d/après la propriété de 0, b h
forme 1\. Donc (©© /) jouit de la propriété générale (2). 1 1 appartienf,
du reste, à rensemble T, diaprés la propriété deô, puisqueCr wi ww
des T. Donc (©© /) est bien encore une des substitution 0. ̂  qril
fallait établir. l
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Les solutions @CT sont donc les solut ions d'un système aufomorpbe,
composé des équations (S) ot de toutes les équat ions des divers sys-
tèmes (T^A), dont fait partie le système donné (A),

3. Si l'on reprenait les mêmes raisonneinenl.s, de manière a avoir
constamment, pour solution des systèmes considérés, une autre solu-
t ion de [S, A), par exemple T^cr, il faudrait considérer, au lieu de la
famille des T, celle des substitutions Ta"!11 Alors, Fune quelconque
des substitutions T^OTa appartient a cet ensemble, et le produiî
(T^QTcJ (To^T) lui appartient encore. On arriverait donc a un
groupe contenant le groupe T^ (G)^^. Mais, inversement, le même
raisonnement prouve que, si €)' appartient a ce nouveau groupe,
TaQ'Ta* appartient à Fancien. On en conclut que le nouveau groupe
est /oui s impie ment le groupe transfjwmé du groupe ( G ") des B par lu
ffuhsiàulloyi Ty.,

II en résulte que les solutions du nouveau système automorphe ont
pour symbole général ©Ta^? ou encore qu'il se déduit de l'ancien
immedia1.emeritpar.la substitution T^. De sorte que la résolution de
l'un de ces systèmes entraîne celle de l'autre, et que l'on peut nidifie-
remrnent se borner à considérer l'un ou Pautre. On peut enf in remar-
quer que, s'ils oui une solution commune, on a une identité de la
forme O/t'a === 0^, c'est-à-dire T^rr-:::; Q^Ba ̂  (M)^; mais alors l o t î t es les
substitutions ^'fa sont des subst i tut ions (w), et les deux systèmes oni
les mêmes solutions.

Plus généralement, deux, quelcorKjues des systèmes que l'on peu!
ainsi obtenir, ou bien ont toutes les même^ solutions, ou bien n^mï
aucune solution commune. Cela revient a dire que la (amitié des 'Y
peut se mettre sous la. (orme d'un Tableau rectangulaire :

t e, (^ . . . 9^,
T, e,'a\ e/r\ . . . ^,.,../î\

T ,̂.,..i ^t^^-t ^aTp.-i - - * ^p-.i'l^.-î

d o n t les diverses l ignes correspondent aux divers systèmes auto-
morphes entre lesquels se répartissent les solutions de |S, A.).

A tin. Eu. 'N^rm^ (3) , XXÏ . — jANWm ï^c/J* 3
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4. La discussion qui précède montre clait'emeut la marche à su iv re
pour résoudre effectivement le problème posé.

On formera tous les systèmes (TA), etfoiii cliK'rchel'îii s'il y en a ( | i t i
a ien t avec [S, A ) au moins une solution commune : c'est u n pro-
blème d 'é l iminat ion , que l'on sai t résoudre. Si le système (S, A ) a1 v 1 1

plus d 'une solution, on a vu qu ' i l en est toujours ainsi . I l pourra
arriver que tou t système (TA) ayant avec [ S , A| une so lu t ion com-
i n u n c admette toutes les so lu t ions de [S, A ) : c'est le cas ou |S. A J
est automorphc. Les vér i f i ca t ions faites donneron t alors ( o t i t e s tes .sub-
s t i t u t i o n s du groupe de ce système.

Passons au cas général. On retiendra l'dii des systèmes (,'\k) avant
a v e c | S , A J a i i moins une solution commune, mais n'admettant pa.s
toutes les solutions de ( S, A) . Soif (Ï, A } ce système.

On cherchera alors les systèmes ('TA) admetlaiit au moins une des
solutions du système [S, A. T ,A j , ohtenii en adjoi^iiani a (S. A ) les
équations (T,A). Si chacun de «'es systèmes admet foules fes solir.
lions de (S, A, T ,A j , celui-ci est, l'un des systèmes aiitolmirplie.s do»(
un a établi l'existence.

Sinon, on retiendra l'un d'eux, (T,A) par exemple, admettant
au moins une des solutions de [S, A, T. A ) sans les admettre toutes;
on l'adjoindra a ce système pour formof [S, A, T, A, T,A j, sur (equel
on opérera de menic; et ainsi de suite.

En continuant ainsi, on arrivera nècessaireint'nt » un système
[S, A, T,A, .../l^A], tel que tout système ('TA) qui admet unp de
ses solutions les admette toutes. C'est l'un des systèmes aulomorphes
entre lesquels se répartissent les solutions de | S, A |. Les mitres s'en
déduiraient sans difficulté par des tatou nement.s analogues au, pré-
cédents. Mais il suffît, d'après ce qu'on a vu. d'en avoir un seul.

Toutes les opéraUons que, l'on a eu. à effet'iuorswt rutioum-ll.^.

Il résulte, en définitive, de fout cela, que Von est ton/onrs mww
par une mile d opérations rationneUe'i, à un système \ S; A' | ^- //^//<.
nature que le système donné \ S, A j, mais aiu<mor/>h<'..
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II. — Des systèmes automorphes.

5. Nous devons maintenant étudier les systèmes automorphes. Nous
aurons besoin, a cet ef let, du théorème suivant :

Etant donné un système d'ecf nations algébriques entre des indéfermi-
nées x^ ..., ̂ , rationnelles et entières par rapport à ces indéterminées :

( 3 ) V/, ( .r^ . . ., ,r,/ ) -:. o ( /" —: i, ->,, . . ., // ) ;

si une équation de Ici forme

{ ! \ ) Q Ç - ^ ' l » - -» ^n) .' '-•^>,

où Q est une fonction rationnelle de ses (irî^umen.ts^ admet /ou/es /es solu-
tions du système 'C"'^)» la constante g se calcule rationnellement au
moyen des coefficients des F/», el de Q.

On écarte, bien entendu, le cas ou ie numéraieur et le dénomma-
( e u r d e l a fraction rat ionnel le Q s 'annuleraient pour (outes les solu-
tions de fi), puisqu'on pourrait alors prendre pour '̂ une valeur
constante arbitraire.

Nous partons de ce résultat connu, que toutes les solut ions de (''"'i)
se réi'ïartissent en systèmes généraux de solutions, dont chacun esj
défini de la manière suivante : x^ ,.., x,, s 'expr ins(*ntrat iounel ler ï ien(
au moyen d'un certain nombre d' inconnues auxil iaires y^ ». . , y,,
qui sont liées par une seule équation, algébrique, rationnelle et. en-
tière; et les coeiïicients de ces formules auxiliaires ai)partiennent au
même domaine de rationalité que ceux des F/..

Exprimons que (/}} admet toutes les solutions appartenant à l'un de
ces systèmes généraux : nous remplacerons, dans Q^ les .r/ en fonc-
tion d.esjy, ce qui donnera, à la place de f^ ) , une équation de même
forme

OCn» -^•.y^)^^»
qui devra être sa t i s fa i t e par toutes les so lu t ions d 'une équation algé-
brique un ique

^(Jn -^J<y) =-0?
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ce qui revient à dire qu'on est ramené au cas part icul ier où le sys-
tème (3) se réduit a une seule équat ion

(3') , F (.ri, . . .,.r,0==o.

Tout revient donc à démontrer le théorème dans ce cas.
Supposons, à cet ef fe t , que (3^ conl ienne l 'une des indétennhiées,

.2', par exemple, an degré m. En nous servant de (3') nous ferons
disparaître de (4) toutes les puissances de ,r, supérieures à I N
(m — i^'"^. Mais alors (/i) ne peu,!/ p lus être une conséquence do ( ' V )
sans être une i d e n t i t é ; et comme, par hypothèse, Q n'est pas indé"
te rminé , il se rédui t à une cons t an t e q u i est la va leu r annoncée
pour^.

6. Considérons m a i n l e n a n i un système au lomorphe que lconque ,
c'est-à-dire un système (Féqual ions a lgébr iques ra t ionnel les el en-
tières en x^ .... x^ d o n f . toutes les s o l u l i o u s se. d é d u i s e n t de l ' u n e
quelconque d'entre elle^ par les s u l > s l i ( , u l i o u s d^ in ^ r o u j î f » H i ) ; on
suppose, de plus, que les solut ions de ee système ( B ) soûl- en méuiEe
nombre que les substitutions do (G), c'est-à-dire que chacune de eeh
solutions ne demeure inaltérée par aucune sy.batitulion d e ( ( î ) , au t re
que la substitution ident ique .

Supposons que ce système (B) soit le système1 (3) du 1 numéro pré-
cédent, et queQ(.r, .... ^) ,Boit l 'une ' quelconque àm fo r ïc t io r îN
symétriques élémentaires des indéterminées x^ ..., x^ Si noug rem-
plaçons ̂ , ..., ̂  par l ' une des solutions de (3), nous obtenons une
certaine valeur^, et Féqualion (4) admet alors loutes les solul imiN
de (3). Nous pouvons donc, diaprés le théorème précédent, calculer
rationnellement la valeur g.

Toutes les solutions de (B) sont donc solutions d/un système

(S) 2^^ .̂w^ _, ^ ...,^-^,

que nous pouvons considérer comme connu, m ce système (U) es( de
la forme |S, A], considérée au n° 1, à moins qu'il se réduise w! ̂
terne (S) lui-même, ce qui arriverait si (G) était le groupe général^

Ecartons ce cas particulier, et supposons, corn m<*11 nous 1^0^ déjà



SUR LA THÉORIE DE GALOIS ET SES DIVERSES GÉNÉRALISATÏONS. 2 g

fu i t , que l 'équation P(,r) === o, équ iva l en t e à (S), n'a pas de racines
égales. Nous a l lons mon t re r que (es équat ions (A) , associées à (S)
pour déf in i r le système automorphe (B), peuvent être remplacées par
u n e s e u 1 e é q u a t i o n , d e 1 a m ê m e n a t u r e.

On sai t , en ellet, former, et cela d 'une i n f i n i t é de manières, u n e
fonct ion r a t i o n n e l l e Û(^, . . . , .2^) qui. admet t e les seules s u b s l i l u "
tiens du groupe ( G ) , qui ne d e v i e n n e i n d é t e r m i n é e pour a u c u n e so-
l u t i o n de S; et te l le que, si deux s u b s t i t u t i o n s du groupe général la
t r ans fo rmen t en deux f o n c t i o n s a l g é b r i q u e m e n t d i s t inc tes , ces fonc-
t ions ne p rennen t des valeurs égales pour a u c u n e s o l u t i o n de (S).
(.restée que nous appellerons, pour abréger, un iwariani. caractérù"
tu/ne de (G ), à dhcr unifiant non nul \ r e l a t i v e m e n t à (S } |.

Soit alors co la va leur que prend 0 pour une s o l u t i o n pa r t i cu l i è r e
quelconque du système (,B). L 'équat ion
(5) ^(^ ...,.T,J^,>

admet tan t (outes les so lu t i ons de (B), la q u a n t i t é ose ca lcu le r a t i o n -
n e l l e m e n t , d'après le théorème d u n0 5. Et i l r é s u l t e des p ropr i é t é s
de Û que le système | S , ( 5 ) | a d m e t toutes les s o l u t i o n s d e ( B ) , (d
n'en adme t pas d'autres. La forme [ S, ( ^ )\ est donc, la forme c a n o n i q u e
a n n o n c é e pour le système a u t o m o r p h e ( B).

On sai t qu 'en supposant p^ /^, . . . , /^ i n d é t e r m i n é s , les d iverses
v a l e u r s que prend iî(x^ .... .r,/), pour les diverses s o l u t i o n s de f S ) ,
sont racines d 'une é q u a t i o n résonante don t les c o e H i c i e n t s son t fonc-
t ions r a t i o n n e l l e s de/^, ..., f)^ Les hypothèses f a i t e s sur û r e v i e n n e n i
à d i r e que , lorsqu'on remplace, dans les coeff ic ients de cette résol-
vante , p^ , . . , / ^pa r les valeurs pa r t i cu l i è res correspondant au sys-
tème ( B ) donné , cette résolvante ne devien t pas i d e n t i q u e , et q u e son
d i s c r i m i n a n t ne s 'annule pas. La cons tante co est alors u n e des racines
de cette résolvante en iï du système ( K " ) .

Réc ip roquement , si l'on ad jo in t , au système (S), une é q u a t i o n de la
tonne (5), où il est u n i n v a r i a n t carac té r i s t ique de (G), a d i sc r imi -
nan t non nu l , et où ù> est racine de la résolvante en Û, on ob t i en t un
système automorphe ayant (G) pour groupe. Car le système | S, ( r ) ) )
a i n s i o b t e n u , é tant compatible à cause du choix de la va leur de ù), est
au tomorphe et a pour groupe (G) , en vertu des propriétés de 0,
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Le résultat obtenu, peut donc s'énoncer :

La forme générale des systèmes autonwrphes que nous umn$ à fw^n/mr
.y 'obtient en adjoignant à un système (S) une équation de la. fonne ( ^ ) .
où f2 esl un invariant caractéristique, à dismiminunt non nul. du
groupe (G) associé au système aulornorphe du groupe considéré, ci où ^
est une des racines de la résolvante en û du système (S).

7. Revenons m a i n t e n a n t an problème du § L Nous pourrons
énoncer les résul tats des n0'' î? et 4 sons une forme nouve l l e eu
disani :

li résulte Je l'hypothèse laite [ a savoir que l'on connaî t les équa-
tions (A^)J, que Von. connaît In râleur ro f/ï(e prend (in ///iw'/W/// rwwr
iérislu/ue iï(.T.^ . . . » . r ^ ) f/ncfco/n/Ke, a d i sc r im i /u i f i f non nul, d^un rrr-
tain groupe de snl^slitutfo/is ( (i ), f/(î(f/n/ on v /rw/Vrw ,/',, * . . , . r ^ w / / *
une cerf aine solution.x\ ^" a^, ..,, ^^ .:'111--": %„ du sysinne ('S .).

Parmi , les so lu t ions < l u système JS , A ) se t r o u v e n t , t .uules eidie'h di»
système | S, (5)1 ; et los uut res ge répart issent entre 1^ t i i v^ î^ svs-
lèmes obtenus en associant à (S) l 'une de» équat ions

^(TA-^ Î» .. • ? t/c^'A) l l r-11- r '» ( / / ^ î » a» . » * , p — î).

Plus généralement les solut ions de (S) se ré parti use rît e n t r f * les
divers systèmes ob tenus eu associant a (S) l 'une quelcoî ique des
équations

(6) ^(T^,.../T^)^^

où Test une subs t i tu t ion absolument que lconque . Tous ces système
étant résolus dés que l ' u n d'eux l'est, il est toul a f a i t équ iva len t de
se donner les équat ions (A), ou de se donner l 'une quelconque des
équations (6).

Donc le fait que F on connaît les équations (A.) est efU.lermmft equi-
valent au fait que Von connaît 'la valeur w de l'inmria/ïf aaracléri^
tique £ï.
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8. Nous plaçant encore au point de vue du, § I, nous pouvons sup-
poser que l'on connaisse deux systèmes dif férents , tels que (A),
avant avec (S) des solut ions communes , et chercher a en tirer par t i .

Cela reviendra , d'après ce qui précède, à connaî t re deux rela t ions
de la fo rme (5 ),
(7) i2(.^, ...,.:^)==^ ^(.^, ...,^,):-=r.)7,

correspondant à deux groupes (G) et (G'). Il pour ra i t se fa i re que (S)
n'eût pas de so lu t ion s a t i s f a i s an t à la f o i s aux deux équa t ions (7).
Mais il s u f f i r a i t alors de remplacer la première de ces équa t ions par
l 'une des équat ions (G), que l 'on chois i ra i t , par tat.onnem.enls, de ma-
n iè re que le système (S) a i t une s o l u t i o n commune au moins avec le
système formé de cette é q u a t i o n (6) et de û'^= c'y-

Supposons donc q u e le système [S, (7)) a au m o i n s u n e s o l u t i o n :
les autres s'en dédu i ron t év idemment par les subs t i tu t ions du p lus
grand sous-groupe (G^) commun à (G) et (G'J. On est donc en pré-
sence d'un nouveau, système airtomorphc relatif à ce groupe (G^), et
caractérisé par u n e re la t ion n o u v e l l e
(8) ^(.r,,, ...,.rJ •::•:. r^.

On ve r ra i t du reste f a c i l e m e n t que les s o l u t i o n s de t o u t système.
(orme de (S) et de l ' u n e des é q u a t i o n s t ransformées , soi t de il .̂- o.),
soil de 0'==: o/, se répart issent en systèmes formés de ("S) cl de
diverses t r a n s f o r m é e s de (8}. I l en résul te que si l 'on a v a i t remplacé
les é q u a t i o n s (7) par deux de leurs t r ans formées , chois ies de man iè r e
a avoir en c o m m u n une so lu t ion de (S), on o b t i e n d r a i t comme équa -
t i on f ina le une transformée de (8), De sorte que le» f a i t que l 'on con-
n a î t la seule relat ion (8) esl en t iè rement équivalent à l 'hypothèse .

Ces conclusions se généralisent imm.ediate.ment pour le cas où l 'on
aurai t un nombre quelconque de systèmes (A) adme t t an t d.es solu-
t ions de (S ) .

III. Le théorème de Galois.
9. Nous supposons m a i n t e n a n t une équa t ion P( , r )==o donnée ,

dont les coeff icients appar t i ennen t à un cer tain domaine de ra t iona-
l i té (R) donné.
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Nous disons que Féquation est spéciale dans (B |, s'il l u i correspond
quelque système1 de relations (A] , dont les coc^ticieuls appa r l i emieHî
à [R], et admettant une solution de (S) sans les admettre louiez Dmis
le cas contraire, l 'équation est dite générale (1).

Supposons l 'équation donnée spéciale, et cherchoïlH a préciser le
degré de spécialité de cette équa t ion . D'après les développements
précédents, on. est en droi t de ne considérer» parmi les relatimiH J A |
possibles, que celles qui se composent d 'une é q u a t i o n u n i q u e de In
fo rme j5|, el qui admet ten t une même s o l u t i o n cr de f^ ) .

En d 'autres termes, tout r ev ien t a caractériser rensemhie des
l o n c l i o n s iîÇcx-^ ..., x,,), h coeHicierUs r a t i onne l s dans ( H ), cl. a </à"
criminanîs non nais, < | i i i p r c n n e u l u n e v a l e u r n u m é r i q t î e r a ( i o î î î î e ) ) < *
< |uand on y r emph ice x^ . . . , ^,, \YA\' I (»s v a l e u r s .r< ••̂  a^ . . , , .r,, ̂  %^
c o n s t i t u a n t \\\\{\ s o l u l i o n rj dp (S).

Lfï d i scuss ion du 11° <S | ) rouve q u n 1 < * s o u s ^ î t f H î p ( k m ; t x i m î } m , ^aîii»
mun aux groupes de c^^ divers(*s lonc l ious , î i l î i i - m é m r u î î i H v . t r K i î î f ,
caractéristique f a i s a n t par l ie des lonc i ious considérées. Soit, ( T j r < *
sous-groupe commun, ci J(^, ..., .:r^) cet, i n v a r i a u t c î î r ac l é r i h t i que*

Méciproquement, soitÛ(o?^ ^., ^1) utî i î ivar i î 'Uî i ihîîi g r o u ( N » ( < » )
contenant (F)- I/équatiorï

, , 1 1 , '^(^i, . . ^ ^ ) ^ û ( a n , , ^ ^ )

admet toutes les solutions du système, formé de (S) et de î 'éqiîâttiHi,
rationnelle dans ( l i j ,

( o ) 1 1 J ( ̂ ï , . . . , ̂  ) == j ( a p ..., ̂  ) ::-::; y<
. Donc, d'après le théorème du n01 5, Û(a,, ..,, o^) est une v a l e î î r
numérique appartenant à [B'J.

On obtient donc un premier énoncé du théorème de Oalob ;
Si l'on considère toutes leff foncilom û(^, ..,, ̂ ), nUiwm-ll^ w

^, ..-, x^ à coefficient rationnels dans \ H|, ET mm î^ IHSCIUMÎ^^T w
S'ANNULE PAS POÏJH I/ÉQUÂTION CO^SÎ.DÉHKE, l'en^m/^ de ^//^ de W /n/^

lions qui prennent une valeur numérique rationnelle dam \ 11 ( y^W M

W^ dénomiiïauons ^nus80fu du^ û M. Ï)r,eh. - /Wr H. îl1»,^ rî^ri^ ^N i.
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y remplace x^ ..., x,.^ par les racines de l'er/ua/io/i donnée, prises dans
lin ordre déterminé, toujours le môme, est identique à l'ensemble de
celles de ces fonctions qui ne changent pas quand on y effectue, sur les
indéterminées ,'r,, ..., x,^ les sul)stltuti.ons d'un certain groupe (F).

C'est donc l'ckjuation (9) (ou l'une de ses transformées), c'est-
à-dire, eu somme, le groupe ( T ) qui lui est associe (ou l'un de ses
transformés) qui caractérise la manière particulière dont l 'équation
donnée est spéciale.

Remarquons que, chacune des fonctions ûde l'énoncé précédent
correspondant: a un système automorphe, cet énoncé pourrait se rem-
p lacer par le suivant :

I J ensemble des systèmes aulomorfïlies^ rationnels dans (H |, et (pu ad"
méfient une même solution de (S), est identique à l'ensemble des s y s "
ténïes cuUornorphes, admettant celle, solution, et do/it le groupe contient
un certain groupe (T)» Lorsque la solution de (S) considérée est rem-
placée par une autre, le groupe (F) est remplacé par l'un de ses trans-
formés.

On peut également donner a cet énoncé une (orme un peu pins
lar^'c, en se servant de ce résultat du n° 4, que les solut ions de t o u t
système [ S, A. ), rationnel dans | II j, se réparlisseni (mire divers sys-
tèmes antomorphes qui s'en déduisent par des calculs rationnels. On
peut donc dire :

A toute équutio/i PO^) =^ o s'pécu.ule correspond une famille de AT.V-
té nies automorphes, rationnels dans [H j, transformés les u/îs des au/res,
et tels que tout système |S,A| , é{^(deme/ft rationnel da/fs |R|, admet
1 oui es les solutions de l'un. quelconque de ces systém^es dés ( / u t i en admel
une. Le système [S, {'<'))| est l'un de ces systèmes automorphes.

LU. Au p o i n t , de vue théor ique , i l est in téressant , de mont re r que
l 'énoncé classique du théorème de Galois se d é d u i t f ac i l en i en t de ce
q u i précède-

Soit d'abord ^(x^ , . . , a ! ^ ) u n e ' (onc t ion r a t i o n n e l l e de .x^, . » . ,
,z',,,, dont les coeff ic ients a p p a r t i e n n e n t à ( H ( ; et supposons ( ( in*
^(a, , . , . , a//) soit un nombre /* f a i s a n t aussi part ie de ( R ) . L^équa-

Ann. Kc. l\'orm., (3), XX L -— JANVÏKM ï<y4* ^
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tion

(10) ^(t-'i» • . .,.r,, )—/..---o

cons t i tue un système (A), r a t i o n u e l d a n s j K j , (il. s u l i i t c t . t î t t t t . l i t s o l i i -
( i o n 7. Donc, d'après l 'énonce pré ce ( lent , , i l admet toutes les so l i i l i on» .
« f c f(S), ((}}j. Comme la s o l u t i o n lu p lu s générale (le (S, ^ < ) ) | est

<-),^,.^a, ( ( = = f , 3, . . . , / < ) , on , < • , : ( " ) % / (('.:; i , " , , . , , , « » .

<-) é t a n t . 1;> s u b s t i t u t i o n générale de (F'), on ; > i i r a ( l o i t c

.7(05ti, ..., (">5<,,)=:/=:,-f(%,, .,., %„),

c e-st-a-diro q u n ,7 (%i , . . . , a,,) csf, fiitrwrif/uemt'nt- inwrntritc j » ; i r l i 1 ^
s u b s t i t u t i o n s (Jo (T).

Réc ip roqucn ic i i t , si .f;i ( • ( • ( ( c | )r(»pri( ' . (( '>, | ' c ( ( u ; i ( i o i i

^(,/'l, , . ., ,;•„; - •f ( y:,, . . ., y.,, )

admet toiif.cs les solii l ious (|<. ( S , f ( ^ ) ; ( • ( . ( l ' ; t j )r(-s Ir (lu.nm»(.
du n" 5, son second iticnil>rc, u'cst-ii-dirc lit M/nir imini•Y t't/i«' < ! » •
•iÇy.,, ..., a,,), apparticrit a [ K |.

On a donc re t rouvé les deux p;ir(,ica (le l'cnoix'c tic («î t loi ' , .

1 1 . La théorie qui vient d'être faite pour le., systcmc» au(oin<n'p!i<-s
tels que (S), peut s'étendre ;i tout système ;»u lon i»n ih(> ( H ) , n.hliif
;i un groupe (G).

D'abord on pourra traiter pour un tel système le prohlenn. fo«,j;,.
mental analogue à celui du § f, et par la ruérne méthode. On arm-N",
n ce résultat que, de tout système comp;i(.il»Ie forit». de f lî; <.| <i-,'.<i,r,-
tions, telles que (A), on peu(, déduire, par voie riifiorinelle. un „«„.
veau système automorpl.e, relatif I. „„ sous-groupe < fe { ( ; , , „( <1,,.,(
B,A) admet toutes les solutions. Et l'eu.seml,le des solutions ,1..

{K A se répartit entre divers systèmes aut.omorplH.s, (r,nsror»,<.s dH
précèdent par des substitutions do ( ( , ) .

Considérant ensuite un système automorphe fB)do,,n., d«,,< },..
coefficients appartiennent à un domaine de rationalité j H 1 doum. on
^a qu,l est ^al, s'il lui correspond quelque sv te „ • :<;
t.ons (A), rationnelles dans [ H |. et telles ne H, A , ai, . . .
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une solution, sans admettre tou tes celles de (B). Dans le cas con-
traire, le système (B) sera dit général.

Avec celle terminologie, le théorème de Galois, pour l'éqnah'on
P ( : r ) == c>, périt s 'énoncer :

A (ouïe équation V ( x " ) : -=o, SPECIALE dans [ R ), correspond une fa-
/mile, et une seule, de systèmes alUomorplies, rationnels el OKNKÎ IAI 'N
(fans \ 1{ j, transformes /e^ uns ( l e s autres f)ar /es' s a l ^ s l i l l U i o n s (hi ^ronfn1

génércil, ei (/ont lolUes les soîutionîf appartiennent a..n système { S ) éclai-
raient à l'ef/ua/fon proposée.

VA, p lu s ^ é n é r a l e m e n i :

/i lout système aatomorphe ( B), rationne/ et SPECIAL (lans \ H |, corres-
pond une famille, et une seule, de systèmes automorp/(es, rationnels el
cÉNKnAiJX dans \ H |, transformes les uns des autres par les subslituffons
du groupe (G) de ( B), el dont (outes les sofialons appartiennent au srs»
terne ( B) donné.

I/nn quelconque de, ces systèmes généraux a pour groupe un sons-
groupe de (G), (lui pourra être appelé le groupe de rationalité de (B ),
comme le groupe (?) du 1 1 ° 9 est appelé \{'groupe de. rafio/tulifê de
Pf.r)^). l i l

Hnlin, la métiiode < ju i a été suivie s'appliqueraiï e î i co r c , sans modi-
f icat ion, au cas de systèmes automorphes dans la dé f in i t i on desquels
interviendrait, au lieu d'un groupe de subst i tu t ions» un groupe formé
d'un nombre fini de t ransformat ions d'une forme quelconque. Elle
s'appliquerait donc, en particulier, au cas (l'une équation abél ienne,
le groupe correspondant élant lormé de transformations rationnelles
edectuées sur une seule indéterminée.

IV. 1— Sur la résolution des systèmes aîitom.orphes.

12. 1,1. est faci le d'interpréter la partie de la théorie de Galois, qui
concerne la. réduction progressive du groupe d'une équation donnée,
comme étudiant les conditions de la résolution des systèmes auto-
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morphes les unspa r les autres* Pour abréger, nous n o u s Imn^rons ;i
marquer la suite des idées, et à énoncer les résultats e sHen i i e l s .

D'abord, si un système automorphe a pour groupe associé u n
groupe in t rans i t i f , il peut se remplacer par p l u s i e u r s systèmes auto-
morphes à moins d ' i nconnues , et à groupes Iran si l i t s. On peut . dom"
supposer qu'on ne considère que des systèmes auto inorpheH il groupes
t r a n s i t i f s .

Soient (B) un tel système; (G) son g roupe ; (G') u n sol îH-grmipe
(le (G). Si l'on cherche à f o r m e r un système aul .omorphe (B ' ) 1 » ayan).
pour groupe (G'), ou l 'un des sous-groupes de ("G ) homologues de( G ' ) »
(^ don t les s o l o l f o n s a p p a r t i e n n e n t î » ("B), on esl ' c o n d u i t h chercher
u n e r a c f n c d ' u n e c e r t a i n e r ( } u ; i ( i o n l 'èsolvanle . Mais ecl ie è q u a l i o H
r è so iv î i n i c peu t ^ ( r c ï s p c r f î t i c , eî: Pon d o i l ! ( î i s u l î s l i t u e l - U î t syst .èîm1

c t u t o m o r p l H » rpso lvanG d o l i ^ , f o ^-onpc f G ^ j csl J s o m o r j d H ' h (G ) ; c î*
^ roc îp t» ( G ^ ) csl, s i m | ? l < \ si ( ' < i î ' ^ r u n î n ' n t n u s < » { î s - ^ î " n î î ) ) ( 1 i n v n r i î i î i f
m a x i m u m de (G 1 ) , Si ron ;{ rèsoln c < * s y s f è m p ; n i ^ H i i o r ( d i ^ î T s r d v . i î î f »
on peu t , f o r m e r r a l i o n n e l l e r n e u f î i n sys tème ; u ^ f ( > m o r j î | i ( » ( ir\,h d o î î t
les solutions- appartiemumt h ( I î } , et nymî l j î o l î r ^1*011(10 ^ h ^ n ^ i i * 1**
p lus grand sous-groupe (G^) de ( G ^ ) ( ju i^o i l i î i v î i î ' i î i î î l â^î^ ( G j .

'Delà résulte que la résolution de Ion)- ^y^lèm^ i i t î ( . o t î î i ï r j ï l i<s ii groinn»
non simple, peutse ramener a la résoliïtimï siiceeg^ive d'iina mii^ de
,systèmes autoniorp'hes Si groupes miiple^

,13. ï,l reste à étudier invereement à queile eondition h. iwdiîlimi
d'un système automorphe auxiliaire peut rendre spécial un ^ihw
automorphe général donné; c'est-à-dire permet de le remphicermir 1 1 1 1
nouveau système automorphe ayant pour groupe asHocié nn\m^
groupe du groupe du système donné. I.a condusiori Imm rmuîuc ^(
qu'il n'y a pas lieu d'employer, comme systèmes auxiliaires, d^ilr^
systèmes que les systèmes résolvants considérés dans le numérolm-
cèdent. î

On prévoit par là que la dif l îcuité du problème de I. r.sohifhm d^n
système automorphe dépend, non du nombre d.s huumnm1^ rmiH flp
la, structure du groupe associé au système.

On peut démœ-Urer en enel, que, si l-on „ ̂  ̂ ^ qu.lcom-Hip
de subsistions (G,,^ isomoi^he holéndriquen-,em:",u groupe (G) du
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système (B) donné , mais no d é p o n d a n t pas nécessa i rement ( lu même
nombre d ' indéterminées, on peu t former r a t i o n n e l l e m e n t u n système
automorphe ( l î») , ayant ((i^) pour groupe associe, et don t la résolu-
l ion en t ra înera celle de (B).

OIA'PITRE n.
SUR LES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES LÏNÈAUŒS O R D L N A Î H E S .

I. - Problème fondamental.

:14. Nons a l l o n s voir , dans ce Chapi t re , c o m m e n t la t h é o r i e , déve-
loppée par M. Picard et par F a u t e u r pour les équa t ions d i f î e r e n l î e l l e s
l i n é a i r e s o rd ina i res , peu t se c a l q u e r sur la théor ie du C h a p i t r e précé-
den t . Nous m o n t r e r o n s a i n s i le l i e n en t r e la médiodc s u i v i e par
M. Picard et q u i se ( r o u v e exposée dans son Traiuî ( l ' A n a l y s e , e( c e l l r
q u e j 'avais a u t r e f o i s ado[) tée d a n s ma Thèse : cel le d e r n i è r e p r é ( ; u t a
ce r t a ines o b j e c t i o n s q u i se ( r o u v e r o n t levées par les d é v d o p p e m c n f s
q u i s u i v e n t .

I h ^ p r t ^ n o n s d o n c la marche s u i v i e dans le C h a p i t r e p r écéden t et
t r a i t o n s d 'abord le p r o b l è m e f o n d a m e n t a l s u i v a n t :

Et a n l do n n ée l f é(] u' a / io 1 1

(0 P f -r ) ;.::,: ̂  .4" / ^ ( { ) ̂ ^^^^ •+ . . . •+ pn {t ) .r -1:1:-: f),

on suppose aomufefï une ou plusieurs relouons différentielles entre n /h/éo
(.ions ^î, ̂  0^ (z), , , , , ,r^s=s a^(^) conslluia/it un système fondamenfui
(Vinlègrcdes de cette écfuation. Ces rela t ions , que n o u s désignons, pour
abréger P é c r i t u r e y par
( .A. ) G /, ( -rp . , . , .^} •::i: o ( k ::̂  ï , î>, . . . , y/ 5,

sont supposées ra t ionnel les par rapport aux variables ^, . . . , .z^ e(
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par rapport à leurs dérivées. Quel parti m pcu^m finr pimr l'ml^
lion def(x) == o?

Ce problème a été traité par Lie ( 1 ) ; la solution que Houspillons 0 1 1
donner ne diffère de celle de Lie que p a r l e mode déposition ef h
fo rme sous laquel le nous présenterons les résu l ta t s .

Nous remplaçons d'abord l 'équat ion ( i ) par le système éq i im i ln i t
d ' é q u a t i o n s d i i ï e ren l i e l l e s en ;r^ . . . , .r/,
(S) A/^(/)4-A^:o (/-::r:l, ^, ,.., //h

(ni l'on a posé, pour abréger,

( d r • f l " } . / '
A == ^(^(M'niin.tîil de .r/ • - ' . / " - * • • / , ' l / ( / ' ' 1 ' 1 : 1 • 1 • ï ' tll> » * - ' ^0»^u /// / / '

r / . r , ( / " / ^.r, ^//.r, ^ • 1 ^ 1 1 .r, ^ l î.^ )
A^ l:•.(!<-fc^mll^<^(.<l<- . / / . ^- ... - ^ , , , •^, ^ 11^ r -• ^y/.'Y j

f / 1 1 l i l ( , •', .. ., // j.

N o u s dés ignerons ( ? M r 7 n n o Ww/w q n o I r r H . K j n r ^io f S;)

(o ' ) , ^'r'^ ^ ^ ( ^ ) ( / ̂ i î < a, * . , , ^ ) ,

c'est-à-dire un syBterïîC de fb î ï c t inns S î i t î ^ û t i ^ î i l î t aux éq î i i i t imîH ( S ) ri
n 'annulant pas À î ce 'n'est1 pas autre chose qiAui sy^lèmr* f o n d a i r î c î î ) ^ !
d'intégrales de1 ( ï ) * Toutes les1 soluliong de (S) ^c* dédîiberil . ( l ' t i n c
sol'ullon (j que lconque par les diverses ( r î i î i s torHiat ior ïs du ^îrotipc
l inéaire 1 homogène général, dont, la t r ans fo rnmi io î i ^éuéraîe ^m
représentée par

ft
(T) 1 ^^V^/y.ry^T.r/ (l:^: î , ^, . . . , ^ ) .

INOUS désignerons par/Ter la s o l u l i o n d é f i n i e par les équa t ion^

(Ta") , T^^ a/( 0 ('/ ••.:-: î , -^ . , . , // ),

et par (TA) le système d i l l e r en l id

(TA) (x,(T.^ ...,T,r//)::::::<. ( / • r : - : î , . , , ...^;,

( 1 ) Lcipziffcr .B cri cl île,, f i mai t^i.
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ob tenu en remplaçant , dans les é q u a t i o n s (A) , les fonc t ions i ncon -
nues par les expressions T.2^. Il est essen t ie l de remarquer q i r i l n\
a qu 'une t r a n s f o r m a t i o n T f a i s a n t passer de la s o l u t i o n cr a une autre
s o l u t i o n c/ que lconque . Nous pour rons d i r e que le système (S) esl un
système, différentiel ctulomorphe r e l a t i f au groupe l i n é a i r e homogène
général .

Nous appe lons en effet sysleme cKUornorphc i o u t sys tème d i f f é r e n t i e l
dépendan t de n f o n c t i o n s i n c o n n u e s x^ .... ,r,/ et dé/.» va r iab les i n d é -
p e n d a n l e s / < , . . . , ^, d o n t la so lu t ion la p lus généra le se d é d u i t d ' une
s o l u t i o n pa r t i cu l i è r e q u e l c o n q u e en e f f e c t u a n t sur.r , , . . . , ̂  la t rans-
fo rma t ion généra le d 'un groupe f i n i ou i n f i n i ; t e l , de p l u s , q u ' u n e
solut ion du système n 'admet te aucune t r a n s f o r m a t i o n de ce groupe.

15. Cela posé, ou peut reprendre , a peu prés mot pou r mot , eu
changean t s e u l e m e n t p a r t o u t le mot de sid^/itution en ce lu i de /r<my"
formation linéaire hornoye/w, les r a i s o n n e m e n t s d u C h a p i t r e précé-
den t . Nous abrégerons d o n c u n peu.

Nous supposons q u e a- soi t u n e s o l u t i o n de [S , A | et n o u s dés ignons
par le symbole Ter t ou te a u t r e s o l u t i o n de ce sys tème : les T sont donc
u n e c e r t a i n e f a m i l l e de ( r a n s l o r m a h o n s T. N o u s p o u v o n s écar ter le
cas ou cette f a m i l l e se r é d u i t a la s e u l e t r a n s f o r m a t i o n i d e n t i q u e : la
s o l u t i o n u n i q u e de [S , A ) se c a l c u l e r a i t a lors r a t i o n n e l l e m e n t .

Cons idé rons les systèmes (S/rA| q u i a d m e t t e n t la s o l u t i o n cr : (^
sont les systèmes de la forme [s, T-^AJ. Si c h a c u n d 'eux admet toutes
les s o l u t i o n s de ( S » A ) , c'est q u e les 1' c o n s t i t u e n t un groupe et, q u e
| S , A J est u n système a u f o m o r p h e , r e l a t i f à ce groupe. Ou le c o n s t a t e
en v é r i f i a n t que le système (TA) ne peu t avoir avec (S , A ] ime solu-
t ion commune sans admet t r e toutes les s o l u t i o n s de [S , AL Ht l 'on
dé t e rmine le groupe correspondant en c l î e r chan t t o u t e s les t ransfor-
m a t i o n s T ^ q u i la issent fS, A ) i n v a r i a n t .

.Dans le cas général , on verra, en r a i sonnan t , comme au n 0 ^ que les
s o l u t i o n s communes à tous les systèmes | S, T ^ A ] sont données par
le symbole général ôo\ où © est la t r a n s f o r m a t i o n générale du groupe
formé par celles des t r a n s f o r m a t i o n s T (e l les que tou t p r o d u i t €)Ï soi t
encore u n e t ransformat ion T\
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De même, les solutions communes a lous les systèmes ( S, t'A ) ad-
mettant une autre so lu t ion de ( S, A | seraient. de la forme

(T^OTa)^

c'est-à-dire correspondrai en fc à un grou pe 'ira n si orme du ^rou pe
des © par l 'une des t ransformat ions T.

L'ensemble des so lu t ions ©cr, par exemple, est d é f i n i 'par ÎHI Hystème
^utomorphe relatif au groupe des 0, et qu 'on o b t i e n d r a i t f h c î l e î u e n i
si l'on connaissa i t cr. lin effet , en exprimant que le système ( T A )
a d m e t la s o l u t i o n cr, on ob t i end ra i t certaines é q u a t i o n s de e o r î d i t i o n ^
e n t r e les constantes a rb i t ra i res c/y f i g u r a n t dans T.. En é c r i v a n t en-
sui te q u e ((^s équa t ions du système (TA) sont des conseqt ienroh de res
é q u a t i o n s de c o n d i t i o n , on o b t i e n d r a i t un c e r t a i n m)uihn.î d ' é q u a t i o n ^
( ( n i , J o i n t o s à (S), d é f i n i r a i e n t h* système a H l o m o r p l H 1 rlim'Iî^

Les so l i i t i ons du syslhm» ( S , A ' J se r e i ^ a r t i r n n f e n i r e u n e s u i t e i i î t i r
on i n f i n i e de systèmes au tomorphcs ^ u i a l o ^ u e s . r e l a t i f s aux ^rmip<^
transformés du groupe des 0 par les diverses t r a î ^ f o r n u t f i o î i s T,

16. Sans connaî t re rien q u e les équa t io lm (A) au pmim in i î i ve r
l'un de ces systèmes de la manière suivante s

Employons de nouveau la méthode des1 eoed ie i en tH irni Mer mi r i ez el
écrivons que (TA) admet une solut ion de J S ^ A j sans hm a d m e l f r e
toutes. Cela donnera cer ta ines re la t ions en t r e les r^ doïU 011 iievr^
calculer une solut ion par t i cu l iè re q u e l c o n q u e ; a celte ^o lu l imt c o r -
respondra un système (T, A), et, l 'on considérera le système [ S, A, 1\ A j

Ecr ivant de nouveau que (TA; admet au moins u n e s o h î t i m î ib ce
système, i l sepourra quil . en résu l t ( ï que (TA} le^ admet te (otile^
Dans ce cas [S,A, T,A] serait le système a u t o m o - r p h e cliercliè.

Dans le cas contraire, on ret iendra les re la t ions entre 1̂  ,., q u i
expriment que (TA) admet u n e so lu t ion de J S , A / l \ A l sans !e^ ad-
mettre toutes , et Fon calculera une so lu t ion par t icul ière ( j u e l c o n q u e
de ce système de re la t ions entre les ̂  : e l le correspondra a: un svs*
terne (T,A) qu'on ad jo indra au système J S , A , . T , A { , q u i ,pn< î î i n , f
remplace par le système nouveau (.S, A, 1\A, T,A J, sur l eque l on
opérera de même, et a i n s i de s u i t e .

Comme un système diiïerentiel compatible ne peut admettre un
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nombre i l l imité d 'équations du même ordre, algéhriquenient indé-
pendantes, la su i te des opérat ions se terminera. C'est-à-dire qu'on
arrivera à un. système [ S, A, 1\A, . . . , 1\A] tel que tou t système (TA)
admet tan t une de ses solut ions les admet te foules. C'est le système
automorphe cherché.

Soit (S) ce système. Les so lu t ions do (S) se répartissent entre les
divers systèmes (ÏS). Les solut ions do [ S, A [ se répart issent aussi.
entre divers systèmes (TS) don t on obt iendra la forme générale en
écrivant que (TS) a comme conséquence les équa t ions (A.) : cela
donnera des relat ions entre les c^- dont on au ra i t à chercher la solu-
tion générale.

Au poin t de vue pratique, il n'y a aucun intérêt à cette recherche,
pu isque l ' in tégrat ion d 'un des systèmes (TU) entraîne celle de tous
les autres, car on 'peut obtenir , au moyen de calculs de l a ' m ê m e
nature que les précédents, les t ransformations T, qui fon t passer de
l 'un de ces systèmes à un aut re de ces systèmes, supposés donnés.

La conclusion est, en d é f i n i t i v e , q u e ['on est loufours ramené à un
système \ S, A^j au/amorphe, r/oni toutes les sollUions (ïpimrtienrieni a (A),
et les opé ra t ions nécessaires pour cela sont e n t i è r e m e n t ra t ionne l les ,
sauf celles q u i cons i s t en t à chercher des s o l u t i o n s pa r t i cu l i è res de
cer ta ines relat ions algébriques entre certaines cons tantes .

II. -^ Deg systèmes automorphes à groupes linéaires.

17. Soit ( ï i ) un système d i f fé ren t ie l a u t o m o r p h e , re la t i f à un
groupe ( G ) l inéai re homogène. Soient x^ . . . , x,,, les f o n c t i o n s incon-
nues,^ la variable indépendante supposée u n i q u e , e t s o i t ^ i = = a / ^ ) y . . . ,
Xn— <^(<0 u^e solution : nous pourrons supposer, comme cela se
présente toujours pour les systèmes automorphes auxquels nous avons
été condu i t s , que oc i (^ ) , . . . , a//(/) sont des fonctions l inéa i rement
indépendantes. Cela revient à supposer que l 'équation À =^ o Çvoir la
signif icat ion de A n° 14) n'est pas une conséquence des équat ions
de (S). ^

Ann, Jf'Jc. Aorirn,,, (3), XXÏ . — JANVIEU K)()/|. <)
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Considérons alors l'une quelconque des fonct ions d i n e r e n t i e l l e s .'
(voi'rn0 14), et soit —pkÇ1) la fonction dft I. \\ laquel le elle se r é d u i l
pour a;, = ai (<), . . . , a?/i== a,,(<). L'équation d i f f é r e n t i e l l e

(2) A/;-i-7?/,(t)A=:o on - . - •p , , { t )

est une conséquence des équat ions (S), p u i s q u ' e l l e admet- (outes ie».
transformations T, et, en pa r t i cu l i e r , (ou ïe s celles de ((«,1. de sorte
que, admet tan t la so lu t ion ,'r, === a , ( / ) , . . . , .r^== a,,(/) de ('S), e l J e les
admet toutes. II en résulte que cette même é q u a t i o n ( ' . i ) , considérée

comme équation aîséLrîque ( .11 .r,, ..,, »•„, ̂ ', ..., ///'•/'", csl i it ieeon"i l t , < / f "
séquence Hl^hri^uc des équations du svs f cme ( ^ ) , ( l i f ï ï-rei i t ieps jus.
qu'a J'ordre //. D'où IVui concfii l, ;m iiKivcn du tfii'-orrnie ^enerni
du il" 5,^ que la roiicdori /;,//) ,s<. c;i)ru(,. r; i( in,)(]c)l fTur»if aii'fitnvoi
des coeiïicients des ('•(juad'iuis (^ ) et de leurs dcrivcri,,

On peut donc considérer le système 0'} comme compos.'. • 1 ' » ) »
sysleme (S) connu e(, de, certitiiies ;m()'es equ;i(x»i»s (A ).

Le groupe (G) peut ctrc considère comme COHIKI, e.'tfe'est, en verdi
des hypolhliscs, le plus grand groupe tii ies»ire lioiixigene hïwmti l î . ,
invariant: c'est de plus un groupe îilgel.riqtie. ei l'on (.eut {ai » • ( . € > »
sorte que les paramètres figurent ratiolinellernenl. dims ses e<jti;(tions
On peut, par suite, calculer un invariant diuereiitiel earacterist mit,.
de ce groupe, que nous désignerons pour ahré^er p;u' Ûf r r ) •
cela veat dire que les seules transformations linéaires liom^enes
que û admette sont celles de (G). Nous pouvons supposer de plusf.)
que û ne devient pas indéterminé pour a: : : y (i\ .,. . » / •

y û(TVo;^) ct û(Ta7<' - T^ --l.i-i^t^
^idenUqu^'0"'---1^^-01^-''0'1^1-1-^^^^^^

On voit alors que le système formé de (:S) et de réqua(i<,n «niq,,,
(3) Ï2(^••.^„)-.a(^„., ,^

admettoutes les solutions de (^ et pas ^fautre.s; et il <,, ,,,,i,, ,,,

( 1 ) ^lr. sur ce point, UKKH, Mmh. Annula, (. .\-L1X, „, •>-;,
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un r a i s o n n e m e n t semblable à ce lu i que nous avons fa i l p lus haut
pour l ' équa t ion (2), q u e le second membre de (3) est u n e f o n c t i o n
œ(^) qu i se calcule ra t ion n e l l e m e n t au moyen des coe f f i c i en i s des
équa t ions (S) et de leurs dérivées. On pourra donc toujours supposer
les équat ions (S) données comme se composant des é q u a t i o n s (S) et
d? u n e é q u a t i o n u n i q u e
(4) Q(a'^ ...,^,)=r<)(Q,

ou Û est ce q u e nous pouvons appeler , par analogie et pour abréger,
un invariant différentiel caraetéristic/faî d e ( ( x ) , dont le diserimi'nant nest
nns nul pour le système par fie ul 1er (S).

La fonc t ion o)f / ) est du reste l iée , comme l'on sait , aux, fonc t ions
p h ( ^ ) P01* l1ine re la t ion d i f Ï e r e n t i e l l e que l 'on sait f o r m e r et que l'on
p e u t cons idérer comnie une résolvante en U de l 'équat ion P^) =^1 o.

18* Revenons m a i n t e n a n t au problème du § I. Nous pouvons dire
qn'il reaaUe de l ' / y p o t / i w faite que l'on eonnwt la valeur o>(/) (fae
prend un invariant earaclérisli(ff(e 12, à discriminant non n ( d , d'ifn
certain groupe linéaire fio/no^é/fe ( ( i ) , ( / n ^ / i d on y remplace x^ ..., ;r^
{)ar âne certaine solation da sy^i^nie [ S , A |; d t * ( . (d ie s o î ^ t t î q u e le sys-
tème [ S , ( / l ) | n 'admet pas de, s o l u t i o n q u i n ' a p p a r t i e n n e \\ [ S , A .|.

Si l 'on s u p p o s a i t c o n n u s p l u s i e u r s systèmes tels q u e (A), a v a n t
avec (S), s é p a r é m e n t , des s o l u t i o n s comnuînes [c'est-;M)ire, d'après
ce q u i précède, p l u s i e u r s é q u a t i o n s analogues a ( / j ^ | » on m o n t r e r a i t
d 'abord , en r a i s o n n a n t comme au n0 7, qu ' i l n 'y a n u l l e res t r ic t ion à
supposer que le système formé de (S) et de toutes ces équa t ions a
l u i - m ê m e des s o l u t i o n s ; et que , par s u i t e , on p e u t r emplace r (ou ï e s
ces é q u a t i o n s par une seule de la même f o r m e , ou f igu re ra u n inva-
r i an t caractér is t ique à d i s c r i m i n a n t non n u l du sons-groupe commun
aux divers groupes qui correspondent aux diverses équa t ions (4)
données.

III, — Théorie rationnelle d'intégration de l'éguation linéaire d'ordre n.

'[(). Nous supposons m a i n t e n a n t u n e équa t i on par t icul ière ' P ( ^ ) ;— o
d o n n é e d o n t les c o e f f i c i e n t s a p p a r t i e n n e n t à un ce r t a in d o m a i n e de
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rationalité donné[R] . On doit considérer eoii ime fa isan! p a r t i e de ce
domaine toutes les fonctions de t. q u i se présentent . sous I;i forme de
fonctions rationnelles de (, des coeff ic ients /^(<) cl. de leurs dér ivées ,
et peut-être de certaines autres f o n c t i o n s de / connues cl de leurs
dérivées, les coefficients de ces fonctions r a t i o n n e l l e s pouv;ui! é f r e
des constantes absolument que lconques .

Il en résulte q'ue, si l 'on se t r o u v a i t , r e l a t i v e n i e n i a celte équa t ion .
dans les condi t ions du problème du § I, les coe f f i c i en t s îles équa"
fions (A) étant , supposes appar ten i r au doma ine ( H ) , les eoe f l i r i eu t s
de tous les systèmes a i i tomorphes q u e nous en avons d é d u i t s appar-
t i endra ien t encore au moine d o r n a i n e ; et, p;ir s i i i l e , i l eh .serai! de
même de la fonct ion <-o(/) q u i f igu re ra i (. dans l ' e q u î i t i o n i ' \ ) corres-
pondan t a l 'on quelcoïKjne dn f 'es syslemes a i i l o i t i o r p h e s .

Nous dn'ons prédsenteii t ( } i i ' ( ( ) i f 1 ( ' ' ( i i n i f i o l i P f . / ' ) o ('csst; d ' r f r r
générale podr ef.rc •y^yw/i'', s'il ( • x i s d ' q i i c l i p i c s v . s f f n i c ( i ' / ' q i l î i dous < .\î
dont les coenie ienfs a p | > ; < r ( i e i m e t t ( . ;') \\{\ ri q u i ; i ( h n c f ( < - frr(;nn<'- , des
sol i i t ions di i système. (S), é q u i v a l e n t ii la prupusée. s;ui-, les î i f i i i i e t i r c
toutes, hmr préciser Je (le^ré de .spécial i lé de ) ' é ({ t i ; i ( . i o t i t i f . iu iée . i l
faudra donc caractériser tous les systèmes (A) sî tfM'i i i isStdf. .'(KX condi -
tions énoncécss.

Mais, d'après la remarque, que nous venona (îe faire, jointe {im
résultats du n016, il suffira de ctierelicr » (•arîHîtériscf j'ense»n(»|(. ̂
diverses équations de la forme (4) qui satisfmil, aux luémcs c«Hditii>«.,.
c'est-à-dire rensomble des fonctions din'érentielles il(.r r )
a coefticients rationnels dans |H | ef h <lherirnimii,( mm nui, 'qui
deviennent, quand on y remplace ^. ..., ;r, par les foH..(ions
T 7^ )' ' " ' a?/l== art^)' wnstituant une même solutiori (pieie<HK(ttc
de (à), des fonctions de / appartenant elles-mêmes au domaine 1 H |.

Alors les raisonnements que j'ai exposés dans ma thèse d..viennen(
oa a fait rigoureux tandis qu'ils sont en défaut si ron ne preud p.̂

le so.nd écarter les (onctions de Û qui ne sont pas i. dis.r imin.nf
non nul et que ron est en droit de laisse,, de côfé d-aprés ia di..u
^^us._nons de fa.ro L-énon.é du tl.éo,,n,e ,.;.ral. analogue a
ceuide Galois, que j'ai donné dans ma (h,.se, est do,.,., exact. ,vee
^ ̂ ^ct.on qu'il ,.o rapplique qu'aux fonctions û a dise h i t
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On pourrai t , pour a r r ive r au morne résul ta t , employer des ra ison-
nements calqués sur ceux du n0 9. Comme au n° 9, on peut aussi
énoncer le théorème fondamenta l sous une forme un peu différente,
en disant :

II existe un type de groupes linéaires homogènes al^ébru/ues, tel (fue à
chacun (Veux correspond un système ctutonwrphe, dont les coefficients
appartiennent ait domaine \ H [ et dont toutes les soliflions sont solutions
de (S). Tout système [S, A ] , dont les coefficients appartiennent à [R],
admet toutes les solutions de l'an que/connue de ces systèmes (Mttomorphes y
dès (f a il en admet une. Et tout système automorp/te^ dont le groupe est
algébrique et contient celui de l'un de ces systèmes, et qui admet l'une des
solutions de ce même système^ est rationnel dans | R |.

20. Indiquons enf in comment on pourrai t arriver, par la même
voie, à l 'énoncé de M. Picard.

Soit d'abord ^(^'i, ..., ̂ ) une fonction r a t i onne l l e de x^ .**, . 'z^
et de leurs dérivées, et dont les coefficients appa r t i ennen t à | B ) , et
supposons que ^ [ a , ( / ) , . . . , ^nÇt)} soi t u n e fonc t ion /^ ) da do-
m a i n e [ B |. L ' é q u a l i o n
(5) ^(.z'i, ...,.rJ-/(0

cons t i tue alors u n système (A). On en d é d u i r a i t , par la méthode des
§ 1 et I I , une é q u a t i o n C/i)
(4) , ^(^, ...,.r,,) -::,>(/), . :

également ra t ionne l l e dans [ M | et dont le p remie r membre est un
inva r i an t caractér is t ique, à d i s c r i m i n a n t non n u l , d ' u n certain groupe
linéaire homogène ( ( Y ) ; et (5) admet tou tes les so lu t ions du sys-
tème [S, ( 4 ) ) » dont on peut supposer q u ' i l admet la solut ion
^ === o^(/), ..., ^==a/^(/) . Si donc © est l ' une quelconque des
transformations de (Ci), on a

^[ô^(/) , . . . , 0^(^:j =f(i),
c'est-à-dire

^[9^(0, ...,9^(Q]=^[a^), ,..,a,(/):|;

de telle sorte que S est numériquement invariante par les transforma-
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fions de (G). Comme, d'après le premier ('•IK)H<'('S (<Q c o n f i e n f . Ir
groupe de rationalité de l 'équat ion, eorrespondani î» la s o l u t i o n

.Ti=cti(i!), .... .r»'-:o!,,(f),

la première partie du théorème de M. Picard se trouye étaldie.
Réciproquement, dire que^admet i i u m é r i q i i e i n e n t , potti'.r, • . % , ( t )

(<= T , 2, ..., /î), les ( , ransfoi 'n>î>(ions du ^rou|H' de f ; i l i ( H t ; i l i ( < ' ' de
l'équad'on, tel q u ' i l osl: dY'f in i dans le p H i l n i e r éiioncf' ' , (''est d i r e ( juc
l ' é q u a l i o n

(6) î, ...,.r,) -r; f |%, ( / ) , . . , , % „ < t . ) j

adinf'f.f.oiif.c.sIcs.soliiliotisdii.sy.sf.cHiciiiifdiiioritlii1. ritliomic! d;it is|B[.
corTRSpoiidiiiif, a w groupe, d';ipri-s IV'iiniicc du inuncro )ircfc(|i.()(. Il
.sunif, alors de se servir du fhcorcim- do 1 1 " :), (•onniic on J';» (;iif. ;(()
1 1 ° 17, pour IV'qiiad'oi) ( 2 ) ; cf. l'oti concluf . ( {KI . Ip sn-oud n)cu((»f( .
dc(G)appar(ienl. ;ni domaine [ H|. C'csf [;i sec(ui (J(» pilrfic dti (hrurcttip
qui restait a étaldir.

21. Nous bornerons là ces ind't(;ati(»nH sur l̂  i.qitsit.KinH (in(.;,in.s.
Remarquons seulein(!nt que les (munrs iiiéf,li(i<JcH s'up(di(j«(.t-ai(.}(( i»

des systèmes automorphcs, où figureniieni uiK.oil plusieurs vîH-htMcs
indépendantes, et relatifs à des groupes de (randbrHi;,!ior.s thm, ..n
supposant connue la lorine ^wr^ des étjimtioîis qoi d<<fhiiss,.,,(
lune quelconque des transformations du groupe nssodé ;<u .vs(,.,,,,.
considéré. ' '

On sait que l'extension de la théorie de Galois ;» de (pis ^(emc. -,
été indiquée par l'auleur et par M. GoUon.
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CHAPITRE III.
SUR LES ÉQUATIONS AUX DÉRIVÉES PARTIELLES, LINÉAIRES BT HOMOGÈNES

DU PREMIER ORDRE.

I. — Problème fondamental.

22. Nous cons idé re rons dans ce Chapi t re u n e é q u a t i o n de la f o r m e
//

// y* '%r^ // y
C) P( . . ) . .^+^^(<,^ . . . ,^)^=o.

Tout ce que nous en dirons s^appliquerait , avec des modifications de
détails faciles, à un système complet de plusieurs équat ions de la
même fo rme .

Nous dés ignerons par Œ u n e solution q u e l c o n q u e de ( i ) : nous
e n t e n d o n s par là un système de n intégrales
(o-) .z - i -==ai(^ i^ . . . , l .n ) , . . . , x „•=•: a / / . ( / , ^i, . . . , t,,},

q u i soient des fonctions de ^, . . . , ^ indépendantes. Nous d i rons
aussi que a est u n e so lu t ion du système
( S} A^ 4- p ic A ̂  o ( k =r i, ^, ..., n ),

0 Ù

A « i) ( ̂ 1 L * • " ? 'y// ^ A ~ ^ I) ( 'lrn • " ? ̂  ̂,,„„ .̂.̂ ^ .̂ ...̂ ^̂ ^̂ ^ , ^ _ ,̂.̂ ^ ̂  ̂ ...^^^ ,

et que l'on doit , en réalité, subst i tuer à P( .x?)===o dans tou t ce qu i
suivra* C'est un système automorphe, car ses diverses solutions se
déduisent d 'une solution o- que l conque par les t r a n s f o r m a t i o n s
(T) ^=:y^(^i, . . ., .^) = T.y, (<f:::1::1 f , ^, . . ., / A ) ,

du groupe ponctuel général, et deux t ransformat ions Ï différentes,
appl iquées à une môme solut ion o", donnen t toujours deux solutions
nouve l l e s distinctes.
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Comme dans les Chapitres précédents, nous désignerons par î^ la
solution définie par les équations
(TO-) T^-rra^, ̂  .<-^) (< î ) ^ - M ^ ) .

Si cette solution est connue, ainsi que o\ la i rans(or ïnafHm T i^l
entièrement déterminée.

Cela posé, nous allons reprendre l'analyse des Chapitws précédais
et traiter d'abord ce que nous appelons le problème pîïlimiwtn'
fondamental (1 ) :

On suppose connues une ou pluneunî équation K au.v démwîf /wr/t^/r^
entre x^ ..., x,, et leurs dériçées prises par rapport à /» /^ .... t,^ f ) î ï i
w/z/^a^a^^^r/^^ ̂ ////^ (cr) (k ("S), Qud parti w pmf^în fim'
pour l'mtégrcition de (S) ?

Nous représenterons sy în i î o . l i que înen f \YAY
( A ) ^On •-. .r/,) :::::. o ( À . !, a, . . , , y),

les relations données, que nous supposerons» pour p lus â^ îu»l( .(»(is
rationnelles et entières par rapport à ̂  * « ^ .^^ et iciw délivét^,
ainsi que par rapport, à ^ ^, * . . , t,^ Mais ou pourra i t î4iipjNm*r j î i i îH
généralement qu'on se place dans uu douia iue de ralHNUîlilé ((Ui*!*
conque de fonctions des éléments considérés, ihu^ l^quiû km dilîÏ^
rentiations et les éliminations seraient, par déiimt.ioî11^ dm opération^
rationnelles.

Enûn, nous désignerons par (TA) le système déduit, d î t syHtlmw(A)
en y remplaçant chacune des fonct ions o^, - » ^ ̂  j )ar le» cxprmMioî î^
Tœ^ ..., Ï^, et les dérivées par les expressions qu i eu rém,iltmit par
differentiation. Nous l 'écrirons symboliqueincut
(TA) ^ (^(l̂ ^ ..., T ,̂) :=:: o (À -r: » , . , . . . ̂ ).

23. Ces notat ions posées, nous considérons le syMèoie dji î^rciî"
fiel [S ,A j qui admet par hypothèse la so lu l ion ^; e(, nm.fô poîivoî^
représenter les autres solutions par le symbole général T^ !<*H T

(1) Traité par nous, au moyen d'ono autre mêliwU^ (hîw îm {!fw/nî^ m^te
(t. CXXVIiï, p. 544).
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étant une famille de transformations T bien déterminée. Cette famille
se réduirait à la transformation identique, si [ S , A ) n'avait, d'antre
solution que o- : code solution se calculerait , dans ce cas, rationnelle-
ment. Nous écarterons ce cas, où FilUégration d.e (S) est, achevée,
tout le problème de rintégralion de (S) é tant de trouver une solulion
quelconque.

Considérons tous les systèmes (TA) qui admet tent nue même solu-
tion de [ S . A . ] , la solut ion cr par exemple, Comme les solut ions de
[S ,TA. ) ont pour symbole général TTcr, les systèmes considérés sont
tous ceux pour lesquels T est de la (orme T '. Nous allons donc imagi-
ner l 'ensemble des solut ions communes h f o u s les systèmes [ S/F 'A j.

Il pourrait se (aire que cet ensemble ne rut autre que Pensemble
des sol (il ions Ter de [S, A L On mont rera i t , corn m e au n0 2, que les 1'
forment alors un groupe (G), et que les solut ions de ( S . A . ) se
déduisent de l'une quelconque d'entre e l fes par les transformat ions
de ce groupe ; de plus, aucune de ces solutions réadmet de (ransfor-
mafion de* ((il) qui la laisse invariante. Le. système [S , A ) serait donc,
c/a/fs ce cas, un système au.lo'fnorplu^ relatif au ^roufn:' ((i ).

24. lîcartons encore ce cas facile; et soit Ocr le symbole général
des solut ions de (S ) communes a tons les systèmes (T'^A.). Les 0
forment un ensemble de transformations T, On démontrerait , comme
au n0 î î , que cet ensemble de T est caractérisé par ce f a i t que c'est le
plus grand ensemble de transformations 8, appartenant a renscmble
général des T, et telles que, pour chacune d'elles, chaque transfor-
mation de la (orme fi)T soit encore une transformation T. On prouve-
rait encore, comme an n°3, que ce1 ! ensemble des 0 est un groupe (G).

Il nous faut montrer main fenant que les Ocr sont les c/kw^cs .vo/f^/on^
</f{/f syste/ne auloniorplie, composé des équat ions (S) et d'un système
(A'} d'autres équations di f férent iel les.

Soit, en eflet, (A,(^ l'un des systèmes ( T 1 1 1 A;, qui admette la solu-
tion a sans admettre toutes celles de [ S,A|. Et considérons I f 1 » système
[S,A., A.,] obtenu en adjoignîmt les équations ("A^ a celles do [S, A ] .

Il pourrait se faire que tous les systèmes (T""' A.) admettent toutes
les solutions de [S ,A ,A , ( | : ce système serait alors le système an to -
morphe annoncé.

./////,. Kc. N o r ' i î i . , (.'i), X X Î , "— ll'l•,VHlI",ît 1 9 0 ^ » (>
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•S'il n'en est pas ainsi , soit (A,) un système (T1 t A J q u i î u i d m e l t e
pas tontes les solutions de [S^A,) , El considérons le système
[S, A, A., As"!. Si tout système (Ï^A) en admet l o t î t e s les so lu tnms»
ce système"[S,A,A, ,A,] est le système au tomorphe ammuce. S ^ i l
n 'en est pas a ins i , on c o n t i n u e r a la même marche, ^e^Mlire qu^u
a u r a une su i t e de systèmes

[S,A] , [iv\,,V|, [S^A^VI, -.,

doi i f les (ferres d' indétermination iront toujours en deeroi^iîiL
( ; l î î j C ( i i î d^^îxadmel (Dutt^s les so lut ions ^'7; et relie suite he ronliniîe
i i u \ i qu'on n'arrive pas a un sys tème (jui u'admeHe (»as u î î i ^ juempn l
ros soluh'ons.

(^omme ce s o l î f f o u j o n r s drs rq î i a l i ons î î n u v p l l e s du memi* oTdn*
m;iximum (|ue l'on a j ^ i uh» pour p^ssrr d'un dp < 'ps sv^h'mp^ au ^ U t v a u t »
il résulte des propririrs ^p(irrafph dos h^'^Idup^ d i f î rn ' f î l i r i ^ qm» irs
oj»eral , ions i i idi(juees ue l ïeuveul he )HîU i ' ^ î i i v re h ide( iu i î îM*u), (hi
arr ivera done a un deruirr sys tème qui ^(»r«î | < 1 hvstemi* au to t î i f t î ' j d î ^
ainioneé (S, A' |,

25. Il, est clair quo ce t t e , su i t e d'opénîthm^ IK* j ïo l i r ra i l ^e linre
eCïectivenient saïtë connaître d'abord la soltîtion jUi r t i e t . i l i i * r i* ç miî^ i -
déréii.

1 Sans nous préoccuper pour le m o m e n t de wtle di t î ie i i ihs rem^»r .
^uons q u e , s i l'on reprena i t< ;es ca lculs eu par lan t d'mn* î î t i t r e ^ n t u t i l î î i
Ter d(; [S,A,|, ils devra ien t c o n d u i r e Si un système a u l m î H i r p J M » ««; nr
s t ^ r a . i t au t re que JS, TA'j, et qu i aurai t , ( ) o u r ^ro'upe ashocic le ^rotijN11

( T - 1 GT). Cela se verrai t comme le ( a i t ana logue du î^ :L
On (-n coî i ( , ; lu t qu ( i les solutio/îs de ( ' S , A ) ^ fwrîfi^ftî. w îfw ^n^

jlnie ou infime, (h yimw au/omo/p//^ doni 1^ ^ronp^ wwn^ snfiî ^
même type et dont ta /orme générate ^/. t S, TA ' (.

Du reste, rensemhie des so lu t ious d e f H ; l u i - m ê m e » jx»u(, hc r é j f a r t î r
entre les divers systèmes au to rmH-p l ï e s de la (orme fS/fA^ d e u x ' d e
œs systèmes ne pouvant avoir de solut ion rmmîîuîN* ^it's ètr^ iden-
tiques.
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26. Nous allons voir que Von i ) e u l , au moins i ( { S ( f u à //// certain point,
déterminer la /'orme générale (les ( y si {mes j S, TA/ |, et déterminer entiè-
rement autant de systèmes \ S, TA/ | (jue l'on voudra. A7 cela, par des opé-
rations toutes rcuionnelles,

Partons du système [ S , A | et formons le système ( 'TA), en laissant
pour le moment indéterminées les fonct ions ^/ qui figurent dans la
transformation (T). VA exprimons que le système (S ,A , TA) a an
moins une solution : cela donnera un système d'équations dif féren-
tielles entre les fonctions ç/ qui n 'est jamais impossible et que nous
appellerons le système auxiliaire (Ho)' 1 1 pourra se faire que, pour
tout système de fonctions ^/ satisfaisant a ce système (Ho ) , les équa-
t ions (TA.) soient des conséquences des équat ions [S , A [ : c'est le
cas on le système [ S , A ] est, automorphe. Nous pouvons l'écarter.

Nous désignerons alors par ç/==: .̂n ( i := r , 2, ,.., n) une solution
quelconque du système (Ho); et nons désignerons par (A,) l'ensemble
des équations (TA.) correspondantes, où nous aurons remplacé les
lettres cp^ par les lettres ^M;, et d'où nous pourrons laire d ispara î t re
un certain rKHnbre des dér ivées des c^1 ' , en (enan t compte, de ce
qirelles sont une solulion du système auxiliaire (Ho).

Cela fai t , nous considérons de nouveau le sys tème indéterminé (TA)
et nous écr ivons que le système (S, A, A , , TA) a au moins une solu-
t ion ; ce qui (onrn i ra un système d'équations d i f férent ie l les aux i l ia i res
entre les ç/, dans les coe l ï ic ienfs desquelles f igureront les ^n. Nous
rappellerons le système (II,). 1 1 pourra arriver que, pour (ouïe solu-
tion dn système, (TA ) admette toutes les solutions de ( S . A î A , ^
celui-ci serai t alors, sons le hénéf ice des équations ('H()L auxquelles
les ^' sont assujett is, un quelconque des systèmes automorphes
| S,TA/ j que nous cherchons. C'est ce que nous exprimons en d isant
que nous possédons dans ce cas la forme générale de ces systèmes
automorphes; mais on voit que, pour la déterminer ef fect ivement, il
faudrait intégrer le système auxil iaire ( I Io)»

En poursuivant ainsi, suivant une marche calquée sur celle du n° 2'ti,
on arrivera, dans le cas général, au résultai suivant :

On aura une forme générale dei--» équations des systèmes automorphes
[ S , T A ) , dans laquelle f i^nreront un certain nombre de systèmes
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de fondions indéterminées dos varialdes «r? .. » , .r// :
Q ' U ,^n gjt). /Q^â) ^ '2 ' . . ^//•/ -/ /'-

? l ) fâ î • • * î T/i i Yl î ' • • t '^rt » * * • ^ Y l » ' • * •» 7^ »

qui sont supposées vérifier un ce r t a in nomim* ( î e re lu l io î i s r I i l I Ï ' r eH-
tielles, nécessaires et sonisantes pour qn^ h*s éqnHi ions 011 q î î t ^ t i o î t
déf inissent l 'an q u e l c o n q u e de ces ^sinmes uu ton3 iorphe^ eonsiderrs .
Ces re la t ions se répartissent en p lus i eu r s g r o u p e s : ( U ^ h f l ( j ) . » < •
(II/..,,), et les re la t ions (l l /^ i ) l i e n l e n i r e e l f e s les k ( în^î i iers sv^leines
dûs (bnclions o/ i ndé l e rminées . De sor fe q u e rhriégrî i thm e o î ï i j d r î r
^^J'iquadons (II.,), ( i r , ) , . . . , ( I I , , . . . , , ) f o u r î t i r a i t (ous les sv^h«<^
[S/fA/J, et q i i ' n n o so lu t ion q u e l c o n q u e de rensemhie dn et^s équa"
t f o u s l o u r n i r a i t j ' u n q u e l c o u q i î c de r^s sysieine^, q u ' o î i i )ourn i i l
admeUre ^(,re 1(* s v s t ^ r rK» IS.A/L sur l eque l nous a v i o n s ni i^onne
d/ahord.

II» — De§ systèmes âiitôttiûrpîîe^

27. Pour aller plus idih ii wm (aut. eiîîdier de plu^ jirrh t t » ^
systèmes autoniorphes, atin de youv<Hr iîitriNilîire bur f^rï î i i* r ! î î i«-
nique. Cette forme a été donnée par Lie (^ îiiait4 ii noiîs wa î î l î t p
de la retroaver directement, et d'en établir divers projîriéf^. %^
nous servirons à cet eflet de quelque résiiltaf.^ (jn^1 ï iolîs »viH».
démontrés dans-un Travail précédent (^ ,(, ̂  ̂  ni)HMd!.ron.
d abord, aussi brièvement que possible. Ils conceriienl. h îÏmm^
générale des groupes continus de transforinaIJons, imk ou infinis.

Les équations de définition des transformations .finies

^=J^(.ri, . .,, .̂ ,) (/,,, ̂  .̂  ^ ̂  ̂

de tout groupe continu, (G.) peuvent so mettre sous la fm.ms donn..
par Lie,
(I) ^^••-^••"^"••^••^-.f.-,,,....,,) ( < , , . , , , „ / . ,

( 1 ) ŷ,.̂ ;. Banchto, ) Ky ï, p. ^., ,,,, y,,iva,,(,,^
( ; ̂  ̂  r/,..n, ̂ .̂ /̂ ,,,///,,,,, („/„„,, ̂ ,̂  ̂ ^^^ ^^^^^ ^ ^ ^ ^ ^
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0 U
^p 1 - 1 • . . . - » P«y,y(p,,...,(^- J7,———L2i^ "- - ,) ,^, /).j^/)ri^ ^.j"^(7 <.,<,' ^ . . . ( , / »<< ̂

Les Uy const i tucnl un système coin p lo t (l'in va r i an t s di lièrent ici s
(le ( G ) , quand on cons idère les y^ corn 1110 les v a r i a b l e s (ransfbnnées
par le g roupe , et les x^- coinî ï ie non i ransforrnées ; les ro, s(» d é d u i s e n t
des (J,,, en y r e m p l a ç a n l . les f o n c t i o n s y^ . . . , y// r e s p e e t i v e r n e n t
par /r, , . . ., ;r//.

U n e ant re f o r m e des mêmes é q u a t i o n s a été d o n n é e par M* P . M é d o -
l a ^ l i i . I l y i n t e r v i e n t n n c e r t a i n groupe a u x i l i a i r e i n f i n i ^ , d o n i !a
( r a n s t o r i n a l i o n ^ é n é r a l ^ * est de la forme

( 1 S )
x'f-i 9/(^"i, . . ., .r// ; (l :-:. i , 'A, . . . , / / ) ,

//^— L§{u.^ . .., /^,|. . . ̂ •'•'•^y .. . ) (.y :;.:::: ï , -^ . . ., p) ;

où les ^ sont des ( o n c t i o n s arbi t ra i res , les y^""^'1 dés ignan t leurs
dérivées pa r t i e l l e s ; et on les Ly sont des f o n c t i o n s d é t e r m i n é e s de leurs
a r g u m e n t s .

Si l 'on ne ^"arde quo la s e < t o î ^ d ( k série d ' é q n a l i o n s 01 ) » on o h t i e n t l e s
é q u a t i o n s

( I I I ) //;; -. î ^ ( ^ t , . . ., ^/, | . . . o^1"1"'''"', . . . ) (^ — ï , •>., . . , , / / ; ,

( l u i sont cel les d ' u n g roupe f i n i j^, si l 'on y cons idè re les ^""^"'
comme des cons tan tes a r b i t r a i r e s . R é s o l u e s par rappor t a / / , , , . - , //.,
elles s ' écr ivent sous n n e ( o r i ï H » a n a l o g u e

(III') ^ ^ — — ^ . ( ^ ^ , . . , ̂  |. . . ̂ ••••<;3/ ( (, . . . ) ( ^ • .L , 1 ! , ^ , . . . , / / ) .

j.e t i léoreme d^ M, Médo la^ l i i consiste en ce q u e l ' o n a i d e n t i q u e m e ï ' i i

lUj'i» • • - » ,y/^ • • ^..r^""'"^ .-)
( l lv) 1 ^-G^I'^^tC)'!» -•»,}'//). -•? '"'»/^ji^ -^ j / / ) - 1 - ' - - ^'•••••"^..^l

[ (,V:— (, 'î, . . . ,//;.

(,.;ette f o r m e est u t i le , q u a n d on a a f a i r e dans les é q u a t i o n s (I;, ou,
pi us généralement, dans les équat ions de la fo rme

( V ) 0, ( r i , . . . , ; ) • / < , ..., j^ • • • • • ̂ \ , . . ) — ̂  ( .^, . . . , .;r// ) (.y r:::,:. ï , -^ ^. , / /) ,

des c h a n g e m e n t s de variables.
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1° SI Fon fait dans les Uy, sur les var iables i n d é p e n d a n t e s , u n e
transformation quelconque

(T) . ^=©,(^1, ...,^) (^.:r:ï, 2, ...,^),

on a, en désignant par y ^ ' " " ^ les dérivées part iel les des j/, par
rapport à ces nouvelles variables, les i d e n t i t é s

OT) I^O-,, . . . , y ^ ...,r^—^, ...)1 1 1' t / j ̂  ^t ; ? ^1
= l<,(... (1^0-,, .. .,r,, .. . , y / " • • • • • i ' " ' , . . . ) . . . ! . . . î. •...' '«', . ,,

C . v - . i, •:>., . . . , / / ) ,

( fo i s'(' 'criv(.tif, ;m,s,si, ( ' 1 1 <^.u-il ;i |;i (•onT.spulKhtiicc des r<>rn)(ilcs f i f l )
cf.(iir;.
(VI') (?,(j,, ...,^, ...,_;,;P,.,...fi,^ .. ,

:" '...•l.-. (Ï/^,ri, . . , ,)-„, . .,,)•;;•'i•• "''". . . . i , . . , , , .,". ""• |

1 1 en resull.c^uolesysK'mt.f.fiiiisformc , ! o ( V ) , p;u. 1;< tnuisform^
i ion^ 1 cHcclucc sur les Y ; i r i ; t l » l < > H i ndc jx . iK i i in fc s , c'cst.îi-dn-t. ic
sysicttu*

^(Ju ...,y,,. ...^^••-?-...)-:.^^. .,..,^) (,^^^ _^

où l'on rcniplufîe les x, par leurs vîticurs. s'ccHf

^O.-,.r/,,..,,^......^,..,-,,,,,,,...,,^ (,,-.-,.,,,,,,^,

(VII) , avcc

^^'-•""^^^'^'•••'î^.-,^^.-.^):...,^.-».,.)
(.V--t, •-!,...,//).

."Supposons en second lieu, cpH> Ion em>cfo<da?,r;msf<H.,nafio,,Tsui les variables indépendantes ; et posonses vanahles indépendantes ; c(, posons

=?^(^, •••,j/,) ( / • : : . , , ^ . . . , n ) , ,.,,„„„,
' /' ^•.,.(;,/.g"

Par la comparaison des formules (ni;, (H^ <,< OV). ie système (\

^=:0/^'" ••• 'J/ ' ) (^ ^,^ . . . , / < ) , ?;i,,.,.,^,,.,^"- • • • ? "
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s'écrit d'abord, à volonté,

(V) <.[^(.>'i. ...,y.),...,^(ju ...,J„)l...y f;"••••5<..]=^(^, ...,.r,)
( ,S-=:I , 9., .. .,/?),

OU

(VF) L,[^(.ri, ..., ,̂ ), ..., ^(,^, ..., .^)|...y^-^"'...]-=r.),(yi, . ., yj

(.s-=i, ̂  . . .,//).

Le système transformé, que nous considérons main tenan t , s'écrit
donc

L^^f.ri, .... .r//), ...,^(^i, . . . , J - / / ) ] ...j^"--^1...]:--^^,/!, ...,rJ

(,y=:i,2, ...,7^).

Etudions les premiers membres. Nous considérons les t r a n s f o r m a -

tions du groupe ̂  suivantes :

( •^^/K-^ • • • » ^ ) (/==i, a , . . . , / / - ) ,
( //, = L,( MI, ..., / / / / 1 . . . y^'--^...) (,? := i, 2, .. . , /?),-

( ,T^r=îp/(,r;, . . ., ̂ } (/=l, •-1, . . . ,^),

( ^=:L,(^, ..., ̂  . . .^"•••^" ' . . . ) (^=: î ,^ , ...,^);

(^==J,(.2'i, ...,.r/,) ( ( = = 1 , ̂  .. . , / Z ) ,

) ^=L,(^i, ..., M/, | . . .y l?"••- ; : ;" ) . . . ) ( ^ •=1, ^ . , . , / ) ) .

Dans les conditions actuelles, la troisième est le produit des deux
premières, c'est-à-dire que l'on a identiquement

L,(/^,...,^/.i...7^•••-s"L.)=L,[..J^(«l,.•.,^J-^rf-••'^
C ^ = r , a , . . . , p ) .

Donc on a

L,[^(^,..,^)...[..j^•••'^L.]WL.!...LA[^(^,...,^)... ...jf--^...]... ...9^-^
( . ç = = i , ^ .. . ,^) .

De sorl.e que le système transformé s'écrira

J - - - U[^(^i? -•> ^/,,).-. .^«•••.^...;=^(9i, ..., y/,)

( ^ - = ï , ^ . . . , / ) ) ,
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c'est-à-dire, à cause de l 'équivalence de (111) et (HT 1»,

L^Oî, ..,, ̂ ), ... ^(^1, .,., ^)|.., j^----"^'... j.1;;: ̂ f j-,, ..^r//)
(,v=: i , ^ - . . , / . / ' ) ;

oa bien

( v i i î ) ^ "^• ï^-w l^ r l» > • • » . r / / ^ • • • » ^O'i» • • ^ . r / / ) - ' - j^---8 '"1.^)-1.1 ^ ,( . / -p, . . . , , r^
(^rrr I, '-î, . . . , / / ) ;

avec

^Cri, •••yJ=.G^[^i(?i. ....9// '^ ••- ^(?i» •-. ?J^.. ' ^ f < ' • ï " % . . , '
(.y^1: i, •> , . . . , / / ) .

^ (> Si ron cherche erifin les equ^lions de définit ion dd ^I'(HI(H»
(ntnsfonné du groupe (G) par hi Irmisfornutliou T, (HÎ I^s o i d î e î i f eu
combinant les denx resn)(af,s précédents. Ce soni donc cci fes qî i i s<'
d é d u i s e n t des é q n a f i o n s de ( ( ; ) , é r r i f e s sons la (o rn ie de M é d < d a ^ J i i »
c'esl-à-dire

(^) •Gl:^^^, -,y.), ..^ ^(.n. ,.., ;r/jj.. .r^•• ] > .^...^,:. .„.<^^ ,,̂  ./-^
(^"^ 4 'î, - . » / / ) ,

OU

(I^) L.L^(^ „ ̂ ,)^,, ^(,.^, ,^ ,,^_ ̂ .....^,,),, ,^^,^ ,^ ̂ ^
( ^ ^ 4 2 , . . ^ ^ ) ,

en y remplaçant les fondions ̂  par celles qui on résul(en) m,r )i*s
formules i

(X) ^(^, ...,^)=:.0[^(9,, .... 9,), _, ̂ (^^ .,^ ^^^^ ̂ -^^l
(•^=^^-*^) ,

oùleslet(resç,dés;gnenl, parabrévialion, les (onctions ̂  fr
Happebns enfin quelle est la si^nifica(,ion précise111^; ce'nouvel

S^^G1)":»::;5"1"0"1""81"'"1'1'^^''''- '•'""" •-st"•"»'["-

,r;==®^, (/:„,;, 9,, . . . , / / . ) ,

la transformation corrc.spondiintc de (G';<.s(,

Tr/-®ï,r, o,, ,y,=|;r-.(,T:)., (/,,, .,,....^.
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28. Revenons aux systèmes au tomorphes a u x q u e l s n o u s avons é lé
condui t s au paragraphe précédent . Et soit [S, A'J l ' iin d 'eux. Nous
pour rons d'abord, au moyen des r e l a t ions P (.r/) == o ( i = r , 2 , . . . , n),
qui équ iva len t au système (S), f a i r e d i s p a r a î t r e des é q u a t i o n s (A' )
toutes les d i f f e r e n t i a t i o n s par rappor t a /, qui n'y f igu re ra p lus des lors
que comme un paramèt re a r b i t r a i r e . Supposons que cela soi t ( a i t .

Soit a lors
(cr) ,r/ -:-: y./f /, ̂ , . . . , / / / ) ( l — ^ ' z , . . . , / i )

u n e so lu t ion de ce système a u t o m o r p h e . Nous supposons expressé-
ment qu ' i l y eu a dans lesquelles les f o n c t i o n s c^ sont i n d é p e n -
dantes , c'est-à-dire que les é q u a t i o n s du système n 'on t pas comme
conséquence la re la t ion A == o. Cela concorde du reste avec les hypo-
thèses faites au paragraphe précédent.

Faisons alors, dans le système [S, A' ' ) , le changement de var iables

( -î ) i ' ...„••::; /, /J ::.-, ̂  ( / , , t . , , . . . , / , / ) ( l ^ i, •>„ ..., // ).

.I'.e système ("S) se réduira a

( ' "S 1 1 1 ) ^ .^-....<> f / - : : - ; . ,^ , . . . , / / ) ;
ôf

('[ I t ^s é ( j ua ( ions (" \' ) a un système (A/), admettant la solut ion

et, dont les an t res s o l u t i o n s se d é d u i r o n t de cel le- là par les t ransfor -
m a t i o n s du g roupe (G) , associé an système considéré : les é q u a t i o n s
de l ' u n e q u e l c o n q u e de ces t r a n s f o r m a t i o n s ne d e v r o n t , b i en e n t e n d u ,
pas c o n t e n i r le pa ramèt re / (On / /). Du reste, si l'on suppose q u e le
système est sous forme c o m p l è t e m e n t in t ég rab le , en d i f Ï e r e n l i a n t les
é q u a t i o n s (À') par rappor t a / / , en t e n a n t compte des é q u a t i o n s (S),
c'est-à-dire en cons idé r an t toujours t ' comme un pa ramè t re , on ne
devra ob teu i r que des conséquences des é q u a t i o n s (A/ )* D'où l'on
conc lu t que l'on peut écrire les équat ions (A/) de (elle man iè re
"que i n'y f igure pas.

On voit donc que si, n'ayant p lus d'égard à la variable f\ on consi-
dère les diverses solut ions de (A/) comme définissant des t ransforma-

/•////?. /<<•. A'O/'M., (3 ) , XX . -«- FliVUlER Kp'p 7
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tiens qui remplacent les variables l\, . . * , l^ par les variables ;:r, » , . , , .r^,
ces équations (A") ne sont pas autre chose que les é q u a t i o n s de déli"
nition des t ransformations finies du groupe (G) ; ci qu 'e l les ou i par
suite la forme (I) (n° 27), aux notat ions preg employées pour désigner
les variables, c'est-à-dire

(.A7) [J,(^, ...,^, _^(P,,..^ ...):,.:^(^, ..., /,) (^-I,^ ..,,/.),

où l'on a posé
,,?„.,.,?„,-- ^.-•-'P'-.r,. ^ ^..^^^^ ^ ^ ;^^^^,, •

Nous n'avons plus rna in tc i i an ( qn ' i» faire, ( > n sens i i tvcrsc, le ( • l i i i i i^c"
nniiit de variithles (2). ï);uis les ( ' 'qnations (s), ( ' f ia rodoluicri l Je
systiirnc ( S ) ; ( f in is les ('•qii.'idons (A'), cela (loniK'i1;!, (•n vc r i t ) des
formules ( V I I I ) du runiK'ifn 27,

(A') lï,(.r,, .... ,-/•„, . . . , ,^,.....P»., . . , ) , ^( / . / , , . , , , / „ , (, ,, „. . . , . / , ) ,

avec

(3) ^a<i, ..., ^)=^.«[<'>i(at, ...,%„;, ...,M/,(a,, ...,ff.,,)\...wfr- .''»•... j
(.^=1,2, ...,//),

ou encore, ;i cause d(is identités (IV) du tiiittiero 27,

(4) e,(t,t,, ...,<,,)=U,(a,, ...,a,,, ...,^•••••P" i, ..,) (.<.- i.,, ..,,/,;;

ces dernières formules résultant du reste, iimnédiateiiienf, de ce
que (a) est solution de (A').

Nous avons obtenu-ainsi la forme canonique annotK-ee pour les
équations (A') : /es invariants fwidwm'.nluux q u i / i ^ u i c n l ({«fi!, If's
équations de (lefimtion des tram formulions Jmicf, d'c <(;), .TO//.V leurs
formes fie Lie, soni égales à défi fonctions mnnm-s dca iwiublef! imUnf-u-
dantes t, /,,...,/„.

Aux notations près, on a donc un système tel que, le système (V»d»
numéro précédent, puisque t joue le rôlo de paramètre. On poumi
donc employer les formes équivalentes (V) et, (V"), c'est-à-dire «•i

(5) •GC-'»/,^,, .... .^)•..|...^••••••î<.,-(^.^(/,/„ „., (^ (,- ,,^ „../,)
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et

(6) L,[. . .@/,(^ £^ ..., ^)... ...^f1"-"0"'...]^:^^^, ..., ^) (.?== 1,2, ...,/.?).

De plus, si l'on transforme le système [S, A'] par la transformation
(T) .z';-==:Q3,(,r^ . . ., ,T/,) (^=j, 2, . . . , n\

effectuée sur les variables dépendantes, on obtiendra, en vertu des
formules (VIII ) et (X) du numéro 27, le système [S, TA7], où les
équations (TA") se déduiront des équations (5) ou (6), en y remplaçant
les fonctions o^y qui figurent dans les équations de de'finiil ion du groupe (G),
prises sous la forme de Médolaghi, par les fonctions co^, données par les
formules (X), qui donneraient, sous la même forme, le groupe^"' (G) T,
et en conservant les mêmes fonctions 0^(/, t^ . . . , /„).

29. Quand un système automorphe | S, A7] est donné sous une forme
quelconque, pour le ramener à la forme canonique du numéro précé-
dent , on peut opérer comme il su i t . On cherchera les équat ions de
défini t ion du groupe (G) associé à ce système. Il résulte des raisonne-
ments du n° 28 et de la propriété fondamentale des équat ions de
d é f i n i t i o n d 'un groupe, que c'est le p lus grand groupe de transfor-
ma t ions ï laissant le système donné i n v a r i a n t . Ces équa t ions de défi-
n i t i o n s ' ob t i end ron t donc par des calculs rationnels, et l'on pourra,
par des calculs rat ionnels aussi, les ramener à leur forme de Lie, c'est-
à-dire calculer les fonct ions invariantes fondamentales Uy. Il n'y a plus
qu'à les prendre pour variables nouvelles à la place des dérivées ou
fonctions inconnues par rapport auxquel les on peut résoudre les équa-
t ions (A'), supposées débarrassées, comme on l'a expliqué, des déri-
vat ions par rapport à l , pour ob ten i r les équations canoniques
cherchées; et cette dernière par t ie du calcul n'exige encore que des
é l imina t ions , c'est-à-dire des opérations rationnelles.

On verrait encore très net tement que les 0^, t^ ..., t n ) font
partie du domaine de rat ional i té dans lequel on opère, en appliquant
le théorème du n° 5, comme on le fera au. n° 42 du Chapitre suivant.

Appliquons ce résultat au système ( S , A' ] auquel a condui t l'ana-
lyse du paragraphe précédent; on peut le supposer ramené à la
forme C.^), ou les <D.y sont en évidence . Et il résulte du résultat obtenu
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à la fin du numéro précédent , sur les systèmes J S, TA') , q u e les Jonc-
tions auxiliaires ç^, in t rodu i t e s an n0 26, ne f i g u r e r o n t dans ces
équations (3) que dans les expressions des f o n c t i o n s (o,; et que ,
au contraire , les fonctions 0,(/, / , , . . . , (.,;) seront e n t i è r e m e n t con-
nues.

On pourra donc représenter les divers systèmes \ S, T.V j de la nuïninr
suçante, plus simple (/ue celle (lu, //° 26. On gardera les équations ( " > }
obtenues, niais en y considérant les fondions co, comme des fonclions
indéterminées. En écrivant que le système fS, A'| donné admel tonles
ies solutions dii système [S, (5)), on ohiiendra nn sysfèmi* nniqiie
d'équat ions différen(ielles auxi l iaires fil;), déf inissant les systèmes
de fonctions ^ correspondant aux systèmes (S,TA'| , e'esl-îi-dire
définissant les divers groupes î^Gyr associés a ces systèmes.

30. Il reste à montrer que Von peut delernnner nu/nn/ rie firmes
[S, TA/J que l:on voudra; ^csf-à-dire déterminer les ^wlun^ (i), qui
figurent dans les équations (5) ou (();, de manière que ces équations
admettent une solutiorrde (S), arbitrairement rhoisie.

Nous nous donnons pour cela les (onct ions

(7) ^=2^, .^^ _, ^;-^(^, ..,,/,,,

auxquelles se réduisent, pour une valeur a rhi Ira ire /-;.,„ /,, h^ («ins
tions x,, ...,^, qui constituent la solution considérée ()n|'H*u(
supposer que ces équations (7) peuvent se résoudre par rapport h
^' •.., tw puisque ,̂ est arbitraire; soient1

(8)' 1 1 ^^i{^ .-,^h... ( l ^ : ^ ^ ,.,,/,)

les formules obtenues par celte résolution; el fes permeUeut de ra!-
culerles dérivées de^?, en fonction également de^, . . . , ̂  .mr des
fonnules ' /^ t ^

(^ •^•••••--w,,...,,,.,.ï, .,.,./.;;,.
Les conditions qui expriment, que ( ( • » ) ;,,|n,(,( la solution ,-»nsi<h>m.

sont (loric

W "«(^•.,^'-L^...^^,â,,..,^,.,,,^,, ,...^^,,,,^,,,(

f ^ ' , •< , . . . , / > ) ,
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c'est-à-dire, puisque les x\, . . . , x^ sont i n d é p e n d a n t s ,

( î i ) ^(.TI, ..., .y/,)
"=: L^ ... Qf,[tQ, 61(^1,. .,.r,,),...,,3,,(.ri, ..., .r/,)]...!... y/|c;,, . . ,^(.ri, ...,.^)..

( . Ç = I , 2, . . . , / ? ) .

Les formules dev iennen t très s imples , si la s o l u t i o n considérée est
u n e solution principale, c'est-à-dire si l 'on a
( 1 2 ) x\ r:^, . . . , ^;;=^.

En effet, on a à faire dans les équa t ions (5), (x\ =-1 ̂  .. * , x^ == /,/.
Et, comme leurs premiers membres ne sont autres que les f o n c t i o n s U y ,
ils deviennent , d'après la d é f i n i t i o n même des cOç, les fonc t i ons
o-^( / j , . . . , t,t). On a donc les c o n d i t i o n s

^(^i , . , . , / / / ) =- ̂  (/.^ f.^ . . . , ^,/) ( < > •: i , :>., . . . , / / ) ,

ou encore, en changeant les no t a t i ons ,

( i3 ) G), (^i, . . , ̂ ) =-:: ^( ^o» ^"i , . ••, ^^) ("y =-" ', 2 , . . . , /Q.

Ces calculs ne s ' a p p l i q u e n t p lus , si (G) se r é d u i t à la t ransforma-
t ion i d e n t i q u e , c'est-à-dire si le système [S , A/| n'a q u ' u n e s o l u t i o n ,
ou, p lus géné ra l emen t , si ( G ) n'est p lus un groupe c o n t i n u , c'est-
à-dire si le système [S, A / 1 cesse d'être un système d i f f é ren t i e l , pour
deven i r un système a l g é b r i q u e .

Examinons ce cas particulier : les équa t ions du système [S, A/1
pour ron t se mettre sous u n e forme tel le que les dérivées des ,^ n'y
f igurent plus . Ce seront alors des équat ions r a t ionne l l e s en /, ^ , , ..., /^
don t les coe f f i c i en t s dépendent r a t i o n n e H e m e n t de x ^ , , . . , x,^ des fonc-
t ions 9^ in t rodu i t e s dans les calculs du n0 26, et de leurs dérivées.
Elles d é t e r m i n e r a i e n t pour x^ . . ., x^ si l 'on conna i s sa i t l'expres-
sion des fonct ions ̂ \ des fonct ions de t, / , , . . . , t^ i n d é p e n d a n t e s
par rapport à ^, . . . , t^ Donc, ma in tenan t , elles do iven t se r édu i re à
un système d'équations algébriques en t^ . . . , ^ , déterminant ces
indéterminées ; et l 'on pourra r édu i r e ce système, par la théorie géné-
rale de l ' é l iminat ion , à, la forme suivante : une équa t ion un ique (R)
entre t et ^ ; et des formules (B/) donnant ra t ionnel lement t^ ..., t,,
en fonc t ion de t et l ̂  et ne contenant /, qu'à un de^ré in fé r i eu r à
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celui auquel il figure dans Féquation précédente* Comme, du reste,
les systèmes [S, TA'"] se déduisent de [S, A/"|, ( în fa isant , f l ans les
coefficients de celui-ci, des t ransformat ions no por tan t q u e sur
x^ ..., ̂ , on voit que si [ S, A' J doit donner pour (H) une équat ion
en t et ^ décomposable, il en sera de même q u a n d on laissera dans les
coefficients les arbitraires ̂  et leurs dérivées, en t enan t compte
seulement des équa t ions auxiliaires (H/) q u i l i e n t ces arbitraires. De
sorte que le système [S, A'] , moine sous cette f o r m e en par t i e i ndé -
terminée, se décomposera eu plusieurs autres, que l'on tniilenî
séparément.

Nous pouvons donc supposer l ' équat ion (II) i r r éduc t i b l e en / H /•^
Désignons alors par À , , Â ^ , ..., Ap les coe f f i c i en t s de ( l î ) et des ( I f ) ,
qui sont certaines f o n c t i o n s connues de ^î, , , , . , .,^, dos ^ ' h ) ef, di* leurH
dérivées. Nous écrirons l ' u n d'eux, s y m b o l i q u e m e n t ,

^ — ̂ (>,, . . ., a',, f ... ^^(.r,, , . ., .r/,) . . .],

Le groupe ((x) est déf in i comme le p lus grand groupe de Irmisfbnmî-
lions, qu i , effectuées sur le système [("H), (îl}), la issent ee ^(.éme
invariant.

Sous la forme ou l'on a ramené ce système, celte invariance exi^e
que chacune de ces fonc t ions ̂  demeure invar ian te . Le groupe (i; ?
est donc défini, par les équations
?^ [>i, .. ., ̂  |... 9^ (.r,, . . ., ^^)J :r, ̂  [.^, . .,, ,,4 .,. ̂ .(^ ̂  ̂  ^ ^.^^ ^ ̂

(/^•=î,^, . . . ,p).

l i en résulte que, parmi les A^ i l y en a au moins /^ <11îïdéjN*n-
dants; et que, si on les prend pour inconnues aux i l i a i r e s , leurs va-
leurs en t, / , , ..., ^ sont uniques , aussitôt que les ^'soni chomis.
D'ailleurs les relations qu i peuvent l ier les /^ sont, indépendan tes de
la solut ion particulière adoptée pour ̂ f\ car le passage d 'une so lu t ion
à une aut re se (a i t , comme il a été remarqué plus h a u t , par u n e tran^
format ion effectuée sur ̂ , . , . , ̂  dans les X^ eux-mêmes. Ces rela-
t ion^ ne peuvent donc être que des conséquences des équat ions
auxil iaires (1Ï^), et sont par conséquent connues. Kn plus de ces
relations, les ̂  ne sont liés à t, / , , ..., ^ que par les équation r 'H)
et(R') . On pent donc, sans avoir à déterminer les o^, ca lcu le r ' l e s
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expressions O///, / i , . .., /„) des 7^ en fonct ion de t, / , , . . , , t^ Et,
d'après la remarque faite plus haut, il y en au ran d'indépendantes,
c'est-à-dire qu i donneront un système d'intégrales de l 'équation
P ( ^ ) = = o . Dansée cas, celle-ci s'intègre donc rat ionnellement (1 ).

Des considérations analogues s 'appliquent au cas où (G) est un
groupe c o n t i n u , et montrent comment on pourra opérer pour ramener
le système [S, h!\ à la, forme canonique de Lie

TT ( y y, <r<Pi ' -••»?" ' ' ^ _ ( 9 ( / /LJ.s- {J i, . . . , Cf. ni ' • ' y x/ ' ' f - ' ' ) — .̂s- \ r") < ' l==0, ( / î , /i , . . ., t^ (,S-=r: I , 9,, . . ̂ pY

Les premiers membres dépendront des ç^ et de leurs dérivées,
mais la forme des fonctions ̂  correspondantes n'en dépend pas; et
nous avons montré dans le Mémoire déjà ci té comment on obt ient ces
fonc t ions , connaissant les Uy.

Du mode de calcul ind iqué résulte, en par t icul ier , que, si (G) est
in t rans i t i f , les valeurs de ses invariants d'ordre zéro en fonct ion de
/, / i , . . . , t,, sont connues ra t ionnel lement .

HI. — Discussion des résultats obtenus.

3,1. La di i ïerence essent ie l le avec les résultats analogues des Cha-
pitres précédents est l ' i n t e rven t ion de ce système (H) auxi l ia i re , dont
on est porté à penser q u ' i l ne pourra être intégré en général . Nous
montrerons , par un exemple simple, qu'il en est b ien ainsi .

Auparavant , voyons comment on vérifiera, en général, que le sys-
tème | S, A.j donné est complè tement intégrable. On pourra supposer
que les é q u a t i o n s (A) ont été débarrassées des dif ierent ia t ions par
rapport à l, et qu'elles forment , par rapport aux autres variables, un
système complètement intégrablo.

Cette première vérilication é tant f a i t e , imaginons que l'on fasse,
dans le système [ S, A], le changement de variables

i':=^ t'i=ft{t, ^, .... tn) (^:~J,2, ...,/l),

( 1 ) Si l'on veut calculer une solutionprincipale,, on aura à résoudre une équaLion algé-
brique ayant, son groupe de Galois isomorphe au groupe (G).
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dans lequel les/, senties fonc t ions qui c o n s t i t u a n t u n e s o l u t i o n quel».
conque de (S). Le système (S) se réduira a

(S) • ^-o (^.i^,...^),

et la condi t ion d ' in tégrab i l i t é cherchée sera que, si l'on d H I e r e n t i e les
équat ions (A), p rovenant des é q u a t i o n s ( A ) , par rappor t a /' consi-
déré comme un paramètre, on n 'obt ienne que des conséquences des
équa t ions (A). En d 'aut res termes, la c o n d i t i o n est que le sys-
tème (A) admet te la t r a n s f o r m a t i o n i n f i n i t é s i m a l e , . 7 -

Re fa i sons m a i n t e n a n t le c h a n g e m e n t de va r i ab les inverse . La t r ans"
format ion i n f i n i t é s i m a l e ~p se change i d e n t i q u e m e u f en

//
,. . -, à V '̂ ,1 . () V
^ < ^ - • ^ - l - i / ' ' f / • / " • • • • / " ^ ^ ;

/ î

déserte que la cond i t i on cherchée est donc ; î 0 que les é q u a l i o n s ( A î
f o r m e n t un système comi^Iè tement - in té^ rah ie , r e l a t i vemeu t , a u x va-
ria.l)'l.es / , , . . , , ^ seules; 2° que ce système ( A ) aduietf .e la t ni uni or11"11

matiôn in f in i t é s imale P(F), que l 'on devra prolonger en cousu lénui l
^,., . ,;y^ comme des variables non t ransformées*

. 32. L'exemple que nous allons traiter est le su ivan t î nous prenons
pour équation ( î ) l 'équat ion

( .4) . ^^-^--^(O^-o,

où M est une fonction ra t ionnel le que lconque , et pour système ( A )
l 'équation u n i q u e
/ , ^ \ / ()ïx . ^ fàa'Y ùx
( 1 J ) ^ ^[ •••"••• ^ ̂ ) 4.-^/(.•;-:.<,

oiif(x) est également une fonct ion r a t i o n n e l l e quelconque .
La transformation P (F j prolongée est ici, en posant.

àx , f^a'
^ •"""'" î '̂ 'f ^tr^

W ' P(F)-^4^,M^^^....-..1M^
u!' ()ti (h'\ l ^.r^
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Comme Inéqua t ion (i5) ne con t i en t pas l, exprimer qu'elle admet
la transformation (16) revient à exprimer qu'elle admet la t ransfor-
mat ion

àF , ()F „ ()Ft^^^a1, ̂ .-o^ ̂ ,

c'est-à-dire qu'elle est homogène, en considérant ^ comme de degré i,
x\ comme de degré — f , çlx\ comme de degré — a. La vérification
est immédiate : le système (i5), (16) est complètement intégrat3le.

Appl iquons la méthode du n° 26. Nous faisons clans ( i5) la trans-
formation indéterminée

( 1 7 ) .v' == <p ( .r ).

Cela donne l 'équation nouvelle

, à^'y ,, ,. / àx Y <û" fax Y „ . . ùx,, ̂  + ̂ ^ (̂ ) + ̂  ^ ̂  ̂ y(,,) ̂  ^o,

qu'on peut remplacer, pour l'associer avec ( i ^ ) , par

/ ,, „ o fà^-V ^" f ôa'V(^-.)^^ ,-.^^(^^^0,

(•/cst-a-dii^^

^ ^^--vw^—^-
La condi t ion pour qu'elle soit compat ib le avec (i5) est

( 1 9 ) r,)^--G)2+/(^)-Î^O;

et, si elle est rempl ie , (i5) est une conséquence de (18). 11 e^t
vis ib le que les opérat ions do iven t être arrêtées là. L'équation (18)
constitue avec ( r 4 ) le système automorphe [S,TA'] quelconque de
là théorie générale, le système aux i l i a i r e (11) étant ici l 'équation (19).
Or cette dernière est une équation de Riccati ne présentant aucune
particularité : le résultat annoncé est donc vérifié.

Nous devons donc conclure que le véritable-parti à tirer, dans notre
problème, de la connaissance du système (A), ne doit pas être cherché
dans //inle'grauon même de ce système, mais dans celle des systèmes plus

/Sun. Kc. Norm. ( 3 ) , XX — FKVÎUKU 1904. 8
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simples, automorphes, quon en peut déduire rcitionncllan^nt^ < * ( , , par
exemple, dans celle des systeinos de la forme ( " ( )

(20) L,[... Q,^t, t^ ..., tn\ ...[...^''''^-^.(t^^ . . . . .^)
(fî=^ I, ̂  . . .,//),

dont chacun admet comme so lu t ion u n e so lu t ion p r i n c i p a l e de (S;
dont on connaît Jes données in i t ia les . Si, par hasard, celle s o l u t i o n
principale appar tenai t à (A), toutes les solut ions du système ( w ) l u i
appartiendraient aussi.

En d'autres termes, c'est par (a dùerniuunion de.s fonctions

^,(/,^ ,.., //,),

servant à comtrun'e les sy^rrws (w), f/i^on uïili^ra h' ph^ (imnïa^u^
sèment la connaiminae (/es é^nallon^ ( A ).

33. En ayant égard à la forme (;1)) des systèmes ( T A ' ) ou peut deli-
nir les fonctions 0,(^ /.,..., i,;), que nous'avous a() ( ) r isa calculer ni"
tionnellement, do la mauièr(5 suivante ^

Ce wru lesfoncUo^ de /, /,, ..., ̂  ai^w//^ ^ nkftumn l^ /m^
riants fondamentaux de l'un qw/fmu/w- r/b ffrw/^ pw^wh ( i i )
en ̂  ..^x^faimnl partie d'un mênw f^p,''' lor^uan r mnpiftw
^o ..., x^par tesfonctiom de / , / , , . . , , /„ (WtMUuant t'uw di^ '^/^
twns de (S). Pour que ces fonctions restent les mêmes pour les divers
groupes (G) du môme type, il faut que, pour chacun d^ux, la nulu"
hon de (S) employée fasse partie d-une famille de solution^ assodre
a ce groupe.

Srion considérait un groupe ( G ) déterminé, ayant pour équations
de dehnitlOB les équations

^-(1'1?--"--<^-^-.)-- (——,.,...;.,

ic^ ̂ ^"r? T ̂ a faire pour oblenir î( ts Ls ol !(lrt < - ^UIIÏM1 on <<<IH^Î^.^Mcs co^cionis dos .4 et des ̂  considérés comme fbmianH d'.H .t;——^. d.m HH
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OÙ
(3 ^ .̂..̂ ,̂/y. ( p l , . . . , ? /t.) ——— —————————————————————— ,

/r ~ à^ . . . àt^

toutes les fonc t ions 0,(^, / , , .. ., tn) obtenues en subst i tuant dans les
premiers membres de ces équat ions les diverses so lu t ions de (S) satis-
feraient à un même système, qu'on peut appeler un sysièrne résoiçant
de (S). Nous allons i nd ique r comment on déterminera ce système
résolvant : le résultat auque l nous parviendrons montrera qu ' i l est le
même pour tous les groupes (G) d'un même type.

Le système cherché doit é v i d e m m e n t s 'obtenir en écr ivant q u e le
système formé de (S) et des équa t ions

(â2) U\(,2n ...,.r/» ..., ̂ '•-^ ...)=(9,(^,^, ...,^) (,ç=x, 2,...,p)

est complètement intégrable. Pour obtenir ces condi t ions , n o u s n 'au-
rons qu'à app l iquer la règle ob t enue au n0 31.

Nous avons d'abord à écrire les cond i t ions d ' i n t é^ rab i l i t é des équa-
t ions (22), considérées seules, et / é tan t considéré comme un s imple
paramètre. En vertu de la méthode de recherche des groupes d'un
môme type, que nous avons exposée dans un précédent Mémoi re ( ^ ) ,
on o b t i e n t a ins i un système (^) d ' équa t i ons d i d c r e n t i e l l e s l i a n t les
fonc t ions O.y aux a rguments /^ . . . , /^, qu i d é f i n i t l 'ensemble des
groupes du même type que (G) : en ce sens que , si l'on remplace
dans les é q u a t i o n s de ( 0 ) » prises sous la f o rme de Medo lagh i ,

<,.[.. .&)/,( X^ . , .,.r,,)...i....T^-->^. ..]"=M,(^, - . .,^) (6 '=1, 2, ...,/>),

les fonct ions o^ par les d ive rs systèmes de fonc t ions 0^, s o l u t i o n s de
ce système (^), on obt ient précisément les équations de d é f i n i t i o n
des divers groupes semblables à ( G ) - Nous pouvons considérer ce
système (^), dé f in i s san t les groupes du type de ((j), comme calculé :
la solut ion générale en est du reste connue, (G) étant connu .

A ce système (çî) nous devons main tenan t , d'après la règle du n° 31,
ad jo indre les relations obtenues en écrivant que le système (22) admet

( l ) .S'///' la Théorie dea groupef! continus (Aitiialefi de l'Ecole Nornîdie, ï()o3}.
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la transformation infinitésimale P(F). Or, pour ca lculer P ( I ' v L nous
remarquons que le terme ,- de P(F) n'a pas à i n t e r v e n i r ; nous pou-
von s donc remplacer P(F) par

ii ^y
J^M^ ^l» -., t'n) J^
(=1

et / ne figurera pas expl ic i tement dans les calculs. Nous pouvons» par
sui te , app l ique r la f o r m u l e générale de prolongement (3) du n^ ! du
Mémoire ci té , en tenant compte des iden t i t é s (ar)) du n^7 du même
Mémoire. Avec les no ta t ions de ce même Mémoire, i l v i e n t

^, ,/a,, ...,a,/>
p(ut)= L ^r:-^;7^,,...,»«.<("«-•••.(î.) (^-t.-<... .^;

/ la,,..., a/,

où les ^(a.,....a,(.v S<H^ Iw coelTicit^îts des trausforuiat.iuus iut iuitési-
mâles du groupe ̂  dont la définition a été nippeléo au if 27,

Les équations à adjoindre aux équations (?} sont donc, soy^ foruie
entièrement explicite^

w t̂ î .,.,,...,.)̂  s «fÈ,̂ .̂..-... <''-•••'-,.•
^1 < ( % ) . . . . , » „

(^..•.:-t, ^, < . , , / / ) ,
avec

/) !%,«(••-. .- t1 ^ f / , ,«(%„,.„«,),..„„ f/.„,,,_ , , 7^\/ ' / '11"1""1 ^t./.7^

Le système résolvant cherché est donc le système [(ç:^ (2T)L Oiî
voit bien qu'il ne dépend que d^léments ^comrnuns1 ' ii !: (oug leg
groupes (G) d^un même type. Elle résultat que nous avons (ire de h
connaissance des équations (A.) est que nous commua me ^haiw
rationnelle de ce système réf>ohwU.
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IV. ~- Nouvelle interprétation des résultats précédents.

34. Les résultats de l 'étude de notre problème fondamental, que
nous venons d'énoncer sous diverses formes, sont susceptibles d 'une
interprétat ion toute différente, que nous avions i n d i q u é e autre-
fois, dans une Note insérée aux Comptes rendus de l'Académie des
Sciences ( f ).

Pour y arriver, nous introduisons le groupe formé par les transfor-
mations de la forme générale

(,'•=11,, ^ = = % , ( / , ^ , . . . , / „ ) ( ^ = r ï , a , . . . , / / ) ,

qui laissent l ' équat ion P ( x ) == o invariante . C'est ce que nous appel-
lerons le groupe des ircmsformntior^ û : nous les considérerons du reste
comme des t ransformations entre les seules variables / , , . . . , f,^
puisque t ne j o u e que le rôle d'un paramètre. Nous écrirons donc
l 'une que lconque d'entre elles

W ^=X^^ ...,^)-:^ (/•=:!, ^ . . . , / / . ) .

ï n t r o d u i s o n s e n c o re, co m m e j ) ré c é d e m m e n t, u n e sol u t i o n q u e I -
conque o- de (S), et considérons- la comme d é f i n i s s a n t , e l le-môme u n e
t r a n s f o r m a t i o n des mêmes var iab les

(^) t^=:a,(t, < , , . . ., ^ , ) ^2< t< f (^j, •^ . . ., n),

de sorte que les équa t ions qui déf in issent cette so lu t ion s'écrivent
symbol iquement

(o-) ^r=2^ ou //=:S-1^ (<=;::r, ̂  . . ., n).

Par la t ransfôrmal ion (û), ces équa t i ons d e v i e n n e n t

y^^^^ïH^ ( i ^ î , <^ . . . . n);

et, pour qu'elles définissent une nouvelle solut ion, il f a u t et il suffit
qa'i.1 existe une transformation T telle que ces équations soient iden-

( ' ; Tome CXX.VÏÏI, p. ̂  e t su iv .
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tiques à celles de la solution Ter, qu i sont

Ta,',==2<,. ou .'ti^-T-^t.i ( ( : i , a, . . . , / , ) ,

ce qui conduit à la relation symbolique
•V Q _ 'V -I Vrfwub .-.. I, ^^

ou encore

(24) ar-^-'T-'^.

Bemarquons alors que, si l'on effectue ce t te t ransfor tnat ion dans
les équat ions d'une autre solut ion T'T q u e l c o n q u e , on o b t i e n t

ou
ï'.r;==^ 'r-'^—r-'^f,,

TT'.r,. — ^<,, (•'(•st-a-dirc '('"./•, ^ /„

c'est-à-dire u n f > nouve l l e . s o l u t i o n .
La (orrni i lc (a'i) d é f i n i t , ( lonc le ^ronix" dc.s f r i n i s f o r m i i t i o r i s [J; f'csi.

le groupe transforme du grou|»e i , ( , n c f n ( ; l ^(•II(-T;<I p.-ir l.-i ( r ; i i i ,sfornni .
tion S. On vérinerti i t sans peine, c.e qu i ost, ( • v i d e n t // / > n o t ' i . q u ' i l ne
dépend pas de la solution a eniployée.

35. Reprenons maintenant îe système (S, A), donne dîuis notre
problème fondamental, et cherchons le groupe des trîmsfonnîtIintisU
laissant ce système invariant. Nous raisonnons connue îm mimer»
précédent, en appelant S la transfonnation fournie par une solmion
quelconque Œ de [S,A| et ïo-les autres solutions de [S. A }. eon,ni<.
plus haut. On trouve immédiatement que, devant chan^r /y <.n ,i,i|.
autre solution de [S. A], les transformations Û cherchées sont, de l;i
forme

(s5) Û==.S- i(-)-i^

où les Q appartiennent à l'ensemble des T. Efïectnons donc c e f f e
• transformation dans les équations d'une solution Î7 quelconque et
écrivons que cela donne une solution T'o-, Nous avons h idenfifieHes
deux systèmes

et
T,̂  scs-'e-^) t^ Q-^t, a-,,,:.,,,.., „.)

T'^.=.Xt, (( ,-1, .,, ....„).
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Cela donne l'égalité symbolique
^iQ-.i^^p^^

ou bien
(26) OT==r.
Donc, chaque t ransformat ion û appa r t enan t an groupe cherché est
une t ransformat ion d e l à forme (aS), dans l aque l l e © est une t rans-
formation T telle qu'à chaque t ransformat ion T en corresponde une
T, d o n n a n t l i eu a l ' ident i té (26). Nous re tombons sur la déf in i t ion
des t ransformations © du n° 24*

Donc, le groupe des û est le transformé du groupe (G) du n° 24
par la t ransformation S. On vér i f ie ra i t fac i lement , ce qui est évident
d'après sa déf in i t ion p r imi t ive , qu ' i l ne change pas si l 'on remplace
la transformation S par celle qui correspond à toute autre solut ion
de[S, A].

Appelons (K) ce nouveau groupe et cherchons ses équations de
déf in i t ion . D'après les formules (IX) et (X) du n0 27, ces équat ions
seront, puisque t ne joue que le rôle d'un paramètre,

<,[... 1)^t, < , . . . , O...I... ̂ —^...']^(^p ..., /,)
( < > - = = r , 9., .. ., //);

en posant
^.^^..^''^t!L.., ^ ̂ ^..^..^.^

et
^•(^ ^n ..., /„)=<.,[(... ̂ (ai, . . * , aj...|... a;!3——^...]

( < ? " = T , a, . . . , 7? ) .

Si nous comparons ces dernières formules aux formules (3) du n°28,
nous constatons l ' iden t i t é entre ces fonct ions 0^. et les fonctions 0^
précédemment calculées. Le groupe (K) a donc pour équations de
déf in i t ion
(K) ^,[.. .^(^ //„ ...,a... ... ̂ <-^...]=(u^u.-, ̂ )

( .v= ï , a, . . . , / ? ) ,

où t est un paramètre arbitraire, non transformé»

36. On arrive donc à ce résultat remarquable que tout le parti que
nous swons tirer de la connaissance des équations (A) dépend essentielle--
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ment de la nature du groupe (K), formé des ïransfor/naffo/is 0 < / u i
laissent le système [S, A j inwruwl,

Nous pouvons, de plus, main tenant , subs t i tue r à h méthode précé-
demment donnée pour la formation du système au lomorphe ( 20) une
méthode bien plus s imple. Tout r ev i en t , en effet, à la dé t e rmina t i on
des fonct ions 6^ et des fonctions ..̂ , c^est-à-dire tout rev ien t à meUre
les équations de dé f in i t ion du groupe (K) sous la (orme de Medo taghL
Or, on p e u t . obtenu* imméd ia t emen t les équa t ions de d é f i n i t i o n d e ( K ) ,
sous u n e première fo rme , en écrivant que l ' u n e que l conque de ses
( rans fo rmal ions laisse i n v a r i a n t le système j S, A J . I l n'y a plus ensu i t e
qu ' à passer do cet te p remiè re forme a la forme c a n o n i q u e de Medo"
la^hi , opérat ion q u i a, été é tud iée dans le .Mémoire déjà cité, Les
ca lcu ls a faire pour cela sont t ous r a t i o n n e l s ( ' * ) » On ne doi t du reste
garder des é q u a t i o n s de d é f i n i l i o n considérées que celles q u i ne coîî"
l i e n ^ e n t a l I c u l j e d i ^ l é r ( k { l f i a J i o ( î ( ) ; ! r r a j ) | ) o r f , i ( / ; si l'o!$ a é l i m i n é des
équa t ions (A), comme i l a él.é e x p l i q u é p r é c é d c n H N C î î t , ioulc d i l l e"
rent ia t ion par rapp(»rt i l / , on a s i m p l e m e n t à écrire les é q u a t i o n s de
déf in i t i on du groupe de t ransfonmil ions , elleciuées sur les miles
variables t^ ..., 4, et qui laissent le système (A) hi variant:; et. / iw
figure dïïm ce .calcul que comme un paramètre,

Cela résulte de ce que, pour détimr complètemeî i t le groupe (K) ,
il faudrait joindre aux équations écrites à la tin du n^ 3S celles qu i
proviendraient des équations qui expriment (jiie le groupe ( ( î ) ne
transforme pas la variable l, Chi^rchons lei4 éolUitions a i n n i ûl»( .exi i ies ;
nous partons des équations

où k s x , sont fonctions de certaines aulrcs v a r i a f ) l f î s indépe ridante
^o ..., ̂ ; et nous devons (aire d'abord sur ces var iab les la t ransfor -
mation S, c'est-à-dire

^=^/(<î , / î , . . . , /„ ) (/:=;, a, . . ^ / / ) ;

c'est au fond la même transformation qu i a été employée au if 31 ^

( 1 ) Avec ïa resinclion indiquée cî-dcssits, <!«ns la noie ̂  3a im^ 5M,
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elle donne les équations
PO/) = 0 (<--: ï , 2, . . . , / < ) .

Nous devons ensu i t e faire la même t ransformat ion sur les ,'z'/, c'esl-a-
dire poser

.r/-=a/(/, /p ..., ^) (/- :r i , r^ ..., / / ) ;

ce qui donne
//

<)y./ ^ ()y./ . ,
7)7 ̂ -l^,:1^^0 ( ( - - ' . : i ' • • • ' / < ) •

/• .-r: 1

Or, on a

. P /(^)^^ /+^;<^/.^(^^, ...,0=o (/=:r,., , . . , ,Q.
/. i

Les équat ions précédentes deviennent , donc
n
2 ̂  [ p(^) -/^^ /^ • • " ' ^;/) | - ° (/:r" I - ^ • • - / / ) -

c'est-à-dire, enfin,

(^) ^{(\) - M^, ^i, . • . , ^;/) o (^ " i, ^, . . . , / / , ) .

Or, ce sont précisément les équations que l'on obtient quand on
exprime que la, transformalion (Û)

^. "=: •//, ( /, (^, . . . , f.^) ( /•,.:-::, ï ^•^ , . . , / / )

laiss(.ï i n v a r i a n t e l 'équation V { x ' ) ̂  o, c'est-à-dire le système (S).
On obtiendra donc un système équ iva len t aux équa t ions ( K ) du n°;^

en se servant seulement des équations (A), comme i l a été di t p lus
lia u t .

Les seconds membres des équat ions ainsi obtenues, et ramenées a
la, forme de IWedolagbi, seront, en général, non pas les ( o n c t i o n s 0,,
cherchées^ mais des fonct ions des O.y cl de /.

Mais, en faisant / ̂  / ^ dans ces équations, on obtiendra les équa-
tions de déf ini t ion d 'un groupe semblable à (G). On pourra donc écrire
les équat ions (5) du n° 23, les û)^ et les 0^ y étant, pour un moment,
indéterminées. Et il ms restera plus qu'à identifier avec le système

Arm. Éc. Norm., (3), XXL — FÊVÏUEH KJO^. 9
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obtenu par le calcul du n°26, pour obtenu* Fexpression e x p l i d l ( * dos
fonctions 6^. .

Tiemarquons entin que le système [ S ^ A ' J q u e Fon a r r i v a h con-
struire, par l ' une ou l'autre des méthodes précédentes , est eu q u e l q u e
sorte doublement automorphe, pu i sque ses s o l u t i o n s s 'échangent (nui"
s i t ivementauss i bien par les t r a n s f o r m a t i o n s d u groupe ( K ) » ef lecl .uees
sur / , , ..., //^ que par celles du groupe (G), ededuées ^ i i r^ ' , , -.. .r,,.
Ce groupe (K) est du Teste le même pour t ous les syslemes | S, 'l 'A').

Comme on a, de plus, pour toute s o l u t i o n c rdc [ S ^ A ' I ,

(K)-^^^)^

on voi t q u e C in lé^ ra t ion du système [ S, A' [ r e v i e n t a ht d e f e r m i n u l i o t »
d ' u n e c e r t a i n e f a m i l l e do t r a n s f o r m a t i o n s chan tan t ( ( ! ) en ( K h Ces
cons idé ra t ions s ' a p p l i q u e n t a u n e r iasso très c(endiu 1 de sysîi 'mes
automoi ' | îhes .

37. L ' i n t r o d u c t i o n des t r a n s f o r m a t i o n s U va nous c o n d n i n * ii n n e
propriété impor tan te des systèmes r é s o l v a n t s i n t r o d u i t s HU n0 3;L En
reprenant les notations du n0 7 de not re Mémoi re , déjà d(é« sur Irs
groupes con t inus , nous pouvons dire que bs é q u a t i o n s (23) e x p r i n n * t î l
que la mul t ip l i c i t é

( ^ 7 ) 1 ^^ r :""•^(^ l^, . . . » ^) 1 ( ^ ^ î , ^ - . , / . / )

admet la transformation i n f i n i t é s i m a l e

/ , o ^ ^F , y1 ^F ^ //^r.-. . .^.
(.8) ^^1^^+ 1 a f î T . T î ^ ^ ^ 1 ^ - " -

< 1 - 1 / la ( . . . . ,%„

Les équat ions (ç:) expriment qu 'eUe f a i t pa r t i e d 'un onsemidc de
multiplicités homologues par rapport au groupe i n f i n i , doni la (nms-
formation in f in i t é s ima le générale est

(-9) i;̂ ,,,....̂ .,- ^ ^••••,^,^...,,.r./;=11 < j ^ , . . . . , % , 1 //

les ^ étant arbitraires (voirn^ 15 du M'émoire ^ité).



SCH (.A 'nn'.OlKE DE ( .ALOLS ET SS':S DÎVEUSF.S (iKNI^lAî/ÏSATÏONS. (>7

On ni eonelul que l î s solulion générale du sysleme |(<r), (2';)] "-. [on
la mnl l ip i ie i(e (27 ) correspondante | " - se deduil d'une s o l t i t i o n mr-
t i^nl ipr^ qn^IrotK.idt* 1 - - j on < 1 ^ lî i nnillipli(ïite ("27) corrcspondî'miol —
psir l ( *s i ï 'ai isloî ' inî i l iosis (liî ^roujK* infini formô d^s irnnsforîila"
t i ons ( ' ^ ) ) <|in Iniss^nl la ( js'ansfoi 'nmtion ('xS) i t ivur i î inle, (^(•si-h-dirc
< j î î i roî ' î '^si^olul îulx ro t îc ( . io i î s ^- sîtf.isrîusilîii- a

(W ^ <î¥ Y-> . ^F'.
l 1 ^ 1 1 1 1 1 1 1 ! ^ ^ / i - - ^ - / } 1 1 '——

Or ^dl^ < t < » î H l i ( . i o l î d /* t in i ( i ^ rcc isé î i î ^n f , ! ( » ^rodiïc des transforma-
î i r ) î î s i2.

i îoîtr , , /r ^•nH//H.1 f / i t ! n'/m/f^ //'.v s f î / u f i i ï / f s i l t ( ^ys^ntc. nwkani c.sl
i^oiHfïîff/tf' f.ni. ^rniîf^ d(.^ H, /•"/^/-^-^///•r an. ^'y'onf^. potf^ltwl gé/féral à
fi r ' { i r i ( f l / t t ' s . Sîi ï r a î î . s f o l ' î u a f . i o î î in f in i f .^s i î ïut ic ^enm'ah1 esl^'j,^), a COEI "
dlîjoti qin1 ^ ^ • , ' y soi f la ( . ra î îs forn ja î io l î infiî i i l^siînalc générale du
^rmtpe des 0.

(le !ai(. donne h penser qu'il n'y a auedï» inlerel, h eonsidérer ces
hy^î .eî ï ies r e ^ ( d v a î î ( s , j ) < > i i { * intégrer requalion ^ ( a ' ) i-^ o, (aid que
eelte-ei î t f * j^ î 'eseule (^as de parl.ieulariles. N O Î Î S ceviel idrons sin" ee
pohil U î t [ > e ( î (dus iùhî.

(I seî'all. e i î i i i î ja^die rie vérifier que /^ /ï'/y/^/Y'//^ .̂v fo/n'ffû/^s 0^ <".v/
//rï' ^ /^ fidvi'/nf/talion (/'n/^' ï'^ïs^c (/c ^ï,//:/A'M•^7Y^//^•'.v </// ^/'(unu.9. (/es' 12,
ii savoir des î^His-^roiipes (jiii apparlienneni î i i î ineiiK1 type que (K');
ci cela r < * d ^ ^ l t ï ) e r a i j les der î i iers4 résultais que nous venons d'obie'uir,

aiÂPITRE IV.
SÎÎIi Î.A IliÈOîîIH DE M. DBAOL

I, -11-11"1- Le théorème fondamental.

3H* îleverions encore, pour un moment, sur le problême du Cha-
pitre rH1*^^^^^"^ 1^ conservani les1 înêmes noIatioliH. .Et supposons
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que nous connaissions deux systèmes, de la f o r m e du système ( "A) ,
ayant séparément des solutions communes avec (S).
' En raisonnant comme aux Chapitres 1 et. I I , on conclu t , des résul-

tats du Chapitre précédent qu'on pourra, former deux systèmes au lo -
morphes [S,'A, ], [S, As |, re la t i f s a deux groupes ((î, ) el, (G^ et ayan t
en commun une solution arbi t ra i re de S; par exemple, u n e so lu t i on
principale que lconque . Le système [S, A, , A,] sera alors l u i - m ê m e
un système automorphe, relat if au, groupe fo rmé des t r ans fo rmat ions
communes à (G-i) et (G^); et c'est à la recherche d ' u n e solut ion de w
nouveau système que sera ramené le p rob lème de l ' intégrat iot i de (S).

Ceci montre , en par t i cu l i e r , q u e l ' i n t é g r a t i o n complète de Fi lu
q u e l c o n q u e des systèmes résolvants considérés au n" ;?3 eu t ra inen i i t .
l ' i n t ég ra t i on complète de (S), car e l l e d o n n e r a i t a u t a n t de systèmes
|S, A., |, [S, A y ] , . .. que l 'on v o u d r a i t , r e l a t i f s a des groupes sem-
b l a b l e s e n t r e eux : et tous ces groupes ne p e u v e n t a v o i r de transfor-
mat ion c o m m u n e a u t r e que la t r a n s f o r m a t i o n i d r n t i q m s p u i s q u e je
groupe ponc tue l général est s i m p l e , Cela p rouve que, comme nous
l ' av ions d i t p l u s b a u t , pour nue é q u a t i o n P ( ^ ) ̂  « abso lument géné-
rale, i l n'y a pas d ' intérêt a essayer de l ' in tégrer eu se semini de ces
systèmes résolvants*

Revenons au cas des deux systèmes (A) que lco î ïq i i e s d o n n é N . MH
nous servant des résul ta ts 1 du u0 3(), nous pour rons déterminer deux
groupes (K^) , (K^) de transformations 0, par leurs é q u a t i o n s de déti"
n i t i o n * Cela donne du même coup les équat ions de d é f i n i t i o n du sous"
groupe commun à ( K i ) et ( K ^ ) , qui est un t r a n s f o r m é du sous-groupe
comm.un à (G,) et. f ( x ^ ) .

39. Nous supposons ma in tenan t une équat ion P(,^) ^.-o dormée,
à coefficients rationnels en t, ^, . . , , / ^ Et nous disons qnTello est
spéciale s'il existe quelque système de re la t ions (A}, r a t ionne l l e s par
rapport à /, ^, .. - , ^, pat' rapport à ̂ , . ..,^ et par rapport à leurs
dérivées, qui soit compat ib le avec (S^. L 'équat ion est d i t e ^é/iémie
dans le cas contraire .

Dans cette déf in i t ion pourront être considérées comme ra t ionne 11 es
toutes les fonc t ions des'arguments précédents appar tenant à un cer-
tain domaine de rat ional i té [B|. Ce domaine sera défini par certaines
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fonctions fondamentales : et toutes les fonctions construites ration-
nellement (au sens habituel du mot) avec ces fonclious fondamentales
et les variables considérées, e(, toutes celles qui se déduisent de (.elles
fonct ions par des diderent iat ions et, des éliminations appartiendront
a | 1 1 1 . Ou considère, en d'antres termes, comme opérations ration-
nelles non seulement celles qu'on désigne ainsi en Algèbre élémen-
taire, mais aussi les dinereutiat ious et les opérations consistant a éli-
miner des variables entre des équations tiuies déjà rat ionnel les par
rapport a ces variables; et aussi celles par lesquelles on exprime
réqnivalence •de deux systèmes d'équations de la. même nature.

Les opérat ions par lesquelles nous avons traité le problème fonda-
mental du Chapitre précédent soûl donc toutes rationnelles, si les
équations (A ) dénuées sont elles-mêmes rationnelles dans le do-
maine j H ) considéré, A.vec cette hypothèse, les systèmes a.uto"
morphes auxquels nous sommes arrivés sont eux-mêmes rationnels :
ceux. du moins qui seront déterminés par la condit ion d'admettre une
solution principale donnée, ou tout au moins uue solution défmiepar
des valeurs initiales appartenant au domaine | R [.

Ces principes posés, nous allons pouvoir préciser le dc^ré (fe ^po
fialiié d'un système (S) donné, et discuter la théorie esquissée par
M. l.)rach dans sa Thèse*

40. Les résul tats des n^ 30, 3 1 , 32 moutrent, en e f ïe t , qu'a tout
système ralionuel (A,) compatible avec (S^ en correspond, un admet-
tant comme solut ion une solution principale quelconque de (S),
définie par ses données initiales, et qui est transformé d'un système
dont toutes les solut ions appartiennent il [S, A ) . Ce nouveau sys-
tème doit doue être considéré comme au. moins aussi, simple que
I S , A J .

<.W nouff mn.du-U à nous lfm,iler\ au moins d(iiu une première étude,
(iu.v sy^ém.es (A.) ()ui w/mellwl comme solution une même solution prin-
cipale déterminée ̂  de ( S).

Les résultats des mêmes numéros nous nwntmït encore que, de
lout système |'S, A.1) do cette nature, on peut dédui re ra t ionne l lement
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un système [S, .Vl autornorpl io don t toutes les s o l u t i o n s appa r"
»/ l. .1 A. li I

t iennent à [S, A J , et, admet tan t encore ^ connue s o l u t i o n .
Au point de vue où nous venons de nous placer, noas ,w/ww,v r/rw

en droit de ne considérer parmi les systèmes [ S, A J r a i i o / t / ï c i s , n d m c t f d / î ï
la solution o\p que ceux qui sont autornorphes ; p u i s q u e n o u s pouvons
dire , d'après ce qu i précède, que ce sont les p ins s imples .

Et il résulte imméd ia t emen t de la d i scuss ion du n0 ^8 que , /mrmf
Un/s ces systèmes, il y en a un dont les H ( ) l i ( l { o n s ( t p p a r t ù î i î l e i ï t à lous tc^
aulres (et même, d'après ce qu i précède, à tous les systèmes (S, Al
r a t i o n n e l s admet t an t la s o l u t i o n cr<,). Nous pouvons d i r e qoc c'est, le
p l u s s imple de tous. Soit [S, B | ce système, el, ( ( » ) son groupe;
(G1) sera appelé le groupe de rationalité de V ( ^ ) ̂  o, cor respondîu i f
au d o m a i n e de r a t i ona l i t é [R[ , et à la s o l u t i o n p r i n c i p a l e 'j<,.

11 r é su l t e encore de la d i scuss ion du u° 38 q u e ^ ^ ' r o î i f H ' rmw,w//
l'un (lupiconqa^ des sysinnes fUîloinorplics (S , A [ , r a l i o n / f f ' l y cf (ïdnni.
lant la so!(Hio/i cr,,, conlicfH ( G ).

11. A ce r é s u l t a i on p e u ( J o i n d r t * u n e réc iproque .
I m a g i n o n s u n e équa t i on d i i ï e r e u l i e l i e q ' ue l co ru l îK 1 , de la f o r m e

(i) Q(,r,,...,.r,, ..^f-.^,.- /,/„ . . . , / . ) -^(^/^ ,,.,/,),

dont le p remier rnembre soit f o n c t i o n r a t i o n n e l l e <le t ous scs î i r^ î î -
m o n t s ; et supposons qu'elle soit vérifiée par (outes les s o l u t i o n s de
[S, B ). Je d is que la fonc l . i ou g du second membre a p p a r t i e n t aussi
au d o m a i n e de r a t i o n a l i t é [H J.

En e f Ï e t , ce t te équa t ion est u n e conséquence algébrique fc'Ch!"
a-dire en considérant tous les a rguments q u i y ti^rrent comrm» des
indé te rminées ) des équa t i ons du système (^BJ mis wm ' ùmw
empiétement intégrable, d i f Ïeren liées, l e 1 cas111 échéarit , jusque
l'ordre de Q.

Î.1 suffi t donc dupliquer le théorème général du n^ (H)ur con-
clure que ^se calcule, par voie r a t i onne l l e , au moyeu des équa"
f i o n s [S, BJ et de la f o n c t i o n Q; puisque nous supposons les é l imi-
nat ions el les identif ications possibles dans le domaine pi"L

Pour plus de netteté, on pourra ^astreindre à n^nl mettra (hm le



SHI U THEOHIK DF. UALOIS ET SES DIVKUSKS GEISEnÂI-IS.VrîONS, 71

donm'in** d î » mîiorudiie j BJ , qur. d^s lonriious d<*s dmv^es drs ,r/ qui
sohuil ntinHUMdIps, au sens (^nwniaire (lu mol, par nippoH ;î n's
dmvt^s, I^s rodî îdpnJs dn ws dcrwos dans c^.s fondions poumni
rire drs foi^tions d^s vîu'hildcs ^ ^. ...,^,;^,, . * . , ^n l 'uSioliiKïlli^
nti s^ns (ïliis ^néral d^tiHi an n" 39. Élaiil donncc lîi IOÎMIK» I roî iVH1

)»o!ir Irs rquît i ions d(1 il('»iii,u(ion d^ ions IPS ^ro-iipcs-f.yix's ("onnus,
( * < * { ( , ( * r^siririiou n^ s^uirîtil ^J.i'e ^rnuiiti1»

Alors, si h* ^ ro î îp ( 1 fG) est (numiif, ( * ( * ÎH* soiii qn^ l<*s d^rivrrs
. r 1 ^" 1 ' 1 ' ^ " ' qui ini^rvimHwnî d;uis 1 ( 1 ( " î d c t î l j ï i^r^dt^il, ci l 'osi ^si î ' i ^o ï î "
'rî ' i is^iïi^îi i d;i!ïs les ^(îndil ions dt* l î ï dcnîonsi l ' î l t io î î du ilicorpn'K* ^l"
îîl'•nll <li.î î î ^ ^ sur h^jud nous nous î t j î p u y o î i s ,

Si h* gmupi* (H) (^f iHJ.ransilif, o î î i^u'îi d'alH>nl l<'s (Uiminalions
HM-i^^Hir^s (x^ir si» d^ l ^ î t r r î î ss^ r parlonl. d f*s foî idioî is .r,^,, , , . , < r ^
«m* l'un prnim supj»oser ^giîl^s î » SPS i î i v ^ r i î l î t i s d'ordre Zt'To dis"
|,iii(*j^. I';j l 'tHî s^ra nHmmr nu ^ns d'dî i ^rou(M* l.mtsijif, ))nur t l i î < 1

^( j t i î i t in i i I*, t ^' ) ̂  <> it v 1 1 1 1 1 ^ t V i î f iub ips i î î d r j ï r ' i î d^ î i d ' s sc î î l ^mc t i l , Dmi's
rr' ^ î î i d î l , < M Î pourr î t H V O Î Î ' h i'^n^1 < 'p r l î i i i t ^s iTsohîlions d 'cqi î î i l io t is
( i î i i ^ h^ il i^l^lair mu1 l'oîi d (*vr ; t , si I M ^ S O Î H i^i, î .d ju i îK rp îi i i d o î u u î î i c
dp ^jioiuî|i|<» Irs (^N.ffici^uis d^ P, (.r) rî. c^iix drs iimiriîiîils lond«i-
i î i f * î i l» tux d t î î i o î i v ^ H S î ^rmip^ didt^ i iMjînd t < < ; sr1 scni ( ruî is lor i iK* .

(;^1^. |i.g(,n» t j j f j i^ î i l l r lirui i» l l in-rrilî iîdc s i î r l î» n,(iiw drs o i î o r î i 1 1 1

iiuîis < j î î i iHiprvhîim'Ht. dîi i is l î î d^sMHî^ I rs iJ i ^ î î d ( î l.lï^rhiH* du tt" .'),
< j t î î ï » d ou «pm* d.<iî îs î î t i duHiîi i iï i* dr ra l i f » ( i î ï i i j ^ q t i (dro îH) î . î (^ hll^
j.h* i î f . dmir î î ht îuilt irc ï î i c H î * 1 de hi qii^sliolî. ^lî l is tdli» dispîiml îthso"
l î î i ï i f » i i { . ^i li» drniUîiîM1 [ 1 1 ) i^t ̂  dmïi«iim* ïKi t î l i ' td des l 'o l î r t ioî is nition-
mdh's» îiu scî is usu^l d î t rrird, l»îïr r^jqïori it /, /(, . . . » / , / ; 'rp .. * , .r,/
r1!- Ipurs d^r iv^rs»

Xmis î î i i î i s i»ïî f i ^ î idroî ïs iï rhvpolhrs^ îua i î is îTsif idiv^. ( î i i j o | ) l î î ^
J i î i î î l s i t î ' J I I ) , en S Î Î ) ) I H » S U Î Î I d^n ' t î $ i t v . î î î i qm1' roîi ^si iodjoiïrs dî i î is h»
r,ts d*»!! ^i^Hîj»^ H*) Irmisitif, ^« t qiK* l'^n p^î^- mili^r» le ( '<(s
r^lK^î»!, r fMi ï ï îK" rmus I ' Î ) V < H Î S ( *x j» l iq i ï^ . Noiîs [ ïo t îvo i^ ^lors conrhins
rii triufi' ahstirHitci*, qiH1, www ./fr/in//f^\ lajnwtn^ ^ ( / < / , , ....///;
r,v/ i^tfîfîfi/ifll^"

M. i î ï î î i g i îK i î ï s , ^ î î pîtribîiih'r, f î « svsîi'irN* î t u tu în^ r j d î f r j t î ^ l ^o i ï q în *
îi^oci/' il m ^ro«p<1 doîit, I^H ^jtHïlim1^ d<* didinition (d^H ininslor-
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mations finies) soient ra t ionnel les , et a d m e t t a n t la s o l u t i o n cr^
Les équat ions de ce système sont d e l à forme ( î ) ; et, si le groupe
associé au système cont ien t ( ^ G ) , le système admet toutes les
solutions de [S, B ] * Donc, en ve r tu de la r é c i p r o q u e pré-
cédente, les seconds membres des équat ions du système seront
rat ionnels .

Donc, îoiU système aulomorphe, .ya//A;/r/w//// a.a^ eow/ifio./îs é/îoneée^.
et dont le groupe asweié contient (G ), est ration/ici.

Nous sommes a ins i arrivés a u n théorème t o u t a (a i t précis, et q u i
est l ' ana logue du f a m e u x théorème de Galois . 11 ue sera pas inu t i l e
de réuoucor à n o u v e a u en en t ie r .

-1:î. Tm^oîîou.; i.-oM».uu-:,vrAL (Premier e/Wfw), — Efnfîf donni19 un. ̂
mai ne (/emffo/Hffi/e\ li | défini par r ad J o i t ^ i ion ^ aa do/naine nalun^ d'an
écriai n nombre defoneliom de .r<, _,,r,; /, /,. .^, /,: weofmdereane
équation ̂  {x) ̂  o dont /e^ eoe^iefen^ apparïhmient à ee dfmai/îe j" I{ (,
dont aaeum intégrale ne pâme ^ ^eafealer par ht réglai iw d'é^alHw
Jinles ratiormeU^ ikw [W\, et (pd soit ^pédale dam l'R). On "ima^ne
foafîlesgroupe^de framform.atzom w A^ ^ ., ̂  dont le^ t/w^/n/m^
tions /imes fîont définie par des é(paUow de dé/inition rationnelles
dam [H|; et les wtem^ automorpfw [S, A J correspondant à rrv
{froupe^ el contenant le, é^atiom (S) : m ^tem^ dé/lni.mmf. par
conséquent, comme (S), de, fonction ̂  .„ ̂  de, mmable, {ndéne^
dantes t, t^ .... ̂ . Cela posé ;

. ̂ ^•^^^ principale ̂  de (S) aorr^pond an ^oape tra^
'lu/wf d€ ̂ ^ ̂ /^^^. W/e yoape de rattomifité de l-éw^
tion P (a?) = o, et joutant d^ propriétés wimnte^ :

i0 Tout ^térne [S. A], de l'espèce conférée, oui admet la ,o{nlion ^
et dont /e^ua^s^ rationnelle^ a^r^'o^^^^^^
contenant (G); • - i ^ npf

^ ̂ y^. [S, A.j, de l^pèce eo^dérée^ dont le ^oape a^/é
^U (G.^ et qui admet la ,oluUon ̂  se compose ̂ ^a/^w mtio^



S Ï I H LA THEOIUE DR ( ÎALOÏS 'ET SES DIVERSES GÉNÉÎULÏSATÏONS. 73

3° // wi^e un syst^/m [S, B], ayant (G') pour croups associé, et ad-
nieita/tl la soin lion o"<p

Les r é su l t a t s du C h a p i t r e précédent nous permettent d'ajouter
i m m é d i a t e m e n t :

Les ^roïtf^s de nilloïïalilé, rw responclanf à diverses solutions princi-
pales, sont semblait es.

On pour ra i ty plus géneral (»men(: , d'après les résultats du 11° 30,
subs t i t ue r dans renoncé précédent , à la solut ion p r inc ipa le cr^ tou te
solution qu i , pour u n e valeur convenab le /^ de la var iable /, se
r é d u i r a i t a des f o n c t i o n s ^,...,^ de / , . . . , ^ , dé f in i e s par des
équa t ions

//:•:,,,::: ̂ (.r^ ..., .r;;) (/: .=r,^,., . , /0,

dans les seconds membres desquel les f igurera ient des fonct ions
^(»r^ « , * , ^) a p p a r l e n a n t a n domaine de ra t ional i té [11111). Le groupe
de r a t i o n a l i t é a i n s i obtenu serait encore semblable a (G), j yune
maniè re plus précise^ ce serait ^'''((x)'!1» T dés ignant la transfor-
mation

(T) »y, -^ ^(^'î, ^ ., ^n) (^ ï » ^» - * * ^ ^),

l i an t celle nouve l le solution ;T(, » . ^ a"^ a Ia^ so l ix i ion p r inc ipa le o^,
sn[H»osée corres jHHidro a. la valeur f^ de» la variable / (1}. Ï / à c o n d i t i o n
que nous supposons e^t < lonc que la solut ion considérée soit l iée a
une solut ion principale par une transformation (T) ra t ionne l le .

44, Pour les autres solutions de (S )y on ne peut r ien dire de gé-
néral* Mais il. existe (certainement des so lu t ions pour lesquelles le
tiléorème est f a u x . I l n'y a, pour s'en assurer., qu'à se reporter a
l 'exemple du n^ 3:2, le domaine de rat ional i té [B'J é tant le domaine

( j j Le» ^roiîjNN'dip nuxmalîlé qui eorrewpon(ieirïl à doux solutions prineîp^Ïes difÏ'éronteH
wmt wîîîîbîilbîe^ cm généraly par tïne iransfbrffîation qui n'est pas rationnelle ni moine
^îgébfi(|ttô»

/iw^ É€. ywm^ (3), XXL ."— fôvftïtïii 190^ 1 1 SO
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nature l . Pour toute solution pr inc ipa le» on a le système ("S, B j,
ou (B) est

à^/^ „„.....- .̂  .

et le groupe de ra t ional i té (G) est le groupe l inéa i r e homogène
^'^.€tX^

car c'est le groupe associé au système | S, B ) précédent , il n'a pas d < »
sous-groupe transitif , et l 'équation considérée n'est pas intégrabie1

algébriquement, pour une fonction ra t ionnel le M(l) que lconque ,
Or les solutions qui. satisfont à l ' équa t ion ( ï^ Ï ) du n° 32 ne peuvent ,

sat isfaire à aucune équation r a t i onne l l e q u i n'en soit pas une consé-
quence. En effet , on on dédui ra i t une é q u a t i o n r a t i o n n e l l e diï pre-
mier ordre, à laquel le sa t i s fera i t la s o l u t i o n cons idé rée» Celte nouve l l e
équa t ion , devant admet t r e la t r a n s f o r m a t i o n i n f i n i t é s i m a l e P C F ) ,
serait, d'après ce qu 'on a vu au n° 32, de la (o rme

( ; î) / ^ ̂  .̂  a(.l, /,) —o,
...„ iH<l

en désignant par a(/ , / , ) une solution quelconque de :P(^')^<h (û,
comme le premier membre doilétre fonction ratjonnelle tie IOIIH les
arguments qui y figurent, il. ne peut contenir a. Sans quoi, étmil

(onction rationnelle de ^et^ c'est-à-dire de x et f, ̂ , les coefti-vibt <^{ ' 1 " 1 1 1" ' lil '
e ien t s 1 des'termes monômes en a^/, ̂ Y seraient ^w fonctions
rationnelles de t e t 1 ^ ; et comme, d'après la (orme de (a), ils ni*
dépendent que de a, a serait fonction algébrique de l et i^ ce qui ^f,
impossible. !

L'équation (2) se r é d u i t donc, en réalité, à la (orme
1 f l , àx \/^^,^.::o,

/étant fonction rationnelle de ses arguments, et l 'on en conchir
àx

^^-.:^(^

^ étant une fonction algébrique.
Cette équation, devant être compatible avec l'équation (^) du
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H0 32, tîî'C^1*) devrai t être une intégrale de l ' équat ion de Riccat i
fi/ -h r,)2 4-"/(<2') — | -=, o,

ce qui est impossible pour une (onction rationnelle/(;r) quelconque,
puisque celte équation de Biccali n'a pas alors d'intégrale algé-
I) ri que.

Les solutions de, l'équation

(^ 1>(-)^1 ;-4 w^-0

q u i sa f i s ton! a
/^.y , fâ.rY ().r - „

(,.) ^ ^ ^ 4 ^ i - ( ^ ^ ^ ) 4 - ^

ne satisfont donc. a a u e u n e é q u a t i o n r a t i o n n e l l e q u i ne soit, pas n u e
conséquence de ces é q u a t i o n s |Ï î / i) . C î ^ ) | ; el comme ces é q u a t i o n s
ne f o r m e n t pas u n système au tomorphe , le théorème ne peut s 'appl i -
quer a a u c u n e de ces so lu t ions .

II. — Deuxième forme du théorème fondamental.

•l^ Mous a l lons m a i n t e n a n t t ransformer l 'énoncé du n011^ de
m a n i è r e à le rendre p lus semblable à l 'énoncé classique du théorème
de Caloi^

Nous considérerons les diverses fondions Q de la f o r m e i n d i q u é e
î i i î ir 41. Pour chacune d'elles nous désignerons par Q la fonct ion
de / , / t , . - ., tu IA l aque l l e el le se r é d u i t q u a n d on y remplace les fonc-
l ions ,r^ .... .̂  par celles qui cons t i tuen t u n e so lu t ion p r inc ipa l e ry^
tou jours la, même. Les -diverses so lu t ions d u système fonné de (S)
ef, de réquai ion Q ̂  Q peuvent se représenter, sans ambigu ï t é ,
par Ïcr^ T désignant, l ' une que lconque des t ransformations d 'une
f a m i l l e déterminée de transfbmuUions T. Nous di rons alors, pardét i -
f in i t i o rh < iuc Q. considérée comme fonction des intégrales de P(^) ̂  o
qui cons t i t uen t la solution o^, admet numériquement les diverses
trausJbrmafHHw tt et pas d'autres. , 1 , ^ . . . . . . •
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Cette définition s 'appl iquera i t encore au cas ou Fou par t i ra i t d ' une
solution absolument quelconque, au l ieu de pa r t i r de la solut ion c^ :
bien entendu, les transformations T seraient alors remplacées, rn
général, par d 'autres»

Mais bornons-nous d'abord au. cas où cr^ est un (solution principale:
Q s'appellera, pour abréger, la valeur numérique de Q.

Supposons d'abord cet te valeur numér ique ra t ionnel le , c'est-ii-dire
que ce soit une f o n c t i o n de l, / , , . , . , /„ appartenant au domaine de
rat ional i té [R].

Si le système [S, A] fo rmé de (S) et de Q = Q, est automorplie, son
groupe se confond avec l'ensemble des T, qu4 en vertu du théorème
(bndamenta l du n0 43, cont ient des lors (G). Donc B admet miinéri-
q u e m e n t le g roupe (0).

Si le système [S, A"] considéré n'est pas autoinorp'he, nous savons,
) » a r le Chap i t r e précédent, qu 'on en peut d é d u i r e un système a i î (o"
morphe r a t i o n n e l , a d m e f t a n t la s o l u t i o n cr,,, et d o n t toutes les soîlî"
f ions a p p a r t i e n n e n t à l 'ensemble des T^; c'esf "a-dire riorït It* gralîjîe
ne con t i en t que des t r ans fo rmat ions ï* Or ce groupe eontkmt (<i1)
d'après notre t'iléorémo f o n d a m e n t a l . Donc^ dans co caa wwv^t
Q admet niur iér iquement le groui)i* (G)»

Réciproquement, si Q admet numér iquemen t le groupe ((î), on
peut appl iquer le théorème du n^ 41 à l 'équation QsssQ; c'est-à-dire
que la valeur numér ique de Q esA ra t ionnel le ,

Donc, sous les hypothèses énoncées en détail au ïî^ 43^ ort (Nmf.
dire :

THÉonÈME FONDAMENTAL ( Deuxième énoncé). -"* A toute ^lutfon prin^
cipale, Xi = a/(z, ̂ , ̂ ., ̂ ), (/ == î , 3, ..,, n), aorresfmnd un ^nm/m (<3)
de trar^/brmalions ponctuelles en .t'̂  *.., ̂  et un mil, /w^éf/anl. la
double propriété suivante :

\ ° Toute fonction rationnelle de t, /,,..., /^ de .r,, .,., ̂  et de Iwry
démées, qui, considérée comme fonction desi intégrales o^, ..., a/^ a une
râleur numérique rationnelle, admet, cm même point de vue, ee^^-dfre
numériquement., les transformation/} du groupe (O1)»

2° Toute fonction de la même nature, ^ui admet nunmmfuenwnt I€H
trans formations dé (G), a une valeur numérique Mtùmnelle.
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0 groufw ((;) ^^ nk / î f i f j t i ^ an groupe d^ miiwalild (lu premier
r/<ww (u° ^'î)»

KL Le théorème s ' app l ique ra i t encore^ év idemment , aux s o l u t i o n s
p lus générales d é f i n i e s au n° -1;î, et q u i ne son!, en somme, que les
so lu t i ons p r inc ipa l e s (les é q u a t i o n s d ^ d n i l ï ^ s de P (^ )=^o par uiH1»
I r î i ï i s f o r î n a l i o n ra iHmmdh» < t f^ec( .ué(* sur les v a r i î i l » l e s / , , . , . , /^. Mai s
ï l i i c poimms-Hous à\r^ )>oi . i r des solut ions ahso lunHmt t jno I ro rHines?

Soil T'7^ I U K » (.elle s o l u t i o n » a b s o l u m e n t q u e l c o n q u e ^ niais qu i
sera. toujours la même dans co q u i va suivre ; ̂  dés i^uaut toujours la
s o l u f i o u p r inc ipa le qu i < iouue (( i1) pour groupe de ra t iona l i l é . Nous
désignerons par Q ee qu^ dev ieu t 0 quand, on y s u b s t i t u e ce t t e solu-
t ion Tç<p

Supposons d'abord Q r a t i o n n e l , et considérons encore I f * système
(S, A J (orme de (S) et, de Q ̂  y. D'après Fé tude générale du Chapi t re
précédent» ce système a la propriété s u i v a n t e ; ses solut ions se répar"
tissent entre des systèmes a u t o m o r p h e s ï soit |S»A/"J celui d^ent re eux,
q u i admet l î i s o l u t i ^ > n 'rcr,,. Alors le système ( H , T1 1 A.' 1 admet la solu-
t ion ç^, et diaprés cei qu 'on a vu au n0 ^O» esl, j î a r su i le , r a l i o n n e l »
Son groupe eHt ^((.î^T \ si ((«') est le ^rou()e de (S, A / J . Or i l con-
t i en t ((»}, croupi* de r a t i o n a l i t é re la t i f a cr^ Donc, inversement , ( G ' )
con t i en t - Je groupe T^Gyr.

Oii vo i t donc que Q, considérée comme (onc t ion de la so lu t ion T'r^
admet le groupe 1' *((!)'!' q u i est a l^o lument dé te rminé . La première
partie de l ' énoncé du numéro précédent s ' appl ique donc encore à la
soiutioli Tcr^ en î4uhsii(-uant a (G) le groupe semblable T1^!)^

Payons a la seconde Partie^ (Tesl-à-dire que nous supposons ici
que Q, comme (miction de la Ho lu f Jon T^, adnn1*! le ^rou[^e T 1 (0)T.
Jt*1 dis que la va leur mKï îé r ique Q est encore ra t ionne l le , .

Cmisidéro'ns^ eiî e f l e t » le système a u f o - m o r i ^ l i e , ayant pour groupe
associé T ^ ( G ) ' ! ^ et ayant Tcr^ pour une de SCK solut ions. D'après les
résultats d,u n" 2i^ il s 'obtient en ad jo ignan t , a (S) des équal ionsde la
form'e
(3) V.^^H -^ ^'i -.^^ff•"3/'^ l - * * ) 1 1 1 - • - ^ ( ^ ! , ..^ ̂ ) ( . y - ^ . ï ya , ..-,^),

ïni les jïrcmif1»!^ membres Hont rationnels et connus/tandis qm* les
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fonct ions œ^ ne le sont pas, mais ont des expressions bien dé te rmi -
nées. Alors, d'après le ra i sonnement du n0 41, réquai ion Q.^Q
admettant toutes les solutions du système ["(S), (3)], 0 s'exprime
rat ionnel lement au moyen des coefÏicients des équat ions (3) et. de Q,
Et les (Oy ne peuven t figurer dans cette expression, pu i sque Q ne
dépend que de i, / , , . .., /,/,. Plus exactement, si les (Oy e(. leurs déri-
vées f i gu ra i en t dans celle expression, on pourra i t i m a g i n e r qu'on y
donne aux x^ .. ., x^ des valeurs constantes, c^ost-à-dire quelles se
trouveraient remplacées par des constantes. De toute façon on voit
que Q a bien une expression r a t i o n n e l l e en /, / , , .. *, /„»

Donc le groupe T1111 ((;-)! jouit, pour la solution Tcr^ des d^u.v pn^
/mêlés 1° et 2° de l'énoncé du //0 -15.

47» U y a c e p e n d a n t u n e didenmcc essent ie l le e u f r e le cîis d(1 la
solu t ion To^ q u e l c o n q u e nf , c e l u i de la so lu t ion o^. La v o i c i ' :

Pour la solution n^ I I existe un syntfwe r u t i o n / î ^ l n'ayant, pny d ' a u f ' r r ^
^oluuom que o^ et celles (pi. en dérivenl. pur l(^ iran^ formations du
groupe, de rationalité (G ). Tandw que pour une solution T^ (/nehonaue,
Un existe pas, en général, c/e ^yMéme rationnel admettant pour sen mdeïi
solution}! 'Y cr^ et m tram formées par les divers transformations du
groupe T-'^G)!.

L'élude fa i te au n0 44 sur l 'exemple par l icul ier du n^ 32 mon t r e
clair e m e n t c e t le d i fie re n c e.

D'une manière plus générale, considérons deux systèmes rationnels
de la forme [S, A] admet tant la solution Tcr<,. Si aucun des deux n'ad-
met toutes les solutions de l 'autre, on en dédu i r a , on réunissant les
équations deadeux systèmes, un nouveau système do même (orme, cf.
dont le degré d ' indé te rmina t ion sera moindre^ Comme le degré d'in-
déterminat ion d'un système no peut d i m i n u e r in dé fi ru me ni par l 'ad-
jonction de nouvelles équations, on en conclut que, parmi /WH le^
^sternes rationnels admettant la solution Tcr^ // y en a un et un^eul
dont le degré d'indétermination est mmimnm, et tou^ les autres admettent
forcement toutes les soliulonff de ae'lui^la.

-Si nous appl iquons à ce système la méthode de réductum du Clia"
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pitre précédent, i l se* décompose en systèmes automorphcs, don t les
groupes sonC (.raprès un ra i sonnement fait au n0 46, des Iranstorrnés
d 'un même groupe c o n t e n a n t (G). Les solut ions de chacun de ces
systèmes an tomorphes d o i v e n t se répart ir à leur tour en t re des sys-
tèmes an tomorphes dont les groupes associés soient divers groupes
transformés de (d). Car le fai t se produi t pour tout système auto-
morplHs d o n t le groupe c o n t i e n t ((:»•) et <jui admet la solution c^p
p u i s q u e c'est u n système r a t i o n n e l | S, A] admet tan t cette s o l u t i o n ;
et les systèmes en ques t ion sont dos t ransformés d'un tel système.

Do/n1! les solutions du système ni i l on/tel [S ,C| , de de^ré d'indé-
îermi/tdtion fni/limum 'par/ni eeu.v qui admettent la solution (jnel-
ronifue 'I^tp se parlaient enire des systèmes ((tUomorplies dont les
^nnîpes ctssocfes sont semiddides un gronne de rcuioncdite {(ï ), ('on'es/n)/h
d ( f / i ï à ^(,»

I/un quîdconque <le ces systèmes aulomorphes sera de la forme ( 3),
ou les V1., sont rationnels, tandis que lesr.-^ sont définis par un système
différentiel auxiliaire ( 1 1 ) , obtenu en exprimant que le système
) S, C'| admet toutes les solutions de (3).

Ht ee fîYslenie ('H}, dont les efj initions so/it fr<tioif/îelles, est ï e l f/f^/t
/^e.vf^le Mien/ie emnifio/i dl^/erentielle ratinn/felte, ayant (t^ee Ini, f'omrne
sotîUto/i eonnnnfte, celle (fni eorrespo/id an ^ronpe T'^iiy.r., et <iul ne
soit une eo/fsef/ne/i-ee des équations de ee sy^feme. (Iaî\ s'il en éta i t autre-
ment, le système | t % < î | n<* s(*rait pas le système d'indétermination
minima» parmi les systèmes rationnels admettant la solution TCT(,.

•i8. Ce système (H) con t iendra les équations du système (ç;) qu i
donne ra i t ies (onc t ions o^ fournissant les équa t ions de dé f in i t i on de
Î O U H l(»s gronj)es du même type q u e (G) : cela résul te de la théorie1

que nous avons donnée, dans le Mémoire déjà cité, pour la dé termi-
na t ion décès types, pu i sque le groupe (K), où l'on considère^ comme
u n paramètre, est du type de (C11), et est déf in i parles fonct ions 0, ,?et
que l'on a ( n0 28),

V, ,:-:.•: L,[^^(^H —^h ...l—^--^', —) (^::i,^..,/^

Ces éqoationH (^), qui wnt dos coriiditions d'intégrabilité du sys-
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terne (3), sont les seules équa t ions que le système ( I I ) doive néces-
sairement contenir , d'après notre élude des systèmes resolvants
(n°33).

Donc, pour les solut ions T(T(, absolument q u e l c o n q u e s » le sys-
tème (H) se réduira au. système (î?).

Il en résulte également qu'il y aura des solutions correspondant h
un système (H), formé en adjoignant aux équa t ions ( ^ ) de^i équa-
tions rationnelles absolument quelconques, compatibles seulement
avec les équations (^).

Telle est la raison générale des faits que nous avions constatés sur
l'exemple part iculier des n0" 32 et 45*

III. — Troisième forme dn théorème fondamental.
49. Nous a l lons f a i r e i n t e r v e n i r m a i n t e n a n t les conHidé ra t . î o î î s

du § IV du Chapitre précédent
Nous sommes arrivés, clans ce q u i précède, h cette conclusion qu ' i l

existe un système automorphe rat ionnel JS, B( , dans lequel les équa-
tions (B) sont de la forme
(B) <.[... A(^^ —,^). ...\^^^-^,^.]^^(f,/^ ^.^)

(^i^,...,^)

et tel qu'il n'en existe pas de même (orme, possédant yn degré din-
'détermination moindre. Le groupe ((x), associé à ce système, est le
groupe de rat ional i té , relatif a la so lu t i on principale ^, qu i corres-
pond a la valeur^, de L

^ Donc, d'après le n° 35, il existe un groupe ( K ) de t ransforma-
tions1 i), ne se réduisant pas à la t ransformation ident ique , et qu i m*
se confond pas non plus avec le groupe général des transformations Û,
dont les^équat ions de déf in i t ion (de ses t ransformat ions f in ies) HO«(:
ra t ionnel les .

Ces équations de défini t ion sont précisément

( K )
€.[-A(^ ...^), -J-^^—^....]-:.^^^. _^)

(,y==r,2, -•»/>).
tf ̂  t.



SUR LA T1ÎÉOIUK Î)F- GALOLS ET SES DIVERSES GÉNÉRALISATIONS. 8ï

Le groupe* ( K ) est, do reste, le transformé de (G1) par là transfor-
mat ion ZI(», qui e s t d é l i n i e par les équations

,^.— ^ (/, ^i, ..., ^) .̂.: ̂ ^ (^r: r , 2, ..., /Q,

q u i d é f i n i s s e n t aussi la s o l u t i o n cr,,.
Supposons q u e les équa t ions de déf ini t ion d^un 'autre groupe ("K')

de t ransformat ions il se trouvent ra t ionnel les . Alors, d'après la for-
m u l e (24) du n° 3l, i l l u i correspond un groupe ponctuel (G'), déf in i
par l ' i d e n t i t é symbol ique

(A) (G^^r)^1;

et , en t a i s a n t / :̂  / < » dans cette iden t i t é , comme ̂  se rédui t alors à la
ï r a n s f o r m a t i o n i d e n t i q u e » on r econna i tque les équat ions de d é f i n i t i o n
de ( G ' ) se déduisen t de celles des équat ions de dé f in i t ion de (K/) où
/ ne f igure que comme paramétre en y remplaçant t par t^ (Cf. n° 36).

(..es équa t i ons de dé f in i t i on de (G ' ) sont donc rat ionnel les . On
o b t i e n d r a , p î i r sui te , un système [ S , . A ) r a t ionne l pour dé f in i r
l 'ensemble, des solut ions r? de ( S ) (el ies que les t r a n s f o r n i a t i o n s S q u i
leur correspondent , comme i l a été d i t au n° 31, satisfassent a l ' iden-
î. i té symbo l ique

(^^^{ l^}^1 ,

Ce système (S, A) admet, en vertu de ('^), la solution cr^. C'est un
système automorphe, doul le groupe (G^ est le phis ^rand groupe
dans lequel ("('r) soit invariant. Gar, si l'on pose cr = TO-(,, (^est-à-dire
^ 1—T^E^p on voit que T est définie par la condition de laisser (G')
i n v a r i a n t .

Alors, d'après le théorème iondamenta l , ( G i ) cont ien t ((.x). Mais
le [dus grand groupe de t rans format ions û laissant [ S, A. | i n v a r i a n t est
te groupe ( K ^ )» d é f i n i par ndent i té (n0 36)

(K.^^i.^Gï)^.

On en conclu t , à cause de ( \ ) et de la formule analogue
(K)::-:^^(G)2^

que (K/) est un sous-groupe invariant de (Ki), et que (K,) con-
tient (K).

^f // fî » l'.v - /Vf/rm,, f ,'51 ), X X Ï i «
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On remarquera que l'on arriverait à la mémo <*ondus ion , par la
même voie, si l'on supposait seulement que ce sont les équa t ions de
défini t ion des transformations' infini tésimales de (K/) qui sont
rationnelles.

50. Nous allons considérer, inversement, u n groupe (K') — (de
transformations û) —- contenant (IT); en supposant que ses équat ions
de définition sont rationnelles par rapport aux dérivées .des /^ par
rapport aux lavoir n° 34), Considérons encore le groupe (fi ' )» q u i l u i
correspond par la formule (4) î i l contient (G) et est, par su i t e ,
transitif . Ses équations de définition se déduisent d 'une par t ie de
celles de (K') en y fa i san t

t — f,Q, i., — y,, ^ — a^ ( / •:::-: î , 9., .,., i i ) ;

elles sont donc ra t ionne l l e s par rapport, aux dérivées des ̂  par rapport
aux Xi et se mettent sous la forme

U—^(^p —»^). ...|...,^-1^, .,/|:-^(.Tp ^.».r,)
(^:~ï^, ..^//),

ou les .^^sont des fonct ions ral ionnelles de leurs a rgurueulSy ( and i s
que nous ne savons encore rien su ries û)^

Mais, si nous écrivons que ces équa t ions admetlent toutes lessohî-
lions des équations de déf in i t ion de (G), qui sont ra t ionnel les , nous
obtiendrons des formules d o n n a n t les o^(,r,,, , , . , (Vit) eu fonc t ion
rationnelle des o^(^, ..., x ^ ' ) et des variables ̂  et ^,. On le verrait
en raisonnant comme au n°41. Or ces formules ne peuven t lier IPS .r'.
aux xi : elles prouvent donc que leso^(^, . . » , ̂ ) sont des fonct ions
rationnelles de a^, ,.,, x^

Donc les équations de défini t ion de ( ( V ) sont raf ionnel ies ( j )*
Considérons alors le système automorphe [S^ A], qu i a ( ( V ) pour

groupe, et admet la solution Œ^ D'après le théorème f o n d a m e n t a l , i l
est rationne], puisque (G') contient (G). Donc les équations de défi"

( 1 ) Ce résultat permeLtraii d'énoncer le tlxôorèîno îwhmmUû (hï ff tô wm ar$e formo
un. peu plus large, en imposant seulememi mn groupes wmBiâévés la eorïdîlion ̂  Imw
équations de définition soient rationnelles par rapport avx (JérivéôB (îeg ^ par rapport
aux ^•.
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ni l ion du plus grand groupe de transformations û qu'il admette sont
aussi rationnelles* Orce groupe est, d'après le n°36, legroupeS^G-^So;
c'est donc le groupe (K'). Donc, sous leshypothèses faites, les équations
de d é f i n i t i o n de (K/) sont rationnelles.

Pour compléter le résultat, il faudrai t examiner s'il en est de même
pour Ions les sous-groupes invariants de (IC). Cela paraît certain pour
ceux qui, échangent transitivement les variables t^ Mais nous nous
bornerons, pour le moment, aux résultats précédents.

Nous pouvons^ en résumé, énoncer le théorème suivant, qui est,
en réalité, une troisième forme du théorème fondamental du n° 43.

TiîiÈonfcME FONDAMENTAL. ( Troisième énoncé.) — Si l'équation P(o?) == o
fia pas d'Intégrale qui se calcule algébriquement dans le domaine de
ratio/t-alité considéré, et si elle est spéciale, il existe un groupe (K) de
transformations il, dont les transformations finies sont définies par des
éf/uations de dé/lnidon rationnelles, et (fui ne se réduit ni au groupe
i^éfîéral des Û, ni à la seule transforniation identique. Tout groupe de
frans formations H, qui contient (K), a ses équations de définition entiêre-
mcnt rationnelles dés qu elles sont rationnelles par rapport aux dérivées.
Et tout autre groupe de transformations tî, ayant, pour ses équations
finies, des équations de définition rationnelles, contient ce groupe (K),
ou est un sous-groupe invariant d'un groupe contenant (K)*

(Je groupe (K) est semhiald.e au groupe de rationalité de F équation,
r e l a l i f à u n e solut ion pr inc ipa le quelconque o-o, par la transformation
de ^,, ̂ ,^ en t^ ,.., ^définie parles équations mêmes qui donnent
cette solution 0*0 *

Si l ' équa t ion est générale, le groupe (K) n'est plus que le groupe
général de foules les transformations û.

La nature du groupe (K) est caractéristique de la manière particu'-
Hére dont l'équation donnée est spéciale : cela résulte de sa similitude
avec le groupe de rationali té.

[/avantage de celte nouvelle forme du théorème fondamental est
qu ' i l n'v a plun à ten i r compte de telle ou telle solution de^ l'équation
donnée! I l , 'n 'y a q u ' u n , groupe (K),1 1 tandis qu'i l y a une infini té de
groupes de ra t iona l i té (G), poui* âne même équation. ' : 1 1 •
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51. Il existe une classe étendue d 'équat ions ' P ( a ' ) ̂  < > , pour les"
qaelles on peut dire immédiatement quel est le groupe de F é q u a t i o n .
Ces équations se définissent de la manière, su ivante :

Nous supposons connues les équat ions de ( i é t i n i f i o n fies transfor-
mations f inies d 'un groupe quelconque

(5) U,(^, ...,^, ...,,^'1"^, ...)^;^(.^,.. .,.r/,) ( . v r - î , ^ ...,/0;

et nous supposons l 'équation P(^) de la forme

//f6 ) ^+2^( / '<"•••^")^ < ) -/ . . - 1

ou les fonct ions ^ sont celles ( lu i f i g u r e n t dans une t ransformat ion
i n f i n i t é s i m a l e du groupe C^), dépendan t du paramètre /, et qu i sérail
par conséquent

//
XF:.^ç/«, . . .„ , . , , , ,„) ̂ .

Alors le système

(7) U,(,i"i, ..., x,,, ...,a;^.--î"))-==^(^. . . , , t^ (^ .-.:i, a. ...,/,)

admet la transformation

2;^(^,....,^|^£/(<, <„ . . , , ̂ )^,
<r ..̂  1

d'après la propriété fondamentale des cquations de dé f in i t i on d 'un
groupe quelconque, et admet par conséquent aussi

^•^ «,.„...,<„);;;;:.
Donc, d'après le n" 3 1 , le système formé du système ( S ) équivalent

a (6) et des équations (7) est un système automorphe ; cf ce système
admet ici toutes les solutions principales de (S).
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Don, |, ^i-oupc de riitionalii»1 (le (S) (•ont.K'iil, le ^roiiix1 ('O- on

pn'.voit <(i i (1 . si XF ne prcscnK1, ((armi les Iraiisfortiialions intinilcsi-
,,,al(-s de Cn ^roni^. (Icix-ndant d'un paramètre, aucune particulanU1,
le' Hroupe (V; sera préciscnuînt le ^oupc de rationalité de l'eqna-

'"('L Icver i l ie sans IX-'HIP, pourl'eKelnpIf; itarliculier du n" ;Î2, pour
((.quel les ^luatitmsf^snmiuisent a

i <),r' i
ï ^. r ' " ' ' ^ "

lilUlATA.

1 ire. dftns nittwtwtwh W i"', lî ^ lt) 'll 1 1 :

^^ '̂sss:̂ ^^^^
,̂,̂ ';l̂ «S*'i'««"»^


