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RECHERCHES
SUR LES SERIES DE FACTORIELLES,

Par M. Nizns NIELSEN,

A COPENIAGUE.

La remarque, faite en passant par M. Frobenius (') il y a trente ans
4 peu pres, savoir que on n’a pas réussi & donner Ja condition né-
cessaire ot suflisante qui doit étre remplie par une fonction dévelop-
pable en série de faclorielles, est vraie aujourd’hui encore, je le crois.
En effet, les conditions que I'on a essayé de donner jusqu’ici sont
toutes insullisantes.

Par exemple, la condition donnée par M. Konig (*), savoir que la
fonction en question doit étre holomorphe & droite d’une ligne per-
pendiculaive & Paxe des nombres réels, est trop nécessaire pour dire
quelque chose. De méme, la condition donnée par Schlomilch (*)
dans son second Mémoire sur ce sujet est sans valeur considérable
aussi.

Quant aux méthodes d’une portée assez étendue que 'on a appli-
quées pour développer une fonction donnée en série de factoriclles,
¢’est-a-dire une série de celte forme

=

\ b,
() z.x(x+x)...(x+1z)’

n=9

(%) Journal de Crelle, t. 73, 1871, p. 1.
(2) Mathematische Annalen, t. V, 1872, p. 338.
(3) Sitzungsberichte der kgl. sichsischen Gesellschaft der Wissenschaften, 18635 Com -
pendium der héheren Analysis, t. 11, p. 93 (3¢ édition). Brunswick, 1879.
Ann. Ee. Norne,, (3), XIX. — Novemenx 1go2. 52
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ot les coefficients b, sont indépendants de #, deux scules méritent
d’¢tre mentionnées ici :

1° Méthode de Stirling ('), qui est applicable aux fonctions dévelop-
pables en série de puissances négatives et entieres de . Or, cette
méthode ne peut donnernile champ complet de convergencedela série
de factoriclles, ni la condition nécessaire et suflisante susdite. En
effet, ce développement en série de puissances négatives n’a nul rap-
port & la séric de factoriclles elle-méme. Supposons que la série
susdite de puissances négatives de  soit divergente, cette méthode
est en défaut; mais, si la fonction en question est développable en
série de factorielles, une application purement formelle de la méthode
de Stirling nous conduira précisément a la scule série de ce genre
possible pour la fonction. Cependant, un approfondissement du pro-
bleme semble étre impossible par ¢e point de vue.

Dans U'excellent Mémoire sur la théorie ¢lémentairve de Ia fonction
gamma de M. J.-L.-W.-V. Jensen (*) on peut trouver un apergu précis
de la méthode de Stivling.

20 Méthode de Schlomileh (*), communiquée dans son premier Mé-
moire, est applicable aux fonctions qui se présentent sous cette forme

(#) ‘/mf(l)e“‘-‘(/t,
0

ot f(¢) doit étre holomorphe aux environs de ¢ = o. Schlémileh trans-
forme son intégrale & celte aulre

Wl
(7) ST tost = )= e,

et sa méthode est applicable pourvu que la série de puissances posi-
tives et entitres de ¢ obtenue pour /[— log(1 — ¢)] multipliée
par (1 — ¢)** soit intégrable terme 4 terme de t =0 h ¢=1. Or, la
condition pour la possibilité d'une telle intégration est tris difficile &

(V) Methodus differentialis sive tractatus de summatione et interpolatione sericram ;
Londres, 1730 (Citat. de Schlomileh ).

(2) Nyt Tidsskrift for Mathematik, 1. 11 B, 1891, p. 66.

(%) Sitzungsberichte der kgl. sichsischen Gesellschaft der Wissenschaften, 185;
Zeitsehrift fir Mathematik und Physik, t. IV, 1859, p. 3go.
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trouver et, de plus, le coefficient 4, de la factoriclle du rang 7 +
dans () se présente sous cette forme

—_— ("0 N opn—-1) n—1 L1
bu=C} o1+ Cr s o Gt fin,

extrémement incommode & cause des difficiles nombres Cf, désignés
généralement comme les coefficients de la factorielle du rang ».
(Cest-d-dire que la méthode de Schlomileh exige une ¢tude particu-
liere de chaque fonction qu’il s’agit de développer.

Du reste, la méthode de Schlémilch est analogue i celle de Kum-
mer ().

Cependant, une légére modification de Uintégrale (v) nous donnera
aisément la forme commune de toutes les fonctions développables en
série de factorielles. En effet, la premitre Section de ce Mémoire
montre, aprés une étude directe de la série de factorielles générale,
que toutes les fonctions susdites doivent se présenter sous cette forme

commune
1

/A o(3)s*1ds,
0

olt 2(z), la fonction génératrice de la série de factorielles, doit satisfaire
a de simples conditions faciles & indiquer. Inversement, la deuxieme
Section montre que ces conditions néeessaires sont sullisantes aussi
et nous donnent directement le champ complet de convergence de la
série de factorielles obtenue. De cette maniere, nos résultats con-
firment précisément la divination de Schlémilch, savoir que I'origine
des séries de factorielles est & chercher dans des intégrales définies
de la forme (B).

Or, connaissant maintenant la forme générale d'une fonction déve-
loppable en série de factorielles, nous déduirons immédiatement tous
les résultats déja connus pour ces séries et un nombre d'autres. Jeme
bornerai & citer ici les recherches contenues dans la derniére Section
du présent Mémoire, relatives & la multiplication de 'argument dans
une série de factorielles; les résultats ainsi obtenus semblent étre
completement inapercus jusqu'ici.

(1) JSournal de Crelle, t. 17, 1837, p. 210,
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I. — Propriétés générales d'une série de factorielles.

1. Factorielles du rang trés grand. — Dans ce qui va suivre nous
désignerons toujours comme factorielle de 'argument @ et du rang r
ce produit fini

x(z+1)...(x-+n—1);
effectuons la multiplication ¢t ordonnons selon des puissances des-
cendantes de @, nous aurons une identité de cette forme :

(1) 2(x—1).. (x+n—1)=Clar+Cla" 4. . . +Ci ',

ol les nombres entiers G, figurant au second membre sont désignés
généralement comme les coefficients de la factorielle du rang 7.
Quantaux nombres (5, on trouvera aisément une formule récursive

en multipliant par @ 4+ n les deux membres de (1), ce qui donnera
(l“) ;fH‘l = (;;l = n Cfr.ﬁl .

Du reste, Schlifli (') a donné une loi pour la formation indépen-
dante de ces nombres difficiles @ « But this law is a very complicated
one », dit Uillustre Cayley (*), el & juste titre, car Schlifli exprime les
nombres C) a 'aide d’'une somme quadruple.

Cependant, Cayley ne donne aucun moyen pour détourner cette
difficulté, et c’est la méme chose pour les expressions données pour
les nombres G, par Schlomilch (*) et von Zeipel (7).

Revenons maintenant aux factorielles elles-mémes. Dans les re-
cherches qui nous occupentici, la valeur limite du quotient de deux
factorielles du méme rang tres grand joue un role important. Or,
posant

() I‘lz(ft):

on aura
(B) lim r,,(.l,‘) R [‘(,11);

nww

(1) Journal de Crelle, t. 43, 1852, p. 1-22.

(%) Quarterly Journal of Mathematics, L. 111, 1860, p. 368.
(3) Journal de Crelle, t. 44, 1852, p. 314-355; Compendium, t. 11, p. 28.

(+) Om monomial-og fakultets kocfficicnter; ur Lunds Universitets &rsskrift, 1870.
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en outre, la formule () donnera immédiatement

) Yy+n..(y+n—1) Ty(z)
@) e RN CE T = A W3 N

c'est-a-dire que nous avons démontré ce lemme fondamental :

Faisons abstraction des valeurs entiéres et non positives de x el ¥, nous
aurons gencralement :

[
valeur finie

)

s lyly 0. (y+n—1)|
(2) ,!l:nl z2(x+1)..(z+n—1)|

selon que R (x — y) : o.

Ici, et dans ce qui va suivre, la lettre gothique B désigne toujours
la partie réelle.

La formule (2) se démontre immédiatement aussi i Paide du théo-
réme fondamental relatif 4 la convergence ou divergence d’un produit
infini, mais la formule (y) nous est indispensable dans nos re-
cherches suivantes.

2. Champ de conyergence d’une série de factorielles. — Considérons
maintenant une série de faclorielles que nous écrivons sous cette
forme

n=ow

nlb,
(&) sz(x)sz(x+l)-.-(‘”+’l)’

n=9

olt les coellicients b, sont indépendants de et généralement imagi-
naires. Nous avons tout d’abord & décider ce que nous avons i en-
tendre par le champ de convergence d'une telle série. A cet égard,
remarquons expressément que nous n’étudierons pas les séries de
factorielles qui ne sont convergentes que pour des arguments de
partie réelle infiniment grande et positive, séries qui correspondent,
par exemple, aux séries asymptotiques obtenues pour des fonctions
transcendantes entiéres.

Ces restrictions faites, il est évident que notre série Q(x) est tou-
jours divergente pour une valeur entiere et non positive de «, car
les termes finissent toujours par étre infinis. Cependant, la conver-
gence de la série Q(x) peut présenter des propriétés singuliéres
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comme le montrent ces deux exemples :

n=w® n==o

N (—1)2n! N T
(&) zx(x—k-r)...(x—r- n)’ Zx(x‘+l). (- u)'

n==0

n=0

En effet, Ie lemme du n® 1 montre que la premicre de ces séries
particulitres est absolument convergente, pourvu que R(x) > 1; elle
estdivergente pour R (z) So, tandis qu’elle est convergente, mais non
absolument, si 1Z®(x) >o0. Quant & la seconde série, elle est con-
vergente, et cela absolument, pour une valeur finie quelconque de
qui ne rend pas infinis les termes de la série, ¢’est-a-dire les valeurs
isolées

(7) remo, —1, —0, —3, ...,

Or, la limite de convergence de la premiére série passe par le pre-
mier point de discontinuité de la fonction représentée par la somme
de lasérie convergente correspondante, tandis que laseconde série (8)
est absolument convergente dans (oute étendue du plan, abstraction
faite des points isolés (v). Divisons maintenant par I'(x) les deux
séries (B), les séries nouvelles ainsi obtenues, savoir

N n:: (—1)"nl n::, 1
(3) Dileaniy Ay
n= n=

scront convergentes, la premiere pourva que R &) > o, la seconde
pour une valeur finie quelconque de 2. Cependant, Padjonction du
N 1 . .

facteur () n’altére pas la nature de Ja convergence ou divergence
de la strie primitive, outre pour les valeurs (v), de facon que
nous sommes conduits a définir naturellement le champ de convergence

de la série (o) comme la partic du plan des x ot celie série modifice

Q(x) ”‘"Z nlb,
INE I'(x -+ n-1)

noesi)
est convergente. Dans celte partie du plan, la fonction définie par la
séric Q(x) ne peut pas avoir de points singuliers, finis ou infinis, outre
des piles simples dans les points () peut-étre.
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3. Surla convergence d’une série Q(x). — Appliquons maintenant
le lemme du n° I pour démontrer une suite de théorémes fondamen-
taux relatifs & la convergence d’une série de factorielles.

1. La limite du champ de convergence absolue de la série Q(x) est
une ligne droite perpendiculaire a I’axe des nombres réels.

Ce théoréme est une conséquence immédiate du lemme susdit. En
effet, on voit aisément que ces deux séries

n=o

2 ntb,|
[(w+iy)y(x4+14+0i)).. (x+iy+n)|
nzz\

n:=w

E n!| b,
[(x4iy')(z+1+iy').. (x+n-+ iy
=1
sont en méme temps convergentes ou divergentes, parce que le quo-
tient des termes du méme rang dans les deux séries est fini.

1. Si tous les termes de la série Q(a) sont finis pour une valeur fixe
de x, la séric Q(x') est certainement absolument congergente, pourvu

que W(x' —a) >r.
Le lemme du n® 1 donne ici, méme pour ~ tres grand,

nl| b, _onlb, | ptrIK K’

[/ (@ 4 1) ()| J2(@+1). (ztn)|  ahw—’

ol K et K" désignent deux nombres positifs et finis. Pour des valeurs
entiéres et non positives de « ou de 2/, il faut (enir compte des
remarques faites au n® 2,

II. Une fonction ne peut étre deéveloppce en série de factorielles de
Uargument x que d’une seule fagon, poureu qu’'un tel développement soit
possible.

En cffet, supposons que nous ayons deux développements différents
en séries de factorielles; nous aurons une égalité de cette forme

Nz " n=o

N nlh, = Z n! //,! »»»»» '
2‘%’(.’1)-{—])...(.1!-{—-/2)“ z(x+1)...(x+n)

e n=0
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Or, multipliant par 2 les deux membres de cette ¢quation et sup-
posant ensuite W(x) =+ o, ce qui est permis en vertu du théo-

reme 11, on aura
b= b:,,

ct ainsi de suite.

Remarquons en passant que notre théoreme ne dit rien sur I'im-
possibilité de développer une fonction en plusieurs séries de facto-
rielles des arguments différents, probleme que nous avons i ¢tudier
dans la Section V.

4. Transformation de Q(z) dans une intégrale définic. — Pour
démontrer qu'une série de factorielles convergente pour une valeur
finiec de I'argument peut étre transformée dans une intégrale deéfinie,
il est nécessaire d’établir ces autres théorémes :

1V. Supposons que Q(x) soit convergente pour une valeur finie quel-
conque de x5 la série de puissances

(3) O(1—35)== byt b5~ by5*-. ..
a son rayon de convergence égal a un au moins.
Sila série Q(x) est convergente, nous aurons

i nllb LTy |0
| Y — ,,,‘.J_.{' [ i == i [, "g._ )H _..({,l =0,
nmwe | X(Z A1) (@) e nrie)
ce qui montre clairement que la série de puissances (3) est conver-
gente toujours si |z | ne surpasse pas 'unité.
Laformule () au n® 1L nous donne encore cette autre proposition :

V. Silaserie de puissances (3) est conpergente pour|s|>>1, la série
de factorielles est convergente pour une valeur finie quelconque de x.

I’inverse n’est pas vrai, comme le montre clairementla formule (1¢)
au n® 9.

Quant & une séric Q(«) convergente dans toute I'étendue du plan,
nous aurons ce théoreme :

VI. Supposons que Q(x), convergente pour unevaleur finie quelcongue
de , ©(z), doit éire holomorphe auz environs de s = o aussi, et la série
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de puissances correspondanie :
(34) O(3) == a,+ a5+ a5 +...
a son rayon de convergence égal & un au moins.

L'inverse n’est pas vrai, comme le montre aussi la formule (19)
aun®9.

Supposons maintenant que -- 2 soit un négatif entier fini; la fone-

tion Q(x) a un pole simple dans le point z = — »n, dont le résidu est
¢gal &
I':W
. N (P
(3) ap=(—=1" Y < » ! > bueps
p=0

de fagon que celte somme a toujours une valeur finie, et, en outre,
nous aurons immédiatement, en vertu de (3) :
(-—-I)"’

(1)
== n! @ " (0)7
ce qui ¢lablit la démonstration de notre énoncé.

Ces trois propositions démontrées, il est facile d’établir ce théo-
réme, essentiel dans ce qui va suivre :

VIL. Supposons Q(x) convergente pour des valeurs finies de x; nous
aurons celte formule
Sz

. (—1)" ! 5! b,
4 (n)(5)s%tn—1ds — 5
() :L.(.%,M}_l)-”<x+n_—l)[¢ (2)s* d 2(x—+1)...(x+S$)

Szmp

ot n designe un positif entier fini mats d'une grandeur suffisante pour
que R(x + n) ait une grandeur convenable.

La définition méme de (1 — z) nous donnera immédiatement

® S emi—s= (;’) b+ (” *‘)bﬁ.[sa- (" N 2) busad .o

n )

multiplions maintenant par (1 — z)®**=" les deux membres de (B),
nous aurons

§=w
(y) g“j;'lll): 9 (1 —5) (1 — 5 )#+n—t= 2 (/l —sl— 5) Bppops 35 (1 — 5 )THn=1,
§=0 . ' o o

Ann, Be. Norm., (3), XIX. = Noveasac 1goz. 53
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et la série infinie figurant au second membre de (y) a évidemment
ces trois propriétés :

1°© La série est uniformémentconvergente dans Uintervalle 0%z2<1;

2° Les termes de la série sont des fonctions intégrables de z =o
As=1;

30 La série obtenue en intégrant terme & terme de =0 a4 z=1
est convergente; en cffet, elle n’est autre chose que la somme de
derniers termes de Q (&) en commencant par le (7 -1 )itme,

Cela posé, un théoreme fondamental (') montre que la série
obtenue en intégrant terme i terme de z=o0 h z=1 notre série
susdite représente précisément Uintégrale de la fonction figurant au
premicr membre de (v). Transformons encore légerement Pintégrale
ainsi obtenue, nous trouvons notre formule (4).

Posons particulicrement n = o; la formule (4) donnera cette autre

W1
(4a) Q) == / w(s)3% 1 ds,
v
qui est vrate, pourvu que la série de factorielles Q () soil convergente et
que Uintégrale ail un sens.
Cest la formule (4,) qui justitie la désignation jonction genératrice
pour la fonction ¢ (s).

5. Propricte essentielle de o (z). — Démontrons encore ce (théortme
fondamental relatif & la fonction génératrice.

VIII. Sila série Q(x) est conyergente, il est possible de determiner un
posutif entier N, tel que cette inégalité

m(n.)(;‘)za.'—(-n
."‘W,j.._A SS—— < E’
(x4 n-41)
a liew dans tout lintervalle o<z%1, pourvu que n” N, tandis que
¢ désigne une quantité positive donnée auparayvant el aussi petite qu on

le veut.

(1) U. DiNt, Grundlagen fir eine Theoric der Functionen einer verdnderlichen reellen
Grosse. Leipzig, 1892, p. 521.
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In vertu des remarques que nous venons de faire sur la série (v)
du paragraphe précédent, nous aurons, a l'aide de (4),

l ,J(n\ ) ~ X1 —1 B e
(o) / TT(r+n) ds, <3

pourvu que les conditions susdites soient remplies. Or, une intégra-
tion par partlies donnera, en vertu de (o),
(n)( )mI.‘ML N (____ l)"’)” CD”H'”( ),-r-!-n

&
l’(1+11+1) T T z+n-n) I‘(z—;—n+1)l <73’

ce qui démontrera immédiatement la formule (5).
Quant & la fonction ¢(=) elle-méme, nous avons cette autre propo-
sition,

[X. Supposons que les deux membres de (4,) aient un sens; nous
aurons
9(5)3"

l(l—l—-i)

(6) ]nn =o.

Gette formule peut étre déduite immédiatement de (4,) en y inté-
grant par parties.

II. — Détermination des fonctions développables en série de factorielles.

6. Enoncé des conditions nécessaires et suffisantes. — Les proposi-
tions que nous venons d’exposer dans la scction précédente nous
avaient donné les conditions nécessaires qui doivent étre remplies par
unc fonction développable en série de factorielles. Ici nous avons &
démontrer que ces conditions nécessaires sont suffisantes aussi.

A cet égard, supposons que la fonction génératrice ¢ (=) ait les
propri¢tés suivantes :

©(z) est holomorphe aux environs de s =1, et cela de facon
que la série de puissances correspondante

o(1—38)=by+ b5+ bys*+

a son rayon de convergence égal 2 1 au moins.
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20 Sile point 5 =~ o est singulier pour ¢(=), il ne doit pas étre
essentiel, mais tel que ¢(z) ait des dérivées d’un ordre quelconque;
de plus, soit ¢ (=) la premiere de ces dérivées, p positif entier fini,
qui est infini pour s =+ o, il doit étre possible de délerminer un
nombre réel et fini A tel que

’ O
Hm | s%+ro(z)| = S ’
(7) Jimsmrei(s))= 1,
selon que ®(z)Z 2. La désignation = = + o indique comme ordinai-
rement que la quantité s destinée a décroitre infiniment doit étre
considérée toujours comme positive. Nous désignons (oujours A
comme premier nombre caractéristique de la fonction géncralrice o ().
3 1l doit étre possible de déterminer un nombre réel fini A (el que
/ (n)(s' gadn | < g
(8) lim | 2225007 T
st | D(2 A n--1) | > K
selon que W) 20, pourva que 2 soit plus grand que ou égal & un
certain nombre positil entier Nj e et E désignent deux nombres posi-
tifs respectivement aussi pelit et aussi grand qu’on le veut.

Le nombre 27 est désigné comme le second nombre caractéristique de
la fonction géncratrice 4 (z).

Si sz =1 eslleseul pointsingulier de o (1 — z) sur la circonférence
de son cercle de convergence, les deux nombres 4 ¢t 2" coincident.

Or, ces définitions adoptées, nous avons ce théoreme général :

X. Les seules fonctions développables en série de factorielles sont des
wntégrales definies de cette forme

2 b

Q(x) ;:.;/ w(5)ae s,
0

ot 9 (5) désigne la fonction génératrice susdite. Inversement, cetle (nle-

grale est toujours développable.

Quant au champ de convergence de la série de factoricles ainsi
obtenue, il se détermine & Paide des deux nombres caractéristiques
A et 2 de la maniére suivante :

XI. Sile point z =1 est le seul point singulier de go( 1 — 5) silué dans
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la curconférence de son cercle de convergence, la scrie de factorielles
Q(x) est convergente dans le demi-plan situé a droite de la ligne
V(x) = A, perpendiculaire a I’axe des nombres réels.

XI,.. Supposons que o(1 — 5) n'ait pas de points sin guliers dans la
circonférence susdite; la série de Jactorielles Q(x) est cony ergente. dans
toute U'étendue du plan (avec la restriction dun® 2).

XII. Dans le cas ot ¢(1 — 5) a des points singuliers dans la circonfé-
rence susdile, oulre 5z =1, la séric Q(x) est convergente, pourvu que
V(x) > A, A désignant le plus grand des nombres '\ et \'.

XIl,. St le point s =1 n'est pas singulier, le champ de convergence
O () est limité par la ligne droite R(x) = 1.

Démontrons maintenant ces eing théoremes.

7. Lemme fondamental sur o(x). — La méthode appliquée au n° 4
pour transformer la série de factorielles Q(2) dans une intégrale
définie est en défautici, parce que nous ne savons rien sur Pexistence
’une telle série et bien moins sur sa convergence. Cest pourquoi
nous nous sommes hornés i appliquer Pintégration par parties e,
pour cela, ce lemme essentiel relatif & la fonetion génératrice nous
sera indispensable.

—

Supposons z réel et o < =713 supposons encore R(x) > h; 1l est
possible de determiner un posif entier N, tel que Uon ait celte inégalite

(l——-- ﬁ)zpnm(u)(i I )

(9) Uz 4 n-+1) <&

own? N et ot e désigne une quaniité positive donnée auparavant et etant

Ausst [;elit(: (/u,'()n le veut.

Pour démontrer ce lemme, supposons tout d’abord p == o et A>o0,
¢’est-d-dire que g (o) est infini. Mettons ensuite

((—3)rp(1—5)=g(3), pli—3)=(—23)"g(s);

la formule de Leibniz donnera, aprés une légere modification,

s==n

(—1)re (1 —z)=(1—3 )—xE(“(”)(” 3)1( 1— 5)=5 gn=s)(z )

s5=0
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ou bien

-)n—s
_

(a) (‘—l)"(l-—:)”“‘n@(")(x——;):nlz<——S$>(—(L’ - g9 (5).
§=0

1 —s)!

Fixons maintenant sur 'axe réel un point z, tel que 1>z > o, et
décrivons autour de s comme centre un cercle ¢’ du rayon 1 — z; il
est évident que | g(z) | reste fini dans tous les points de la circonfé-
rence de ¢, méme dans le point z=1. Cela posé, une proposition
fondamentale, duc & Cauchy ('), donnera, pour des valeurs positives
et entiéres d'une grandeur quelconque de r, cette inégalité

(1—3)"

(6) e PRIOIRS

olt M désigne une quantité positive et finie.
Or, on aura encore

(— 1) <,_ 1‘) (et (s e

s T T T ()

d’oli, en désignant par K un nombre positif fini, on aura, en vertu
de (o) et (B), cette autre inégalité

(7) [(1—3)2trg0) (1—z)| < nl | M Kuttmz ;2 <;";')l“"""'I
$=21

[Faisons maintenant croitre au dela de toute limite e positif entier 2 ;
la somme représentée par le signe 2: au second membre de (v) se
transforme dans une intégrale définie dont la valeur est toujours
finie; c¢’est-d-dire que nous aurons généralement, en divisant par
['(x + rn +1), une inégalité de cette forme
(r— z)®@+r o)1 — z)

(2 1)

_B ]‘l‘u(»:v }~1)]

IT(z~41)]

() <

ol B est une quantité finie et positive.
Les points aux environs de s =1 exigent une recherche particu-
litre parce que le cercle ¢’ qui correspond i ces points se réduit i son

(1) E. Preano, Traité d’dnalyse, t. 1. Paris, 1893, p. 111.
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centre. Démontrons maintenant, par la conclusion ordinaire de »

4 n -1, que nous obtiendrons aussi pour ces points une inégalité de
g N , .

laforme (2). A cet égard, nous posons, pour abréger,

(1 — 3)¥+ng (1 — 3) =0,(z),
ce qui donnera immédiatement

_2;,,(1—:)7(1——;2—__ r4n (1 —3)  0,,(1—23)
T(z+n-2) 4n-+1 T(x+n+1) D(r+n+2)

et notre proposition est une conséquence immédiate d’un théoréme
bien connu ().

Quant au point 5 = + o, notre hypothese sur la fonction ¢(z) ne
sullit pas pour établir une inégalité de la forme (¢). Au contraire, il
faut de la connaissance ultérieure sur la nature de ¢ (r — =) dans les
autres points de la circonférence de son cercle de convergence. Cest
pourquoi nous avons introduit dans Ie paragraphe précédentle second
nombre caractéristique A’

Si tous les points susdits sont des points ordinaires pour ¢(1—z),
Pinégalité (¢) est vraic aussi pour s = o.

Supposons maintenant A non positif, mais situ¢ entre —pet —p +1,
p Gtant un enticr fini el positif. Dans ce cas, les raisonnements pré-
cedents s’appliquent sur la fonction ¢(1 — z), qui satisfait anssi aux
conditions du n° 6 et pour laguelle Ie premier nombre caractéris-
tique est positif.

Or, I'inégalité (2) est vraic pour une valeur de  pour laquelle la
différence B — A) est une quantité positive mais aussi petite qu’on
le veut. Cela posé, le lemme dun® 1 démontrera aisément I'inéga-
lit¢ (9) et, cette inégalité connue, la démonstration de nos cing
théortmes susdits est trés facile.

8. Démonstration de X1, XI,. Exemples. — Dans ce cas, l'inéga-
lité (g) est vraic aussi pour s=o0, comme nous l'avons déja
remarqué. Cela posé, une intégration par parties donnera immeé-

(1) U. DiNt, Grundlagen, p. 1of.
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diatement

(&) / o(s)s*ds
'Qi (— 19t (1) (=1

x(x—+1)...(x+Ss) +.'-z'(.v+x)...(.7r+n)” .

§=0
pourva que #R(x) > A
Or, une application directe de 'inégalité (9) donnera pourle terme
de reste R, figurant au second membre de (o),

1
o(/l—i-l)(;) ST+ {l':,

IimR,=o pourvu que B(x)> g

n=w

¢’est-h-dire que nous obtiendrons ce développement en série de fac-
toriclles

g N (1) e(3) .
(10) /0 o(5)s" ldu-_*%a TITIE) B (a

SR S0 S, Kot S
ZA1) (2t 8)

X
~—
?
/
~t
-

ce qui n’est autre chose que notre théoreme XI.
Considérons les exemples suivants :
1° o(5) =15*% t&=R(a); nous aurons celle formule élémentaire

1 I o oo ~t-1)
el _I_. e ...],_ ST AR
x—co x  x(lrx-1)  x(r--1)(x-9)

Faiey V(e —o)>o0.

2® g(z)= (logz)?~", A =o0; la formule bien connue (') pour la
formation indépendante des dérivées d’ordre supéricur de /(logz)
prises par rapport & z donnera

S0

1 N\ csr
192 —— o B(x) =
(12) zP A}Jaa(.vz,u:,-x)...(:c—}-.s')7 (#) =0,
s=p

ou les Csont précisément les coefficients de factorielle.
‘ v TS - « “ .
3 o(z)= log(mn;—) A = o0; une transformation donnera ici

Sziw

2T Y
2ty ity T 02 ) 1.2.3...28 lj,: N
(13) fo @ 105<51|12> do=-—o2m ch(x+x>...(.-n+z.g)“' B(z)> o,

gzl

(1) Sennomuen, Compendium der héheren Analysis, L. 11, p. 12. Brunswick, 1879.



otl'on a posé, pour abréger,
S==oo

—_— N\ I v
b=y >
§=0

ST .
4° g(z)=log <cot —é—), A = o0; nous aurons de méme

k3
3
(r3) [ g*! Iog(cot-ﬁ)d@
“0 e

T\% N (2s—+1)! Tos et
=2 - . .
(2) Z.?;(.’I'-I—-l)...(.l'—l—ils—i—l) a5 41" #(x)>o0,
§=0

oit 7, désigne cette série numérique
sz
Ty (?;;! = (rz).
§=20

Les formules (r1) et (r2) sont dues & Stirling. Appliquant (&), on
trouvera le terme de reste de (11) sous une forme finie; différentiant
p — 1 fois par rapport & « cette série finie, posant ensuite o = o, on
obtient une formule qui est due & Schlomileh ('), tandis que la séric
infinic (11) donnera, de la méme maniére, précisément la for-
mule (12). :

Considérons maintenant le cas ol z=1 est poinl ordinaire de
o(1—5); les remarques faites 4 la fin du n° 7 montrent que I'inéga-
lité () garde sa validité pour une valeur finie quelconque de . Cela
posé, il est évident tout d’abord que la formule (10) est vraie, pourvu
que W (x) > 0. Désignons ensuite par » un positif entier, choisi de
facon que W(x + ~ + 1) > o; une intégration par parties donnera

$==n-p N 1
PE N ("'I)S‘P(”(') — ('_" I)n+t ' (n41) (=Y = -
B) X Gloan. @iy @0 @) ), e s
St
(—1)te t

@intp+t) (5 zetntdp .
a(e+1)...(z+n+p)J, ° (=) dz

(1) Zeitschrift fir Mathematik und Physik, L. IV, 1859, p. 396.
Ann. Ee, Norm., (3), X1X. -— Novemsre 1902,

(13
£~



426 NIELS NIELSEN.
Or, le premicr membre de cette équation n’est autre chose que le

terme de reste de la série de factorielles (10); quant au second

membre, il tend vers zéro avcc;‘; pour une valeur finie quelconque

de z (avec la restriction du n® 2); ¢’est-a-dire que notre série de fac-

torielles ainsi obtenue est convergente dans toute I’étendue du plan,

et voila la démonstration du théoréme XI,,.

Considérons les exemples suivants :

i° o(z)= ]—~-'~—;; la fonction correspondante peut s’éerire sous

cette forme

ce qui donnera

o

Lo 2 . L v : .
(j(l)_——J)‘ll()gB<——) ;)9 ])(.I,‘y) y l‘(.l.;’*——w‘;")—,

P

nous aurons dans ce cas

Sz

~ G ) — 8 sl - . ! .
(19) ‘J('1>Wz.f:(‘umi-|)...(.1r-~lv-.s") g

]
2° 4(5) =¢7%, ce qui donnera la fonction de Prym

1 Sznm

I) (.I,' ) ooyt / ¢s 5""——1 (l: o E (M‘: Il*l: . .1—'1-—; ’

o
v 8§20

ou bien développée en série de factorielles
S

v ) N 1 ~ I
(16) Py = X sy )

§a=0

formule qui est due & M. Bourguet ().
3% 9(5) = ¢*~'; nous aurons pour la fonction

§ =z

9! s
LT v 1N ! ]
Pi(a) =~ [ ¥tz — Z e
1(r) e, ¢ sl

8§20

() Cital. de M. Jensen, loc. cit., p 5y.
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ce développement en série de factoriclles

S==e

} RN (=)
(r7) P1(1)~2‘x(;p+1)...(.z'+s)'

Les désignations trés analogues employées pour les deux fone-
tions P(x) et P,(x) se justifient par les résultats obtenus au n° 12.

9. Démonstration de XII, XI1,. Exemples. — Unc application des
formules () et (3) du paragraphe précédent établit immédiatement
la démonstration aussi pour ces deux théorémes, de facon que nous
pouvons nous borner i considérer les exemples suivants :

. s
: (1= 5)¥=1 N (3$)!
8 f O ST £ . - (. .
(18) Jyo 1= d z(x+1).. (x+3s) (2)>1
§z=0
1 - - .
2" 9(5) = -—— A =N = 0; nous aurons pour la fonction
T 9 —3
St w ; .
@.1(~?)~ZW'5:_"'S
S=0

ce développement en séric de factorielles
S

(19) B(a) =Y (= w(z)>o.

Z(z41). .. (% +5)

Ki=11]
La désignation tres analogue i celle de I’exemple 1° du théoreme X1,
se justific aussi par les résultats généraux obtenus dans le n° 12,
5% ’ . -~ ’ ;.
3 ¢(z) = 1,':_'—:1; pour déterminer ', développons en série de
puissances positives la fonction ¢(r — 5); nous aurons aisément
W=H(a),
d’ou la formule bien connue (')

Sz

(20) Yz —o) —(z)= D)

s==1

ale—41)...(ct -+5—1)
S.x(X-+1). .. (L~ §— N’

V(e —oa)>o0,

(1) Poir par exemple Lavnest, Traitd d’Analyse, t. 111, p. 466. Paris, 1888.
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ol Y () désigne la fonction de Gauss, savoir :

gl QU
Y(x)y=D,logl(z)= —— = dz.
v () ~
10. Awtre forme de Uintéperale obtenue pour Q(x). — Pour ce qui
I / 5

va suivre, il nous sera utile de transformer notre expression intégrale
qui représente toutes les fonctions développables en série de facto-
rielles. A cet égard, posons

s=e™, gle~t)y=Jf(t);
nous aurons

.1 o
(21) / w(5)5%-Vds ::/ S(tyet= di,
0

“o

ce qui est précisément Uintégrale que Schlomileh a considérée dans
son premier Mémoire sur les séries de factorielles, ¢’est-a-dire que
nous venons de donner la démonstration rigourcuse du postulat de
Schlomileh (1), savoir que Dorigine des séries de factorielles est i
chercher dans des intégrales définies de la méme forme que celle figa-
ant au second membre de (21).

Quant aux cocefficients de la série de factorielles géndérale, nous au-
rons, en vertu d"une formule bien connue,

Szl
o .
(214) (— 1)1 f.:/”)( 1) = Z (‘t‘/ﬂn.,.,\)(o )
S0
III. — Propriétés générales d'une série de factorielles.
LL. Champ complet de convergence. — La forme méme des condi-

tions nécessaires et suffisantes qui doivent étre remplies par une
fonction développable en série de factorielles nous donne immédiate-
ment aussi la détermination du champ complet de convergence de la
séric obtenue. En vérité, nos formules générales démontrent cette
proposition :

XI. La limite du champ de convergence (absolue ounon) d’une séric

(1) Loc. cit., p. 391.



RECHERCHES SUR LES SERIES DE FACTORIELLES. 4129

de factorielles est formée par une ligne droite perpendiculaire & U axe des
nombres reels et déternunée a 'aide des nombres caractéristiques de la

JSonction genératrice.

Dans nos recherches préliminaires sur la convergence d'une série
de factorielles, nous avons démontré déja, au n° 2, que la limite du
champ de convergence absolue d’une telle série est aussi une ligne
droite perpendiculaire a 'axe des nombres réels.

Ces deux propositions velatives au champ de convergence d’une
série de factoriclles ont été communiquées sans démonstration par
M. Jensen ().

La proposition I du n® 2 montre encore que, sila série de facto-
rielles peut étre non absolument convergente, c¢’est-d-dire que les
deux lignes susdites ne coincident pas, leur distance ne peut pas étre
plus grande que 'undé.

Considérons encore ces circonstances d'un autre point de vue.
Fixons, dans la partie finie du plan des 2, un point quelconque o et
supposons que la série de factorielles soit convergente dans ce point;
elle sera convergente aussi dans tous les points tinis ou infinis situés
adroite de, ou précisément sur, la ligne droite perpendiculaire alaxe
des nombres réels et passant par le point o. De plus, nolre séric sera
certainement absolument convergente dans tous les points dont les
distances de la perpendiculaire susdite ne sont pas plus petites que
Funité. Bn somme : La convergence de Q(x) est lowjours untforme.

On peut tirer des conclusions analogues sur la divergence d’une
serie de factoriclles Q(a) dans les points situés a gauche, ou préeise-
ment sur, la ligne droite susdite, pourvu que Q(w) soit divergente.

Quant i la distance des deux limites de convergence d’une série de
factorielles, supposons que Q(o) soit divergente, mais que Q(o +¢)
soit non absolument convergente, pourva que € soit une quantité po-
sitive finie, mais aussi petite qu'on le veut. Désignons ensuite par
R, ,(w) le terme de reste de la série Q(w), savoir :

() R p(m) ==ty Upy ==« o o= Uy

(1) Loc. cit., p. Gy.
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ce qui donnera, en vertu du lemme dun® 1,

Rpiatlyys | Lps pllavp

i Ry U
R, p(w - 0) == - "H2nwt o S I
(ﬁ) ”vl’( ) (/l -.L‘l)rl (/L“‘}‘Q)h (“ +1))6
olt les nombres £ sont finis.
Supposons maintenant qu’un nombre aussi grand qu'on le veut
des termes u figurant au second membre de (2), pourva que n et p
soient suffisamment grands, satisfassent & cette condition

lim | s uy | = o,

s=w

ou ¢ désigne une quantité positive finie, mais aussi petite qu’on le
veut. Dans ce cas, comme le montre clairement la formule (B), la dis-
tance entre les deuz limiles de conpergence est précisément égale a l'unite.

12. Fonctions conjuguces. — Supposons que lafonction génératrice
(=) soit holomorphe aux intéricurs des deux cercles dont les ¢qua-
tions en coordonndes rectangles sont

a? ~+-‘1“~'_:':' I, @t - J—'-’ ==0u;
¢’est-a-dire que nous aurons ces deux séries de puissances :
(e) O(5) ==ty (0,30, 3% |-,

(8) ot —5)== by by s 0,5% ...,
(qui ont leurs rayons de convergence ¢égaux i un au moins.

Supposons encore qu’il soit possible de déterminer deux nombres
réels 2, et A, tels que
| rg(”}([)

. 0 .
lim |- ) lim

, ) o) (0) o
# == 08 1‘(.’1} Ak l) - ’ “ " m l‘("; -’|'“ ‘”"l:h}) o ' ’73,

selon que I'on ait respectivement

B(x) Ay, B(aw) 2l

nous obtiendrons ces deux développements en séries de factoriclles :

'1 Sz
) T . et . NV sy B -
(22) I (..L)_l v(s) s d"'““z.'1:(_.7,-4—[)...(,:—1,—.9)’ U(x) =1y,
sz=20

Sz

. 1
(22,) Fy(z)= / o(r—5)s%tds ::.-E

- -

slag

W(x)>1,.
2(z ). .. (&4 sy (x) > 1
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Transformons maintenant les deux intégrales obtenues pour F(x)
et F,(2) en posant 1 — = au lieu de =, et développons, d’aprés la for-
mule du binome, la fonction (1 — =z)™'; nous verrons que les deux
stries infinies ainsi obtenues, multipliées par la fonction correspon-
dante ¢, sont intégrables terme & terme de s =0 & z =1, pourvu que
R (x)> o, car 2 (z) est intégrable dans le méme intervalle. De cette
maniere, nous obtiendrons ces deux séries remarquables :

$§ =

a N X \~('.'—'\(-"—f), (r—s .
(33> ¥ (t) et ]*1(1) -4~ E (_._ 1)* l . ',) \11_5;_3 )_s (I__A,_L) ]«l(_S-_Jr_ ])’
s=1

w1l —2).. . (r—s

P ’ \ ’ \ Ny
(230) Fy(r)=F (1) +24(— 1 = 1.2.3. ..
§ =1
valables toutes les deux pourvu que W(x) > o.
Enfin, supposons que les deuxséries de puissances («) et () soient
intégrables terme i terme de 3 = 0 & 5 = 1; nous aurons encore
RES=E)

oy =N
(24) ! ("l>“2l:z'+.s"

E=a]

w/ N N YU
(24.) N RO et

80

séries qui sont trés remarquables en comparaison avee (22) et (22,);
clles sont valables du reste dans toute I’étendue du plan.

Remarquons encore que les deux groupes de coefficients @, et b,
s'expriment "un par 'autre & 'aide de (3;) du n° 4.

Ce sont les formules de (22) 4 (24,) qui justifient Ia désignation
Jonctions conjuguces pour F(x) et ¥, (z). Les fonctions P(x) et P, (2)
introduites au n° 8 ct B(2) et B, (x) introduites aux n> 8, 9 respec-
tivement, nous fournissent des exemples des fonctions conjuguées.

13. «(s) est de la forme 3,(5)5,(5). — Soient maintenant f.‘:,('s‘)‘
et ¢,(s) deux fonctions génératrices dont les nombres caractéris-
tiques sont A, etX,, A, et A, respectivement; on verra sur-le-champ
que le produit -

(-?(3):‘,91(;)@2(,3) .
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est une fonction génératrice aussi dont le premier nombre caractéris-
tique A est égal a la somme de %, et .. Quantau second nombre carac-
téristique 2’ de o(s), nous aurons d’abord, a I'aide de la formule de
Leibniz,

$=

n
e R AL .

n! s! (n—s)!’
$=0
d’olr
L) _— ‘: o et B W Al e R
(»‘1) (‘“I) _721 ''''' “—1(7—*—')1(/2*}_[)2‘( s )(\ no— 8 )[\1(") l\z (*‘)9
$=0

ot I'on a posé, pour abréger,

of' (5) = K (z) I'(X | + s -4-1), 25 (3) = K () T (2, s 1),

Supposons maintenant pour un instant que les deux nombres 2 ¢t
A, soient plus grands que — 1 tous les deux; les produits de coefli-
cients des binomes figurant au second membre de () ont tous le
méme signe, ce qui donnera, en vertu d’une formule bien connue,
pour les coellicients du binome, une inégalité de cette forme

(-~~~ A M |,
n |

\

lim| o™ (z)|<<Mn!
RS |

ou M est une quantité positive finie, d’ol
W= 4 B .
Généralement, siles deux nombres A, et A, ne sont pas plus grands
que — 1 tous les deux, les produits de coefficients du binome susdit

sont de signes alternés pour des valeurs sullisamment petites de s et
de n — s, ¢’est-d-dire que nous avons, dans ce cas,

(=5 (<A

n

7

lim o) (3) | << Mn!

=1

[N

o M et M" sont deux quantités positives et finies, tandis que A est le
plus grand des nombres caractéristiques X, et %,.

Cela posé, nous avons généralement, pour la détermination des
nombres A et X', ces deux formules :

(25) -).:}.1 -t 7-2, A :A/,
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olt A" désigne le plus grand des trois nombres X, -+ X, +1, X, et X,.
Posons encore, pour abrefrer

(=D o™ (1) _ (=" e (1) _ (=00 (1) _ ;.
(26) __";T"“_“ n; ,,,l ,,, Il' —bm
nous aurons
s=n
(264) bu= D Vbl
$=0

Montrons maintenant, par des exemples convenables, le role fonda-
mental joué par les recherches précédentes dans la théorie des séries
de factorielles.

14. Applications. — Dans ce qui va suivre nous posons toujours

S==w

— e O s b
Q(x) = f ¢(5)s71d _Zw'(.:zr+1)...+(.x+,q)'

Cela posé, démontrons les propositions suivantes :

XIV. Soit y une constante finic quelconque ; nous aurons cette formule
pour Uaddiion des arguments :

‘ﬁ.:f;m s! I <‘3:> ,).S‘"l" <.)":“l >/)SM—1 Ak (J’ ':-S> bOJ
Qo —y)= 2‘ N ; / :

w(&=1)...(x+s)

(27)

>

S0

ow le champ de convergence de la série de factorielles peut étre determme
al’aide de (25) en y posant

=k, =R8(y).

La démonstration s’cffectue aisément & I'aide des formules géné-
rales du numéro précédent si nous posons

0. (5)=09(5),  ¢a(s) =377

Posant, dans (27), -y au lieu de @, on obtiendra Q(z) déve-
loppée en série de factoriclles de Pargument z + y.
I’hypothese
¢1(5)=0¢(5),  92(5)=(logs)”,
Aun. Ee, Norm., (3), XIX. -~ NoVEMBRE 1g02. 55
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p désignant un positit entier, donnera cette nouvelle proposition :

XV. La dérivée p™= de Q(z) est développable aussi en serie de facto-
rielles comme suit : :

s=w g {]—)? TP -..*_]_)1__7 (:-:::I‘"'l I [)-*"'I' ; (“/0’]
(28) Q(I))(x):(_[)lﬁplx _5. (S—-l) (-()"—I)). A

s=p

ou le champ de convergence peut étre déterminé a U'aide de (25) en y
nosant
hoz= X, == o.
Posons encore
0o(5) == - 5 = 524 e 3

ol n doit étre un positif entier; nous aurons

ey — o | (7 r /o1
‘P;’(l)—-'1|_<0>+< , )'l"""”‘"kn--rwn)\’ o,

de facon qu’une formule élémentaire donnera

N

l/,’.;:(———l)"( ; ), rion-—1u,

I

d’ou cette formule remarquable

e e ol (1 g7 ’ n '
Sl rE=a g l| ( ’>//,,~v—< 2)/),.,‘,-.--...-;—(»-- 1) ”>/;,,,,,“.|

~ \ »
(29) 2 Q(x -+ .9)-;,;;2‘ e e .

$==0 Pl

qui est valable dans le champ de convergence de Q(). Remarquons
que les sommes figurant aux numérateurs au second membre sont
toutes finies; dans les premiers termes, il faut supprimer tous les & de
Pindice négatif.

Posons, dans (29),  + 1 au licu de x; nous aurons, en sous-
trayant,

e (o (oo ()

( - ‘ H(X A= 1) o (XA 1 1) e

[ Q) — Q&+ n)
(30) 5
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formule qui est valable aussi surtout ot Uest la série de factorielles
primitive Q(x).

15. Généralisation d’une formule de Stirling. — Reprenons mainte-
nant d’un autre point de vue les recherches que nous avons accom-
plies au n® 13. A cet égard, nous supposons que cette série de puis-
sances

() 92(5) =+ a5+ a5
ait un rayon de convergence ¢gal 4 un au moins; supposons encore

al
. ; O N
lim R.(5)0,(5)5° tds= 3 , sclon que B ()2 o,

nz=w o/ [#2]

ot R, (=) désigne le terme de reste de la série (o), tandis que ¢, (z)
est unc fonction donnée.
Posons encore
1
Szl(x):[ 9(5) 57" dz,
<0

et supposons que celte intégrale ait un sens pourva que #(x) > w’;
nous aurons cetle formule générale

K " 1

(31) Z AL Q (- 8) == / 0, (3)0,(5) 5% ds,
)
$= )

valable pourva que 'on ait & la fois § (2) plus grand que o et o',
L’application de cette formule dans la théorie des séries de facto-
rielles et Putilisation de la symétrie du second membre se présentent
si immédiatement i laide des formules générales du n° 43, que nous
pouvons nous borner & considérer ici cet exemple essentiel.
Supposons que nous ayons ce développement en série de facto-

rielles '

Of Y e ! 5) se—1g= -~~ ﬁ SI,{" -

(32) ““(‘1)'“'/( ¢(5) s7tds —_Z.z'(a;'—}—l)...(m'—}—s')7
4 s==0

valable pourvu que ® () > w; posons encore

W1

(33) Szl(a;‘)r--,;:/ 01(5) 5% ds, ou 01(5)=0(s)(1—25);
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nous aurons

) (P(ln)( )_._.( ) ) cp("—”(l),

ce qui donnera cette autre série de factorielles

N (s+nlo,
(33a) U@ =X o )
s=0

valable aussi pourvu que 8 (z) > .
Cela posé, appliquons la formule générale (31) pour

1
¢a(3) = P

nous aurons immédiatement ces deux formules remarquables

s=n—1
(34) B (@ s) = Q@) ~ (4 n),
(34a) 2 Q (@4 8) =2 (),

S=0

valables toutes les deux, pourvu que W(x ) > w, de sorte qu’ane com-
paraison des deux séries de factorielles (32) et (33,) nous donne
cette proposition fondamentale due & Stirling :

XVI. Supposons le premier coefficient d’une série de factorelles Q, (z)
égala zéro; celle série infinie

Qi (2) 4+ (2 41) +Q (2 4 2) ..

est développable aussi dans une série de factorielles Q(x) dont les coeffi-
cients, abstraction faile des facteurs numdriques, sont les mémes que ceux
de Q,(z). Les deua séries Q,(x) et Q(x) ont les mémes champs de con-
vergence.

Posons, par exemple,
9(s) = (logz)”,

p désignant un positif entier; nous aurons, en vertu de (12), cet
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3

autre développement

(35) (_:;)_'I_)iq,m(x):: Z Gt

l.9..7/;(:4c—l~1)...(ac-|—s)’

S=p+

tandis que la fonction ¢(«) ne peut pas étre développée dans une
série de factorielles.

16. Surla méthode de Stirling. — Supposons la fonction F () déve-
loppable en série convergente de puissances négatives entiéres de «
comme voici :

o L ay 3 .
(Oﬁ) ]‘(w)ax-l-ég"“&*s—l-, ]$[>m,

les termes de celte série, le premier exclu, peuvent étre développés en
séries de factorielles absolument convergentes, pourvu que 8 (z) >o,
comme le montre la formule (12).

De cette manitre nous obtiendrons pour F(x) une série & double
entrée, ce qui donnera aisément cette série de factorielles

8§

(36) F(2) = a Zasﬂ(}? Ay O, G5!

(w4 (xas)
=

qui est certainement absolument convergente pourvu que R(z) > o.
Ce développement (rouve, les formules (34) et (34,) nous donnent
des développements nouveaux.

Cette mathode de Stirling s’applique facilement dans un grand
nombre de cas, principalement dans la théorie de la fonction gamma,
pour trouver les séries de factorielles pour les deux fonctions w ()
et o, (), comme ’a fait voir exactement M. Jensen (') dans son
excellent Mémoire.

Cependant, la méthode de Stirling a le défaut essentiel de ne pou-
voir nous dire quelque chose relative au champ complet de conver-
gence de la série de factorielles ainsi obtenue. Par exemple, M. Jensen
trouve que les séries de Binet obtenues pour w () et o, («) sont abso-
lument convergentes pourvu que #(«) > 1, et la méthode ne peut

(1) Loc. cit., p. 66-71.
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pas déterminer plus exactement ce champ de convergence; mainte-
nant les séries en question sont convergentes, mais non absolument,
pourvu que 1 >R (x)>o0, comme nous le démontrerons bientot.

Or, le défaut le plus essentiel de la méthode de Stirling est celui
d’étre inapplicable généralement pour les fonctions développables en
série de factorielles. En effet, la convergence ou divergence de la
séric'de puissances négatives (o) n’a nullement rapport & la possi-
bilite de développer F(2) en série de factorielles.

Considérons maintenant d’un auatre point de vue la méthode de
Stirling. Nous savons que toutes les fonctions développables en série
de factorielles doivent se présenter sous cette forme

Fla)— f SO e~tede,
o0

ol f(¢) est holomorphe aux environs de £ == 0. Supposons ensuite que
cette série infinie,

§=m
(%) Sy ertaes 3O e,

§==0
soit intégrable terme & terme de ¢ == 0 it 2 == ;5 nous obtiendrons pré-
cisément la série (), et (36) s’accorde bien avee (21,) dun® 10.

Au contraire, supposons F(a) développable en série de factorielles,
mais que lasérie (B) ne soit pas intégrable terme i terme. Néanmoins
cffectuons formellernent une telle intégration, ce qui nous donne la
série asymptlotique de F(x); formons ensuite a aide de eette série
divergente la formule correspondante (36). Ces caleuls faits, Ta for-
mule générale (21) montre claivement que cette série de factorielles,
qui n’a préalablement qu'un sens purement formel, est précisément la
série obtenue pour F(a) en appliquant la méthode rigourcuse; ¢’est-
a-dire que nous avons cette proposition :

Supposons connu que la fonction ¥(x) soit développable en scrie de
Jactorielles, la méthode de Stirling nous donne ce développement soit que
la série de puissances négatives (o) soit conyergenle ou non.

Les séries de Binet nous présentent un exemple net de cette propo-
sition.
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IV. — Développements de quelques fonctions particuliéres.
17. Séries de Binet. — Désignons par o (z) cette fonction célébre

>]on‘r——a,-—-10“\/)/ ;

SR

w(z)=logl (z) — (x——
nous aurons, d’apres Gauchy ('),

y= (2 !”c—wﬂ 11
(OC) ﬁ)(.Z)__(K cl-:—" : _A‘;“ [4 (1‘)>0

formule qui nous fournira un moyen simpls pour développer en série
de factorielles la fonction w (). En elfet, nous avons, dans ce cas, la
fonction génératrice

-Llog(i — o) ’

(£ c‘v(l-a—;)-_-_—_.':.l,”f("“"

¢’est-d-dire qua sz =1 est le seul point singulier de ¢(r — z) dans la
circonférence de son cercle de convergence, et le nombre caractéris-
tique A est égal & zéro, ce qui montre que notre fonction w(x) est
développable en séric de factorielles convergente pourvu  que
R(z)>o.

Le développement en série de puissances positives obtenu pour o(z)
est bien connu (*), mais peu commode ici, de facon que nous avons
a appliguer la formule (21,) au n° 10. Or, une formule d’Euler don-
nera

LN ,

1 | i : (—i) B:,H,l o
)“ (os—+2)! ¢

§=0

ol les coeflicients
B, Bs, B; B;, Bi, ...

désignent lIes nombres de Bernoulli. Cela posé, nous obtiendrons

(1) Cit. de G.-F. Meyer : Theorie der bestimmten Integrale, p. 136; Leipzig, 1871

(%) Scnibminen, Compendium, L. 1L, p. 15.
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cette série de factorielles

§= o

A ,
(37) w(x):Z(c(x—kl)..s.(x—i—s), B(x) >o,
$=0

ol l'on a posé, pour abréger,

g5 o

(—1)" $-2r

(374) As= z (1) (a7 5 %) Ci 2 Buopige

re=0

La série de puissances négatives obtenue pour w () est divergente;
en effet, elle n’est autre chose que la célebre série de Stirling.
Considérons maintenant la fonction o, (), analogue h o (x), savoir

1

o () =logae — Y(x) = Pl Do (),
ou bien
Wy (@) = L Y (L 1) ety “(xr)>o
! oL , \E—1 b ’ ’
ce qui donnera, en vertu de (v),
S A'
] -l .
38 0y (&) = — - Zwm AN () o«
(38) o1(@) sz (& 41).. (2 -4-8) () =0,
§==1
ol I'on a posé, pour abréger,
o 81
o (-1
O (1) e
(38,) Al = z S G By
ra

La formule (37) est due & Binet ('), qui a indiqué aussi (38) (*).
Posant dans (38) « =1, on obtiendra cette formule numérique pour
la constante d’Euler :

. l h & .’:::a A:.
(39) = =+ Z !
g

(1Y Journal de U Ecole Polytechnique, XXVII* Cahier, 1839, p. 339.
(%) Loc. cit., p. 339.
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qui est due & Binet (") aussis elle pourrait servira calculer le nombre C
si Adams (*) n’avait pas effectué un tel caleul, et cela avec 263 déci-
males.

18. Sur les nombres By, et C,. — On voit que les expressions des
coeflicients A, et A}, figurant dans les séries de Binet que nous venons
de trouver sont différentes des expressions ordinaires qui ne con-
tiennent pas les nombres de Bernoulli, mais qui ont, de I'autre coté,
le double nombre de termes. Or, les nombres de Bernoulli étant bien
connus d’apres la table d’Adams (*), qui contient ces nombres de B,
a By, nos expressions nouvelles sont certainement plus commodes
pour un caleul numdérique.

A Taide de Ta série de Gudermann (%) pour o(z) et de la série
analogue obtenue pour o (a) on trouve ais¢ment, par la méthode
de Stirling, les expressions ordinaires pour les coellicients A
et A, comme 'a fait voir M. Jensen (7). Or, égalant ces expres-
sions différentes obtenues pour le méme coefficient, on (rouvera
ces deux relations entre les nombres de Bernoulli et les coelli-
cients )

ERSN S | ¥
5 (1) (n-—8) . ~ (=) iens
o z (e /LZ el DAL | TP
(ho) (70w s A1) (0 - s4-m) " (25 41)(2s-42) " W
&) 8§ =0
CE=N/E | =7 ( .
‘ N (=) — 1) e
’ A L R S R Gt L |
(40.) D s Gt 3 e G By
e} § =0

Cependant, il est possible de développer, par le méme point de
vue, quelques autres formules plus remarquables contenant ces deux

’

groupes de nombres rationnels. A cet égard, différentions 7 fois par

&

rapport i @ Iintégrale définic oblenue pour w (), ce qui est permis;

(1) Loc. cit., p. 258.
(%) Proceedings of the Royal Society of London, t. XXVII, 1878, p. 88-91.
(#) Journal de Crelle, L. 83, 1878, p. 269-272.
(%) Journal de Crelle, t. 29, 1845, p. 210.
(%) Loc. cit., p. 71, 83.
Ann. Ec. Norne., (3), XIX. — NOVEMBRE 1902, 56
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nous aurons

§=®

I 1 LI
Z (z~+s) n—r1 a*t  awxt

(“) §=0 o
1 1 1 I
- e i R A a7/
? }‘(IL———I)!‘/O <e‘»~l L l 2)

L’intégrale définie figurant au second membre de () peut étre
développée en série de factorielles & Paide de la méthode ordinaire,
ce qui donnera

S w
"0 N - n
__Mj___ﬂ -__,.L_‘_ —— 1 e i t"'““’(}'l'” (Zé Pt Z - —— /\s . - .
(n—mn)l el—1 t 2 a(x4=1). . (- 8)
Soon

olt Uon a posé, pour abréger,

PR S C L Y e
A= 2« wr e\ 2r 41 Cs Bar i

1)

Quant aux autres fonetions figurant dans (z), elles sont développées
en séries de factorielles dans (35) aune 45 et (12) au n° 8, de facon
quune comparaison des coefficients donnera cette équation remar-
quable

=7

. g o Wty weny wen
T T A - e e B

r==0

Dans le cas 72 = o, le deuxiéme terme au second membre de (41) se

présente sous forme illusoire, ce qui s’accorde bien avee le fait
que ™' ne peut pas étre développé en série de factoriclles de Pargu-
ment z. Cependant, la formule garde sa validité si nous supprimons
simplement ce terme; ¢’est-a-dire que nous aurons, apriss un simple
calcul, cette formule particuliére

2t

By

(414) PN CII A Sa)

1)

qui a ¢té observée par M. A. Radicke ().

2 § 41

(1) Die Recursionsformeln fir die Berechnung der Bernoulli’schen und Euler'schen
Zahlen, p. 15; Halle, 1880.
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Il est évident que les formules de (40) & (41,) ne sont autre chose
que des conséquences de la formule générale trouvée pour les déri-
vées d’ordre supérieur d’une fonction de logs prises par rapport i =;
cependant, la démonstration de nos formules semble étre trés longue
d’un tel point de vue.

19. Séries de Schlomilch. — Dans son premier Mémoire sur les séries
de factorielles, Schlomileh (') étudie particulierement la fonction

(a) S(v,.-x)::fA (1 ¢)~" e—te L.,
0

Dans ce cas, la fonction ¢ (r— =) a sur la circonférence de son
cercle de convergence le scul point singulier z =1, et le nombre
caractéristique A est égal & zéro; c’est-a-dire que la série de facto-
rielles obtenue pour S(v, ) est convergente, pourvu que B (x) > o.
Pour le coefficient général, nous aurons cette expression

8z e

(42) A= N (0 (v ) (9 8),

8z

Transformons maintenant, avec Schlomilch, notre intégrale en
posant

nous aurons
© e—u
(B) S(v,wx) ==a’ ! (r"f 7(1(&,
X

ce qui donnera, pour v =1,
(43) S(r,z)==¢%liec>,

N . . ;. . . ” . . . . 1 3
ol lie=* désigne lelogarithme intégral ordinaire. Posons encore v = —;

]

une légeére modification donnera

(ht) s(lz ~“x/ et dt,

2 “T/_f.

ce qui n’est autre chose que la transcendante de Kramp.

Jx

(1) Loe. cit., p. 396-401.



444 NIELS NIELSEN.

De cette maniére Schlomilch a, le premier, développé en série de
factorielles ces deux fonctions célebres.

Les intégrales obtenues de (B), en y remplacant la fonction e
par cosu ou par sinz qui ont fait de la peine a Schlomileh (*), se
traitent immédiatement a I'aide de nos recherches générales accom-
plies dans la section qui va suivre. '

20. Dépcloppement de ¥ (x) — Y'(x). — Tres analogue a I'intégrale
de Schlémileh est cette autre que j'ai trouvée dans mes recherches
sur les fonctions cylindriques :

L (5t 1)t

£ ‘__1 N
() [ (1 02) Femtrgp=— Pl (2) - Y ()],
“0

Vo

ot Y'(2) désigne la fonction cylindrique de seconde espece, savoir :
1
Y/ ()= ————[cosvm )V (2) — I (2)
(r) == g | e () = ()

tandis que Z¥ () est une fonction tres analogue  J(ax), savoir :

¢ s J‘ PESFHN

oy T ?
g0 T (.s‘ e %) l‘(v - 5 —j)

ou bien, pourvu que R(v) > — -

2 ( x ) ! T
5 .

2
L(x) = ~~l‘/ sin(z sing) (cosg)* dyp.
Vﬂ F (\J e ;_) 0

Dans le cas particulier v = o, la formule («) appartient i L.
Meissel (*), tandis que M. H. Weber (*) a trouvé (o) pour v entier.
On voit aisément que notre intégrale (2) est développable en série
de factorielles convergente, pourvu que R(x) > o. Pour les coeffi-

(VY Loc. cut., p. 402-404.

() Gewerbschulprogramm, lIserlohn, 1862 citation de Meissel : Jakresbericht iber
die Ober-Realschule in Kiel; 18go.

(#y Journal de Crelle, t. T3, 1873, p. 86-87.
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cients généraux, nous obtiendrons ici :

p=n—1
1
(45) A= 2 (_,)/1(:3{;(2”__2]))!() A
i NIt P
p=0
]7:/1—1
v — 1\
(45 A= X e —apt (7)),
p=0 N ‘

Notre série de factorielles ainsi obtenue, la premicre dans la
théorie des fonctions cylindriques, nous permet de calculer la valeur
de Z'(z) pour des valeurs trés grandes de |z, car le caleul numé-
rique de Y7(x) peut étre effectué i Paide des séries asymplotiques
trouvées par Hankel ("). Un tel caleul numérique de ZY(x) est
essentiel, parce que cette fonetion joue un role fondamental dans un
grand nombre de questions de Ja Physique mathématiques on peut
consulter, par exemple, des recherches de MM. Rayleigh(®), Brans (*),
H. Struwe ().
~ De plus, dans une autre occasion je démontrerai, en m’appuyant
sur les recherches géndérales de M. U. Dini (*), qu'une fonction arbi-
traire peul ¢tre développée en série infinie ou J'(a) et Z'(x) jouent
le méme role que cos 2 o sin @ dans les séries de Fourier. Cependant,
ces nouvelles séries sont plus générales que celles de Fourier, parce
qu'elles peavent représenter des fonctions non développables en
séries ordinaires de Fourier.

V. — Multiplication de l'argument dans une série de factorielles.

21. Transformation d’une intégrale deéfinie. — Une proposition
élémentaire relative & la convergence d’une série de factorielles nous
a fait voir déjh, au n° 2, qu’une fonction ne peut étre développée que

(1Y Mathematische dnnalen, 1. 1, 186g, p. 491.

(2) Theory of Sound, t. 11, p. 164. Londres, 1896.

(3) Wiedemann's dnnelen, L. XVII, 1882, p. roo8.

(%) Astronomische Nachrichten, 104, 1883.

(%) Serie di Fourier ¢ alire rappresentazeoni analitiche delle funzioni di une varwa-
bile reale, t. 1, Pisc, 1880, ot les fragments inédits du Tome II que 'éminent géométre
m'a remis.
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d’une seule facon selon des factorielles de I'argument z. Au n° 14,
nous avons démontré qu’il est possible de développer selon des fac-
torielles de I"argument « + y une fonction de x, pourvu que y soit
unc quantité finie. Ici, nous avons i é¢tudier Ie probléme beaucoup
plus difficile relatif au développement d’une fonction de x selon des
factorielles de argument ez, ot o désigne une constante convenable.

A cet égard, prenons pour point de départ les deux expressions
générales obtenues pour une fonction développable en série de fac-
torielles, savoir :

1 »
(o) .Q(x)::/ o(5)s*1ds :-/ o (et e t* de.
0 <o

Cela posé, nous aurons, « désignant une constante finie et diffé-
rente de zéro :

1 Ed ,,J L
() Q(g) :f cp(s)za'—lcl: ;;:f wletye *di;
0 0

or, nous avons en premier licu & transformer les denx intégrales (8)
en autres de la forme («), ce qui nous conduira i poser ¢ == awu, d’on
nous obtiendrons, pour la derni¢re des intégrales susdites,

w.1
o o
(7) Q (—’—) == f o(e~*) e du,
¢ 0

ot la limite supéricure indique qu’il faut effectuer I'intégration,
de n=o0hnr =mm, lc long de la ligne droite passant par le point ;
Décrivons ensuite, autour de Porigine comme centre, un cercle du
rayon trés grand R, et supposons que la fonction ¢ (¢=*) n’ait pas de
points singuliers situés a U'intérieur ou aux limites du secteur formo
par I'axe des nombres réels et le rayon passant par le point -; Ces
conditions remplies, une intégration le long de la circonférence du
secteur susdit donnera, en vertu du théoréme de Cauchy,

R L .n‘g('
3 — —aRe-i0 gy ( pmrilre-i0) 10 () —
(9) / (R e=abe e (pae-i0) ¢ ‘0(10_-/ >
1] 0 0
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ou l'on a posé
() o==pelo.

Or, la formule (¢) montre clairement que notre transformation
nécessaire susdite est possible, pourvu que

R=w»

w
(46) lim [I{ f ¢=whe= g (e—ome=) g=il d@] =o,
0

condition qui est nécessaire et sulfisante & la fois. Maintenant, il est
aisé de voir que celte condition est remplie pourvu que I'on ait ces
quatre conditions plus simples :

(47) B(z)>o0, W(a)>o, B(x-—al)>o0, 1&(;—:—\)>0;

¢’est-da-dire que nous avons certainement, dans ce cas, ces deux for-
mules essenticlles dans les recherches qui nous occupent ici :

o

(48) f><’> u'/o.l:p(s“)s”“‘ d:::.-oc'[uw_/'(oc[)e”‘xdt, J()y=0(e"),

ot Pintégration doit étre elfectuée le long de I'axe des nombres

posilifs. '
Cependant, ces formules établics, il n’est nullement sar que la fone-

- ax . g ;o 9 . y

tion Q<~“-> soit développable en série de factorielles de 'argument ;

cela exige une recherche particuliere que nous avens maintenant a
établir.

22. ¢(s) n'apas de points singuliers finis outre = = o peut-étre. ~
Considérons d’abord le cas le plus simple, ol ¢(z) est une fonction
entiere, et supposons encore §(«) > o; la fonction 3(5*) admet z =o
comme scul point singulier fini, et le nombre caractéristique est pré-
cisément égal & — B («). Mettons encore ez au licu de «; nous aurons
cette proposition :

L. Si lu fonction géncratrice est une fonction enticre, Q(x) peut étre
deéveloppée en série de factorielles de Iargument oz convergente pouryu

que
R(z)>o0, Blaz)>o0, W(a)>o0, . B(az-+a)>o.



448 NIELS NIELSEN.

Quant aux coefficients de ce développement, la formule (271,) don-
nera immédiatement ici

s=n~—1

(49) An(e)= ) J@=(0) Can=st,

§=0

expression qui est tres remarquable, comparée avee (21,). Au con-
traire, I'expression obtenue pour les dérivées d’ordre supéricur
de o(=*) prises par rapport a s(*) est généralement tres incommode
icl.

Supposons maintenant que s = o soit point singulicr de ¢ (5) et le
seul situé dans la partie finie du plan; il est cvulnnl, que le nombre
caractéristique de @(=*) est précisément égal & AR («). Cela pose,
meltons encore ez au lieu de a5 nous aurons celte autre proposition :

1. Supposons que »(5) ail le seul point singulier fini = =05 Q(x) est
développable en scrie de, factorielles de l'argument o, coneergente pourvu
que Uon ait @ la fois

B(a)>o, W(w) o, V(o) o= 2B (a).

Il est évident que toutes les fonctions particulieres ¢ludices dans la
Scection précédente sont développables de cette facon. Considérons,
par exemple, la fonction o (2); nous aurons ce développement :

8w

Ay(z)
® ) 5
(Ho) () Aﬂ/!(/l—}—l) o sy
ol 'on a posé, pour abréger,
et
(1) o=ttt
(504) - 2‘ (01 4+ 1) (2r - )Cﬁ M B

et ce développement est valable, pourvu que Uon ait & la fois

(504) W) > o, B(x) > o, B(ax) o> o.

(1) Scnisinen, Compendivm, t. 11, p. 9.
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sy . . . 1
Considérons encore la fonction génératrice ¢ (s) = -; nous aurons
S=w

I 1 s!
5{:7“‘—-+2x(x+1)...(x—|—s)7 #@) >,

§=1

de sorte que notre méthode générale donnera précisément la for-
mule (11) au n° 8 pour o =1.

23. Cas d’une fonction géncratrice genérale. — Ici nous avons i
démontrer que la possibilité de la multiplication de I’argument est
beaucoup plus étroite pour toutes les autres fonctions développables
en série de factorielles. A cet égard, supposons que

w=gelv, s=re"

1
soient des valeurs correspondantes de z et de u=z%, tandis que

nous I)()S()l‘ls encore
o= pefu).

Supposons que les deux angles réels ¢ el waientdes valeurs situées
entre o et 27. Cela posé, nous obtiendrons une équation de cette
forme

(6() clog Pk i — p(logG-+iT) (peosw -+ psinw)

Décrivons maintenant deux cercles G et G, ayant leurs centres aux
points (0,0) et (1,0) respectivement et leurs rayons égaux a 'unité;
il est évident que tous les points singuliers finis de la fonction o (5%)
doivent étre situés & I'extéricur, ou sur la circonférence au plus du

v Zx . ’ . ;- 3 .
cercle C,, pour que Q (E) soit développable en séric de factorielles
de 'argumenta. Cest-a-dire que I'on doit avoir, pour un tel point,
(B) 22 CosT,
ce qui donnera, en vertu de (),

log r cos w -+ (2 p ) sin

(7) e e .‘gzcos(

(V—i—-zpw)COSa)——logrsinw)
P
Or, supposons sin w2 o; il est possible de déterminer des valeurs

pour le nombre entier quelconque p telles que le second membre
Ann, K¢, Norm., (3), XIX. — NOVEMBRE 1902, 57
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de (v) a une valeur positive et finie, tandis que le premier membre
deviendra aussi petit qu’on le veut, c’est-a-dire que I'inégalité () est
impossible, et nous avons cette autre proposition :

[1I. Supposons que la fonction géncratrice 9(z) ait des points singu-
liers finis outre = = o; o ne peut avoir que des valeurs réeelles.

Posons ensuite sinw =0 ou bien p=o; l'inégalité (y) s’écrira

sous cette forme :

1

7S 4 2PT
(52) r“;gcos(—j——g—>7

o

condition qui doit étre remplie par tous les points singuliers finis
de o(z), outre z = o, ce qui nous donnera aisément cette nouvelle
proposition :

IV. Siles modules des points singuliers finis de o (z), outre z= 0, ne
sont pas tous plus grands que ['unité, a ne peut avoir que des valeurs
rationnelles.

En effet, si on admet rS1, tandis que « est irrationnel, il sera tou-
jours possible de déterminer des valeurs entieres de p telles que le
second membre de (52) est aussi approché de 2 qu’on le veul, tandis
que le premier membre ne peut pas surpasser 'unité.

24. Sur les valeurs rationnelles de «. — Supposons maintenant
que 9(z) ait des points singuliers situés & U'intéricur ou surla circon-
férence du cercle C,, outre 5= o, nous avons encore ce théoreme :

V. Sia est réduit a étre rationnel, son numérateur ne peut étre que 1,
2 ou 3.

Dans ce cas, aucun des angles réels figurant au seccond membre
de (52), privés des multiples possibles de 2w, ne peut étre situé
T T .
entre — 3 et + 3+ Posons maintenant
be

oe-::—'(f, = ¢ 4 ogm n?v"’/’f,
0 a > = :3



RECOERCHES SUR LES SERIES DE FACTORIELLES. 451
olt ¢ désigne un nombre entier, et mettons encore

2bpm 217
—f— =— —— + 25T,
a a

ou, ce qui vaut autant,
(o) bp—as=—r,

Or, cette équation indéterminée nous donne toujours des solutions
entitres de p et s pour une valeur entieére quelconque de r, car la

. a N “ 1 . ’ .
fraction ; peut étre considérée comme irréductible.
Cela posé, admettons @Z4; nous pouvons toujours mettre

m~-1 T
——m> ¢z

m désignant un positif entier convenable. Or, je dis qu’il est possible
de déterminer un positif entier r, tel que 'on ait & la fois

mmT  2rm T (m-+1)m orm _m
a a '3

ou, ce qui vaut autant,
(B) Im—+a>6r>3m—a-+3,

’,

inégalités qui donnent toujours des valeurs positives entieres de r,
pourvu que aZ4. Or, une telle valeur de 7 déterminée, p peut étre tiré

de (o).
A . ’ 'IT - LK}
Le cas ou ¢ cst situé entre — ™ et — 3 S traite d’une maniére
analogue.

Quant aux fractions du numérateur 3, nous aurons encore cette
proposition :

‘ . 3 . . .
VI. Les fractions de la forme - ne sont possibles que st tous les points
pr:
singuliers susdils, outre 5= o0, de ¢ (z) sont de la formee 7 , ou les frac-

tions L sont irréductibles; de plus, tous les numérateurs p doivent étre
q

umpatrs et L un multiple impair de tous les dénominateurs q.

La démonstration peut étre établie indirectement. En effet, suppo-
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sons d’abord que ¢ ne soit pas multiple de ¢; il sera possible de déter-
miner des nombres entiers s et m tels que

by I”r—l—zm f—'“clr—i-'??ﬂ
(/) —f/— T 3-—-3([ ST,

ol I’on a i la fois
r=tp (moda2q), ol | r|<q,

postulat qui se démontre aisément & I'aide de I'équation indéterminée
pour s et e déduite de (7).

Soit maintenant ¢ un multiple de ¢;’équation () est impossible et
I'on démontre aisément que les propriétés énoncées pour p, ¢ et ¢sont
nécessaires et suffisantes pour admettre une fraction du numéra-
teur 3.

Supposons encore qu’un point singulier de ¢(z) se présente sous
la forme de ¢*%, ol le quotient de ¢ et = est un nombre irrationnel, et
fixons pour ¢ une valeur entiere déterminée mais quelconques il sera
possible de déterminer deux positifs entiers trés grands p et ¢, tels
que

Py

‘, ~. p
~ L,
([ T ¢

et ’équation (y) montre clairement que la fonction ¢ (5%) a des points
singuliers situés & U'intérieur du cercle C, de '¢quation
2?4 2 o,

Ces résultats établis, on voit aisément que les points singuliers cor-
respondants de ¢(z), dont les modules sont situés entre o et 1, nous
donnent toujours pour ¢(s*) des points singuliers situés i 'intéricur
de C,, et voila la démonstration complete de notre proposition.

25. Développements nouveauz de D, l()rfl'i(f, ;) Considérons en
particulier la fonction B(z) introduite au n° 8, formule (15); le seul

point singulier de 9(z) est s = — 1; ¢’est-d-dire que « peut avoir les
valeurs suivantes :

e

9 ——
28 -1 28 41 28 -1
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ol s désigne un entier non négatif. Posons o = 2; nous aurons

. 1
x %=t

ﬁ —_—) = 2f = 3 dz,
2 o 1+ 5=

de facon qu'une formule de Liouville (') donnera immédiatement

n! . (n+nxw
(=" (1) = —— Sin=——y——-
2-—2— o

Mettons ensuite 22 au lieu de z, nous aurons cette formule nouvelle

- Lo (s+Nm

' = o 8 et

(53) ﬁ(J)::Z sa(2z+1)... (22 +5) ixl ’
$50 2

qui est valable dans toute I'étendue du plan.
Dans le cas o = 3, nous aurons, aprés une décomposition ordinaire,

1
i o 2} e BT ety
8(5)=b)— [ F iy

ce qui donnera de la méme maniere

. . (es+ DT
=r s!sin 5

(54) f’(”’):f’“”)"“z 3232z +1)... (3@ +5)
§=0

formule qui est valable pourvu que #{z) > o. La série de factorielles
ainsi obtenue est absolument convergente pourvu que H(z) > 1.

(1) Citation de Frenct, Recueil d’exercices sur le Caleul infinitésimal, p. 8o ; Paris, 1882.



