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SUR

QUELQUES APPLICATIONS GÉOMÉTRIQUES
DES

SÉRIES DE FOURIER,
PAR M. A. HURWIÏZ,

A X U Ï U C Ï Ï .

Les séries de Fourier et des développements analogues inter-
v i ennen t tout na ture l lement dans la théorie générale des courbes et
des surfaces. En effet, cette théorie, envisagée au po in t de vue de
l'Analyse, revient évidemment à l 'étude des fonct ions arbitraires. J'ai
ainsi, été amené à employer les séries de Fourier dans que lques
quest ions de Géométr ie , et j'ai obtenu dans cette voie quelques résul-
tats qui. seront développés dans le présent travail. On remarquera
que mes considérations ne forment guère qu 'un commencement dans
un certain ordre de recherches, qui donneront sans doute encore
beaucoup de résultats nouveaux.

Avant d'entrer en matière, je démontrerai un théorème sur les
séries de Fourier qui joue 'an rôle fondamenta l dans mes recherches
et qui, d'ailleurs, me semble être remarquable en lui-même.

1. Considérons deux fonct ions réelles/(a?) et ç(^), bornées et
intégrables dans l ' intervalle o^x^ ir. et calculons les intégrales

y ^ ! j ^27T

^=- / f{x}w^kxdûc, a^=- \ f{x}m\kxdx,
^Jn ' ^0^Jo ^o

.,2TC . ^W0) ^ . , , , ^ /•^
^=" / 9(.:r)cos/ûyrf.y,' /4,==- » 1 (f{x)^\i\kxdx

^ JQ 7r JQ

pour k == o, T , 2^ 3, ,-•. Ce sont des valeurs finies et déterminées.
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Alors la série

00

( 3 ) S = ^ f/o ^o -+- ̂  ( ak ^/ 4" ^/, b'i, )
A- == i

est convergente et l'on a

(3) S — — f /'(^)?(^)^.
' ' ^

Pour la démons t ra t ion , nous remarquerons, en p remie r l i e u , qu ' i l
suffit de considérer le cas où les fonctions /(,r) et ç(^) sont iden-
tiques.

En effet, supposons no t re théorème démontré dans ce cas spécial
et désignons par/(^) et o(^) deux fonct ions bornées et intégrables
quelconques. En app l iquan t le théorème à la f o n c t i o n A/(^') -h- [ J . ^ ( , T )
où À et (x sont deux constantes a rb i t ra i res , nous obtenons

1 f"^[A/(.r)4"^?(.:r):12^
fK «-'o

= 1 (}.^+ ^^o)2-!- ̂  |:(/.^A-4" ^^A.)'^ (5. al, 4- ^y,)2].
^^i

En développant les carrés et en comparan t les coel î ic ients de aAa
dans les deux mem.bres, il vient

i f /( ,r ) 9 ( .̂  ) dx = •r. ,̂, h,, -+• V ( a^, h/, -h ^4 ^/1 ) •
71:^, % ' /——

On voit donc qu ' i l suffi,! de d é m o n t r e r l 'équation
,<î7î

( 4 ) i f !"/( ̂  }Y ̂  = ̂ 1 + 2( </?-+ rtAâ )
7T^ ! 2 /^i

dans l'hypothèse où la fonction / ( ^ ) est bornée et intégrable dans
l'intervalle 0^07^21:, les a/s et a^ étant déf in i s par les équations (i).
La démonstration se compose de deux parties.

D'abord nous montrons que la série dans1 l 'équation (4) 6st
convergente, et ensui te que la somme de cette série est égale a
^ ' . ! ! ! 1 , . ,

^^ [/(^)p^. • , , ^

La convergence de la série (4) découle, comme l'a déjà remarqué
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M. I-Iarnack ( 1 ) , de l ' ident i té

r'^r " T2
^ /(.r) -~ ^ a^^^(a^cov'^x "4- ^/.sin/^) .̂rJ() L " ^=1 ' J

^2-n:— / LA^)]2^-^^-y(^+^).' l"< ) ' ^i
En effet, d'après cette ident i té , la somme

n
(5) S^,=: ^o,2 -t-^(«î. + <^2)- a.

2
/.=:!

s rreste, pour tontes les valeurs de n, in fér ieure à - i |"y(.^)"]2^te;
par conséquent, l irnS,/ est f i n i e et dé te rminée .

//. ';„• <XI

Main tenan t , i l nous fau t dem.ont.rer, ce qui est plus difficile, que
liniS^== -'- ^ [./('z>)l:2 ̂ xf I^n'n* cela, nous remarquons, en premier
/; =-,: CO '^ «„/()

l i eu , que l 'on a

l 'intégrale double é tant prise à l ' intér ieur du carré Q
0^^537:, 0 ̂  y ^ 3 7T.

En. effet, la fonction f(x) é tant inté^rable dans l'intervalle o^^a'n:
le sera aussi, considérée comme fonction de «r et y, dans le carré Q.

De môme/"(j) et la fonction
. . „ x — y

s m ( a n 4- ï ) ——-—
(7) . .T — y

s m. ——-*-

•̂  -h- cos(^"—j) + cosa(^ —j) 4-...+ cos/z(^ —7) ,
1.2 J

. ^
2

( 1 ) Ucber die tri^onomctriiîcîiG Rclhe und clic Deir^tellu/ig willkûriicher Functionen
( Mdthmuuische Ànnalen^ t. ,XVÎI, p. 12,5). Toir aussi .KuUctin des Sciences mathéma-
iiques et astronomiques, '2e série, t. Vî, 1882.
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qui est continue, é tant intégrables clans Q, le produi t

. , . ̂  — ysm ( 2 n 4~ i ) ———
(8) v^fWf(y) . .;r — ysin——17-

le sera aussi. Mais, d'après l 'équation (7), l ' intégrale double, qui
figure dans l 'équation (6) se décompose en une somme d'intégrales
qui se réduisent évidemment aux différents termes ^a; et a^. -4- ci^ de
la somme S,^.

L'équation ((>), ainsi démontrée , peut être transformée de la
manière suivante. La fonc t ion P étant symétrique par r appor tas et
àj, on décomposera le carré Q par la droi te x ===j on deux triangles
dont l 'un , Qi , est formé par les droites y == o, «2?== 27r, x == y, et
l'on aura

* 'y «ii—. 'v
s 1 1 1 ( 2 n '4- r) '..l..,.....-...-,,,.'7

/(^) /(y) ----...•..-.- ^ ̂ y
s in •'-.-.----''1..

9.

sin(^ --l-1) ^-ll••.l-i--
/(7)^ 1 /(^) ------ d;^

f 1 sin -̂-.--•7

^y 2

En substi tuanty 4- ^«^ an l ieu de «y, on t rouve
„, .y

^7C , , TÇ—j"
M ^ C p t \ i C /*/ ^ Sïti ( 2 / À 4-ï),'^ ,b^= ,, / /(j) dy < ./(y 4" â^) .—1,.—^^^^ da-

"• t/o t/ç bH)«€.

2 /^sin^n-M).^ / ^^^ ^=: — i ——;——— cto i Y ( y ) Y ( y + » -^ ) ̂ y»'TT2^ 810^ J^ * / ^ < 7 / * / W • / ^

Main tenan t posons, x étant bornée à l ' intervalle O^S^IT,
/». S TC-".»,•

(9) F(^)= / /(J)/(7+,r)rfr.
«•̂

Nous, aurons 1 - 1 1

1 ^ <. . . a /*\mi(2rî + i).y —1 , ,b^ = — / —.-̂ ,..,.-..,- F ( a ̂  ) £to,TrV sm^ \ / »
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ou enf in
71:

C°) ^=^^^[F(^F(^-^)]^.

Or, la fonct ion F(^) est con t inue dans l ' intervalle o^x^^r^
comme nous le démontrerons tou t à l 'heure. En outre, nous savons
que limS/, est f in ie et dé te rminée . Mais, d'après un théorème de
M. P. du Bois-Reymond ( ' ) dont nous donnerons u n e démonstration
ci-après, l ' intégrale

/*" sin(2/ï. -I- ï ) . z , / , ,ï ——__——L- ^ ̂  ) ̂  ( ̂  > o )
JQ ^

ne peut avoir une autre l imite pour n == co que ^ ^(-+- o), si

^("h" o) ̂  . l , im^(£)
£=:()

est f i n i e et déterminée. Par conséquent, la l imite de
7C

,-, 'ï r'2 shi(a/ î + î)./; ^ ,.,,, , ,,,, .„ ,S^^^ .,.,A_^^^^

sera

^|î [F(o)4-F(â7^); | j^^F(o)==^ t f { y ' ) f { y )dy c. Q. r. n.

Pour montrer que la fonc t ion F(<r), définie par l 'équation (9), est
cont inue , nous considérons deux arguments x — S et x satisfaisant
aux conditions

o^x—o^^^air.

On aura évidemment

F(^)-F(^-^)= f /(./)[/(y"h^)-/(j+^-o)j<r
^o

,.27t--,r+ô

-/ /(y),/'(y+^-o)^
'-"'a'îT—.r

( 1 ) ÀUgemGinG Lehrs'àtZG ûher den Gi.lltl^kf'itsbcreich dur I/itegrctifûr'rtîein^ die sur
Darstellwfg willkûriicher Functionen cllenen (CreUe'.v tournai, t. 79, p. 4^)-

Ann. Êc. Norm., (3), XIX. — ÔCTOBUE 1902. 46
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ou encore
(n) F(^) - F(^ - ô) = f /(.y - ̂ ) [/(y) -/(y - 3)] dy

^
—. 1 / (27 :—^+7) / (2TT—ô+j )<y .

t- o

Désignons par M la l imi te supérieure de [/(.^) dans l ' intervalle
o^.r^ûTc. Alors la seconde intégrale de l 'équation ( i î ) a une valeur
numérique plus petite que M.2 5, quantité qui converge vers zéro
avec 5.

Passons à l'autre intégrale de l'équation ( ï i ) . Après avoir pris
arbi t rairement deux quanti tés positives a et £ nous décomposons le
champ d'intégration x . . . 27: en parties A , , A ^ , . . . et nous désignons
par A/ celles de ces parties dans lesquelles l 'oscillation de/(.T) dé-
passe a, par AA les autres. La fonct ion fÇx) étant intégrable nous
pouvons supposer que V A,< £. Nous décomposons chaque partie AA

en deux parties A^ et A^ de sorte queVA^<;£ . Si nous prenons 5
i n f é r i e u r à la plus petite des parties A^ on a

l/(^)^/(y»û)|^,

pour tout point y de A^, parce qu'alors les points y e t j — o appar-
t iennent tous les deux à A^. M'aintenant on a

f A y - ̂  ) LA y ) - A y "- s )] dy
-4-

/^

Y f \f{y- .r) /(j) | ̂  ̂  f [/(y - ,r) /(y - 3) | dy
^ <4; ! J^ !

.V f|/(j~^)/(y)]^,+ C \ f ( y - x ) f { y - ^ ) \ d y
^A, ^A;

^S f i</V - ̂ ) 1 l/(y) "-/(j - 5) i ̂M j „,

5 à M2 ̂  A^ +. aM2^ A, + a M ̂  A^

^M^S 4" O - M ^ T T .
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De cette inégalité nous concluons immédiatement que pour toutes
les valeurs assez petites de S la valeur n u m é r i q u e de FÇx) — V(x—S)
reste plus petite qu 'un nombre positif choisi arbitrairement et indé-
pendant de oc.

Donc F(^) est fonc t ion con t inue de x,
Quant au théorème de M. du Bois-Reymond je reproduirai ici la

démonstration de l 'auteur même avec des détails qui me semblent
mériter quelque intérêt .

Supposons la fonct ion ^Çx} bornée et intégrable dans l ' intervalle
o î x î a ;

supposons de plus que
l i m ^ ( e ) :=::^(+ o)
e == o

soit f inie et déterminée et enf in que

„ , ,. / t r t sm(an "4- i).ï . , , , ,( 1 2 ) 1 1 m. j —-————— ̂  ( x ) dx :,:::-- A
//..:. ^ Jy ^

soit également f in ie et déterminée. Il nous faut démontrer que

( 1 3 ) A^:^(+o).

D'après la f o rmu le
r'sîn(a/i+i).r ,, , , /-' ^^i
l ,̂ ,̂ -L.....,̂ .̂ ^̂ ^̂  4/ ( ̂  ) dx •::= l 1 ^ (x ) ces y .r ̂ .r rf)^
^ t:y </r=u(•/y=o

l'équation ( î ^ ) équ ivau t à celle-ci

( 1 4 ) f^¥(j)rfy=A,
*-'o

où nous avons posé
r 1 1

(15) ^(j)-^ ^ ^(^)cos^^^.
JQ

Cette fonction ^(y) est évidemment continue pour toutes les
valeurs f inies de l'argament y. Remarquons tout d'abord que l ' inf ini
à la l imite supérieure de l 'intégrale (t4) désigne un nombre im-
pair 2n -+- î croissant indéfiniment. Mais on voit aisément que l'équa-
tion ( t 4 ) î^ste exacte si nous prenons pour limite supérieure de
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l'intégrale un nombre p o s i t i f / ? croissant à l ' infini d 'une manière
absolument quelconque. En effet, on a

r^y)^/^ F' ^(y)^-!- f ^(rXr.
J0 »-'u ^ î / l •4- 1,

en désignant par 'in 4-1 le nombre impair immédia tement au-dessous
de p . Or, d'après un théorème connu , la fonct ion ^ (y) déf in ie par(i ;5)
tend vers zéro si y tend vers l ' in f in i . Par conséquen t , l ' intégrale

Ç W(y)df,
'"•2 il 4-1

dont le champ p - ( 2 / 1 4- i) est p lus pet i t que 2, tend vers zéro si
/> tend vers l ' infini . Donc, on a bien

/./'
l im \ r ( y ) < y = A .
/^^ «-A»

Maintenant nous fe rons usage du. théorème suivant dû à Lejeune-
: l ) i r ich le t ( 1 ) :

Si la fonction ^( y) est intégral) le dana tout intervalle fini de l'cixede^
quantités positives, si, en outre,

f ^{y")dy:=. A.
Jo

est finie et déterminée, l'intégrale

( ^^(j)rfy==A.(/)
w Vt

est aussi finie et déterminée pour chaque valeur positmi de t et l'on a
l i m A ( 0 = A .
/ s. <»

Mon ami et collègue M. Franel m'a communiqué une démonstration
très courte et susceptible de généralisations étendues de ce théorème,
que je reproduis ici avec'sa permission-

(1 ) Voir Foricsunge/t ttber die Théorie der bcstimmten Intégrale', von G."F. Moyer,
Leipzig, i 8 7 r , p- 179-
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D'après les hypothèses faites on a pour toute quantité y ^> p
r^/ ^(7)^j „ <£,

£ désignant u n e quanti té positive prise arbitrairement et p étant
choisi assez grand. Mais on a, d'après le théorème de M. Bonnet,

...-y ^/'
f e-o^j)^ =-= e-^ / ^(7) dy < £,

J/? «- /?

pour toute valeur positive de t, q' désignant une valeur comprise
entrer et q. Ainsi l'on voit que

A ( / ) = f e - ^ ^ ^ y ^ d y
J ^

est f in ie et déterminée pour t ^> o. Maintenant écrivons

A-A(/)- ; : / '(i-^o^.Hy)^^ f^(y)^y- f^^.y)^»- o <y^ ^^
Après avoir choisi c a rh i t ra i rement nous pouvons prendre/? tel que

les deux dernières intégrales soient numér iquement plus petites
que y et cela quelle que soit la valeur de i >>o. En prenant l ' assez

pet i t la première intégrale sera, en valeur absolue, <; - pour toute
valeur positive de t <^ t\ Donc [A — A (/) [ <^ £ pour o <^l <^i\ c'est-
à-dire

l i m A ( < î ) = A , . c. Q. F. i).^1).
t ^î o

( i ) Remarquons en passant que lo théorème d/Abel sur les séries de puissances est
une conséquence du théorème de Lejeune-Diriclilet. En effet, si l'on prend

^(y) = an. pour // ̂ y < ri -4-i ( n == o, i , 'i, . . . ),
/'/o, ^i, <^2, . . . désignant les termes d'une série convergente, un obtient

00 w

r 4^) ̂  ̂  S ̂ //- el(/ ( c^^(y) dy = i=^-î V ci.n e- f-^.
Jo ^ '() " /-o

Donc le théorème de Lejeune-DirichIet donno bien
W 00

l î m ^ . ^ e - ' ^ ' ^ ^ a / i .
/ sO -*™» •AMH
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Revenons maintenant aux équations ( i4) et (i5). D'après ce que
nous venons de démontrer nous aurons

/"* 00 y* 1^' /'» ̂  / 1 / \

A=:lim ^ e-^df f ^(ûs) cosyxcl^c^iim f .^.^-l^cix,
t = Q J Q Jo f - o J o ^4"^-

OU
ft

r^ i
(16) A = l i m / ^(^a;)—:—.

/ =Ï 0 ,,'Q j "~1"" l^

Décomposons la dernière intégrale dans la somme des intégrales
^ //

^C^T^ et- ^f^W^
TÏ

L'intégrale L est, en valeur absolue, plus petite que
ii

„, r7' dxM / —...-.-,
,/, î4 -^ 2

71
M désignant la limite supérieure des valeurs de | ^ Ç x ' ) j .

Donc Ja s'évanouit avec /, L'intégrale Ji peut s'écrire
// (i

j.=^(+o)J'^£^+J' ^((^-^(-i-o)]^-^
rt

,, . r T r̂ .y
^^U 7^^+J3.

Pour o <,y 5^: nous aurons o</^^a\/i; donc, si nous p renons /
y l

assez petit,
l^(^)—ij;(4-ô)|<e,

£ étant choisi aussi petit qu'on le veut. Alors l'intégrale J;, sera numé-
d

riquement plus petite que t ( —^— et l'on voit que J. tend vers
</a - "wr' x'

zéro avec t. Donc, enfin ' pour t = o la limite de J\ sera ^(4- o)^ et
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d'après (16)
A, = ^(-h 0} -i

C. Q. F. D.
Dans la sui te nous ferons usage des notations suivantes :
Soit/(.^) une fonction bornée et intégrable dans l 'intervalle

0 '"^X ^ 27T.

Nous nommerons les valeurs des intégrales

07)

[ i /•l2TC

a/,^^ J /(^)CGa/,. —-. - f f{x ) cos kx dx,

r /'2TC

a^ r:= - / y( x ) s i n k x dx,

k prenant toutes les valeurs entières, les constantes de Fourier de la
fonction /(.^)» et nous écrirons l 'équivalence

( i, 8 ) /( x ) r^f •- a^ 4- ( â?i cos x -\- a\ si n x ) + ( û?a cos a ̂  -4- a^ sin 2 ̂  ) 4-...,

'ou aussi quelquefois

( 1 8 7 ) /( x ) ^^ 7 ̂ , ( ̂  co s À' x -+- /̂.. s i n /;• .r; ),
0; ^eat»

ce qui revient à (18) puisque l'on a

a.-..A;=^,, ^^~=—a^.

Une tel le équ iva lence (18) se transfornie dans une équation seule-
ment dans le cas ou/(.r) est développable en série de Fourier. Mais
dans tous les cas il est permis de faire certaines opérations avec de
telles équivalences.

Par exemple, en formant les constantes de Fourier des fonc-
tions ./(-^) COS/^.T et fÇcc) sin/^*r, où n désigne un nombre entier, on
voit aisément qu 'une équivalence (18) peut être mult ipl iée parcos/^
et sinnsc pourvu qu'on ordonne ensuite le second membre de l'équi-
valence suivant les cosinus et sinus des multiples de x par l'appli-
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cation des formules

COS/C^COS/2^== î- [COS(A '— /À)^ 4-COS(Â- 4- /0-r],

cosA\r singer == - [sin (A" 4- /Q^ — sin^ — ^).r],
2i

sinÂ-.r sin/i-a? =" - [cos(À' — /i^x — cos(À- -h n)x].

En faisant le calcul on trouve

(18-) /Or)cos^^ ̂  ̂ ^^±^cos^^^ ̂ t^^sin^^V
—— (0

( 1 8 ^ ) / (^)sin/z^^^ y f^^^-cosÂ^- ̂ -.n^^sin^.^.
v / "/ N / ï ÀHà \ 2 2 /

— c»

Le théorème que nous avons démontré plus haut permet d'exprimer
les constantes de Fourier du produi t /*(^o(.r) par les constantes de
Fourier des facteurs. En eflet, d'après ce théorème i l résulte des équi -
valences (ï3"), (x8^) et de l 'équivalence

A- - ••4~ ^

(19) • y ( x ) r-ù - \ ( b/, cos kx -h ^^ sin kx ),
' Â"=-60

que
,2-7t /•="!-eo

^ / /(^)9(^)cosn;rrf.r:=1" V [^Â.(^Â.i./*+ ^/.-//) 4- b^a',,^ 4- ^/,...//)1,
^^ •/•^
^ /1:":^

^ ̂  /(^)ç(^) sin/z^rf^^, ^ [^AC^l..,^— ^^J—^(^A^""-^^.-J]-

D^où cette conclusion :1

Des équivalences

( I ) /( x ) rv/ - ao 4- ( a^ cos .T 4- a\ sin ̂  ) 4" ( ̂ «2 cos 2 ̂  4- a\ si n 2 x ) "h.. .„1 1 fi

(II) y (^ ) ^-r fro"+" (&iCOS.z1 -i~ &^ sino?) 4- (^cosa.-r -^ &^ sina,r)4""^.

on tire
(II.Ï) /(.rr) y ( ^ ) r^'-Co 4- (Cî cos^ 4- c\ sin^) -h (c'a cos2«y -{- c^ sin2^)4-^.->
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les constantes c^ c,, c\, . .. étant définies par les équations

CQ = ̂ ao^o-+- ^(^^H- Ct'kb'/,),
Â-=I

(IV) ( c,, = ̂ b, a,, + ̂  [ ̂ . (a/,^, 4- ̂ -/. ) + ̂  ( a,.̂  + a!,^ ) ],
A = = I

00

^ == ^ 0, o;, + ^ ̂  [ bf, ( a^,, — a^/, ) — b'i, ( a^,, — a/,^ ) ].

Puisqu'on peut échanger/^) et ç(^), il est permis d'échanger
dans les formules (IV) les b^ et /^ avec les a/, et a^ respectivement,

Considérons nuaintenant la fonction

F(.r)= f /(^)^,
JQ

f{x) désignant toujours une fonction bornée et intégrable dans Fin-
tervalle o . - . ÛTC. Les constantes de Fourier de F(^) ont les valeurs

j ^2TC _ /,X ^ ^ ^K

A/..=: - ^ C()3/!œclx f fÇa)du=~ f f{u)du f ^Q^kxdx,
71 ^0 «^0 ( 7r ^ O ' ^?(

^ ^^ ^x ï />Û7T /l2TC

Â^== - l 3m kx dx f f{u}clu~^- f f{u)du f 'âmkxdsc,
7Î: '-'O ^0 '3T ^O <-/«

ou encore
,»2TT

A-^.
J /"

= ^ f (â7r—^)/(^)^.r,

. i />iî7c sîn/r^ ,„ , y i. , ., , ,A/^^j — —^— f(^)dx=—^a^ (/c>o),

. , i /^cos/r^*— i ^ . - i / .A^.:= ^ S ———^—— /(^) dx == ^ (^.— ^0).

Donc, de l'équivalence

( ao) /( x ) r^j •ï ao -+" V ( a/,, cos hx -h a^. sin kx )
/ f a l

Ann, Êc\ Norm^ (3), XIX. — OcToroïî 1902. 47
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on peut tirer l'autre

F(^)== f /(^)^a^^Ao+Vf~^cosÂ•^+azL^^
^ 2 ^x ' ' /

Mais ' F ( x ) étant l ' intégrale d 'une fonct ion bornée et intégrable, on
sait que F(^) est à var iat ion bornée et con t inue ( '). Par consé-
quent , F(,r) est développable en série de Fourier (2) et la dernière
équivalence peut être remplacée par l 'équation

( 2 1 ) f f{u) du = -^AO — V (^ cos/c^' -}- ^'^'---^ sin k ^ } (o < x < 270).
Jo a -Ari \ /c A- /

/«' .Sï 1

Pour x === o on trouve, d'après des théorèmes connus,

r . x . •̂  a!,^^^-l-rft-=i
J'où

/.. à Tt; ao /
(23) A«==-^-y (37T-.ï-)/(^)^=TCa,4-a^^.

k ̂  1

Cette équation peut être démontrée aussi par l 'application de notre
théorème fondamental aux fonctions

va

f{x) et 9 (^) = 2 TT — ̂  r^ TT -^ Y - sin /c^'*
Â--=l

D'après l 'équation

^ (TT— ^•)=:^^sla/r.» (o<.r< 271),
/».=!

on à aussi

(^ /) /'/(^^^S^+^o^-^fô^^^
0 1 A s 1 l /

, , (0^?27r).

( ï ) ^O^JORDAN, CWr.y d'Analyse, t. ï, p, 68»
( 2 ) J/^., t. 11, p. 24 r .
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On obt ient le même résultat en considérant la fonction ç(^), qui
s'annule dans l ' intervalle x^ ... I-K et qui a la valeur constante i dans
l'intervalle o ... x^ où x^ désigne un argument quelconque entre o
et 2îc. On trouve, par un calcul facile,

r w "1. . . . , i | i ^ /sin/c^i , cos / r^ i—i . y \ |(a3) y (^ )^ - -.a?i4- ,), ( —/—-cos/c^ — —————— sinÂ-^) .
7C j ^ ^lil1*» ^ A A j j

Des équivalences (20) et (s3) nous concluons l'équation

f /(^)9(^)^= f /(^)^
</o Jo

r ^o r s inÂ'^ i , (cos/ ' .yi—ï)"1-== ̂ ^,+ ̂  [ a,—^— - a,———^———J ,
1

qui est, aux notations près, ident ique à l'équation (21').

2. Soit G une courbe convexe fermée {fig. î) admettant une tangente

Fig. î.

^

en chaque poin t P. Désignons par u l'angle formé par la direction de
la tangente prise dans le sens direct de là courbe avec u n e position
in i t ia le AÏ de la tangente.

Ï/angle u variera de o à 2^ si le point P parcourt la courbe C dans
le sens direct en partant du point A. ,

Prenons un système d'axes rectangulaires, dont l'axe des abscisses
est parallèle à la tangente AT. Alors les coordonnées x,y du point P
seront des fonctions continues et périodiques de u.

Nous supposerons que ces fonctions ont des dérivées finies et
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déterminées. D'après les équations
d.x ds
—— == COS U -,— == COS U p,du du
dy . ds— === siïiu— = sm?/pyc/a <^ 1

où s désigne l'are AP, la courbe admettra, en chaque point P, un rayon
de courbure p fini et déterminé. En faisant l'hypothèse que p est une
fonction bornée et intégrable de u, nous aurons l'équivalence

00

( '2 ) p ̂  - ̂ o -4- /, ( a^ cos ku ~i- ct^ sin ku )y
i

les cih et a^ désignant les constantes de Fourier relatives à p. Ici on a
j r^ i /-27t ̂  y

( 3 ) û?» == - ( p ̂ ^ == " \ — du == - L,K / ° 71: 7. l TTj, ^ 71

où L désigne le périmètre de la courbe G. De plus, on trouve
( 4 ) ' ai=o, a ^ = o ;
car les intégrales

^2^ ^2^ 7^ ^»2'ÎT '̂-l'H- .J, ,

cos z/' p du == / — <;̂ / c(, / sin ̂  p du := / -;/« rf^1 J, du J, t ^ ./a

s'évanouissent.
En multipliant l'équivalence (2) par cos a et sin u respectivement,

on obtient

'.x ^\ /a/^1 t+-^A—l / Ct't^^-\-a'i, 1 . / \ĉ ;»
(;/̂
-^ 7,[ —— i—————GQ^/îU -h •-'±1-^——^1. SUIÀ^ ,
' t-t. B̂IM \ /, Jl /\ 2

(5) ^̂
«
r ^- ,̂ v/ y
7 ^

a^i — ^/,.,^ , .̂..H — a/^i .-cosA'^ sinA'^
À^l

et, en1 intégrante ,
fiO

ï , ̂  / '̂+1 ̂  ^A'-i / .̂.M *"h" <^A.-I « , \. =: „ a 4- ^, — "AhL» L̂J. ces/ça -t- "———,—— sm/c^ ,
a ^\ 2/c 2/c 7/7

sinA*^ j,

h^tw
y^^ ——,——— QOSku 4" ———--7-"

2/C 2/C
À'si
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OÙ

ï /'l2TC y /<12Tt:

(7) ^=- j SO du, P=- ^ y du
<- o 7T JQ

dépendent évidemment du choix de l'origine des coordonnées. Ceci
établi, calculons l'aire F de la courbe C. Notre théorème fondamental
nous donne

F= r^du^- î y f̂ r:.̂  + ̂ iiz-^^
J, du 4^ \ A- { k )

--7T (\ ̂ + ̂  ^ 4+ ̂ /A- 4 1 2 '̂"'Fr"r ""Z^'+ï"" r
V=-2 /r^n /

ou, en tenant compte des équations (3) et (4),

F-^î^^y^^i — 4 \ ^ ^-^T r
\ /•-=.2 /

Cette équat ion peut s'écrire

(8) L2. -F-ÎV^±^
47T ' >" ^ ^ / C 2 — !

À- ==2

Elle met en évidence que l'on a toujours

(9) L^TTF,

le signe d'égalisé n'ayant lieu que dans le cas où

a/,== ^4= o (^=2, 3, 4, . . . ) .

Dans ce cas, les développements (6) donnent

Ï ÛQ ..^= -a-4- -- sm^,
2 2

y^P-^8^

de sorte que la courbe C est un cercle* Ainsi l'équation (8) contient
le théorème des isopérimètres pour les courbes convexes.
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Avant d'aller plus lo in , ajoutons quelques remarques relatives à la

formule (8).
La quant i té ,- — F, qui est un invariant par rapport au groupe de

mouvements du plan, est décomposée par cette formule en une somme
de termes essent ie l lement positifs. Ces termes sont eux-mêmes des ima-
ricints.

En effet, un déplacement quelconque de la courbe G revient au
remplacement de l 'angle u par u •+• a, a désignant un angle constant.
Donc a^ et d^ sont remplacés par

(TO)
bff-:^ a/,, cos/ra — a'/,, s in A'a,
b',^:: a/,. sinA'a •4- ct!^ ces À" a,

et l'on a, par conséquent ,

(n) ^^=^.4^ (^=^3, ...).

En écrivant les équations ( ïo) sous la forme

b/, 4- ib'i, = e^ ( ai, 4" ^4 ),

on voit aisément que les constantes

ciQ^y aj4-a^ a^+a^,

et les rapports des racines

\fa^ 4" ia^ : (/ffs-t- ic^ : ̂ /a^-i"" Iç^t...

forment un système complet d'invariants de la courbe C. Cela veut dire
ceci : Si nous désignons par h^ b\ les constantes de Fourier relatives
au rayon de courbure 'd 'une seconde courbe convexe CY; si, de p lus ,
on a

1 1 b^.a^ b^^b^^: aî.^ <?, , ^rT^=).̂ IT7< (^=2,3,.-.),

où À est un fac teur indépendant de k, alors la courbe G' peut être
obtenue par un déplacement de la courbe C.

Pour le montrer , ' i l suffît1 de remarquer que, le modulera tacteurÀ
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étant égal à l 'unité (puisque ^ 4- b'^ = a^ -4-a^), on peut détermi-
ner a tel que 'Â == e1^.

On aura alors la relation (10), et en formant, d'après les équa-
tions (6), les développements en série de Fourier des coordonnées
d'un po in t de la courbe C, d'une part, et de la courbe G", d'antre part,
on reconnaît que les coordonnées des points de (7 sont l iées aux coor-
données des points de G parles formules de transformations des coor-
données rectangulai res .

3. Considérons maintenant la développée de la courbe G. Les coor-
données Ç, Y] du centre de courbure. M correspondant au po in t P de G
sont données par les formules

(0
•^. dy

du

dx
Y] == y 4- —— •v du

Dans la suite, nous ferons l'hypothèse que le rayon de courbure p,
considéré comme fonction de u, admet une dérivée f in ie e t in tégrable .
D'après les équat ions (i) (n° 2), les coordonnées x, y admettront des
dérivées secondes, et les coordonnées ^, Y] des dérivées premières ( l j ) .
Lorsque le point P parcourt la courbe G dans le sens direct , le centre
de courbure M. correspondant parcourra en môme temps le pér imètre
de la développée dans un sens déterminé. C'est le sens dans lequel
nous voulons prendre l'intégrale

(.) E=^^^^^
2 T C ^

le long du périmètre de la développée* Dans le cas où la développée ne
se coupe pas elle-même, E sera l'aire de la développée prise positive-
ment ou négativement selon que le po in t M' parcourt le périmètre
de la développée dans le sens. direct ou indirect., Dans tous les cas,
Ea 'une valeur déterminée que nous appellerons, pour abréger, Vaire
de la développée.

( 1 ) Les équivalences (5) du n° 2 se transforment alors en équations.



376 A. Hwwn'z.
D'après (5) et (6) du n0 2, on a

i[<î!î Ar̂ --.flkdiL±-l) cos/c»
2/<

+ ̂ ^dL'1-^-^-^ sin/cJ ,
2 À- J

(3)
./, - J- 6 +V f.î̂ lî ^ î̂riÇtrL1-) cosÂ-«' '— a ' .«i L a/c

+ "^( t̂-LL-t̂ ^^--1,) sinA-«1.
2/0 J

Les développements de S et Y] résultant de l ' intégration des équiva-
lences relatives à ̂  e t € h L respectivement, il est évident que ces équi-

€t ll> €t tt'

valences so.nt les suivantes :

^ ^V f̂ :tL(A±2l̂  ^/.u
du ^ L 2

^ ̂ lî tll sinA- ̂  ,
a

^ ̂  y [^±ii^±^^^^^ cos À- ̂^^ Âaà L Â

^ ^M^J^^^^^^ ,î J .
a J

En combinant le développement de S et l 'équivalence relatHs
à ^7 nous trouvonsdit

E=7T
f [a^(!c - i)2- a'/2,, (À- + i)4 , <„ (^--1)2- ̂ L,̂ ±2'•^[- „.„„„-,-«..-.'-. -j.,

4 À- 4/c

où, après quelques réductions faciles,
oc

"»•, ^ V ^â / 9 . ' 2 \E =- ̂  Zà T^\( "î- ̂  akY

On voit que l'aire E de la développée est essentiellementnégative et
ne s'évanouit que dans le cas où1 la courbe-C estun cercle. Donc, si la
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développée ne se coupe pas elle-même, le centre de courbure par-
court la développée dans le sens indirect lorsque le po in t cor-
respondant de la courbe pr imit ive parcourt celle-ci dans le sens
direct.

Considérons m a i n t e n a n t l ' intégrale du carré du rayon de cour-
bure

^îfK 1~~ r w ""I î 2 Q&

/ P^==TT ^a^^(a^a^) = — + 7r^(^+ d^(6) / p^^TT -^
^O ! 2
' 0 L 2 J 2

En tenant compte de l 'équation (8) du n° 2, on obt ient a i sément
/.27T

( ^ ) F - E = ^ / fdu,
2 ,}

C'est un résultat qu'on peut démontrer directement par une trans-
format ion de l ' intégrale (2) et q u i a év idemment une s i g n i f i c a t i o n
géo m é tri q u e s i m p 1 e.

Mais combinons les expressions de F e t E d'une autre manière en
écr ivant

^-,,-,|E|=-^^(«^,Ï),
2

où [x désigne un fac teur réel positif. La somme, dans le second
membre, sera essentiellement positive si nous prenons l^îj- Nous
pouvons donc ajouter à Vinégalilédu théorème des ùopérimêlres

ï 2F< i L,A — / /
"" 47;

la suivante qui la complète

(8) F-^|E1_>^,

où E [ désigne l'aire de la déçeloppêe prise en valeur absolue.
Cherchons les courbes, pour lesquelles on a le signe d'égalité

clans (8). Elles sont évidemment caractérisées par l 'évanouissement
des constantes a^ et d^ pour ' k > a»

Airn. Éc. .'Nûrm., (3), XïX. •— OCTOIHUÎ igoâ. 48
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On aura donc pour ces courbes, d'après les équations (6) du n° 2,

x ==: - a — - [( d^ ces u — ( a^ -h a^ ) sin ?/ )] — - ( a \ cos 3 ̂  — a^ si n 3 ̂  ),
2 2 0

j== - p -h - [(^2— «o) cosf/ -4" a^s'ïnu)] — ^(dz cos3^ 4- d^ €\ï\ïu).

Par une translation des axes des coordonnées, nous pouvons faire
disparaître les constantes a et p. Puis, on faisant tourner le nouveau
système des axes autour de l'origine, nous pouvons annuler la con-
stante ^2, comme cela résulte des équations (10) du n° 2. Enf in , si
nous augmentons ou diminuons la constante Oo d'une constante arbi-
t rairement choisie? cela revient évidemment à remplacer la courbe
par une de ses parallèles.

Donc les courbes cherchées sont les parallèles des courbes repré-
sentées par

a' =: — ^ a'^ ( cos u -i- î. cos 3 u j » y :"::; - ̂  ( sin u — •;. sin 3 u ) ,
2 \ o1 / ' 2 \ 6 1

ou encore par
(9) ' ^ x •-= c ces3 f / y y = — c s'n^ u,

c == — ja^ étant une constante arbitraire. Ces équations (9) donnent ,
pour£?== o, l'origine, pour c^o une astéroïde. Donc :

ie signe d'égalité dans (8) a lieu seulement pour le cercle et pour
les parallèles de l'astéroïde.

Remarquons encore que la parallèle

^ x == c cos3 u +1 - OQ sîn u, y :r:l: '— € sin3 ̂  ~ ll ^o <îos ̂
2 , , '/ '.>,

de l'astéroïde, (9) est une courbe convexe fermée dès que la con-
stante Oy est plus grande que 9 |cL

Tirons enfin une conséquence intéressante du développement (6).
La moyenne arithmétique du carré de p étant

^
M(p^)=^J. ^du,
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on voit que Ton a
M(P2)^)2'

le signe d'égalité n'ayant lieu que pour le cercle. Donc, si nous
excluons le cercle, il y aura toujours, parmi les rayons de courbure
d'une courbe convexe fermée, un au moins de ces rayons po qui sur-
passe — Car si l'on avait toujours

27T

on aura i t

et non pas

Maintenant

donne

d'où cette conclusion :

^P2^

M(p')>(^y.
„>-'-1 a Tî:

a7Tpo> L,

Parmi les cercles de courbure d'une courbe connexe fermée, qui nest
pas elle-même un cercle, il y a toujours un au moins de ces cercles dont la
circonférence est plus grande que le périmètre L de la courbe.

4. En passant à d'autres recherches qui nous amèneront à quelques
théorèmes intéressants se rapportant à certaines intégrales, nous con-
serverons les notat ions et les hypothèses du n0 2.

Soit toujours P le point de la courbe convexe C appartenant à
l'angle u. La tangente au point P aura l 'équation
( ï ) X s i n ^ - - Y cos^ :=:;?(»,

où nous avons posé
( a ) p ( u ) ==^s in^ —ycos^.

La fonction p(u) représente la longueur de la perpendiculaire
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abaissée de l'origine sur la tangente. D'après nos hypothèses, p{u)
admet des dérivées du premier et du second ordre- En tenantcompte
des équations (i) du n° 2, on obtient

p' ( u ) == x cos u 4- y si ri u,
(3) p" ( u ) =: — x s in u 4- y, ces u 4" p ( u ) =; — /? ( ̂  ) 4- p ( u ),

où nous avons désigné, pour pi, us de clarté, parp(a) le rayon de cour-
hure p correspondant au point P. Substituons pour x et y les dévelop-
pements (6) du n° 2; nous trouvons, après un calcul facile,

p («)-=: ^ ctQ— ^ (3 cos// 4- 7 a shu/- —^^^—(a^cosÂ'^ 4- ^4 s in / r^ ) ,
/..s 2

»
(4)

p'Çu)=: -a cos/ / 4" - p sin u -—^ T^-—— (a/,, cos/c^ — ̂  sinA'^).
2l À <<—— /^ "—« ][

, 1 Â-=2

Cela posé, considérons, outre la tangente en. P, celle an point Q,
qui correspond à l'angle u + S" et qui. est représentée par l 'équat ion
(5) X sîn (u 4"" &) "- Y cos( u 4 ^) "= p{u 4- 3'),

9- désignant un angle1 constant compris entre o et 271:. Les deux tan-
gentes se coupent au point ¥ sous l'angle S' Çfig. 2). Donc, si nous

Fig. a.

.4

faisons varier u de zéro jusqu'à 2^1e1 point P' décrira la courbe C^
lieu des points d'où l'on voit la courbe G sous l'angle 71 - &,1 si 2y < ̂
et sousi'anglc 5—7^ si £r>Tî;. La ^ériedea courbes C^ correspondant
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aux angles .°r == o. ..TC couvre toute la partie du plan extérieure à la .
courbe G* La courbe Co se confond avec la courbe C et la courbe C^
est rejetée à l ' inf ini . Enfin la courbe C^-sr est ident ique à la
courbe C^.

Calculons maintenant l'aire F^ de la courbe C^, l 'angle S' étant com-
pris entre o et TT. Le pointP' parcourt la courbe C^ dans le sens direct
lorsque u varie de o à 27:, Donc on a

(6) F.==1 rfxÇ-Y^)^
v / • r j 2 J, \ Cùt d l l )

X et Y étant déterminés par les équations (i) et (5). En résolvant ces
équations, on trouve

XsinSï"=:^(a+2r) cos^ —p(u) cos(u 4- Sr),
Y sin^ •=p(u -+- ^) sin^ —/^(^O sin(^ -h .3'),(7)

et, en dil'Ïeren f iant ,

(7')

/v
—sinSr =:— YsînS"4-/^(a4"-â-) cosa — / / ( a ) cos(^+ S'),w^

—-sinE;!'==; XsinS?4-//(^ -+-2r) s i n ^ ^ — / / ( ^ ) s in (^^ -4- &).

Donc

^X^Ï^y^^in^« /x. "~~—— ^, ., 1 i3AU •»-'^ aa c/^ /
=-: ( X sinS-)2 4- (Y sin^)2 4-p'( a + S') ( sin u X sinS7 — cos^ Y sin2r)

•—//(^) [sïn(^ 4-.^) XsinSr— cos(^+^) Y sin 2?']
===:/?2(^-^-^) -^"psi(^) —2p(u ) jp (u • J r < : ! ) cos^

+ [jr/( ̂  -4- SO /^(^^ — /^( ^) /?(^ + &)] sin.^

L'aire F^ a donc l'expression suivante ;
/. S 'TC

t^^^J^l i |[^(^)-4"/^(^-h"2r)-^(^)^(^"4-S-)cos2r]

^-[p^^ + ^ ) p ( u ) —p^i^pÇu^^^sia^i da.

Mais la fonction p(u) ayant la période ÛTT, on a
/»â7t . ^»2W

^ ptt{u•+'ç!)du^= p^i^du;
JQ ^0
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de plus, une intégration par parties nous donne

/»2TC /,2'rr
^ ^ (M+S)^^^)^^— ^ p{u)p\lt-^r^du,

^o ^o

Par conséquent, nous pouvons écrire finalement
^2TC

(8) sm^F^rr: ^ p(^/-) [JD(M)—J r?(^+S-)côs5-4-^ /(^4-S•)sin^]^.
^o

Remarquons en passant que l'expression
p ( i t ) — p{u-\- &) cos.^ -\-p' { ( ( ' "h S") smSr

a une signification géométrique simple : c'est la distance du point Q
a la tangente au point P, comme on le démontre par un calcul faci le .

Evaluons main tenan t l 'intégrale (8) à l'aide de notre théorème fon-
damental et supposons, pour abréger le calcul, que l'origine des coor-
données soit choisie de manière que les constantes a et pt [voir (7),
n0 2| s'évanouissent. Les équations (4) nous donnent

w

p { i ( } ==: ^ao— ̂  ̂ .̂ (a^cosÂ- u -r <• sin /ni],
s

p ( u 4- & ) == "- OQ — ^ j^—— [ ( .a/f cos k ï -+- a\ si ri A- ET ) ces /- //'& i<— /t, '" •""• î,
s

— {ct-k smÂ-3" — â^cos/cî?) s i n A " ^ ] ,

// ( // •4- E; ) :-:::: 4" ^ Tî T- [ ( ̂ k si n k & — c4 cos k ̂  ') cos k u
22

Donc
/ p(u}—p(u +3)co^ ^p'^u +3) sinFî

411-(a/(.cosÂ'2r4-a^ sm/c&) sin/r///").

(9) ^ 1̂ ^o( ï— cosâ") ̂ ^•^r^- ( «À- cos k a 4- a;, sm k u ),

les constantes a^ et a^ ayant les valeurs

Oo)
«A- ̂  ^/c ( cosS? eos /r^ 4-,/<" si n 3 sin Â-& —. î )

, -h a^( cos2r sin /r&1— /r sin^ cos7rS"),
a^ == — ̂ ( cos3 sin 7c^ — A' sin^ cos A-S")

4" ^(côâS'eosA1^ 4- /csinSrsm Â'Sr—i).
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.En combinant les développements (4) et (9), on obtient

[ - ' ^ -i
sm^F^^Tt" ^( I— cosS-)-—^ a-^i)2 ^aka/^" a^-)

= TT | - û ^ ( î — c o s 2 r ) ^'y,7———^(I—cosS'costô—À'sin^smÂ'5") |,
| 2 —• (fi — ï ) " |L 2 J

ou enfin
L2

sin^F^-^ ^-(i •—cos^)

(II) 1 ,-^^±^[.-(^,)cos(^-^
à

4" (k — ï )COS(Â'"4- 1)5"].

Cette formule, démontrée dans l'hypothèse o < & << T:, subsiste évi-
demment encore pour 5 ===: o et, puisque la courbe C^^ est i den t ique
à la courbe C^, aussi pour les valeurs de & satisfaisant aux condit ions
T C < & < 2 T C .

De l ' inégali té

( 1 2 )
^ 4-. ] ( /c 4, x ) ces ( k — î ) Sr ] -+- | ( k — i ) cos ( k +' ï ) ̂

^ 2 + (/C + ï ) + (À- — l) == 2 (1 4- À:),

nous pouvons conclure que la somme qui figure dans le second
membre de l'équation (î î) est uniformément convergente,pour toutes
les valeurs de &; car la série

-^ aj,-^ ciî , , .,
i^-rT^1-^-)

î

est convergente. Donc cette somme (n) représente une fonction
continue de &. En faisant tendre & vers rc, on reconnaît que Faire F^
devient infinie pour & == TC, de marnëre que le produit sin^F^ tende
vers -

L2 î ̂ ïic"^ ^f/c
(,3) A=1F+27rl(-t^=^^•

î , 1 - , 1

De l'inégalité (12) nous pouvons conclure en outre qu'il est permis
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d 'ordonner le second membre de l 'équation (11) suivant les cosinus
des multiples de &. L'équation (11) nous donne ainsi le développe-
ment de snr^Fj en série de Fourier.

En dérivant l 'équat ion (12) , on trouve

(,„ ^(-•^^-i^-^
2

La série Y ̂ t^ cos/c& étant uniformément convergente et, par
Àssaà /(.'" •—— ï

conséquent , intég-rable terme à terme, la dérivation que nous venons
de faire est l ég i t ime .

Nous pouvons de môme dériver l 'équation (ï,4) encore deux fois de
suite , ce q u i nous donne les développements

d F i d , . ,,, ,, "1 ^k(aî^a^) . ..
(.5) ^ [^ ^(^•^1-.)J =^^^^^^ ^^

J2 1' T d . . ^^ "] w /^(aî^a/) ,.
( I 6) ^ \^ ^(SU^^)J =^l^=:7AJœ^•^

En tenant compte de l'équation (8),, on reconnaît aisément que les
séries précédentes représentent les valeurs de certaines intégrales.

On a, par exemple,
. ,.27t ^STC

\ P ( !t ) P ( u ̂  ̂  ) ̂ a ="? P ( //- ) P ( ̂  + s7 ) ^^'
) " <,1 ^O

L2 ^ai,4"a/2 /,
^ —— — je ^ A———1- COSÂ-S7,

27T Ari / ^—I

comme on le voit, en appliquant notre théorème fondamental aux
fonctions

ÛC

p («)=:- a^ —- ? cosu ̂  -a s in^—^ 7-—— ( a / c C O S / c a •+• a^ s in / '^ ) ,
1 1 '% S îï . ^Mllla /C **«"• 1

1 ^ ! %1

p(^- l~&) r^- c^^^ (a^cos/c& 4-a^sinAS") cm/eu
2

• "4- ( a^ •cos/câ'1 — a^sin A'Sr ) sin A' u,. 1 ••
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oii encore aux fonctions

p ( u + 5-) == -ao-h -(asinS"—pcosSQcosz/ . -+- - ((3 sin^-h- acosS") s in / /
îi 2i '2

se

— zîli 7^—— ̂ aA' cos ̂  ~^~ af/.-sm ̂ '^) cos /rt' ̂.̂ t—al f\ " •—""~ 1
2

-h Ça^cos/c^—a/, si î iA-S") sinÂ'^],

p ( z/ ) r^j - €IQ -+- "̂  ( a/, cos /i ^^ --1- <%1. si n À' u ).

On o b t i c n l de la même manière

( i <S) ^ p ( ^ ) p ( if "4- S") ̂  == — '+" TT ̂  (r/|.-4- r^2) cos/t-3-.
(1 2

/ ^ r^ / ^ / - ^ / L2 a2^^2 . ^aJ.•+•€t'/i . .,( 1 9 ) f p{n)p(u^sYdii^^^7:——^cos^+Tr^^^^
''' 0 2 1

.Mais considérons en par l icui ier l ' in tégrale
/.,27l:

j [/?( / /)+J9(^"-^"^)]2Û? '^?
«'o

qui nous amènera, à des résultats susceptibles d/une interprétat ion
géométr ique simple.

Convenons d'appeler points opposés les points P et F ) de la courbe
.correspondant respecti veinent aux angles a et u 4- TC.

L'expression
•r <"

( 20 ) P ( / / ) = = p ( // ) -4- p ( /z -(- TT ) == -< — ̂  j———— ( ̂ a/,. cos 3 /c ̂  -h a^/, sin 2 A" z/)
7T »—M ,',1, A —~" i

représente la distaîïce entre les deux tangentes parallèles touchant la
courbe G en deux points opposés. Si l'on veut, P(^) est la projection
orthogonale de la. courbe dans la, direction donnée par l'angle u (1)-.

( 1 ) M. MinkowskI, dans ses rochôrcheB sur les corps convexes, a le premier considéré les
projections orthogonales des corps et des courbes. Il en a donné plusieurs théorèmes intércs-

' ^âîc
sants. Entro aatros aussi l'équalion , f P(^)^=== aL, qui est renfermée dansledéve-

^o
loppornent (20). Pour îesTecÏîerches do M. Minkowski, voir les deux Notes : Ueber die,
Bc^riffiî 'Lange f Oberjl'àcfie unci ^oîurnefï (Ja/iresbericht dcr deutschcn Mathematiker-
'^crciftiffung, VoL IX, p. i ï5 ) ; et Sur les surfaces convexes fermées (Compter rencîiu de
L'Académie 'de^ Sciences de Paris ; janvier 1901). , ,

Un Mémoire élondo conlenant les reclierches ultérieures de M. Minkowski sur les corps
convexes paraîtra prochai nernent dans les Mathcmatisc/ie Annalen,

• Ann, Èc. Kûrm..^ (3), XIX. — OcTOm'Uî 1903. 49
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Or l 'équation

r r^ /LV2 ^ a2/, 4- <^2r.
(.i) MEP2^)]-^ [P(^:1^^=^J ^^(t^rT^9

dans laquelle le second me,mbre est égal à ^A [voir (i3)], nous montre
que la moyenne ar i thmét ique des carrés de toutes les projections d 'une
courbe convexe sa l i s fa i l à l ' inégali té

(.2) M [s,^ (//)];:; (^ y-
Nous en pouvons conclure en part icul ier qu'il existe toujours des

projections qui ne sont pas infér ieures h -? c'est-à-dire au diamètre
d'un cercle ayant môme périmètre que la courbe CL Le signe d'égalité
dans (22 ) n'a lieu que dans le cas où

^=: a^, ":-- o ( /• = i, ^, 3, . . . ).

Mais alors on a, d'après (ao),
P(//).::^ p ( ( f ) ̂  p { l i . -h 7T) ^- '^

d'où ce résultat :
Toutes les pro/ecuons P(a) de la courbe ont la même valeur con-

sUinle •^-7:

Ces courbes convexes, q u i ont la même projection dans toutes les
directions possibles, me semblent mériter une étude part iculière ( ').
Considérons, pour plus de simplicité, celles de ces courbes pour les-
quelles le rayon de, courbure p(a) est dôveloppable en série de Fourier.
Le développement de p(^) aura la forme [voir (2), (4) au n0 2]

®s

(23) p(^) = ̂ o-h y. \/hfc-^ cos(^A- + i)^ 4- ̂ .H sin(^Â- 4- î ) u];
tlî <<———W

A-,..;!

.les coordonnées du point P de la courbe, dont la tangente f a i t l'angle u

( î ) Reiïlaux, dans son Œuvre Thcoretîsche Kinûmatik (Braunscliwoig, •rë^), a f a i i
<iuelqacs remarques au sujefc d(ices •courbes ei 011 a donné quelques exemples. L<^ eourbos
•parlicïiliôros forméos par Roulanx se1 coïnpo^soni d'arcs do eereio*
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avec l'axe des abscisses positives seront [d'après (6), n0 2]

(24)

<^)/..+1 -I- <^Â._ 1 ,••' • ;——— cos a k n4Â-
i i^d .

x ==: - a -t- — si 11 u -+-
3 3 2

+^±i..,+:^.^sin2^^u
i ,-, a.. V / c^/^\ — a.,/..__y,,:;-. .- (3 ̂  ̂  ces ̂  4- ^ ^A±L—-.."i....... COS 2 A" ̂a ' 2 Ad \ 4 /l'

/.•-=!

rtîtf^^sin^» ;

enfin on aura, d'après les équa t ions (3) du n° 3

s=-"-i ;, /, ,i ( a /.' —• j ) — a^ /,.n ( 2 /.- -4- i )^A^J,,.^—,———/-—..-A-LL-^,————/ cos 2 /• II
l\ !ï

(a5)

^ ^ttlli^1)-;^^^^^^
4 A- /

^ ? +^ (̂ ,.±tll̂ ±.̂

<^ 1 ( 2 À'4- O + f f ^ . , ^ ^ ^ — Q.,--/ .SÎÎÏ 2 kll
U-

^e ty ] désignant les coordonnées du centre de courbure correspondant
au p o i n t P.

Les valeurs de S et Y] ne changeant pas si l'on remplace u p.ar u --h 71,
il est évident que les centres de courbure correspondant à deux
poin ts opposés P et P^ se confonden t . Donc la droite PP^ est normale
à la courbe C'en chacun des points P etP^ En d'autres termes : Toule
normale de la courbe est une binormale. Ou encore : La développée clé la
courbe est une courbe double, dans ce sens que le centre de courbure par-
court la développée deux fois de suite lorsque le point correspondant de la
courbe prirnitwe parcourt celle-ci une fois.

Ce sont là, comme on le voit aisément, des propriétés caracléris"
tiques de ce genre de courbes. Une autre propriété caractéristique
résul te des remarques suivantes :

Si nous changeons la valeur de la constante a^ les formules (23)
et (24) ne s 'appliquent plus à la courbe C, mais à une de ses parai-
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lèles. Considérons en particulier celle de ces parallèles (,7 que l 'on
obtient en remplaçant Op par zéro.

Alors les développements (24) ne cont iend.ron t plus que l 'angle '20 ;
de sorte que la parallèle G7 est une courbe double , le point apparte-
nant à l'angle u 4- TC se confondant avec le point appar tenant a. Fan^le u.
(7 n'est plus une courbe convexêy comme cela résulte déjà de ce q u ' i l
n'y a qu'une seule tangente de la courbe paral lè le à une - d r o i t e
donnée. De plus, si l 'on suppose que le rayon de courbure p (^ )
varie d 'une manière con t inue , on voit que p (^ ) doi t t iécessairement

changer de signe dans l ' interval le o.. .71:, les valeurs p(o) = V^A-M ^
i

cfc

p(7r) == "S^^M étant de signes opposés. En f a i s a n t , en outre ,
ï

l 'hypothèse que l 'équation

p ( u) = z, [ ̂ -H cos ( 2 k 41- 3i ) u -h ^3^4-1 s in ( ̂  À" -h i ) u \ ̂  o
1

n'admette qu'un nombre l i m i t é de racines dans l ' in terval le^ == o.. .7:,
ce nombre de racines sera impair et au moins égal à 3. Car, s'il n'exis-
tait qu'une seule racine u == a, la fonction p(^) ne changerait de signe
dans l'intervalle ^ = = o . . . 2 T t que pour u == a et u = y. -+ TC. Donc
p(^)sin(^ —• a) serâitd'un s igneconstant dans tout l ' intervalle o... 2^:.p(

r^Mais c'est ce qui est impossible, l ' intégrale / p(^)sin(a —a)d(i
t/o

ayant évidemment la, valeur o ( ^ ).
Donc, dans les hypothèses où nous nous sommes placé, la courbe G'

possède un nombre impair, au moins égal à 3y de points de rebrousse-
ments.

( 1 ) En généralisant ce raisonnement, on obtient Io théorème suivant :

Dans' l'hypothèse que
f(u') == [an cosna •+" a^ winu} •"•i- [a .̂..n eos(/i 4-1) u 4- af^t sm( n -r- .ï) u \ "4"...

représente une fonction continue dan'! ? Intervalle o^%^%w, I 1 équation- f(u) ̂  o admet
danf cet intervalle du moins a n rcicinGH^

C'est une généralisation (1''un théorème dû à:Sturm.
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Ces remarques nous on t condu i t a la cons t ruc t ion suivante , qui nous
f o u r n i t des courbes s imples du genre considéré. Prenons t ro is arcs
de cercles dont chacun, touche ex té r ieurement les deux autres à ses
extrémités (/ig. 3). Ces trois arcs forment une courbe AiÂ^A; , = C'

don t les parallèles, telles que IMUU^I^B', == C, sont év idemment
des courbes convexes ayant u n e même project ion orthogonale sur
toutes les dro i tes do l e u r p l a n .

De même, les courbes convexes qui sont les parallèles de rhvpo"
cyclide à trois re l ) roass( îments sont des courbes de l'espèce considérée.

Iî. Cons idérons m a i n t e n a n t u n e loncti.on/(5) bornée e t in t ég rab le
dans l ' in terval le OÎS^TT, sa t i s f a i s an t à la condi t ion

^Tr^)^:/^)

et développable en série de Fouricr.
Le développement de /(&) aura laJonne

/(^ .r+^C/.COSÂ-S'.

En combinant ce développement avec l 'équat ion ( ï 4 ) du n0 -i, n o u s
obtenons(.) f^^^-r^^^

-.-îl'^î-^V^"^^2).2'a air ^-



3g0 A » HÏJÏTWÏTZ.
L'intégrale se décompose dans les deux suivantes :

f /(ÎEQsin^F^- f a/^) cos3F^ == J^ + .L,
^0 ^O

dont nous al lons transformer la seconde .L par une intéff ra t ion par
parties.

Posons, à cet effet,

(3) 4^)=2f/p)cos^^;
'-'TT

nous aurons

.4= / F5^(&) = [F3^(&)^- [ ' ^(5) f/I.^,^ ( & ) = r F.5 A ( & )-!" - /'' ^ ( s ) c/F;
'^O «^(»

de sorte que l 'équation (2) peut s'écrire ainsi :

(4 ) f\^) df, ̂  [¥^(W^ ̂  [ !^) ~ ̂ ^ c/^
' ° I.,, ^

où nous avons pose

(5) x(^)^(^n^-^)-
I/intégrale, dans Inéqua t ion (/i), peut être mise sous u n e autre*

forme. En effe t , désignons parrfor i in é lément de surface situé à l^exté"
r ieur de la courbe G. Soit de plus a l 'angle sous lequel on voit la
courbe C de l ' é lérnent chy c^est-à-dire l 'angle des deux tangentes
a l l a n t de l 'élément (h à la, courbe (L Cet an^Ie ayant la valeur con-
stante TC — £ le long de la courbe C^, on a evideœ.me.nl

(6) f z(Sr)^^=yY%(7r-^)^

l'intégrale double se rapportant àla partie du plan extérieur à la
courbe C. ,

Pour que F^^(^) reste f inie pour à===Tc, la fonct ion ^C^) doit
s'évanouir, pour & == ir, au moins comme (9 — T^^Cettc condition sera
certainement remplie d'après (3) si.,/(2r), étant développable aux
environs de 9- .̂ TÎ suivant les puissances de à—'n; , s'évanouif:
pour S- === TT.
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Introduisons enfin le développement (i) pour/(5) dans les expres-
sion.s (3) et (5) pour ^(â) et^(S-). Nous trouvons, après un calcul
facile :

^(^î^c^^-Tr)^^'^-^^^
i

\,^^^^-^-^'^^^^.
\ i

Faisons m a i n t e n a n t quelques applications des formulesprécédentes.
Prenons en premier lieu c^ == 2, c,'== ï y c/ç === o pour k ̂ > î y c'est-à-dire

/(^) =j+ cos3".

Nous aurons, d'après (7),

(^ (S1) =: (S* — 7r) 4- 2 sin3' 4- - sin 25",

% ( S " ) = : 7 r — ^ — s l n ^ .

La fonction ^(£r) s 'annule pour &==:TC comme (Sr—in : ) 3 , le déve-
loppement de/( 5) aux environs de 5==='n: commençant par le terme

(&-7T) 2

Donc
[F3^(^)]Ï=-7TF,

et les équations (4) et (6) nous donnent

c r ï 2
(8) j I ( a — sina)Jo-== — —TiF.

Cette formule remarquable a été donnée, pour la première fois, par
le géomètre anglais Crofton, qui Fa trouvée par des considérations
appar tenant au calcul des probabilités* M. J.-A. Serret en a donné une
autre démonstration dans un Mémoire publié dans le Tome IV de ces
Annales (année iSôc)). 1 1 1 1 ! !

Prenons en second lieu c^ == 2, ̂  == Oy c^ = — ï , ^ = o pour k > 2,
c'est-à-dire

/(3-) =:i"— côsaSr. , • ,
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. Nous obtenons

^ (S") == s in^— ^ ^in35'== ^•sin3^

y (Sr) == - sinSr— „ sm35'= - sin3^
/t ' / 2 () . >

et ré(juat ion (4) donnera

(9) • n\Wach^ JL^h^^^-ha^).

En fa i san t plus généralement
/(ô) = i + (— î ) ^ < - 1 COSÂ-^ (A- > i) ,

A1 -i- i . . / , . . A" — i .

on trouve

( i o ) f f a s i n a — —^••-l-. s i n ( k — i ) a "4- — ----- s i ! » ( A- 4- i ) a ^'fo

^r^4-(-o^^^^

Cette équation met en évidc^nce ce f a i t que la soirn'nc d( ks carrés des
intégrales

^ ^ ^ ^ ^
a^ =: — / p fioy,ku du.^ ci /.— - / û sin Â'^ ("/^

^Jo t ^«A»

est un invar iant par rapport aux mouvements du p l a n »

(î. D'après les recherches de M. C. Jordan ( 1 ) » la courJMî
^=/(<î), j=y(Q

est rectifiable, si les fonctions/*(/•) et <p(^) sont continues» et à varia-
tion limitée. L'arc s étant une fonction continue et toujours croissante
de t, il est évident que nous pouvom introduire l'arc s comme variable
indépendante au lieu, de t sans changer le caractère des fonct ions 1 qui
représentent les coordonnées (^»y) d'un point variable sur la courbe.
Si la courbe1 considérée est fermée e t ' ( l e péri mètre ' •i^ les coor-

( 1 ) Cours d'À fictif,w,[. f, p, ÎO'L
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données {x,y) seront des fonctions continues et à variation limitée de

(') 2 7T

T

admettant la période 27r. Il s'ensuit que x et y sont développables en
série de Fourier, ou que toute courbe fermée et rectifiable peut être
représentée par des équations de la forme

(2)

30 = -y a» -+- ̂  ( a,, cos kii -+- a'/, sin ku ),
i
as

y=^ ^ 60 -}- ̂  ( bk cos ku + b',,s'mku'),

le paramètre u, qui varie de o à STC, étant proportionnel à l'arc s de la
courbe. Ceci établi, nous supposerons, dans ce qui suit, que les coor-
données a; et y, considérées comme fonctions de l'arc .? (ou, ce qui
revient au même, de u) admettent des dérivées dans la direction des
arcs croissants et que ces dérivées sont des fonctions intégrables
de s (ou de u). Alors on sait que se et y se reproduisent par l'intégra-
tion des dérivées^ et ̂ ). Par conséquent, on aura les équiva-
lences

dx
Thi^lEà^ kafk cos hu """ 'ka^ sî n ku ) ̂

(3)
dy
Ju ̂  ̂  (kb^cos kul " kb^ si n kH ) •

En outre, puisque (^Y

(4)

En intégrant entreles limites ^ = o et ^==271, nous trouvons,

( 1 ) DÏNÏ, Foncîcmenti per la teoriccf. délie funzioni di variabili reedi, 1878 §199.
Ann. Éc. Norm... (3 ) , XÎX. — OCTOBRE 1902:. , , 5o1
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d'après notre théorème fondamental ,
00

(5) TT^ k^al -h- a ' S ^ ^ + ̂ ) = 27r (l^2.

D'un autre côté, l 'aire F de la courbe s'exprime par l ' intégrale
/•» 2 -7T y

F == / .y — J^,./, du
d'où

00

(fi) TC^A'(«A/4-<-4^)=F.

1

Des équations (5) et (6) nous tirons
r < ) w

(^ ^ ̂  ̂ ^^SK^" W+ (^+ ̂ )â+ (A:2-!) (^+ ̂ )].
1

O/? a^ra J /̂̂ ' taujoun

W . L^r^F,

le signe d'égalité n'ayant l ica que dans les condi t ions
^ == — a\, b\ == ^i, af, = û;, = b,, = <?//, r= o ( À- = 2, 3, . , . ).

Ces conditions remplies, on a, d'après (2),

x ̂  ^ OQ 4- ^i ces u •+"1 a\ siû z^,

j" =:;: - ̂  — a^ cos u 4- ^i sin ̂ ,

de sorte que la courbe est un cercle. Ainsi, les expressions (5) et (6)
du périmètre L et de Faire F d'une courbe mettent en évidence le
théorème fondamental des isopérimètres.

Les coefficients des développements (2) sont des constantes carac-
téristiques pour les courbes rectifiabics. Ces constantes ont les pro-
priétés suivantes : ' 1 1 •

En premier lieu, d'après les équations1 1 1

r ï /*12W ? r x ï r^ r^=^j, ^=ï:j.37^ ^~-r^ y^^ijy^
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le point dont les coordonnées sont (^a^ ^b.} est le barvcentre du
\ 2 " 2 "/ l/

périmètre de là courbe.
Considérons, en second lieu, les constantes

i r^ i /12TC
(9) a/,==- 1 .xcos/cudu, &/,==- / vcosA-udti,

^o ^Jo

k désignant un entier différent de zéro. Si nous augmentons les
coordonnées x et y de constantes arbitraires, c'est-à-dire si nous
effectuons une translat ion quelconque du système des axes de coor-
données, les valeurs de a^ et b^ ne changent pas.

D'un autre côté, si nous remplaçons le système des axes par un
au t re ayant même origine, les constantes a^ b^ par rapport au nou-
veau système, seront

i r^^— ^ r y*27^
(</) a /,.==- ^ .z'cos/c^A/, ^.=- / Y cossue/il,

^o ^Jo
OU

^ :== ces a .z." -+- si n aj', y == — sî i\cx.x + cas a y.

On aura donc

a/^ = ces a <^.-h- sinaZ//,., bjc •==— sinaa/,.-}- cosa^/^,

ce q u i moni re que le po in t dont les coordonnées sont^ (a^, b^) ne
change pas si l 'on remplace le système des axes de coordonnées par
un autre ayant môme origine.

On peut donc adîrmer que :

Le vecteur cillant de l'origine au point (a/c, b^) est indépendant du
choioc des axes de coordonnées ou, ce qui retient au même, que ce vecteur
est un invariant de la courbe par rapport aux mouvements du plan.

Ce théorème subsiste évidemment si nous mettons à la place du
po in t (ctf^ é/J le point dont les coordonnées sont

r r^ ! ï r^( 1 0 ) a^ := "• / x'&mkuda, b\. •== - f y^mkudu (Â->o). •
Tï JQ ^ Jy !
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Il s'ensuit, en particulier, que les valeurs des constantes

aî-^-bî, a^b'^ a^-o^. ( / .>o)

représentent des invariants de la courbe.
C'est au moyen de ces invariants que s'expriment, d'après (5)

et (6), le carré du périmètre L et l'aire F de la courbe.
Considérons maintenant la moyenne du carre de la distance de

l'origine à un point variable de la courbe, moyenne que nous désigne-
rons par

^27t

(n) 1?=;^ j ^^y^du.

Pour abréger, nous appellerons le cercle de rayon R, dont le centre
est à l 'origine, le cercle moyen de la courbe pour l'origine.

D'après les développements (2), on aura
'ï111 ^

( 1 2 ) 1P= ̂ (al 4- ̂ ) •+" ̂ (4 .4" ̂ + ̂ + ̂ ),
ï

ou encore
û®

(12 ' ) Rî:-,-=/-»-l- l- V («l.-^-/4-l-^i!-^ /-''/.')'
<& <"—H

1

r désignant la distance de l'origine au barycenfre {-a^ ^h^j du péri-
mètre de la courbe.

La plus petite valeur Bo àe R correspond au cas où l'origine se
confond avec le barycentre du périmètre de la courbe. On a évidem-
ment

90.

( 1 3 ) R5=^(al,+^.+<?--^-/y/ï), R»=r»-(-RS.
1 1 1

De l'équation (S) nous tirons
05

( 14 ) ( é-)ï- R 1 -= - S ( ̂  -l ̂  at"+ bl -t- ̂  + /y/2 ) •\ 2i TC j , •a -—— , , .

Cette somme est essentiellement positive et ne peut s'annuler que
dans les condi t ions

^•= b/s^a',^ ^-=0 1(À•== 2,3/4y • ' - ) 1 * 1
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On voit aisément qu'alors la courbe est un cercle. Donc, le cercle
excepté? on a toujours

L> 27rRo,

c'est-à-dire que le cercle moyen d'une courbe, correspondant au bary-
centre du périmètre de la courbe, a plus petit périmètre que la
courbe, excepté dans le cas où la courbe est elle-même un cercle.
Dans ce cas, le cercle moyen considéré se confond évidemment avec
la courbe elle-même.

7. Supposons maintenant que les coordonnées x, y d'un point de
la courbe admettent des dérivées par rapport à l'arc s jusqu'à un
certain ordre n, les dérivées jusqu'à l'ordre n — i étant continues,
tandis que les dérivées de l'ordre n sont au moins intégrables.

Pour abréger l'écriture, nous désignerons les dérivations par rap-
port à

a7T
^T-'

par des accents. Les dérivées premières seront
, . , L clx L / L d'y L .m ^'=2 — — =.: — cosa, y'== — — = — sma,/ 27T ds 2n w 27T as 271

a désignant l'angle que fai t la tangente avec l'axe des abscisses.
Ces équations peuvent être réunies dans l'équation unique

(s) x'+iy'-^^e^.

En différentiant par rapport à u^ on obtient

JiV^
,271,

(3) x^if'^ii^e^

OÙ

(4) 1 / , ^^^1
' ' / ' as p

désigne la courbure. Une nouvelle dérivation donne

(5) ^+,y^^)^(_/,^^)
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et, en continuant ainsi, on trouve

(6) .y l̂.+. (j(w): 'JiV". a ^y ^(7/.+^,) (w=i,2,3, ...,/0,

ou y^ et o» s'expriment, d'une manière rationnelle et entière onÇ ,̂.
-'w

fonction de k, Md^,..., dmll/L. "
ds ds"' c&'»-2

Ceci établi, considérons les intégrales
n'tf.

(7) h,y.=- (x^+i-yO^(,TW-{yW)clu.
«/rt

Lorsque \ > o, [j-> o, on aura, d'après (G),

(8) J) ^L \5••^!'-
.ï'Try y (.n+t'h){7v,—ioy.)(lfi,

w. qui met en évidence le caractère d'invariance de h,, par rapport
aux mouvements du plan. Calculons maintenant l'intégrale J, „ à l'aide
de notre théorème fondarnciitiil.

D'après les équations (2) du n» 6, nous aurons les équivalences

^0-)^ ̂ .+^ /.>.k.cos(/^-;- /7T<) -^,sinf/-«+ ̂ V ,
t L \ a / \ y. y_

(9)

j(î.) ̂  ^ /^,+ j; ̂ , [̂ o, ̂ ,, ,. ̂ . .̂  ̂  ̂ ,/^,, ̂  ̂ yj ^

e, étant == i ou = o, suivant que -À = o ou X > o. Le si^nc d'équiva-
lence dans (9) peut d'ailleurs être remplacé par le si^ne d'^alilé
pourX=o, i, 2, ...,/î-i.

Kn supposant, en premier l ieu ,
{j.ss / . ( i r ioda) ,

nous trouvons

( 1 0 )
l-i-). "

h,^ (-1 p" r. ̂  />>--P-(r4 -i • /-'^ + ̂ ,2 4- h'tî ),

excepté dans le cas où À =. o, ;. = o, l'inté^le J,,,,, se confondant
alors avec 1 intégrale considérée au n" 6,

..27t

(10') Jo,,== / (

<-•()
^+y) rfa ==J ̂ ^' + /.̂  .-̂  (^ ̂ . ̂ , ̂  ̂ .̂̂ ,)
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Supposons, en second lieu,
^=}i -h i (mod2) .

Nous obtenons alors
p. — ), 4- 1 w

(") h,v.^i(-i)~~27t^/c^V-(a,b'i,-a,bk).
1

Les équations (10) et (i 1) montrent que l 'intégrale J^ ne dépend
essentiellement que de la somme \ 4- [x et que J>.^ a une valeur réelle
ou purement imaginaire suivant que A + pi est un nombre pair ou
impair. Ces conséquences immédiates des équations (10) et (11)

'peuven t d'ailleurs être vérifiées aisément par une mtégi^tion par
parties de 1/intégrale J>,^.

Considérons maintenant les intégrales J>^ correspondant aux
petites valeurs des indices^, p.. On a

r^ rJ^o=—J^,-r j (.^-h iy ' ) (x — i y } du == i (oc dy —ydx) = a^'F,

où F désigne l 'aire enfermée par la courbe. D'après (n), l'aire F
s^exprime donc par la somme

( ï a ) F = 7i ̂  k ( a/, ///, - al, ̂ ),
i

comme nous l'avons déjà trouvé au n° 6.'
En exprimant les intégrales J, j , L,o ,L,y, J^a d'une part à l 'aide

de (8), d'autre part par les équations (10) et (i i), on obtient

W ^ = ^^^(4+/4+^2+^2) ,
i

( ï4) (^ îÇkds =37T^ A-'(^^-^^.),
1

(15) ^yf/sîcls^r.^^(aî+bl+a'^î+fy,s),
î 1 1 1

(16) (^Yy>/,•3^=27^^À:'(a,fr*-aA^).
1 , 1 1 ! ! , 1 ! ! ! ! !
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D'après (4)» l'intégrale

— / À- ds •= — / dy. == w
2 7T J 2 7T J

désigne le nombre de tours que fait la tangente si l'on parcourt la
courbe, tandis que l'intégrale

T r /o y I r^ n/r / l \L/^-L/P^^}
représente la moyenne arithmétique de l'inverse du carré du rayon
de courbure,

En combinant les développements (:r4) et (ï5), on trouve

/ x L4 iu7 l \ Lî^j) ——- M „- -.,...-- ̂
v ' (STT^ \p2/ 2TC

co

= TT^ k^ka,,- b',,r+ (/>< + b,,y+ (^-. i) (/4 + ̂  )].
î

On aura donc toujours

/ Çî\ L4 M ( l \ Lâ 11- / L \ 'X^ // ! \ -(i3) . — — M -. --. — ^ :::o on —... M , ) r: r,)
( aTT) 4 \p-7 27C Y^TT/ \pV

et, de plus, comme cela résulte de l 'équation (7) du n° 6^
î /" / r \ I' â ï 2

(19) ^ M ( ^ ) -^.G^^ ~2F,
(27T) 3 \p2 / âTC " â7C

les signes d'égalité dans (ï8) et (19) n'ayant l ieu que dans1 le cas du
cercle. ! ' !

11111/inégalité (18) permet de compléter le théorème énoncé à la fin
du n01?. ! 1 ! i ! ' ! /

Si la courbe considérée est convexe, on aura o) == ï . Par conséquent,

fê)'"(7.)>- <-" "(?)>(ï)'
wpl : 1 1 1

si nous faisons abstraction du1 cas'où la courbe est un cercle. Il y a
donc parmi 'les- rayons1: de ^ courbure 'un; au moins de ces1 rayons p'
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tel que
I STT , T~ > -y- ou 27rp' < L;

P SJ

d'où cette conclusion :

Par/ni les cercles de courbure d'une courbe convexe fennec, qui /i^esf
pas eIle- même un cercle^ il y en a toujours au moins un dont la circon-
férence est plus petite que le périmètre L de la courbe,

On remarquera que, pour la démonstration du théorème précédent,
nous avons dû faire les hypothèses suivantes : les coordonnées d 'un
po in t variable de la, courbe admettent par rappor ta Farc-s 'des déri-
vées premières cont inues et des dérivées secondes bornées et in té-
arables.

8. En t e r m i n a n t , je vais donner quelques indica t ions sur l 'exten-
sion des recherches précédentes aux surfaces.

Considérons une su r f ace fermée qui divise l'espace en deux parties.
l ' u n e extér ieure , Fautre i n t é r i e u r e à, la surface. Supposons qu ' i l y a i t
un p o i n t , et un seul, sur la surface où la normale extérieure a une
di rec t ion d o n n é e a rb i t ra i rement . Si nous désignons par !;, ^, 'C les
cosinus directeurs de la normale extérieure au point P de la surface,
le point? ' , dont les coordonnées rectangulaires sont( '^ , Y], *(), prendra
sur la sphère

p4- -Y) 2 4-^=1

chaque posi t ion une seule fois, si nous donnons au point P toutes
les positions possibles sur la surface pr imi t ive . Toute fonction du
po in t P variable sur la surface peut être considérée comme fonc t i on
du point P 'cor respondant variable sur la sphère* Mais une fonction.
du. point variable sur la sphère peut être développée en série de .fonc-
t ions sphériques. L'emploi des développements de cette sorte est évi-
d e m m e n t l 'analogue de remploi des séries d e - F o u r i e r d a n s les re-
cherches des n08 2-5,

Considérons en, particulier le développement de la d i s t a n c e / ? de
l ' o r ig ine au plan tangent à la surface en P. Nous aurons

( i ) ! , p = X,y 4- Xi + Xa + . . . 4- X/, 4-.. . . , 1 •
/inn. Éc, Norïït., ( • ' î ) t XIX. • OcTOlîïiiï 190';». Ôî
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où X/, désigne une fonction sphérique d'ordre k, c'est-à-dire une
fonction entière et homogène d'ordre k de ^ ^ ^ quî satisfait a
l'équation1 ^ ^X, ; ^X,. , ^ X , .AX.=y+^+-^--o.

Soient oc, y , z les coordonnées du point P. En différentiant l'équa-
tion

'^ +"r)j + ̂ z=:p

par rapport à S et Y] et en tenant compte de l'identité
' ^ d ^ + ' n d r i 4- Ç^S== o,

on trouve, après un calcul facile,
ôp ^jr ^()p , ..'1(/// ",

y = ̂  — •OÀ,(^ ^rj

<^̂ - a.

À étant défini par l'équation

(3) . |̂.- jp <)/? „ <)p
^^i-^'^'^i"7"

En introdui&antle développement (i) on obt ient
(4) /. =-Xo+ X,+ aX3+.. .+ (À- - ï)X^"h- ..

et^ par.coBséquent,
, fflî
l 1 • 1 'V "'1

VI VA/. , , . .^^=2;|1i-(/.-osx;j,x = >, -̂ - — (^ — ï) ÇX/, ?
^£=0 "

(5)
oo
^ (\)X/,' / , \ 'V 1y=^[^--^--')^|'

'^XA
'()î^Sl ̂ -(Â--.)^/,.

0 "

Pour exprimer les rayons,de courbure p. , pa à Faide du développe-
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ment (ï), nous partons des équations différentielles des lignes de
courbure

dx -~ p d'^ dy •==. p d-f}, dz == p ̂ ?Ç

ou, d'après (2).
^=^4-(p4-A)^

d^^rtcl}. 4" (p 4-" }.)^rj,

^=^Û4-(p4"?.)^
<7^

En désignant par les indices x , 2, 3 une dif férent ia t ion par rapport
à ^ Y], *( respectivement et en faisantç pour abréger,

p -4- À =• ̂

nous pouvons écrire les équat ions précédentes de la manière sui-
vante :

(t 4" ̂  -/^i) ̂  -+" (^2 - Pl2)<^ + (^3 -P^) ̂  =-.= 0,

( r^i — /^i ) ̂  4- ( 14- rj7.2 — /?âs ) ̂  -+• ( Y]Â3 — 7^23) ^Ç == o,

(rAl~•/^l)^4-'(^2"7^32)^+(^"+-Ç^ —,^33) ^Ç-^o.

L ' é l i m i n a t i o n de ̂ , <^/], rfG donne une équation du t rois ième degré
en /, dont les trois racines sont

t :•= o, t r= pi "+- ?., ^ •= pa 4- A.

Le coefficient de /2 dans cette équation sera
— p^— pa — a À == ^Xi 4- Tî^s 4- ÇXg,

parce que
/)2/? (y? y?Pn^P^Pn- ̂  + ̂  + ..̂ =:o,

d'après (i). Remplaçons À par la série (4); nous obtenons le dévelop-
p e m c n t r e m a, r q u a h 1 e
(6) p,+p,=^Xo-4X,-2.5X3-- . . . - (Â-- l ) ( /C4-2)XA<-. . . .

Le coefficient de t dans la même équation s'exprimant par
(p i4^) (p ,4-X) , ,

nous trouvons, après un calcul fac i le ,

(7) ^p2= }.̂  + (lj 4- Àj 4- ̂  ) - ^ {p\, 4- /?J, 4- /^L + ̂ /^L + ̂ Pli + a^,),,
»5 , . , , ! .
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où p. désigne la série
( 8 ) ^ ~r- — Xo 4- 3 X, -+- 8 X.3 4-.. . 4" ( /^ -- i ) X/, 4-. . . .

In t rodu isons main tenan t , outre le symbole,

l'autre

. , , r)2 u {P u. (P u
A ( U ) ̂  --•;,., 4- -y-« 4- ••••-•Y..T 7d^2 àr^ àC,"

au fh' <)a ôv ait. à^
A ( ^ P) ••"= - 1 .^ 1 -> '̂ 4- .•— -Y-"" ""̂  ""î-^ ""»?«'*v / dÇ <̂ ;; ()'rî ^rj ()(, (K

On aura évidemment

w^^ ̂ aw-', [A (^ ^)-.-A(^ ^).,-A(;^ ;̂
Nous t i rons une première conséquence intéressante de l'équa-

t ion (6). Si la somme des rayons de courbure p, -h pa ûst donnée en
f o n c t i o n des cosinus directeurs ^ ï], ^ de la normale , le développe-
ment de celte fonc t ion suivant des fonct ions sphériques nous fera
conna î t re les fonctions Xy^^ o, 2, 3, ,..), Donc le développement ( i )
de la distance p sera dé te rminé au terme près X.i, qui. est de la (orme
c^ 4-^ "̂  €^ et q111 dépend évidemment du choix de l 'or igine des
coordonnées.. Mais, la distance p étant connue en fonct ion de S, ï), Ç,
nous pouvons construire tous les^plans tangents à la surface, etcelle-cî
sera donc déterminée comme enveloppe de ses plans tangents. Donc :

La somme des rayons de courbure étant donnée pour chaque direction
de la normale extérieure, la surface est parfaitement déterminée à une
translation près ( ( ).

En particulifôr, la somme des rayons de courbure n'est constante,
que dans le cas où p = X.o 4- X^ c'est-à-dire dans le cas d'une sphère.

La constante Xo qui, figure dans les développements (ï), (4)? (C)
01(7) a une signification géométrique simple» En eflet, d'après (6)
,on a ! , !

(9) \ . f (pi'-}- pï)'d(f) ̂  3X0^ ûfo ;:•;::• 8 7 7 X 0 , ,

( 1 ) Ce théorômo a, été trouvé aussi par M. MmkowiAL
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rfco désignant l'élément superficiel de la sphère ^2 4- rf -4- i2 == i.
D ^ u n autre côté,
( 1 0 ) ^.)=-^-,

PlP2

rfo- étant l 'élément superficiel de la surface pr imi t ive . Donc

(U) 47TXo== fif-1-^ -î^^;
J 2 \ P l P2/

c'est donc l'intégration de la courbure moyenne sur toute la surface
qui donne 4îcXo. Pour abréger, nous désignerons par M la va leur de
cette intégrale (1) , de sorte que
(nQ Xo-~7 ï-M.

47T

Essayons maintenant d'exprimer l'aire 0 de la surface et le volume V
qu'elle enferme à l'aide des fonctions sphériques X/, qui f iguren t
dans le développement (i). On aura, d'après (10),

( ï 2 ) O ^ j d a - =:jpip2^6),

( î 3 ) V11 ::^ ^ j pda=. - f ppipa^ûû.

D'après (7 /), Caire 0 se décompose de la manière suivante :
(i^) 0^+^-23.

où

2 ^S^^'^^'^^/^'^^^^S^^0^2"
hJi h

( ï 4 ) ) ̂ ^S^^^^''"15/4^^^^^

2.42/Kt t)-(^ f^-d ̂ ) "»•
A*» A

et nous aurons une décomposition analogue pour le volume V.

( 1 ) Cette intégrale a été rencontrée par J. Steiner dans une recherche sur les surfaces
parallèles ( Werke, vol* ï ï y p. 171). Elle joue un rôle important dans les recherches
récentes do M. Minkowski sur les corps convexes (lac. cit.).
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Les sommes V et V peuvent être simplifiées à l 'aide du théo-
rème de Green appliqué à la sphère ^2 4- ^2 + 'C2 ̂  T . Soient ch l'élé-
ment de volume à l ' in tér ieur de cette sphère et u, p deux fonc t ions
de S» "/], S admettant des dérivées premières et secondes cont inues à
l ' intérieur de la sphère et sur la sphère elle-même. On aura

( 1 5 ) ^/^j+rj^^Ç^)^)=:yi;A(^, P)^A^)]^.

En prenant p==- ^ (S2 4-Y]2-h *C2) et en supposant u homogène de
degré r, de manière que

A / i . ..̂  <^^ o àff-A(/ . [P)^ , -^^^^+;^^^

on obt ient
( 1 6 ) ( a cl^-i (r + 3) L/A-,

Soit (încore ^ homogène de degré r et remplaçons (; par une (onc-
tion sphérique X/; de degré k. 1/équation (i5) donnera

k Ç u X./, d(ù = FA ( u \ X /, ) dr,

ou, d'après (ï6),

( î, 7 ) FA ( « | XA< ) d(,} =: /. ( r -h /. -h i ) ( u X/, ̂ .).

Si. nous taisons u == X^ ou X^ désigne une fonction sphérique quel-
conque de degré h, l 'équation (7) donne, puisque A ( X ^ [ X / , ) est
symétrique par rapport à X/^ et X./,,

PUX/, | X^) A) ==: h {h ~h ^ 4- Q fx^XÂ. ̂ ) = A ( À- + ̂ 4-0 fx^XA (A^

Donc
jA(X,A!X/:)^,)=^(2À4"x)fx^fo,

tandis que les intégrales s'évanouissent si k diffère de A.
D'après cela, les1 sommes ̂  et, ̂ . s'expriment de la manière^T

rfâ, , ^a
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suivante :

^=^-ï)î/c(2/i+î)f^d^

^-^'-.--'/[(^•-(ty-fê)']""
=41^-- i) (a/ ,- i) k (a/,-n)fxî,rfu,

et en substituant dans (12') on obt ient finalement

( 1 8 ) 0 =- ̂ (<- -1) (A- + a) FXÎ.A)
(I

%•

-= /l7îX; - ^ ̂ (/> - I) (/. 4- 2)J\ï,d^.

1< .=2

C'est l 'équation qui est l'analogue de l 'équation (8) du n0 2. On en
tire immédiatement cette conclusion que
(19) M°47r0,
le signe d'égalité n'ayant l ieu que dans le cas de la sphère (1).

Pour s implif ier le développement du volume V, on doit s'appuyer
sur une formule qui se déduit de (17) de la manière suivante. Rem-
plaçons ^,par le produit XA d^ d^x fonctions sphériques quel-
conques. Il v ien t

fx/A(X/J X/,) d^ + rX/,A(X/| XÂ.) ̂  = k{h + k + l+ i) fx/AX^.

En combinant cette équation avec les deux autres qui en résultent
par la permutation des indices À, k, l, on trouve

(20) rX/À(X,A| X/,) dw = .'. {h .4- /. - 0 (A -t-A" 4- ^ -f- i ) fx/.X/.X/^).

A l 'aide de cette formule, qui subsiste pour trois fonctions sphé"

(1) Ce théorème a été donné poin1 la première fois par M. Mmlœwski (hc. eu,).
Le développement (18) s'obtient d'ailleurs immédiatement siFon faît usage de la formule

0= ^(pl+piO^;

due à M. Minkowskî.
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riques X/,, X/,, X^ quelconques, on obtient pour le volume Y le déve-
loppement suivant :

( 2 Ï ) ^^S^^ / ̂ ^^ (^,/=o,r,^3, ...),
M./

le coefficient numér ique C/^ ayant la v a l e u r

(22) C/^,/^-- 8(^- O^ ̂  I) + ̂  (Â> " ï ) (/' -~~ I) ̂  + Al + l^ 1 ) (A + k ""' /)

_ ( //, + k + l — i ) ( A. + /c 4- / + i ) ( A 4- /. — 0 ( h -+- À- — l '- ^ ).

Après avoir développé C^,/en polynôme de h, k, /, il est év idemment ,
permis de faire une permutation quelconque entre les i nd i ce s h, h, l
dans chaque terme de ce polynôme. Cela nous donne le moyen de
varier l 'expression du coefficient C^. On aura, par exemple,

(^) 24V^,^C,,,./rx,X,X/^),
A . / » , /

0 U

(^/) (^A-,/^ fi^A:^ la^Â" -h 6/^ - 3 A:4-" 6 À-3"-1-- oA2- 6A .-h 8.

En ordonnant la série (su) su ivan t les puissances d(1 la constante Xo
on trouve encore :

Mi p
(^3) ^V=:^3^Xî - ï2Xo^(A-^ J X^1^

. 1 , 2

+^c/.,^/fx,x,x/^),
/< . / , /

les indices À, k, l ne parcourant que (.eûtes les valeurs entières i:: 2.
Ces développements du volume V sont assez remarquables. Mais i l

paraît très di f f ic i le d'en déduire le théorème relatif aux surfaces et
analogue à celui des isopérimetrcs, qu i s'exprime par l ' inégal i té
O^sèrcY^ Même la démonstration, a l 'aide des développements pré-
cédents, de l ' inégal i té plus simple O^MV, doonée.parM. Minkowski
pour les corps convexes, présente des diff icul tés que je n'ai pas pu
surmonter jusqu 'à présent.


