
ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’É.N.S.

ÉTIENNE DELASSUS
Sur les systèmes articulés gauches II

Annales scientifiques de l’É.N.S. 3e série, tome 19 (1902), p. 119-152
<http://www.numdam.org/item?id=ASENS_1902_3_19__119_0>

© Gauthier-Villars (Éditions scientifiques et médicales Elsevier), 1902, tous droits réservés.

L’accès aux archives de la revue « Annales scientifiques de l’É.N.S. » (http://www.
elsevier.com/locate/ansens) implique l’accord avec les conditions générales d’utilisation
(http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisation commerciale ou impression systé-
matique est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou impression de ce fi-
chier doit contenir la présente mention de copyright.

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques

http://www.numdam.org/

http://www.numdam.org/item?id=ASENS_1902_3_19__119_0
http://www.elsevier.com/locate/ansens
http://www.elsevier.com/locate/ansens
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/


SUR LES

SYSTÈMES ARTICULÉS GAUCHES,

PAU M. ETIENNE DELASSUS,

CHAllKlî IHÎ COUltS A LA FA^ULTiî; DliS SCIEXCES DE TOULOUSIi.

DEUXIÈME PARTIE ( î ) .

],

Chaînes articulées ouvertes.

1. Considérons une chaîne simple art iculée constituée par les corps
^Oy ^ î ? * * • ' ?

dont le premier est fixé.
Le corps s/ pouvant jouer l ibrement sur l 'articulation A/ prend, par

rapport à §/^, un. mouvement relatif à un paramètre £ , e t l e s différents
paramètres t (burnis'par les articulations successives sont absolument
arbitraires» Les six paramètres a^ a^» - . * , ^o, qui définissent, la posi-
tion d'un membre quelconque ^ de la chaîne, sont des fonct ions des

( ï ; Voir la première Partio Ânnaie.^ de l'École Nûrmakj K)OO.
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paramètres arbitraires £ 1 , £2, ..., s^

1 <^=/i(£i, £2, . . ., £/),

(0 j .....................
! ^C^/G^ Sa, • • • î £<) •

En général, si i^6, les a seront arbitraires, et si i< 6 il y aura entre
eux exactement 6 — i relations distinctes résultant de l ' é l i m i n a t i o n de
^, ..., ^ entre les équations ( i ) , de sorte que la posit ion de^ / dépen-
dra de i paramètres. C'est le cas banal*

Mais il peut arriver que les ^paramètres e n 'entrent pas d 'une façon
distincte dans les formules (ï) , c'est-à-dire qu^en é l i m i n a n t nioins de i
d'entre eux, les autres s ' é l iminen t d'eux-mêmes et qu'on soit par con-
séquent conduit à plus de 6 — f r e l a t i ons entre les a. Le corps dépen-
dra alors de moins de ^paramètres , et 'pour q u ' i l en soit a ins i i l f a u d r a
qu'il existe certaines re la t ions entre les constantes qui définissent la
chaîne jusqu'au corps rS^.

Je me propose de former ces équat ions ou , plus exactement de
résoudre lo problème suivant :

Etant donnée "une chaîne simple ouverte, dé terminer le nombre de para-
mètres clont dépend effectivement le moweme'nl d'un cfuelconqua de ses
membres.

2. Cette recherche se relie int imement aux études faites dans la
première Partie de ce.Mémoire au moyen des remarques suivantes :

Désignons d'une façon générale par p , le nombre de paramètres dont
dépend ^. Considérons ^^, et ne.donnons à ce corps aucun mouvement
relatif par rapport à ̂ , c'est-à-dire laissons invariable le paramètre S/.M ;
^-M est invariablement lié à <^-, donc dépend effectivement, dans ces con-
ditions, de pi paramètres. Si alors nous laissons variable e^,» nous ne
diminuerons certainement pas le nombre de paramètres dont dépend
§^i et nous l 'augmenterons^en général d'une imitée de sorte.que

En général, on aura (pour pi < 6)

pi^i^pi+'s; ! ' . , . ! ' ^
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et il pourra arriver que l'on au
p,^=pi.

Ces deux cas sont les seuls possibles.

Si c'est le second qu i se présente, nous dirons qu ' i l y a réduction
d'ordre pi sur F articulation A^, q u i sépare les deux corps dépendant
du môme nombre pi de paramètres. Supposons qu'il y ait , dans la
chaîne, p lu s i eu r s rédactions du même ordre p,; les corps ^ et «s^,
dépendent tous deux de/?/ paramètres et il peut arr iver qu' i l en soit de
même pour<s /^ , ..., rS/,.; si à ce moment la r éduc t ion cesse, c'est que
l'on a

pf^p,, p/^i^pi+î,

et comme le nombre pj ne va j amais en décroissant quand on f a i t
croitrey, les corps à par t i r de s^^ dépendront tous de plus de/?^ para-
mètres, de sorte qu' i l ne pourra p lusse produire de réduction d'ordre/^/.
Nous ne considérerons pas comme distinctes des réduct ions consécu-
tives d 'un môme ordre p i ; leur ensemble const i tuera une réduction
multiple d'ordre pi. A i n s i :

Dans une chaîne simple ouverte, le nombre des réductions simples ou
multiples d'ordre pi el'distinctes ne peut être que o ou x .

Considérons deux corps consécut i fs rSy, rS^ dépendant tous deux
à^pi paramètres, .s / peut jouer l ib rement sur l 'articulation A/ et dépend
de pi paramètres; donc A y ne dépend que de pi— r paramètres; en
raisonnant de même sur rS/,,,^ et Ay,.^, on trouve le même résultat pour
Ay.^, de sorte que le corps Sj à^ paramètres possède deux articulations
simples non équivalentes et ne dépendant que d e / ? / — i paramètres.
Si donc nous convenons de dire qu'un membre clé la chaîne a un mou-
vement spécial, si son mouvement est spécial, simple ou complexe,
relativement aux deux articulations qu'il 'possède dans cette chaîne,
nous pouvons énoncer la propriété fondamentale ,suivante :

S'il y a réduction sur l'articulation A^, le membre ^j a un mouvement
spécial»

A un, Éc\ ^orrn., (3), XIX. — MARS icjoa. . 1^
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Mais les mouvements spéciaux trouvés dans la première Partie
étant au moins à deux paramètres, il en résulte i m m é d i a t e m e n t ce
corollaire :

II n'y a jamais de réduction d'ordre i, autrement dit le corps S, dépend
toujours de un paramétre et le corps rS^ de deux paramétres.

Nousdevonsya jou te r le corol la i re s u i v a n t , encore plus évident , mais
q u e n o u s u t i l i s e rons souven t .

S'il y a réduction sur l'articulation Ay ..(.„,, on peut., sans changer la
nature du mouvement de rS,,.., et des membres suivants, supprimer r arti-
culation Ay , . i .

Les r éduc t ions m u l t i p l e s se r a m è n e n t aux r éduc t ions s imples de la
façon s u i v a n t e : cons idérons un corps r a y a n t un mouvemen t spécial 2^
simple ou complexe ; nous avons trouvé q u e » dans ce corps à p para-
mètres , i l y avai t u n e i n f i n i t é d ' a r t i c u l a t i o n s s imples ne d é p e n d a n t q u e
de p -- i parainètres. Dés ignons cet ensemble d ' a r t i c u l a t i o n s par ̂ ; i l
su f f i t d 'examiner les sept mouvements spéciaux du Tableau 1 ( p remiè re
Par t ie ) pour constater innnédiatement que cet ensemble reste inva-
riable comme position lorsqu'on le ( a i t m o u v o i r d 'un mouvement
d 'ensemble et avec une ampl i t ude q u e l c o n q u e a u t o u r d ' u n e q u e l -
conque des a r t i cu la t ions qu i le composent.

Convenons alors de dire qu 'un nombre l i m i t é d ' a r t i c u l a t i o n s pré-
sente la disposition A^ si elles a p p a r t i e n n e n t t o u t e s à nn ensemble ,:l,l
et supposons qu 'une chaîne

-Sy, ^y+.i, . . ., >>/,

soit telle que, pou r une forme déterminée, ses a r t i cu la t ions
A y, Ay-,.,1, .,,, A,/t., A/,.4.,1

présentent , la d isposi t ion^; il résultera des remarques précédentes
qu'en déformant cette chaîne d 'une façon que lconque les a r t i cu l a t ions
présenteront toujours cette d ispos i t ion .

Considérons alors une réduct ion mu l t i p l e portant sur les ar t icula-
t ions

A/4..i, . . , , A/..,, , •

Le corps Sj aura un mouvement spécial.^ re la t ivement 'à ' ses deux
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articulationsAy etA^, qui appart iennent ainsi à l 'ensemble oX.'|. Con-
sidérons alors un système de valeurs fixes

pi) -,(•» ,
ty4.1 » . . . , £^,,

pour les paramètres relatifs aux articulations A/+i , . . . , A/,; i l résulte
immédiatement d'un corollaire énoncé précédemment qu'on ne change
pas ' la na tu re des mouvemen t s des membres .s/,^, . . . » .s/,, en d o n n a n t
aux £ ces valeurs fixes. Les corps s con t inueront à dépendre de pi
paramètres, et les ar t icula t ions A^,, ..., A/,, à dépendre seulement
dept— i paramètres. Mais, dans ces condi t ions , rSy, rSy...^, . . . , rS/c consti"
luent un seul corps solide dépendant de pi paramètres, et A^n, ... , A/,
sont des ar t icula t ions s imples tracées dans rS,; comme Sj a un mouve-
men t spécial S^, qu ' i l dépend 'de pi paramètres et que toutes ces arti-
culat ions ne dépendent que de p / — ï paramètres, elles f o n t partie de
rensemble ̂  et, en vertu d 'une remarque précédente, celte disposi-
t ion se conservera quand on rendra leur var iabi l i té aux paramètres
£^..1 , . * . ,£ / , ; .

La réciproque est év iden te , car, en donnant aux £ les valeurs fixes
précédentes, chacun des corps .Sy..,.,,i, . , . , s^, étant invar iab lement lié
à c8 y, possède le mouvement spécial 3^ pour ses deux. a r t icu la t ions , et ce
mouvement reste le même quand on rond leur var iabi l i té aux £.

Nous pouvons alors énoncer la propriété suivante : . "

Pour qu'il y ait réduction multiple portant sur les cu'ticulatiûns

A/4.,,-i, . . 4 . , A/,.,
il faut et il suffit :

i° Que le membre s / possède un mouvement spécial S^ ;
2° Que les articulations

Ay, - Ay-n, . . ., hk

présentent la disposition correspondante Jl̂ .

Comme les dispositions A^ ne sont qu'au nombre de septet qu'elles
sont parfai tement connues par le Tableau 1 de la première Partie de
ce Mémoire, nous pouvons dire que le problème de la1 réduction mul-
tiple sur les articulations A; ,̂ .. ., A/<. sera complètement résolu
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lorsque nous saurons reconnaître la réduct ion simple sur l 'ar t icula-
tion A^ et résumer ainsi ce paragraphe :

L'étude des productions dans les chaînes articulées ouverles se ramené à
la recherche des membres qui ont des mouvements spéciaux.

3. Image sphérique d'une chaîne ouverte. — Dans chacun des corps
.So , rSn . . . , traçons un t r ièdre; nous ol)tiendrons une suite T(), 1\, ...
à laquelle nous ferons correspondre dos triëdres / o » ^' • * * ayant une
origine fixe et tels que le t r ièdre // soit constamment parallèle au
trièdre Ï/. Supposons que deux corps rS/ et ^/n soient rel ies par une
glissière; le mouvement relat if de T,^ par rapport à T/ é t a n t une
t rans la t ion , l 'or ienta t ion du tr ièdre T/|.| par rapport au trièdre T/ res-
tera i nva r i ab l e ; il en sera de même pour //n par rapport à //, et comme
ces deuxdern ie r s triëdres ont mêmeor ig ine , le t r iedre^ , ̂  n ' a u r a a u c u n
m o u v e m e n t re la t i f par rapport a //, ces deux triëdres seront inva r i a -
b lement lies l ' un à l ' a u t r e . Supposons au contra i re que ^ / e t ^ / , , soient
re l iés par une vis ou un rotoïde; l 'axe do cette a r t i c u l a t i o n fera des
angles invar iab les avec les arêtes des trièdres T^ et HY^ don t la paral-
lèle à cet axe menée par 0 sera invar iab lement l iée aussi bien au
trièdre ti qu'au trièdre ^,1, le mouvement re la t i f de ces deux (r iedres
sera le'meme que s'ils é ta ien t reliés par un roloïde ayant cette paral-
lèle pour axe.

A la chaîne <a<p ê^ ^, . . . nous ferons .correspondre une chaîne
^o, s ^ s ^ , ..., dont tous les corps sont reliés les u n s aux autres par
des rotoïdes concourants .

'Le roloïde ai n'existe pas si A.^ est une glissière; si A/ et A/, sont
deux vis ou1 rotoïdes, séparés, par des glissières, leur angle reste constant
et c'est aussi celui des deux rotoïdes concourants Aj et A/^ C'est cette
nouvelle chaîne qui sera appelée Virnage sphérùfiie; elle sera très
commode pour déterminer les nombres de paramètres dont dépendent
des directions de droi tes attachées à u n corps ̂  nous considérons,
.dans le corps s, de rimage' sphérique, , la droite d menée par le point
fixe paral lèlement à la droite D1 de ^; le1 nombre de ' pa r amè t r e s
dont dépendra d dans la déformation arbitraire de la chaîne sphérique
sera précisément le nombre de paramètres dont dépend ia direction
de!) dans la déformation de la chaîne pr imit ive ,
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4. Réduction (la second ordre. — Une telle réduction a lieu sur l'ar-
t icu la t ion A;t et le membre ^ doit avoir un mouvement spécial du
second ordre, c'cst-a-dire, soitZ.',, soit S;.

1° Réduction ^\. — Le corps rS^ doit avoir une droite A fixe et les
ar t icu la t ions A^ et A;i doivent avoir la disposit ion 2^ re la t ivement à
cette droite. Aa é t an t une glissière parallèle à A ou une vis ayant A
pour axe, la droite A peu t être considérée comme une droite invaria-
blement l iée à ^ , , et elle ne peut resterTixe que si A, est aussi une
glissière parallèle à A ou une vis ayant A pour axe.

On peut dire q u e A| , A^, A;} doivent être des vis de pas f i n i ou i n f i n i
et ayant un même axe.

2° Réduction S]. — Ce mouvement de rS^ é t an t un mouvemen t dans
lequel F o r i e n t a t i o n de ^ reste fixe, le corps ^ de Fimage sphérique
doit être fixe, ce q u i exige que les ar t icu la t ions a^ a^ n'existent pas,
autrement d i t q u e A, e tA^ soient des glissières. En outre, le plan P,
parallèle au deux glissières A^, Ay, doit être fixe. Ce plan est ent ra îné
avec ̂  et, si l'on ne ( a i t pas jouer l 'ariiculaiion A^, il est en t ra îné par
le gl issement sur A,i et i l ne peut rester fixe dans ces cond i t ions que
si A, l u i est parallèle.

On voi t a i n s i que la réduct ion S2 est caractérisée p a r c e la i t q u e
A.,., A_,, A;, sont trois glissières parallèles à un même plan.

5. Réduction du troùiême ordre sans réduction du second ordre. —
Cette réduction a lieu sur A.,, et cS;, doit avoir un mouvement spécial, du
troisième ordre s imple ou complexe et nous avons les cinq genres
v * v î v :( y » v 2
;̂p ;̂P ;̂P ^» ^2-

i 0 Réduclion 1 .̂ — A;i et A... sont des vis de pas À parallèles à une
di rec t ion A o n d e s glissières perpendicu la i res à A et cette droi te A a une
direction fixe; il, en résulte immédiatement, ' par la considération de
l'image sphérique, que A, , A^ doivent être, des vis parallèles à cette
direction A ou des glissières, !

Cela ne suff î t pas. Soit o l'angle dont tourne ^3 autour de A et A sa
t rans la t ion le long de A; pendant la déformation de la chaîne, on doi t
toujours avoir
(.) ' ^A,

<p 9.7T . , • .
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la constante h pouvant être nulle si l'on est dans le cas particu-
l ier o-^ mais ne pouvant pas être inf inie . Supposons alors que, parmi
A i , A.>, il y ait une glissière G ; déformons la chaîne en ne faisant j oue r
que cette seule ar t icula t ion , ç restera constamment nul et X prendra
des valeurs arbitraires, ce qui est incompatible avec la condition ( i ) a
moins queG ne soit perpendiculaireàA, carA restera alors constamment
nul , comme 9. Supposons ensuite que, parmi A^ A^, il y ait une vis V
de pas À' ; elle est parallèle à A, de sortequ'en ne faisant jouer que cette
seule a r t i cu la t ion , À et o vérifieront la relation

1_ h^
9 a7T

qui, comparée à (s ) , donne
h ' ^ h .

Ains i , pour quCrS; , a i t un mouvement 2^ relat i f à la d i rec t ion A et au
pas A, il. f au t que A < , A,a, A;$ soient des vis de pas h parallèles à A ou des
glissières perpendiculaires à A. On -vérifie immédia tc^ment que ces con-
ditions sont1 suffisantes quand on t i en t compte de l'hypothèse essen-
•tielle qu'il n'y a pas de réduction,d 'ordre deux.

2° lîéduclionîi^ — A^ etA,^ sont deux roto'ides dont les axes con-
courent en un point 0; ce p o i n t est fixe dans rS^ et il doi t être fixe
dans l'espace. On voit i m m é d i a t e m e n t , sans même qu ' i l soit néces-
saire de recour i r aux mouvements mix tes pour le genou, que A, e t A y
doiven t être des rotoïdes dont les axes passent aussi en O*

Ainsi, Ai, A^-AÎÎ et A,, doivent être des rotoïdes dont les axes sont
concourants.

3° Réduction S'L — A^ et A,, sont des glissières, rS.» 'doi t avoir une
orientation1 invariable, s.^ doit être fixe, donc^, a^ et a;, n'existent pas,
aut rement dit, A, e t A ^ sont aussi des glissières. Ainsi. A ^ , Aa, A;p A/,
doivent être des glissières, et l'on reconnaît que cela suffit, :

4° Réduction 2^. ^— 11 y a dans §3 u n e d r o i t e A q u i ne doit dépendre
que d'un paramètre, ctAg e tA^ sont des vis de pas fini ou i n f i n i ayant A
pour axe. La droite A est fixe dans §a» d-0 sorte que ce corps doit
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avoir un mouvement mixte pour son a r t i cu la t ion Aa et la droi te A. I l
y a alors deux cas possibles.

En premier l i eu , l ' a r t i cu la t ion A^ est portée par la droite A, alors
Ao, A3 et A,, on t la d ispos i t ion trouvée d a n s le cas de la réduc t ion SI
du second ordre, le mouvement relatif de r8:( par rapport à 8, est le
mouvemen t spécial 2^, de sorte que le mouvement absolu de â^ est
b ien un mouvement spécial complexe formé avec S^. C'est un cas évi-
dent a ^/w/i et qui sp ramène à une réduc t ion du second ordre en
i m m o b i l i s a n i le corps r ^ , .

En second l ieu , ^ a un mouvement spécial, pour A^ et u n e a r t i cu l a -
t ion convenab lemen t choisie et portée sur A; si ce mouvement est S^
son axe A' doi t être para l lè le à A, les a r t i c u l a t i o n s A, , A.a sont portées
par A', et Aa n'est pas une glissière, sans quo i l'on p o u r r a i t la consi-
dérer comme portée par A et l'on r e tombera i t sur le cas précédent . Si
le m o u v e m e n t spécia l de rS^ ^slt S;, qui admet toutes les glissières per-
p e n d i c u l a i r e s à une même d i rec t ion A', cette direction A' est forcé-
ment perpendicu la i re à A.

La réduct ion £^ d'ordre 3 se p résen te a i n s i dans trois cas :
Si la chaîne commençant à rS, présente une réduc t ion Si d'ordre 2;
Si A,,A^ présentan t la d i s p o s i t i o n S^ pour u n e droi le A, A^ et A^

sont portées par une même droi te A' paral lè le à A ou sont deux glis-
sières pe rpend icu la i r e s à une même dro i t e A' pe rpend icu la i r e à A.

^ l\èdiwtion S2. — Le m o u v e m e n t simple S:; est caractérisé par ce
t a i t qu 'un plan F du corps est f ixe, a ins i que l ' o r i en ta t ion au tour (le
la pe rpendicu la i re à ce plan.Dans un m o u v e m e n t complexe d'ordre 3
formé avec S:, le plan et l 'or ientat ion dépendron t d 'un même para-
mètre , de façon qu 'une fois le plan fixé l ' o r i en ta t ion demeure inva-
r iable .

A, et A, é t an t des glissières paral lè les a ^ P, ce plan est fixe' dans ^
et, quand on fixe P, le corps^ doi t posséder un mouvement dépendant
( l 'un seul paramètre et r édu i t à u n e t r ans l a t ion , sans quoi le mouve-
ment de Sa, dans lequel P reste fixe, dépendrait de plus de deux para-
mètres et l'on aurait la réduct ion cr^

Si le corps s., de l'image sphérique est fixe,, ̂  possède une i n f i n i t é
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de translations parallèles à un menue plan, et, parmi elles, il y en a
au moins une parallèle à P, de sorte qu'on a bien la réduction
cherchée.

Si s^ dépend de deux paramètres, ^ ne possède aucune translat ion
et l'on ne peut pas avoir la réduct ion S;. Enf in , supposons que .̂  dé-
pende d'un seul paramètre; il y aura, parmi A^ A^, une seule glissière
ou bien A^ e t A ^ seront deux vis parallèles.

Dans le premier cas, c'est le mouvement le long de la glissière qui
donne l 'unique t rans la t ion de ̂ ; si. cette glissière est A,^ on aura le
mouvement cherché de «^ et, par sui te , de <§;, en f ixan t £, , , de sorte que
l'on aura la réduct ion S; par rapport àrS^ Si la glissière est A < , e l le
devra toujours être parallèle à F, ce qui ne peut arr iver que si elle est
parallèle à-A^, vis qui, est elle-même parallèle à P, ou, si elle est per-
pendicula i re à Aa, q u i est elle-même pe rpend icu la i r e à P.

Dans le second cas, nous voyons q u e la t ranslat ion obtenue par les
mouvements au tou r d e A ^ et A^ se compose d 'une t rans la t ion ^' ayant
la direction commune de A,., et A^ et ru1 s ' a n n u l a n t que si A, et A^ ont
même pas, puis d 'une t rans la t ion ̂ \ perpendiculaire au plan A^A^ et
ne s 'annulant que si A^ et Aa ont même axe» La, translation totale ç:,
dont la position-né dépend que de £, , doit rester parallèle à P que l le
que soit la valeur de £2. Si P est perpendicu la i re à Ay, ^ d o i t être aussi
perpendiculaire à A^ ce qui exige que s' soit n u l , c'est-à-dire que A^
et As aient même pas- Si P n'est pas perpendicula i re à A^, il ne peu t
rester parallèle à une d i rec t ion fixe ^ que s'il est paral lè le à A., et si ^'/
'est nul le , c'est-à-dire si A, etA^; forment un verrou.

En, résumé, i l y a réduct ion HÏ d'ordre 3 :
S'il y a réduction S: par rapport à Si ;
Si. le corps s^ de l 'image sphérique est f ixe;
Si A ^ , étant une glissière, A^ est une vis perpendicula i re aux trois

glissières A) , A;{, A^;
Si A ^ , A^ cons t i tuen t un verrou parallèle au p lan des deux glis-

sières Ag, A^. :

II est i nu t i l e de fa i re figurer le cas où A, etA^ sont deux vis de même
pas, perpendicula i res à P,.car on obt ien t manifes tement de cette façon
la r éduc t ion S^.
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6. Réduction du quatrième ordre sans réductions cmtérieures. —- La
réduction a l ieu sur Ay. C'est le corps §4 qui doit avoir un mouvement
spécial et nous avons ici six cas.

1° Réduction S^. — II y a danScS/ , une direction A qui doit être fixe
etAr , est une vis parallèle à A ou une glissière; la droite correspon-
dante du corps s,, de l ' image sphérique doit être fixe, ce qui exige que
les articulations a'^ a^ a;,, a^ qui existent soient des rotoïdes avant
même axe ou, en revenant à la chaîne primitive;, que les vis et rotoïdes
que l'on rencontre dans la suite A^, A^, A^, A,,, A^ a ient leurs axes
parallèles.

2° Réduction^. — Soit A la direction des vis du mouvements1;. Si
l'on forme un mouvement complexe dans lequel la direction A reste
constante, on tombe sur le "mouvement. ï\ que nous venons d'étudier.

La direction A doit dépendre d'un paramètre, et l'on voit immédiate-
ment, en ra isonnant sur limage sphérique, que la sui te A ^ , Aa, A;p
A/,, Ag doit se décomposer en deux parties telles que les v is 'qu i sont
dans la première a ient leurs axes parallèles à une même direction A^t
que les vis qui sont dans la seconde aient leurs axes parallèles à A, les
directions A e tA / n 'étant pas parallèles pour exclure le cas S^. Nous
supposerons qu'on fasse rentrer dans le second groupe les glissières
qui suivent la dernière vis parallèle à A'.

Dans toute déformation telle que A conserve une direct ion constante,
la translation et la rotation relatives à A doivent vérifier la relation

?, _ h
cp a TT

Nous en concluons, comme dans la réduction analogue pour
Fordre 3, que toute glissière doit être perpendiculaire à A; si, elle
appartient au second groupe, il est évident que, si elle lui est perpen-
diculaire dans une position, il en sera toujours ainsi pendant toute la
déformation; mais si la glissière appartient au premier groupe, elle
est séparée de A par une 'vië de direction A^ qui, lorsqu'on laisse immo-
biles la glissière et les articulations qui la précèdent, fa i t décrire à la
direction A un cône de révolution d'axe A'; pour que toutes les géné-
ratrices soient perpendiculaires à la glissière, il faut que. ce cône

Ann, Éc. Norm^ (3), XIX. — MABS 2902. l?
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devienne un plan perpendiculaire à A7 et que cet axe A' soit lui-même
parallèle à la glissière, de sorte que, s'il y a des glissières dans le pre-
mier groupe, elles doivent être parallèles à A', et A et A' do iven t être
rectangulaires.

Etudions maintenant les vis et supposons que le premier groupe en
comprenne plusieurs; soient V^- et V, deux quelconques d'entre elles
et étudions le mouvement de la chaîne, lorsqu'on solidifie toutes les
articulations autres que V, et V^. Soient e^ et £/ les angles de rotat ion
autour des axes de V/ et Vy, h, et h, leurs pas. Partons do la pos i t ion
in i t i a l e et donnons 'à ces deux paramètres des valeurs quelconques
£/£ / ; le corps ^ prendra une position déterminée et A une direct ion
déterminée, A partir de cette posi t ion, donnons à £< et £/ des accrois-
sements Y]/, Y] , ; le corps cS,, et la direction A vont subir une rotation
parallèle à A' et égale à

r^-h 'f\j.

Assujettissons ces deux accroissements à vérif ier la relation
(.0 71/4" Y)y:r:: 0,

de façon que l'orientation de ^ et la direction A restent fixes; dans ces
conditions, la direction A' sera une fonction de <^+" £/.

Pour évaluer la translation, prenons un po în tM de r^ sur l'axe de V,.
Ce point subit une translation ^ parallèle à A' cfc égale a

—{hi'm^hj'fïj)
•d 7fc

et, en plus, une translation (^perpendiculaire à A^ produite par la
rotation Y], dans la vis V^ Nous obtenons ainsi, une translation totale ^
de ̂  dont les projections sur des axes fixes sont des fonctions de £/
ety]^ car ̂ j est fonction de y^ donnée par ( i )» et cette translation doit
être perpendiculaire à A',, dont la direction est fonction de £,4- £/. Ceci
doit être vrai quelles que soientles valeurs de £/, £y et T]^ et comme la
direction. A^ dépend effectivement de £/ à cause du non-parallélisme
de A et A', la translation ^ doit être perpendiculaire à toutes les direc-
tions A, ce qui ne peut arriver que si s a une direction fixent si A'
décrit un plan perpendiculaire à cette direction.

Supposons que la distance des axes de Y-^ et 'Vy ne soit pas nul le ;
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la translation ^// ne sera pas nulle; en donnant à y^- une valeur fixe et
laissant variable £/, les deux composantes ^ et ^'/ ne feront que subir
la rotation £^; leur résultante ^, qui n'est pas parallèle à A", parce que
^ n'est pas n u l l e y subira aussi cette rotation et, par suite, ne conser-
vera pas une direct ion constante. Il nous faut donc supposer que V,
et Vy ont même axe et que A et A' sont rectangulaires.

Un ra isonnement déjà fa i t dans la réduction analogue d'ordre 3
montre que toutes les vis du second groupe doivent avoir même pas/z.

Le seul cas où A et A" ne sont pas forcément rectangulaires est celui
où le premier groupe ne comprend qu'une vis sans aucune glissière;
Ai est alors une vis, et comme c'est en fixant le paramètre £, que A'
conserve une direction constante, on voit que c'est le cas où il y a
réduction d'ordre 3, quand on commence par s ^ .

Dans les autres cas, les articulations du premier groupe sont celles
d'un verrou et, pour qu' i l n'y ait pas réduction 2^ d'ordre 2, il faut
que ce premier groupe comprenne au. plus deux termes; mais alors, en
remplaçant ce verrou, par une vis suivie d ' une glissière, cette glissière
sera pe rpend icu la i r e à A et, en solidif iant la vis, A conservera une
direc t ion invariable, de sorte qu'on retombera sur le premier cas.

.En résumé, i l y aura réduction S^ d'ordre 4? s'il y a réduction 2^
d'ordre 3 dans la chaîne commençant à §1 ou si les deux premières
art iculat ions consti tuent un verrou toi. qu'en le remplaçant par une
vis suivie d 'une glissière on retombe sur le cas précédent.

3° Réduction 1 .̂ — A/, et A;, sont deux rotoïdes dont les axes con-
. courent en: un point 0 qui est fixe dans §^ et ne doit 'dépendre que
d'un seul paramètre; rS;, doit avoir un mouvement mixte de seconde
espèce pour A;, et le point 0. Il f au t que A;, soit un rotoïde passant
par 0, qui est aussi fixe dans ^a» ^ (îue ^2 1̂' lm mouvement mixte de
première espèce pour A^ et 0. Pour qu' i l en soit ainsi, il faut que A^
soit aussi un rotoïde 'passant par 0, ce qui. nous condui t à la réduc-
tion S;; d'ordre 3 à part ir de ^, ou que ^ ait un mouvement spécial
p o u r A y et un roloÏde passant paru. Ce mouvement ne 'peu t être que
2^ ou S;; le second1 est impossible, car il ne contient pas de rofcoÏde;
il faut donc que ^2 ^it un mouvement de verrou autour d'une droite A
et que 0 se trouve1 sur cette droite. •
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Il y a donc réduction S^ d'ordre l\, si A^, A;}, A/,, A;, sont des rotoïdes
dont les axes sont concourants ou si, A^ et A^ étant portées par une
même droite A, A;i, A.,, Ay sont des rotoïdes dont les axes concourent
avec A.

4° Réduction^. — L'orientat ion de S., ne doit dépendre que d'un
paramètre; il en est de même de s^ ce qui mont re que les vis qu i
figurent dans la suite A, , A^, A^, A,,, A,; doivent avoir leurs axes
parallèles à une même d i rec t ion , et l 'on retombe sur2^.

5° Réduction S^. — A,,, et A;; sont portées par une môme dro i t e A
qui appart ient à^ et ne doit dépendre que de deux paramètres. ̂  do i t
avoir un mouvement mixte pour A;, et A.

Si A.3 est aussi portée par A, nous avons le mouvement spécial S^ par
rapport à ̂ .

Si ^ a un mouvement spécial pour A;; et une a r t i c u l a t i o n , portée
par A, cette droi te ne dépend encore qufule deux paramètres, SoitA/,
cette ar t iculat ion indé te rminée portée par A et considérons la. chaîne

Ai , Aa, Ag, A\;

comme nous savons reconnaî i re les réduct ions du t ro is ième ordre,
nous saurons voir si l'on peut déterminer le pas (le A^ pour que ̂  a i t
un mouvement spécial,

Enfin A ne dépendra encore que de deux paramètres si sa d i rec t ion
reste constante, mais ce cas n'est pas à considérer, car le mouvement
complexe S^ ainsi obtenu est S^ déjà étudié.

6° Réduction S^ — Le plan P s i tué dans ^ et parallèle aux deux
glissières A^, A, est fixe dans à, et, quand on fixe P, ̂  doit posséder
un mouvement à. un seul 'paramètre réduit ti une translat ion. Si ce
mouvement avait plus d 'un paramètre, on aurait en réalité une réduc-
tion o".^.

Le corps ̂  de l 'image sphérique ne peut alors dépendre que de* un
ou deux paramètres, s inon ^ posséderait o ou une i n f i n i t é de1 transla-
tions parallèles à P. Soit q ce nombre de paramètres. :

Si q == î , cSy possède une'simple i n f i n i t é de translations parallèles à un
même plan parmi lesquelles il y en a toujours une 'parallèle au plan P.

Si q ==.2,. §, possède une seule translation, parmi A^ A^ A^ il y a
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une glissière et deux vis non parallèles, ou trois vis dont deux sont
parallèles. Dans le premier cas, la glissière A^ doit être parallèle à P,
ce qui exige que ce soit Ay (réduction S; relative à s^} ou que ce
soit. A^, et comme c'est la variation de £3 qui donnera la translation
de rS..,, la propriété de §3 subsistera quand on laissera fixe £ , , de sorte.
que l'on aura u n e réduct ion S; par rapport à S,. Cette glissière ne
peut être A < , car A^, A;, étant des vis non parallèles, la d i rec t ion de P
dépendrait de deux paramètres, et ce plan ne pourra i t rester parallèle
à la d i rec t ion fixe A ^ .

Dans le second cas, où A,,, A^, Ay sont des vis, elles n ' on t que deux
direct ions d i s t i n c t e s ; si les deuxqu i sont parallèles sontA.2 et A;p c'est
en é tabl issant une cer ta ine relat ion entre £,, et £3 qu'on a le mouve-
ment de t rans la t ion de ^, de sorte que la réduction S.2 aura lieu par
rapport à r S , . Si, en dernier l ieu, les deux vis A,, A^ sont parallèles,
on voit i m m é d i a t e m e n t que la t rans la t ion produi te parla combinaison
des mouvements au tour de A^ et As se compose d'une translation ^
parallèle à leur d i rec t ion commune et ne s ' a n n u l a n t que si les deux
pas sont égaux, puis d ' u n e t rans la t ion ç/ pe rpendicu la i re au. plan A,A^
et ne s ' a n n u l a n t que si A ^ et A^> on t môme axe. Cette t r ans l a t i on
totale ^ ne dépend que de ^ et do i t être parallèle à P, quels que so ien t
£^, £3. En f ixant ^, le plan P doit rester parallèle à la d i rec t ion fixe s;
la d i rec t ion de P ne doit , dans ces condi t ions , dépendre que d 'un seul
paramètre, et, comme Ag et A;, sont deux vis non parallèles, ceci ne
peu t arriver que si P est perpendicula i re à Aa, qui doit rester elle-
même perpendicu la i re a. ^ par la variation de £3; A;} doit donc être
perpendicula i re à Â^ et la composante € ' do i t être nulle, ce qui montre
que A < e t A ^ tonnent un verrou*

En résumé, il y a réduction S^ d'ordre 4 :
S'il y a réduction S; surA;,par rapporta un des membres précédents;
Si le corps s^ de l ' image sphérique dépend d 'un paramètre;
Si, A.i, A^ étant deux, vis formant un verrou, A;{ est une vis perpendi-

cula i re à ce verrou et au plan des deux glissières A,^ A,1.

7. Hédiiclion du cirufuiêrne ordre sans réductions antérieures, — "Une
telle réduction se f a i t sur A^ .et c^est ^;, qu i doit avoir un .mouvcnicnl
spécial p o u r A y et Aç.
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ï ° Réduction S^. — Une direction A de.s;, doit dépendre d^un seul
paramètre. La considération de Fimage sphérique montre immédia-
tement que la suite des articulations A^ A ^ , . . . , Ag, A(; doit se partager
en deux groupes consécutifs tels que, dans chacun d'eux, toutes les
vis aient même direction, et cela suffit .

2° Réduction 2^. — L'axe A du mouvement 2^ de rSg sera supposé
avoir une direction dépendant effectivement de deux paramètres, sans
quoi le mouvement de ̂  se réduirait à un mouvement complexe formé
avec S,;,.

Partons de A;, et suivons les art iculations dans le sens des indices
décroissants jusqu'au moment où nous rencontrerons une vis qu i ne
sera plus parallèle a l'axe A du mouvement 5^ de s^. Soit y le groupe
ainsi formé. La vis à laquelle nous nous soinmes arrêté avait une di-
rection A^ con t inuons à suivre nos articulations j u s q u ' a u moment ou
nous trouverons une vis non parallèle à A ' ' ; nous aurons le groupe y^
et a insi de suite.

On aura ainsi une suite de groupes qui , remis dans leur ordre na-
turel, seront

— ? YA^ y^ y^ y^
y^ comprend au moins une articulation Ag, et de plus le nombre des
groupes est au moins égal à trois, sans quoi, la direction de A w dépen-
drait pas de deux paramètres distincts.

Les raisonnements faits pour les réductions 1̂  d'ordre 3 ou 4
montrent que :

Dans le groupe y^ toutes les vis ont même pas h et les glissières
sont perpendiculaires à A,

Y^, est constitué uniquement par une vis ou constitue un verrou
perpendiculaire à A. Ce groupe contient d'ailleurs au plus deux arti-
culations, sans quoi la chaîne commençant au membre intermédiaire
entre y^ et-y^ aurait une réduction S^ d'ordre 2, de sorte que la chaîne
totale présenterait une réduction 2^, ce qui est contraire àthypothese.
Nous supposerons qu'on a remplacé ce verrou par une vis suivie d 'une
glissière, laquelle, étant perpendiculaire à A, rentre dans y /et l'on
est ramené alors au premier cas, où ̂  est constitué uniquement, par
une vis.
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Les groupes précédents 7^,, y^, ... doivent être constitués chacun
un iquement par une vis ou former des verrous tous perpendiculaires
à A, ce qui est impossible, car ils sont séparés de A par A^.

Ainsi, il y a le grouper, et les articulations qui précèdent ce groupe
sont des vis telles que deux vis consécutives ne soient jamais paral-
lèles.

Si y^ possède trois termes, on est forcément dans le cas où la chaîne
commençant à s^ possède la réduct ion S;̂  d'ordre 3, ce que nous savons
reconnaître.

Nous al lons commencer par examiner le cas où y^ ne possède qu'un
terme.

Pour é tudier la question, nous allons recourir à des calculs dans le
genre de ceux qui. ont été développés dans la première Partie à propos
des mouvements mixtes pour le verrou.

Supposons qu'on fixe la direction de A et quW donne, dans ces
condi t ions , une déformation in f in imen t petite à la chaîne; le mouve-
ment ins tan tané de -s/. sera hélicoïdal et parallèle à A; comme Ay est
une vis de pas h parallèle à A ou une glissière perpendiculaire à A, le
mouvement relatif de .S;, par rapport à rS/< sera encore hélicoïdal paral-
lèle à A et aura h pour pas; le 'mouvement résultant est encore héli-
coïdal parallèle à A et son pas doit être A, ce qui exige que le mouve-
ment de .s,, ai t A pour pas. Ainsi , la direction A est fixe dans ̂  et, quand
on l 'assujettit à être fixe dans l'espace, tout mouvement hélicoïdal
instantané de à,, doit avoir h pour pas.

Imaginons un triedre mobile attaché à rSy et dont l'axe des ^ soit
l'axe de A,̂  Soient ̂ , ^, ^, <j, ̂ , <9^, rXa, ..., ^3, ..., x^ les
coordonnées relatives des mouvements paramétriques de Sy et o, <?,
r, o, o, / les coordonnées du mouvement autour de la vis A/,. Tout
mouvement instantané de rS/, sera de la forme

2;W, 2ÀJ, ^r-h2À^.
2 À.G, 2À;)ll-, p.t -t-2^X.

Soit o) l'angle de A avec Oz. Sans changer nos mouvements paramé-
triques, la direction A peut prendre toutes les directions faisant
l'angle o avec Os, et, comme tout mouvement hélicoïdal de $^ parallèle
à A doit avoir À pour pas, nous voyons que, si nous cherchons, parmi
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les mouvements (ï), ceux dont l'axe f a i t co avec Os, i ls devront avoir
tous À pour pas.

Autrement dit , l 'équation

1}. X. 17. <,, -h I À ̂  I À ^1L 4- ( ̂  r -i~ ̂ ^&K^^_+^Â^
(2) (2'A^)2 + (^À^-h (fJ.r <+- :m)2 :r=

devra être une conséquence algébrique de

/.,, (ïi^+çî^y(3) L^2^^

Les équations (2) et (3), mises sous forme entière, sont toutes
deux du, second degré; les coeffi.cienis de (x ) doivent être proport ion-
nels a ceux de (2). En. écr ivant cette proport ionnal i té pour les coeffi-
cients des termes en y.\ p^, [L\, L^, on ob t i en t imméd ia t emen t les
équa t ions

rt — Àr2 _ /',.)^/+ t%>i— ^hr ïa
^^^^ _ ——^.^^^^^ ( Z = Ï , 2, 3 )

qui , en vertu de ce que r et œ ne sont pas nuls, se réduisent à

(4) r^—^=o (^== ï ,2 ,3 ) .

En utilisant alors les relations différentielles entre les mouvements
paramétriques, comme nous l'avons fai t pour le dernier cas des mou-
vements mixtes du verrou, nous déduirons des équations (4) les nou-
velles équations

A(^,g-,.o ==0, A(^,<,JIL)=O,
A(X,^ Dll)=ro, AC^^t) =o

qui , par une discussion facile, montrent l'existence d'un mouvement
instantané du trièdre qui se réduit à un mouvementhélicoïdal sur 0^,
mouvement qui, en vertu de (4), aurait encore ^ pour pas et ne serait
pas distinct du mouvement autour deA,, ce1 qutest impossible, car s,
ne répondrait que de trois paramètres. ,Ce raisonnement n'est en
défaut que si, tous les x et les y sont nuls, ce qui exprime que tout
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mouvement hélicoïdal instantané de §4 est parallèle à Oz et ne peut
jamais laisser invariable la direction A, à moins que d'être une transla-
tion. Il est d'ailleurs i nu t i l e d'aller plus lo in , car, la direction de A.,
étant fixe, la d i rec t ion de A ne dépend plus que d'un paramètre, et
c'est le cas déjà écarté.

Nous avons supposé que les mouvements de s/., laissant invariable
ladirect ion deA, é ta ienthél icoïdaux; nous allons supposer maintenant
que ce sont des mouvements de translation. Nous devons avoir une
double in f in i t é de translations, et chacune d'elles, ne dépendant que de
la posit ion de §3, doit être perpendiculaire à tou tes les directions que
prend A en tournan t autour de A;$; ceci exige d'abord que l'on ait
co == ^ ) puis que toutes ces t ransla t ions soient parallèles à A;^

Pour qu ' i l en soit ainsi, il faut et il suffi t que les quatre équations
homogènes

Sl^=o, 2,1^ =r:o,
2^ =o, ^ÀDlL =o

se réduisent à une seule. Si alors on y ajoute l 'équation
2Â(r^ — ^ ) =0,

ce système déterminera certainement un mouvement qui ne serait
autre que le mouvement de vis autour de A/,, de sorte que.s/., ne dépen-
drait que de trois paramètres.

Nous en concluons que l'hypothèse de y^ ayant un seul terme A^
est inadmissible*

Supposons que ̂  a i t deux termes; nous allons recommencer sur Ay
le raisonnement fa i t sur A4,

'Si, pour abréger, nous posons

lïi=:,^Xi + jiL^y, 4- x^, ,Ki= xf + g-f-h ̂ ,
îl^^^^y^^^ K^^-î-^i-h&î,
lï ̂  ̂  Xa +. jiL'i ̂  4- ̂  i ̂  •+• -G ̂ i -+- ^1^2 3'i 4- Xa & i,
K=(X,•4-X2)â•+-(^-^^)2+(^4-^)^

K/= Ê îriĴ  == x^, 4- 3^ + ̂ i ̂
,01

quantités qui sont des invariants pour une transformation d'accès rec-
Ann. Éc. Norm^ (3), XÏX- — A.VBIL 1908. 1^
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tangulaires et

p-^/^I+COt^)) — ^COt2^

C^=(^ -^ ) ( I -+ -COt 2 C, ) ) ,

l ' identification des équations (2) et (3) nous donnera

(6) rXi— ^1=0,

^ rD^a— rc2~=: o,

(§) H , — p K . i + a ^ î = o ,
(^) • H^pKg+cr^ l^o ,
/^\ 'j-l — apK/--}" ao'^1^2-"""" o.

La position do ^ dé()end des deux paramètres e^ £, relatifs aux
articulations A, et À,. Soient r^ /, , r , , /a les rotations et translations
relatives à ces deux mouvements; on aura, par su i t e des propriétés
des invariants

H i = ^ r i Hâ—^a/'â,
Ki^/l K^=/1»

de sorte que ces quatre quantités seront indépendantes de ^ et £^
L'équation (8) montre que, si or n'est pas nul , &< doit être indépen-

d a n t d e ^ et£ , .^ i est la projection sur l'axe deA^de la rotat ion r^rela-
tive à A,. Cette rota t ion n'est pas nulle, puisque A, est une vis, sa
grandeur et sa direction sont fixes, de sorte que l'axe de A^ devra i t
faire un angle constant avec une direction fixe; sa direction ne dé-
pendrait alors que d'un paramètre, ce qui est incompatible avec les
hypothèses que A,, A^ A, sont des vis et qu'elles ne sont pas paral-
lèles deux à deux.

Le résultat cr --; o auquel on est condui t donne

- ==/^ ^ p=/^,

et alors les équations (8) et (9) montrent Immédiatement que A, et
Ag ont aussi h pour pas. 1 . ' , ,

Considérons alors un mouvement quelconque du membre ^- Kn
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désignant par ^c son automoment, par 1̂ sa rotation, on aura
X=:(} . i^ i+^2^2)(^ i< i+^-G)+. . .=^^Hi4-^ |H2+ VaH.
^2= (À^i -}- ?lâ^2)2 4-. . .= ̂  K.i -T- ^JK,2-4- 2^ K/.

En tenant compte de (8), (9), ( ïo) , on ob t i en t immédia tement
x—A^^o ,

de sorte que ce mouvem.ent a encore À pour pas, et cela exige, d'après
un lemme démontré et u t i l i sé pour la recherche des mouvements spé-
ciaux, que les vis A, et A.^ a ient leurs axes concouran t s .

Arrivons m a i n t e n a n t à l ' équat ion (/') mise sous la forme
.% 2 ::=-/',^2-

On a, en prenant des moments et des projections sur A;},
^r= projection de /'a,

.yî^-^ projection de ^+ moment de /"a.

En subs t i t uan t dans l ' équa t ion et remarquant que r^ et ^ ayant
môme direction le rapport de kmrs projections est aussi. À, il, v ien t

m. ornent de r^= o.

Gomme r^ n'est pas nu l ci que A^ et A;{ ne sont pas parallèles, nous
voyons que ces deux vis doivent être concourantes.

On d é m o n t r e r a i t , par un raisonnement analogue fait sur l'équa-
tion (6), que les vis A^ et A;{ do iven t aussi être concourantes.

Ainsi, A^ Ay , A;, sont trois vis de même pas h et dont les axes
doivent être concourants deux à deux. Ils ne peuvent pas rester dans
un même p l a n , car, laissant fixe le paramètre s^ et faisant varier s^, A;^,
qui est dist inct de A^ sortirait forcément du plan dans' lequel se trou-
vaient primitiveiïient les trois axes, H s n e p e u v e n t p a s n o n plus former
un trièdre; en effet, soit Og le po in t de rencontre des axes, de A, et Aa,
0^ celui des axes de A.a et A;p ces deux points seraient toujours en
coïncidence. Or, si on laisse £4 fixe, 0;i restera fixe sur l'axe de As? qui
lui-même restera f ixe; en ' fa isant variera Oi se déplacerait 'sur cet
axe, donc ne resterait pas en coïncidence avec O^. ! • !

ïl n'y aurait d'exception que si h était 'nul. ^ 1 1 1 ; ; ^ ! . ;
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Il reste à étudier le cas des mouvements de translation. Comme dans
le cas de A.,, nous verrons que §3 doit posséder une translation paral-
lèle à A3 et que A doit être perpendicula i re à A'.

Pour que 033 possède cette translation, il faut et il suf f i t que ̂  pos-
sède un mouvement ayant même axe que A;^ de sorte qu'il faut pou-
voir toujours composer ^ et r^ de façon à obtenir une résultante
parallèle à A3, ce qui exige que les axes de A,, As, A;» soient constam-
ment parallèles à un même plan. On voit immédiatement , au moyen
de l'image sphérique, que ce fait est incompatible avec nos hypothèses
sur la nature et la disposi t ion de Ao Ag, A;}»

L'étude un peu longue qui précède donne les résultats suivants :
Pour reconnaître une réduction, 5^ d'ordre 5. On forme les groupes

YA» 7â'9 VA"» " • • ?

qui doivent être au nombre m i n i m u m do 3,
v contient un ou deux termes; dans ce dernier cas, A/ doit êtrei & '

perpendiculaire à A et ses articulations forment un verrou qu'on rem-
place par une vis suivie d 'une glissière q u i y é tant perpendiculaire a A,
rentre dans y^.

Cette1 transformation étant fa i te , il y a réduction S^, si 7^ possède
trois termes donnant la réduction S^ d'ordre 3 par rapport à ^. 11 y a
encore réduction, mais c-ette fo is dans' le cas part icul ier o^, s i y y^ ne
possédant que deux termes satisfaisant à la condition h == o^ A ^ , As, A.̂
sont trois roto'ides concourants,

3° Réduction 2^. — A^ e t A ^ doivent être deux rotoïdos concourants
en 0 et co point appartenant à rS/, ne1 doit dépendre que do deux para-
mètres; <^ doit donc posséder un mouvement mixte de seconde espèce
pour A/, et 0.

En premier l ieu, A^ peut être un rotoïde dont l'axe passe par 0
et alors S;$ doit avoir un mouvement mixte de première espèce pour
A3 etO. Si A» est un rotoïde passant encore par 0, on a bien réalisé
toutes les conditions, mais c'est la réduction 2^ par rapport à ^. Le
membre §3 a encore le mouvement mixte, si ̂  a un mouvement spécial
pour Ag et un rotoïde virtuel1 passant par 0. Les seuls mouvements,
spéciaux d'ordre. 3 possédant des rotoïdes sont o^ 2j et 11. , ,

Pour avoir a\, il faudra qu'il existe une 'd i rec t ion A telle que



SUK LES SYSTÈMES ARTICULÉS GAUCHES. l4r

parmi A^ A^, Ag on ne trouve que des rotoïdes parallèles à A et des
glissières perpendiculaires à A.

Pour avoir Z^, il faudra que A^ , A^, A^ soient trois rotoïdes concou-
rants.

Enfin, pour avoir le mouvement complexe 2^, il faudra que A^ etAg
constituent un verrou dont l'axe passe par 0 ou que, Aa étant une vis
passant par 0, A< et A^ forment un verrou parallèle à A.^ ou soient
deux glissières dont le plan est parallèle à A;}.

Il y a encore mouvement mixte de rSg dans un cas que nous n'avons
pas encore eu. à examiner. Si A^ est une vis dont l'axe passe par 0,
son axe doit décrire un plan fixe; comme A^ ne forme pas un verrou
avec As, sans quoi l'on retomberait sur un cas précédent, l'axe de A;(
doit décrire un plan par la variation, de e^ ce qui exige que A^ soit une
glissière ou un rotoïde perpendiculaire à A,.̂  Ce plan doit ensuite
rester immobile par la variation de e^ ce qui. exige que A^ soit une glis-
sière parallèle ou un rotoïde perpendiculaire. Si A,, est une glissière,
il faut qu'il existe une droite de ^3 passant par 0 et qui décrive un plan
fixe; il sutïît de recommencer le raisonnement précédent pour trouver
la loi générale : A,, Ay sont des rotoïdes parallèles à une direction A
ou glissières perpendiculaires à A; A.^ est une vis passant par 0 et per-
pendiculaire à A ou une glissière perpendiculaire à A. Ïl nous reste à
examiner le cas du mouvement mixte de seconde espèce de ^4 , dans
lequel une droite passant par 0 reste dans un plan fixe. En raisonnant
comme précédemment, on verrait que Ai , A-a, A;), A., présenteraient la
disposi t ion qui donne la réduction o"^ d'ordre 3, de sorte que^^ ne
dépendrait que de trois paramètres.

If Réduction £:^ — .L'orientation de r^ ne doit dépendre que de deux
paramètres, et A;,, A^ doivent être des glissières. Au moyen de l'image
sphérique, on voit immédiatement la règle suivante : si l'on parcourt
la suite A ^ , A^, A^, A/, en faisant abstraction des glissières, on doit
trouver deux groupes de vis consécutives, les vis de chacun d'eux étant
parallèles à une même direction.

5° Séduction £^ — Une droite A do s,, doit dépendre de "trois para-
mètres, e tAg, A(Ï doivent appartenir à un verrou,'ayant A'pouraxe.

Le mouvement de ^/, devant être mixte pour A^ et. A, nous avons
plusieurs cas possibles, , ! ^ !1 ! ! 1
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Ce mouvement mixte existe si A,, est portée par A, c'est-à-dire
si A,, et Ay forment un verrou.

Il existe si §,r, a un mouvementspécial pour A/, et u n e articulation
vir tuel le A^ portée par A. Comme nous savons reconnaî t re les réduc-
t ions d'ordre 4» nous saurons voir s'il peut en être ainsi.

Le cas où la direction de A ne dépendrai t que d 'un paramètre n'est
pas à considérer, car on aurai t en réalité une réduct ion S^ .

Enfin, il reste à étudier le cas où, A., é tan t un roloïde et A une
droite perpendicula i re à son axe et le rencontrant en 0, le p o i n t 0 et
le plan perpendiculaire en 0 à cet axe restent pôle eL plan polaire dans
un complexe l i n é a i r e non spécial (1).

Pour cela, nous allons chercher si, pour un complexe l inéaire F,
on peut trouver une ar t icula t ion simple V, tel le qu ' i l existe un
po in t M et son plan polaire F qui restent pôle et p lan polaire dans F
quand on leur f a i t sub i r le mouvement a u t o u r de V; ou encore s'il
existe V et un point M tels que M ait le même plan polaire dans tous
les complexes q u ' o n ' d é d u i t de T en lui donnant des mouvements V
d'amplitudes quelconques» .

Considérons trois axes fixes O^y^ et trois axes mobiles Oxyz
entraînés par le mouvement Y; ( ) ^ ê ^ et Os sont confondus avec l'axe
de V et nous représenterons par1/' et t la rotat ion et la translat ion de
ce-mouvement hélicoïdal.

( 1 ) A ce propos, je rectifierai une erreur de démonstration qui s'est ^lisaée dans le
premier Mémoire (p. 4^0' L'étude du mouvement spécial relatif an complexe linéaire
avait conduit à une correspondance univoquo entro an point M cl un plan P, et il fallait
montrer que celtô correspondance était celle du complexe linéaire. Les doux dorniers ali-
néas doivent être rétablis comme il suit :

Prenons dans P() une seconde droite JY à laquelle correspondra une droite Ï) passant
par M et, par suite, située dans un môme plan Qo avec A. Le plan P, relatif à un point quel-
conque N, sera déterminé par les doux droites isâ'ues do N et rencontrant l'une I) elIY,
l'autre A et A'.

Nais I) et A sont dans un plan, Q(,; ÏV et A/ sont dans un plan Pô; en plus Qo contient
le point do rencontre M de D' et A', et P() contient le point de rencontre de D et A, car le
plan P de ce point doit contenir ÎV et A' et, par suite, n'est autre quo Pô. Les quatre droites
ayant cette disposition, nous savons qu'il existe un complexe linéaire F admettant D, D' et
A, A/ comme couples de droites conjuguées, et la construction que nous venons de donner
pour le plan P d'un point quelconque N coïncide avec celle du plan polaire de ce point
dans le complexe F.
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Soit
AX + BY -{- CZ + DL -4- EM 4- FN = o,

le complexe F rapporté à Qxyz. Rapporté à O^y^, il sera

Xi [ (A ~ E /}.) cos À /• 4- ( B 4- D^ ) sic I r ]
4_Yi [—(A. -~E^O s inÀy^ (B 4- im) cos}./']
-+- ZiC-1- Li(l) cos?. /"-hEsi .nÀ/ ') - h M i ( — D sin? . /*+E cos?./') + N i F = = o ,

où X est le paramètre du. mouvement V. En formant alors Inéquat ion
du plan pola i re du p o i n t fixe a, 0,0 et écr ivant que ce plan est indé-
pendan t de À, on t rouve , par une discussion très facile et qu'il est
inu t i l e de reprodui re , q u e l 'on doit avoir

J) = E == ,o si r r;:̂  o,
A , = B = g ) = E = : = o si /•^o.

Ce qu i montre que les seules ar t icula t ions 'V, possédant la propriété
cherchée re l a t ivement au complexe, sont les glissières parallèles à
l'axe central, et les vis ou rotoïdes ayant pour axe cet.axe cent ra l . On
peut dire que ces a r t i cu l a t ions sont celles qui .appar t iennent au. verrou
ayant pour axe l'axe cent .ral .du complexe, et l'on voi t immédiatement
qu'elles possèdent eflectivcmi.ent la propriété considérée pour n'im-
porte quel élément M, P const i tué par un plan et son pôle. •

Revenons main tenan t à, notre cha îne articulée. Le point M dépend
par hypothèse de trois paramètres, déserte qu'aucun des mouvements
A,, A^, A;( ne le laisse invar iab le ; chacune de ces ar t iculat ions devrait
appartenir au verrou, du, complexe; A.^, A^ A^ formeraient donc
un verrou, et il y aurait sûrement réduction S^ d'ordre 2, ce qui est
contraire à nos hypothèses.

6° ItéducUon S2, — A;, et A(., sont deux glissières parallèles à un
même plan P attaché à s,^ et nous supposerons essent iel lement que ce
plan dépend de trois paramètres, sans quoi l'on aurait sûrement un
mouvement complexe formé avec cr^, mouvement déjà étudié.

Si l'on déforme la chaîne de façon que P reste fixe, ^4 doit avoir un
mouvement se réduisant à une translation, w mouvement dépendant
railleurs1 d'un se'u.l1 paramètre, sans quoi P dépendrait effectiveinent1,
de moins de trois paramètres. 1 " 1 . ' ! , , 1 '

Les mouvements infiniment petits de S/, se réduisant à destransia-
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tiens sont ob tenus quand le membre .9., de l 'image sphérique reste
immobile ; si donc .9,, dépend de q paramètres, §4 admettra 4 — y trans-
lations distinctes.

Si </<; 2, les translations dist inctes dépendra ien t de plus de deux
paramètres, il y en aura i t toujours une i n f i n i t é parallèles au plan P
et r8.^ aurait un mouvement à plus d 'un paramètre dans lequel P res-
terait fixe, ce q u i est écarté.

Si q == 2, nous avons des translations dépendant d'un paramètre; la
forme l inéaire des équations donnant les t ranstal ions instantanées
de s,, mont rent qu'elles seront toutes parallèles à un même plan, de
sorte qu ' i ly en aura au moins une parallèle au plan P, ou bien elles le
seraient toutes, ce qui. ramènerait au cas déjà écarte-

Il reste à é tud ie r le cas de q == 3. rS/, ne possède alors qu 'une seule
translation. Elle est complètement déterminée par la position de ̂  et
doit être perpendiculaire à toutes les positions que prend la normale A
au plan P en subissant le mouvement A,/,. Si A/, est une glissière, c'est
ce dernier mouvement qui donne l 'unique translation de ^, de sorte
que A4 doitêtre parallèle à P, et l'on tombe sur la réduct ion S2 d'ordre 2
relative a ̂ , Si, A,,, est une vis ou un rotoide et si. P ne lu i est pas per-
pendiculaire, la translation doi t être parallèle à A/, et A^ doit être
parallèle à P; si, P est perpendiculaire a. A,;, la translation doit aussi
être perpendiculaire à A.,.

L'hypothèse q == 3 ne se réalise que si, parmi A,, A ^ A ^ A ^ il y a une
glissière et trois vis de directions distinctes, ou si, ces quatre articu-
lations sont des vis dont les directions distinctes sont au moins au,
nombre de 3.

Dans le premier-cas, la glissière est parmi A,, A^A^, et c'est elle qui
donne l 'unique translation. Il faut qu'elle reste toujours parallèle ou
perpendiculaires A.,. Pour avoir le parallélisme, il f au t et il sufÏit que ce
soitA;,, car, si elle était séparée de A/, par une vis A;.p cela nécessiterait
le parallélisme de Ag et A4 et l'on1 n 'aurait plus y ==3. Pour que la
glissière soit toujours perpendiculaire à A/,, il f au t que ce soit A;» ou
bien Aa, et, danscederniercas.A^ sera parallèle à A;p. qui sera perpen-
diculaire à A/,. On voit immédiatement que Fon obtient ainsi une ré-
duction 2; d'ordre 2 relativement à «§3, ou d'ordre 3 par rapport hê^ou
d'ordre 4 par rapport a §4 ,
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Examinons maintenant le cas où A,, Aa, As, A,, sont toutes des vis, le
nombre de leurs direct ions distinctes étant 3 ou 4. Supposons d'abord
qu'il n'y ait que 3 direct ions distinctes : i l y a deux de ces vis qui sont
consécutives et parallèles, et il est bien évident que c'est en combinant
les mouvements au tour de ces deux vis que l'on obt ient l ' un ique
translation. Soient A^, A^ ces deux vis, c^-, s^, les paramètres corres-
pondants, À,, À,^ leurs pas, o1 la distance de leurs axes et A' leur
direction commune . La translation résultante se compose d 'une trans-
lation ^ parallèle à A et propor t ionnel le à Â^_, -— /^, puis d'une
translation ç/' perpendicula i re au plan A/, A^., et proport ionnel le
à §. La direct ion de cette translat ion totale est fixée q u a n d on se
donne la posi t ion de A^ et de A^,| de sorte que son paral lél isme ou
son orthogonalité avec A/, doi t se conserver par les mouvements
A,.n, ..., A,.(.

Etudions le paral lé l isme de s et A/,. Si i<^ 3, la direction de A/, doit
rester parallèle à ^ en subissant le mouvementAy, ce qui est impossible
puisque A;^ et A/, ne sont pas parallèles. Il faut ï = = 3 ; la direction
de A/, est donc A^ et il f a u t que '^ soit tou jours nul, c'est-à-dire S == o,
ou encore que A^ et A/, formeat un verrou parallèle à P. C'est la ré-
duction 2^ d'ordre 3 par rapport à Sa.

Pour rorthogonalité, la direction de A,, devant rester perpendi-
culaire à ^ par les rotations A^, ..., A..», qui ne sont pas parallèles, il.
f a u t î ; > i. Si i= 3, la direction de A/, est celle de A, de sorte qu'il.
faut s' == o, c'est-à-dire que A;( et A^, aient même pas; on tombe a ins i
sur la réduction o-;^ d'ordre 3 par rapport à <§2. Si i - ^ ' i , la direction
deA,i doit décrire un plan et, par suite, être perpendiculaire à A', et en
outre ^ doit être parallèle àA', ce qu i exige que ̂ f soit nu l , c'est-à-dire
queAa etA.3 forment un verrou perpendiculaire à A,, ctl 'on o b t i e n t u n o
réduction S2, d'ordre 4 P"^ rapport à rS^

Le seul cas qui nous reste à étudier main tenant est celui où A,, Aa,
A:(, A,, sont quatre vis dont les directions sont dis t inctes . Etudions
d'abord le cas du parallélisme de la t ranslat ion de A.,. ^ doit pos-
séder un mouvement ins tan tané qui , ! combiné avec le mouvement
'autour deA^, donne une t ranslat ion 'paral lè leàA^. Ce mouvement de ̂
est forcément hélicoïdal, de même axe que A^, de sorte qu' i l laisse
immobile cet axe qui est une droite invariablement liée à r S y . Cette

Âm.^c, Narrn., (3), XÏX. — AVIUL 1902. ^
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droite ne dépend que de deux paramètres et rSs a un mouvement mixte
pour As et l'axe de A/,, et cette condition est suffisante.

Si nous remarquons que A, n'a pas même axe que A,., et que la
direction de l'axe de A/, dépend effectivement de deux paramètres,
nous voyons que la seule hypothèse admissible est que rS;ï possède un
mouvement spécial pour A^ et une art iculat ion vir tuel le A^ ayant
même axe que A/,. Ce mouvement spécial ne peut être n i S^, car A, ,
A^, Ay devraient être parallèles; ni 2;p car A , , Aa, A^ seraientdesglis-
sières; ni S^, carA..^ A^ formeraient un verrou et, pa r su i tCy aussi A^ ,
A,. ; n i enfin 2^, car A;} etA/. seraientdes glissières. Le seul mouvement
possible estZ^. Alors A,,, Ay, A^ sont des rotoïdes concourants et A »
est une vis dont l'axe est encore concourant au même poin t .

Dans le cas de Forthogonali lé do A,., et de la translat ion, nous
remarquerons que ̂  d o i t posséder un mouvemenfché l i co ïda l de même,
pas que A/, et parallèle à A., quel le que soit la posit ion de A,i par le
mouvement A;{. Nous sommes ramenés à une question déjà étudiée à
propos de la réduct ion 2^ d'ordre 5, et nous avons vu que A^ Ay, Ag,
A^ doiveat être des rotoïdes dont les trois premiers ont leurs axes con-
courants. ,

En résumé, il, v 'a réduction S2 d'ordre 51:«' iî
S'il y a réduction ï^ s u r A » parrapporlàun de&membr-es précédents;
Si, A;, e t A ^ étant deux glissières, le membre ^4 de l'image spbériquo

ne dépend que de deux paramètres;
Si A^ As,, A^ const i tuent un gcmou de centre 0, A., é tan t une vis

dont Faxe passe par Oet est parallèle au plan des deux glissières A, ,
A o . ^ , ^ . \ ^ ! . . • ^

' S i^A^A^, Ay formant un genou do centre O^A^estun rotoïde per-
pendicula i re au plan des deux glissières A^,, A^.

8. Réductions simultanées. — Suppasons qu'il y ait réduction simul-
tanée d'ordre^ et d'ardre q (y ̂ >p).

Soient
À>/4.1, .,.7 rSy

les. corps successifs qui dépendent de/? prarneires,, et
! ! ^A+-l^ * - * " • ? ^7c

ceux qui dépendent de q paramètres.
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Nous savons qu'on ne change pas le mouvement de Sj et par suite
celui de tous les membres qui le suivent en assujettissant les para-
mètres £^i, ..., £y à rester fixes, c'est-à-dire en ne considérant plus
A^, ..., Aj comme des articulations; la disposition des articulations
A/,, A/^, ..., A/c ne sera pas modifiée, ainsi que le mouvement de ̂ ,
et comme c'est cela qui détermine la réduction d'ordre y, nous voyons
que la réduction d'ordre q aura encore lieu sur les mêmes art iculat ions
et sera encore de même nature , même après la modif ica t ion que nous
avons apportée à la chaîne. La réciproque est évidemmentvraie par le
même raisonnement.

Si alors nous convenons de dire que A/^, ..., Aj sont des art icu-
lations surabondantes in t rodui tes par la réduct ion d'ordre p , nous
pourrons dire :

Une réc/uction d'ordre quelconque n^est modifiée en aucune façon par la
suppression des articulations surabondantes introduites par les réductions
antérieures.

Mais après la suppression des articulât ions surabondantes intro-
duites par une réduc t ion d'ordre/?, la chaîne ne présente plus cette
réduction, de sorte que :

Si l'on a soin de procéder par ordres croissants, la recherche générale
des réductions se ramène toujours à la recherche clés réductions sans ré-
ductions antérieures.

Grâce a cela, nous pouvons affirmer main tenant que nous savons
reconnaître toutes les réductions qu i existent dans une chaîne ouverte
et, par sui te , que nous suivons résoudre complètement le problème
posé au début de ce Mémoire :

Trouver le nombre des paramètres distincts dont dépend le mowement
d'un quelconque des membres cl9 une chaîne articulée ouverte.

Il est nécessaire^ en outre, de fa i re remarquer la simplicité de la
solut ion. Entre les constantes qui caractérisent la chaîne, il doit
exister des relations correspondant aux différentes sortes de réduc-
tions. D'après ce que nous avons vu, ces relations prendront les
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formes simples exprimant certains des faits suivants :
i° Une articulation est une glissière;
2° Une articulation est un rotoïde;
3° Parallélisme de vis et glissières;
4° Orthogonalité de vis et glissières;
5° Egalité de pas de vis parallèles;
6° Coïncidence des axes de plusieurs vis ;
7° Les axes de plusieurs articulations sont concourants.
8° Plusieurs glissières sont parallèles à un même plan.
Ainsi notre problème général se résout à la seule inspection de la

nature et de la disposi t ion des ar t icu la t ions sans qu'il soit nécessaire
de recourir à aucun calcul de vér i f icat ion.

Si les discussions développées dans ce Mémoire ne l 'avaient déjà
rendu trop long, nous pourrions s imp l i f i e r la recherche des réductions
simultanées en mon t ran t que cer ta ines d 'entre el les sont incompa-
tibles; i l est hieii visible, par oxemple, que l'on, ne peut avoir simulta-
nément, dans une chaîne une réduct ion 2^ d'ordre 2 ef: une ' réduction
2^ d'ordre 3.11 y a de nombreux cas analogues, mais leur étude nous
entraînerait trop loin; nous la suppr imerons sans qu ' i l en résulte un
grand inconvénient, car les résultats qu'on obt iendra i t ne sont pas in-
dispensables pour la solution de noire problème général ; ils serviraient
seulement à simplifier cette solution en nous dispensant d'étudier
certains cas.

Pour montrer l 'ensemble des résultats obtenus sans toutefois intro-
duire un nombre par trop considérable de cas, nous allons, dans les
Tableaux qui suivent, donner tous les cas de réduction sans réductions
antérieures lorsque la chaîne ne possède pas de glissières.

Nous emploierons des schémas qui . se comprendront fac i lement
sansqu'il soit nécessa i rededonner des explications, c t n o u s n o ferons
figurer que la première art iculation surabondante , car cela suffi t pour
indiquer la disposition de toutes les antres- Une art iculat ion, ne por-
tant que son numéro d'ordre sera une vis de pas arbitraire. Plusieurs
articulations réunies par une accolade surmontée delà lettre h sont1

des vis de même pas A, et si, au lieu dû /^ il y a o, cela indique que
toutes ces articulations sont des ratoïdes.

Les réductions seront désignées par la notation B'̂  i désignant
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l'ordre e t /é tan t un indice servant à distinguer les différentes réduc-
tions d'un même ordre.

On obtient alors le Tableau :

liedactions dans les systèmes sans glissières.

R.

R,
. 2

.a, 3.lf

• ifS

S.t
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Béductions dans les systèmes sans glissières (suilc).

9. Réduction dans les chaînes à rotaïdefî. — Les résultats précédents
prennent une forme extrêmement simple dans le cas des chaînes
dont toutes les articulations sont des rotoïdes, car deux rotoïdes con-
sécutifs ne peuvent pas avoir même^xe, et des rotoïdes sont des vis de
même pas.
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Il n'y a jamais de réduct ion d'ordre 2.
Les seules réductions d'ordre 3 qui sontpossibles s o n t R ^ et II;? mais

R^ peut être ici considéré comme cas particulier de R^, le point de
concours des axes étant rejeté à l ' i n f i n i .

Parmi les réductions IL,, il suffit d'examiner R ^ , R^ et R^, car ies
autres con t i ennen t des verrous. IL, esta rejeter, car il y aurait réduc-
t ion l\^; il ne reste que IL^ et R^, et ici, par la même remarque que
précédemment, IL^ peut être considéré comme cas particulier de R^.

Les seules réduct ions IL, ne contenant aucun verrou sont IL, Rj, IL'?,
R^ , R^, R V , R^, R^, R 1 0 ; R;; n'est pas possible comme donnant 1^;
IL! n'est pas possible comme donnant R,^; IL sera un, cas par t icul ier de
IL, qui lui-même sera un cas part icul ier de IL,"; IL!, IL,2 et ILy1 seront
des cas part iculiers de IL^, de sorte qu'en admettant que le point de
concours (le plusieurs rotoïdes puisse aller à l ' in f in i , le Tableau des
réductions des chaînes à rotoïdes prend la forme simple-

Dans le cas actuel, l'étude des réductions simultanées est très
simple.

Supposons qu ' i l y a i t réduction r;,, supprimons les articulations
surabondantes in t rodu i t e s par cette réduction; la nouvelle chaîne
aura ses trois premiers rotoïdes concourants et ne possédera plus do
réduction d'ordre 3; elle ne peut posséder de réduction r^ car les ar-
ticulations r , a, 3, 4 » 5 seraient concourantes, et l'on attrait encore r^;
elle peu t posséder rj, mais pas r;!, car si r[ avait ses artîculatiôBS f y 2,3
concourantes, on aurait en réalité un cas particulier de rj. ^ ,

Supposons maintenant qu'il y ait réduction 7*4 ; dans la chaîne sans
art iculat ions surabondantes, les artioBlatiônss, 3, 4 seraient concou-
rantes; c'est incompatible avec r^ car r[ se trouvant dans ces condi-
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tiens redonnerait r/,; c'est aussi incompat ible avec r, car on retrou-
verait ainsi r;p Nous voyons de cette façon que :

Une chaîne à rotoïde^ ne peut posséder plus de deux réductions simul-
tanées; ces réductions sont forcément r^ el rj.

Cette double réduction est représentée par le schéma s u i v a n t dans
lequel les ar t icula t ions surabondantes sont marquées en ( r a i l s t i n s *


