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SUR LES

SYSTEMES ARTICULES GAUCHES,

Par M. Ermexse DELASSUS,

CUARGE DE COURS A LA FACULTE DES SCIENCES DE TOULOUSE.

DEUXIEME PARTIE .

Chaines articulées ouvertes.

1. Considérons une chaine simple articulée constituée parles corps

'507 ‘51’~ ]

dont le premier est fixé.

Le corps 8; pouvant jouer librement sur Particulation A; prend, par
rapport & 8,_,, un mouvement relatif & un parametre e; et les différents
paramétres e fournis par les articulations successives sont absolument
arbitraires. Les six paramétres a,, a,, ..., ag, qui définissent la posi-
tion d’un membre quelconque 8; de la chaine, sont des fonctions des

(1) Zoir la premiore Partic dunales de I Ecole Normale, 19oo.
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paramétres arbitrairese,, e,, ..., &

\ al:fl(sh €ay ey Ei)r

(1) e e ,

En général, siz26, les a scront arbitraires, et si ¢ < 6 il y aura entre
eux exactement 6 — 7 relations distinetes résultant de I'élimination de
€y -vey & entre les équations (1), de sorte que la position des; dépen-
dra de ¢ paramé(res. Cestle cas banal.

Mais il peut arriver que les Z parameétres € n’entrent pas d'une fagon
distincte dans les formules (1), ¢’est-d-dire qu’en éliminant moins de ¢
d’entre eux, les autres s"¢liminent d’cux-mémes el qu’on soil par con-
séquent conduit & plus de 6 — Zrelations entre les a. Le corps dépen-
dra alors de moins de ¢ paramétres, et pour qu’il en soit ainsi il faudra
qu'il existe certaines relations entre les constantes qui définissent la
chaine jusqu’au corps s;.

Je me propose de former ces ¢quations ou, plus exactement, de
résoudre le probléme suivant :

ELtant donnée une chaine sunple ouverte, déterminer le nombre de para-
métres dont deépend effectivement le mouyement d’un quelconque de ses
membres.

2. Cette recherche se relie intimement aux études faites dans la
premicre Partie de ce Mémoire au moyen des remarques suivantes :

Désignons d’une facon générale par p;le nombre de paramétres dont
dépend s;. Considérons 8., et ne donnons & ce corps aucun mouvement
relatif parrapporta s;, ¢’est-a-dire laissons invariable le parametre e, s
$;+4 st invariablement lié & 8;, donc dépend effectivement, dans ces con-
ditions, de p; paramétres. Si alors nous laissons variable ¢, nous ne
diminuerons certainement pas le nombre de paramétres dont dépend
Sii ct mous 'augmenterons en général d’une unité, de sorte que

En érg'nc,]‘al, on aura (p()lll’])t< 6)

Pig1=pi+1;
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et Ul pourra arriver que 'on ait

Pit1= P
Ces deux cas sont les seuls possibles.

Si c’est le second qui se présente, nous dirons qu'il y a réduction
d’ordre p; sur Uarticulation A;, qui s¢épare les deux corps dépendant
du méme nombre p; de parametres. Supposons qu’il y ait, dans la
chaine, plusieurs réductions du méme ordre p;; les corps s; et s,
dépendent tous deux de p; paramétres et il peutarriver qu'il en soitde
MEme POUr 8;,5, - - . 8x5 81 2 ce moment la réduction cesse, ¢’est que
I'on a

PL==Pi Phr=pPi+1,

et comme le nombre p; ne va jamais en déeroissant quand on faif
croitre /, les corps & partir de 84, dépendront tous de plus de p; para-
metres, desorte qu’il ne pourra plusse produire de réduction d’ordre p;.
Nous ne considérerons pas comme distinetes des réductions consécu-
tives d’un méme ordre p;; leur ensemble constituera wne réduction
multiple d’ordre p;. Ainsi :

Dans une chaine simple ouperte, le nombre des réductions simples ou
multiples d’ordre p; el distinctes ne peut étre que o ou 1.

Considérons deux corps consécutifs 8;, s;,, dépendant tous deux
dep; paramotres. s; peut jouerlibrementsur Particulation A et dépend
de p; paramdtres; done A; ne dépend que de p;— 1 paramétres; en
raisonnant de méme sur $;,, ¢t A;.,, on trouve le méme résultat pour
A, desortequele corps ;i p; paramétres possede deux articulations
simples non équivalentes et ne dépendant que de p; — 1 paramétres.
Si donc nous convenons de dire qu'urn membre de la chatne a un mou-
vement spécial, si son mouvement est spécial, simple ou complexe,
relativement aux deux articulations qu’il poss¢de dans cette chaine,
nous pouvons ¢noncer la propriété fondamentale suivante :

S’y a réduction sur Iarticulation A, ,, lemembre 8 ; a un mouyement
spécial.
Adnn. e, Norm., (3), XIX. — MARS 1go2. 16



12 ET. -DELASSUS.
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Mais les mouvements spéciaux trouvés dans la premicre Partie
¢tant au moins & deux paramétres, il en résulte immédiatement ce
corollaire :

1l n’y a jamais de réduction d’ordre 1, autrement dit le corps 8, depend
toujours de un paramétre et le corps 8, de deux parametres.

Nous devons yajouterle corollaire suivant, encore plus évident, mais
que nous utiliserons souvent.

Sl y a réduction sur {articulation A, ,, on pewt, sans changer la
nature dw mougement de 8 ;. et des membres suivants, suppromer U arti-

culation A, .

L.es réductions multiples se raménent aux réductions simples de la
facon suivante : considérons un corps $ ayantun mouvementspéeial X
simple ou complexe; nous avons trouvé que, dans ce corps i p para-
metres, il y avait une infinité d’articulations simples ne dépendant que
de p — 1 parameétres. Désignons cetensemble d’articulations par ag; il
suffit d’examiner les sept mouvements spéciaux du Tableau I (premicre
Partie) pour constater immédiatement que cet ensemble reste inva-
riable comme position lorsqu’on le fait mouvoir d’un mouvement
d’ensemble et avee une amplitude quelconque autour d'une quel-
conque des articulations qui le composent.

Convenons alors de dire qu'un nombre limité d'articulations pré-
sente la disposition ag si elles appartiennent toates 3 un ensemble A8
et supposons qu'une chaine

'H/’ VAR E IR Y S

soit telle que, pour une forme déterminée, ses articulations
Ay Ajs oo Amr Aurs

présentent la disposition g; il résultera des remarques précédentes
qu'en déformant cette chaine d’une facon quelconque les articulations
présenteront toujours cette disposition,

Considérons alors une réduction multiple portant sur les articula-
tions

Aty oovy A

Le corps 8; aura un mouvement spécial X2 relativement i ses deux
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£

articulations A; et A;,,, qui appartiennent ainsi 2 Uensemble a£. Con-
sidérons alors un systéme de valeurs fixes

) 1
pour les paramétres relatifs aux articulations A, ,, ..., Ays il résulte

immédiatement d'un corollaire énoncé précédemment qu’on ne change
pas la nature des mouvements des membres s;,,, ..., s, en donnant
aux ¢ ces valeurs fixes. Les corps 8 continueront i dépendre de p;
parambtres, et les articulations A, ..., A, & dépendre sculement
dep; — 1 parametres. Mais, dansces conditions, $;, 8,4, ..., 8; consti-
tuentunseul corps solide dépendant de p; paramétres, et A, ..., A,
sont des articulations simples tracées dans 8;; comme $; a4 un mouve-
ment spécial 25, qu'il dépend de p; paramétres et que outes ces arti-
culations ne dépendent que de p; — 1 paramétres, elles font partie de
Pensemble Af ef, en vertu d’une remarque précédente, cette disposi-
tion s¢ conscrvera quand on rendra leur variabilité aux paramdtres
Eipgn v nvs Epe

La réciproque est évidente, car, en donnant aux e les valeurs fixes
précédentes, chacun des corps 85,4, ..., 84 ¢lant invariablement li¢
a8, posstde le mouvement spécial 2 pourses deux articulations, et ce
mouvement reste le méme quand on rend leur variabilité aux e.

Nous pouvons alors énoncer la propriété suivante :

Pour qu’il y ait réduction multiple portant sur les articulations

./\“,,, civy A,

i faut et ol suffit :

1° Que le membre s ; posséde un mouyement spécial W

2° Que les articulations

Asy Ajrss oo Ax

présentent la disposition correspondante Af.

Comme les dispositions Af ne sont qu’au nombre de sept et qu’elles
sont parfaitement connues par le Tableau I de la premitre Partie de
ce Mémoire, nous pouvons dire que le probleme de la réduction mul-
tiple sur les articulations A;.,, ..., A; sera complétement résolu
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lorsque nous saurons reconnaitre la réduction simple sur Particula-
tion A, et résumer ainsi ce paragraphe :

L’étude des réductions dans les chaines articulees ouvertes se¢ ramene a
la recherche des membres qui ont des mouvernents spéciaux.

3. Image sphérique d’une chaine ouverte. — Dans chacun des corps
S0y 84y ..., tracons un triddre ; nous obtiendrons une suite Ty, T, ...
i laquelle nous ferons correspondre des triedres ¢, £, ... ayant une
origine fixe et tels que le triddre ¢ soit constamment parallele au
tricdre T;. Supposons que deux corps 8; et 8;,, soient reliés par une
elissiere; le mouvement relatif de T;,, par rapport & T; ¢lant une
translation, 'orientation du triedre T;, par rapport au triedre T; res-
tera invariable; il ensera de méme pour 4, par rapport a4, el comme
ces deux derniers trivdres ont méme origine, le triedre s, n’auraancun
mouvement relatif par rapport a ¢;, ces deux triedres seronl invaria-
blementliés 'un & Pautre. Supposons au contraire que 8;el 8, soient
reliés par une vis ou un rotoide; Paxe de cette articulation fera des
angles invariables avee les avétes des tricdres T; et T, dont Ta paral-
lele & ect axe mencée par O sera invariablement liée aussi bien an
tricdre ¢; qu'au triedre ¢;,., le mouvement relatif de ces deux (riedres
sera le méme que s’ils étaient reliés par un rotoide ayant celte paral-
[ele pour axe.

A la chaine 8,, $,, 8., ... nous ferons correspondre une chaine
S0s Sis 83, .., dont tous les corps sont reliés les uns aux aulres par
des rotoides concourants.

Le rotoide @; n’existe pas si A; est une glissiere; si A; et Ay sont
deux vis ou rotoides séparés par desglissicres, leur angle reste constant
et ¢’est aussi celui des deux rotoides concourants A; et A, Clest cette
nouvelle chaine qui scra appelée Vimage sphérique; elle sera trés
commode pour déterminer les nombres de paramétres dont dépendent
des directions de droites attachées & un corps 8;5 nous considérons,
dans le corps s; de 'image sphérique, la droite  menée par le point
fixe parallelement & la droite D de 8;;5 le nombre de paramétres
dont dépendra d dans la déformation arbitraire de la chaine sphérique
sera précisément le nombre de paramétres dont dépend la direction
de D dans la déformation de la chaine primitive.
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4. Réduction du second ordre. — Une telle réduction a lieu sur ’ar-
ticulation A, et le membre 8, doit avoir un mouvement spécial du
second ordre, ¢’est-h-dire, soit X}, soit X2,

1° Réduction X,. — Le corps 8, doit avoir une droite A fixe et les
articulations A, ¢t A, doivent avoir la disposition X} relativement i
cette droite. A, élant une glissiere parallele & A ou une vis ayant A
pour axe, la droite A peat étre considérée comme une droite invaria-
blement liée 4 8, et elle ne peut vester'fixe que si A, est aussi une
glissiere parallele & A ou une vis ayant A pour axe.

On peut dire que A, Ay, A, doivent étre des vis de pas fini ou infini
ayant un méme axe.

—

¢

2° Réduction L. — Ce mouvement de 8, étant un mouvement dans
lequel Torientation de s, reste fixe, le corps 8, de I'image sphérique
doit étre fixe, ce qui exige que les articulations «@,, @, n’existent pas,
autrement dit que A, et A, soient des glissiéres. En outre, le plan P,
parallele au deux glissieres A,, A,, doit étre fixe. Ce plan est entrainé
avee 8, et, si 'on ne fait pas jouer Particulation A,, il est entrainé par
le glissement sur A, et il ne peut rester fixe dans ces conditions que
si A, lai est parallele.

On voit ainsi que la réduction X3 est caractérisée par ce fait que
Ay, Ay, A, sont trois glissicres paralleles & un méme plan.

5. Réduction du trotscéme ordre sans réduction du second ordre. —
Cette réduction a lieu sur A, et 8, doit avoir un mouvementspécial du
troisicme ordre simple ou complexe et nous avons les cing genres
u1, 32, 3, 8w

10 Réduction 3. — A, et A, sont des vis de pas 2 paralleles & une
direction A oudes glissiéres perpendiculaires 2 A et cette droite Aaune
direction fixe; il en résulte immédiatement, par la considération de
Pimage sphérique, que A,, A, doivent étre des vis paralléles & cette
direction A ou des glissieres.

Cela ne suffit pas. Soit ¢ angle dont tourne 8, autour de A et 4 sa
translation le long de A; pendant la déformation de la chaine, on doit
toujours avoir

(1) %::. &

—_—
2T



120 ET. DELASSUS.

la constante % pouvant étre nulle si 'on est dans le cas particu-
lier o}, mais ne pouvant pas étre infinie. Supposons alors que, parmi
A, A, ilyait une glissiere G; déformonsla chaine en ne faisant jouer
que cette scule articulation, ¢ restera constamment nul et A prendra
des valeurs arbitraires, ce qui est incompatible avec la condition (1) &
moins que G ne soit perpendiculairead, car’ restera alors constamment
nul, comme o. Supposons ensuite que, parmi A, A,, il y ait une vis V.
de pas 25 elle est parallele i A, de sortequ’en ne faisant jouer que cetle
seule articulation, & et o vérifieront la relation

7. n

L

Y
qui, comparée & (1), donne

N = h.

Ainsi, pour que 8, ait un mouvement X} relatif a la divection A elau
pas A, il faut que Ay, Ay, A, soient des vis de pas & paralleles i A ou des
glissieres perpendiculaires & A. On vérifie immédiatement que ces con-
ditions sont suffisantes quand on tient compte de hypothise essen-

ticlle qu'il n’y a pas de réduction d’ordre deux.

2° Reduction E3. — A, et A, sont deux rotoides dont les axes con-
courent en un point O; ce point est fixe dans 8, et il doit ¢tre fixe
dans I'espace. On voit immédiatement, sans méme qu’il soit néees-
saire de recourir aux mouvements mixtes pour le genou, queA, et A,
doivent étre des rotoides dont les axes passent aussi en 0.

Ainsi A,, A,, A, et A, doivent étre des rotoides dont les axes sont
concourants.

3 Réduction L. — Ay et A, sont des glissitres, s, doil avoir une
orientation invariable, s, doit étre fixe, donc a,, a, ¢t @, n’existent pas,
autrement dit, A, et A, sont aussi des glissivres. Ainsi A,, A,, A,, A,
doivent étre des glissieres, et 'on reconnait que cela suffit,

4° Réduction X}.»— 1ly a dans s, une droite A qui ne doit dépendre
que d'un parametre, et A, et A, sont des vis de pas fini ou infini ayant A
pour axe. La droite A est fixe dans s,, de sorle que ce corps doit
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avoir un mouvement mixte pour son articulation A, et la droite A. Il
v a alors deux cas possibles.

in premier licu, Particulation A, est portée par la droite A, ators
Az, Ay et A, ontla disposition (rouvée dans le cas de la réduction 3}
du second ordre, le mouvement relatif de 8, par rapport & s, est le
mouvement spécial X, de sorte que le mouvement absolu de s, est
bien un mouvement spécial complexe formé avee EL. C’est un cas évi-
dent @ priore, el qui s¢ raméne & une réduction du second ordre en
immobilisan( le corps s,.

En second lieu, 8, a un mouvement spéeial pour A, etune articula-
tion convenablement choisie et portée surA; si ce mouvement est X},
son axe A’ doit étre parallele & A, les articulations A,, A, sont portées
par A%, et A, n’est pas une glissiere, sans quoi I'on pourrait la consi-
dérercomme portée par A et 'on retomberait sur le cas précédent. Si
le mouvement spécial de s, est X3, qui admet toutes les glissitres per-
pendiculaires & une méme direetion A’, cette direction A" est fored-
ment perpendiculaire & A.

La réduction X5 d’ordre 3 se présente ainsi dans trois cas -

Sila chaine commencant & 8, présente une réduction ) dCordre 2

Si A, A, presentant la disposition X pour une droite A, A, el A,
sont portées par une méme droite A parallele & A ou sont deux glis-
sitres perpendiculaires & une méme droite A" perpendiculaire & A.

5% Réduction X3, — Le mouvement simple X5 est caractérisé par ce
fait qu'un plan P du corps est fixe, ainsi que Uorientation autour de
la perpendiculaire & ce plan. Dans un mouvement complexe d’ordre 3
formé avee 23, le plan et orientation dépendront d’un méme para-
metre, de facon qu'une fois le plan fixé lorientation demeure inva-
riable.

A, et A, ¢tant des glissitres paralleles i P, ce plan est fixe dans s,
et, quand on fixe P, le corps s, doit posséder un mouvementdépendant
d’un scul parametre et réduit & une translation, sans quoi le monve-
ment de 8y, dans lequel P reste tixe, dépendrait de plus de deux para-
meétres et on aurait la réduction 5.

Sile corps s, de I'image sphérique est fixe, s, posséde une infinité
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de translations paralleles & un méme plan, et, parmi elles, il v ena
au moins une parallele 2 P, de sorte qu'on a bien la réduction
cherchée.

Si s, dépend de deux paramétres, 8, ne posstde aucune translation
et 'on ne peut pas avoir la réduction . Enfin, supposons que s, dé-
pende d’un seul parametre; ily aura, parmi A,, A,, une scule glissiere
ou bien A, et A, seront deux vis paralleles.

Dans le premier cas, ¢’est le mouvement le long de la glissiére qui
donne 'unique translation de $,; si cette glissiere est A,, on aura le
mouvement cherché de s, et, par suite, de s, en fixante,, de sorte que
'on aura la réduction X3 par rapport & s,. Si la glissitre est Ay, elle
devra toujours étre paralléle & P, ce qui ne peut arriver que si elle est
parallele & A,, vis qui est elle-méme paralléle & P, ou, si elle est per-
pendiculaire & A,, qui est elle-méme perpendiculaire & P.

Dans le second cas, nous voyons que la translation obtenue par les
mouvemen(s aulour de Ay et A, se compose d’une (ranslation & ayant
la direction commune de Ay et A, et ne s’annulant que si A, et A, ont
méme pas, puis d’une translation @, perpendiculaire au plan A, A, et
ne s'annulant que si A, et A, ont méme axe. La translation totale @,
dont la position ne dépend que de ¢, doit rester parallele i P quelle
que soit la valeur de e,. SiPest perpendiculaire d A, @ doit élre aussi
perpendiculaire & A,, ce qui exige que & soit nul, ¢’est-i-dire que A,
et A, aient méme pas. Si P n’est pas perpendiculaire & Ay, il ne peut
rester parallele & une direction fixe @ que s'il est paralléle & A, etsie”
est nulle, ¢est-h-dire st A, et A, forment un verrou.

En résume, il y a réduction X3 d'ordre 3 :

S'ily a réduction X3 par rapport a 8, ;

Sile corps s, de 'image sphérique est fixe;

Si A, élant une glissiere, A, est une vis perpendiculaire aux trois
glissieres A}, A,, A,;

Si A, A, constituent un verrou parallele au plan des deux glis-
siéres Ay, A,

Il est inutile de faire figurer le cas ol A, et A, sontdeux visde méme
pas, perpendiculaires 4P, caron obtient manifestement de cette facon
la réduction Xj.
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6. Réduction du quatrime ordre sans réductions antérieures. — La
réduction a lieu sur A;. C’est le corps 8, qui doit avoir un mouvement
spécial et nous avons ici six cas.

1° Réduction X;. — Il'y a dans s, une direction A qui doit étre fixe
et A, est une vis parallele 2 A ou une glissitre; la droite correspon-
dante du corps s, de I'image sphérique doit étre fixe, ce qui exige que
les articulations a,, a,, a,, a, qui existent soient des rotoides ayant
méme axe ou, en revenant i la chaine primitive, que les vis etrotoides
que Pon rencontre dans la suite A,, A;, A,, A,, A; aient leurs axes
paralléles.

2° Réduction X}. — Soit A la direction des vis du mouvement2}. Si
I'on forme un mouvement complexe dans lequel la direction A reste
constante, on tombe sur le mouvement X} que nous venons d’étudier.

La direction A doit dépendre d’un paramétre, et ’on voit immédiate-
ment, en raisonnant sur Uimage sphérique, que la suite A,, A,, A,,
A, A; doit se décomposer en deux parties telles que les vis qui sont
dans la premiere aient leurs axes paralléles & uneméme direction A’ et
que les vis qui sont dans la secconde aient leurs axes paralltlesia A, les
directions A et A’ n’¢tant pas paralleles pour exclure le cas ;. Nous
supposerons qu’on fasse rentrer dans le second groupe les glissitres
qui suivent la derniere vis parallele & A"

Dans toute déformation telle que A conserve une direction constante,
la translation et la rolation relatives & A doivent vérifier la relation
ay
2T

|l

Nous en concluons, comme dans la réduction analogue pour
Pordre 3, que toute glissi¢re doit étre perpendiculaire & Aj si elle
appartient au sccond groupe, il est évident que, si elle lui est perpen-
diculaire dans une position, il en sera toujours ainsi pendant toute la
déformation; mais si la glissiere appartient au premier groupe, elle
est séparée de A par une vis de direction A qui, lorsqu’on laisse immo-
biles la glissitre et les articulations qui la précedent, fait décrire & la
direction A un cone de révolution d’axe A’; pour que toutes les géné-
ratrices soient perpendiculaires & la glissiére, il faut que ce cone

Ann. lic. Norm., (3), XIX. — MARS 1902. 17
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devienne un plan perpendiculaire & A" et que cet axe A’ soit [ui-méme
parallele & la glissiére, de sorte que, s'il ya des glissitres dans le pre-
mier groupe, elles doivent étre paralleles & A', et A et A’ doivent étre
rectangulaires.

Etudions maintenant les vis et supposons que le premier groupe en
comprenne plusicurs; soient V; et V; deux queleonques d’entre elles
et 6tudions le mouvement de la chaine, lorsqu’on solidific toutes les
articulations autres que V; et V,. Soient ¢; et ¢; les angles de rotation
autour des axes de V; et V;, %; et 2; leurs pas. Partons de la position
initiale et donnons & ces deux paramdtres des valeurs quelconques
¢;€;5 le corps 8, prendra une position déterminée ¢t A une direction
déterminée. A partir de cette position, donnons & ¢, et g; des ACCrOis-
sements 1, 7,3 le corps s, et la direction A vont subir une rotation
parallele & A" et égale &

M=t "1y

Assujeltissons ces deux aceroissements i vérifier la relation

(1) -0, 0,

de fagon que Porientation de s et la direction A restent fixes; dans ces
conditions, la direction A’ sera une fonction de ¢; + Ej.

Pour évaluer la translation, prenons un point M de 8, sur 'axe de V.
Ce point subit une translation & paralléle & A” et égale &

I
;E(/l,"f)i-i- /Lj’/)j)

ct, en plus, une translation &” perpendiculaire & A’ produite par la
rotation n); dans la vis V,. Nous obtenons ainsi une translation totale @
de 8, dont les projections sur des axes fixes sont des fonclions de ¢,
ot 7);, car 7; est fonction de v; donnée par (1), et cette translation doit
étre perpendiculaire & A, dont la direction estfonction de g;—+ ¢;. Ceei
doit étre vrai quelles que soient les valeurs de g, ; ¢t v, et comme la
direction A" dépend effectivement de ¢; & cause du non-parallélisme
de A et A, la translation @ doit étre perpendiculaire & toutes les direc-
tions A’, ce quine peut arriver que si @ a une direction fixe et si A
décrit un plan perpendiculaire & cette direction.

Supposons que la distance des axes de V, et V; ne soit pas nulle;
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la translation &” ne sera pas nulle; en donnant 4 v, une valeur fixe et
laissant variable ¢;, les deux composantes & et ” ne feront que subir
la rotation g;; leur résultante , qui n’est pas parallele & A’, parce que
¢’ n’est pas nulle, subira aussi cette rotation ct, par suite, ne conser-
vera pas une direction constante. Il nous faut donc supposer que V;
et V; ont méme axe et que A et A” sont rectangulaires.

Un raisonnement déja fait dans la réduction analogue d’ordre 3
montre que toutes les vis du second groupe doivent avoir méme pas /.

Le seul cas ol A et A" ne sont pas forcément rectangulaires est celui
ol le premier groupe ne comprend qu'une vis sans aucune glissiere;
A, est alors une vis, et comme ¢’est en fixant le parameétre e, que A’
conserve une direction constante, on voit que c’est le cas oltil ya
réduction ’ordre 3, quand on commence par s,.

Dans les autres cas, les articulations du premier groupe sont celles
d’un verrou ct, pour qu’il n’y ait pas réduction X, d’ordre 2, il faut
que ce premier groupe comprenne au plus deux termes; mais alors, en
remplacant ce verrou par une vis suivie d’une glissiere, cette glissiere
sera perpendiculaire & A et, en solidifiant la vis, A conservera une
direction invariable, de sorte qu’on retombera sur le premier cas.

En résumé, il y aura réduction £j d’ordre 4, s’il y a réduction Z;
d’ordre 3 dans la chaine commencant & 8, ou si les deux premicres
articulations constituent un verrou tel qu’en Ie remplacant par une
vis suivie d'une glissitre on retombe sur le cas précédent.

3¢ Réduction X;. — A, et A; sont deux rotoides dont les axes con-
courent en un point O qui est fixe dans s, et ne doit dépendre que
d’un seul paramétre; 8, doit avoir un mouvement mixte de seconde
espece pour A, et le point O. Il faut que A, soit un rotoide passant
par O, qui est aussi fixe dans 8,, et que 8, ait un mouvement mixte de
premicére espéce pour A, et O. Pour qu’il en soit ainsi, il faut que A,
soit aussi un rotoide passant par O, ce qui nous conduit a la réduc-
tion £} d’ordre 3 4 partir de $,, ou que 8, ait un mouvement spécial
pour A, et un rotoide passant par O. Ce mouvement ne peut étre que
X} ou X35 le second est impossible, car il ne contient pas de rotoide;
il faut done que s, ait un mouvement de verrou autour d’une droite A
et que O se trouve sur cette droite.
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Iy a donc réduction 22 d’ordre 4, si Ay, Ay, Ay, A, sont des rotoides
dont les axes sont concourants ou si, A, et A, étant portées par une
méme droite A, A,, A,, A, sont des rotoides dont les axes concourent
avec A.

4° Réduction E2. — L’orientation de S, ne doit dépendre que d'un
paramétre; il en est de méme de s,, ce qui montre que les vis qui
figurent dans la suite A,, A,, A,, A,, A; doiventl avoir leurs axes
paralléles & une méme direction, et 'on retombe sur X;.

5° Réduction X). — A, et A; sont portées par une méme droite A
qui appartientas, et ne doit dépendre que de deux paramétres. 8, doil
avoir un mouvement mixte pour A, et A.

Si A, est aussi portée par A, nous avons le mouvementspéeial X} par
rapport a 8,.

Si s, a un mouvement spécial pour A, el une articulation portée
par A, ectte droite ne dépend encore que de deux paramétres. Soit A’
cette articulation indéterminée portée par A el considérons la chaine

A Ay, Ay, A";

comme nous savons reconnaitre les réductions du troisiéme ordre,
nous saurons voir si 'on peut déterminer le pas de A} pour que s, ait
un mouvement spéeial.

Enfin A ne dépendra encore que de deux paramétres si sa direction
reste constante, mais ce cas n’est pas & considérer, car le mouvement
complexe X} ainsi obtenu est X} déja ¢tudié.

6° Réduction L. — Le plan P situé dans s, et parallele aux deux
glissieres A, A; est fixe dans 8, et, quand on fixe P, s, doil posséder
un mouvement & un scul paramétre réduit & une translation. Si ce
mouvementavait plus d’un paramétre, on aurait en réalité unc réduc-
tion ;.

Le corps s, de l'image sphérique ne peat alors dépendre que de un
ou deux parametres, sinon 8, posséderait o ou unc infinité de transla-
tions paralléles & P. Soit ¢ ce nombre de paramotres.

Sig=1,8,posstdeunesimple infinité de translations paralléles a un
méme plan parmi lesquellesil y enatoujours une parallele au plan P.

Sig =2, 8 posstde une seule translation, parmi A,, A,, A,, il ya
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une glissiere et deux vis non paralléles, ou trois vis dont deux sont
paralleles. Dans le premier cas, la glissiére A; doit étre parallele a P,
ce qui exige que ce soit A, (réduction X3 relative & s,) ou que ce
soit A,, et comme c’est la variation de ¢, qui donnera la translation
de s,, la propriété de s, subsistera quand on laissera fixe ¢,, de sorte
que 'on aura une réduction Xj par rapport a S,. Cette glissiere ne
peut étre A, car A,, A, étant des vis non paralléles, la direction de P
dépendrait de deux parametres, et ce plan ne pourrait rester parallele
a la direction fixe A,.

Dans le second cas, ot A,, A,, Aysont des vis, clles n’ont que deux
directions distineles; siles deux qui sont paralliles sont A, et Ay, ¢’est
en élablissant une certaine relation entre &, et &y, qu’on a le mouve-
ment de translation de s,, de sorte que la réduction 25 aura liea par
rapport & s,. Si, en dernier licu, les deux vis A, A, sont paralleles,
on voit immddiatement que la translation produite parla combinaison
des mouvements autour de Ay et A, s¢ compose d’une translation &’
parallele & leur direction commune ¢t ne s’annulant que si les deux
passont égaux, puis d'une translation & perpendiculaire au plan A, A,
et ne s'annulant que si Ay et A, ont méme axe. Cette translation
totale g ne dépend que dee, el doit etre parallele & P, quels que soient
e,y €. Bn fixant 3, le plan P doit rester parallele & la direction fixe &
la direction de P ne doit, dans ces conditions, dépendre que d’un seul
paramétree, e, comme A, et A, sont deux vis non paralleles, ceci ne
peut arriver que si P oest perpendiculaire & A, qui doit rester elle-
méme perpendiculaire d @ par la variation dee,; A, doit donc élre
perpendiculaire 1 A, et la composante &” doit étre nulle, ce qui montre
que A, et A, forment un verrou.

En résumé, il y a réduction £ d’ordre 4

S'il yaréduction X surA, parrapporta un des membres précédents;

Sile corps s, de Pimage sphérique dépend d'un parametre;

Si, Ay, A, Gtant deux vis formant un verrou, A, estune vis perpendi-
culaire & ce verrou ct au plan des deux glissieres A, A;.

7. Réduction du (fl'/’t(/'{ll.(,"lll(,’ ordre sans réductions antéricures. — Une
telle réduction se fait sur Ay et ¢’est 8, qui doit avoir un mouvement
spécial pour Ay et A,.
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1° Réduction X!. — Une direction A de s, doit dépendre d’un seul
paramétre. La considération de I'image sphérique montre immédia-
tement que la suite des articulations A, A,, ..., A;, A, doitse partager
en deux groupes conséeutifs tels que, dans chacun d’cux, toutes les
vis aient méme direction, et cela suffit.

2° Réduction T. — L'axe A du mouvement E; de $; sera supposé
avoir une direction dépendant effectivement de deux parametres, sans
quoi le mouvement de s, se réduirait & un mouvement complexe formé
avec X,.

Partons de A, et suivons les articulations dans le sens des indices
décroissants jusqu’au moment ot nous rencontrerons une vis qui ne
sera plus parallele & Paxe A du mouvement X} de 8. Soit vy, le groupe
ainsi formé. La vis d laquelle nous nous sommes arvété avait une di-
rection A’; continuons i suivre nos articulations jusqu’au moment ol
nous trouverons une vis non parallele & A’; nous aurons le groupe v,
et ainsi de suite.

On aura ainsi une suite de groupes qui, remis dans leur ordre na-
turel, seront

cor Yam Yanm Van o s

', comprend au moins une articulation Ay et de plus le nombre des
groupes est au moins égal & trois, sans quoi la direction de A ne dépen-
drait pas de deux paramétres distincts.

Les raisonnements faits pour les réductions 2! d’ordre 3 ou 4
montrent que :

Dans le groupe y,, toutes les vis ont méme pas 4 et les glissieres
sont perpendiculaires & A. '

Y, est constitué uniquement par une vis ou constitue un verrou
perpendiculaire & A. Ce groupe contient d’ailleurs au plus deux arti-
culations, sans quoi la chaine commencant au membre intermédiaire
entre y,, ety, aurait une réduction 2} d’ordre 2, de sorte que la chaine
totale présenterait une réduction Z,, ce qui est contraire dl’hypothise.
Nous supposerons qu’on a remplacé ce verrou par une vis suivie d'une
glissiere, laquelle, étant perpendiculaire & A, rentre dans y,, ot 'on
est 17&fncn(z alors au premier cas, ol y,, est constitué uniquement par
une vis.
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Les groupes précédents v,,, ¥, - .. doivent étre constitués chacun
uniquement par une vis ou former des verrous tous perpendiculaires
4 A, ce qui est impossible, car ils sont séparés de A par A".

Ainsi, il yalegroupey,, etlesarticulations qui précedent ce groupe
sont des vis telles que deux vis consécutives ne soient jamais paral-
leles.

Si v, possede trois termes, on est forcément dansle cas olila chaine
commenecant & 8, possede la réduction X} d’ordre 3, ce que nous savons
reconnaitre.

Nous allons commencer par examiner le cas ol y, ne possede qu’un
terme.

Pour étudier la question, nous allons recourir & des calculs dans le
genre de ceux qui ont é(é développés dans la premiére Partie & propos
des mouvements mixtes pour le verrou.

Supposons qu’on fixe la direction de A et qu’'on donne, dans ces
conditions, une déformation infiniment petite 4 la chaine; Ie mouve-
ment instantané de s, sera hélicoidal et parallele & A; comme A, est
une vis de pas 2 paralltle & A ou une glissiere perpendiculaire a 4, le
mouvement relatif de 8, par rapport & 8, sera encore hélicoidal paral-
lele & A et aura 2 pour pas; le mouvement résultant est encore héli-
coidal paralltle & A et son pas doit étre £, ce qui exige que le mouve-
ment de s, ait 2 pour pas. Ainsi, ladirection A est fixe dans s, et, quand
on Passujettit & étre fixe dans I’espace, tout mouvement helicoidal
instantané de 8, doit avoir & pour pas.

Imaginons un triedre mobile attaché a s, et dont I'axe des z soit
Iaxe de A,. Soient &, &y, By, L4 Mgy Iyy Xoy wnny Ngy ooy Iy les
coordonnées relatives des mouvements paramétriques de s, et o, o,
r, 0, 0, ¢ les coordonnées du mouvement autour de la vis A,. Tout
mouvement instantané de 8, sera de la forme

(ZaN,  EAF,  pr+ ZhE

I
) [ 22L,  ZRO,  pt+ ZIOT.

Soit w I'angle de A avec O 5. Sans changer nos mouvements paramé-
triques, la direction A peut prendre toutes les directions faisant
I'angle © avee Oz, et, comme tout mouvementhélicoidal de s, paralléle
a A doit avoir 2 pour pas, nous voyons que, si nous cherchons, parmi
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les mouvements (1), ceux dont I'axe fait © avec Os, ils devront avoir
tous A pour pas.
Autrement dit, I'équation

EANLINL 4 EAFENIN — (pr - Zhie) (£ -+ 22.9%)

o =/
) (ZAN )4 (XA )2+ (pr 4+ 2h%)? !

devra étre une conséquence algébrique de

o (SAN)2 (SD )
(%) (pr+ 205)

=tang*n.

Les équations (2) et (3), mises sous forme entiére, sont toules
deux du second degré; les coefficients de (1) doivent élre proportion-
nels i ceux de (2). En éerivant cetle proportionnalité pour les coeffi-
cients des termes en @2, pA,, ph,, phy, onobtient immédiatement les
¢quations

Pl Tt PG L — 2 hr B G . 8
e T ; (==1, %, 9
— r*tang’o -2 rbilangto » %0 %)

(qui, en vertu de ce que r et w ne sont pas nuls, se réduisent i
(4) rdti—thi=o0  (i==1, 2, 3).

En utilisant alors les relations différenticlles entre les mouvements
paramétriques, comme nous I'avons fait pour le dernier cas des mou-
vements mixtes du verrou, nous déduirons des équations (4) les nou-
velles équations

A(X, &, L) =o, A(X, £, M) ==o,
| A, 3, My=o0, A(F, L, M) =o

~

(3)

qui, par une discussion facile, montrent I'existence d’un mouvement
instantané du triedre qui se réduit & un mouvement hélicoidal sur Oz,

. \ . 1A .
mouvement qui, en vertu de (4), aurait encore ~ pour pas ¢t ne serail
pas distinct du mouvement autour de A,, ce qui estimpossible, car s,
ne dépendrait que de trois paramétres. Ce raisonnement n’est en
défaut que si tous les & et les F sont nuls, ce qui exprime que tout
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mouvement hélicoidal instantané de s, est paralléle 3 Os et ne peut
jamais laisser invariable la direction A, 3 moins que d’étre une transla-
tion. Il est d’ailleurs inutile d’aller plus loin, car, la direction de A,
étant fixe, la direction de A ne dépend plus que d'un parametre, et
c’est le cas déja éearté.

Nous avons supposé que les mouvements de §,, laissant invariable
ladirection de A, étaient hélicoidaux; nous allons supposer maintenant
que ce sont des mouvements de translation. Nous devons avoir une
double infinité de translations, et chacune d’elles, ne dépendant que de
la position de 8,, doit étre perpendiculaire & toutes les directions que
prend A en tournant autour de Ay; ceci exige d’abord que Ion ait

T . . - | s
w = —> puis que toutes ces (ranslalions soient paralleles & A,.

Pour qu’il en soit ainsi, il faut et il suffit que les quatre équations

homogtnes
XANX == o, AL =o,
2AY ==zo0, IAINL =0

se réduisent & une scule. Si alors on y ajoute I'équation
27\(1'9@ - l%) =0,

ce systeme déterminera certainement un mouvement qui ne serait
autre que le mouvement de vis autour de A,, de sorte que s, ne dépen-
drait que de (rois parametres.

Nous ¢n concluons que 'hypothese de v, ayant un seul terme A,
est inadmissible.

Supposons que 7y, ait deux termes; nous allons recommencer sur A,
le raisonnement fait sur A,.

Si, pour abréger, nous posons

= £ = 0, Yy - 96, By, Ky = X2+ J;+ &},

Hy == £ g Ny b My Yy -+ Ty Ty, K= X2 24 2,

H == 4 X~ Iy Yy b 90y Ty oL Ny 4= MUy Ty 4 Iy g,

K== (00 = Xy )2 4= (g - ) - (g + %0,)%,
K—K,—K

K= s o 2= Xy Nog - 1 Yy + Doy Doy,

quantités qui sont des invariants pour une transformation d’axes rec-

dnn, Ee. Norm., (3), X1X. — AVRIL 1902. 18
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tangulaires et
: ¢
p=nh(1+cot*w) — = col’w,

£ .
o= </¢— ;)(r + cot?m),

identification des équations (2) et (3) nous donnera

(6) PG — L%, =0,
(7) PG, — LE, =0,

(8) 0, —pK,+oti=o,

(9) H,—pKy+cbi=o,

(10) H-—2pK'+20%,%,= 0.

La position de 8, dépend des deux paramétres g, e, relatifs aux
articulations A, et A,. Soient r,, ¢,, r., ¢, les rotations et translations
relatives & ces deux mouvements; on aura, par suite des ['n"upr-i(sl,('s
des invariants

Hy=t,r, Wy==t,r,

1 — 2 p—
Kl"‘“"1 Kt}."‘“,ﬂ,

de sorte que ces quatre quantités seront indépendantes de g, et e,.

L’équation (8) montre que, si an’est pas nul, &, doit étre indépen-
dantdee, ete,. &, estlaprojection surl’axe de A, de la rotation 7, rela-
tive & A,. Cette rotation n’est ]'):is nulle, puisque A, est une vis, sa
grandeur et sa direction sont fixes, de sorte que 'axe de Ay devrait
faire un angle constant avec une direction fixe; sa direction ne dé-
pendrait alors que d’un paramétre, ce qui est incompatible avee les
hypotheses que A, A,, A, sont des vis et qu’elles ne sont pas paral-
leles deux & deux.

Le résultat ¢ = o auquel on est conduit donne

L
- = h, p=r,

et alors les équations (8) et (9) montrent immédiatement que A, et
A, ont aussi A pour pas. '
Considérons alors un mouvement quelconque du membre 8,. En
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<

désignant par 3¢ son automoment, par & sa rotation, on aura

JC = (AN DoNg) (A Ly Do) A-n o= RO, 4= 22T+ 2,00,
R (Mg 4 Dy Xog )2 = K 22K+ 20, LK

En tenant compte de (8), (9), (10), on obtient immédiatement
I —AR*=o,

de sorte que ce mouvement a encoreZ pour pas, et cela exige, d’aprés
un lemme démontré et utilisé pour la recherche des mouvements spé-
ciaux, que les vis A, et A, atent leurs axes concourants.
Arrivons maintenant i '¢quation () mise sous la forme
Dy oz Ny,
On a, en prenant des moments et des projections sur Ay,

by, == projection de ry,

En substituant dans I'équation ¢t remarquant que r, et ¢, ayant
méme direction le rapport de leurs projections est aussi 4, il vient

moment de ry==o.

Comme r, n’est pas nul et que A, et Ay ne sont pas paralléles, nous
voyons que ces deux vis doivent élre concourantes.

On démontrerait, par un raisonnement analogue fait sur I'¢qua-
tion (6), que les vis A, et A, doivent aussi élre concourantes.

Ainsi A,, A,, A, sonl trois vis de méme pas £ et dont les axes
doivent &lre concourants deux i deux. Ils ne peuvent pas rester dans
un méme plan, car, laissant fixe le parametre e, el faisant varier e, A,,
qui est distinct de A,, sortirait forcément du plan dans lequel se trou-
vaient primitivement les trois axes. Ilsne peuventpas non plus former
un tricdre; en effet, soit Oy le point de rencontre des axes de A, et A,,
0, celui des axes de A, et A,, ces deux points scraient toujours en
coincidence. Or, si on laisse g, fixe, O, restera fixe sur’axe de A,, qui
lui-méme restera fixe; en faisant varier e, O, se déplacerait sur cet
axe, done ne resterait pas en coincidence avee O,.

Il n’y aurait d’exception que si / était nul.
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1l reste & étudier le cas des mouvements de translation. Comme dans
le cas de A,, nous verrons que 8, doit posséder une translation paral-
Jele 2 A, et que A doit étre perpendiculaire a A"

Pour que s, possede cette translation, il faut et il suflit que 8, pos-
sede un mouvement ayant méme axe que A,, de sorte qu’il faut pou-
voir toujours composer r, ct r, de facon a obtenir une résultante
parallele & A, ce qui exige que les axes de A,, A,, A, soient constam-
ment paralleles & un méme plan. On voit immédiatement, au moyen
de image sphérique, que ce fait est incompatible avec nos hypotheses
sur la nature et la disposition de A,, A,, A,.

L’étude un peu longue qui précede donne les résultats suivants :

Pour reconnaitre une réduction =5 d’ordre 5. On forme les groupes

Tar Yan Yo <

qui doivent &tre au nombre minimum de 3.

v, contient un ou deux termes; dans ce dernier cas, A’ doit étre
perpendiculaire & A et ses articulations forment un verrou qu’on rem-
place par une vis suivic d’une glissitre qui, étant perpendiculaire A,
rentre dans v,.

Cette transformation étant faite, il y a réduction XJ, si 4, posséde
trois termes donnant la réduction X} d’ordre 3 par rapport 2 s,. 11y a
encore réduction, mais cette fois dans le cas particulier 5}, si, v, ne
possédant que deux termes satisfaisant i la condition/Z == 0, A, A,, A,
sont trois rotoides concourants.

3° Réduction ;. — A; et Ay doiventétre deux rotoides concourants
en O et ce point appartenant a 8, ne doit dépendre que de deux para-
matres; 8, doit donc posséder un mouvement mixte de seconde espéce
pour A, et O.

En premier lieu, A, peut étre un rotoide dont I'axe passe par O
et alors 8, doit avoir un mouvement mixte de premiére espece pour
A, et 0. Si A, est un rotoide passant encore par O, on a bien réalisé
toutes les conditions, mais c’est Ia réduction 22 par rapport i 8,. Le
membre 8, a encore le mouvement mixte, si $,a un mouvement spéeial
pour A, et un rotoide virtuel passant par O. Les seuls mouvements
spéciaux d’ordre 3 possédant des rotoides sont o}, 22 et 3.

Pour avoir o, il faudra qu’il existe unc direction A telle que
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parmi A,, A,, A, on ne trouve que des rotoides paralleles a A et des
glissieres pGPpCl’ldlCUldlI‘Ob aA.

Pour avoir X2, il faudra que A,, A,, A, soient trois rotoides concou-
rants.

Enfin, pour avoir le mouvement complexe 2!, il faudra que A, ct A,
constituent un verrou dont I'axe passe par O ou que, A, étant une vis
passant par O, A, et A, forment un verrou parallele & A; ou soient
deux glissieres dont le plan est paralltle & A,.

I1 ya encore mouvement mixte de 8, dans un cas que nous n’avons
pas encore cu & examiner. Si A, est une vis dont ’axe passe par O,
son axe doit déerire un plan fixe; comme A, ne forme pas un verrou
avec A,, sans quoi 'on retomberait sur un cas précédent, axe de A,
doit décrire un plan par la variation de e,, ce qui exige que A, soit une
glissiere ou un rotoide perpendiculaire & A,. Ce plan doit cnsuite
rester immobile parla variation de¢,, ce qui exige que A, soit une glis-
siere parallele ou un rotoide perpendiculaire. Si A, est une glissitre,
il faut qu’il existe une droite de s, passant par O et qui décriveun plan
fixe; il suflit de recommencer le raisonnement précédent pour trouver
la loi générale : A, A, sont des rotoides paralleles & une direction A
ou glissitres perpendiculaires & As A, est unevis passant par O et per-
pendiculaire & A ou une glissiere perpendiculaire & A. Tl nous reste a
examiner le cas du mouvement mixte de seconde espece de s,, dans
lequel une droite passant par O reste dans un plan fixe. En raisonnant
comme précédemment, on verrait que A,, Ay, A,, A, présenteraient la
disposition qui donne la réduction o) d’ordre 3, de sorte que 8, ne
dépendrait que de trois parametres.

4° Réduction ;. — L’orientation de 8; ne doit dépendrequede deux
paramétres, et A;, A, doivent étre des glissiéres. Au moyen de 'image
sphérique, on voit immédiatement Ja regle suivante : si 'on parcourt
la suite A,, A,, A,, A, en faisant abstraction des glissieres, on doit
trouver deux groupes devisconsécutives, les vis de chacun d’eux étant
paralléles & une méme dircetion.

5° Réduction ¥). — Une droite A de 8, doit dépendre de trois para-
metres, et Ay, A, doivent appartenir & un verrou ayant A pour axe.

Le mouvement de 8, devant étre mixte pour A, ct A, nous avons
plusicurs cas possibles.
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Ce mouvement mixte existe si A, est portée par A, c’est-i-dire
si A, et A, forment un verrou.

Il existe si 8, a un mouvement spécial pour A, et une articulation
virtuelle A} portée par A. Comme nous savons reconnaitre les rédue-
tions d’ordre 4, nous saurons voir s’il peut en étre ainsi.

Le cas ou la dircction de A ne dépendrait que d’un paramétre n’est
pas & considérer, car on aurait en réalité une réduction X;.

Enfin, il reste & étudier le cas ou, A, étant un rotoide ¢t A une
droite perpendiculaire & son axe et le rencontrant en O, le point O et
le plan perpendiculaire en O & cetaxe restent pole et plan polaire dans
un complexe linéaire non spécial ().

Pour cela, nous allons chercher si, pour un complexe linéaire I,
on peut trouver une articulation simple V, ftelle qu’il existe un
point M et son plan polaire P qui restent pole et plan polaire dans T’
quand on leur fait subir le mouvement autour de Vi ou encore s'il
existe Vet un point M tels que M ait [e méme plan polaire dans tous
les complexes qu'on déduit de I'en Tui donnant des mouvements V
d’amplitudes quelconques.

Considérons trois axes fixes O x,y,z, et trois axes mobiles Oz ys
entrainés par le mouvement V; Oz, et Os sont confondus avee 'axe
de Vet nous représenterons par 7 et ¢ la rotation et la translation de
ce mouvement hélicoidal.

(1) A ce propos, je rcclifierai une erreur de démonstration qui 8'est glissée dans le
premier Mémeire (p. 481). L’élude du mouvement spéeial rolatif au complexo linéaire
avail conduit & une correspondance univoque entre un point M ¢t un plan P, et il fallait
montrer que cette correspondance élait celle du complexe linbaire. Les deux derniersali-
néas doivent étre rétablis comme il suit :

Prenons dans Py une sceonde droite ' & laquelle correspondra une droite D passant
par M ct, par suite, située dans un méme plan Q4 avee A. Le plan P, relatif 4 un point quel-
conque N, sera déterminé par les deux droites issues de N et rencontrant Yune D et I,
Vautre A et A,

Mais D et A sont dans un plan Qy; D' et A" sont dans un plan Py; en plus Q, contient
le point de rencontre M de D' el A', et Py conlient lo point de rencontre de D et A, car lo
plan P de ce point doit contenir D' et A" et, par suile, west aulre que Py. Les quatre droites
ayant cetle disposition, nous savons qu'il existe un complexe linéaire I' admettant D, I ¢l
A, A" comme couples de droites conjugudes, cl la construction que nous venons de donner
pour le plan P d’un point queleconque N coineide avee eelle du plan polaire de ce point
dans le complexe I'.
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Soit '
AX +BY + CZ+ DL 4+ EM + FN =o,

le complexe I" rapporté & Oay=. Rapporté & O, x,y, =, il sera

X[ (A—Ei))cosdhr—+(B-+Ded) sindr]
+ Y, [—(A—E) sinkr+ (B + D) coshr]
+Z,C~ L, (D costr+ Esinr)+M,(—Dsinkr+¥Ecosrr)+N,F=o,

ot A est le parametre du mouvement V. En formant alors I'équation
du plan polaire du point fixe @,0,0 et écrivant que ce plan est indé-
pendant de A, on trouve, par une discussion trés facile et qu’il est
inutile de reproduire, que I'on doit avoir

D=E=o si r=—o,

+

A=B=D=F= si ro.

Ce qui montre que les scules articulations V, possédant la propriété
cherchée relativement au complexe, sont les glissieres paralléles &
'axe central, et les vis ou rotoides ayant pour axe cet axe central. On
peut dire que ces articulations sont celles qui appartiennentau verrou
ayant pour axe 'axe central du complexe, et Pon voit immédiatement
qu’elles possedent effectivement la propriété considérée pour n’im-
porte quel élément M, P constitué par un plan et son pole.

Revenons maintenant & notre chaine articulée. Le point M dépend
par hypothese de trois paramétres, desorte qu'aucun des mouvements
A, A,, A, nele laisse invariable; chacune de ces articulations devrait
appartenir au verrou du complexe; A,, A,, A, formeraient done
un verrou et il y aurait sirement réduction X d’ordre 2, ce qui est
contraire i nos hypotheses.

G° Réduction £, — Ay ct Ay sont deux glissivres paralleles & un
méme plan P attaché a 8., et nous supposerons essenticllement que ce
plan dépend de trois paramétres, sans quoi I'on aurait sirement un
mouvement complexe formé avec o}, mouvement déja étudié.

Sil'on déforme la chaine de facon que P reste fixe, 8, doit avoir un
mouvement se réduisant & une translation, ce mouvement dépendant
d’ailleurs d’un seul parametre, sans quoi P dépendrait effectivement
de moins de trois paramétres.

Les mouvements infiniment petits de S, se réduisant i des transla-
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tions sont obtenus quand le membre s, de 'image sphérique reste
immobile; si done s, dépend de ¢ parambtres, s, admettra 4 — ¢ trans-
lations distinctes. o

Si ¢ < 2, les translations distinctes dépendraient de plus de deux
paramétres, il y en aurait toujours une infinité paralléles au plan P
et 8, aurait un mouvement & plus d’'un parametre dans lequel P res-
terait fixe, ce qui est éearté.

Si ¢ = 2, nous avons des translations dépendant d’un paramétre; la
forme linéaire des équations donnant les translations instanlanées
de s, montrent qu’elles seront toutes paralleles & un méme plan, de
sorte qu’ily en auraau moins une paralltle au plan P, ou bien clles le
seraient toutes, ce qui ramenerait au cas déja écarté.

Il reste & étudier le cas de ¢ = 3. 8, ne possede alors qu'une seule
translation. Elle est completement déterminée par la position de s, et
doitétre perpendiculaire & toutes les positions que prend lanormale A
au plan P en subissantle mouvement A,. Si A, est une glissiere, ¢’est
ce dernier mouvement qui donne Punique translation de s, de sorte
que A, doit étre parallelea P, et Uon tombe surla réduction X3 d’ordre 2
relative & 8,. Si A, est une vis ou un rotoide et si P ne lui est pas per-
pendiculaire, la translation doit étre parallele & A, et A, doit étre
parallele & P; si P est perpendiculaire 2 A, la translation doit aussi
étre perpendiculaire a A,.

L’hypothese ¢ = 3 ne seréalise que si, parmi A, A,, Ay, A; il yaune
glissitre et trois vis de directions distinctes, ou si ces quatre articu-
lations sont des vis dont les directions distinctes sont au moins au
nombre de 3.

Dansle premier cas, la glissiére est parmi A, A,, A,, etc’est elle qui
donne 'unique translation. Il faut qu’elle reste toujours paralléle ou
perpendiculaired A,. Pouravoirle parallélisme, il faut et il suffit que ce
soit A,, car, si elle était séparée de A, par une vis A,, celanécessiterait
le parallelisme de Ay et A, et Pon n’aurait plus ¢ = 3. Pour que la
glissiere soit toujours perpendiculaire i A,, il faut que ce soit A, ou
bien A,, et, dans ce dernier cas, A, sera paralltle & A,, qui sera perpen-
diculaire & A,. On voit immédiatement que ’on obtient ainsi une ré-
duction X3 d’ordre 2 relativement i s,, ou d’ordre 3 par rapport & 8,, ou
d’ordre 4 par rapport a s,.
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Examinons maintenant le cas ot A,, A,, A;, A, sonttoutes des vis, le
nombre de leurs directions distinctes étant 3 ou 4. Supposons d’abord
qu'il n’y ait que 3 directions distinctes : il y a deux de ces vis qui sont
consécutives et paralleles, et il estbien évident que ¢’est en combinant
les mouvements autour de ces deux vis que I'on obtient I'unique
translation. Soient A;, A;,, ces deux vis, &, ¢, les parametres corres-
pondants, A;, /., leurs pas, ¢ la distance de leurs axes et A’ leur
direction commune. La translation résultante se compose d’une trans-
lation & paralléle & A et proportionnelle & %;., — A; puis d’'une
translation @” perpendiculaire au plan A;, A;., et proportionnelle
a ¢. La direction de cette translation tolale est fixée quand on se
donne la position de A; et de A;, de sorte que son parallélisme ou
son orthogonalité avec A, doit se conserver par les mouvements
Ai-l—l’ s A:x'

Etudions le parallélisme de @ et A,. Si #<C 3, ladirection de A, doit
rester paralléle i @ en subissantle mouvement A,, ce qui est impossible
puisque A, et A, ne sont pas paralleles. Il faut = 3; la direction
de A, estdone A" et il faut que & soit toujours nul, ¢’est-h-dire ¢ = o,
ou encore que A, et A, forment un verrou parallele 4 P. Cest la ré-
duction 3} d’ordre 3 par rapport & S,.

Pour l'orthogonalité, la direction de A, devant rester perpendi-
culaire & @ par les rotations A;,,, ..., A,, qui ne sont pas paralleles, il
faut ¢ >1.8i (=3, la direction de A, est celle de A, de sorte qu’il
faut &’ = o, ¢’est-d-dire que A, et A, aient méme pas; on tombe ainsi
sur la réduction o) d’ordre 3 par rapport & 8,. Si =2, la direction
de A, doit décrire un plan et, par suite, étre perpendiculaire 2 A’, et en
outre ¢ doit élre paralléle A A’, ce quiexige que &” soitnul, ¢’ est-a-dire
que A, et A, forment un verrou perpendiculaired A,, etI'on obtientune
réduction 2 d’ordre 4 par rapport i 8,.

Le seul cas qui nous reste 4 étudier maintenant est celui olt Ay, A,,
A,, A, sont quatre vis dont Jes directions sont distincles. Etudions
d’abord le cas du parallé¢lisme de la translation de A,. s, doit pos-
séder un mouvement instantané qui, combiné avec le mouvement
autour de A,, donne une translation parallele 3 A,. Ce mouvement des,
est forcément hélicoidal, de méme axe que A,, de sorte qu’il laisse
immobile cet axe qui est une droite invariabiement liée a s,. Celte

A, Fe. Norm., (3), XIX. -~ AVRIL 19o2. 19
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droite ne dépend que de deux paramétres et 8, a un mouvementmixte
pour A, et 'axe de A,, et cette condition est suffisante.

Si nous remarquons que A, n’a pas méme axe que A, et que la
direction de I'axe de A, dépend effectivement de deux paramétres,
nous voyons que la seule hypothése admissible est que 8, posséde un
mouvement spécial pour A; et une articulation virtuelle A} ayant
méme axe que A,. Ce mouvement spécial ne peut élre ni X, car A,,
A,, A, devraient étre paralleles; ni 27, car A,, A,, A, seraient des glis-
sidres; ni X, car Ay, A, formeraient un verrou et, parsuite, aussi Ag,
A, ;nienfin 2}, car A, et A, seraient des glissi¢res. Le seul mouvement
possible est 23. Alors A,, A,, A, sont des rotoides concourants et A,
est une vis dont ’axe est encore concourant au méme point.

Dans le cas de l'orthogonalité de A, et de la translation, nous
remarquerons que 8, doit pesséder un mouvementhélicoidal de méme
pas que A, et parallele & A, quelle que soit la position de A, par le
mouvement A,. Nous sommes ramenés & une question déja étudiée i
propos de la réduction X} d’ordre 5, etnons avons vu que A, A,, A,,
A, doivent étre des rotoides dont les (rois premiers ont leurs axes con-
courants.

En résumd, il y a réduction X3 d’ordre 5 :

S'il yaréductionX] sur A, par rapportiun des membres précédents;

Si, A; et A, étant deux glissidres, le membre s, de 'image sphérique
ne dépend que de deux paramitress

St A, A,, A, constitaent un genoun de centre O, A, étanl une vis
dont I'axe passe par O et est paralléle au plan des deux glissieres A;,
4’&“.

Si, Ay, A,, A, formant un genou de centre O, A, est un rotoide per-
pendiculaire au plan des deux glissitres A;, A,.

8. fidductions simultances. — Supposons qu’il yait réduction simul-
tanée d'ordre p et d’ordre ¢ (¢ >p).

Soient

Siity eeey 8y
les corps successifs qui dépendent de p paramée(res, ct
Shitr ceur Sk

ceux qui dépendent de ¢ paramétres.
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Nous savons qu’on ne change pas le mouvement de s, et par suite
celui de tous les membres qui le suivent en assujettissant les para-
metres €, ..., g; & rester fixes, c’est-d-dire en ne considérant plus
Airvs --os Ajcomme des articulations; la disposition des articulations
Ay, Aseys oo Agme sera pas modifiée, ainsi que le mouvement de s,
et comme c’est cela qui détermine la réduction d’ordre ¢, nous voyons
quela réduction d’ordre ¢ aura encore lieu surles mémes articulations
et sera encore de méme nature, méme aprées la modification que nous
avons apportée & la chaine. La réciproque est évidemment vraie par le
méme raisonnement.

Si alors nous convenons de dire que A;.,, ..., A; sont des articu-
lations surabondantes introduites par la réduction d’ordre p, nous
pourrons dire :

Une réduction d’ordre quelcongue n’ est modifice en aucunce fagon par la
suppression des articulations surabondantes introduites par les réductions
antérieures.

Mais apres la suppression des articulations surabondantes intro-
duites par une réduction d’ordre p, la chaine ne présente plus cette
réduction, de sorte que:

St l'on a soin de procéder par ordres crotssants, la recherche génerale
des réductions se raméne loujours @ la recherche des réductions sans re-
ductions antéricures.

Grice 2 cela, nous pouvons affirmer maintenant que nous savons
reconnaitre toutes les réductions qui existent dans une chaine ouverte
et, par suite, que nous savons résoudre complétement le probléme
posé au début de ce Mémoire :

Trouver le nombre des parametres distincts dont dépend le moupement
d’un quelconque des membres d’une chaine articulée ouverte.

1l est nécessaire, en outre, de faive remarquer la simplicité de la
solution. Intre les constantes qui caractérisent la chaine, il doit
exister des relations correspondant aux différentes sortes de réduc-
tions. D’aprés ce que nous avons vu, ces relations prendront les
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formes simples exprimant certains des faits suivants :

1° Une articulation est une glissiere;

2° Une articulation est un rotoide;

3° Parallélisme de vis et glissiéres;

4° Orthogonalité de vis et glissieres;

5o Kgalité de pas de vis paralléles;

6° Coincidence des axes de plusieurs vis;

7° Les axes de plusieurs articulations sont concourants.

8° Plusieurs glissicres sont paralléeles & un méme plan.

Ainsi notre probléme général se résout a la scule inspection de la
nature et de la disposition des articulations sans qu’il soit nécessaire
de recourir & aucun calcul de vérification.

Si les discussions développées dans ce Mémoire ne 'avaient déja
rendu trop long, nous pourrions simplifier la recherche des réductions
simultanées en montrant que certaines d’entre elles sont incompa-
tibles; il est bien visible, par exemple, que Pon ne peut avoir simulta-
nément dans une chaine une réduction ) d’ordre 2 et une réduction
X} d’ordre 3. Il y a de nombreux cas analogues, mais leur ¢tude nous
entrainerait trop loin; nous la supprimerons sans qu’il en résulle un
grand inconvénient, car les résultats qu’on obtiendrait ne sont pas in-
dispensables pourla solution de notre probleme général; ilsserviraient
seulement & simplifier cette solution en nous dispensant d’étudier
certains cas.

Pour montrer 'ensemble des résultats obtenus sans toutefois intro-
duire un nombre par trop considérable de cas, nous allons, dans les
Tableaux quisuivent, donner tous les cas de réduction sans réductions
antérieures lorsque la chaine ne possede pas de glissieres.

Nous emploierons des schémas qui se comprendront facilement
sans qu’il soit nécessaire de donner des explications, et nous ne ferons
figurer que la premiere articulation surabondante, car cela suffit pour
indiquer la disposition de toutes les autres. Une articulation ne por-
tant que son numéro d’ordre sera une vis de pas arbitraire. Plusicurs
articulations réunies par une accolade surmontée de la lettre /2 sont
des vis de méme pas %, ot si, au licu de £, il y a 0, cela indique que
toutes ces articulations sont des rotoides.

Les réductions seront désignées par la notation R/, ¢ désignant
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Pordre et/ étant un indice servant i distinguer les différentes réduc-
tions d’'un méme ordre.

On obtient alors le Tableau :

Réductions dans les systémes sans glissiéres.

1,2,3

=~ Lo~

N N

Ly wn
—_—
N

O™ s
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Réductions dans les systémes sans glissiéres (suile).

1 z 1,2 38 b 56 2 2,3 1
21 e
3
— |
5,6

9. Reéduction dans les chaines a rotoides. — Les résullats précédents
prennent une forme extrémement simple dans le cas des chaines
dont toutes les articulations sont des rotoides, car deux rotoides con-
sécutifs ne peuvent pasavoir méme axe, et des rotoides sont des vis de
méme pas.
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Il n’y a jamais de réduction d’ordre 2.

Les seules réductions d’ordre 3 qui sont possibles sont R} et R}, mais
R} peut étre ici considéré comme cas particulier de R;, le point de
concours des axes étant rejeté a I'infini.

Parmi les réductions R,, il suffit d’examiner R}, R} et R?, car les
autres contiennent des verrous. R; est i rejeter, car il y aurait réduc-
tion R}; il ne reste que R et R}, et ici, par la méme remarque que
précédemment, R} peut étre considéré comme cas particulier de RY.

Les seules réductions R, ne contenant aucun verrou sont R}, RZ, R?,
R, R, R, R, R, R'’; R} n’est pas possible comme donnant R!;
R; n’est pas possible comme donnant R}; R? sera un cas particulier de
RI, qui lui-méme sera un cas particulier de R'’; R}, R'? et RY,’ seront
des cas particuliers de R'/, de sorte qu’en admeltant que le point de
concours de plusicurs rotoides puisse aller & I'infini, le Tableau des
réductions des chaines a rotoides prend la forme simple.

r, , 4 2 1

..;d g «J 3 ” GJ X -ﬁ./ z
N ¢ - s 3

7 /\i\ 5 ‘>/ 4 )

1 z \ 6 \\“\\ ;

Dans le cas actuel, I'étude des réductions simultanées est trés
simple.

Supposons qu’il v ait réduction r,, supprimons les articulations
surabondantes introduites par cette réduction; la nouvelle chaine
aura ses trois premiers rotoides concourants et ne possédera plus de
réduction d’ordre 35 clle ne peut posséder de réduction r,, car les ar-
ticulations 1, 2, 3, 4, 5 seraient concourantes, et ’on aurait encorer,;
elle peut posséder 2, mais pas ry, car sir; avait ses articulations 1, 2,3
concourantes, on aurait en réalité un cas particulier de r;.

Supposons maintenant qu’il y ait réduction r,; dans la chaine sans
articulations surabondantes, les articulations 2, 3, 4 seraient concou-
rantes; ¢’est incompatible avec rj, car rj se trouvant dans ces condi-
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tions redonnerait 7,; ¢’est aussi incompatible avec r%, car on retrou-
verait ainsi r,. Nous voyons de cette facon que :

Une chaine & rotoides ne peut posséder plus de deux réductions simul-
~ lanées; ces réductions sont forcément ry el 7.

Cette double réduction est représentée par le schéma suivant dans
lequel les articulations surabondantes sont marquées en (raits fins.




