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MÉMOIRE
SUR LES

SYSTÈMES MODULAIRES DE RRONECKEB,
PAH M. HARKIS HANCOCK.

I N T R O D U C T I O N .

Les recherches de Kummer sur les unités complexes et sa décou-
verte des nombres premiers idéaux qui , considérés comme les élé-
ments extrêmes de cette théorie, occupent la même place que les
nombres premiers dans la théorie générale des nombres rationnels,
turent étendues à la théorie générale des nombres algébriques par
Dedekind d'une part et par Kronecker de l'autre.

Dedekind, en considérant ces quantités simplement comme des
nombres abstraits, a donné leurs propriétés fondamentales et caracté-
ristiques et a établi ainsi une théorie pour ces nombres, comme l'avait
fait Gauss pour les nombres rationnels ordinaires.

Kronecker, en employant ces nombres algébriques comme coeffi-
cients de fonctions d'une ou de plusieurs variables, a inauguré une
théorie qui est la généralisation de la théorie des nombres rationnels
et des nombres algébriques. Le domaine de rationalité le plus général
n'est plus pour lui celui des nombres rat ionnels ou algébriques, c'est
le domaine qui contient les fonctions rationnelles d'une ou de plu-
sieurs variables à coefficients algébriques, ces coefficients appartenant
à un domaine algébrique donné. Dans ce domaine, ce sont les fonc-
tions de plusieurs variables à coefficients algébriques qu i prennent la
place des nombres rationnels dans la théorie ordinaire des nombres.
Dans les domaines de Kronecker ce sont les systèmes modulaires pré-
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miers qui • r e m p l a c e n t les ent iers r a t i o n n e l s premiers de la théorie
ordinai re les nombres.

I I y a beaucoup de p o i n t s communs à la théorie de Dedckind et à celle
de Kroneckcret qui sont dus, à vrai d i re , à ce qu ' i l y a de commun
aux domaines de r a t i o n a l i t é d'où elles t i r en t leur o r ig ine ; et c'est
pour cet te raison que dans la première Partie de cet Ouvrage, après
avoi r donné un h is tor ique du développement de la théor ie des
nombres algébriques, nous t ra i tons br ièvement q u e l q u e s - u n s des
po in t s essentiels des d o m a i n e s algébriques de r a t iona l i t é , en cher-
chant surtout h mettre en évidence les propriétés caractér is t iques qui
sont communes à la fois aux m o d u l e s et aux idéaux deDedek ind d 'une
part et aux systèmes modula i res de Kronecker de l'autre. Nous pou-
vons a ins i é tendre beaucoup de théorèmes sur les modules et les
i d é a u x à la théorie des systèmes modula i res . En nous servant des
idéaux premiers, nous pouvons effectuer la réduct ion des systèmes
modula i res généraux d 'une m a n i è r e simple et tout a fa i t analogue a la
r éduc t ion déjà donnée (Journal de Crelle, t. 1:19, p. î/|8) p o u r les
systèmes dans lesque ls les coefficients des éléments sont exc lus ivement
des en t i e r s r a t i onne l s .

Nous avons jugé qu ' i l é ta i t nécessaire de faire une digression sur
la théorie des équat ions afin d'acquérir quelques notions sur les sys-
tèmes d ' équa t ions des différentes espèces (Slufe)y auxque l s la déf ini -
l ion des systèmes modula i res des différentes espèces et des diviseurs
des différentes espèces se t rouve i n t i m e m e n t liée.

Nous 'pouvons de cette façon avoir une notion, plus précise des sys-
tèmes modulaires premiers.

L 'auteur ne veut pas laisser échapper cette occasion d'exprimer a,
M.. George Frobcnius toute sa gratitude pour la courtois ie dont il a
f a i t preuve en lui pe rme t t an t do faire un libre usage des leçons sur la,
Théorie générale des nombres algébriques qui furen t faites à Berlin par
ce dis t ingué professeur et qui l u i ont été un guide précieux dans le
présent Ouvrage, tout part iculièrement dans l 'exposition de la théorie
de Dedekind.

Dans la seconde Partie de l 'Ouvrage, nous nous occupons des sys-
tèmes modulaires dans le domaine algébrique général û. Ces systèmes
sont réduits à leurs formes les plus simples et nous avons pu en donner
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les formes canoniques par des méthodes analogues à celle donnée
dans le Journal de Crelle (loc. eu.), ces formes étant de telle nature que,
de quelque façon que l'on a i t effectué la réduction du système ini t ia l ,
la forme finale qui est équivalente à la forme canonique l u i est iden-
t ique .

Les systèmes modulaires premiers ont, vis-à-vis des systèmes modu-
laires, les propriétés caractéristiques des nombres premiers dans la
théorie ordinaire des nombres, et ces systèmes modulaires premiers
ont aussi, vis-à-vis des domaines de ra t iona l i t é dans lesquels ils
entrent , des propriétés caractéristiques analogues à celles dont jouis-
sent les entiers ra t ionnels premiers relativement au domaine des
nombres ra t ionnels .

Après avoir dé te rminé les systèmes premiers dans chaque domaine ,
nous en déduisons quelques théorèmes, en par t icu l ie r ceux qui senties
analogues du théorème donné par Fermât et de celui donné par Wilson
pour la théorie ordinaire des nombres rationnels.

Si M désigne un système modula i re premier dont les éléments sont
des fonctions i r réduct ibles des variables x, y, ^, ... à coefficients
entiers appartenant à £i, et si r est une fonc t ion quelconque entière
des variables ,r, y, z, ..., à coefficients entiers appartenant à û, le
théorème de Fermât consiste en ce q u e , élevée à la puissance //,
p é tan t un ent ier rationnel premier déterminé et A- un entier rat ionnel
fixé d 'une manière déterminée, la fonction r satisfait à la congruence

r^'ss r ( m o d M ) .

Si h est le p lus pet i t ent ier posit if tel que
/•^•Esr^ttodM),

h peut être appelé la hauteur de la fonction r relativement au système
modula i re M. ,

Nous avons le remarquable théorème suivant :

ri^^r .= ï\i{r - n} s IIP (r, x , y , ̂  .. .) (mod M),

où le premier p rodu i t doi t être étendu à un système de //' fonctions
incongrues r;(^*== 1 ,2 , .. » , //') suivant le mod M, qui sont de^' hau-
teur /< ou de h a u t e u r d, d étant un diviseur de h\ et où le second
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produit s'étend à un nombre déterminé de fonctions irréductibles
P(r, x , y , -s, ...) qui sont entières en toutes les variables. Ces fonc-
tions sont de degré h ou d en r, de degrés déterminés par rapport aux
variables x, y , z , ..., les coefficients des plus hautes puissances de r
dans ces fonctions étant l 'unité, tandis que tous les autres coeffi-
cients sont des entiers rationnels qui ont été réduits suivant le modp.

PREMIÈRE PARTIE.
H I S T O R I Q U E 0).

Les recherches relatives à la théorie des nombres n'ont porté,
jusqu'au commencement de ce siècle, que sur les nombres rat ionnels,
c'est-à-dire sur les nombres qui dérivent de l 'unité par les opérations
de l 'addition, de la soustraction, de là mul t ip l ica t ion et de la division,
et qui ont la propriété de se reproduire par ces opérations, î/iniro-
duction dénombres algébriques dans de telles recherches est due à
Abel qui, dansFintrodaction au Mémoire int i tulé Sur la résolution alge-
brique des équations ( OEuvres Sylow-Lie, t. I l / p . 219) se demande :
« D'abord qu'est-ce que cela veut dire que de satisfaire algébriquement
a u n e équation algébrique? » Comme réponse à cette question, il écrit:
« Lorsqu'il s'agit d'une équation générale, dont tous les coefficients
peuvent, par conséquent, être regardés comme dea variables indépen-
dantes, la résolution d'une telle équation doit consister à exprimer les
racines par des fonctions algébriques des coefficients. Ces fonctions

( 1 ) Donnant un exposé des recherches faites sur les nombres algébriques jusqu'à la
publication de FOumge do KaoNK(XER : Grundzûge einer antlimelischen Théorie der
algebraisûhen Grôssen (Vestschrift zu Ïîe'rrn E..-E. Kummers's fuftfzigjâhrigen Doctor"
Jubilâum'). Berlin, lleimer; ï88a-
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pourront, selon la conception vulgaire de ce mot, contenir des quan-
tités constantes quelconques, algébriques ou non. On pourra y ajouter,
si l'on veut, comme condition particulière, que ces constantes seront
de même des quantités algébriques : ce qui modifierait un peu le pro-
blème. En général, il y a deux cas différents selon que les coefficients
seront des quantités variables ou non. » La classe spéciale d'équations
résolubles qu'Abel traite dans son Ouvrage est celle des équations
appelées par Jordan et Kronecker équations abéliennes.

Une quantité ^ est appelée nombre algébrique lorsqu'elle satisfait à
une équation de la forme

.'r̂  •4- Ci x 1 1 " 1 "4- Cs.z1^-2 -•{-... 4- c^ == o,

où lèse sont des nombres rationnels; lorsque les c sont des entiers
rationnels, Ç est un entier algébrique; lorsque les c sont des fonctions
rationnelles d'un certain nombre de variables w, z, z\ z " , ...,!; est dit
une/onction algébrique de ces variables; et lorsque les c sont des poly-
nômes entiers par rapport aux variables qu'ils contiennent, ^ est un
entier algébrique/onction de ces variables. Parmi les variables qui
entrent dans les c nous pouvons en regarder au moins une, soit w,
comme indépendante. Outre ces variables qui entrent dans ^expression
des racines, il peut apparaître certaines espèces dénombres constants
algébriques ou rationnels. II semble résulter des remarques faites
dans le Mémoire mentionné plus haut (voir aussi KRONECKER, Werke,
édité par ïïensel, t. I l , la première Note de la p. s53) qu^Abel désirait,
dansia solution générale des équations, considérer aussi des quantités
qui notaient pas algébriques, les quantités transcendantes. Les résul-
tats qui ont été obtenus dans l'étude de ces quanti tés sont, comme
leur définition, de nature négative ( < ) .

( 1 ) Consulter sur ce sujet LIOIÎVÏLLE, Sur des classes très étendues de quantités dont
la valeur n'est ni algébrique y ni même réductible a des irrationnelles algébriques {tour-
nai de Math., t. XVI, i85i).

CïL HERMITE, Sur la fonction exponentielle (Comptes rendus, t. LXXVH, 1873).
LiNDEMANN, Ueber die Zabi u{Math» Ànn.y t. XX).
WEïBftSTïUSS, Zu Lindemann's Âbhandiung : Ueber die Ludolph'sche Zahl (Sitz, der

Ber. Âkad.,3 décembre x885).
Voir aussi les Oeuvres de HILBERT, HURWITZ et GORDAN dans le 43e vol. des Math. Ânn.
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Abel mourut sans avoir fait avancer beaocoup la théorie des nombres
algébriques.

Ce fut Gauss qui , le premier, fit faire un grand pas à cette théorie en
« élargissant le champ de l 'Ari thmétique » par l ' introduction des quan-
t i tés algébriques de la forme ci -4- ib (voir Theoria residuomm biqua-
draticomm, commenlalio secundo, i83ï) . Les quanti tés a et b sont des
nombres rationnels et i == \f— s .

Plus tard il considéra les nombres algébriques plus généraux qui
sontcomposésdes racines de l 'uni té . De tels nombres sontspécialement
étudiés par Cauchy ( < ) , Jacobi (2) el Eisenstein ( î t).

Ces mathématiciens rencontrèrent bientôt ce résultat i n a t t e n d u que,
dans le domaine d'investigation considéré, deux nombres n'avaient pas
toujours un plus grand commun diviseur et que des produits de facteurs
irréductibles pouvaient être égaux sans que les facteurs simples
fussent égaux.

KtiMMER \Gratidationsschrift des Breslauer Vfwenitàt, etc. (Bresiau,
184 4)1 écrit : a Maxime dolendurn 'mdalur, yuod' hcac nurnerorum realium
virtus^ ut in f adores primos dissolyi possinl. qui pro eodern/numéro semper
iidem sint, non eculem est numerorum cornpiexorwn, ya(B si esset iota
hœc doctrina^ yuœ ma^nù adhuc difjicullatibufî laboru^ facile cibsoivi el
ad fine m perduci posset. ))

Un entier a1gél)riquc peut être décomposé en un p rodu i t d 'un
nombre fini d'entiers algébriques irréductibles; mais cette décompo-
si t ion n'est pas unique et il n'est p lus vrai que si un p rodu i t est d i v i -
sible par un nombre i r réduct ib le , un de ses facteurs au moins do i t
être divisible par ce nombre. KUMMEB [Zur'Théorie der compleocen Zahlen
(Crelle, 35)] imagina un moyen de surmonter cette diff icul té par l ' in-
troduction d'une nouvel le conception, celle des facteurs premiers
idéaux, et montra que les facteurs premiers ra t ionnels n'étaient pas

( 1 ) CAUCHY, Mémoire sur la théorie cicfi nombre,1} ( Comptes rendus, iS^.o"). — Trois Noies
dans les Comptes rendus f p. 347, 407, 1 3 2 0 ; i84o.

( î " ) 3Acoiîi, OEwres complètes, vol. VI, p. a33, -240, ^54, 275.
( î t) EiSENSTËïN, Ueber eine neue GattiUl^Zahleniheoreliffher Fonctumen, el Beweis dcr

allgeineî/îfften Reciprocitâtsge^etzte zwlachcn reellen wd comple^en Zahlen (£e/\ dcr
K. Àkad. der Wi$$Qti. m Berlin^ î85o) et de nombreux écrits dans le 27e eL le W- vol.
dii Journal de Ç relie.
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les éléments extrêmes Çciusserste}, K u m m e r n 'appl iquai t ces principes
qu'aux nombres a lgébr iques q u i sont dérivés des racines de l ' un i t é ,
Les (acteurs idéaux qu ' i l a i n t r o d u i t s o n f c servi à écarter beaucoup de
dilemmes qui ava ien t déjà été rencontrés par les mathémat ic iens cités
plus h a u t , et ont été !e po in t de départ des recherches plus générales
de Kronecker et Dedek ind .

Les nombreux écrits de K u m m e r sur les u n i t é s complexes sont
donnés par Lampe dans le Ncichmf fur Ernst Eduard Kummer (lahres-
hericht der Deutsch. math. Vereinigung, t. III , p. 2,3); cf. aussi HER-
MÎTE, Notice sur les trwaux de M. Kummer {Comptes rendus, 1893,
p. ri63).

La théorie des fonctions ana ly t i ques fut développée par les savants
de l'école f rança ise* Pendan t son séjour à Paris, D i r i c h l e t avait pu se
mettre très a u c o u r a n t de ce sujet , et de retour en Al lemagne, par ses
leçons sur la théor ie des équa t ions a u x dérivées par t ie l les , il répandit
dans l 'école a l l e m a n d e cette théorie déjà bien connue en France,
grâce sur tou t aux efforts de Fourier , Poisson, Ampère et Monge.
Rie rnann l ' appr i t de Dir ichle t , et c'est sur cette base qu'il fonda la
théorie de R i e r n a n n .

A p p l i q u a rst ses connaissances des méthodes analy t iques aux pro-
blèmes qu i se posent d a n s , l ' é t u d e des quant i tés complexes, Dirichlet
t rouva un moyen s imple et d i rect de les résoudre. Sa première com-
m u n i c a t i o n sur ce sujet est une le t t re adressée î\ L iouv i l l e et insérée
dans les Comptes rendus de 1840.

Les résultats p r i nc ipaux de ces recherches se t rouvent dans les
M.on.ciisbericîile de l 'Académie de Berl in (octobre 1841, avril 184-2 et
mars "1846). Voir aussi les références sur ses ouvrages dans le on-
zième supplément à la Théorie des nombres de Dirichlet , par Dede-
k i n d .

KUMMER [ Gedâchtnissrede cuff Lejeune-Dirichlet ÇAbhandI. der Kônigt.
AkacL der Wiss. z-u Berlin, 1893, p. ï )~ ] d i t que l ' appl ica t ion faite par
Di r i ch le t de l 'analyse à la théorie des nombres f a i t époque dans cette
théorie en créant dans cette branche une nouvelle d i sc ip l ine mathé-
mat ique comme le fî t en Géométr ie l 'appl icat ion (le l 'analyse par Des-
cartes.

Anté r ieurement aux ouvrages de Kronecker, nous pouvons citer ici
Ann. de l'Éc. Normale. 3e Série. Tome XVIII. S. 2
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Sel l ing, qui ( Ueber die idealen Pnmfactoren weldîe aus den Wurzein
efner beùebigen irreductiblen Gleichung rational ^ebildet, sind ÇSchlôm.
Zeits^ t. X, p. 17)"] s'occupe de la réduction des racines p , , p ^ , . . . , ? „
d 'une équat ion algébrique i r réduct ib le

R,, == ao x 1 1 -h ai a^1 -1 +....+• an = o,

où lésa sont. ent iers , en facteurs premiers idéaux et suit une marche
analogue à celle suivie par Kummer dans cette théorie , pour les
nombres formés des racines de l ' un i t é ; Zolotarefî, qu i discuta des
quest ions semblables clans la brochure Sur Ici théorie des nombres com-
plexes ÇJournal de Liowille, y série, t. VI, p. Ô ï et p. 129).

Ceux qui, s'occupèrent de la théorie des congruences supérieures et
dont les recherches semblent avoir ,été ut i les à Kronecker sontSchône-
mann ( < ) et Serret (2).

Apres Gauss le grand maître dans la théorie des nombres fu t Kro-
necker. Il semble qu ' i l , a i t voulu en faire la base de (ouïe la Science
ma théma t ique .

Ce fut Kronecker qui généralisa les principes de Kurnmer et qu i
sentit la nécessité de déf in i r les facteurs premiers idéaux pour les
quan t i t é s algébriques les p lus générales, en comprenant a la fois dans
ces quanti tés les nombres algébriques et les quan t i t é s algébriques
déf in ies à la page 7. Frobenius, dans sa Gedâchinùsrede auf Leopold
KroneckerÇAbhandI. der Kônigl. Akad. der Wiss. zu lÏerUri, ï8()3, p. i),
d i t : (c Par la manière dont le génie de Gauss trai ta les nombres cyclo-
tomiques l 'Algèbre fut redevable à l 'Ar i thmét ique , et la force con-
quérante de Jacobi déposa à ses pieds (de l 'Ar i thmét ique) les immenses
trésors de formules de la théorie des fonctions e l l ip t iques et au service
de Dirichlet elle s ' introduisit dans les méthodes les p lus subt i les de
l'analyse. Ce sera toujours la gloire de Kronecker d 'avoir rendu cette
science, qui se suffisait à elle-même, u t i le à la fois à l'Algèbre et à la

( 1 ) SCÎÏÔWEMANN, ÂUgemeine Sûtze liber Con^ruenzcn, etc. (Journal clé CreLle^ t.. 1,9,
p. %3î et p. 289).

SaïoNEMANN^ Grundzfigc etnar allgemeinen Thcoric dur hôheren Consyruenzerïf et(\
(Journal de C relie y L 31, p» '269).

( 2 ) SI.SMÎŒT, Comptes rendfu, î865, p. 913, el Chapitre IIÎ do son Conn' d ' / l l y b r e
supérieure, fc. lï, ï866.
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Théorie des fonctions; ^ et Kronecker, dans ses Aniritisrecie à l'Aca-
démie de Berl in, d i t : « .Die Verknupfun^ dieser drei Zweige der Mathe-
malik erhôht den Reiz und die Fruchtbarkeù derUntersuchung. »

Les recherches sur les nombres complexes formés des racines des
équa t ions abé l i ennes condu i s i r en t Kronecker au problème algébrico"
a r i t h m é t i q u e de la fo rmat ion de toutes les équations abéî iennes pour
un domaine quelconque de r a t i ona l i t é» II communiqua la solution de
ce problème à l 'Académie de Berlin en i853.

Depuis cette époque on a t t r ibua à Kronecker une habileté toute
spéciale a t rai ter les ques t ions d'Algèbre à un point de vue aritïimé-
t ique et, en s 'occupant de ces problèmes, il conçut l'idée d'étendre
la no t ion , d u c à Gauss, de cong'ruences ayant pour module un entier
à la no t ion de congruences ayant un système arbi t ra i re de modules ,
notion dont Schônemann et Serret avaient déjà eu tous deux une pre-
mière idée.

Hensel, dans la préface du premier Volume des Kronecker s Werke,
écrit, sous le nom à'Adfhmétique générale: « Kronecker étendait l'ap-
plication des conceptions et des méthodes de la théorie des nombres
à la recherche des fonctions rationnelles d'un certain nombre de
variables. Ce très vaste champ de recherches embrasse l 'étude des
systèmes de nombres entiers, la théorie des nombres dans son entier,
les recherches sur les systèmes linéaires, la théorie des dé te rminants ,
les formes h i l inéa i res et quadrat iques et finalement la théorie géné-
rale des nombres algébriques et des fonctions d 'une et de plusieurs
variables. )) La théorie générale permet tan t de traiter ces questions fut
présentée par Kronecker sous une forme condensée et excessivement
diff ici le , à l'occasion du cinquantième anniversaire du doctorat de
Kurnmer dans les Grundzûge einer arùhmelischen Théorie der alge.bmi-
schen Gfôssen.

Dans cet ouvrage, Kronecker employa systématiquement la méthode
des coefficients indéterminés dans la déf ini t ion des quanti tés idéales
et, en se servant de plusieurs variables dans la mise en formules de
ces fonctions, surmonta les difficultés et évita les imperfections ren-
contrées dans l'emploi d'une seule variable.

Au lieu d'associer des espèces plus élevées d'irrationnelles algé-
briques, il élargit la dimension du domaine initial en associant des
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formes de plusieurs indéterminées et donna surtout de nouveaux poin ts
de vue pour ]es domaines de ra t iona l i t é qui. c o n t i e n n e n t non seu lement
des nombres et des fonctions d 'une variable mais encore de plusieurs
variables indépendantes . Au moyen d 'un nombre fini. de q u a n t i t é s algé-
briques entières i l peut exprimer toutes les quan t i t é s de celte sorte qui
a p [) a r t i e n n e n t a u d o m a i n e. L e p 1 u s g ra n d c o m m o n d i v i. s e u r d e p 1 u s i e u r s
quan t i t é s entières n'est pas la seule chose commune à ces quanti tés ,
c'est seu lement un d iv i seur commun de première espèce (S/ufe)^ elles
peuvent avoir aussi des diviseurs communs d'espèce supérieure.

Dedekind fit à la même époque des recherches semblables et indé-
pendantes de celtes de Kronecker, qui le conduis i ren t a une théorie
générale du calcul des nombres algébriques. Dans ses idéaux premiers
il a trouvé, pour les nombres algébriques généraux, les éléments
extrêmes comme Kumrner l'a f a i t dans le cas plus spécial, des nombres
algébriques qui sont formés avec les racines de l ' un i t é . Dans le onzième
Supplément à la Dirichlet^s Za/dentheone et dans d'autres ouvrages
ci lés dans ce volume, Dedekind a fondé pour la théorie générale des
nombres algébriques de véritables Dis^uisUio/ies arùhmeti.cœ,

Domaine de rationalité.

Une fonction donnée de degré //.

/(.r) = a^'1 + a^'1 -1 +... + a,,',

où a^ a^ ..., a^ sont des nombres rationnels, peut toujours être décom-
posée en n facteurs l inéaires, de sorte que l'on a i t

/(^ ) == a^(x — ̂ ) (^ — ,'r,). , .(.:r — ̂ ),

^•o, ̂ , ..., x^ étant les fi racines de l 'équation /"(.x1) == o.
Cette décomposition en facteurs n'est plus possible si nous assujet-

tissons les coefficients à certaines cond i t ions ; par exemple, si nous
voulons que les coefficients des facteurs en lesquels la fonc t ion f(x}
doit être décomposée soient aussi des nombres réels, f(^) ne pourra
engénéral être décomposée qu'en facteurs du premier et du second
degré puisqu 'un tr inôme du second degré à discriminant négatif
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ne peut pas être décomposé en deux facteurs linéaires à coefficients
réels.

Nous pouvons aussi nous proposer de décomposer u n e fonct ion F(^)
à coefficients ent iers en des facteurs qui a i en t aussi leurs coefficients
entiers. Nous savons que cela est souvent impossible.

Nous appel lerons domaine^} un système de nombres ou de quan-
tités en nombre i n f i n i ; par exemple, nous avons le domaine de tousies
ent iers , le domaine de tous les nombres ra t ionnels , qui comprend tous
les ent iers et toutes les f ract ions; etc.

Nous' avons déjà d i t que les nombres ra t ionnels fourn issen t des
nombres rationnels en les ta isant entrer dans des opérations ration-
nelles. Ceci est encore vrai pour les nombres a lgébr iques , c'est-
à-dire qu ' une fonct ion ra t ionne l l e d/un certain nombre de nombres
algébriques est un nombre algébrique. Nous appelons domaine de
rationalité^) un système de q u a n t i t é s tel que toutes les quan t i t é s du
système a i e n t la propriété de se reproduire par des opérations ra t ion-
nelles de sorte que , par exemple, la somme, la différence, le p rodui t
ou le quot ien t de deux nombres quelconques du système soient un
nombre a p p a r t e n a n t au système.

Soient R^, B^, R^, ..., des quantités, où le terme quantité doit
être pris dans le sens ar i thmét ique et algébrique le plus large^ Le
domaine de ra t ional i té de ces quanti tés comprend toutes les fonctions
ra t ionnel les de ces quantités dont les coefficients sont des nombres
ra t ionnels . On peut le désigner parP = (R^, 1 ,̂ I^, ...). Apres avoir
fixé le domaine do ra t iona l i té nous pouvons supposer que les coeffi-
cients d ^ u n e fonction entière d'un certain nombre de variables appar-
t iennent 0 à ce domaine. Cette fonct ion est d i t e décomposahie en
facteurs, lorsq^elle est égale au produit de deux ou plusieurs fonctions
entières de deux variables dont les coefficients appartiennent au même
domaine de rationalité; sinon la fonction est dite irréductible.

(i)je traduis le mot clé Kronocker Bereich par le mot domaine, paréo quo ce mot
oveiile moins Hdéo d'espace que toat autre mot (^ KnoNECKEB,l . l , p. ^9 ) , _

(^ Ce qui correspond à ce que Dedekind appelle Kôrper von Zahlen ou /aWorpe,
(^ Kronecker Ratioiicdità^bereïch. . , .

(>/Sno quantité appartient a un domaino lorsqu'elle est 1-une des quantités qm con-

stituent ce domaine*
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Soit P == (R^, R^, ...) un domaine de rationalité dé te rminé ( ' ) . La
quan t i t é ^ est d i te quantité algébrique (ou fonction algébrique des
q u a n t i t é s R^, W\ . . . dérivée du domaine P si ^ sa t is fa i t à une équa-
t ion algébrique dont les coefficients appar t i ennen t au domaine P.
Toutes les q u a n t i t é s a lgébr iques q u i sont dér ivées d ' un d o m a i n e P
fo rmen t e l les-mêmes u n aut re d o m a i n e de r a t i o n a l i t é .

A chaque q u a n t i t é a lgébrique S correspond une é q u a t i o n irréduc-
t ible / ' ( ^^oqui est sat isfai te par cette q u a n t i t é . Si la fonct ion/^)
est de de^ré n, les n — î au t r e s racines ̂ \ w, . . . , ^^"•i) sont appelées
racines conjuguées de Ç. Ce n'est donc là q u ' u n e no t ion relat ive,
pu i squ 'e l l e se rapporte au d o m a i n e P. Nous pouvons appeler P le
domaine f o n d a m e n t a l (Stammh^reich). Nous d i rons que le domaine P
est le d o m a i n e naturel de ra t iona l i té lo r sque les B sont tous indé-
pendants. Dans ce cas, les fonctions entières de IV10, R^, ..., a coeffi-
cients entiers c o n s t i t u e n t un système de q u a n t i t é s qu i forment u n e
par t ie ou un diviseur du domaine P. Le d o m a i n e f o r m é par ces q u a n t i t é s
ent ières est appelé domaine d'intégrité et est désigné par [ IV15, IV^, ... [.

Une q u a n t i t é ^ est appelée fonction algébrique entière des quan t i t é s
IV0, R^, . . . , ou quantité algébrique entière^ lorsqu'elle sa t i s fa i t à une
équat ion dans l a q u e l l e le coefficient de la p l u s hau te puissance de la
variable est P u n i t é t and i s que les autres coefficients sont. des quant i tés
appartenante (R°\ R^, . . . ) . P u i s q u e les fonctions algébriques entières
des quant i tés algébriques entières sont des quant i t és algébriques
entières, i l en résu l te que toutes les quan t i t é s algébriques entières qu i
sont dérivées du d o m a i n e d ' in tégr i té [ R1'0, R^, . » .j forment elles-
mêmes un autre domaine d ' intégri té .

Il existe un domaine de, ra t ional i té q u i ne comprend que la quant i té
zéro* Nous ne considérerons pas ce cas t r ivial et nous supposerons
toujours que le domaine comprend au moins une quant i t é a différente
de zéro. 11 comprendra donc toutes les quan t i t é s que l'on dédui t de
cette quant i té par des opérations rationnelleSy et par conséquent la
quanti té (L =ï. Par sui te tous les entiers positifs et négatifs ainsi que

( 1 ) Nous écrirons domaine au lieu de domaine de reuiouedité quand il ne pourra pas
en résulter de confusion.
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les fractions appar t iennent à ce domaine. L'ensemble de ces nombres
rationnels forme un domaine de ra t iona l i t é que Kronecker appel le le
domaine absolu de ra t ional i té . Ce domaine est contenu comme d iv i seur
dans tout autre doma ine , sauf dans le domaine t r iv ia l que nous venons
de mentionner .

Si, au domaine de rationalité

P^a^.I^),. . .),

nous adjoignons une quantité î; dérivée de ce domaine, nous avons un
nouveau domaine

P(ç)r==0:,l.VD,B(^ ...).

Toute fonct ion ra t ionnel le de ^ c'est-à-dire de la forme '^ peut,
Ô \ ̂  /

au moyen de l 'équation i r réduc t ib le du n^^ degré /(?;)== o, qui
dé termine ^, être transformée en une fonct ion entière de ^ dont le

. degré est, au plus, n — s Çvoir V Algèbre de Weber, t. î, p. 49^)- P^i*
suite, nous aurons toutes les quantités appartenant au domaine P ( ^ )
si, dans l'expression

^ 4- a^c + ̂  P 4-.. . 4- a,,^ ̂  1 ,

nous prenons pour les a toutes les quantités du d o m a i n e P, et cha-
cune des quantités de P(^) est obtenue une fois seulement lorsque
l 'on s u b s t i t u e ces valeurs dans la forme l inéaire.

P ( ^ ) peut donc être appelé un domaine du n16^ degré. Si i;0^
E;^, . . . . ̂ '1) sont les racines conjuguées de ^, P^^), P^25), . . .,
P (^ f ) ) s ' appe l len t les domaines conjugués de P ( ^ ) ? et le p r o d u i t
des domaines P(^), P^01), . . . . P^^-0) s'appelle le norme du
d o m a i n e P (S)-

Lorsque toutes les quan t i t é s appartenant à l ' u n des domaines se
trouvent aussi dans un autre d o m a i n e , on dit que ce dernier doma ine
contient le premier domaine et le premier est appelé un diviseur an
second.

Par exemple, le domaine d'intégrité [B.0^ B.^» • • .] est un diviseur
du domaine (B^, B^ . . .) et le domaine P(^) contient le domaine
fondamentale. Toutes ces quanti tés algébriques, qui appar t iennent
au domaine P ( ^ ) y forment un genus ÇGaltung) de quant i tés aigé-
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br iques , et le domaine P ( £ ) peu t s 'appeler le genus ^ lorsqu'on veut
le d i s t i n g u e r d 'un autre domaine .

Pins petit conimmi multiple ou produit de plusieurs domaines.

Soient ^, ïj, *(, . . . , des quant i tés a lgébr iques dérivées du domaine
P = ( R ^ , R^), . . . )

et qu i sa t is font , par conséquent, a u x équa t ions a lgébr iques

/(j-)=o, ^(r)"^o, / / (^ ) - - -o , ...,

respectivement de degré a, h, < ? , . . . , et d o n t les coefficients sont des
q u a n t i t é s a p p a r t e n a n t au d o m a i n e P. Formons les d o m a i n e s P('ï;),
P ("/)), P('C), .. . . Le p lus pe t i t c o m m u n m u l t i p l e de ces domaines est
un domaine composé du système de nombres le p lus p e t i t poss ible qu i
c o n t i e n n e tous les nombres a p p a r t e n a n t à ces d o m a i n e s ; c'est-à-dire
que c'est le domaine q u i c o n t i e n t la t o t a l i t é des fonc t ions r a t i o n n e l l e s
de '$ ," /] / ( , . . . . Nous pouvons donc dire que P (^ Y], ^ • • •) est le p lus
p e t i t c o m m u n r n u l t i p l e ou le p r o d u i t do ces d o m a i n e s P(^), P(r|),
P(O. . ._ . .

Si m a i n t e n a n t i l est poss ible de d é d u i r e u n e q u a n t i t é co ( e l l e q u e
(A) soit u n e f o n c t i o n r a t i onne l l e de t o u t e s les q u a n t i t é s ?, Y], £, . . . et,
en môme temps, que chacune des quan t i t é s Ç, T], 'C, . . . soit u n e fonc-
t ion r a t i o n n e l l e de co, le d o m a i n e P^y] ,^ , * » . ) est i d e n t i q u e au
d o m a i n e P(co) == û.

Pour montrer que l'on peut avoir une (onct ion te l le que (Q, il suffi t
de choisir pour ro une fonct ion ra t ionnel le de Ç, r;, t, . . ., telle que
les a. b. < ? . . . . valeurs que G) prend lorsque nous remplaçons !;, r\,t, . . .
par leurs valeurs conjuguées, soient toutes d i f fé ren tes .

Le cas le p lu s s imple d 'une telle fonc t ion est l 'expression l i néa i r e
(r=:Ç ^-p-n -K/Ç+. . .,

où, d'après la méthode de Ganter (MCI/À. Ann., t- V, p. i33), les quan -
tités /?, y, . . . ont été choisies de manière à rempl i r les condi t ions
voulues. La proposition peut être alors démontrée , par exemple, par
l a m é t h o d e d e W e b e r ( 4 / g ' . , t . I , p . 5 o o ) .
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Conception plus précise d'un domaine du n^6 degré.
Domaines algébriques ou finis.

Nous dirons que n quant i tés ^» ̂  • • " » ^-< du domaine P(Ç) sont
l inéairement indépendantes q u a n d il n'est pas possible de trouver
n quanti tés a^ a^ . . ., a^^ du domaine P telles que l'on ait

GSoÇo-l- ^1^1 "4-. . ."4-- Œ,^^_i= 0.

Un domaine est d i t fini du. n1^16 degré lorsqu'il contient n quanti tés
l inéa i rement indépendantes, mais que n+ s quant i tés quelconques du
domaine sont l inéa i rement dépendantes.

Par exemple, les q u a n t i t é s i , S;, ^2, S3, , . ., ^~1 du domaine P(^ )
sont l i néa i r emen t indépendantes , mais une autre q u a n t i t é Y) du do-
maine P (^ ) peut être exprimée par une expression de la forme

Y3 == Oo-(-^ ^ + Oâ ̂ -4-. . . + <7/,-i ̂ l-',

où ^o, a^ .. , , a,̂  sont des nombres du domaine P.
Dans un domaine du n^00® degré, chaque système de n quantités

l inéa i rement indépendantes forme une base du domaine. Si l'on mul-
t ipl ie par tous les nombres ra t ionnels les n quant i tés d'une base d'un
domaine et si l'on a joute les résultats , on a toutes les quantités du
domaine, et chacune d'elles n'est o b t e n u e qu 'une fois.

Nous pouvons donc a ins i dé f in i r le degré d 'un domaine à l'aide du
domaine lui-même sans employer la quant i té particulière Ç de ce
domaine.

Relat ivement aux domaines infinis , nous ne pouvons donner que
des résultats négatifs comme, du reste, leur déf in i t ion , qui doit
s'énoncer d 'une manière négative.

Un domaine f ini peut ne con ten i r que des nombres algébriques; un
tel domaine sera, en conséquence, appelé un domaine algébrique. Le
seul domaine du premier degré est le domaine des nombres ration-
nels. Nous le désignerons par P(i) ou P. Ce domaine est contenu dans
tous les autres et peut être nommé le domaine absolu P.

Si nous adjoignons au domaine P les racines d'une équation irré-
ductible, le domaine qui en résulte est fini, et nous obtenons tous les

Ann. de l ' É c . Normale. 3e Série. Tome XVIII. 9.3
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domaines finis possibles si nous adjoignons à P les racines de toutes les
équations irréductibles possibles.

Pour démontrer ce théorème, il nous suff i t de montrer que dans tout
domaine fini A de degré n il existe une quan t i t é algébrique au moyen
de laquelle le domaine algébrique est complètement déterminé.

Si u est une quanti té arbi t raire du domaine A, elle satisfai t à une
équation i r réduct ible de degré p , par exemple, dont les cocff îcienlB
appartiennent au domaine P. Nous pouvons former le nouveau do-
maine P(^) qui contient les p q u a n t i t é s l inéa i rement i n d é p e n d a n t e s
j, il, . . ., ^-1. Sin>/? , le domaine A cont ient au moins u n e aul re
quanti té u' qu i est l inéa i rement indépendan te des quan t i t é s i , u, ...,
u^1. Nous adjoignons cette q u a n t i t é au domaine P(^) et nous avons
P(a, i/)^?^), par exemple, où v sa t i s fa i t à une équa t ion irréduc-
tible de degré q^n. Si q<^n, nous con t inuerons à opérer de mémo
jusqu'à ce que f i n a l e m e n t nous arrivions, par u n nombre f i n i d'opéra-
lions, à un domaine P(^) d u ^î<'lne degré.

Il peu t y avoir plusieurs de ces q u a n t i t é s x, et qu i so ient difTé-
rentes. Soitj u n e au t r e de ces quant i tés q u i vérifie aussi une é q u a l î o n
irréductible du n^6 degré.

• On voit par la manière môme dont ces quan t i t és ont été formées que
a? et y peuvent être expr imées r a t i onne l l emen t en fonc t ion l 'une de
l'autre. De telles quant i t és sont appelées q u a n t i t é s primilwes dans le
domaine A qu'elles dé t e rminen t complètement. Le doma ine P(^) est
identique à P(y)- La méthode suivante, donnée par le professeur Fro-
benius , peut être employée pour rechercher si la q u a n t i t é y d u domaine
P (,r) est pr imi t ive ou non.
, Soient ^l(1), x^, . . ,, ̂ ^ les q u a n t i t é s conjuguées de oc. Soit

j== (p(.r) où y désigne une fonction ra t ionne l le , et formons l'expres-
sion suivante, dans laquelle l est une quant i t é variable :
.. . [^ç(^)][^~y(^):l...[^-?(^r l ))]=^(^;
g ( t ) est une fonction entière de t dont les coeff icients appar t i ennent
au/domaine P, p u i s q u e les fonctions symétriques élémentaires de x,
oc'\ . .. peuvent être exprimées en fonction des coefficients de l'équa-
t ion irréductible à laquel le a? sat isfai t . En posant
/ v 1 , : , y=9(^), /=:y(.^),, ,.., j^^sp^--1)/ ,
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l'équation ci-dessus devient

(^ ~ 7) (^--y )... (^y"-1 ) == ̂ ),

équation du n^^ degré qui a y pour racine. Si y est une quantité pri-
mitive, elle satisfait à une équat ion irréductible du ^kme degré; et
dans ce cas les n— i fonctions cp(^). . .ç(^^-^) peuvent donner
n — i valeurs différentes y^^y^, . . ..y^""^, conjuguées dey.

Il est clair que les domaines (^ ,E^,R^, ...),\y, R,0, R^, ...)
sont iden t iques puisque les éléments de l 'un des domaines peuvent
s 'exprimer ra t ionnel lement en fonction des éléments de l 'autre et que,
inversement, les éléments du second domaine peuvent s'exprimer
ra t ionne l lement en fonction des éléments du premier. De plus, une
fonc t ion ra t ionnel le des éléments d 'un domaine peut être adjointe au
domaine sans l 'altérer, et, puisqu 'un élément d'un domaine de ratio-
na l i t é peut s 'exprimer ra t ionnel lement en fonction des autres élé-
ments, on peut l'écarter du domaine.

Diviseurs d'un domaine donné.

Nous pouvons énoncer le lemme suivant :
LEMME. — Sif(^) est une fonction entière irréductible de x dont les

coefficients appartiennent au domaine de rationalité déterminé P, et si
g ( x ) est une autre fonction de x dont les coefficients appartiennent aussi
à un domaine P, j e dis que, si gÇx} a avec fÇx) une racine commune,
chaque racine de fÇx^ est une racine de gÇxyet, par conséquent, que
ff ( x ) est divisible parfCx) si nous négligeons un facteur constant.

Il en résultera aussi que :
x° Une équation irréductible ne peut avoir aucune racine commune

avec une équation de degré infér ieur ;
^° Une équation irréductible ne peut pas avoir de racines mul-

tiples;
3° Deux équations irréductibles ne peuvent pas avoir de racines

communes; ...
4° Lorsque le produit de deux fonctions entières est divisible par
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une fonction irréductible, un des facteurs est divisible par celte
fonction ;

5° Une fonction réductible ne peut être décomposée en facteurs
irréductibles que â\me seule manière.

Soit h (s) une équation irréductible de degré c dont les coefficient»
appartiennent au domaine fondamental P, et soient^ , z^^ . . . , ^{€ " u

les quantités conjuguées de s. Formons le genre -s,
r=p(^) ,

et soit.r une q u a n t i t é appar tenant à ce dernier domaine, de telle sorte
que, cependant, x soit une fonct ion rationnelle de z, soit x === <f(z\
et formons les expressions

oc ==y(s),
^ ==(p(^) ,
xW ^f(sW),

.a^-^y^^-1^

Nous allons main tenant former la fonction
F(^) -= (<î~ ̂ ) (^ - ̂ 1) . -(^- .r^-"10),

ou
F(^ = [ ^ ^ ( z ) ] [ t - 9(^)]... [l ~ y(^c-^):].

fonction entière de degré <? dont les coefficients (appartiennent au do-
maine P.

Je dis que F(^) est, soit une/onction irréductible, soit une puissance
d'une fonction irréductible.

Car si F ( t ) est résoluble, soit/(^) un de ses facteurs irréductibles
de degré a, qui devient nul pour t^- î?(s) par exemple; on a

/[y(^)]=o.

Cette équation a donc une racine commune avec l 'équation irréduc-
tible h {s) == o ; par conséquent

/[cp(^)]=o, /[yC^^^o, ^, /[<p(^-*))]=o,

desorteque chaque racine de l'équation T ( t ) == o satisfait à l'équation
irréductible/^) === o.
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Des lors, en négligeant un facteur constant, on a

Fc(^=[/a(Q]^

où n est un entier positif.
Formons maintenant le genus x^

A=P(^) ,

où x satisfait à une équation irréductible f{x) ==o de degré a, dont
les coefficients appart iennent à P. Puisque x est aussi une quanti té
appartenant au domaine F, nous voyons que x est une fonction ration-
nelle de z , et nous dirons que le domaine A est un diviseur du do-
maine T. De la relation c= a.n, on d é d u i t que le degré du domaine A
est un diviseur du degré du domaine F, lorsque A est un diviseur de F.
Si n == s , la fonction F(^) est i r réduct ible , et toutes les racines x,
x\. . ., ^""-̂  de F( / )== o sont différentes. Des lors, x satisfait à une
équation irréductible de degrés, et les quantités i,^,.^2 , ..., x^
sont c quanti tés indépendantes appar tenant au domaine F. Donc toute
autre q u a n t i t é s du domaine F peut être exprimée rationnellement en
fonction de x, de sorte que Fon a z =y,(^), où ^ désigne une fonc-
tion rat ionnel le . Dans ce cas, les domaines A et F sont identiques.

S in^ ï , lèse quanti tés <p0),î(^), . - . , cp^"0) peuvent être dis-
tribuées par groupes, dans chacun desquels il y a n quanti tés égales,
de sorte que

x ==y('s) =9(^i) =9(^2) =.. .•=(?(^-i),
^' "^(.o ==(p«) ==9(54) ==...=cp(4-i)»

. . * . . < - . . » * . • • • * • — • • * • • * * • • • • • • • • - - • • • * • • • • * • • ?
^»-1) ̂  y ̂ (0-1)) ̂  y (^-") -= Ç (aT") =-••= «P -̂'l1'),

les quantités (p(s^') désignant les quanti tés ©(s) , .. ., çC^"1'). quel
que soit leur ordre.

Formons maintenant la fonction ^(/,a-)=ç(Q - x, fonction qui
s'annule pour les n valeurs t == s, z,, .. ., s,_,.

Soit ,
ff{t, 0;}=(t—2) ( z — Z t ) . - - { t — Z n - i ) ,

le plus grand commun diviseur de la fonction ̂ {t,x) et de la fonction
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de degré c, h(t), de sorte que, dans le domaine A == P (a?), z satisfait
à une équa t ion ̂ ) de degré n == ^ '

Nous pouvons mont re r que, dans le domaine P(^), la fonct ion g { t }
est i r réduct ible . En effet, si g{t} était réduc t ib le , supposons que le
Facteur i r réduct ible de g{t) qui cont ient la racine z soit G(^^) .
Puisque x == ç(^), on a

G[^9(^)]=o.

Mais, comme les coefficients de cet te équa t ion appar t i ennent au
domaine P, l 'équation G == o s 'annule aussi pour les autres valeurs
i == z^ ..., t= z,^i pour lesquelles ̂ (.ï) s 'annule, et, par conséquent,
à un facteur constant près, G(;r) === ff(^\ ̂  ffÇ1} ^st i r r éduc t ib l e dans
le doma ine P(<^).

y»

Ainsi, le de^ré de T relativement ait domaine A est :: ? s ' i l était c rela"^ a
iwemeni au domaine P<

Soit y une seconde quant i té appar t enan t au domaine T, et formons
le genus P(y)==B. Supposons qifil y a i t une nouvelle distribution
des quant i tés c correspondant au domaine T, soit

j ^^(s) =^(^0 =^(^,) =...=^(^^.,^),
y -=^(^) =^(^) ==^(^) -,..=^«^),

y^)^^(^^))=4/(^ÎQ=tH<•• lQ=•.•^
On peut montrer que y est une fonction ra t ionnel le de oc dont les
coefficients appar t i ennen t au domaine P. Si, de plus, lesquantkésy,
y, ...,y^~° sont toutes différentes, x est aussi une fonct ion rat ionnel le
de j dont les coeff icients sont aussi des quant i tés du domaineP, eties
domaines A etB sont iden t iques . Nous avons ainsi la notion de Y iden-
tité de deux gênera P(^) et P(j) qui tous deux sont diviseurs du
genus P(^). , ' ' .

Nous;avôns vu que, si le degré a d'un domaine diviseur A est plus
petit que le degré c du domaine Ty il correspond à ce diviseur une
dis t r ibu t ion des c quant i tés Xy ^it), ...,A^°, en un groupe de n quan-
ti tés égales. Mais les c ne peuvent être distribués en un système de n
parties égales que d'un nombre fini de manières. Il peut se faire qu'à
plusieurs de ces distributions il ne corresponde aucune division du
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domaine F; mais à chaque division il correspondra une seule distri-
bution.

Donc un domaine algébrique n'a qu'an nombre fini de d iv is ions
.différentes; et Von peut voir, réciproquement , que, si un domaine n'a
qu 'un nombre fini de d iv is ions , il est algébrique (voir, par exemple,
BACIÏMANN, Math. Ann., t. XVIII, p. 449)-

Hédûction d'un domaine de rationalité lorsque, au lien du domaine- fonda-
, mental P, on prend pour domaine de rationalité un autre domaine P(j)

dérivé du domaine fondamental.

1 La q u a n t i t é oc é tant u n e quant i té p r imi t ive de P(.r) = A satisfait a
une équa t ion i r réduc t ib le fa(x} == o de degré a. Soit y une quantité
dérivée de P et une quant i té p r imi t ive du d o m a i n e P(y) '==B de
degré b. Soit , de plus,
• c r ^ P ( ^ ) x P ( j ) = P ( ^ )
de degré c le plus pet i t commun m u l t i p l e de A et B.

Dès lors, pu i sque A. est un d iv i seur de F, x^ (f(z) est une fonction
ra t ionne l l e de z e t i 'on a c = a.n où n est un entier; de même c = h.m
.où m est un entier. '

De plus, pu i sque P(^) == P(^,y), s est une fonction rat ionnel le
de x et dej telle que z = j^', j), par exemple. ^ • • ! . ^

Si ma in t enan t nous adjoignons y au domaine fondamental , , dans le
domaine résu l tan t , en vertu des équations ^==cp(£.) , ^===y;(^,y),
,T sera une fonct ion r a t ionne l l e de s et aussi z sera une fonction ration-
nelle de x. Il résulte par sui te que, puisque > est une fonct ion pr imi-
tive du domaine "^ x est aussi une quan t i t é pr imit ive de ce domaine et

sa t i s fa i t à une équation irréductible de degré ^ que nous avons appelée
, G.(^y)=o. . . • ; ,

ï / . . . . . . . . -

Des lors, si P est le domaine de rationalité, le domaine A- estide
degré a. Mais si P(j) = B est choisi pour domaine de rat ionali té , A-est
de degré 0'== ^; et dans ce dernier cas A peut être représenté-pariînè
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expression de là forme

Pô -+" Pi ̂  + . . . -h pa'-l ̂ ''"^

où les P sont les quanti tés ra t ionnel les du domaine P(y). Si, d'autre
part, A était a jouté au domaine fondamental P, le degré de B serait

^=^.
a

Dès lors, 6' et a' sont reliés par la relation c == a6' == &a'. Soit B == P(y)
un domaine dans lequel y est une q u a n t i t é pr imi t ive , et soit y une
quantité conjuguée dey. Si F(^,y), G(^,j) , sont deux fonctions
telles queF(^ ,y) soit d iv i s ib le parG(^,y), il en résulte que F(r/,y)
est divisible par G(u,y).

Nous avons dit plus haut que, dans le domaine P,»r satisfait à I/équa-
tion irréductible/^) == o, et que, dans le domaine P(j), oc satisfait
à l 'équation irréductible G^(u,y) === o. II en résulte que/^(^) est divi-

ï
sible par G,.(^,j) et, par conséquent, aussi par G/.(^,y), puisque

ï î
fa(u) reste i n v n r i a b l e q u a n d y est remplacé parj*.

Des lors, chacune d e s q u a n l i î é s G(^,y), G(^,y'), ..., GÇu.y^"^)
cont ient au moins une des nuîin(?s de/(a). Et pu isque les coefficients
du p rodu i t de ces fonct ions appart iennent au domaine P, il en résulte
que ce produit est égal à une puissance de/(^) et par su i te à la puis-

csance — -a

Plus grand commun divisenr de deux ou plusieurs domaines.

Soient A et B deux domaines dérivés du domaine fondamental P.
Ces deux domtunes ont, en général, en plus des quant i tés qui appsn^
t iennent au domaine P, d'autres quant i tés en commun* Toutes les
quantités qui sont communes aux deux domaines forment un autre
domaine qu'on appelle le plus grand commun diçùeur des deux
domaines. Si A et B sont des domaines finis, Ï) est aussi f i n i ; e t si test
une quan t i t é primitive de D telle que D = = P ( / ) » t est une fonction
rationnelle de ^e t y

^==<p(<y). t=^{y).
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Considérons les quatre domaines définis plus haut A, B,r, D de degrés
respectivement égaux à, a, b, c et d.

La q u a n t i t é u === x satisfait à l 'équalion irréductibley^(^) == o rela-
tivement au domaine P et à l'équation irréductible G,.(^,j) = o rela-

b

t ivement au domaine P(,r). Soit maintenant Die domaine de rationalité
donné. Dès lors, relativement à ce domaine, u = oc satisfait à l'équa-
tion B^(?/ ,^)= o, où les coefficients appart iennent au domaine D et,

'd
puisque D est un diviseur deB, aussi au domaine B. Par suite, oc satis-
fait dans B à l 'équation ÏL(^, /) == o et, comme nous l'avons dit plus

7l

haut, x satisfait aussi dans B à l 'équation irréductible Gc(^,y) = o.
b

Des lors H,,(^, /) considéré comme fonction de u doit être divisible
7l

par G^(^,y) et par conséquent
a ^ c
d ""' î '

Sous certaines conditions, cd=ab, par exemple dans le cas des
domaines normaux (Galois) (voir C. JORDAN, Math. Ann., t. I, p. i 4 i ?
ou BACHMANN, Math. Ann., t. XVIII, p. ^60).

Si A est un domaine normal, d'après la déf ini t ion d'un tel domaine
les racines x^\ sc^, . . . , x ^ ' ^ de l 'équation irréductible faÇ11) == 0

peuvent s'exprimer ra t ionnel lement en fonction de .^quanti té primi-
tive à l aque l le , dans ce domaine, elles sont conjuguées.

G(a,j), étant un diviseur de /(^), cont ient quelques-unes des
racines de/(^), de sorte que, par conséquent,

G ( u, y) = (u — x) ( u — x') ( u ~ x" ) ....

Les coefficients de G(u,y) appart iennent au domaine B; mais puisque
x\ oc", , . . , , sont des fonct ions rationnelles de x^ ces coefficients appar-
t iennent aussi au. domaine A et, par conséquent aussi à D, le plus grand
commun diviseur de A et B. Mais dans D la quant i té u == oc satisfait à
l'équation i r réduct ible H(^)=:o; dès lors G est d ivis ib le par H et,
puisque, d'après ce qui précède, FI était divisible par G, il en résulte
que G = H ou ab = cd.

Ann. de VÉc, Normale. 3e Série. Tome XVIÏI. ^-4
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Égalité relative de deux domaines.

Supposons que du domaine fondamental P on a i t dérivé le domaine
P ( ^ ) = = A dans lequel la quant i té primit ive x satisfait à l 'équation
i r réduct ib le faÇu) = û, de sorte que chaque quant i té appartenant au
d o m a i n e A peut être mise sous la forme

RO H- H i x •+- lia X2 -+•. . . + B a-i ̂ l,

les quant i tés R appartenant au domaine P.
Supposons m a i n t e n a n t que d ' u n - a u t r e d o m a i n e fondamen ta l P" on

ail dérivé le doma ine P ' Ç x ) == A/ dans lequel, la q u a n t i t é p r i m i t i v e s
satisfai t à la même équat ion irréductible / a { ^ - ) ̂  o» de sorte que les
coefficients de cette équation appa r t i ennen t aussi au, domaine P'.

'Nous di rons que les deux domaines A et A' sont relativement égaux.
Les coefficients àef^Çu) == o appar tenant aux. deux domaines P et P"
appar t iennent au p lus ^'rand commun diviseur de ces domaines. Des
iors, toutes les quan t i t é s du domaine h! peuvent être mises sous la
forme

I^^:R;.r^,...^,B^^.^-i,

ou les quantités R^, ... a p p a r t i e n n e n t au domaine diviseur. Nouspou"
vous maintenant é tab l i r comme il suit le théorèrne démontré plus
haut.

r ASi cd === ab, les deux domaines ,. et j. sont relativement égaux.

•Cardans.. la quanti té x est une quan t i t é pr imit ive ' qui satisfait à
l'équation irréductible H^(^) = o, etx est aussi une quanti té primi"

d
Ttive du domaine ".. satisfaisant à l 'équat ion irréductible G^u, y ) == o.

li
De plus, puisque G^(a,y) == H^(^), comme nous l'avons montré

î , "îî "
•in A

plus haut , il en résulte que les domaines .. et y. sont relativement
équivalents.

Sur les domaines relatifs de rationalité, voir HÏLBERT, Jahresberic/it
der Deuts. Math. Vereirligung, t. IV, p. aoX
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Extension de la notion de division. Modules et idéaux.

Nous pouvons dire qu'un nombre entier algébrique p. appartenant
au domaine û est décomposable en facteurs, s'il existe dans û deux
entiers algébriques [ĵ  et (^ différents des unités algébriques de fïtels
que

^.==^.i^.

Cette définition correspond à la définition de la divisibilité des
entiers rationnels.

Car si p- == (x, ;ĵ  si, de plus, nous désignons le norme de p. par m,
et si nous écrivons N(p^) == m^ N((^2)=^, on a m = rn^m^ de
sorte que la d i v i s i b i l i t é de p, parles deux facteurs [̂  et p-a correspond
à la décomposition de l'entier rationnel m en deux facteurs qui sont
ici m^ et m^; aussi, correspondant au cas où les normes sont des
nombres premiers, il est clair qu'il existe des entiers algébriques qui
ne sont pas décomposables en facteurs-

Mais ici nous rencontrons une diff iculté : La décomposition d'un
nombre algébrique en facteurs irréductibles n'est pas unique. Prenons,
par exemple, le domaine Û == P(0), où

^+5==o.

Dans ce domaine 6 = = = 2 . 3 = = ( i + 0 ) ( ï — 0) et, dans les deux cas,
les (acteurs sont irréductibles [voir DEDEKIND ( j ), p. 45 ï].

Pour surmonter la diff icul té , nous ferons usage de la not ion de
divis ion généralisée comme il suit par Kummer.

Dans le domaine des nombres rat ionnels P, nous savons ce que l'on
appelle le plus grand commun diviseur de plusieurs nombres a, b,
c, . . . . Ce diviseur d peufcêtre mis sous la forme

cl= ax -+- by -+- cz -J^. ..,

où oc, y , z , ... sont des entiers déterminés.

0) Nous n'indiquerons que le nom de M. Dcdekind lorsque l'on devra se reporter à la
Dirichîct's Zakientheorie, par Dedekind, 4e édition.
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Nous pourrons dire qu'un nombre rat ionnel m est divisible p a r l e
complexe a, b, c, ..., lorsque nous pourrons déterminer des entiers
x1\y\ z\ ... tels que

m == ax1 4- by' -+- cz' -4-....

Mais il est clair que, tant que nous resterons dans le domaine P,
cette conception de la d i v i s i b i l i t é sera superflue, puisque tout nombre
divisible par le complexe a, b, c, ... est d iv i s ib l e par le plus grand
commun diviseur cl des nombres a, &, e, . . . , et tout nombre qui est
divisible par d est divisible aussi par le complexe a, b, c, .... Dès
lors, tant que nous resterons dans le domaine des nombres rationnels,
la notion de divis ib i l i té par le complexe a, b, c, ... est ident ique à
celle de la divisibi l i té par d.

L'entier m est divisible par c/s ' i l existe un entier x tel que ?n=dx.
Nous avons encore le théorème s u i v a n t : Si le produit de plusieurs

entiers est divisible par un nombre premier p , au moins l'un de ses facteurs
est divisible par p ; de là, il résulte que tout en t i e r est décomposable en
un 'produi t d'un nombre fini de facteurs entiers et cela d'une seule
manière*

Mais si le domaine (î est un domaine algébrique arbi t raire , on dit
encore qu'un nombre algébrique (JL de ce domaine est divisible par un
entier algébrique ë appartenant à û si l'on peut déterminer dans û un
entier algébrique Ç tel que l'on ait p. == â^.

On dit de môme que le nombre algébrique p est divisible par le
complexe formé des nombres algébriques a, I?, y, ... de û si l'on peut
déterminer dans û des entiers algébriques Ç, y], *(, , . . tels que

^ = a£, -h (3rj + yÇ -h....

Cette conception n'est plus superflue. Car supposons que S soit un
autre nombre algébrique par lequel les nombres algébriques a ,B,y, . . ,
soient divisibles, chaque nombre q u i est d iv i s ib le pa r l e complexe a,
p/y, ... est aussi divisible par à. Mais la proposition inverse n'est pas
vraie; tout nombre ,qui est divisible de 5 n^estpas forcément divisible
par le complexe.a, [3, y, ... ; car» dans ce cas, ë doit avoir la forme

$ = a^ 4-P^ 4" yÇ^..,,
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où E\ ïf, * € , . . . sont des entiers algébriques de û, et, dans cette hypo-
thèse, o est divisible par chaque diviseur commun aux nombres a, (3,
y, ... et doit être, par conséquent, le plus grand commun diviseur de
ces nombres dans le sens qu'on lui donne ordinairement dans la
théorie des entiers rationnels.

Mais, dans ce sens, le plus grand commun diviseur des nombres
algébriques a, ?, y, ... n'existe que tant que nous restons dans le
domaine in f in i des entiers algébriques. Si nous ne considérons plus le
domaine û, il existe quelque chose qui est l 'analogue du plus grand
commun diviseur des nombres rat ionnels. D'autre part, à moins que
nous ne prenions un domaine f i n i de ra t iona l i té déterminée auquel
toutes nos quanti tés doivent appartenir , il n'existe rien d'analogue au
nombre premier , et la not ion de décomposition un ique d 'un entier en
facteurs premiers n'existe plus. En effet, tant que nous resterons dans
le domaine in f in i de tous les nombres algébriques, si a est un ent ier
algébrique, a === \/a \/a et \/a est aussi un nombre algébrique. Par con-
séquent tout ent ier algébrique est décomposable en facteurs ad infi'
nitum.

Dès lors, la notion de divisibilité par le complexe des nombres algé-
briques a, p, y, ... n'est p lus superflue lorsque nous nous l imitons à
un domaine f ini déterminé Û; et nous pouvons, par conséquent, dire
cm''un nombre algébrique [j- est divisible par le complexe a, ?, y, ... s il
est possible de déterminer des entiers algébriques ^, Y], Ç, ... tels que

^ =1 ai; 4- pn -h yÇ -t-...,

où toutes les quantités introduites appartiennent au domaine û.
Par cette définit ion, nous arrivons à la théorie des formes linéaires

^ + j3^ -+- y.Ç 4- . . . ,

où les variables Ç, Y], t, . . . , sont des entiers algébriques de û, tandis
que les coefficients de la forme l inéaire a, ?, y, ... sont des nombres
entiers ou fractionnaires du domaine ÛL

L'ensemble des nombres algébriques qui sont représentés par la
forme linéaire

a.'r -t- (3y +y^ -4-.. - ,

où les coefficients sont des nombres de Û et .r, y, z, ... des entiers
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ra t ionnels , est appelé par Dedekind (p. 494) module ( f ) et dés igné par
[a, p, y, ... ] ==•- a, par exemple. Les quant i tés a, ?, y, . . . s 'appellent
les éléments du m o d u l e .

La dé f in i t ion suivante du module est plus générale et p lus abstraite
en ce qu'elle ne fait pas in terverni r la concept ion de la forme l inéa i re :
Un module est un système de nombres ayant la propriété suiçante : la dif-
férence de deux nombres quelconques du système est un nombre qui
appartient au système.

Un nombre pi est d iv i s ib le par le module fa , [3, y, . . .], lorsque l'on
peut déterminer des entiers rationnels x, y, z , . . . , tels que

[ j , •==. a T 4- (3 y + y •= • • - ( - " . . . ,*

et le module
b==(^,i32,^, ...)

est divisible par le module

o — (a,, ̂ a;,, ...),

lorsque ^•(?== ï , 2, 3, ...) est d iv i s ib l e par a, ou, ce q u i r ev ien t au
même, lorsque tout nombre d i v i s i b l e par b est aussi d iv i s ib l e par a*

Si tous les nombres divisibles par le module a pîu.rvent être mis
sous la forme

ai ^"i -1- a^ .z'2 -h.. . •4- ^n ̂ nï

où ^,, .r^, . . . , x^ sont des entiers ra t ionnels et les coefficients a,,
a^, . . . , a,^ des nombres d iv is ib les par le module a, le modu le a est
appelé module fini de rang n, et les q u a n t i t é s a< ,a^ . . . , a,^ s 'appel lent
/M^ de ce module .

Le produit ab de deux modules a et b peu t être déf in i comme le
complexe de nombres formés en a j o u t a n t de toutes les façons possibles
les produits ajrl où Fon doi t prendre pour a t o u t nombre divis ible par a
et pour (3 tout nombre divisible par ib.

( 1 ) Comme le fait Dedokind (p. 541) , nous appellerons cet ensemble do nombres un
module pour ne pas confondrô avôc le mot rnodulw do Gauss. Ces mots ont respoetivo-
ïnent modules et moduli polir pluriels.
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En particulier le produit de deux modules finis

11= (ai, Oî, . . ., a,/) el b •==. ((3i, (̂ , . .., i3,/,)

est

ab ==(aipi, Gîipa, . . ., ^p//,, ^âpi, a^, . . ., a^p^, . . ., a^(3i, a,/^, . . ., a,,.j3^).

Le quot ien t des deux modu les a e f c i b peut se définir comme é t an t le
complexe k de tous les nombres li, tels que ko > b où, avec Dedekind
(p. 4q5), nous emploierons > comme symbole de la division; de sorte
que lui ̂ > b signifie que ko est divisible par b.

Si l 'on a tui > b, on a aussi k > " et vice verm : si II > - on a aussi
k a > b .

Soit b un m o d u l e et désignons par a° le module r t" Des lors le mo-
dule a0 est formé de tous les nombres h qui sont tels que luî>rt. Il
est clair que l ' u n i t é est comprise parmi ces nombres et par conséquent

i > ii0.

Si maintenant k est un module et si ha>a , on a k> r t ° ; et si
li ^> 0°, on a kû ^> a.

Sur le module a 0 , on peut démontrer les théorèmes suivants

2'

3°

< c»

iïa1'^: a,

a
^= r t ?

t^a0^; a0,

Un module £ qu i a les deux propriétés

•2°

££ > £,

1> S

est appelé par Kronecker un An ou S/̂ (^ ÇGrundzùge, p. 10); par
Dedekind (p. 5o5) un ordre (Ordmmg).

Puisque i > s, on voit que tous les entiers rationnels sont divisibles
par un species.
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Nous pouvons donc appeler a0 le species de module iï. Ce mo-
dule a0 a, pour le module rt, les mêmes propriétés que Vunùé dans le
domaine des nombres rat ionnels.

Modules de rang n dans un domaine de degré n. — Les modules qui
appa r t i ennen t à un domaine û de degré n peuvent être soit f i n i s , soit
infinis. Dedekind (p. 497) donne un exemple de m o d u l e i n f i n i . Dans
un d o m a i n e de degré n le rang d 'un module f ini ne peut être plus
grand que n; s inon le domaine c o n t i e n d r a i t plus de n quant i tés indé-
pendantes . Si. donc a •-= f a , , a^, . . . , a//j est u n m o d u l e dans û et de
rang n, et si les é l émen t s o^, a^ , . . . , a// forment une base de ce mo-
dule, tous les nombres qui appar t iennent au m o d u l e peuvent être mis
sous la forme

ai ,Ti -I- a^z'a -4- . . , + <y.nXn,

où les x sont des entiers rationnels ; et tous les nombres appar tenant
au domaine û sont de la forme

ai/y-i- agra-t". . . 4- ^/'/^

où les rsont des nombres raûonnek.
Supposons que ^ soit une quan t i t é arbi traire du domaine û, telle

que
(3 •=-:: ai pi 4- ̂  p^ -h. .. -4- a,, p,/

et supposons que l 'entier p soit le plus grand c o m m u n d iv i seur des
entiers qui en t ren t dans les dénomina teurs de p , , p,>, ..., p,,; on a

pp =:= ^ipip "4"- a^pap •+•. . . -h a//p,/p.

Puisque p ^ p , p ^ p , . . . , p^p sont des entiers, il est clair que pf4 est
divisible par le module a. Des lors, nous avons le théorème su ivan t :

Toute quantité appartenant au domaine iîpeuty en la multipliant par
un entier rationnel, donner une quanti(é qui appartienne au module il.

Un domaine est un module de rang infini. Tous les entiers algé-
briques qui appartiennent a û (domaine de degré n) forment un module
fini de rang n. Dedekind désigne ce module par 9 (p. 537). Si les n
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entiers algébriques (T^, (^, . . . , <^ forment une base du module <\ la
forme l inéaire

(ï'i ̂ i -+- ^î^î -!-...+ (T'y, ,r//

représente, pour des valeurs entières et rationnelles des variables .r,,
.z-a, . . . , œ,^ les entiers algébriques du domaine û, et tout ent ier algé-
br ique de [î peut être mis sous la forme

n'i^'i + (ï'2^2+ • • • -l- ^'/î''y/?,

où ^i, x^, . . . , x^ sont des ent iers rat ionnels .

Modules entiers. — Nous pouvons ma in tenan t d é f i n i r un m o d u l e
entier, un module qui est divisible par le module p.

Puisque tou t doma ine , a l 'exception du domaine t r i v i a l formé seule-
ment de zéros, con t ien t l ' u n i t é , i l en résulte q u e le m o d u l e c est tel
que

i > (,.'

et, par conséquent, i l en résulte aussi que les entiers rat ionnels sont
divisibles par (-\

Pu i sque le produi t et la somme d'entiers algébriques sont des en-
tiers algébriques, nous avons aussi

( a ) ^(; ou P^ ^

De plus, p u i s q u e i > (; et c ^> P, on a

et, de (a) et (&), nous déduisons

Des lors, v est un species.
Puisque, de plus,

on voit que ^ est son propre specieîf.
Nous appellerons, par conséquent, v le species principal. Kronecker

se sert aussi d u mot Hauptart ÇGrundzuge, p. 15 ) -
^fin. dv. l'Éc. Normale. 39 Série. Tome XVIÏI. S.S
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Entiers cilgébric/ues. -— Nous pouvons aussi donner une nouvelle et
meilleure définition d'un emier algébrique : Si"r\ eft un nombre aigé-
brique tel qu'il existe un module fini ù, tel que r\û •> 0, T] est un entier
algébrique, et si 'q est un entier algébrique, il existe un module fini tel
que Y](t;> a.

.Etant donnée cette d é f i n i t i o n des ent iers a lgébr iaues , on peu t éta-
b l i r les théorèmes suivants :

1 ° Si a et {3 sont des entiers algébriques, la somme, la différence et le
produit de a et p sont des entiers al^èbncjues;

2° Si oj satisfait a une équation algébrique dans laquelle le coefficient
de la plus haute puissance de la varialde est l'unité et les autres coeffi-
cients sont des entiers algébriques, (s) est un entier algébrique.

Soitû un domaine a lgébr ique de degré n et soient (x, a, p, y, . . .
des nombres arbi t ra i res appa r t enan t à ce domaine . On d i t que [M est
d i v i s i b l e par le complexe a, p, y, . . . lo r squ ' i l existe dans û des
nombres algébriques ^, r;, "(, . . ., 1°, q u i on t la propriété d'être des
ent iers a lgébr iques et, 20, q u i sont tels que

y. r= ai; •-h (3rj 4- yÇ + . .. .

On volt que le système des nombres tels que p, qu i peuvent être
représentés pari /expression ci-dessus, forment im module d'après la
déf in i t ion générale du module donnée p. 3o.

De p lus , si w^ n^, . . ., w,, est une base du système 9 d'entiers algé-
briques de û tel le que

^ := w,^ + (TW^ 4" . . . + ̂ ^^,

ri -::= w, x^} -4- w, x^ 4- . . . 4- ^ '„ ̂  \ "

;x a la forme
p. ̂  a t^i .r^1 ) 4- a ̂  x^ ^r . .. 4- a w'n x^ >

4- (3 (ï'i a'W 4-. p ̂ ^(D ̂  . . ̂ ., p ̂  ̂ )

Puisque aw^a^a, ... sont des nombres appartenant au domaine iî,
on. voit que p. peut être donnée1 par une forme linéaire d'un nombre
fini d'entiers rationnels dont les coefficients ! appar t iennent à û.
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Comme ce nombre est f in i , le rang- de ce module ne peut être plus
grand que le degré n de Q. et, de plus, puisque ^, w.^ . . ., n^ sont
indépendants , le rang n'est pas inférieur à n.

Dès lors, le module formé de tous ces nombres algébriques a du
domaine 0, q u i peuvent se mettre sous la forme

^ -+- (3-/î -4- y'Ç 4- . . .,

où les coefficients a, (î, y, . . . sont des quan t i t és entières ou fraction-
naires de û et les nombres ï;, Y], * ( , ' • • des ent iers algébriques de û,
est un module de rang n dans le domaine û de degré n.

Ce système de nombres s'appellera un idéal et sera désigné par
(a, (S, y, . . .). Si, dès lors, a, (3, y, . . . sont des q u a n t i t é s de Û,
l'idéal (a, p, y, . . .) est formé de tous les nombres contenus dans
l'expression

^ 4- ^r\ 4- yÇ + . . .,

<w/ ^, Y], Ç, . . . .yo/^ des entiers algébriques de û, tandis que le module
[ a, p, "y, . . .) est formé de tous ceux de ces nombres qui sont contenus
dans F expression

a^-h(3r» +• yÇ-t-. . .,

où. £;, Y], ^, . . . sont des nombres entiers rationnels.
On voi t en même temps (voir DEDEKÏIND, p. 55i) que si

a== (a, j3,y, . . .),

rt . „^iï "=: a, - == ii et aussi cr-=: ^.
7 c

De la dernière relat ion, i l résulte que le species d'un idéal est le
specles principal . Nous pouvons alors définir les idéaux comme étant
ceux des modules finis dont le species est le species principal.

Le species principal v est lui-même un idéal, puisque w==^ , et cet
idéal î^a la même place dans le domaine û que l 'unité dans le domaine
des nombres rationnels.

Un idéal est entier lorsqu'il ne renferme que des nombres entiers
algébriques. Dans le présent Mémoire, nous n'aurons à considérer que
des idéaux ent iers , et la discussion qui va suivre se bornera aux
idéaux de cette sorte.
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Avec Dedekind {note de la p. 495), nous désignerons le p l u s grand
commun diviseur de deux modules par le symbole -4- et par le sym-
bole — le plus pe t i t c o m m u n m u l t i p l e de deux modules .

Deux idéaux a et h sont premiers entre eux lorsque
il H- b = (\

Un idéal en t ie r o, qui n'est d iv i s ib le par a u c u n autre idéal en t ie r ,
sauf par il el v, s 'appel le un idéal premier; et si a n^i pas cet te pro-
priété, on l'appelle un idéal composé.

Système modulaire de Kronecker. Congruences supérieures.

Dans les Disquisùiones Arùhmel/.cœ (Ai\'v. i), Gauss donne la déf in i -
tion suivante : Si la d i f férence de deux entiers ra t ionnels a et b est
divisible par l 'entier rat ionnel m, les entiers a et b sont d i t s congruenis
relat ivement à m; nous appel lerons/^ le modulas et c h a c u n des en t i e r s
ci et b est d î t , dans le premier cas, u n résida de l ' au t r e ; dans le second
cas, un /lon-résidu.

Plus lo in (ART. 2)» i l montre que tous les rés idus d'un nombre
ent ier a, relativement au modu lus m, sont contenus dans la formule

a 4- A: ni,

ou k est un entier indéterminé .
Des lors, tous les entiers qui peuvent être mis sous la forme

..., a — 3m, a — a m, a — m, a, a •+• /n, a 4- ^in a -h 3 m y .. .,

seront dits corigruenis, modula m, et la série des nombres a 4" /cm
est complètement déterminée par les deux quant i tés suivantes : le
modulus donné m et un terme quelconque de la série,

Kronecker (Werke, t. III1, p. î48, ou Journal de Crelle, t. 99, p. 33o
et suiv.) dit que deux formes linéaires des variables x et x 1 ' ,

a-h&.r, , a' "4- b''a/

sont équivalente,^ si l 'une peut se transformer en Fautre par les substi-
tu t ions entières

,-r = (y.x1' + (3, x' == a'' x -4- (S'\
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Les cond i t ions nécessaires et suffisantes de cette équivalence sont
donc

b==:±br, a ss a' (mod b);

de sorte que la conception de la congruence de nombres ei^Eof (mod m)
est entièrement iden t ique à la conception de l'équivalence des formes
linéaires a 4- mx et a! ~\-r^ x {voir aussi KROISECKEU, t. III1, p. î i 4 ) -
Le passage nature l de la notion de congruence à un seul modulus à la
not ion plus générale de congruences relatives à un système de rnoduli
s ' impose i m m é d i a t e m e n t lorsque, au lieu de formes l inéaires à une
var iable , nous considérons des formes linéaires d 'un nombre quel-
conque de variables telles que

a -h m^x^ 4- rn^x^-\-. . . •+- rn^^'y^

ou toutes les quanti tés in t rodu i tes sont des entiers rationnels; et ,
comme plus haut, nous dirons que les deux formes

// =; [A . /! =-- V

a "+- ̂  m i, X],, a' -4- ̂  m'/, Xf,
h = 1 A =• 1

sont équivalentes, lorsque l 'une peut se transformer dans l'autre par
les subs t i tu t ions entières

.r// = c/.o -+- ̂  Chk ̂  ^ = €IcQ + ̂  c'/^ x^
k h

( A = = I , 2, . . . , f J . ; /C == 1, 2, . . . , V ) ,

dans lesquels les 6' sont des entiers rationnels.
Dès lors, les conditions nécessaires et suffisantes pour que les

formes
/l=[J. Â-=V

a ̂  2 m/t X { 1 et ar 4" -S/??7'' 'Z>Â'
/^I />•=!

soient équivalentes sont exprimées par les équations

( A ) a == a' -+- ̂  c;,o m^ a7 = a -h ̂  c/,o m /„
/c ^

( B ) /î? A == ̂  c'{,f, m^ WA- = ̂  ^^A- ̂ ^A
A- ^

(A ==1,2 , . . .,?.; ^=1, 2, . . ., ^)-
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Les coefficients entiers c et c' dans les équa t ions (A) et (B) ont des
valeurs part iculières. Donnons- leur toutes les valeurs ent ières ; comme
dans le cas d 'un seul module , Vensemble des nombres qu i peuvent se
mettre sous la forme

/; -=: \î.
a-\- V' Cf^mf,

h = 1

peut être caractérisé en disant qu ' i l s sont congruents l ' un à l 'autre ,
relativement au système modula i re jw, , m^, . . ., /n.j1.

Si. nous tenons compte des re la t ions (B), l 'ensemble des nombres
qui appartiennent à la forme

h .= [L

^+ ^/^O^-//

h == 1

est le même que celui des nombres q u i appar t i ennen t à la forme
A-=v

af^^c^m^
A- :^ l

de sorte que la notion de l'équivalence des deux systèmes modulaires

(wi, m^ ..., m^) et (m^ m^ ..., ///:,)

en est une conséquence na tu re l l e - Ces équat ions (B) sont, par consé-
quent, caraetémiiques de l ' équiva lence

(w,, rn^ . . ., m^) c^> {m\, in'^ . .., m'^).

Dès lors, les condit ions nécessaires et suffisantes de l 'équivalence
des formes l inéaires !

/( = [î. h ̂  ')

a~\~ > rn^x/i ci a14- ̂  w-l. '̂l.
h^A ^ /.„::= l

sont exprimées par la congruence
a s= a^ (rnod /ni, m-^ * . ., rn^),

en même temp^ que l 'équivalence
(m^ m^y ..., m^)<^(in^ m^ ...,/;^).



SUR LES SYSTÈMES MODULAIRES DE KRONECKER. S,3()

En procédant de même, nous pouvons étendre la not ion de systèmes
modulaires, dans le cas traité ci-dessus, au cas plus général où A, M ^ ,
SL, .. ., A L ; A", M',, Ml», . .., M^ sont des quant i tés entières du do-
maine ^2.

Nous déf in i rons l 'équivalence des systèmes modulaires

( M i , M 2 , . . . , M ^ ) et ( M ^ M s , . . . ,M: , ) ,

et la congruence de deux quan t i t é s A et A' re la t ivement à l ' u n de ces
systèmes modulaires par le système d 'équat ions

( A ) A ^.A'+^^M;,, A/ -=r.A+^b^M^
/. h

( B ) M/. ::-."= ̂  U,,, M,,, M /, •--= ̂  bf,, M/,,
À- h

( À r = . i , -l, . . .,p.; k=i î , 3, . , . , V ) ,

dans lesquelles les 7^ et les !/ sont des quan t i t é s entières de ^2.
Ces mêmes équat ions servent aussi à définir l 'équivalence des formes

linéaires
// == [A /»• = V

A+^M/ .X, cl A^+^M^X;,,
// = î /• = î

p u i s q u e , à l 'aide des équations (A) et (B), ces formes peuvent être
transformées l 'une dans l 'autre par des subs t i tu t ions à coefficients en-
tiers appar tenant à û; et i 'équivalence de ces deux formes l inéaires est
caractérisée par la congru ence

A s s A ^ m o d M ^ M ^ . . . , M^),

en même temps que l'équivalence
(Mi , M',, . . . ,M^)^ (M^M: , , . . . , My).

Si les p- équations (B) sont vérifiées, c'est-à-dire si

M//, ss o ( mod Mi, Mg, *.., M,v ) (A "= r , -2, . ., ^),

on dit que le système modula i re (M,, Ma, . . . , Mp,) contient le système
(M^'JVC, .... M;/), et si lesdeux systèmes se contiennentTun et l 'autre,
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nous avons l 'équivalence ( ' )

(M, , M,, ...,1^)^(1^, M;, . . . , M y ) .

Des lors, si nous nous servons de la no t ion de divis ion déjà in t ro-
du i te , et si nous disons qu 'une quantité k est divis ible par le système
modula i re

(M,, M,, . . . , M , )
lorsque

Â-=ES o ( m o d M ; , M';, . . . , M:/),

nous voyons qu 'un système modula i re coniientnn autre système modu-
laire lorsque chaque élément du premier système est d i v i s i b l e par le
second système, c'est-à-dire si

(Mi, M.,, . . . , M(,) s oCrnodM",, M:^ . . . , M'y),

ou, en se servant du symbole de la division dû à Dedekind , si l'on a

(M, ,1VL, . . . , M^XM^ir,, .... Mv).

De même si
(M\,M^ . . . , M ' v ) > ( M i , I V L , . . . , M ( , ) ,

nous avons l 'équivalence

( M p M , , . . . , M p , ) c ^ ( M i , M , , . . . , :M;,).

De ce qui précède il résulte qu 'un système modu la i r e c o n t i e n t un
aut re système modulaire lorsqu' i l est d iv is ib le par ce système modu-
laire, Dès lors, les deux notions : être elmsible par et être contenu dans,
q u i sont, dans le langage usuel, opposées l 'une à l'autre, sont ici iden-
t iques .

Si, pour abréger, nous désignons le système modulaire

(Mi , M,, . . . , M p . ) . , .
par M, et si nous posons

, „ (M^, M;, . .^Mv^lT,

( I ) ^rKRONK(XEH, Journal de CreUe, t. 99, p . 4 3 - A , o u Werke, IIÏ11, p. i 5 t , ei aufôi
Tournai de Crelle, t. 9â, { ) . 77, on J'Ferkc, ÏI, p. 33 î.
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nous dirons que le système modulaire M est divisible par le système mo-
dulaire W lorsque toute quantité divisible par M est aussi divisible par W.

Cette défini t ion est en contradic t ion avec la notion habi tuel le de
d i v i s i o n ; car ici la partie est. divisible par le t ou t . Elle est aussi en
contradict ion avec la notion de d i v i s i b i l i t é de deux domaines de ratio-
nal i té , mais comme nous n'aurons guère à nous occuper des doma ines
de rat ionali té, qu i , comme nous l 'avons d i t ci-dessus, ne sont pas des
modules finis, nous ne r isquons pas de faire de confusion.

Si M est divis ible par M', nous dirons que M' est un diviseur^ M et
que M est un multiple de M'.

Si. M > IT et W > W\ on a M > M'.
Les éléments M^, Ms, ..., M'^; M^, M^, ..., M^ ont été définis comme

étant des quant i tés entières du domaine û.
Nous prendrons îpour les éléments M, , .... M^, 'M\, .... M, des

fonctions entières d'une ou de plusieurs variables don t les coefficients
sont des entiers algébriques de Qi, et nous nous imposerons de plus la
condit ion que [JL et v soient des entiers finis.

Il est évident que tout système (M^, M,», ..., Mp.) peut être trans-
formé en un système équivalent en ajoutant ou en retranchant de
chèque élément du système un ou plusieurs des autres éléments; et
t ou t élément peut être ajouté à un système modulaire ou en être en"
levé lorsque cet élément est divisible par les éléments qu i restent (la
d iv i s i b i l i t é étant prise dans le sens que nous avons employé p lus
haut).

Supposons que

(!) [.P?/l(^)»/2(^)î - • •?.AO). /^(<3?),/^0), ...,/^«(^)]

soit un système modulaire dans lequel p est un entier rat ionnel pre-
mier,/(^),/^(^), ...,/,,(^), Âi(^), /b(x), ..., /i^(x) des fonctions
entières en x à coefficients entiers rat ionnels, ou, comme nous dirons
pour abréger, des fonctions qui appar t iennent au domaine d ' in tégr i té
f i , ,r|; les entiers m et n sont finis. Le domaine général d' intégrité est
ainsi l i m i t é au cas très spécial [i, œ], afin de pouvoir démontrer un
théorème qui éclaircira plusieurs des principes fondamentaux déjà
établis.

Arm. de VÈc. Normale. 36 Série. Tome XVUI. S.ô
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Nous dirons (voir aussi p. 29) qu 'une fonction fÇoc) est divisible
par une fonction g{oc) re la t ivement au modulusp , lorsque nous pour-
rons trouver dans le domaine d ' intégri té [i, x\ deux fonct ions o(;r) et
'^(.r), telles que

/ (^)==^(^)9(.r)+^^(^),
OU

/(.r) =^(.r) 9(.z-) (mod^).

Lorsqu'on ne peut pas trouver de telles fonct ions on d i t que/(.r)
e s t irréductible ( m o d p ).

Nous allons démontrer le théorème suivant :
Si les m fonctions précédentes h^ (^), /^(.^), .. ., h^(x) dépendent

linéairement des n fonctions linéairement indépendantes j\ (.r), f^ (x ),...,
fn (''r) (mod/?), fe système (l) /x^/ ^re remplacé par un système (fui ne
contient que n éléments qui sont linéairement indépendants (mod p ).

En effet, si Ài('^) dépend l inéairement des fonctions/'(.r), nous
avons

h,^) Â-(.r) E=/,(.r)y,(.:r) +f^ 9,(.^) 4- . .. 4-^(.:r) ̂ (.r),

ou^(.r), Ç f (^ ) , ?2(^)» • * • » Î'^C'^) ^'ont des fonctions de [ t , ^ ] .
De plus si

k (^) s ̂ i (.r ) Â'i (.f ) ( mod p),

ou 5'i (tr) est irréductible (modp), il s^nsuit qae
( ï ) ^i (.r) /"i (^) ̂ i (^) ̂ /i (.-r) Ci (.r) -h/s (J;) cp^ (^) + ,.. -h//, (.r) 9,, (.r) (niod/^),

et que toutes les fonctions çi(<2?), 92(^')» • - . - » ?^(«^) ûe sont pas d iv i -
sibles par ^-1 (.r)(fnod/?); sinon ^(^O pourrait être mis en facteur
dans rexpression (i).

Supposons que g\{^) et ç^(^) n'aient pas de fac teu r ' commun
(mod p), de sorte que nous paissions, par conséquent, par l'algo-
rithme du plus grand commun diviseur, dé terminer deux facteurs
(^ (<r) et <I>i (^) tels que

^(.z^GïÇ.r) -h 91 (^^(.r) ss i <mo(,I^).

.En mul t ip l iant la congruence (i) par G/(.r), nous avons
[ï-9i(^)^(^)]^(^)ÂK^)

^Gi(^)[/i(^)ç,(^)+/2(^)?2(^)+...+A,(.r)y,,(^)] (mod^),
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ou, si nous posons

(^) Gi(^)/i(.r)-e)i(.r)^(.r)/^(^)r=/('i)(.r),

i l s 'ensuit que

( 2 ) /^(^^(.^^^(.^/^(.ï)

-+- Gi C^)LA(<r)o,(.r).+...-+-/. (,r)ç,(.r)] (mod^);

De même, en m u l t i p l i a n t (ï) par <Di (.r), nous avons

<I>,(.z>)^(,:z•)/•,(^)^,(.:r)-/,(.r)[^.(^)Gl(.r)-I]

+ ^i (^) [.A (^) ?2 M -+-...+ ,A ( x ) o/, (;r)] ( mod p )
OU

(3) /,(.r)^ ^,Cr)/^(.r) 4- <I> r̂) L/,(.r) y,(.r) + . . .+/,(^)?.(.r);| (mod/.)-

On voit , d'après la relat ion (a), que/0^^) peut être a jou té comme
é l é m e n t au système modula i re (I), et d'après (3) il s 'ensuit que ,
lorsque cela aura été ta i t , nous pourrons enlever/i ( x ) de ce système.

Nous remarquerons de plus que /^(^r),/^ (^)<,f^ (^), • • • > / ^ ( ^ ' )
sont l inéairement indépendants et que les éléments h^ (^), h^ Çx), ...,
À^(.r) peuvent s 'exprimer l i n é a i r e m e n t en fonc t ion de ces éléments.

lîn comparant les re la t ions ( ï ) et (2), on voit que, dans le pre-
mier cas :

ff^ ( x ) k ^ ( ^ ) A ( (^) peut s 'exprimer l inéairement en fonction de
j\ ( x ) , f^ (.r), ...,^(,r), et dans le second cas que k, (.r) À, (x}
p e u t s 'exprimer l i n é a i r e m e n t en fonc t ion de ̂ ^(.r),/^.^), ...,/^<r).

Mais , dans le second cas, nous avons fait . d i s p a r a î t r e un des facteurs
i r réduct ib les (mod/.>)^(.r) de k{x).

En c o n t i n u a n t de la sorte, nous pouvons arriver à faire disparaî t re ,
l ' un après l 'autre» tous les facteurs i r r éduc t ib l e s de kÇx) et, par con-
séquent , / c ( x ) lui-même. Nous aurons donc f i n a l e m e n t expr imé/^ Çx)
par une fonc t ion l inéai re de n variables indépendan tes qui remplace
f\ (^Q^.AC^)» - • -^AC^) clans un autre système» sans que le système
ini t ia l cesse de rester équivalent à lui-même. L'élément h^Çx) peut
être supprimé du système. Nous pouvons, de la même manière, en-
lever tous les éléments /^(^), ..., A^(^), et nous avons encore un
système qui est équivalent au système modulaire (I).
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En employant les méthodes qui ont été données ensui te , on peut
démont re r ce même théorème pour les systèmes modulai res q u i on t
pour éléments des fonctions entières de plusieurs variables dont les
coefficients sont des ent iers algébriques de ÛL

Plus petit commun multiple de deux systèmes modulaires.

Si
I. == (L( , L^, . . . , ,L>,),
M = ( M ^ M , , . . . , M , , ) ,
N ^ ( N , , N 2 , . . . , N v )

sont trois systèmes modulaires dans lesquels les éléments sont des
fonctions entières d 'un nombre quelconque de variables et dont les
coefficients sont des entiers algébriques de û et si, de plus,

L > M et L > N ,

L est un mult iple de M et de N.
Toutes les quant i tés qui sont divisibles par L sont divisibles à la (bis

par M et par N. 11 peut y avoir d'autres quant i tés qui sont d iv is ib les a
la fois par M et par N et qui ne le sont pas par L, et il peut se faire
encore qu'il n'y ait aucune q u a n t i t é divisible à la fois par M et N.

Des lors, s'il existe un plus petit commun mul t i p l e L des deux sys-
tèmes M et N, il jouit des propriétés suivantes :

i° II est divisible à la fois par M et par N ;
2° Un autre multiple commun à M et N est divisible par L.
Avec Dedekind (note de la p. 495), nous écrirons

L = M ^ - N = N - M ,

II s'ensuit immédiatement que, si M, N et P sont trois systèmes mo-
dulaires qui ont un plus petit commun multiple,

(M- N) - P= M - (N - P) == (M - P)- N.
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Plus grand commun diviseur de deux ou plusieurs systèmes
modulaires.

Soient
1) = = ( D , , 1),, . . . , l ) g ) ,
M = ( M i , M - 2 , . . . , M ^ ) ,
N = ( N 1 , N,, . . . ,N, , ) ,

trois systèmes modulaires et supposons que l'on ait

M>I) et N > D .

I) sera alors un diviseur commun à la fois à M et N.
Si D est le plus grand commun diviseur de ces deux systèmes, il a

les deux caractéristiques suivantes :
1°

M > D et N>I ) ;

2° Un autre diviseur commun K à M et à N est un diviseur de D.
En employant la notation de Dedekind, nous écrirons

D -= M -h N.

On voit immédia tement que

D = : ( M , , M , , . . . , M ^ N , , N , , . . . , N v ) ,
car 1°

(M,, M,, . . . , M p N . i , N 2 , . . . , N v )

est un diviseur des deux systèmes M et N;
Et 2° si K est un diviseur de M et N, de sorte que l'on ait

on a
M > K et N > K ,

( M , , M ^ . . . , M p N , , N , , . . . , N v ) > K .

Dans le domaine des nombres rationnels, deux entiers sont dits
premiers entre eux lorsque leur plus grand commun diviseur est
l'unité.

Dans le même domaine, deux systèmes modulaires M et N sont dits
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premiers entre eux lorsque M 4- N == i, c'est-à-dire lorsque

( M i , M ^ , . . . , M p , N i , N , , ...,N,J=-i.

Lorsque celte condi t ion est remplie on voit que l ' u n i t é est un é lément
q u i peut être ad jo in t au système

(Mi, Ma, . . . , M p . , N , , N 2 , . . . , N v ) .

Par exemple, les systèmes (2,^), (2, -A -4- x) sont premiers entre
eux. Car on a

(^,x\ r-h .^•)(^[^,r^—^(ï-+-,r), r-h .r]c^(^, — ,r, r 4- ,r) co (•>., — .r, i)^ r .

Dans le cas général, c'est-à-dire lorsque d e u x systèmes modula i re s
appa r t enan t à un d o m a i n e que lconque d ' in tégr i t é sont premiers entre
eux, voir pages 36 et 55.

Digression sur la théorie des équations.

Nous avons déjà considéré des domaines de r a t i o n a l i t é d 'un cer ta in
degré, des modules d 'un cer ta in rang; nous a l l o n s m a i n t e n a n t intro-
d u i r e la no t ion de Vespéce d ' un système modu la i r e \Stufe ( f ) , vo i r
Kroneckers Gruruhage, p. 70; ou Werke, t . I I , p. 326].

Dans la théorie des équat ions , nous pouvons avoir m équa t ions con-
tenan t n quan t i t é s ^, x^ ..., oc,, où m^n; par exemple, les m équa-
t i o n s peuvent, être mises sous la fo rme de

' Cn (.r^~a^ +Ci2 (.ra—^) •+-.. .+ (hn (.'^— a,,} 4-71 — o,

( j ) , ^i (• r l—^î)+<'22(^â"^)+..•4-^^(.r , ,~^)4-^=
• • • • • • * • » ' ' " - > • » . • « . * . • . . . , , « , , ,,

Cm l ( -y î — ^i ) -h- C,/,2 ( ̂  — €1^ ) +1. . . 4- C^ n ( .^/, — a,, ) 4- ;/,// --: 0,

où les c sont des constantes déterminées et y ^ , y ^ , " ^ 7m des séries
en

, ^ ï — ^ ^â—^, ' , . < * , ^—^, /» ,

( î ) Dans le QuaHerly Journal, vo!. XXVJJ, p. ï63, je traduis lo moISurfe par lo mol
anglais Kifid.
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dans lesquelles chaque terme est de dimension ( 1 ) plus grande que un .
Les quanti tés a,, a.^ ..., a^ forment un système déterminé de valeurs
des variables qui satisfait aux m équations.

Si m a i n t e n a n t un des déterminants, soit

^ll ? cl•2f ' • • i C [ / n

^l» CÏ1'> - ' ' y C.^,i

1 ^'fii\j ^fiiïî • ' • ? Cni nt \

est d i f férent de zéro, nous pouvons écrire

.^l —r / i =6"\i (.^,,H.--i—^+i)+C^ (.r^2~^4..3)+. . .4-c^_^ (,^^-^)+y^

.r^ —^ =-:c^ (.r///^i—^^+,)-+-c^ (.y///-+.â—a/^2)+. . ••-1-c^,^^ (x,,—a^+'^,,

x,n — a^-== c^ i ( .:r,/̂ i — a,,;.,(..i ) -4- c^ g ( .r,/,,+â~ ^//f+a) •+-...-{-1.1^^,.,,/^ ( .r̂  — a//) -h- y/,//,

ou les c1 sont des constantes déterminées.
A l 'aide de ces équations, nous pouvons exprimer

.2*1 —•• <2i, x^ — a^ .. ., œ^ — a^

à l'aide de n — m différences restantes.
Le procédé régulier de développement de la série est le suivant :

Nous posons
Z'i '== ° > Xâ ̂  °» • • • > x'///. ̂  °»

et nous avons pouro^ — ai , ^3 — a^, ..., x^— a^ des expressions qu i
sont les premières valeurs approchées. Nous subst i tuons ces premières
valeurs approchées dans y^, )Q, ..,, y^ et négligeant les termes de
dimension supérieure ou égale à la troisième, nous obtenons les se-
condes valeurs approchées. En continuant ainsi, nous pouvons obtenir
les séries cherchées.

Weierstrass di t que les équations (I) contenant les n quantités x^
^;2, ..., x^ définissent une structure ou configuration Çanalytisches

( 1 ) On appelle dimension d'un terme la somme des exposants des variables qui v
entrent et dimension d'une fonction la dimension du terme qui a la plus grande dimen-
sion.
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Gebilde') de Çn—m)^0 espèce ÇSlufe) dans le domaine des n quan-
ti i e s oc ^ y tA' 2 ? • * " 9 v v /i "

Nous pouvons dire que le système des équations (I) est un système
d'équations de m'1^ espèce dans le domaine des quant i t és ̂ , ̂ , ...,
^.

En particulier, s[m===n, un système d'équations de n^1^ espèce
définit une structure ana ly t ique d'espèce o dans le domaine des quan-
tités x^ cc^, ..., x,^

Supposons ma in tenan t que

(II )

/i (x^x^ . . ., .z^)=o,
/a (.ri, .r^, .. ., ̂ )= o,

fm(^îj ^î- - • • > ^n} ^^S

soient m équations algébriques entières par rapport aux variables / r< ,
x^, ..., x^, les coefficients é tant des entiers de Û respectivement de
dimens ions d^ d^, ..., d^.

Nous ferons d'abord, dans les équations (Ï.Ï), les subst i tu t ions

;ri == n^ ^i 4- ^ 1 2 ^a-l-"... 4- ^i// ^//,

,^'g rr: ('7^^ ^i 4"" ff'tî -^a "i'̂ "" ' • . •"h U^n ^ i i f

'^n ̂  ̂ /n -^i •+ ^/<.2 ^2 "̂  * * • ""̂  alln ^rn

où nous pouvons choisir les entiers algébriques a/y, de telle sorte
i° Que l'on ai t

A = [ a^ \ ̂  o ;

2° Que, dans les équations obtenues,

III )
^\ {^ i f -^'2 y • • • •> ^n ) -""•" ̂

,̂ "2 ( -^ I? ^â» • • ' î ^/Jt) '::""::1 ^^

S'm \ ̂ l ? -^2» * ' " f ̂ n ) ""rl" 0?& W \ w 1 7 ̂  2 » ! * ' " f ^ II

le degré en chacune des variablessoit égal à la d imens ion de la fonc t ion .
' Nous évitons ainsi les diff icul tés que l'on rencontrerai t autre-

men t clans les résultanis, telles que l ' introducîion de valeurs in f in i e s
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parmi les racines, c'est-à-dire les systèmes de quant i tés telles que
(^, 1:2, ..., ̂ ) qui, substituées aux variables dans (III), rendent simul-
tanément nulles ces équations; et de même, en donnant les valeurs
^, ^2, . . . ,^«^ aux n — i variables a?!, r^, ..., ^_^ il ne pourra y
avoir ici un nombre infini de valeurs Ç/z pour^. De plus, un facteur
de l 'une quelconque des équations (III) contient toutes les variables.

Nous pouvons faire maintenant la transformation de Liouville

Z •==- ^i-Si 4- ^2-^2 4- . . . -i- Un^ni

où u^ u^, ..., u^ sont des quantités entières indéterminées de û.
Mult ipl ions chacune des équations (III) par u^ ( ï = i , 2 , . . . , m ) et

dans ces équat ions écrivons à la place de u^Zn l'expression

-S — Z/l^i — f•l2z2— • • • —^n- i^n- l*

Les résultats de ces transformations seront désignés par les quantités

(S.V) ^-(^1,^2, .. .,^-iî u^ u^ . . ., Un)-=o ( 1 - ^ 1 , 2, .. ., m)

qui sont des polynômes entiers de degré ^ ( î = = r , 2 , . . . , / / 2 ) en
chacune des lettres ^, z^ ..., z^,, z et homogènes et de ce degré
par rapport aux lettres u^ UL^ ..., u,^ z.

Soit cl 'abord m =n^ de sorte que dans (IV) il y ait autant d'équations
que d'inconnues.

Soit R(^) le résultat de l'élimination des variables ^ , , z^ ..., Zn^^
entre ces m équations.

Si R(^) ne s'annule pas identiquement, les racines du système (IV)
forment une variété ÇMannigfalugkeù) de dimension o, et le système
d'équations est de n1^6 espèce.

Si R(;s) s'annule identiquement, c'est-à-dire s'il y a un nombre
infini de systèmes de valeurs qui satisfont aux équations (IV), tous les
coefficients de R(^) sont nuls quelles que soient les valeurs des u.
Dès lors, nous avons aussi R(^) = o et nous pouvons par conséquent
donner à ̂  une valeur arbitraire et déterminer un système de valeurs
qui lui soit associé et qui satisfasse au système d'équations (IV).

Nous pouvons donc laisser Zn indéterminé et écrire

Z^-==. U^Z^-^r UÎ^-^T. . .-+• Un-i

Ann. de l ' É c . Normale. 3* Série. Tome XVIII . 8,7



S.5û IIAB.IUS HANCOCK.

A la place de u^^z^^ nous écrirons"'^—l •^ln—•i

r - ( i ) . ^ 1 ̂  1 — — ^2 "^2——• • •——^71—2^/ f .—SS

dans chacune des équations (IV).
Entre n — i de ces équations nous él iminerons z^ z^ , . . . , z^^, et

nous pourrons en déduire les n résultants
R^^,^ R^(^1),^), ..., R^(^^),

dans lesquels nous pouvons donner à ̂  une valeur arbitraire.
Si l'un décès résultants B^^,^) ne s'annule pas ident iquement ,

les racines du système (IV) forment une variété de dimension i , et
le système est dit d'espèce n — ï .

A l'aide de la solution relative à -s^ de l 'équation
R^^^J^o,

nous pouvons déterminer toutes les racines du système (IV).
Si. R^^, z^) ne cont ient pas de facteur i ndépendan t de ^, les

racines de (IV) sont toutes des f o n c t i o n s ^ d e ^, et le système d'équa-
t ions (IV) s'appelle un système pur de (m — i,)"^16 espèce.

Si, cependant, R^^0,^) contient des fàctears indépendants de^,
les racines du système (IV) correspondant aux valeurs de^, qui sont
obtenues en égalant ces facteurs à o, forment une variété de dimension
zéro. Dans ce cas, le système (IV) est dit système mixte d'espèce m — r ,
car il est mêlé à un système de m1^® espèce.

Si les n résultants
I^)(^)^), R^(^,^), . , . , R^)(^),^)

sont identiquement nuls, il est vrai aussi que

R(^(^^,,^.)=o (P==ï,2, ...,/Q.

Nous pouvons, par suite;, laisser z^^ et z^ indéterminés dans le
système (IV), et nous ferons alors la substitution

sW:^;r= UiZr+- .^^+. ..-+• tt^S^^

c'est-à-dire qu'à la place de u^^Sn^ nous écrirons
sW^. U^Zi— U^S^—. . .""-" .̂A-â
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dans les équations (IV) et, à l'aide de n — 2 de ces équations, nous
éliminerons les variables z^ ^3, ..., ^_g.

Nous pourrons ainsi former les k == n( n ~~ / résultants
2

R^W^-i,^), RW (^),^_^), ..., l^(^),^_^).

Si l'un de ces éléments n'est pas identiquement nul , les racines des
équations (IV) forment une variété de dimension 2, et le système
d'équations (IV) est un système de (n — s)1^ espèce, qui peut être
pur ou mêlé à des systèmes de (n — ï)^^ ou de n1^ espèce selon que
le résultant n'a pas de facteur indépendant des deux paramètres /s/^,
^, ou a un facteur qui contient un de ces paramètres, ou enfin a un
facteur indépendant des deux paramètres.

Si. tous les résultants ci-dessus s'annulent identiquement, nous pou-
vons continuer comme précédemment et déterminer les systèmes de
troisième espèce et ainsi de suite (Cf. KRONECKER, Gmndzùge, § 21,
ou Algèbre de Nelto, t. II, p. g5).

Systèmes modulaires de différentes espèces.

En vertu de la congruence

G(^1) ,^, . . . , ^^ )==ô (mocU-i,^, . . . , A ^ ) ,

où k^ ^2, ..., k^ sont les fonctions qui se trouvent dans le membre de
gauche du système d'équations (IV), nous voyons que GÇz^\z^ ...,-s^)
peut s'exprimer par une forme linéaire des éléments k^ /c^ ..., k^ dans
laquelle les coefficients sont aussi des fonctions entières dez^\ z^ ...,
z^f à coefficients constants appartenant à un domaine d'intégrité
donné, de sorte que

G == Â-i Zi •+• /cA -1-... -4- /.-A,

où Z^ Za, ..., Z^ sont des fonctions entières des z à coefficients entiers.
En vertu de cette équation, la dimension de la variété du système

d'équations
(IV^ A'i===o, Â'2==o, . . . , Â^==o (n-=m)
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est diminuée d 'une unité et, d'après les notions données plus haut ,
nous pouvons dire que Fespèce est augmentée d^une unité.

Dès lors, si le système d^équations (IV) est de n1^10 espèce, nous pouvons
dire que le système modulaire, relativement aux fonctions linéaires formées
açec ses éléments, est un système de Çn -+- iV^ espèce.

Donc, si le domaine d'intégrité est [<^, ̂ ,^, . . . , z^\ nous pouvons
y trouver des systèmes modulaires de première» deuxième, ... ,
Çn -+-i)"111^ espèce, les systèmes de première espèce ne contenant que
des entiers algébriques, ceux de seconde espèce des fonctions entières
d'une variable, etc.

Revenons au système d'équations (IV).
Supposons que R<(-So ^2» • " • » s^^z; u^ u^ , . . , , u^} soit le plus

grand commun diviseur des fonctions k^Çi s== i, .2 , . , . , w) et posons
hi\z^.9zî^ . * • » S/i—i ? •S î U\y Uy.9 . . ., Ufi)

== RI (5^ Sg, ... , S^^iy S; «i, tl^ . . ., !f^) Lt(^i, Z^y . .. , .5,̂ i, 5; ^i, ^2, . . ., / /„)

(<m, 2, . . .,m).

En négligeant la m u l t i p l i c i t é des racines, on voit que ce système
des solutions de

Li{z^ s^ .. .,^-..1» 5; Ui, u^ . .., u^) •=z o ( A = : ï , 2 , . . . , m)

est le même que le système des solutions de

(IV) ^'(^l? zetf ' -î ^n^i,S; U^ U^ . . ., Un) =0 (î=I, a, . . ., m),

si nous ajoutons aussi les solutions de

Ï\i{Sl, Zî^ . . . y S^^ S; U^y U^y . , , y U/i) ̂  0.

A l'aide des coefficients indéterminés U, , U^, ..., U^; V,,V^ -., V ,
formons les deux fonctions

i ss m i s w

^itt et ^;V<L/
ï =i ! r = i

et formons le résultant de ces fonctions relativement à-ss^. Ordonnons
ce résultant suivant les puissances de Uet Vêt représentons les coeffi-
cients par S,, S^ 83, ....
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Le système des solutions des équations

Si=:o, Sâ==o,, 83 == o, . . .

est le même que le système des solutions des équations

Li=o, 1.2=0, . . . , L,/,==-o*
Dès lors si

Si^RaH^ Sa^RaHâ, 83== [{2113, . . .

et si nous négligeons la multiplicité des racines, le système des solu-
tions des équations (IV) est le même que le système des solutions de

HI=O, Ï-l2==0, Ha=0, . . . ,

si nous ajoutons les solutions de E.^. Ra == o.
En continuant à opérer de même, nous formerons Véquation résol-

vante
Ri .R, . . .R^=o

du système d'équations (IV).
Lorsque nous posons R, = o, on voit que z^ ^st par là même exprimé

à l'aide d'une fonction algébrique de s^ ^ 2 , . . . , ̂ «^ de sorte que les
racines de (IV) qui proviennent de B < = = = o forment une variété de
dimension 7 2 — 1 .

Les racines de (IV) qui proviennent de R^== o forment une variété
de dimension n — 2, puisque dans ce cas z^ ^n-h sonî: des fonctions
algébriques des autres variables, et ainsi de suite.

En considérant R< comme un diviseur des éléments du système
modulaire

[Â-i, Â*2, . . ., /€,„] ==K,

puisque ce diviseur contient toutes les variables z^\ z ^ z ^ , . « . , ^-i,
c'est une structure analytique de ^ième espèce.

Nous pouvons dire que R, est un diviseur de première espèce du
système modulaire K, Ra étant un diviseur de seconde espèce, etc.

Cf. MOLK, Sur une Notion qui comprend, etc., Chap. IV, §2 (Act.
Math., vol. VI), etBoREL et DBACH, Introduction à V étude de la Théorie
des nombres^ etc., p. 218.
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Multiplication ou composition de deux systèmes modulaires
M == (Mi, M,, . . . , Mp,), N = (N,, N,, . . . , Np).

La composition de deux formes linéaires
MiXi+MaX^.. . -+- Mp.Xp N^-{-N^-4-.. .-l- NyY,,

où les X et les Y sont comme les M et les N des fonctions entières
d'une ou de plusieurs variables à coefficients entiers appar tenant au
domaine Q, se fai t par mul t ip l ica t ion directe et, comme la multiplica-
tion de deux systèmes modulaires Met N, produit un nouveau système
modulaire T dont les éléments sont constitués par les p-v produits
.M/,N^(À= ï , 2, , . . ,m;k= i, û, ... ,^),

Lorsque T peut s'exprimer par une forme linéaire de ces p-v produits ,
il est évident que la forme l inéaire du produit de deux systèmes modu-
laires est le produit des formes linéaires des systèmes initiaux,

Les systèmes M et N peuvent être appelés les facteurs du système T.
Le système modulaire

( M . M ^ M ^ M , , . . . ,Mp; )

est le produit des deux systèmes

(M, Mi.Ms, . . . , M p , ) et ( M S M i , M ^ . . . , M p O ,

si (M, M/) oo î .
Par exemple

( 2 ï , Mi, M,) ̂  (7, Mi, M,)(3, M,, M,).

Nous dirons que le système

(M.M^M^M,, . . . , M p O

est formé par la composition de deux systèmes

(M,M,,M, , . . . , M ^ ) et ( M ^ M i , M^. . ,M^)-

Un système qui n'est pas équivalent à nn système qui peut être
formé par la composition de deux autres systèmes est appelé système
irréductible (^dans le sens de F équivalence).
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Par exemple, le système (^2 •4-j?,/?2), où p est un entier pre-
mier, est un système irréductible. Mais ce système contient le sys-
tème Çx, />), puisque chacun de ses éléments x^-rp^ p2 peut être
exprimé par une fonction linéaire des éléments de (a?,p), dont les
coefficients appar t iennent au domaine d'intégrité [ï?^].

Ces systèmes modulaires irréductibles, qui ne contiennent pas
d'autres systèmes modulaires de la même espèce, sont appelés par
Kronecker ÇWer/ce, t. III, p. i58), systèmes modulaires premiers.

Ces systèmes modulaires premiers ont, dans la théorie des systèmes
modulaires , les propriétés caractéristiques qui appartiennent aux
nombres premiers dans la théorie ordinaire des nombres. Par exemple,
si le produit de deux systèmes modulaires est divisible par un système
modulaire premier, l 'un des facteurs est divisible par ce système modu-
laire.

Nous montrerons dans la suite que ces systèmes modulaires premiers
ont aussi les mêmes propriétés caractéristiques dans les domaines
d'intégrité dans lesquels ils entrent, que les entiers premiers ration-
nels dans le domaine d'intégrité rationnel-

SECONDE PARTIE.
RÉDUCTION DES SYSTÈMES MODULAIRES DANS LESQUELS LES COEFFICIENTS

DES ÉLÉMENTS SONT DES ENTIERS ALGÉBRIQUES DU DOMAINE Û.

Systèmes modulaires de première espèce.

Dans le domaine des nombres rationnels, le système
( 6 , i 5 ) c o ( 6 , i 5 — 2 . 6 ) < ^ ( ô , 3 ) c ^ ( 3 ) .

En générale le plus grand commun diviseur d des entiers a^
Oa, ..., a^ peut être mis sous la forme

d ==: ai X^ -4- <^si^*â -+-.. . 4- CLn^n.9
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où ̂  , oc.,, . . . , ̂  sont des entiers déterminés. Dès lors nous pouvons
ajouter l 'élément d au système modulaire [a^a^ ..., a^\, qui devient
alors [rf, ao a^ ..., ^]; et puisque a,, a^ . . . , ^ sont tous des
multiples de d, ces éléments peuvent être supprimés du système mo-
dulaire, et il reste

(01,03, ... a^^Çd).

Considérons maintenant le système modulaire

(ai, as)

où a^ a^ sont des entiers algébriques du domaine û, c'est-à-dire des
quantités appartenant au domaine d'intégrité [vj , puisque tous les
entiers de Û sont divisibles par v.

Puisque Fon peut ajouter un élément quelconque au système mo-
dulaire pourvu que cet élément soit divisible par les éléments de ce
système, on voit que

(01,02) c^ (ai, a^, ^ ia i ,^a2) ,

où ^ et ^ sont des entiers quelconques de Û.
De même

(ai, c^^O «i» ï ^ a » ^i? ^2)»

v étant \''idéal principal qui contient tous les entiers algébriques de Û.
De plus, puisque ï > ^, il en résulte que

(Oi, 02)^ ((^,^2).

Un idéal v peut être décomposé en facteurs premiers d'une seule ma-
nière. Soit

^ a = = p ^ p ? . . . ,

où p ^ , pî, ... sont des idéaux premiers.
Si deux idéaux ̂  et ^2 sont premiers entre eux, leur plus grand

commun diviseur (zwr p, 36) est v, de sorte que

^(3i-+^(32==^

On voit immédiatement, d'après ce qui précède, que le système
(ç^a^pa^) est équivalent au système (p^.q^. . . ) , où le produit des
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idéaux p^, q^ ... est commun aux deux idéaux ç^, ^a^; car si l'on a

ï 'a i==P7 1 '^ . . • "i
et

paa^pW. .."2,

où n^ et n^ sont des idéaux premiers entre eux

( P a i , ^ a â ) o o ( p W - . -"i^Y • • • "^PV- • . î î i+^Y- .. îiâ)
^ (P^' ̂ . . • "i, P7' q7 • . . "2» ̂  ^Ï'' • • • tQ ̂ ) ( P^' ^I7 • • • îQ c^ (V / ̂  • • )•

II en résulte immédiatement que le système modulaire
(cq, aa, . . ., a,,),

où les éléments a^ , a^, ..., a^ sont des quant i tés entières du do-
maine [p], est équivalent au système

(P^3...),
où. /^ ^ As sont des entiers rationnels et où les idéaux premiers p i , pg, .. .
entrent avec ces puissances dans chacun des éléments

cai, ^03 ..., pa^.

En particulier, s'il n'y a pas d'idéal commun à tous les éléments
^, pa.a, ..., pa^, on a

(a^a^ . ..,a,0c^(^).

La propriété analogue dans le domaine des nombres rationnels est
que

(ap ag, . . .,a,,)<^ ( i ) >

s'il n'y a pas de diviseur commun à tous les entiers a^ , a^, ... a^
autre que l'unité.

Systèmes modulaires de seconde espèce.

Les quantités entières qui apparaissent comme éléments dans ces
systèmes sont de la forme

(XQ ̂ n -4- ai x^"l -+-. . , -4" a,^

où oco, a^ , ..., a,, sont des entiers algébriques du domaine fl; nous
À.nn. de rÉc. Normale. 3e Série. Tome XVIiï. S*8
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pouvons donc dire que ces quanti tés appar t i ennen t au domaine d'in-
tégrité [^,^]»

Considérons d'abord, dans le domaine d ' in tégr i té [ ï , s c ] le système
modulaire

(0^4- ex 4- e, bx -h d)^

où a, c, e, &, r f son t des entiers rat ionnels.
S'il y avait un facteur commun à ax1 + ç.r 4- <? et bx 4- r/, ce fac-

teur pourrait être supprimé comme facteur du système modula i re .
Nous pouvons donc supposer que les deux éléments ax1 •+- ex 4- e et
bx 4- d n'ont pas de facteur commun.

En vertu de la relation iden t ique

(^;r24-c.^• 4- e) ^m" {abx 4- bc — ad){bx +d) 4- b'^e — bcd 4- <^/\

on voit que l 'entier posi t i f ou négatif

/n == y e — bcd -^r a d2 s= o ( mod duc ï ~(~ ^ «:r 4- e^ b x 4" d )

peut être a jouté comme un élément au, système
{ax2 -h ça' 4- <?, bx +. (^)

sans qu ' i l .cesse d'être é q u i v a l e n t à lu i -même.
Considérons ma in t enan t le même système dans le domaine [( ;,^],

de sorte que main tenan t a, e, e, h, d sont des ent iers algébriques de Û.
Si, comme ci-dessus, nous supposons que les éléments ax^+cx+e,
bx 4- d n 'ont pas de facteur commun dans ce domaine , l 'ent ier algé-
brique

p. := l^e — bcd 4'"" ctd^

est d i f fé ren t de zéro.
Puisque, d 'autre part ' ,

[j. =: o ( mod (^.T'M- C.V 4- e, bx 4" ^),

on voit que jj- peut être a jouté comme un élément au système modu-
laire donnéy q u i devient alors

(p. y a .2''M- c,r -{-.€, b^ 4- d). 1 1

De plus, puisque le système reste équivalent à lu i -même lorsque
nous mul t ip l ions chaque élément par:ç% on voit que nous pouvons con-
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sidérer les coefficients des éléments soit comme étant les nombres
entiers a, c, e, b, d, soit comme étant les entiers idéaux m, w, ve,
yb, yd puisque Çvoir DEJDEKÏND, t. III, p. 542) la divisibilité du nombre
entier ^ par l 'entier algébrique p. est identique à la divisibil i té de
l'idéal ^A par l'idéal 9p.

Supposons que l'idéal q soit un facteur commun des idéaux va^ vb,
9c, de sorte que

v ax^ -{- vcx 4- ç?c:=q((5a /;y2-^ vc' x 4- ve') ;

on peut montrer que, si q n'est pas un diviseur de l'idéal v^ (diviseur
qui soit un facteur de ^p- dans le sens employé lorsqu'on a affaire au
domaine des nombres rationnels), l 'élément ^(W^2-}- v c ' x + v c ' }
peut être remplacé dans le système modulaire par l 'élément
S Ç v a ' x ^ + v o ' ^ + y c ' ' ) , où à est un idéal déterminé d iv iseur de yy.
et que, par ce changement des éléments , le système reste équivalent
à lui-même. Pour le prouver, soit § un idéal qui soit le plus grand
commun diviseur des idéaux q et P(X, de sorte que

$ == q + (^JL.

Le système
[ppi, ̂ (va'^-^ vc'x 4" P^), bx -4- d]

est, en raison de la présence de l'élément ^, équivalent à

[v^^a'^^vc'x-^r ve'}, v^^a'aî^^r v c ' œ ^ r ^ e ' ) , bx-^d}
c^ (t^ji, t^)(pa /.y;24- v c ' x 4- ve1), (q 4- cp) ̂ a'^+ vc1 x 4- (^/), ̂ ^ 4" ci]
^(^qO/a^2-!"-^,^^^), ô(^a /^24- t^^1 4- ve'), bx •+-d],

et ce système, puisque q est multiple de S, est équivalent à
[(^cH^^^^a^^), ̂ 4-^].

Dans le système modulaire
(vy.,ax^-^r coc-^ c, bx-^- d)

supposons que ^ (x=p , . p2 , où ^ et p^ soient des idéaux premiers
entre eux ; et, pour abréger, posons

/i (^)=:a^4-- bx+e,
f^(^Y=b^+d.
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Nous dirons que le système

[>^/i(^),/^)]

est équivalent au produit des deux systèmes

[^/l(^/2(^)] Cl [P2,/l(^),/2(^)],

car le produi t de ces deux systèmes est

[PlP?,Vl/l(^)^2/l(^),Pl/2(^)»y2/3(^0»/l( l•y)2»/2(^)^/l(•'y^•/2(«^

En raison de la présence des deux éléments pi/i(^) etp^/K^)^
nous pouvons ajouter (pi+pa)/^^) ou. v/^Çx) au système. Comme
p f^ Çx) ==/< (^), nous pouvons ajouter /i (.^) et, de môme, f^(x), au
système, qui se rédui t alors immédiatement à

[pip^/i(-^.A(^)].
Nous pouvons donc considérer au lieu du système modula i re

[^/i(^.A(<l
des systèmes de la forme

!>.yi(-^.A(<h
où y est un idéal premier ou une puissance d 'un idéal premier*

Ce qui vient d^être démont ré pour les valeurs spéciales données à
/^ (^) et^(.'r) peut encore Têtre dans le cas plus général ou l'on
prend pour^^) et: ,/a(^") des fonctions entières quelconques de x à
coefficients entiers appartenant au. domaine û.

Si nous supposons qu^i l n'y a. pas de fac teur commun à ces deux
fonct ions (pu isqu 'un tel fac teur peut être i m m é d i a t e m e n t supprimé
comme fac teur du système modula i re ) , nous pouvons, parla méthode
ordinaire du plus grand commun diviseur, déterminer un entier algé-
brique [x appartenant au domaine û qui puisse être a jouté au système
en le laissant équivalent à lui-même.

En général, si nous supposons que^ dans le système modulaire'

[/i(^A(^—.A(^)]
les éléments sont des fonctions entières en x dont les coefficients appar»
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tiennent 'au domaine [p] et, de plus, quilny a pas de diçiseur commun à
tous les éléments, la méthode ordinaire du plus grand commun diviseur
nous permet de déterminer un entier algébrique appartenant aussi à [ç^],
qui peut se mettre sous la forme d'une fonction linéaire des éléments du
système modulaire et qui peut, par conséquente être ajouté comme élément
au système modulaire en le laissant équivalent à lui-même.

Le système devient alors

[^/^),^),...,/,(.r)].

De même, comme dans le cas particulier considéré plus haut, si

t^=:p^.^. . . . ,

où p i , p^, .. * sont des idéaux premiers et e^ e^, ... des entiers ration-
nels, nous pouvons considérer, au lieu du système donné au début,
les systèmes

E^s./i(^)./2(^), ...,.A,(^)], l^fi(^),AW, .^,Mx}}, ...,

dont le produit est équivalent au système imtial-
Considérons le système

[v^/^),/^),—^^)].

Si les coefficients de l'un quelconque des é léments , par exemple
/^(a?), ont un facteur commun, puisque l'élément peut être remplacé
par un autre dans lequel le facteur est un diviseur de p^y on voit que
le système modulaire do i t être de la forme

[p^s ̂ s'i (^)î p^â^)» • " ^ rô'o^O)],
où. les nombres d^ d^, ..., d^ sont ou zéro ou des diviseurs de e^ sans
en excepter T u n i t é . Nous pouvons, de plus, supposer que les coeffi-
cients d'aucun des éléments ^(.r)(?= 1/2, . . . ,72) n'ont de facteur
c o m m u n . - ,

Dedekind (p. 636) démontre le théorème suivant : Si y est un entier
rationnel premier et si Von a •

î^==p^.p^. ... .p^,

où p^ pa» - • < ? pr ^^nt ^es idéaux premiers; si^ de plus, un des entiers &^ y
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^2, ..., kr est plus grand que l'unité, le discriminant D de û (DEDEKIND,
p. 538) ̂  toujours divisible par p.

Le théorème suivant est également vrai : Si vp contient un idéal
premier y à la k1^6 puissance, D contient le facteur premier p à la
/ k — iV^ puissance, excepté dans le cas où k est divisible par p ; dans ce
cas, D contient p au moins à la k^1116 puissance.

Soit m le plus petit entier divisible par v^ et supposons d'abord que
D ne soit divisible par aucun des facteurs de m, de sorte qu'aucun des
exposants e^ e^, ... de Félément constant

P^=^. pç. .. .,

qui entre dans le système modulaire ci-dessus, ne puisse être plus grand
que l'unité.

Ce système peut alors prendre la forme

[^^(^^(.a?), ...,^(.a?)].

Considérons main tenan t là forme plus simple

[P>Â r l ( ^ )>^2(^ ) ]»

OÙ
^(.y):!::̂ ^ -h-ai^-1 -h.. .-}-o^,

^(^) = P^^ (Si^-1 + . . . -h (S^,

n ̂  m.

Nous pouvons supposer qu'aucun des coefficients

ao, c^, ..., a^; (3o, pi, . . .» (3^

n'est divisible par p, puisque^ dans ce cas, les termes contenant un tel
coefficient peuvent être supprimés de la fonct ion, et le système modulaire
reste équivalent à lui-même.

Dans le domaine des nombres rationnels, les entiers

o, i, a, ..., p — i

forment un système de résidus incongrus (mod/?) et, par conséquent,
tous les, entiers du domaine peuvent être distribués en classes où
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chaque entier appartenant à une classe donnée est congru (modp) à
u n , et à un seulement, des entiers

o, i, a, . . . , p — i .

De même, les entiers de û peuvent être distribués en (<^p) classes
(DEDEKINI), p. 509). Désignons ce nombre de classes par k, de sorte
que k =(^,p) . Un entier quelconque d'une classe peut être choisi
comme représentatif de cette classe. Dès lors, si nous choisissons un
entier de chacune des k === (^, p) classes, nous avons un système d'en-
tiers qui peut être appelé le système représentatif des entiers du do-
maine Û relat ivement au module p. Chaque entier de û est congru
( m o d p ) à un des entiers relatifs à ces k classes,

Le système représentatif'est donc caractérisé par les trois propriétés
suivantes :

i° Les nombres représentatifs du système sont tous divisibles
p a r î ^ ;

^° La différence de deux représentatifs est divisible par p;
3° Tout entier algébrique de Q est congru (modp) à un des repré-

sentatifs .
L'entier i , é tant un des entiers de ûy appartient à une des k classes

et nous le prendrons comme représentatif de la classe à laquelle il ap-
par t i en t , et comme représentatif des k—î autres classes, nous pren-
drons les entiers dont les normes sont inférieurs au norme de p.

Ces représentatifs seront désignés par
pl=: I, pg, . . ., p/,..

Puisque le norme d'un idéal m (DEDEKÏNO, p. 564) est égal à (^,in),
on voit que

N ( p ) = ( ^ p ) ^ Â - .

Par conséquent , les entiers ra t ionnels N ( p ^ ) , N(p^) , N(p^) sont tous
moindres q ne k.

Si maintenant une fonction /(^) entière en x dont les coefficients
sont des entiers de Û, est m u l t i p l i é e successivement par tous les en--
tiers de û, les différentes fonctions qui en résultent peuvent à leur
tour être classées, relativement au modulus p, en k == (^p) différents
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groupes et les k représentatifs qui en résultent sont obtenus en multi-
pliant la fonction/(a?) par les k entiers algébriques qui const i tuent
les représentatifs des k classes.

De plus, chacune des fonctions représentatives peut être employée
à la place delà fonction/'^), comme il est é v i d e n t qu 'une telle fonc-

•tion, mult ipl iée à son tour par chacun des À; entiers algébriques qui
constituent ce système représentatif donnera le système de fonctions
représentatives que nous avons déjà trouvé plus haut .

Si donc
^(.-z?) == ao^-4- a"-1 +. . ."+"^,

il est certain que l'un des systèmes représentatifs des entiers algé-
briques, soit, par exemple, p^", est tel que

p,ao^i ( m o d p ) .

Dès lors, nous pouvons remplacer la fonction g^ ( x ) dans le système
modulaire

[p,^i( . r ) ,^(^)]
par réiélïient

Gi(^) =:p^0) ss ̂ --h a^^-h a^r^-K ..-}- ̂ (inûdp),

où oci, a^, ..., o^ sont des entiers algébriques que l'on trouve parmi
les entiers p^ ç^ ..,, p/,.

Nous appellerons G^ (œ) Vêlement réduù de ̂  (^').
Soit G^Çx) l 'élément réduit de g^{oc\ On voit que

EP. 8\^}. ̂ (^)] ̂  [P. ̂ l(^), <i2(^)]-

Puisque le degré de G-^) en x est égal ou inférieur au degré
de G^ (a?), nous avons par division

^(^-o .- ^iW^^^U,(^)+^^,

où les coefficients de Q^ (a?) et de l^(,r) sont des entiers algébriques
de û et où le degré de B^) en x est moindre que le degré de G^(^)
et de G^,^).

De la relation qu i précède il résulte que
Gi(^)=Qi(^)(x2(^)^l^(^),
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et, par conséquent , pu isque

Ri (.r) =s o [modGi (;r), G,(.r)],

G i ( . r ) ^ o [ m o d G , ( . r ) , Ri(^):|,

nous voyons que nous pouvons adjoindre réiément R,f.r) au système

[p ,G, (^ ) ,G, ( . r ) ]

et en retrancher Gi(.z') sans qu ' i l cesse d'être équiva len t à lu i -même,
c'est-à-dire de telle façon que l'on ait

[^G,(^)^^(^]^[p,G^)/l^^r^

Soit l ï ^ ( x ) l 'élément r é d u i t de Ri(,'r), et comme plus liant écrivons
l'a r e la t ion

(;,(.r):=0,(.r)ïï,(.r) +R,(.r).

Adjoignons IL(^) au système, et supprimons-en G^(x). Le système
quo nous avons à considérer est

[ î ) ,R,( . r ) ,R,( . r ) ] :

Comme les degrés des nouveaux éléments qui sont ad jo in ts au sys-
tème vont cont inuel lement en décroissant et ne peuvent pas devenir
négatifs , on voit que si nous cont inuons à procéder de la même façon
nous devrons f ina l emen t avoir

[t) ,H^(,r) ,Ï .L(^)]

et ici, ou bien H(,_, (oc) est divisible par IL(^) (modp) ou bien H^(;r)
est un entier algébrique premier avec p. Dans le premier cas le système
modulaire [p ,H^i(^) ,H^( . r ) ] est équivalent à [p, H,(,-r)] ; dans le
second cas il est équivalent à [^], et cela n'est plus d'aucun intérêt.

lîxactement de la même manière le système modulaire le plus géné-
ral écrit plus haut

[V,fflW.^(^^^W^-^ffnW]

se réduit ou au système de la forme
1>.F(-^)L

ou a
M.

Ann. de l ' K a . Normale. ^ Série. Tome X V I I L S-Q
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Ce dernier cas é tant sans intérêt , nous é tudierons m a i n t e n a n t de1

plus près le système
|:p,F(.r)],

où l 'élément F(^) peut être mis sous la forme

F ( x ) = ̂  "h 71 ̂ ~1 --(- y,.^-^ + . . . 4- VT,

ou T< » Ta , . . • , YT sont prises parmi les q u a n t i t é s p i , p ^ , . . ., ?A.
Supposons que par que lque aut re méthode le système m o d u l a i r e

i n i t i a l [p, ̂  (a?), ̂ (^O » - • • » gn^)}tû[t eiG ï ' é d u i f - à la (orme

" t:^Fi(^)].

où l 'é lément Fi (.r) est un élément: r édu i t ( m o d p ) , c 'est-à-dire un élé-
ment dans lequel le coefficient de la plus haute puissance de x est:
l 'unité, tandis que les autres coefficients sont pris parmi les nombres p , ,
p 2 » - * - » p / > - Nous allons voir ma in t enan t que 'Fi(^) est i den t ique h F(.r).

En ver tu de l ' équivalence

|p„F(.r):|^|:^,F,(.^>):l,

nous avons d 'une part

( i ) 1 F( .r)=pIIi( ,zO+^(.r)F7(^

et d'autre part:

(^ F,(.r)=r:pn(.r)4-F(^)F('J),

où les quantités lïi (^), 11 {x}, ̂ ç^y^'j ̂ ^ ̂  fonctions ent ières
en x dont les coefficients sont des entiers algébriques de Û, ou, comme
nous dirons pour abréger, des quant i tés appar tenant au.domainc fc,^].

Les relations (i) et (û) peuvent s'écrire :

0^ . y (.x)^¥,(x)Ï^) (modp),

( ̂ ) Fi {x} = F { x } F(Ï) ( nml p).

Mul'tiplions ces'coiïgruenccs membre à membre, nous avons

F (.r) Fi(.r)= F (.r) Fi (.r)F7(.r) F(̂ ) (modt)).
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Puisque ni V ( x ) ni F, (.r) ne sont divisibles parp, il s'ensuit que

i^F7(^yF~(ï) ( m o d p ) ,

et comme Fi Çx) etF(^) sont des quant i tés de f^ , ^], cette con^ruence
peut seu lement avoir l i eu si F.( ( x ) et F(ï)sont des uni tés de û.

-Des lors de (i') nous t irons

F ( ^ ) ^ F , ( ^ ) ( m o d p ) ,

et puisque F(^) et Fi(^) sont tous deux rédui t s (modp) , il s 'ensuit
que F (a?) doi t être égal à F^(^),

Le système [p, F (;r)] est ce que j 'ai appelé une/orme canonique {voir
le Journal de Crelle, t. 119, p. 148) du système modulai re

[P,^(.z-),^(.r),...,^(.r)].

C'est ainsi que, quelle que soit la réduction du système

[^^(^)^> '2(<r)/•->^(•z>)]

que l'on ait opérée, la forme finale, qui est équivalente à la forme cano-
nique, l u i est ident ique.

Dans le système [ p, F (^)j la fonction F (x) est de la forme

F (,v) -=:^-^Y^^-Î•+'Y^•~•2-}-.. .+7r,

ou les y peuvent prendre des valeurs p < , pa » — • » p h -
Dès lors les résidus (quantités incongrues) du système modulaire

ci-dessus ont la forme

R {x ) = po + j3i ̂  t" PS ̂  4" . • • + pï-i .ïT-l,

où les [3 peuvent prendre des valeurs pi , . . . , p^.
Le nombre des fonctions de cette forme est donc par conséquente,

et puisque l'une de ces fonctions est divisible par le système modu-
laire, le nombre total des résidus du système modulaire est (J.==/^-— i.

On peut voir comme il suit que ces p. résidus B^ B a , . . . , R^ sont
incongrus [modp,F(.r)] : supposons que B^(^) et R/,(^) sont deux
des résidus dont nous venons de parler et supposons qu'ils soient
congrus [modp, F (^)|.
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La différence de ces résidus peut s'écrire

RK^)-K/^)
=: ̂ )- pî  (^~ .3^) ^ + (^)- i3^) ̂ +. . . +(%!., - ̂  ) .z- ̂

ou les ^ / ) et les p^ sont pris parmi les entiers ? » , . . . , p/,.
Pu i sque R/(.r) — B/^(^) est d iv is ib le par le système modulai re

[ p, F (^)j, il s 'ensuit que

(a) R,0) - R^Çx) = IIp 4- F^^) V (.z1),

ou iï etF^^) sont des quan t i t é s de [^•^]- De plus , puisque F (.r) est
de degré T en x et est de la forme

F (.r) = ̂ -h-/!^^-"-1 4- ... -h -/T,

et puisque le degré de B/(,r) •— l^(^) est au plus T "•" r , i l en résul te
que F'(^*) doit être d iv is ib le par p afin que la re la t ion (a) soit vraie,
et par conséquent nous devons avoir

H/(^)-l^^r)-.::rllp,

ou II est une quan t i t é entière de û.
Mais puisque les différences ^ f — j3;̂  ̂  - [ri^ . . < , ^^, - p^

ne sont divisibles par p que si, [î;;̂  ̂ \ ̂ )=^/i!), ..., ^;^ == ̂ \, la
re la t ion (a) ne peut avoir l ieu que si l^-(^) = R/^(.^).

On voit aussi que les produits

R,Ri , R , R , ; R , R 3 , . . . , R / R ^ ( / ^ : i , ^ . . . , p L ) ,

sont incongrus [mod;pF(<x*)J .
Nous aurons par conséquent

k^^ A ^ p
f î ) II^' ̂  R < R ^ ̂  ri^'^ ̂  R/r) E^ody , F (.r)] (,=: i, 2 , . , . , p.),

/r.=l À .•- 1

et aussi
A-ssÇA , ' ^^

( ̂  J[J (Ï^ R ^ ) - U R/:: [ mody, F (^)], ' :
'^s:! A . - I 1 1 • 1 ,
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'J
À- == p- A- = ^

I^UR/.^UR/, [mocîp, F(.r)] ( < = = i , 2 , . . . , ^ . ) .
A- -= 1 A == 1

A-=u.

Puisque, de plus, | j B^ n'est pas divisible par le système modulaire
/'==!

;,F(.r)| i l s'ensuit que

R^i [modp,F(.21)] ( f = = i , - 2 , . . . , ^ ) ,

.'e qui est une forme générale du théorème de Fermât.
lin remplaçant ;x par sa valeur ^T— ï , on voi t que

Bf == R,[ mod p, F ( .2- )] ( / = T , i, ..., .̂ ),

et par conséquent aussi

^ l t ' — .v .== F (.y) 9(,r) (mod y),

ou ç(<2?) est une quant i t é de f^,^]; dés lorff (mod p) la/onction
^ — x est divisible par la fonction F(^) {voir SERUET, Cours d'Algèbre
supérieure, t. II, Chap. Itl , p. i 3 ï ; 1866).

Avec Serret nous dirons que la fonction F(^) est décornposable en
es facteurs ç(^)» ^(^) (mod p), qui appardennent à [(^ oc\ s'il est
)ossible de déterminer une fonction y^(^) appartenant aussi à \v, ̂ '|
î t telle que

o(^)^(^)=:F(^)+p7;( . r ) ;

tans le cas contraire, la fonction F(.r) peut être appelée irréductible
'mod p). Les résultats trouvés ci-dessus sont vrais, que VÇx') soit ou
ne soit pas irréductible (mod p).

Prenons pour exemple, dans le domaine des nombres rationnels/le
système modulaire

'[3, ( , r—i ) ( . r—2) ] ;

on a l'équivalence

(5, .r2— 3x--\- 2) (̂  (5, ^H- 2^ 4- a).

Multiplions chacun des résidus (mod 5) de .r2^-2^-i-2 par le ré-
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sida x -h i, par exemple; nous avons

o mult ipl ie par x 4- i = o, 2^4-3 mul t ip l i é par .z1 4-1^4 .v
11 )) » E- .T4-J , ^.+.4 „ ^ ^^,

^ )) » === 2^' 4- ::>, 3.^

3 » . )> ^ 3^-h 3, 3.:y+ j
4 )) » ^4^+4, 2,2? 4--2 » == .̂  4., ^ ^

•r » )) ES .y 4- a, 3. 'r4"3

•r+il ' >) ^ . ï - 3.2-4-4 » » ^4.r4-^
^+-î » ^ )) ^4.r , 4,r ^

•z> ^- 3 » » ^- 3 .̂  4-. 4. 4. ̂  -h i , »
tr -h 4 » » == a .z? 4-3, 4 .r + 2 »

9tx )) ^ ^^<r4-4, 4.27+3 »

^+ » » » s ^+3, 4.Z-4-4 »
^•^-+-2 » » =S 2,

[rnod o, ^2-^" 2.^4- a],

De là il résulte que

[x 4- J )^' E= i [ mod ^, ^2 4- a ..y 4-- ^ '].

revenons au système
[ y , F(.r);|,

F ( . r ) = = ç ( ^ ) ^ ( ^ ) + p ^ ( ^ ^

[p, F(.r)]c^ [p, 9(^).^(.r)].

el supposons que

de sorte

» ^ri.^4--cî,

» E=S 3 ,a? 4- '•-ï,

» "î-ï 9. .r -{••• i,

Supposons de plus que y(<z-) et ^(^) n-aient pas de facteur con).
rnun (mod y).

Nous pouvons écrire alors
[p ,F(^)]^[p,o(^)][p^(^)^

car le ,produi t que nous venons d'écrire est équivalent à

LV>^(^p?(^ ?(.y)4(.j;)].

Mais puisque ç(^) et ^) sont premiers entre eux, leur plus
grand commun diviseur est ^ et peut s'écrire

^=H^)+y(.r). , , '' • , , : , ' ,
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Des lors nous avons les équivalences
[p2, p^(.r), po (^ ) , o(.z-)^(.:z-)] oo [p2, p^ (^ ) ,pç(^) , p^).+. prp(. .r) , ç (.r) 4^) |

oo[p2, p^(,r), p9(^) , P, 9(^4^ l z0]^[^9(^)4 /(^)]•

Nous pouvons donc considérer maintenant un système de la forme

1:^?(^ ) ]»

ou ç(.r) est une fonct ion i r r éduc t ib le (mod p).
Ce système correspond à ce que nous avons appelé un système

modulaire premier ( p. 5 5 ).
Supposons que ç(^) ai t la forme

o(^) ~ ,^4- yi,^-1^ ya.-^-^-. . .4- y/.,

où Y i , Y^ , ..., ^/^ sont pris parmi les quan t i t é s p i , pa , ..., .̂ ,.
Il y a, pat1 conséquent, m = ^ — i . résidus du système |p, ^ ( x ) ,

( jue nous désignerons p a r r ^ , r^, .. » , /^.
Nous aurons donc, comme plus haut ,

:• rf~1 = i [mod y, y0)] 1 (/= 1 , 2 , ..., /n). !

LHMMI':. — Si r désigne un quelconque des résidus dont nous venons de
parler et si

Ci ( /•) :-.:•.: Ao r'114- Ai /• tw"14-. .. -h A^ ss o [ mod y, o (.̂  )j,

ou A(), A,, ..., A^ sont des fonctions entières en x dont les coefficients
apparîiennent au domaine \v\ et A() E=SO [mod p, y(.r)], fc congruence
précédente ne peut avoir plus de m racines.

Nous démontrerons d^abord ce lemme pour le .cas ' .par t icul ier de
m = i. Considérons la congruence

A o / ' 4 - Ai sso [ rnod .y , ©(.z-)],

ou A^EESO f m o d p , <p(^)1» et supposons que r^ etr^ soient deux racines
de cette congruence, de sorte que l'on ait^ par suite,

et
Ao^i4-Ai =30 [mod p, 9(^)]»

A y /^ 4- Ai ss o [ mod y, 9 ( .r )],
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Par soustraction nous avons

Ao ( ï\ — f\ ) ̂  o [ mod p, o 0')],

et pu isque Ao n'est pas divis ible par le système modula i re premi
j p, 9(*y}J» i l s 'ensuit que

r^ ==s /'a [inod }), 9(^')].

Donc une congruence du premier degré peut avoir au p lus u n e r
ciné incongrue [ inod p, cp^)).

Bevenons au cas général et supposons que r^ est une des racines
de la congruence

G ( / • ) = = o , [inod p, 9(^)],

de sorte que, par suite,

G ( r ) - G ( /•/ ) ̂  ( r - r/ ) ( ; ̂  r ) ̂  o [ m od p, 9 ( .r ): [,

où ( x i (/') est u n e fonc t ion de même nature que G (r) et est au plus de
degré m — » .

Des lors, par i n d u c t i o n , en supposant le lemme démontré pour le
degré m — i , de sorte que (x^^^.()\mQà^, ̂ Ç^ ne peut avoir
plus de m—i racines, comme, d'après ce q u i précède, r — r ^ ^ o
[ m o d p, ç^)] ne peut pas avoir p lus d 'une racine, le tliéorerne est
démontré dans le cas général.

Supposons main tenant que la congruence

(î ( r) ss o [rnod y, 9(.^}"|

a i t exactement m racines incongrues [ m o d p , y ( ^ ) | , et soient r^
r^ .,., r^ ces racines ; posons encore

G (/•) == A,/^-}- Ai r^"1 +... 4- A^

et formons la congruence

' :Ao^ ^4-Al^w"• l ,4-^."hA^—Ao(r—rO(r~^)--^
[mod y, ç(.r)].

Cette congruence est au plus du {m — i)^"^ degré, puisque les d
termes Ao^ se détruisent. Elle a pourtant plus de m — i raci
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congruentes [mod p, ç(^)]? puisqu'elle est satisfaite par les m racines
r,, 7\, . . . , r,/,. Dès lors tous les coefficients de cette congruence doi-
vent être divisibles par le système modulaire [p, y(^)].

Il s'ensuit que la congruence
Ao^ 4-Air^-1 4-. . . 4- A,» -~ Ao (r—ri) (/•"-- / \>) . . .(r—r^) == o

[mod p, 9(^)3

doit être satisfaite identiquement, et nous devons avoir
— Ai ̂ r\-^rJ\ 4-...4" r,/, [modp, <p(^)],
+ A ,2 ̂  ï\ î\ -1- /'i r2 +... + r^-i r,/, [ mod p, 9 ( x )],
. . . . . . . . . . . . . . . . . . • • • • • ' • • • • • • " " • • ' • • • • • * ' ' ' ' * ' " " ?
(- lY^ni = ̂ "l /•^•3 • • • ̂  [":lod ̂  ? (•a:7)]-

Si donc la congruence de degré m
G(r ) =so [modï) , ç(^)]

a exactement m racines r,, r^, ,.., r^ nous avons identiquement la
congruence

w iss-rn.

G ( r ) s A o J J ( ^ — ^ ) [modp , y(^)].
1=1

Revenant maintenant à la congruence
,.^—1,— ï ̂  o [mod y , 9 (•a?)]?

on a vu que cette congruence a m = P — i racines r^ r^ ..., r^, ces
racines étant les résidus du système [p, y(^)], dans lequel réiémenfc
<p(o?) a la forme

<p(^) == ̂ -f- yi^-1 + 72 ̂ ^ "4-... 4- y),.

Les résidus sont, par conséquent, de la forme
<^ ̂ Â"1 + ë^ x^ -4- . . . -4- ë\,

où ̂  S., • • . , ^ peuvent prendre des valeurs quelconques parmi les
valeurs p ^ , pa, .-, P^ àe la page 63.

Dès lors on voit que
î _ ^ ̂  TT [r — (^^~1 4- ô,^-51 -h. - + ë^)] [modp, ç(^)],

^/i^. ̂  r&'c. Normale. ̂  Série. Tome XVÏ1L S. 10
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où le produit s'étend à la totalité des fonctions que nous avions obte-
nues en prenant successivement pour chacun des § les k valeurs p,,,
pa, . . . » PA-» excepté le seul cas particulier où chacun des o est remplacé
par la quan t i t é p, qui est===o [mod p, ç^)]-

Egalant les coefficients des mêmes puissances de r dans les deux
membres de la congruence ci-dessus, on a là forme ires générale du
théorème de Wilson

ï = U (<î,.2?^1 + S^^ -F . - + 5), ),

où le produit s'étend à la total i té des fonctions dans lesquelles les à
ont les valeurs que nous venons d' indiquer.

Nous avons posé m = f^ — ï , où k = (y , p) == N (p ) = p/\ où p est le
plus petit entier divisible par y et où l 'entier posit if /est le degré
(Dedekind, p. 565) de l ' idéal premier p.

Des lors m=p^ — ï , et la congruence ci-dessus peut s'écrire
r^v-1 — ï E= o [ mod y, ç ( ,z')].

Considérons la série de fonctions

[4^)r. DK<1^ ^W\ —,
où ^Çx) est une fonction entière et arbitraire de x dont les coefficients
sont des entiers de û.

Dans cette série, nous devons finalement avoir la fonction 14(^)1^
qui est congrue à [^(.^j^l'mod p, ^(oo)\ ; car, si cela n'arrive pas avant,
cela est cer ta inement vrai pour s == "X/",

Nous appellerons HÀ.UTKUR (Dedekind, p. S j ï ) delà fonction ^(^)
le plus petit entier rationnel Ây différent de zéro, qui satisfait à la con-
gruence

[^(^)]^s2^(^) [ rnodp ,y (^ ) ] .

En élevant les deux membres de la congrueûce précédente à la puis-
sance//% nous avons

[^(^)]^^[^(^)^ss^(^) [mody ,9 (^ ) ] ,

et, par conséquent aussi
- • [^(^)]^+t-[^(^l)]^ [modp,:y(^)] . '
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Si donc ^===.y (niodÀ), on a

[^(^p--!:^)]^ [modp, o(^)];
et, réciproquement, si Fon a

l:^)]^ s= [^ (.20]^ [modp, 9(a?)],
on a aussi

t SES s (mod A).

Nous avons aussi démontré les théorèmes suivants d'une manière
indirecte :

ï. Si .y est incongru à ^(modÂ), [^(^T)]^ est aussi incongru à
[^(^)]^[modv,9<^)].

II. Si F-K*^)!^ est incongru à [^(.r)]^, s est Incongru à ^ (modÂ) .

Considérons ma in tenan t la série de fonctions en nombre illimité

[̂ •).r. DH^)]^ [4^)p% L'̂ ):n --.
relatives au système modulaire [p, y(.'^)"j,

Les h premières de ces fonctions, h é tant la hauteur de la fonction
4'(^)» sont incongrues (mod p, ç(^)]. Les À suivantes sont les h pre-
mières répétées dans le même ordre; par conséquent, nous pouvons
(Cf. Dedekind, p. 871) appeler les h fonctions

W^)P% w^)]^ ['H^yr. -•. w^p71"1.
\ï{période de la fonction ^( tr) relative au système modulaire [~p, y(*27)]-
II est clair €{u.e la période d 'une quelconque des fonctions f^O^)]^
où t est un entier rationnel, contient les mêmes fonctions relat ivement
au système modulaire [p, <p(«i?)j, comme la période de la fonction ^(^).

Supposons maintenant que dans la congruence • • , .
[ 4' ( <a? )]^7 /̂'~l — ï ss o [ mod p, 9 ( se )],

on ait /== ï ? et considérons la congruence
[^(^^^ïs^t^) [mod^9(A-) ] .

Prenons d'abord dans le domaine des nombres rationnels le système
mod u,l aire

[^,€>(.^):|, ^
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dans lequel p est l'entier rationnel premier qui est divisible par p;
$(.2?) est de la forme

<1>(^) == ̂ + ̂ î "-1 4-^2 ̂ ~2 H- . . 'g^

oùg-i, g^, ..., g^ peuvent prendre tous les valeurs, o, 1 ,2 , .. . , p — i.
Il y a, par conséquent,^—- i résidus du système modulaire [p, <I>(^)].
Dès lors, si^(.z')estune fonction quelconque de x dont les coefficients
soient des entiers rationnels, nous avons

[^(^)]^=^(^) (modp,<ï>(^) ] .

Posons de plus,, comme plus haut,

y (.r) == ̂  + y^ ̂ -1 + yg ̂ -2 +, _ ̂  p ^

Supposons que
^ssyi (modp) ,
^2^72 ( m o d p ) ,

^\==y\ ( m o d p ) ;

c'est-à-dire que les quantités ̂  et y,, ̂  et y^ . -, ̂  et ï) soient des
entiers algébriques appartenant respectivement aux mêmes classes
dians la d is t r ibut ion que nous avons f a i t e à là page 63,

11 s'ensuit immédiatement que le système modulaire [ p , î>(oc)\ est
divisible par le système modulaire [y, 9<^)]. et que, par conséquent,

[^(^)]^s^(^) [rnodp, cp(^)],

De là il résulte que toute/onction entière en x à coefficients entiers a,
relativement au système modulaire [p, ç(^)], une h auteur égale au de gré
de la fonction cp(^).

Nous allons montrer maintenant que toute fonction de hauteur À
relativement au système modulaire [p, (fÇx)] est congrue [mod p, ç(^)]
aune fonction entière de oc, de degré inférieur ou égalât— i et dont
les coefficients sont des entiers rationnels.

Conformément au théorème précédent, la côngruence

r^—rsEso [mody, y(a?)]
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est satisfaite par lesp^ fonctions

^i ̂ -1 + g^ ̂ -2 + . . . 4- §').,

où les ^prennent les valeurs o, i, 2, . . . , p — i et de plus ces ̂ fonc-
tions sont toutes incongrues [mod p, <?(^)]-

Dès lors, la congruence
^./^— /'sso fmod y, 9(^)1

a un nombre de racines incongrues [modp, y(.ï)] égal au degré
d= p^ de la fonction, et, par conséquent, d'après le théorème donné
page 73, si r^ r^, .... r^, r^ = o sont les racines de cette congruence,
nous avons la congruence identique

,./̂  _ r ss r ( r — t\ ) ( /• — /-s ) • • • ( /• — ^'rf-i ) ̂  o [ rnod p, 9 ( x )].

Si maintenant }c(<x?) est une fonction de hauteur X relativement au
système modulaire [p, y(^)]» "ous devons avoir

Cx^OI^—X^)25 '0 [mody, ç(^);|;

et^ par conséquent,

X^O l:'//^) ̂  ̂ [XW - ̂ ]" • •[X(^) - ̂ i] = û [mod p, y(.-r)].

Il résulte de ceci que l'on a
yj,^)ssr [mod^yO)],

où rest une des fonctions entières ^, r^ .- . , r^^, r,/=o, dont le
degré en oc est infér ieur ou égal à À — i et dont les coefficients sont
des entiers rationnels mod p .

Réciproquement, si y^(^) est congru [modp, ç(^)] à r, r é t an tune
fonction entière en x dont les coefficients sont des entiers rationnels,
de sorte que

j^(x)=r [mod^9(^)] ,
on a aussi

[^(^"J^ES/^ [modp,<p(.r)].

Mais puisque
r^ssr [modp,cp(^)],



8.78 HARKIS HANCOCK.

il s'ensuit que
[%0)]^==r [modp,9(^)],

et
[Z^P^X^) [mod p, 9 (a?)].

Nous avons donc le théorème suivant :
Toute fonction entière en x dont les coefficients appartiennent à £2

qui est congrue [mod p, 9(^)] à ^n^ /onction entière en x dont les
coefficients sont des entiers rationnels, a pour hauteur \ relativement au
système modulaire [p»ç(^)]î ^t toute fonction entière en x dont les
coefficients ^appartiennent à û, qui a pour hauteur \ relativement au sys-
tème modulaire [p, ç(^*)j, est congrue, relativement à ce système, à une
fonction entière en oc de degré inférieur ou égal a À — 1 5 et à coefficients
entiers et rationnels réduits mod p.

Nous savons que, si. R(a, (3, y, ...) == /a^+ ^a72"""1 (3 + ... est une
fonction entière par rapport aux quantités a, p, y, ... et si /, /^ , . .
sont des entiers rationnels, on a

[R(a, (3, y, . . .)]̂  R(^, (̂  y/-, . ..) (modp),

oùp est un entier premier. Dès lors, si. p est divis ible par l 'idéal pre-
mier y , nous avons

[R(a, p, y, .. .)p^ R(^ f^, y/^ ...) (mod y).

Supposons maintenant que ^(.r), fonction que lconque du do-
maine [(ï^ oc)}, soit de hauteur h et formons la fonction symétr ique

^g(^(.r):i, [̂ ):K w<r. [^(^i^'t
de sorte que, par conséquent, cr est une fonction entière en x dont les
coefficients sont des entiers de û.

On voit que

^= S(t+(^)], tW}^ l^W\ - - 1:+(^)/Â'1]]^

^ 8([+(^)P. ̂ W\ ̂ W,.... [^(^)/A]]
2= S([+(^)]^ [^(^)r, c^(^)r...., E^(^)]] (modp),

ou
o^ss o-,, - (mod p ) ^ ' ^ , ^
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puisque
o-/^ E= cr^ sss cr ( mod p ),

il s'ensuit aussi que
cr/'^E== o- [mod î), 9(.^)J.

11, résulte de là que, puisque la hauteur de la fonction o- relative-
ment au système modulaire [y, 9(^)] est À, la fonction a est congrue
| (modp , ç(^")] à une fonction entière en x de degré inférieur ou égal
à ^ — r , dont les coefficients sont des entiers rationnels réduits modp.

De la même manière , on peut prouver que toute /onction entière
symétrique des h fonctions

[^(.r)], [ ^ ( X ) ] P , [^)r, ..., DH^)]^"1

est congrue \ mod y, cp ('^)1 a ^n6 fonction entière de x de degré inférieur
ou égal a À — r et dont les coefficients sont des entiers rationnels ré-
duits (mod p ) .

Formons main tenan t le produit

[^^(^)].j,.^[^(^)pi,j^[^(^)yj..j,^^(^)p^^

que nous désignerons par P(r, oc).
Ea développant ce produit suivant les puissances de r, nous avons

P(r, .-z')^r/t~^c^r/^i-^c^r/t•-z-+-... 4- c^

où c^ 6^, . . . , c/, sont des fonctions entières symétriques des fonctions

4^). [^):h E^(^)?V -.. l:^)]^.
La fonction P(r, ,z?) ̂ ^ âfcmc congrue [(mod p, o(.z;)] à une fonction

entière de degré h en r, dont les coefficients sont des fonctions entières
en x de degré inférieur ou égal a À — î , et les coefficients de ces fonc-
tions de oc sont des entiers rationnels réduits (mod p).

La fonction P(r, x) peut être appelée une fonction première (Dede-
kind, p. 571); car on peut prouver aisément qu^il n'est pas possible
de déterminer deux fonctions f(r, x)^ gÇr, *r) entières en ret en a?y
telles que

P(r^)^f(r^)ff{r,âc) [modiî, y(^)].
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Revenons à la congruence

[^)pV=^) [mod^y(^)];

nous voyons que si h est la hauteur de la fonction ^C^') relativement
au système modulaire [y, ç (^)], on a

[^)]^^) [modp,9«|.

Dès lors il s^ensuit que

[^(^)p^[^(^)]^ [modî),ï(^):|.

De cette congruence (voir p. 76), nous pouvons aussi déduire la
congruence

Â==À/ ( m o d À ) ,

et par conséquent \f doit être divisible par h. Nous avons ainsi le
théorème suivant : La hauteur d'une fonction quelconque relativement
au système modulaire [ p, 9 (a?)] est un diviseur de \foùfest le de gré dey,
et ̂  le degré de la fonction y(^) en x.

Nous allons montrer maintenant que, si h est un diviseur de A/, il
existe des fonctions de hauteur h relativement au système modulaire
[P.î^)]-

S'il existe de telles fonctions^ par exemple ^(^'), il en existe évidem-
ment À, savoir

^), [+(^)P, [+(^):r, —. [4J(^)]//'">1•
Dès lors en supposant qu'il existe des fonctions de hauteur À rela-

tivement au système modulaire fp^ç(^)"|, on voit que l'on peut par-
tager toutes ces fonctions en groupes, et qu'il y aura h fonctions dans
chaque groupe.

Désignons le nombre de groupes par y^ et par conséquent le nombre
des fonctions incongrues de hauteur h relativement du système modu"
hire [p,ç(.r)] parÀ^.

Puisque \f est divisible par À, nouspouvons poser

, 1 1 1 ^ 1 1 '1 1 V==Â^ 1 ^ ^ , ! ^ !

où g est unentier rationnel.
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Or, puisque
^———ZLl =î -̂. n/̂ -. n2A 4-. , .4-n^-DA
pfl —— j ' l l

de sorte que^ ^"I est un entier positif, il s'ensuit que

^^p^ =6(.),
[^(^)y-^i v ;?

où <25(tX*) est une fonction entière en x de degré p^—p^1 à coefficients
entiers appartenant au domaine û.

Dès lors.
[^(^•)pV~^(^)^ j[4/(.r)]^---^(.2Qj<ê(^)^o [modp, 9(.y)]«

Puisque
[^(.z1)]^^— ^(^) ïso [mod p, y(^)]

a//^ racines incongrues [mod p, 9(^)]» ôt puisque (S5(.r) ne peut pas
avoir plus de p^ — // racines incongrues, il s'ensuit que

[^(j?)]^—^(^) £sïo [modp,y(^)]

doit avoir au moins ph de ces racines. Puisque cette congruence ne
peut pas avoir un nombre plus grand de racines incongrues

[mod p, 9(^)]»

il en résulte que la congruence
[^ (^ ) ]^—^(^)=o [modp,90)]

aj/ racines incongrues [mod p, 9(^)J-
Si maintenant nous avons une fonction ts(^) de hauteur A relative-

ment au système modulaire [,p, ç(^)]» elle satisfait à la congruence
( i ) [f,)^)]/^ («>(^) [modp, 9(^)],

et réciproquement, si la fonction ^(.r) satisfait à la congruence (i)
elle est de hauteur À ou de hauteur d, d étant un diviseur de A.

Dès lors, nous voyons que chacune des racines incongrues
[modp,9(^)],

Ann. de l ' É c , Normale. 3e Série. Tome XVIÏL S. 1 ï
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qui satisfait à la congruence (i), est ou de hauteur À ou de hauteur dy
d étant un diviseur de À.

Si d est un diviseur de h, le nombre des fonctions incongrues de
hauteur d relativement au système modulaire [?» 9(^)] esty en em-
ployant la notation précédente, égal à dy^.

Il en résulte donc que le nombre des fonctions incongrues de hau-
teur h ou de hauteur d, d étant un diviseur de h relativement au sys-
tème modulaire [p, ç^)]? ^st

^ d^ci,
où la sommation s'étend à tous les diviseurs de h, y compris h. Puisque
ce nombre est aussi égal à/?^ il s'ensuit que

ïd^^p^
Nous avons vu p. 78 que

(I) r^—r^11{r—ri) [modp,y(.r)],

où le produit doit être étendu à un système dej/' fonctions incongrues
de hauteur À ou, de hauteur^, Jetant un diviseur de À, relativement
au système modula i re fp, (p(^)].

Si une des racines,^, par exemple, de la congruence précédente est
de hauteur h relativement au système modulaire f.p, 'pC^)]^ 1^ produit

(r - r,) ( r~- r?,) (r - r^) ... (r - rf)

entre comme facteur dans (I).
Nous pouvons écrire, au lieu de ce produit, la fonction P(r, ̂ ) qui

est entière en r et x, de degré À en r et en x^ de degré inférieur ou
égal à "X — ï et dont ces coefficients sont des entiers rationnels réduits
(mod/?).

De la même manière^ si d est un diviseur de h^ il entre comme fac-
teur, dans (I), le produit

(^^)(r-rç)(r-<).^(r-r^),

oùr^ est une fonction de hauteur d relativement au système modulaire.
Nous pouvons donc remplacer le produit par une autre fonction

première entière en ret •x^. de degré d en r et en *y, de degré inférieur
ou égal à À — i , dont les coefficients sont des entiers rationnels
réduits (mod p).
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II est ainsi évident que l'on a
r^1— rsEsIlP^,^) [ûiod p,(p01)],

où le produit doit être étendu a un certain nombre de fonctions
premières.

De telles fonctions, dans lesquelles les coefficients des plus hautes
puissances de r sont l'unité, sont di tes fonctions premières primaires.

Je ne calculerai pas le nombre de ces fonctions qui sont de degré h
en r ou qui ont pour degré un diviseur de h.

Si, nous désignons par o^ le nombre des fonctions premières pri-
maires de hauteur h relativement au système modulaire [p, y(^)'j. on
peut montrer que
1 Ïd^a^ï^a^p^'

Par conséquent, le produit précédent doit s'étendre à toutes les fonc-
tions premières primaires P(r, x) possibles dont le degré en r est h ou un
diviseur de h et, en x, est inférieur à ^ — i et dont les coefficients sont
des entiers rationnels réduits mod p .

Ce théorème a été démontré par Dedekind (p. 571 et 572) pour le cas
simple des entiers algébriques relatifs à un idéal premier. Dans ses
Leçons, le professeur Frobenius a complété les résultats de Dedekind,
et en suivant ses méthodes, je suis arrivé aux résultats précédents
pour les fonctions algébriques en [^ x\ relativement a-u système
modulaire [p, ç0)|-

Comme aucune des fonctions premières n'est répétée dans le pro-
duit ci-dessus, nous pouvons écrire l'équivalence suivante

[p ,y(^) , r^—r]oo!I[y, q?(^), P(^^)L

o u ï e produi t doitêtre étendu à tous les systèmes modulaires possibles
de la forme f^ 9(^), P(^ ^)] dans lesquels nous écrirons pour la
fonction première P(r, x) toutes les fonctions premières possibles
dont le degré en r est h ou un diviseur de h et dont le degré en oc est
inférieur ou égal à X - i. Car, si nous nous bornons aux coefficients
rationnels et entiers dans ces fonct ions premières, il est évident,
puisque deux quelconques de ces fonctions P,/,(r, x) et P^(r, x} n'ont
pas de diviseur commun en r, que nous pouvons trouver deux fonctions
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P^(r,a?) et f^r.œ) entières en r et x à coefficients entiers, de telle
sorte qu

Pm. ( /'. ̂  ) î^ ( ̂  ̂  ) -+- P -̂ ( ̂  ̂ ) p". ( r. ̂ ) = K ( ̂  ) ,

où ^(<3?) n'a pas de diviseur commun avec cp(<r) (mod p).
On voit aussi que le plus grand commun diviseur de K(^) et (fÇx )

(modp) est un entier a de [^], et que, finalement, le plus grand
commun diviseur de a et p est v.

Dès lors le produit
(II) [p, <p(^), P^(r,^)][^ cp(^), P»(/- ,^)]

co[p2, py(^) , pP,,(r,^), y (^ ) 2 , ? ( ^ )P^ (^»^ ) .
pPw(^^) , ? ( ^ ) P ^ ( ^ ^ ) > P^(^^) . P/^^^)]-

Avec les éléments p2, pç(^), pPn(^^) , pPm(^^ "ous formons
le système

[^pcp^), pP»(r,^) , î)P,/ , (r ,^)]
<^p[p, y(^) , P/.(r,^),iP,,,(r,.r)]^p[^]cop,

et, comme nous pouvons main tenant ad jo indre y au système (I), nous
formons, avec les éléments py(^) [qui peut aussi, être adjoint au
système (I)], [9(^)]2, î(^1) 1^(^ ̂ ) et ç(» P^(r, ^), le système

9(^)[p, y(^) , I \ ( r ,^) ,P^(r ,^)]ooç(^)[^]c^cp(^) .

Dès lors, le second membre de réquivalence (I) est équivalent à

[p, y(<ï) , P^(r, ^)P/,(r, ^)],

ce qui démontre le théorème.

Béduction des systèmes modulaires de seconde espèce lorsque la seconde
puissance ou des puissances plus hautes de l'idéal premier p entrent
comme éléments*

Dans le système modulaire de la p. 62,
[v^M^M^ ....A(^)],

nous supposions que m était le plus petit entier rationnel qui fût
divisible par vp-, et nous supposions qu'aucun des facteurs de m n'était
contenu comme facteurdans le discriminant d e û »
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Nous allons maintenant nous débarrasser de cette restriction et nous
allons avoir, par conséquent, à discuter les systèmes dans lesquels
les secondes ou plus hautes puissances de l'idéal premier p entrent
comme éléments.

Si cet idéal entre à la seconde puissance, la forme du système
modulaire que nous avons à considérer est (voir p. 61)

(I) ErS ^i(^)» P^(^). • • - ' ̂ '^)./i(^/2(^ ••^//^)"J»
où tous les éléments qui entrent appart iennent au domaine [^, ^].

Pour abréger, nous désignerons le système des éléments /i (^),
v s= n

/a(^), .. ., .A(^) par ]¥ [/^)] et nous pourrons, par conséquent,
V =; î

écrire le système sous la forme
[s. ss m. v = n \

v^^W^^W^] •( I )
[j, „ 1 , V == t , /

V s=rt

Grâce à la présence des éléments N [//^)] dans ce système, nous
V — I

V ÎS.II

pouvons adjoindre les éléments p N [/v(a7), sans que le système cesse
V s= 1

d'être équivalent à lui-même; il devient alors
|j.=w. V=:M yszn \

v2 , p N w^ v N 1:/V(A'):!' N ̂ ^ •
a == l v s== 1 v -=; l

v ;̂ n

Avec les éléments p2, p N [/v(^)J» ûous construisons le système
V =- 1

V^=n / v==n \

p%p]\[/v(^)] <^ i^LA^)] •
v==l • v=l '

II résulte de ce qui a été dit p. 65 ^que

(a) V,]^[/v(^)] ^[?,F(^)].
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De ce système (a), que nous appelons système modulaire auxiliaire,
nous tirons, d'une part,

y==n

(i) F(^)=pïr(^)+^/v(^)7v(^),v^ /y^
v==i

où -îr(^), /^ (a?), /a^)» • • » 7 fiî.Ç30) sont des quantités déterminées de
[ç^, a?J et, d'autre part,
(2) /v(^)=p7Tv(^)4-F(^)r^(,r) (y=:i,2, . . ., n),

oÙ77v(<r), Fv(^) (v == i , 2, . . ., n) sont aussi des quantités de [^, x\.
Si nous posons

F(^ )=F(^ ) -V7T(^ ) ,

il résulte de (i) que
v s-: //.

F^l)=2/v(^)^(^)•h\^^v\

Dès lors, puisque F(<3?) peut s'exprimer par une forme linéaire en
fonction des éléments f^ (a?), f^Çx\ . . . , /n(^) dont les coefficients
sont des quantités de [^, ;r], on voit que nous pouvons ajouter F (a?)
au système (I) sans qu'il cesse d'être équivalent à lui-même.

De la seconde des relations ci-dessus il résulte que

^(^)=p7rv(^)^ F(^) I^(^)+p"7T(^)Fv(^) ( v = = i , 2, ..., n),

et si, pour abréger, nous posons
7rv(<r) 4-7i(^)Fv(^) =-=IÏv(^),

nous avons
y,(^)=yII , (^)+F(^)Fv(^) {v=i^, .,.^).

Nous pouvons donc écrire le système (I) sous là forme
. p _.: //î V .„.: /Z ^p- •^.m v .== M

PS r ]\ C^(^)]. ]\} [pnv(^) +F(^) F,(^)
p, ssr 1 V =ï 1

^ r ]\ C^(^)]. ]\} EpHy^) +F(^) F,(^)], F(.c)
\ a = ï = i v=ï i /

système qui, à cause de la présence de F(<r), devient
Ï \L =: m. v=/î

(l') P%p]\)[^(^)3,r]^[IIv(^)],F(^)
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Le système
(Jl == m v = n

P% P ]\ E^)], P ]\ [11̂ )]
p. == 1 v == 1

est équivalent à
(A==M V==/î(A == M V == /î

,]\|[^)L]\[IM^)
p. == 1 V = 1

p p,]\|[^)L]\[iiv(^):l ,

qui (w<r p. 65) est équivalent à
v [v>G(^

Dès lors le système (F) peut s'écrire
(II) |y ,pG(,r) ,F(^)] .

Nous pouvons adjoindre à ce système l'élément pF(^) et considérer
alors le système

|y,pG(.r),pF(^),F«[;

avec les éléments?2 , pG(.^), pF(^) nous formons le système
[^ pG (^), pF (^)] c^ p [p, G (^), F (^)].

Le système [p,G(^),F(^)j est, ou bien équivalent à
[y,Q(^

où 0(<r) est le plus grand commua diviseur (modp) deG(^) et de F (^)
ou bien à

M.
lorsque les deux éléments G(^) et F(<r) n'ont pas de diviseur
commun (modp). Dans le dernier cas puisque

[^pG(^pF(^)]^|>],

le système (II) prend la forme
1>,F(^)],

et peut être étudié d'après les méthodes déjà employées dans les
recherches précédentes.

En considérant le cas de
(a) [y,G(^),F(^)]^[p^(^)] ,
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on voit que l'on a d'une part
0 ( ^ ) = : y K ( ^ ) + G ( ^ ) G i ( ^ ) + F ( ^ ) F i ( ^ ) .

où K(^), G^(^) et F,(^) sont des quantités déterminées de [ y , oc~\, et
par conséquent

yO 0) = ̂ K (^) + pG (.z-) G^) -+- yF (^) Fi (JQ,

de sorte que
p6/0) == o [modp2, pG (^), F(^)],

et par conséquent cette quantité peut être ajoutée au système (II).
Nous déduirons aussi du système (a)

G(^)=^(. r )+0(^)G(^) ,

où l{x) et G {oc) sont des quantités déterminées de \v, x}.
Dès lors

p G 0) == ̂  / (.r) + y 0 (.^) G (.r)

et par conséquent, lorsque pô (^)a été adjointaa système (II), on peut
y supprimer pG (x).

La valeur suivante de F (.r) dérive immédiatement de (a) :

F (.r) = py (^l) + 0 (.r) Ô(D (.z')

où ç (^) et ô^.r) sont des quantités déterminées de [p, x].
Nous pouvons, par suite de ce qui a été dit plus haut , mettre le sys-

tème modulaire (II) sous la forme
(1F) [P2, P 0 (^), py (^) + 0 (.z*) ̂ )(»].

A cause de la présence de p2, pO (^) dans le système (II') nous pou-
vons supposer que les éléments ont été rédui t s de telle sorte que le
coefficient de la plus haute puissance de x dans O^^r) soit l ' un i té , et
que le degré de ç (^) soit inférieur au degré 0 {x} par rapport à x.

Nous pouvons, de plus supposer dans le système (IF), que
1° En vertu de la congruence (a), 9 (a?) est de la forme

, 6 \x) :=;^4- yi'^-14~ ̂ x^ 4"... 4- y^

où y^ y^ • • -? Tp. sontpris parmi les entiers déterminés p^, pa, . ., p/,»
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2° O0^^) est delà forme
Q^{x) = ̂ -h ô^-1-!- c^-2-^. . .4- rîv

où les à sont aussi pris parmi les p.
3° <p (.^) est de la forme

9 (,r) == eo^-l- Si^^-"1 4- Sa.z''71--2-}-. . . 4- £7:,

où les £ sont aussi pris parmi les p, et où TC -< pi.
Supposons que par une autre méthode le système modulaire ini-

tial (I) ait été réduit à une forme
iy, ̂ (.r), pcp,(^) -h Q,{x) e^çx)],

où les éléments correspondants remplissent les trois conditions que
nous venons d ' indiquer .

Nous avons alors

(b) [^^^^(^^^^(^^^^(^^^^(^Oj^Ep^p^^^) ,^^^)^^^^)^^^

et nous pouvons montrer que ,
(9(^)==^(.r), y(^)==<^(^)

et ! ! !

0(1) ( ,^)=:0^)(^).

En efîet, il résulte de (è) que

rf iC^Q+^C.^)^1^^)
^ p^ (,-z;) / (./y) -h [pç (^) + ̂  (^) ^1) (^)] ̂ (^) [modp2),

ou / (.r) et g{^} sont des quantités du domaine [p, .-r |.
Pour éviter des répétitions, toutes les quantités qui sont introduites

peuvent, une fois pour toutes, être considérées comme appartenant au
domaine [( ;?^]» ^t pour abréger nous nous servironsjda signe fonc-
t ionnel pour la fonction de x.

IVaprès la congruence précédente nous avons
( « ) Q.Q^^QQ^g (modp) .

De même il résulte aussi de (&) que

pq?4- QQ^^ v^i/i-4- (V9i+ M^) ̂ i (modp<),
Afin. de i 'Éc . Normale. S^terie. Tome XVIIî. S. 1 2
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OU

( 2 ) QQW==e,Q^g, (modp) .

En multipliant ( i ) et (.2) membre à membre nous avons

68^ 6, Qy^QQ^Q^^g, (modp) ,

et par conséquent, puisque le produit 99^9/J^ n'est pas divisible par p,
il s'ensuit que

JES^I (modp)

et par conséquent g et g ' ^ sont des unités algébriques du domaine [ v |,
Dès lors en vertu de (i) ou (2) nous avons

^(D^É^I) (modp) ... (i).
<•

De plus, nous t irons de (6)

p Q, 5= p 0. A -i- ( (90^^ -h p y ) B ( mod y2 ),

et de cette expression il résulte que OO'B doit être divisible par p.
Comme ô.et O^ont été réduits tous deux relativement au module y , le
facteur B doit être divisible par p. Noas pouvons donc poser B === B < p-

Par conséquent de la congrucnce précédente nous tirons

Q^QA + {QQ^ 4- y y) Bi (modp) ,
ou

(3) ^ ^ 0 ( A + B i 0 ^ ) ) (modp),

De la même façon on peut montrer que

(4) ^^(A^+B^^) (modp) ,

et par conséquent

ÔQ^ee^K^B.ew}^^^^^) (modp),

Des lors, en raisonnant comme plus haut, A + B< ô^ et A^0 + B^ô^
doivent être des unités algébriques^ et alors de (3) ou (4) nous dédui-
sons

, :. , . ! \ ôssôi (modp). . ,1
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Mais comme les coefficients de 0 et ô, ont été réduits (modp), il s'en-
sui t que

. ' 0 = = 0 , . . . O Ï )
et par conséquent de (î)

Q^-==. ey... (ÙT)

En revenant à l'équivalence (&) on voit que

(^, p0, p9 -4- ̂ ^) c^ (p2 , p^, po , 4- 0, ̂ i0, P? -4- QQ^),

ou, puisque 0 == 0, et 0^== 0^', ..
(p^, p0, py -+• 09^1)) c^ [v2, p0, pcpi -4- W^, y (y — îpi)].

De cetle équation nous tirons
p ( ^ - ~ r ^ ) E - p 0 C + (î39-4~ O^1))'^ ( m o d p 2 )

et par conséquent DOf^0 doit être divisible parp, de sorte que I) == Bip .
Nous pouvons donc écrire la congruence

ep — c i s O t C + D i e ^ ^ ' (modp) .

Puisque le degré de 0 en a? est plus grand que le degré de ç ou de 9 ^ ,
nous (levons avoir

C+ l)^(i) ES o (modp),

et, par conséquent,

ou
(P _ cp^^s o- (modp)

9== ci... (^)

Nous pouvons donc regarder (p^pô, pç + 00^)comme une forme.
canonique de la représentation unique du système modulaire (I).

Dans le système
\}.£zm V==^ i( i) ^p N [^,(^)]»]\ [/^n

p-=;i ^'^i /

nous avons supposé la présence des éléments
p,=w , .

p]\[ L^(^)l-
1^=1
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On voit toutefois que, sans employer ces éléments, nous avons
introduit, à l'aide des éléments/^.r),/^;^), ...,^(^), les é léments

V=/î

pj^n,(^)
v==l

clans le système (I') de la page 86, où

Ji^{x} rrrTTvO) 4-7T (.2?) Fy (^) (P == 1 , 3, . . ., /z).

Dès lors, à moins que les n quant i tés ne soient congrues à o
(JL==W

[modp, F^)], et même lorsque les éléments p ]V r^C^) 1 manquen t
p^i

dans le système in i t ia l , le système modulaire r é d u i t est
(A) [^pG^F^)].

[X = ///

D'autre part, lorsque les éléments p N [G^(^)| manquent dans le
{;.===!

système initial et si l'on a aussi.
n , (^ )=o [modî) ,F(.^)] ( ^ 2 = 1 , ^ , . . . , ^ ) ,

le système réduit est de la forme
(B) [î)VF(<|.

Considérons le système
(A) 1:P%PG(^),F(^): | ,

et supposons que F(o?) admette les deux facteurs V,(x}, F^) rela-
tivement aux modules p2, pG(^), c'est-à-dire que l'on a

( t ) F (^ ) : =Fl (^ )F2(^ )+pG(^ )^ (^ ) -4 -p 2 x(^ ) ,

où ^(.r) et ^(.r) sont des fonctions de [p,,r].
De plus, supposons que F^(^) et T^(x) n 'aient pas de facteur

commun relativement aux modules p2 , pG(^), et formons le produit
(M) [^pG(^) ,F i (^) ] [^yG(^) ,Fs(^) ]

^ rp^p 3 &(. r ) ,p^Fâ(^ ) ,p 2 G(^)^pG(^ )F , ( . ^ l ) , 1
L p^Fl(^), pG(^ )F l (^ ) /F l (^ )F2(^ ) J t
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Les quatre éléments p\ ^G(x), p2!^^), p2?^^) peuvent être pris
dans le système

^[y\ yG(^),F^)J^)]^P2^)^^

de sorte que le produi t (M) est équivalent à
( N ) [ y î ï , p G ( ^ ) F l ( ^ ) , p G ( ^ ) F 2 ( ^ ) , y l ( ^ ) F 2 ( ^ ) ' J .

Maintenant si F^) et F^) n'ont pas de facteur commun (modp) ,
le système (N) se réduit à

ry ,pG(.r ) ,F(^)] .

Dès lors, afin démet t re le système (A) sous la forme d'un produit
des deux systèmes donnés plus haut , la fonction F(^) doit, avoir la,
forme ( i ) et les fonctions ¥ , (x) et F^) doiventn^voir aucun facteur
commun (modp).

Dans le système
[p^(.^/(.'r):l

supposons d'abord que fÇx) est irréductible (mod p). Nous avons
alors la congruence

[p2, p^(^), /(;r)] c^ [p^ ^g(x\ p/(.r),/( 0

^|Pl:P^ r(^)./(^)]./(^)i</5[^/( ; r)^
à moins que g^x) ne soit un multiple de f{x) (mod p); si G(.r)
(mod p) est un mul t ip le de/(^), on a

[^, W{x\f{x}^[^\f(x)}

et le système est de là forme (B).
Dans le système [p2, p^(^)»/(^)2] supposons que/(^) soit une

fonction irréductible (mod p). Nous avons alors

ip[P.^(^)^/(^) 2]^(^) 2!^C^/(^) 2^
à moins que ^(<r) ne soit un mult iple de/(^).

Si ce mult iple est plus grand que r , on a
[y\^W,fW]^[f^fW];

et si ce mult iple est égal à T , on a

[p^yffW^fW^^^f^^f^^
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Supposons main tenant quef(^)=f^\f^Çx) (mod p) et, de plus,
supposons/i(.r) et/s^) irréductibles (îïiod p), on a

[f,P^),/(^)]^[p,/(^)l
lorsque/(<r) et^(^) n'ont pas de facteur commun (mod p), et

[P^P^(^) , / (^) ]^[V^P/ t (^) , / (^) ]

lorsque g est divisible par^(modp), mais non par/a (mod p).
En mettant le système [p^'pG^), F(^)] sous la forme canonique

(A) [^ p0(^) , p y ( ^ ) + 0(.ï)0^(^)],
on voit que ce système contient le système

r^(.r)],
où rf(o?) est un diviseur quelconque (mod p) du produi t û^'z^O^^r).

De plus, le système (B) peut s'écrire
(B) [^,î)H(.^)+^(.:zO],

et, par conséquent, il contient le système
[p, â^)],

ou â(^) est un diviseur (mod p) de Â^).
Les systèmes (A) et (B) ne sont donc pas des sy sternes premiers

Çcf, KRONECKisn, Grundzùge, p. 83, ou Werke, t. Il, p. 340.

Réduction des systèmes modulaires dans lesquels la troisième puissance
de l'idéal premier p entre comme élément.

Ces systèmes sont de la forme
/ v"s.n ! p..-=w ' \^l .

(i) ^ r2 ]\[^(^)], y ]\ [A..W\, ]\ [AÎ.(.^] .
( 1 1 1 V-sl ÎAs=l 1 laî 1 /

où tous les éléments qui y entrent sont des quantités du domaine [c, ̂ j .
Nous pouvons adjoindre à ce système les éléments

pl==W , . ! ,)i,Sîï/ 1 1 ,

^C/l^)] et p]^[A),(a-)],
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et, à l 'aide de ces éléments et de l 'élément^3 , nous construisons le
système

/.=/À=Z \L = m?„ = mv\p° N [/^•)L .pN^.^)] ^p p2' p N w^ ]\ [/(/.(>z•)]
n — i À-":1 v 0=1 >.=!p.=l

Nous déduisons du système modulai re auxi l ia i re

(A)

d'une part

(Q

{}. î-- m

^ P j^ [^(^)]^ ^[^( ly)] ^[-P'2 ' yl^^).!-^^)],
p-=i

K^) == ^^(a;) + p ̂  /sx7ii+ ̂  ̂ ^»p.y[i-t- ̂  l i ^ 1 1 ^
[;---=.: 1 >-"'!

où nous employons le signe fonct ionnel pour la fonction de ^; et
d'autre part

( a ) /^(^^^^TD.-hpFFi-hiÎH^ ( ^ = r , a , . . . , 0 .

En posant H(a7) ̂ I^)-?2^, on voit que de ( î ) on tire

p,=w \=. t

^/l^
p.==l

ii(j;) == p ̂  /ix7t^ 2/rÀ/rÀy

et, par conséquent, H(^) peut être ajouté au système (I) sans qu'il
cesse d'être équivalent à lui-même.

Nous avons, de plus, en vertu de (2),

/^(.r) = p^x^ P Ft\+ HHx+ P^H). (^ = 1, 2, . . . , 0,

/^(^^rrp^llx^pFF'À+HH^ (À =1,2, . . . , Q ,

ou, pour abréger, ÏÏ^ est mis pour T^+ ^H?, (À = î , 2 , . . . , /).
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Nous pouvons donc écrire le système (î) sous la forme

^=== / î (A=W \==l

p', p2 ]\ W^)]' f j\ W^' N l:psnx(;c) -^P^]' H^
v=i ^=1 ^=l
/ / v==n [}.=?ît. \=l \/ / V == /î P- = 77t )k == / \

{p p2 ,? N ̂ ^^ N i7^1^ N ^"^^ +FFÀ] ? I Ï (• r ) j
\ ( v=i y^i ).=i , /

^[v r8,? ̂  [<?v(^)], ]\ [/^)L ]\ [pnx(^) +FF,]!,n.(.x-;
\ ( v=l [;.=1 ),=!

<^!p[p 2 , pG(^) ,F(^ ) ] ,H( .» ) i .

Nous voyons donc que le système (I) est équivalent au système

(H) [ p ^ ^ G ( ^ ) , p F ( ^ ) , H ( ^ ) ] .

Nous formerons le système modulaire auxi l ia i re

(6) [^ pG(^) , F(^), H(^)] c^ [p2, pS(^) , p y ( ^ ) "h ^(^^^(^(.z-)],

ou les éléments O(^), 9(^) et Û^^) satisfont aux condi t ions des
pages 88 et 89.

De (è) nous dirons
p(5(.r) =: p^n ̂  p(; G(I) ̂  pF F^^ 4- HH^

ou
y20(^ ) =: p3!!: + p M x G t ^ + p^FF^) -+• yîlH^^ ;

et, par suite,
p^(^)so[^ ,p 2 G,^3F,H] .

Nous pouvons donc adjo indre p2!) au système (II) , et, par une mé-
thode analogue, on voit que l'élément p^-i-pOO^ peut aussi être
adjoint à ce système.

Ceci fai t , on voit que les éléments p^i et pF, à cause de l 'équiva-
lence (6), peuvent être supprimés du système (II).

Finalement, si nous donnons à H(;r) la valeur tirée de (é)

H(^) =: p 2 ' ^ -+ -p^e^ -h - (py + 0^^) ̂ ^^ .

on voit que nous pouvons écrire (II) sous la forme

(ri/) [ p 3 , p 2 0 , ^ 9 + î î 0 Ê K ï 5 , p 2 ^ + p 0 0 ( ^ + î î ç y < l ) - + - M ( 1 5 y ( l ) ] .

Grâce à la présence de p'^, p^ô , p2^ 4- p&O^, nous pouvons supposer
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que le coefûcient initial de ^(1) estrunité, et nous pouvons supposer :
i° Que les coefficients init iaux de 0, 0 e 1 5 et cp^ sont l 'unité;
2° Que les degrés en x de <p et ^ sont inférieurs au degré de 6 ;
3° Que û^ est de degré inférieur au degré de ô^;
4° Que les coefficient? de toutes les fonctions qui entrent comme

éléments dans le système sont pris parmi les entiers déterminés p ^ ,
?2» " • * » PA-

On peut prouver par une méthode tout à fait analogue à celle donnée
dans le Journal de Crelle, t. 119, p. 161, que le système (II') est une
forme canonique de la représentation unique du système (I).

En général , les formes canoniques des systèmes modulai res de
Kronecker de seconde espèce, où la première, ou une plus haute puis-
sance de l'idéal premier p entre comme élément , peuvent s'écrire
(voir le Journal de Crelle, t. 119, p. 164) :

(P^)-
( p ^ p ^ p O + Ê W 1 ? ) ,

(p^p^p^+p^^p^^p^^ +pç?9^ H-^-V^),
/p^p3^ ^y 4-p206 '^) ,p 3 lp4-p 2 00 ( 2 ) -^y 2 (py ( l ) •+- î î^ ( l ) 9 ( l ) , \
^y^p2^(3)^pSyy(2)^p2^(l)^p00(l)^{2)^p^(2)^

Posons
M /")

, 1 :=:£/,

M,=py+06K^
M^p^+p^^py^1^-- ee^^,
M^^p^+p^^^î+p^y^^p^^^^p^^^y^^p^^î^^^+pycp^^

de sorte que
M i = 0 ,
M^pcp-hîM^,
Ma^p 2 ^ 4-pMl^ 2 ) -4-M2y ( l } ,
M4:=p3%4--p t2?M^ - ^ p M z y t ^ + M 3 ^ ^ ^ !

Ma = p^o- + p^Mi ̂ ^ + p2]^^35 ̂  pM:,^2) -+- M4X (1 ) .
M6:= p^ 4- p^Mi^^^ -h p^Ma?^ + p'M.^^^ + pM4"/ (2) + Macr^^

^^/i. ^e fZ^-. .Normale. 3e Série. Tome XVIIÏ . S. l3
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Nous pouvons donc écrire les formules canoniques

(Pi, M,),
( p 2 , p M i , M a ) ,
(^P '^Mi^Ma.Ma) ,
(p^Mi^Mi.p'MsA),
(pSp^p'M^M^pM^M,,),
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . i

où Mg est exprimé l inéairement en fonction de M,., M;}, SL, Mi par la
formule donnée ci-dessus, etc.

Réduction des systèmes modulaires de troisième espèce.

Considérons d'abord le système de la forme

(I) Ol? ^2? • • •?P-^ é rl(•y)^2(^)» • - ' , ^ m ( ^ ) ,

/l^J^/â^.A • • •?.A(^./)]^

où p^, [J-2, ..., (Ji^sont des ent iers algébriques deû ; ^(^), ^C^) — • -
gm{x) sont des fonctions entières en x dont les coefficients sont des
entiers algébriques de û, et/^(.^,y), /^(.^j), .. <,/^(.z;,y) sont des
fonctions entières en x et y dont les coefficients sont des entiers algé-
briques de û. Nous pouvons donc dire, pour abréger, que tous les
éléments du système modulaire sont des quant i tés appartenant au
domaine d'intégrité [^^?y]> et, en employant la notation que nous
avons adoptée précédemment, nous pouvons écrire le système ci-
dessus

)•„=/€ 7t=.=W

(i) N (^,). N i^^' N [ / v ( a > > y ) ] •
1 \ =£ Ï TC =: 1 y s. Ï , J

Des résultats obtenus dans la réduction des systèmes de première
espèce, il résulte que ce système peut être remplacé sans qu'i l cesse
de rester équivalent à lui-même par le système

'3T=:W V== Tl

(A) ^>N[^(^]/]^[/v(^y^WWjy V\ L/v
7C==;1 , , V ssî
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où l'idéal p. est le plus grand commun diviseur des éléments ^,,
[J,2î • • • » P-A-

En procédant comme nous l'avons fait pour la réduction des sys-
tèmes de la seconde espèce, o n ' p e u t montrer que, si un entier algé-
brique entre comme facteur dans l 'un des éléments g\ (œ), g^.(^), "^
g^(^); /i(.r,j), f^Çx,y), ...,/^(,r,j), cet élément1 peut, sans que
le système modulaire cesse d'être équivalent à lui-même, être rem-
placé par un élément dans lequel le facteur est un diviseur de (x.

Nous avons vu, de plus, dans la réduction des systèmes modulaires
de seconde espèce, que nous pouvions remplacer le système (A) par un
produi t de systèmes de la forme

Î 7C == m v == n

(il) v-, ̂ [^W], ̂  [/.(•^y)]1
7t =-. l V = 1 /

où a est un entier rationnel posit if .
En prenant les différentes puissances de p, nous en avons déduit la

forme canonique de la représentation unique du système modula i re
correspondant. ! ! 1 1 ! ! ! ! !

En particulier, lorsque a == i , on a vu que le système ( I f ) était équi-
valent au système , , ,

V .=; n

^), ĵ " LM^:( B ) pj-(^)/]^[/.(^y)3,
[ v^lv==:l

où^(^) est le plus grand commun diviseur (modp) des éléments ̂ ', (x),
^(^), ...,^n(^)-

Supposons que l'un des éléments /,(^, y), /a(^,7), ..., fn(^,y)
par exemple /^(^,y), admette comme facteur Âi(^) (modp) , de sorte
que „ ! ! ! • _

/i(^y)=:Ài(^)/3(^y)4-p9(^^),

où ç(^?j) est une quant i té appartenant au domaine [^, x,y\, et con-
sidérons le système
(a) [p^(^);M^)7i(^>J)]-

De plus, soit dÇx) le plus grand commun diviseur (modp) de g{oc)
et de Ai (^).
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Nous pouvons écrire (a) sous la forme
[p,^"0), ̂ (.r)y\(^,j), Âi(^)7^o,y)]

^[y^(^)^(^)^(^^)^l(^).A(^y)>â?(^)7l(^J)]
==[^^(^),^(^)/i(.r,y)].

Dès lors il est évident que tous ceux des éléments f^ (<r,y),
f^Çcc,y), ..., ^(^y) qui admettent comme facteur commun (modp)
une fonction de x seul peuvent être remplacés dans le système (B) par
des éléments dans lesquels de telles fonctions de x sont des diviseurs
(modp) de l'élément gÇoc)'

De plus, si
^(^)==^i(.r)^(^) (modp),

et si g^(^)» g1^0^) n'ont pas de facteur commun (modp), le système
que nous venons décrire peut être remplacé par le produit des sys-
tèmes

? '/=/? . v==/» <

^(^ ]̂  [/.(^j)] > P,^), j^ [/.(.^y)] .
V == 1 / ( V sr 1 /

Nous avons donc à considérer des systèmes de la forme
V =- /!

(ni) f,ê-W, ]^[/v(^y)] ,
, Vs==l

où g{x) est une fonction irréductible (modp) on une puissance d^une
telle fonction.

Si d'abord g ' ( ^ ) entre à la première puissance dans (III), il résulte
de ce que nous avons dit plus haut qu'aucun des éléments f^ (^y),
4(^»y)» "••'fii^^y) nîa ^n facteur (modp) en x seulement.

L'élément g(cc) développé est de la forme

^•(^) = ̂ 4- yi^-"^ y^^ -h... •+- y-c

où les entiers Y i » Ï2» " • '•? TT sont pris parmi les quantités déterminées
p ^ , pa» • • •? P Â Î et les fonctions/(^,y) peuvent s'écrire

/(^y)=^o(^)y /c+^l(^)JÀ" t4-a2(^)y^ î4-.,.^
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OÙ
0,0 (^) == CÏQQ -^/l'0 -+- ^01 •^Â'0-1 4-^02 ̂ 'o"2 -h ... -+- âQk^

ai (^) == aïo ̂ 'i-h âTn .a?71'*""1 -+-012 x^-r-^ 4-. ..-h- ^i/,p

aA.(^") = a/,o^'+ a/.i.aA-1 -i-a^^^"2^-... 4- ^/c/^,

expressions dans lesquelles toutes les quantités a^ sont des entiers
algébriques de û et qui, prises relat ivement au module p, sont congrues
respectivement chacune à chacune aux quanti tés déterminées p^
p^, ..., pA et peuvent par conséquent être remplacées par ces quantités.

La fonct ion a^Çx) est, ou divisible (modp)par la fonction irréduc-
tibles (modp)^(^), ou n'a aucun facteur commun avec cette fonction.

Dans le premier cas on peut la supprimer comme n'apportant rien
de nouveau au système et nous pouvons opérer de même avec les fonc-
tions ^i(^), a^(x), ..., jusqu 'à ce que nous en trouvions une qui ne
soit pas d iv is ib le par ^(^') (modp).

Supposons maintenant que a^Çcc) n'a pas de fac teur (modp) en
commun avec gÇoc)' Par une méthode analogue à la méthode ordi-
naire qui permet de trouver le plus grand commun diviseur de Jeux
fonctions, nous pouvons déterminer deux fonctions a^Çoc) et g-Çx}
appartenant à [^, x\ et telles que

ao(^) <^(» -+-^(^) 8'W = c^

où c est un entier algébrique dans Û qui n'est pas divisible par l 'idéal
premier p.

Par conséquent, le plus grand commun diviseur de p et w est ç», de
sorte que

p -+- CP == ^.

Puisque l 'unité est divisible par ^ il existe dans Q {voir DEDEKIND,
p. 559) un entier algébrique TC divisible par p et un entier algé-
brique c^ divisible par ^ et tel que

7T 4" CCi == 1,

OU
cc^==i (modp) .

Dès lors on a aussi
a,{w)c^W-^g'{x)c^g{x)^ï (modp).
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De là il résulte que si nous mult ipl ions/^) par ^ a^Çx) et si nous
ajoutons au résultat gÇx^c^ g^) nous aurons une fonction F (x,y),
par exemple, qui développée prend la forme

F(^y)^JT C4-Al(^)J7 T- l+A2(^)yT C-2+.. .- l-A^(^) (modp),

où Ai (^)» Aa(^), ..., Av:Çx) sont des fonctions entières en x dont les
coefficients sont pris parmi les entiers déterminés p i , p a » • • • , p/c» et au
moyen de la fonction g*(^) nous pouvons réduire chacune de ces fonc-
tions de façon que les degrés des fonctions o b t e n u s A ^ (oc), A^(x), ...,
A^(<r) soient tous moindres que T, T étant le degré de ^(^), fonction
dont les coefficients sont pris parmi les entiers déterminés p < ? p a » • " • » p/c*

Nous pourrons donc écrire

F(^,y)=J7 t-+-Al(^)y 'T C- l4-Al(^)y7 t-2+.. .-^-AÂ•(^) [modp, ^(,^)].

Soient F^(^y), Fa^yy), ..., F^(.x?,j) les éléments rédui t s de
f^{^,y), f^{x,y), .-^(^y) relat ivement aux modules [p-^G^)!-

Nous pouvons considérer maintenant au l i eu du système ( I I I ) , le
système

["F) P^^-^^EF^-z^y)].
f V = l )

Supposons ensuite que l'on ai t

Fi (^7) =^4- Ai {x)/^ + MX) y'^ 4- . . . 4" AA.(^),
F, (^,7) ==y 4- B^)j^ ^-B,(.z-)7/'^ +.. .4- B/(^) ,

et/^/.
Par une division nous aurons

Fi(^y) == Qi(.r,j)F2(^,7) 4" Ri(^j)

ôùQi(^,y) et Ri(^,y) sont des quanti tés appartenant à | ^^»y j .
On voit que le degré de Ri (^?y) eny est moiadre que le degré en y

deF^(^,y) et de Fa(^y); il est clair aussi que R^(«-r,y) peut être
adjoint au système (IIF) et, ceci étant fait, F< (^»y) peut en être sup-
primé sans qu'il cesse d'être équivalent à lui-même.

Soit ̂ (^ y) l'élément réduit de Ri(;r,j), et formons l'expression

F2(^ ,y)=Qâ(^yy)<Ï Ï 3(^y)4-Râ(^y) .
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Soit $,(^y) l'élément réduit deR^,./) que nous supposons avoir
été ajouté au système (IIF) et supposons qif ensui te on y ait supprimé
F,(^y).

En continuant ainsi nous avons

<Ï»3(^y)== Q^(x,y)î\ ( . r ,y)+R3(^,j) ,

<ï>,(^,j)== QK^j^lW^y^M^y)-

Puisque les degrés des fonctions R.<o R/., ..., en y sont continuel-
lement décroissants sans devenir négatifs, nous devons finalement
avoir

<iW^,.y) = Qv-^ 7)<ï)v-l(^.r) + Rv-2(^.j)»
<l)v--i(^,y)=:Qv-i(^,y)<ï>.(^y),

où ^(^,,7) est l 'é lément réduit [modp,^(a?)] de Rv^(.r,y).
Nous pouvons ainsi remplacer les deux éléments V(x,y) et Fa^j)

dans le système modulaire (IIF) par leur plus grand commun diviseur
[modp, ç(^)], l 'élément <I>v(^,y).

Si cette fonction <I\(^7) se trouvait être congrue à o [modp, ç(^)J»
on voit que les éléments initiaux F<0,j) et f^x.y} n 'ajoutent r ien
au système; tandis que, si

^{x,y)^k{x),

où /c(x) est une fonction entière en x seul, nous pouvons, comme plus
haut, déterminer une fonction 7c{x) appartenant à [>,^], telle que

k { x ) J Ï ( œ ) ^ î [modp,^0)].

Le système est donc un système unùé Qt est sans intérêt dans la dis-
cussion actuelle.

Si nous continuons comme plus haut, on voit que, si le système
modulaire considéré au début (III) n'est pas un système un i t é , nous
pouvons remplacer

/ V == n ! ! ! !

(III) \V,SW, ̂  [/v(^,7)]
( v=l
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par le système modulai re équivalent

[p^0).7(^.y)]-
où/(.r,j) est le plus grand commun diviseur [modp, gÇx)} des élé-
ments

/i(^y). fi{^,y\ • • • » /^(^j)-

L'élément fÇx,y\ développé su ivan t les puissances décroissantes
dey, est de la forme'

f{^,f) =y<7•+- b^y^-^- ^(^)ycr-2^. . .+ b^œ},

où ^ (x), b^{x\ ..., b^(x) ont tous été réduits [modp, g(^)].
Puisque les degrés de b ^ ( x ) , ^>(^), . . . , b^Çx) ne peavent pas être

plus grands que T — i, où T est le degré de g{x), et puisque le coeffi-
cient de chaque puissance de x dans ces fonctions peut prendre l 'une
des k valeurs p i , pa , ..., p^., on voit que le nombre de fonct ions de la
forme/(^,y) est (P)0'^^0'.

Nous pouvons dire que le nombre de fonctions v = k^ — ï , diffé-
rentes de /(^, y), forme un système complet de résidus incongrus
[modp,^),/(a;,j)|.

Ce système de résidus a les trois propriétés caractéristiques sui-
vantes :

i° Ces résidus sont des quantités de [v, x, y ] ;
2° Chacun d'eux est incongru des autres [modp, g{x),fÇoc, y)}',
3° Toute fonction appartenant au domaine d'intégrité [^^y] est

congru à un et à un seul des représentatifs du système

[modp,^(^),7(^y)].
Si maintenant vs(x,y) est une fonction quelconque appartenant au

domaine [çv;x?,y], nous avons le théorème de Fermât :
(A) [^(^y)]^=^(^j) [môdp^(^),7(^j)].

Considérons maintenant le système modulaire

[^(^)>7(^y)]
et supposons que ron ait

J(^y)^7i(^y)'A^y) [mod^^)],
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et que^(^,y) et7^(^,y) n'aient pas de facteur commun

[modp,^(^)].

Nous pouvons facilement démontrer que

[^^(^),7(^J)]co[p,^(^),7l(^,7)][p,Ày(^)^(• r^)]•

Nous pouvons donc considérer le système

(IV) [^"(^/(^J)]-

où/(^,j) est une fonction irréductible [modp,^(.r)].
Le système (IV) est un système modulaire premier (iwrp. 55).
Supposons que, développé, f{x, y) soit de la forme

/(^,y)=:J>k4-Cl(^)y'Â- l+^(^)À'"2+• • .-+-C),(.z1),

de sorte qu'il y a1 (A-)^—i==/n

résidus incongrus relativement au système (IV). Désignons alors ces
m résidus par r< , r^, ..., r.^.

Alors, comme à la page 71, on peut démontrer que si r est l'un des
résidus ci'dessus et si

G(r) ̂ Ao^-t" Air7»-1 •+-... + A^^ o [rnoclp, ̂ (^),/(^, y)]

o ù A o , A ^ ..., Absout des fonctions du domaine [^^y], et

Ao^o [modp,^(^),/(^y)];

cette congruence ne peut avoir plus de m racines incongrues

[modîî,^(^),/(^ y)];
etsl G(r)^o[modp,y(^),/(^j)]

a ^ac^m^^ m rocm^ mco/z^^ ^, r,, ..., r^ par exemple, nous

avons la congruence identique

i^m ^ , 1 ! , ' .

G(^)^Ao]J('>~^)[mod^^^)^^^ )^
i^ ' g ,

Aw^àeVÈc. Normale. 3e Série. Tome XVÏIL " • ^
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Dès lors, puisque
/^--isso [modî3,^(.a?),/(.r,y)]

a les m racines incongrues [modp, ^'(^)»/>(tz>?.}/)L r^ ^ 'a» • " • 5 r//?» o"
voit que

/^-f=^j/•-[y^(^)y> t-14-7,(^)y )-2-^-...-{-yx(^.)]i
[modp,,^(.r),/(.r,y)],

le produit devant s'étendre à m = k^ — r résidus du système

[^^(^/(^j)]»
chacun d'eux étant de la forme

yi (^) y^-1 + y2 y^2 -+- . • • •+• y).(^),

où Yi (^), Y2(*r), . , . , Y>,(^) sont des fonctions entières en x de degré
au plus égal à T — ï , dont les coefficients sont pris parmi les entiers
p i» p2» - • • » P^-

En part icul ier , si nous égalons les coefficients des puissances égales
de x de chacun des membres de la congruence identique, nous avons
le théorème de Wilson pour le système modulaire |p»/f(^)?/(^-*».y) |»
savoir
- i ̂  II[7i(^)y^1 4- y2 O)^-2^--... + y>.(<r)] [mody, g { x ) , /(.r, y)],

où le produi t est étendu comme plus haut .

Fonctions premières primaires qni sont liées à la considération
du système modulaire premier [p,^(^),/(.r,y)|.

Puisque k=pf, il s'ensuit que le nombre des rés idus incongrus
relat ivement au système modulaire fp , gÇ^^/Ç^^y)} est m =p^— i
et que [voir la formule (A), p» ïô4] toute fonction ^(,r,y) appar-
tenant au domaine d'intégrité [^ ̂ ,j] satisfait à la congruence

[tH^y)3/;^T/'-t+(^y) [modp,^(^)./(-^y)]-
Si À est la hauteur de la fonction ^(*r,y) relativement au système

modulaire [p,^(,r),/(»y,y)], on a

[^(^J^^^C^J') [î^odp,^(^),/(^j)],
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et chacune des h fonctions constituant la période de la fonction ^(^,y)
relativement au système modulaire [p»^(^)»/(^»y)J

W^y)r. [^y)r. [+(^j)?2. •-. [^(^j)]7""1

est de hauteur h.
De plus, si s est un entier positif tel que l'on ait

^(^j)^====4/(^j) [modp^Cz1),/^^)],

,y est un mult iple de À; et aussi À est un diviseur de 7^T/, où/est le
degré de l ' idéal premier y, T est le degré de ^(^) en;r et N e s t l é degré
de/(^,j)enj.

SÏ une fonction m(^x, y) appartenant au domaine \ p^y, ̂ j a ^/î(? Âa^-
^6W À === \^ prise relativement au système modulaire ( p, ̂ (.^),y(<z*, y)|,
CTr(.r,y) CÀ^ congru [t^ody, gÇx),fÇx, y)\ à une fonction entière en
x, y dont le de^ré est inférieur ou égal à T — i, en oc et a A — i en y
et dont les coefficients sont des entiers rationnels qui peuvent être consi-
dérés comme réduits (modp)^p étant Ventier premierquiest divisible par
F''idéal premier p, et vice versa toute /onction qui est congrue

[modp,^(^),/(^,y)]
à une fonction dont le degré est inférieur ou égal à T — i en se et
à 'X — i en y à coefficient rationnels réduits (modp), est de hauteur
Â==XT.

De là il résulte que si rsÇx, r) est de hauteur À, toute fonction sy-
métrique entière des h fonctions

[^(.^y)]<[^(^y)]^ [^(^y)]^2, . .., [^(^ y)]^

est congrue [mod p, ^'(^),/(^?y)] à une fonction entière en œ, y
dont le degré est inférieur à T — i en x et à "X — i enyet dont les
coefficients sont réduits, moàp. ?

Des lors il s'ensuit que
jr~w0,y]i |r~[^(^y)pjlr~[CT(.r,J)p2i...|r---[^(^7)p / l-- li

ssP(r, x , y ) [modî)^(^)»/(^?y)]»

où P(r, x, j) est une fonction irréductible en r, x, y de degré À en r,
d'un degré inférieur ou égal à T — i en x et à X — i en y et dont les
coefficients sont des entiers rationnels réduits (mod^?).
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Finalement nous avons
rp^r^n^r— r,)=HP(r, x, y) [mod p, gW,f{x,y)},

où r esl une fonction quelconque de r, oc, y q u i est clé hauteur h.
Le premier produi t doit être étendu à un système de p^ fonctions in-
congrues r, [mod p, ^(^)-/(^»j)] qu i sont de hauteur h ou de hau-
teur^ on cl est un diviseur de À. Le second produi t doit être étendu
à toutes les fonctions premières primaires P(r, x,y} dans lesquelles le
coefficient de la plus haute puissance de r est l 'un i té , le degré en r
étant h ou d, où d est un diviseur de À, en x le degré étant infér ieur
ou égal à T — ï et à X — i en j et tous les coefficients constants é tant
des entiers rationnels qui ont été r édu i t s (mod p).

Puisque ces fonctions premières primaires ne sont pas répétées
dans le produit précédent, on voi t que nous avons l 'équivalence

[>,ér(^)./(^j). ^-^J^Iï[p,^(;r) , /(^y), P(r , ••r, y)],

où le p rodu i t doit être étendu à tous les systèmes modulaires où i l ap-
paraît comme é lément une fonct ion première primaire différente, dont
le degré en rest h ou d, f ê t a n t un diviseur de h, le degré en oc é tan t
inférieur ou égal à T — i et en y à \ — ï et dont les coefficients sont
des entiers rationnels réduits (mod/?).

Réduction des systèmes modulaires de troisième espèce dans lesquels
la seconde puissance ou une puissance plus élevée de la fonction
irréductible g{^} (n iodp) entre comme élément.

Les systèmes sont de la forme
V = / < \L:=.fit

p , ^ ( ^ ) ^ é r ( ^ ) N [ / v ( ^ y ) 3 > N [ ^ ( ^ y ) ] .
\ v==l \].=zl î

qui, par l ' introduction des systèmes auxiliaires, est immédiatement
réduite à informe canonique

[p^(^)^^(^) 0 (^y)>^(^)v(^y) + 0 (^y)^
dans laquelle, lorsqu'elle est développée suivant les puissances dé-
croissantes de y :

ï 0 1 1 : ' 1 1 - • 11' . • 1 1 - .^ 1 ' , - ! 1 1 . - ' , . . ! 1 1 ! !

^^^^^H-Ao^^-^h-.-AÂ.C
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les degrés de Ao(^), . . . , A^a?) étant au plus égaux à T — i , où T est
le degré de ^(^*);

2° Le coefficient de la plus haute puissance de y dans 6e0 est l 'unité
et les autres ont été réduits [mod g(^)] ;

3° Le degré de ç(^'?.y) en y est infér ieur au degré de 6(.r,y) eny;
4° Tous les coefficients constants sont pris parmi les entiers déter-

minés p i , ?2, ..., pA.

Lorsque g ( x ) entre à la troisième puissance, la forme du système mo-
dula i re est

'/ =s // [A ̂  in A --•-: / ^

! y, g-(xy, gW- ̂  [/,(.r, y)], ff^} ]\j [/<i,.(,r,,r)], ]̂  [/.•î,(.î',,y)] >
V .= 1 |J. = 1 À =: l

qui est équivalente à l'a forme canonique

^ ^(^);^ ^(.r)^(,^ .y), ̂ (.r)^(.:r, y) ̂  ̂ (.:r)^,,r, j^^^K.^, ,r),

^(^Q^(^,J)+^(.:y)0(.^J)^)(.r,y)^^(^)9(.21,y)9( I)(^^
-h0(^,y)Ol l)(.r,T)9( l)(.:r,J)

Dans cette forme canonique nous observons que, lorsqu'elle est dé-
veloppée suivant les puissances décroissantes dey:

T,° Le premier coefficient de 0(.r^j), deO^^j) et de ̂ \x, y )
est l 'uni té et les autres coefficients ont été réduits fmod g(^)} ;

2° ç(,'x',y) et ^( t r?, y) sont, en y, de degré inférieur au degré de
0(^-,y) et leurs coefficients ont tous été rédui ts [mod ^'(^?)];

3° O^^T, y) est en y de degré inférieur au degré de Q^Çx, y) et ses
coefficients ont été réduits [mod g"(^)] ;

4° Les coefficients constants qui entrent dans tous les éléments sont
pris parmi les entiers déterminés p^ pa, . . , , p^.

Des formes analogues peuvent être déterminées pour les systèmes
dans lesquels la quatrième puissance ou des puissances plus élevées
de g{oc} entrent comme élément.

Considérons maintenant le système

V.SSM p-==:W ' .

(I) f\ff(x),9^[f.{.x,y)],^Ui^.r,y)][,
V_-l K--=l /
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et supposons que gÇx)^=g^ {oc)g^x) (mod p) et que ^i(^) et^(;r)
soient irréductibles (mod p).

Du système auxiliaire
, ^—...

W P^'(^]^ [M^j)]
\ p-=i /

(J-=W [;-==W

> j ^ é-i(^), ]\} [A(^ j)] y, 6y2(^), ]\ [^-(•^j')]CO <' lî, <°'i

f a==i . 1 (1=1
0/0 [y? ̂ (^ Hi(.r, y)][p, é r2(^). Hs^y)]
^[P. ^(^)?^l( l r)Hâ(^.J)^•2(^)Hl(^.7). Hi(^r)Il2(^,7):|

nous tirons, d'une part,

(0 /^X^J^^P^^^y^^iKa^+^lIii3^^11!1^^ (^== ï » 2 » ••. ,^),

où nous employons le signe fonctionnel pour les fonctions de x,y et
où toutes les quantités introduites appartiennent au domaine [^,^,y);
d'autre part, nous tirons

|A==m

gi ( ̂ ) Ha (^ y) ===- pAi + ̂ Bi + ̂  ̂ ^1),
ix=i

(1 sa m

(a) ^(^jH^^^^^pA^^B^^/^^^
p.==i

p,==w

Hi(^, 7) ̂ (^ y) = yA.,^ ̂ 83^ 2 /^^)•
, ^ (A=:l .

On voit, d'après (2), que nous pouvons ajouter les éléments
Si=- ^ (A?)H2(^ ,^ )—pAi ,
82=== ^ ( ^ ) H i ( ^ y ) — p A î ,
S3=JIi(<r, y)H2(^ j) — pÂs,

au système (I) sans qu'il cesse d'être équivalent à lui-même.
Déplus, d'après (i); on voit que

/^^(^îJ)=P(^p.-^Al(5p-•+A2(3p.-4-A3ap,) -+-^y^+ Si<Sp,-+"S2Pp.+ 83^

; : , 1 ! ! ^ , (p^ï^a,...., w), 1 1 1 1 , : 1 1 / 1 „ 1 1 ,
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OU
/ ^ (^y)=spA^ (mod ^, Si, 83, 83)

(^ =:!,%, . . . , m),

où pour abréger j'ai posé

/C^T^+Airîa+AâPp.+Asa^ ( ^ . = = 1 , 2 , . . . ,^) .

Le système (I) est équivalent à
P. =7/t

S.i ii

( Ï I ) P2- .^)^J^[/v(^y)], p |̂  [^(^j)], S,, S^ 83m^3j;.|5 V [^ L^pA^^J^Iî ^l? ^2? ^3

V ï= l 1-1, == Ï

Avec les éléments
v = w p. == m

w' y^"[/v(^.y)]' v]^[^,(^j-)
V = 1 (A == 1

^ r^), y]^"[/v(^y)], v[^[A-i.,(^,j)],
V = 1 (A == 1

nous formerons le système
V::-./if, p,ï=WV::-./if, p,s=W

P. ffW. ^[M^yÏi, ̂  W^,
V=s-l (J.=l

r j p . ^(^). ]\[/v(.^7)], ]^[^(^7)]j

(X == //l

P ^^(^^[/.(^.r)], ]̂  [^(.^J)] ^^(^),]^[/,(^y)], ĵ " [^(.^.y)]t^> P V, Â^ï À i V ^ ^ I ^ L y ' ^ ^ » . / / - ! » [•% L^iJA17^..
V=I. . (J,r=,l

'•/ =• n \}. —. ni

^(^J^E/^^y)],^"!:^^,^
V == 1 ;1 == 1

^yEp^i^)» Fl(^»y)][p^ )"2(^)» i^(^,y)]
^P|>,^(A"), ,^(^)Fâ(.r,j), ^(^)Fi(^,y) ,Fi( .^y)F2(^,y)] .

On déduit de là que le système (II) est équivalent au système

(111)

Puisque

p2, g{oc), p | g^x}Ï^{x,y}, ^\(x^L,{x,y) — p A i
g^{x)i^{x,y}, ^a(^)Hi(^ , j ) — pAa
Pi(^.j)F2(^.y), IIi(.^.y)Ha(.y,j) — p A ,

^[^(^)H,2(.^j) — p A i ] s p^(^)Hâ(^, j ) ( n-»od p 2 ) ,

on voi t que nous pouvons ajouter au système ( I I I ) les éléments

, p^(^)H2(^,y), yff^x)lïi{^y), pHi<^j)H2(^' , ,y) ,
, : Vg^^)^2(^,y), .p^a(.y)Ai(.27,^). ,
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Des systèmes

(1) p ( y , ̂  Fi F,, HJL) c^ p (p , ̂ , Fi F,, HJ-L) (p, ̂  Fii^, I-W)
GO (p, g-,. Mi) (p, ^2, Mi) c^(p, ̂ , ̂ Ms, ̂ Mi, Mi Ma),

( 2 ) (^^i^ô'i^^^iFa^p^iAa^^Hâ, Pé r lM2)
c^p^i(p, ^2, Fa» H 2 , À 2 , M 2 ) c ^ p ^ i ( p , ^ i , L 2 ) ,

(3) p^â(p,^ ,Fi , I I i , A i , M i ) c o y ^ ( p , ^ i , L i ) ,

on déduit que le système (III) devient

V2, g, y ^La, ^ H â — p A i i
(Iir) ^âLi, ^ H i — p A s , ,

MiM^, HiHâ-pAa |

dans lequel g\Ïi^ g^\^ îî^î^ A^ et Aa peuvent être exprimés par
des formes linéaires des éléments L ^ , La, M < M a et p par le moyen
des formules (i), (2) et (3).

Corollaire. — Le système modula i re

/ 'Vsr/a; [L^m i

pSp^(^) ,^(^) ,p]^[/ , (^7)] ,^ [/^(.r,y)]/ v ^
v ==: i a=i

ou
^•(^) s^i(^)^2(^) ( m o d p ) ,

et où ^(^) et gî{x) sont irréductibles (mod p), est équivalent à

[p2, î î^(^) ,p0( . r ,y) , ^i(^)?(^rj)]-

Lorsque les fonctions sont développées suivant les puissances dé-
croissantes de y, nous remarquons que :

i° Le coefficient de la plus haute puissance de 0(^»y) ^st l 'unité
et que les autres coefficients ont été réduits [mod p, g^{^)\ ?

2° Le coefficient de la plus haute puissance de <p(a7,y)est Punité et
que lesautres ont été réduits [mod p, g^ (^)].

Si g{cc)=g,{x)g^x)g^x) (modp) et si g\{oc}, g^). g^}
sont des fonctions irréductibles (mod p), la méthode de réduction est
tout à fait la même que celle que nous venons de donner,
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Çinalement le système
V = « [Jl,==OT \=l T==<

p2, gw, p]^ [/v(^,y)], < )̂ ]\) [M '̂)L r^) ]\ l<px(a-,y)],]^k(^y)]
V = î p.s=l X==l T==l

où ^(.r) est irréductible (modp) est équivalent à un système de la
forme

[p\^(^)\^(^)0(^y5,p^(^j),^(^j)4-M(^,y),^(^)A(^,j)+pK(^,y)]

. Le système

! v s= n (Assm X •==^

p3, ^(^), ^ "Ĵ  [/v(^ y)], p ̂  [h^x, j)], ]̂  [yv(^, y)]•r, y) ^^ " • - ' Î J ) \ t

5.=! 1\'==i p.==l

où ,$(.3?) est irréductible (mod p) est équivalent au système

[p3, ̂ ), ̂ F^, y), pH(^ y), ^(a7, y^.

Lorsque gÇ^^-gïÇ^gîÇ^) (mod p) la méthode de réduction
est la même que celle qui a déjà été donnée.

Les réductions précédentes ont toutes été faites pour des systèmes-
dé la forme

f\^k TC-ss.m 'y==n »

N (^ N ̂ ^ N ̂ ^^ [TC<.^;j? 1 ^ L/V^^^

^=1 1T=1 V==l

Nous avons donc supposé la présence d'un entier algébrique et d^une
fonction entière d'une variable à coefficients entiers et algébriques
parmi les éléments.

Si le système donné est de la forme

[/v(^y)l

puisque les fonctions /i(^r7)» /aC^y) • - " fnÇp^y} n'ont pas toutes
un diviseur commun (un tel diviseur peut être enlevé comme facteur
du système), il est, en général, possible de trouver des fonctions

Ann^de.î'Êc.'Normale.î^éw^QïûQ^W. . ! ! S.î5
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/î(^j)?/sO^y). —,A(^j), telles que

( 1 ) /i(^j)/i(^7)+/2(^7)/2(^j)+...+/v(^y)/v(^y)=^(^),
v ï /z,

où ^"(^) est une fonction entière en x à coefficients entiers apparte-
nant au.

Cela est toujours vrai lorsque-les équations
/i(^j)==o, /,(^,j)=o, ..., /^(^,y)==o

ont un nombre fini de solutions communes à deux quelconques d'entre
elles»

S'il n'y a pas de solution commune à certaines des équations pré-
cédentes, par l'algorithme du plus grand commun diviseur nous
pouvons déterminer les fonctions 7^(o?, y),/^(.y,y), ,..5/^(^,7) de
telle façon que
(2) /t(^7)/i(^7)+/2(^y)/2(^,y)--}"...-4-/v(^7)/v(.r,j)=:^,

V > J ,

où p. est un ent ier algébrique de û.
Dès lors, dans nos hypothèses, nous avons supposé tout au plus

l'existence de l'élément p- ou de l 'élément^(<zî).
En choisissant différents éléments/^, y ),/^(^y), ...,/^(,^y),

nous pouvons,'en général, former deux formes linéaires telles que (i)
dans lesquelles les fonctions d'une variable g(sc) et g^Çxy, par
exemple, n'ont pas de valeur commune qui les fasse s'évanouir simul-
tanément.

Nous pouvons alors trouver deux fonctions g(sc) et ^(^) telles
que

SW SW + Si W Si (^) == F.

où p. est un entier algébrique de û qui peut être adjoint comme élé-
ment au système modulaire,

Si le système est de la forme
1 1 ; 1 1 1 ' ( . 1 ! vîs:;" ! ! ) ^ , ! ! 1 1 1 1 1 1 , ! . . !

\g^\ ]^[/v(^yjl ,
1 1 1 , . 1 — . . 1 ! ! ! ; 1 1 1 1 . 1 1 . ' ! , ! ! Vsî ' \ , 1 1 1 . 1 1 7 1 1 ! ! !
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nous pouvons encore effectuer les rédactions précédentes, si nous
changeons le domaine d'intégrité dans lequel nous admettons que, à
côté des entiers algébriques, nous considérions aussi, dans la dis-
cussion, des fractions algébriques de û (yoî'rDEDEKJND, p. 587), tandis
que, pour obtenir les réductions précédentes dans les systèmes tels
que
* v =n \

y-, ]\ LM^j)] ,
v==l

nous devons laisser entrer les fonctions rationnelles aussi bien que
les fonctions entières de l'une des variables dans le domaine donné.

La réduction des systèmes de la forme
[A=;m ^

p^(^/(^y). N i^^^'01 r
tJL—l •'

où ^(^)est irréductible (modp) et/(^y) irréductible [modp^^XL
et aussi des systèmes dans lesquels il entre comme éléments des puis-
sances de ces fonctions,, peut être obtenue de la même manière que
les rédactions précédentes. Un Mémoire qui touche brièvement ce
su'jet, mais seulement pour le domaine des entiers rationnels, paraîtra
dans le Journal de Crelle. Eu égard à ce Travail et aux résultats déjà
obtenus dans le présent Mémoire, il ne semble pas nécessaire d'entrer

-. ici dans une discussion détaillée des systèmes modulaires de qua-
trième espèce et d'espèce supérieure.


